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Introduction :

Introduction générale

Les chaines de Markov ont une place prépondérante dans le domaine des probabilités.
Ils permettent de modéliser I'évolution dynamique d’un systéme aléatoire. L'étude de ces
chaines a connu de nombreux champs d’applications, et s’étend sur plusieurs domaines,
notamment en génétique. Néanmoins en écologie, réseaux, mathématiques financiéres,
simulation......, ce qui nécessite un développement continuel de la théorie qui les régit. Ce
mémoire a pour objet d’exposé un des problémes théoriques des chaines de Markov. Il s’agit
de vérifier si I'image d'une chaine de Markov cachée est une chaine de Markov cachée.

Le premier chapitre est divisé en trois parties, la premiére partie aborde des notions
fondamentales de base sur les ensembles, les applications, mesures et probabilité. Dans la
deuxiéme partie, on rappelle également quelques notions sur les chaines de Markov a temps
discret, des définitions générales (équations de chapman-kolmogorov, classifications des
états...). Troisieme partie nous allons introduire les modeéles de Markov cachées, leurs
algorithmes, les trois problémes fondamentaux, évaluation, décodage et I'apprentissage.

Dans deuxiéme chapitre on a deux parties, la premiére partie aborde les chaines de
Markov images avec des conditions nécessaire et suffisantes, vérifier si I'image de la chaine
de Markov par la fonction f conserve le caractere markovien quand cette fonction a une
forme particuliere (injective, surjective ou bijective). La deuxiéme partie est consacré pour
les chaines de Markov image cachée et a la description des conditions nécessaires et
suffisantes pour que l'image d'une chaine de Markov cachée est une chaine de Markov
cachée.

Le dernier chapitre est consacré a la simulation des résultats précédents en utilisant le
programme "python", a fin de facilité I'application numérique des résultats théorique
étudiés.
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Chapitre 1

Chaine de Markov Cachée
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Chapitre I : Chaine de Markov Cachee

I. Notions fondamentales

1. Notion sur les ensembles

1.1 Ensembles
Un ensemble peut se définir par :

ela liste de ses éléments, par exemple :
IN={0,1,2,..,105..,n,..}
ela propriété que vérifient ses éléments, par exemple :
E={x€eR, x*+x—1=0}

Quand x est élément de E, c'est-a-dire qu'il est dans la liste des éléments de E, ou qu'il
vérifie la propriété caractéristique de E, on dit que x appartienta E, noté : x € E

1.2 Sous ensemble
On dit que F estinclus dans E, noté F C E, si et seulement si :

Vx€EF =>x€E.

F est ainsi un sous-ensemble de E, ou une partie de E, on note P(E), 'ensemble des
parties de E c’est ensemble de tous les sous-ensembles de E.

1.3 Intersection, Réunion et Complémentaire
«Définition : L'intersection de 2 ensembles A4 et B est :

ANB ={x,x € Aetx € B}
eDéfinition : la réunion de 2 ensembles A et B est :
AUB ={x,x € Aoux € B}

eDéfinition : Si A c B, le complémentaire de A dans B est:
Ch={x,x EBetx ¢ A}
2. Notions sur les applications

2.1 Une fonction (ou une application)

Une application f:E — F (de E dans F) est définie par un sous-ensemble Gy S E X F tel

que pour tout x € E , il existe au plus y € F tel que (x,y) € Gf, onnote y = f(x).

12



Chapitre | : Chaine de Markov Cachée

2.2 Image directe, tiré en arriére.

¢ Image directe

Soient E, F deux ensembles, f: E = F une application et A une partie de E. On appelle
image directe de A par f I'’ensemble des images des éléments de A (voir figure 1), i.e. la

partiede F: f(A) ={f(x) I x€A}={y€eF|Ix €Ay =f(x)}

) >
° o
° '
;I
Ll
o [ ]

Figure 1.1 - Image direct d'une partie A par une application f
e Image réciproque (tiré en arriére)

Soit E et F deux ensembles, f: E = F une application et B une partie de F. On appelle
tiré en arriere de B par f l'ensemble des antécédents des éléments de B (voir figure 2),
i.e.lapartiedeE:

f7Y(B) ={x€E| f(x) € B}.[3]

Fm)

e & J}—— |

Figure 1.2 -tiré en arriére d’'une partie B par une application f

13



Chapitre I : Chaine de Markov Cachee

2.3 Injection, surjection, Bijection
2.3.1 Injection

Soit E, F deux ensembles, f : E = F une application. On dit que f est injective (ou

est une injection) si: V(x,y) € E%, f(x) = f(y) = x = y.

Figure 1.3 -Exemple d’application injective.

2.3.2  Surjection

Soit E, F deux ensembles, f: E — F une application. On dit que f est surjective (ou est
réalise une surjection) si:Vy € F,3x € E,y = f(x).

Figure 1.4 -exemple d’application surjective

2.3.3  Bijection

Une application bijective(ou qui réalise une bijection) est une application injective et
surjective. Soit E et F deux ensembles, une application f: E = F est donc bijective si et
seulement si :

VyeF,Ax €E,y =f(x).[3]

2.4  Application réciproque

L’application f: E — F est bijective si et seulement si il existe une application unique

g:E - Ftelleque: fog = Idg et gof = Ildg
L’application réciproque de f, notée f 1.

14



Chapitre I : Chaine de Markov Cachee

3. Notion sur les espaces mesurables
3.1 Ensembles mesurables

3.1.1 Tribu ou o-algébre-Espace mesurable :

Soient E un ensemble, T une famille de parties de E (i.e.T < P(E)). La famille T est une
tribu (on dit aussi une o-algebre) sur E si elle vérifie les propriétés suivantes :

*QET

« T est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable
(A peny d'élémentsde T,on a U,ey 4, € T.

o T est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € T, on a
AC € T (On rappelle que A¢ = (E\A).
e (E,T) estappelé espace mesurable.
Exemples de tribus sur E :
{@,T} et P(E) Sont des tribus sur E.

3.1.2  Sous tribu

Soient 74, 7, deux tribus sur (), on dit que 7, est une sous tribu de 7;si et seulement
Si:
VA E 1, A€ET.[1]

3.1.3 Tribu engendrée

Soient E un ensemble et C € P(E). On appelle tribu engendrée par Cla plus petite tribu
contenant C, c’est-a-dire la tribu 7(C) est l'intersection de toutes les tribus sur
E contenant C (cette intersection est non vide car P(E) est une tribu contenant C).

3.1.4 Tribuimage directe

Si (Q,,7,) est un espace mesurable, (;est un ensemble et f:Q; — (, est une
application, 'image directe de 1, par f estla tribu f*(t1) sur (), définie par:

fr(t1) ={E, € X,/f " (E;) € 14}. [1]

15



Chapitre I : Chaine de Markov Cachee

3.1.5 Tribu image réciproque

Soient Q1 un ensemble, (,,7, ) un espace mesurable et f:(Q; = Q, une application,
L'image réciproque de 7, par f,f ~1(z,) = {f "1(E,) | E, € 1,} est une tribu sur Q;. [1]

3.2 Mesure-Mesure de probabilité

Soit (E, T) un espace mesurable, on appelle mesure une applicationm : 7 > R+
avec R+ = [0, +oo] vérifiant :
1.m(®) = 0.

2. m est o-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (4,),cy d’éléments de T disjoints
deux a deux (i.e. tels qued,, N A,, sin #m)ona:

M(Unen 4n) = ZnENm(An)'
m est dite mesure de probabilité si m(E) = 1.

3.3 Espace mesuré, espace probabilisé

Soient (E, 7) un espace mesurable, et m une mesure sur t. Le triplet (E, t,m) est appelé
espace mesuré. De plus si m(E) = 1 cet espace est appelé espace probabilisé.

4. Notion de probabilité
4.1 Variable aléatoire réelle

Soit () espace d’épreuves et soit T une tribu définie sur espace (). Une variable aléatoire

réelle est une fonction X:(Q — R tel que pour tous aeR, I'événement {X< a}= {w;
X(w)< a} peut se voir attribuer une probabilité, c’est-a-dire, {X < a} € 7. [6]

4.2 \Vecteur aléatoire

Une variable aléatoire multi variée ou vecteur aléatoire est une liste de variables
mathématiques dont la valeur est inconnue, soit parce que la valeur ne s’est pas encore
produite, soit parce qu’il y a une connaissance imparfaite de sa valeur, les variable
individuelles d’'un vecteur aléatoire sont regroupées car elles font toute partie d'un
méme systeme mathématique, souvent elles représentent des propriétés différentes
d’une unité statistique individuelle.

Les vecteurs aléatoires sont souvent utilisés comme implémentation sous-jacente de
divers types de variables aléatoires agrégées par exemple : une matrice aléatoire, un
arbre aléatoire, une séquence aléatoire, un processus stochastique, etc. Plus
formellement, une variable aléatoire multi variée un vecteur colonne X = (X, ..., X,;))Tou
Q) est I'espace échantillon, 7 est le sigma algebre (la collection de tous les évenements) et

16



Chapitre I : Chaine de Markov Cachee

1 est la mesure de probabilités (une fonction renvoyant la probabilité de chaque
évenement). [6]

4.3 Filtration

Sur un espace probabilisé (Q,7, ) on appelle filtration toute suite croissante (F,),ey de
sous-tribus de F (on pourra prendre pour F la tribu, notée FE, engendrée par les
tribus (E,) ey Intuitivement, la tribu F,contient tous les événements qui peuvent survenir
avant 'instant n. [6]

4.4 Processus stochastique

On peut définir un processus stochastique comme étant une famille (X;).cr de variables
aléatoires indexées par le tempst. Les mots processus et stochastique signifient
respectivement fonction et aléatoire. Alors qu’une variable aléatoire X associe a chaque weQ
une réalisation X (w), un processus stochastique (X;):er associe a chaque w une fonction
(ou trajectoire) (X;(W)ter): T = E,t = X:(w) Ou E est I'espace d’arrivée des variables
aléatoires X;.

Soit (X;,)neny une suite de variables aléatoires réelles définies sur (X, T, 1). On dit que le
processus est adapté a la filtration (F,),en Si pour n € N la variable aléatoire X, est F,—
mesurable. [10]

4.5 Marche aléatoire

L'idée de marche aléatoire a été introduite en 1905 par le biostatisticien Karl Pearson?,
Mathématiquement, il s’agit d’un processus stochastique a temps discret, c’est-a-dire une
suite de variables aléatoires (Y;,),»0, @ valeur dans Z9 définis par :

n
Y0=OZdetVn21:Yn=z X;
i=1

Ou les pas (X;);»1 est une suite de variable aléatoire indépendante et identiquement
distribuée, définie sur un espace de probabilité (X, 7, 1) a valeurs sur le vecteur unité de /A
[4]

4.6 Temps d’arrét

Sur un espace de probabilité (Q, T, u) muni d’une filtration (F,) ey, une variable aléatoire 7 :
Q — N U {0} est appelée un temps d’arrét pour la filtration (F,),en, si et seulement si,

vneN,{t=n}eFE, ©vVneN,{t<n}€E,.
Si T est un temps d’arrét, on définit la tribu des événements antérieurs a T en posant

F, ={A €t:ANn{r < n} € FE, pour tout neN.
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On obtient bien sur une définition équivalente en remplagant I'événement {r < n} par
I'événement {t =n}. On vérifie immédiatement que F; est effectivement une tribu et que
T est F; mesurable. [14]

4.7 Probabilité conditionnelle

Soit P une probabilité définie sur (£, 7) et soit Aet B deux événement de t. La
probabilité conditionnelle de A étant donné B, notée P(A/B) est définie par :

P(ANB)

P(A/B) = —5 s

SiP(B)=0, alors P(ANB)=0 et le second membre P(A/B)est une forme
indéterminée % que l'on prendra égale a 0. On lit P(A/B) « probabilité de A sachant B ».

[5]
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Il. Chaine de Markov a temps discret
1. Définitions générales
1.1 Introduction

Une chaine de Markov est une suite de variable aléatoire (X,,n € N) qui permet de
modéliser I’évolution dynamique d’un systéme aléatoire. X,, représente I'état du systeme a
I'instant n. La propriété fondamentale des chaines de Markov, dite propriété de Markov, est
gue son évolution future ne dépend du passe qu’au travers de sa valeur actuelle. Autrement
dit, conditionnellement a X, (Xy,...,Xn) et (Xnix, kK € N) sont indépendante. Les
applications des chaines de Markov sont trés nombreuses (réseau, génétique des
populations, mathématique financiére, gestion de stock, algorithmes stochastique
d’optimisation, simulation,...).

1.2 Chaine de Markov a temps discret

Une suite (X,,) =0 de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble au plus
dénombrable E est une chaine de Markov d’espace d’états E si et seulement si pour
toutn € N, pour tout xg, ..., X,41 € E tels que:

P(Xn =2 Xo =2%0) = P(Xp = Xp, .., Xo = %) > 0,
P(Xn+1 = Xns1lXn = Xpy o, Xo = X%0) = P(Xpp1 = Xns1l1Xn = x3).
Cela s’écrit également :
L Xnt1 = X1l Xn = Xn, oo, Xo = X0) = LXnp1 = Xnp1lXn = %)
1.3 Chaines de Martov homogeéne

Définition : Une chaine de Markov (X,,),, est dite homogéne si on a pour tout i et j dans E,
P(Xpi1 = jlXy = 1) = P(X; = j|Xo = i).[19]

1.4 Probabilité et matrice de transition

Définition 1 : On appelle probabilité de transition pour aller de I'état i a j, la probabilité

Dij = P(Xn41 =j/Xn =10) = (P(X1 =j/Xo = 1)).
Définition 2 : On appelle matrice de transition la matrice P = (p; ;) i jeg-

P11 P12 P13
Par exemple pour E = {1, 2,3,..}: P = <p2,1 D22 pg,z--->

Remarque: Une chaine de Markov homogéne est représentée par sa matrice de transition.
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Lemme : On note v, la loi de X,, (v (iy)) = P(X, = iy). On a alors pour tout (i, ..., i) dans
E

n-1
P(n = im0 Xo = i0) = 00(i0) | [ Prgi
k=0

Démonstration : Par conditionnements successifs :
P(Xn = iTLJ ......... JXO = lo) =
= P(XO = lO)P(Xl = il | XO = io )P(XZ = iz | Xl == illXO = lo)

P(Xn = in I Xn—l = in—l: "'IXO = lo)
n-1

= v, (ip) 1_[ P; ;... Car X, une chaine de Markov
k=0

Proposition 1 : Toute matrice de transition vérifié les propriétés suivantes

e Pourtoutcouple (ij)deE, 0 <p;; < 1;
e Pourtouti € E,onaXiegp;; = 1.

Démonstration :

p;,j Sont des probabilites, donc le premier point est évident. Le second point découle du fait
gu’on somme les probabilités sur toutes les valeurs possibles d’une variable aléatoire. [8]

Proposition 2 :
Soit p une matrice de transition, alors

e padmet 1 comme valeur propre.
e Levecteur v ayant toutes ses composantes égales a 1 est un vecteur propre associé a
cette valeur propre.

Démonstration : il suffit de multiplier la matrice p par le vecteur v. [8]

1.5 Graphe de transition :

Un graphe de transition est un graphe orienté et pondéré vérifiant :

e Tous les poids appartiennent a l'intervalle [0 ;1].
e Ilya auplus une aréte entre deux sommets quelquonques du graphe .
e Lasomme des poids des arétes issues d’'un sommet est égale a 1. [15]
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Exemple: soit la matrice de transitin P tel que :

0 0 1
P=<1/2 0 1/2)
1/2 0 1/2

Son graphe de transition est :

.0
o '

1/2
Figure 2.1 -graphe de transition de matrice P

1.6 Loide probabilité de X,,

Définition : Pour tout entier naturel non nul n, la loi de X,, qu’on note par u(n) est
donnée par:

u(n) = p(0)pP™

En effet,
() = P(X = k) = ;uim) 2
un+1) = u()P
Exemple :
soit £ = (0.1} et P= (] o) @ =3 3)
== DO D=
k@ =ur = )] 0)=G 3)

2. Equation de chapman-Kolmogorov
Soit Pi,(;l)=[Xn = j|X, = i], La probabilitée de passer de i a j en exactement n étapes.
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vVneNVmeN:
PO = P = [1Xn = KOP(Xn = [1Xo = ) = ) BRI
k=0 o
En notation matricielle, si P™est la matrice contenent les ™, cela donne

Lj !

pm+m) — p(m)p(m)
En particulier, P2=PP.

3. Classifications des états

On dit q’un état j est accessible de I'état i s’il existe n = 0 telle que pi(]’fl)>0. Cela veut dire
gue si on est dans I'état i, la probabilité d'atteindre j éventuellement n’est pas nulle .Deux
états i et j communiquent si chacun est accessible de I'autre. On note cela i < j. La
communication est une relation d’équivalence : c’est réflexive, symétrique et transitive. Les
classes d’équivalence forment une partition de 'espace d’états E. Ces classes Sont appelées
les classes de communication de (X,,) .

La chaine est irréductible si tous les états communiquent (une seule classe d’équivalence).
Une chaine de markov n’est pas irréductible est dite réductible. [15]

Exemple :

S NI RN -
Wl DR -
WIND|F—~, O

Tous les états communigent. la chaine est irréductible.

Exemple :
1 0 O
1 1
P=- - 0
2 2
0 0 1

Les états ne communiquent pas entre eux. la chaine et réductible.

3.1 Etats récurrents et transients

Pour tout état j, désignons par T; le temps d’atteinte de I'etat j a partir de I'instant 1 ;
autrement dit Tj = inf {n > 1,X,, = j}.
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Ce temps d’attiente est un temps d'arrét de la chaine.

On notera également N; = z o 1(Xn=j) le nombre de passages en j (en comptant le point
de départ ). -

On a en particulier P](T] < 00) = (P(N; > 1).

Définition :

On dit que I'état j est récurrent si, partant de I'état j, la probabilité que la chaine de Markov
retourne a I’état j en un temps fini est égale a 1, i.e

P(T; < +0) = P(T; < +00/xy = j) =1.
Sinon, lorsque P(T; < +00/X, = j) < 1, I'état j est dit transitoire.
Autrement dit si j est récurrent, la chaine repasse presque srement par j en partant de j.

En revanche, un état transitoire est tel que P(T} < 4o0/X, =j) > 0.il y a donc une
probabilité strictement positive que la chaine de Markov ne repasse jamais par I'état j. [12]

3.2 Périodicité d'une chaine de Markov
Définition :
Soit j € E On appelle période de j, et on note d(j), le P.G.C.D de tous les entiers n > 0 pour

P(.")>0) Sid(j) = d = 2, on dit que j est périodique

les quels P}g.n)>0 d(j) =pgcd(n =1, 1

de période d.
Si d(j) = 1 on dit que j apériodique.
Une chaine apériodique est une chaine dont tous les états sont apériodiques. [18]

Théoréeme :

Si i est périodique de periode d et sii — j (j # i), alors j est aussi périodique de période d :
la périodicité est une propriété de classe. [18]
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Chapitre | :
Exemple :
0 1 0
! 0 0
p=|?2
1 0 0
\0 1 1
2 2
Son graphe est :
% %

S ON|IRO

Figure 2.2 - graphe de transition

Nous avons :

d(1) = pgedin = 1, P > 0} =pgsd {2,4,6,8,..},
d(2) =pged {n = 1, PY > 0} =pged {2,4,6,8,..},
d(3) = pgedin = 1, P > 0} =pgcd {2,4,6,8,...,

d(4) =pged in =1, PP > 0} =pgcd {2,4,6,8,..},

On constante que la période des états est 2.
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lll. Les chaines de Markov cachées a temps discret

1. Généralité

Les modeles de Markov cachés (aussi appelés HMM pour Hidden Markov Model), ont été
introduits au cours des années 1960 par Baum et ses collegues (théorie de base), ils sont
développés par Andrew Markov (étudiant de CHEBYSHEV), pour pouvoir utiliser ces
modeles, efficacement, il est nécessaire d'en connaitre les principes qui constituent la
théorie des modéles de Markov cachés (MMC).

Les modeles de Markov cachés sont des outils statistiques permettant de modéliser des
phénoménes stochastiques, ces modeles sont utilisés dans de nombreux domaines comme
la génétique, la finance, I'économie, l'informatique, la météorologie, la biologie, la
reconnaissance de la parole, de plus dans le traitement du probleme de la segmentation
d'image.

Le modeéle le plus simple est le modéle de chaine de Markov caché, est un processus
aléatoire de variable discretes évaluées, qui implique un nombre d'état, ces états sont liés
par des transitions possibles, chacune avec une probabilité associée et chaque état dispose
d'une observation associée, la transition d'état est seulement dépendante de I'état actuel et
nom sur les états passés.

La séquence réelle des états n'est pas observable, d'ol le nom de caché.

La représentation compacte pour un MMC avec une distribution discrete de probabilité
de sortie est donnée par A = (A, B, i), qui va étre définie dans cette partie.
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2. Historique

Les modeles de Markov cachés ont une longue histoire derriére eux, en 1913, les premiers
travaux sur les chaines de Markov pour I'analyse du langage permettent a A. Markov de
concevoir la théorie des chaines de Markov.

De 1948 a 1951, Shannon congoit la théorie de l'information en utilisant les chaines de
Markov. Dés 1958, les modeles probabilistes d'urnes, le calcul direct du maximum de
vraisemblance et I'observation de la suite d'états dans une chaine de Markov, sont réalisés.
Mais ce n'est qu’a partir de 1966 avec les travaux de L. E. Baum, que les modéles de Markov
cachés, que les algorithmes basiques pour l'estimation des états et des parameétres des
modeles, pour les modéles de Markov cachés, sont mis au point. A partir de 1980, ces
modeéles sont étendus afin d'intégrer la notion de durée variable et densités de probabilités
continues multi variables.

Les travaux de A .J. VITERBI et G.D.FORNY ont permis de construire un algorithme
efficace et dont la complexité est linéaire, par apport a la longueur de la suite.

3. Chaines de Markov cachées
3.1 Définition:

Une chaine de Markov cachée est une chaine générant un processus stochastique a
deux composantes, I'une cachée, 'autre observable tel que :
Un premier processus X = (X,,),, soit une chaine de Markov homogene, d'espaces
d’états E, elle est définie par sa distribution initiale m, et sa matrice de transition A. Un
deuxieme processusY = (Y,,),, soit un processus observable définie sur un ensemble () et
indépendant conditionnellement a X; tel que :

P(Y /X) = Hrl\zl:lp(yn/xn)-
Proposition :

Soient (X;,),ey Une chaine de Markov cachée, (Y,,),en une suite de variable aléatoire,

VN e N"ona:

P(Yn/X1, oo oo, Xn) = P(Yn/Xn)
Démonstration :
Soient Yy € Q,x4,....,Xx, EE,0ona:

P(YN = yN’X1 = xl,XZ = Xy, 'XN = XN)
P(Xl = xl,Xz = xZ, ""XN = xN)

P(Yy =yn/X1 = x1, X5 = X3, 0, Xy = Xy) =
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. P(YN = erYN—l € Q, ""Yl € Q,Xl = xl,Xz = Xy, ""XN = xN)
P(Xl = xl,XZ = xz, ...,XN = xN)

_ ZyN_leﬂ ----Zyleﬂ P(Yy =yn,Yno1 = Yn-1 -0 Y1 = Y1, X1 = %, X3 = Xg, 0, Xy = Xpy)
P(Xl = xl,XZ = xZ, ...,XN = xN)

= Z Z P(Yv = YN, Yn-1 = Yn-1, - Y1 = V1/X1 = %1, X3 = X3, .., Xy = Xp)
YN-1€Q  y1€Q

= Z Z P(Yy =yn,Yno1 = Yn-1, - Y1 = Y1/ Xy = xp)
YN-1€Q  y1€Q

= Z ----ZﬁP(YN:yN/XN:xN)

YN-—1EQ y1€EQ n=1

=P(Yy = yn/Xn = x5) X Z P(Yy_1 = yn-1/Xn = xp) ... Z P(Yy =y1/Xn = xy)
yN—IE‘Q yle.Q.

=P(Yy = yn/Xny = xy5) X P(Yn_1 € Q/Xy = xp) X=X P(Y; € Q/Xy = xp)

= P(Yy = yn/Xn = xp).

3.2 Graphe d'indépendance d'une chaine de Markov cachée

Les relations de dépendance entre les différentes variables aléatoires d'une chaine de
Markov cachée sont schématisées par la figure suivante :

Processus X il — a2 M e N-1 )—>»{( N

Processus Y

Figure3-1 -graphe d'indépendance d'une chaine de Markov cachée.
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3.3 Les éléments d'une Chaine de Markov cachée

Formellement un modéle de Markov caché A est caractérisé par les éléments Suivants :
K: Le nombre d'états cachés du modeéle, on dénote les états individuels par
E={e,e,,..., ex}
M : Le nombre de symboles observé, on dénote les symboles individuels par
Q={w, Wy, .., 0y}
A= {aij} : Matrice de distribution des probabilités de transition, avec :
aj=PXpn=x /Xn-1=%x) 1<i,j<K
e B ={b;j(y,)} : matrice de distribution des probabilités d'émission avec :
bj(yn) = P(Yy, = yn/ Xn = x;)
e [] = {m;} : un vecteur de distribution des probabilités initiales avec :
m;=PX;=x;),1<i<K
N : Longueur de la séquence d’observations Y, avec y, est le symbole observé a l'instant n..
En résumé, la chaine de Markov cachée est un quintuplé A qui se définie par
A= (K,M,A,B,II).
Remarque :

La notation des MMC est trés souvent réduite au triplet A = (4, B, Il). Car A est une
matrice K X K, et B une matrice K X M.

Exemple :

Soit le modéle A = (4, B, II) comprenant quatre états {Printemps, Eté, Hiver, Automne},
chacun permettant d’observer () telle que :

Q ={'Nuage’, 'Pluie’, 'Soleil'}
A={a;;}

B = {b;(y)}
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0.3
0.4
Printebi 0.2 > Hiver
A A
‘ N =0.2
N =01 0.5
0.2 02|] 0.1 P =05
P =0.45
S=0.3
S =0.45
v | v
, 0.2
Ete < —; > Automne
\0.1 Ll
0.5 0.25 0.25 0.8
N =001 N =0.05
P=013 P =055
S =0.86 S =04

Figure3-2-graphe d'un Modeéle de Markov caché [11].

A= (4,B,II) Avec :

03 05 0 02 (01 045 045] 0.25]
A_|02 05 02 01 001 013 086 025
0 0108 01, B=onc gee og | T7|00s
03 0.1 02 04 02 05 03 025,

3.4 Différents types de chaines de Markov cachées

Il existe deux types principaux de topologie des modeéles de Markov cachés, le modele
ergodique et le modéle gauche-droite.

3.4.1 Modeéle ergodique

Modele ergodique est sans contrainte : est un cas spécifique, ol le modele est dit
completement connecté, tous les a;; sont positifs, la matrice A est pleine, cela permet
d'atteindre n'importe quel état en passant par n'importe quel chemin.
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a1 az2

ass

Figure 3-3 -Modéle de chaine de Markov caché ergodique -[17]

3.4.2 Modeéle gauche-droite

Modeéle gauche- droite est un modéle contenant des contraintes résultant de la mise a
zéro de certaines valeurs a;; parce qu'ils n"autorisant aucune transition d’un état vers un
autre d’indice inférieur, les états qui se succédent ont donc des indices égaux ou supérieur
aux précédents. Une fois dans le dernier état, le systeme est condamné a rester c’est
pourquoi la probabilité initial du premier état est posée égale a 1, les autres étant égales a 0.
Donc la propriété fondamentale de ce genre est :

C 0, i#1
a; =0,sii<j, etni={1 P =
azz
ny
aip azs
aqq ass
1 >
a3 3

Figure3-4 -Modéle de chaine de Markov caché gauche-droite.

4. Lois de probabilités liées aux chaines de Markov cachées
4.1 Les probabilités jointes d'une chaine de Markov cachée

Soit X = (X,), une chaine de Markov cachée, supposée homogéne et stationnaire, et
soit Y = (V) le vecteur d'observations, les déférentes probabilités jointes liées
decettechaine, peuvent s'écrire en fonction des probabilités jointes notées Cj;. [20]
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4.1.1 Les probabilités jointes C;;

La probabilité jointe C;; donne la probabilité d'étre a I'état i a l'instant n et a I'état j a

I'instant suivant, elle exprimé par :

Cij = P(Xn =%, Xn41 = Xj)
4.1.2 Les probabilités initiales m;

La mesure m; termine la probabilité que le modeéle soit a I'état i au départ, elle peut
s'écrire en fonction des probabilités jointes C;; comme suite :

T =PX;=10= Z Cij
1<j<k
4.1.3 Les probabilités de transition a;;

La probabilité a;; représente le saut du processus de la classe x; a la classe x; entre deux
temps successifs, elle est écrite comme suite :
Cij

.= P(X =x: /X, =x;)= ——
alj (n+1 x]/ n xl) lejskcij

414 LlaloideX

C'est la probabilité a priori de X, noté soit P(X) est définie par la connaissance des
probabilité initiales 77; de X;, et ses distributions de transition a;;, elle s'écrit par

P(X) = P(Xy = Xy, Xp = Xy, or oo on Xy = xx,)

=Ty, " Ay, " AyxgQxgxey v vee " Ay gy - [7]

4.1.5 Loiducouple (X,Y)

La loi de X étant définie ci-dessus il reste a définir la loi de Y conditionnellement a X. On
suppose que les variables aléatoires (Y,,) sont indépendantes conditionnellement a X.

On note f; , f5, ..., fx les densités des lois de Y,, conditionnellement a X; = x4,

X5 = Xy, ..., X, = X, respectivement.

Dans la suite N sera fixé et on note X = (X1, X5, cov o ... Xylet Y=, = .. ... ,Ya)
les suites finies de variables aléatoires et x = (X1, X3, «uv v ... JXp) et Y = (Y1, V2, cen eve en , V)
respectivement leurs réalisations.

f, etant la densité de la loi de Y conditionnelle a X = x, la loi de (X,Y) est définie par:
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h(x,y) = P(X = x) " f(¥)

qui est sa densité par rapport au produit de la mesure de dénombrement sur Q" par la
mesure de Lebesgue sur R".

On peut écrit :
P(X) = T, Ay e oo i

Etant donné I'indépendance des Y,, conditionnellement a X, on a la factorisation suivante :

N
fx(y) = l_[fxn(yn)
n=1

Finalement on peut écrire:

h(x,y) = 1, fir,, )aii, fr,, V2) oo i ip S,y On)- 171

4.1.6 Les probabilités de FORWARD et BACKWARD

La définition des probabilités FORWARD -BACKWARD qui jouent un réle crucial aussi bien
au niveau de |'estimation des parameétres qu’a celui de la restauration proprement dite.

4.1.6.1 Procédure FORWARD :
a; (i) Désigne la probabilité suivante :
ac(i) =PXe=x, Y1 =y1,Y2 =Yz o, Ve = p)
Cette expression peut se calculer de maniére récursive :
Ona:
a; () =mfi(y) 1<j<k

a1(j) = P(Xt+1 =xj, 1=y, =y . Ve =y, 1 = }’t+1)

= 2 P(Xt4q = X, Xe =xY1 =y, =y . e =y, Yegr = Vi+1)
1<i<k

l

= > Pt =5 Yerr = Yerr/ Xe =30 - PO = % Yy =y, ¥y = Yoy Yo = )
1<is<k

=l

D'ou la relation dite d’induction :

a1(j) = < Z a: (i) aij) 'fj(}’t+1)' 1<j<k

1<isk
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4.1.6.2 Procédure BACKWARD :
La probabilité BACKWARD f,(i) est définie par:

Be(D) = P(YVer1 = Ves1, YVerz = Yerzs e Yr = Y7 /Xt = X;)

Les probabilités de BACKWARD se calculent par récurrence descendante alors :

pe(i) = Z P(Yer1 = Yew1 Yerz = Yerzs - Yr = Y7 /X = X;)
1<js<k

= z P(Xt+1 =X, Yeu1 = Ves1, Yeg2 = Veazy oo, Yr = yr/Xe = xi)
1<j<k

= Z aij 'P(Yt+1 = YVe+1, Yevz = YVerzo oo Yr = Y0/ X1 = xj)

isj<k

Z aij 'fj()’t+1) 'P(Yt+2 = Ves2 Ye4z = Verzo oo, Yo = Y7/ X411 = xj)

i<i<k
Par induction elle devient :
B = ) @y i) Ben ()
isj<k
Remarque :

Notons que la loi de Y peut se calculer de manieres diverses, par exemple :

P =)= ) P(,=xY=7)

i<isk

Ou bien :

Ou encore :

P =y)= ) m i) BuD.
isisk

4.2 Les probabilités a posteriori d’une chaine de Markov cachée

Le calcule respectif des probabilités FORWARD et BACKWARD se heurte a des difficultés
d'ordre numérique,en effet, les quantités figurant dans les expressions de a, (i) et B.(i) sont
trés petites et la présence des sommes dans ces expressions ne permet pas d'utiliser le
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logarithme. Pour éviter ce probleme de dépassement de capacité, Divijver et ses collégues,
ont proposé une formulation, qui consiste a remplacer les probabilités conjointes par les
probabilités a posteriori.

4.2.2 Les probabilités a posteriori marginale
Considérons la probabilité que le systéeme soit a I'état x; a l'instant t sachant I'observation
Y =y, notée &.(i), tel que :

(D) =PX=x;/Y =Yy)

Cette probabilité peut s’exprimée en fonction des probabilités de FORWARD et BACKWARD
comme suit :

P(Xt=w; Y=y)
P(Y=y)

() = = a (DB (D). [7]

4.2.3 Les probabilités jointes conditionnelles :

Notée 1. (i, ), représentant la probabilité d'étre a I'instant t dans la classe w; et a l'instant
suivant dans la classewj, tout en connaissant la séquence d’observation Y, elle s’écrit :

P(X;=w; Xep1 = 0),Y =)
P(Y =y)

Cette probabilité peut s'exprimée en fonction des probabilités de FORWARD et BACKWARD
comme suit :

Y. (i,)) = P(Xt = Wi, Xt41 = wj/Y = J’) =

ar(D-aijfj(Ver1) Pee1() [7]
Yisisk f1(Ve+1) asj<k ac(Dajy’

I/Jt(i:]') =

5. Les trois probléemes de chaine de Markov cachée

Trois problemes de bases sont soulevés par |'utilisation des chaines de Markov cachées,
qui vont étre abordés dans les parties suivantes :

5.1 Evaluation

Etant donné la séquence d'observation Y et le modéle de paramétre A = (4, B, ), calculer
la vraisemblance d 'une séquence d’observation P(Y /A) ?

On veut trouver la probabilité d'une séquence d'observations Y sachant le modeéle A, donc
on détermine la mesure de vraisemblance P(Y/A).
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5.1.1 Méthode directe
Rappelons que :
P(Y,/Xp) = by (V) i (1)
Et
PY,X/A)=PY/X,2) P(X/A) e e vv e .. (2)

Une maniere immédiate, pour calculer cette probabilité, est d'énumérer toutes les
séquences possibles de longueur N.

Soit X = (Xq, e ver - ,Xy) une séquence d'état fixée selon la propriété d'indépendance
conditionnelle des observations, la probabilité P(Y, X/ A) est donnée par :

P(Y /X, 2) = ﬂp(yn o) PN )

Comme :
P(Yn/ Xy) = bxn(yn)

Alors la formule (3) devient comme suite :

N
P(Y /X, 1) = H B (V) oo (4)
n=1
Ou encore :
P(Y /X, /1) = le (Yl) ' bXZ (Yz) T bXN—l (YN—l) - bXN(YN) ......... (5)
D'autre parton a:
N-1
P(X/ 1) =y, - 1_[ Qs sy oo (6)
n=1

La probabilité d'une séquence d'observation Y sachant A est donnée donc par la somme de
toutes les probabilités jointes, associées aux combinaisons d'états possibles, on écrit :

P(Y/2) = Z POY/XA)P(X)2A) o %)

sur tous les X

35



Chapitre I : Chaine de Markov Cachee

En substituant (5) et (6) dans (7), on obtient la mesure de vraisemblance comme suit :

P(Y/A) = Z T, * bxl (Yy) - ax x, -sz Yz)-a X2 X5 " " bXT_l (Yr_y)- A xn_1 XN

sur tous les X

Remarque :

Le calcul précédant de P(Y/ A1), se fait appel a un nombre de multiplication de I'ordre
de 2NK". Cette méthode est trés couteuse en temps de calcul.

Exemple :
Pour un nombre d'états K=2, et une séquence d'observations de N=100 de longueur, le
nombre totale d'opérations est de I'ordre de (2 - 100 - 2199) = 100 - 2101
5.1.2 Algorithme FORWARD :
La procédure FORWARD : [16]
a, () =P, ,Y,..Y., X =x; /A) e vee e .. (9)

Pour présenter rapidement cet algorithme, il est nécessaire de définir les variables
FORWARD :

Pouri=1.........Ketj=2.....N :
{ a, () =p¥,=y1,X1= x; /1)
a,()=p¥1=y1, ... Ye =y, X = x;/ 2)

On remarque alors que la relation de récurrence suivante est vérifiée pour toutt =1....N —
letj=1.. K

k

1 (D) = ) (D) ayby(yesn)

i=1

De plus, on a pourP(Y = y/ ) = 3¥ ., a;(i).
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-Algorithme de FORWARD-[16].

. Forward .
a (i) — 1))

Figure 3-5- séquence d'opérations pour FORWARD. [11]
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5.1.3 Algorithme BACKWARD :

Procédure BACKWARD :

Be()) = P(Yesq » Yerz » oo Yo /Xe = X1, A) cvv e .. (10)

Cet algorithme permet aussi de calculer la vraisemblance, Les variables de BACKWARD sont

définies par :
Pouri=1.........Kett=1.....N—1

{ By =1

B:() =pYits1 = Y141, e, YN = YN, X = X3/ 4)
Pourtouti=1.........K et t=1.....N — 1, Les relations suivantes sont vérifiées :

k

B® = @B bi(¥ern)

i=1

k
PO =y/8) =) mby1) B1(D)
i=1

1- Initialisation :

Pour i =1aK fair

By =1

Fin pour

2- Itération :

Pour t= N—1al1 faire

Pouri=1aK faire

K

B = ) @y Bes1() byess)

j=1

Fin pour

Fin pour

3- Terminaison :
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wq
Yi1
Wi <
Yii Wi
YVin
Wy
. Backward .
B:(D) — Be+1()

Figure 3-6- séquence d'opérations pour BACKWARD [11]

Exemple : [2] [21]

Soit le modele A = (4, B, m) comprenant trois états 1,2,3 chacun permettant d'observer un
symbole de l'alphabet {a, b} avec :

03 05 0.2 1 0 0.6
A=|10 03 07| ,B=(05 O.5> ,T=10.4
0 0 1 0 1 0

Le calcul de a pour la suite d'observations (aa b b) est :

a,(1) =mb1(a) =06x%x1=06 , a;(1) =m,b;(b) =0.6xX0=0

a,(2) =m,b,(a) =0.4%x05=0.2 , a1(2) = myb,(b) =0.4%x0.5=0.2

a,(3) =m3b3(a) =0x0=0 , @1(3) =m3b3(b) =0x1=0

a,(1) = (a;(Day; + 1 (2)ay;, + a;(3)as,) X by(a)
=(06x03+02x0+0x0)x1=0.18

az(2) = (e1(Day; + a1(2)az; + a1(3)as;) X by(a)
=(0.6x05+02x03+0x0)x0.5=0.18

a;(3) = (a1(Dagz + a1 (2)azs + a1(3)asz) X bz(a)

=(06%x02+4+02%x07+0x0) x0=0

a3(1) = (az(ay; + az(2)az; + ax(3)azq) X by (b)
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= (0.18X 0.3+ 0.18X0+0)x 0 =0

a3(2) = (az;(Dag; + ay(2)az, + ay(3)asy) X by(b)
=(0.18x0.5+0.18 X 0.3+ 0) X 0.5 =0.072

a3(3) = (az(Day3 + ay(2)az; + a,(3)ass) X bs(b)
=(0.18x0.2+0.18x0.7+0) x1 =0.162

a,(1) = (az(Day; + az(2)az; + az(3)az;) X by(b)
=(0x03+0.072x0+0.162%x0)x0=0

a4(2) = (as(Day; + az(2)az; + as(3)asy) X by(b)
=(0x0.5+0.072x 0.3+ 0.162 x0) x 0.5 =0.0108

as(3) = (as(Dayz + az(2)azs + as(3)ass) X bs(b)
=(0x024+0.072x0.7+0.162x 1) x1=0.2124

Donc: P(aabb/A) =Y <<z a,(i) =0.223
Le calcul de g pour la suite d'observations (aa b b) est :

fn(@) =1= B,(i) = 1Alors :

Bs(1) =1
Ps(2) =1
Bs(3) =1
Pourt =3

B3(1) = (a11b1(b)B4(1) + a12b,(b)B4(2) + ai3b5(b)F4(3))
=(03%xXx0x1+05%x05x14+02%x1x1)=0.45
B3(2) = (az1b1(b)B4(1) + azzb,(b)B4(2) + az3b3(b)B4(3))

=(0+03%X05x1+07x1x1) =085

B3(3) = (az1b1(b)B4(1) + azzb,(b)F4(2) + azzbs(b)B4(3))

=0+0+1x1x1)=1
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Pourt=2:
B2(1) = (a11b1(b)B3(1) + a12b2(b)B3(2) + ay3b3(b)B3(3))
= (0.3 X0 X 0.27 4+ 0.5 0.5 X 0.85 + 0.2 X 1 x 1) = 0.4125
B2(2) = (az21b1(b)B3(1) + az2b,(b)B3(2) + az3bs(b)B3(3))
= (0+0.3x0.5x0.85+0.7 x 1 x 1) = 0.8275
B2(3) = (az1b1(b)B3(1) + azzby(b)B3(2) + azzbs(b)B3(3))
=(0+0+1x1x1)=1
Pourt=1:
B1(1) = (a11b1(a)B2(1) + a12b2(a)B2(2) + ay3b3(a)B2(3))
= (0.3 x 1% 0.413 + 0.5 x 0.5 X 0.8275 + 0.2 X 0 x 1) = 0.330625
B1(2) = (az1b1(a)B2(1) + az2b,(a)B2(2) + az3bz(a)B(3))
= (0 + 0.3 x 0.5 x 0.8275 + 0) = 0.124125
B1(3) = (az1b1(a)B2(1) + azzb,(a)B2(2) + assbz(a)B(3))
=(0+0+0)=0
Donc: P(aabb/A=0) =Y, s mibi(y1)B1(0)
= 0.6 X 1x 0.331 + 0.4 X 0.5 x 0.1241 = 0.223

Donc: P(aabb/A) = 0.223.

Remarque :

On peut conclure qu’il y a plusieurs méthodes pour calculer P(Y /A1) :
K

P/ =) an(®

=1

l

N=

P(Y/A) = ) mibi(y1)B:(D)

l

1]
[y

Pourtout 1<t<N ,P(Y/A) =

l

ap (DB (D)

K
=1
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5.2 Décodage

Etant donné la séquence d'observations Y comment choisir la séquence des états
X =P(X,X,,.....Xy) qui est optimale ?

On cherche donc a décoder les états qui correspondent de mieux a la séquence I'observation
Y.

Alors cette partie est la section dans laquelle on découvre les états cachée. Il existe plusieurs
méthodes, parmi ces méthodes algorithme de Viterbi. Il s'agit de déterminer meilleur suite
d’étatX, qui maximise la quantité :

P(X,=x;/Y,A)
La solution de ce dernier est basée sur la technique de programmation dynamique :
P(X /Y,A) = maximiserP(X,Y/ 1)

On définit la variable intermédiaire §,(i) comme la probabilité du meilleur chemin amenant
a I'état x; a l'instant t, en étant guidé par les t premiere observations.

6(;(1) = maX'(Xl Xn_l)P(Xl’XZ ) """Xt—llxt = X 'Yl 'YZ ,Yt/l)

........

Par induction, on peut calculer 6;,,(j) a partir ded;(i) on trouve :

Or+1() = [maxi5t(i) ) aij] ) bj(Yt+1)[13]-
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5.2.1 L’algorithme de viterbi

-Algorithme de veterbi — [16]
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Remarque :

La fonction argmax permet de mémoriser l'indice i, entre 1 et n, avec lequel on atteint le
maximum des quantités [6t_1(i) . ai]-] .

Exemple : [22]

Soit le modeéle A = (4, B, t) comprenant deux états, la séquence d'observation

Y=213 ,avec: A= (81 82) B = (g;} 82) = (8461)
: ) 0.5 0.1 '

K=2etN=3
6,(0) = m; - bi(y1)
Alors :
étape 1:
0;(1) =m-b1(2)=0.6x0.1=10.06
01(2) =my-by(2)=0.4%x0.6=0.24
avecy, (i) = 0 C.-a-d. :
P(1D =0
P1(2) =0
étape 2:

pourt =

6,(1) = max

{51(1)011
1<i<2

- b
61(2)(121} 1(y2)
0.06x0.7
52 {O 24-><04-} 0.4

B 0.042) . ,
1Si52x{0_096} 0.4 = 0.0384

alors : Y,(1) =2
5,2 = max {502} by

1<i<2

{0.06>< 0.3

1o 0.24><0.6}'0'3
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= max
1<i<2

{O. 018

0_1%}-0.3:0.0432

alors : ,(2) =2

pourt =3

()
50 = mar{y ) 1109

_ {0.0384 x0.7

T1sis2 10,0432 x 0.4} 0.5

{0. 02688

0_01728} .0.5 = 0.01344

= max
1<i<2

alors: Y;(1) =1

_ 6,(Da _
83(2) = {2{“5’5{ 62; 2 azzz} b, (y3)

_ {O. 0384 x 0.3
= max

1sis2. 0. 0432 X 0.6} 0.1

3 {0.01152
= max

1sis2 0.02592} +0.1=10.002592

alors : Y;(2) =2
étape 3:

63(1)}_ 0.01344 ) _
{63(2) _15‘?5"{0. 002592} =1

p" = max[8;(D)] = 87(xp) = 85(1) = 0.01344
<i<

*
X2 = Arg max
3 g max

étape 4:

x3 =:P3(x3) =P3(1) =1

x1 =1, (x3) =P, (1) =2

Donc la séquence d'états cachés la plus probable est 2 1 1 avec une vraisemblance
P(0O/%) =0.01344 .
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5.3 Ré-estimation ou d'apprentissage :

Etant donné un ensemble de séquences d'observations Y = {y?,.....,y™}et un modéle
initiale 1 = (A4, B, m), comment ré-estimer les différents paramétres du modeéle afin de
maximiser la vraisemblance de I'ensemble d’apprentissage p(Y /1) ?

Pour résoudre ce type de probléme, en utilisant la procédure itérative telle que celle de
BAUM-WELCH.

Comme on suppose les séquences d'apprentissages tirées indépendamment, I'algorithme
de BAUM-WELCH permet d'obtenir ainsi :

p(Y /2) = ]_[p(Y"/A)]
k=1

A* = argmax
2
L'idée de l'application est donc d'utilisé une procédure de ré-estimation qui affine le
modele petit a petit selon les étapes suivantes:
-Choisir un ensemble initial de parametreA,.
-Calculer 44 a partir deA,.
- Répéter ce processus jusqu'a un critere de fin. [9]

Pour chaque étape p d'apprentissage, on dispose de A,, et on cherche un 4, qui doit

Vérifier :
p(Y /2ps1) 2 (Y /4p)
C'est a dire:
m m
[ [p* 00 2 | [p0r¥/a,)
k=1 k=1
On note :

ft(l']) = p(Xt =X 'Xt+1 = xj/ Y'A)
Avec la regle de bayes :

p(Xt =X 'Xt+1 = xj 'Y/ /‘l)
p(Y/2)

Par définition de FORWARD-BACKWARD, on en déduit :

Et(i»]') =
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C N ag (i) - a;j - bj()’t+1) “Bre1()
ft(l;]) - p(Y//l)

On définit aussi la quantité 1, (i) comme la probabilité d'étre dans I'état caché x; a

I'instant t, étant donné la séquence d’observation Y.

Y@ =pXe=x/Y, 1)

k
) Z?=1 P(Xe =%, Xer1 =%, Y/ )
Y (D) = jZlP(Xt =%, Xt41 = xj/ Y,/l) = P (Y/2)
On a larelation :
N () ()
. .. ae(l) " Pt
()= &) =" 50
Y jzlft ] p(Y/2)
N-1
z ¢:(i,j) : nombre des transitions de l'état x; al'état x;
t=1
N-1

Z Y, (i): nombre des transitions sortantes de x;
t=1

La ré-estimation des parameétres ( 4, B,I1 ) du modele markovien A est telle que :
7; = probabilité d'étre dans l'état x; a l'instant t = 1.
T;=y,(i) 1<i<N

nombre de transition de l'état x; vers l'état x;

a;j = . .
Y nombre de fois ou l'on quitte x;

g = e A ()]
D Y g H ()

5. (V) nombre de fois oul'on est dans l'état x; en observant le symbole y
j =

1<i<Netl<j<N

nombre de fois oul'on est dans l'état x;

ItV=1,Yt=yN 1/% (])
?’:1 lpt (])

Ces formules ont été établies par la procédure d’EM a I'apprentissage des paramétres

HMM, la suite des modeles construites par I'algorithme de BAUM-WELCH vérifie la relation
cherchée : p(Y [Aps1) = D(Y /Ap)
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5.3.1 Algorithme BAUM-WELCH :

Appliquer les algorith

pouri=1aN fair

pour j=1aN faire

calculer &.(i,))
fin pour

calculer ¥, (i)
fin pour

fin pour

Algorithme de BAUM- WELCH-[16]

états
A

k

J

i / i0t+1 /
\®4

t-1 t t+1 t+2 -

ai (i) «———  a;;b;j(041) L Ber1(h)

Figure 3-7-séquence d'opération pour BAUM-WELCH-[11]
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Exemple : [21]

Soit le modele A = (4, B, w) comprenant trois états 1,2,3 chacun permettant d’observer un
symbole de l'alphabet {a, b} avec :

03 05 0.2 1 0 0.6
Y=(aabb), A=(0 03 07/, B=[(05 05|, m=\04
0 0 1 0 1 0

Premiérement on applique les algorithmes de FORWARD et BACKWARD Les valeurs de a;(i):

a;(1) =0.6
a.(2) =0.2
a;(3) =0
a,(1) = 0.18
a,(2) = 0.18
a,(3) =0
as;(1) =0
as(2) = 0.072
as(3) = 0.162
a,(1)=0

a,(2) = 0.0108
a,(3) = 0.2124

Les valeurs de B;(i):

B,(1) = 0.330625
B,(2) = 0.124125

31(3) =0
B2(1) = 0.4125
{[32(2) = 0.8275
,32(3) =1
Bs(1) = 0.45
{,83(2) = 0.85
,33(3) =1
,34(1) =1
,34(2) =1
,34(3) =1
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P(Y/2) =0.223
Ré-estimation des matrices(4, B et 1)

Ré-estimation de A4:
= L=t &)
D Y S H ()
G = Z=_11 :(1,1) _ §;%=3 §e(i, )) _ 2?511=3 ar(1) - agq - by (Ves1) - Besr (1)
H Yoty 2= e (D) ?:1 a (1) aqj* bj(Ves1)  Bra1 ()
a;; = (06 x03%x1x04125+0.18%x03%x0x%x0454+0x%x03x0x1)/(06x0.3x1

x 04125+ 0.6 x0.5x0.5%x0.8275+ 0.6 x02x0x1+0.18%x03x0
X 0.45+4+0.18 X 0.5 % 0.5%x0.85+0.18 x0.2x 1 X 1)

@, = 0.07425/0.272625 = 0.272352

@, = (0.6 X 0.5 X 0.5 X 0.8275 + 0.18 X 0.5 X 0.5 x 0.85 + 0)/0.272625
a;, = 0.162375/0.272625 = 0.595598

@3 = (0.6X02x0x1+018x0.2x1x1+0)/0.272625

;5 = 0.036/0.272725 = 0.132050

T = {=_11 (L, )) _ ?;11=3 §:(2,1) _ ?;11=3 at(2) - azy by (Ver1) * Pra1 (1)
N 21 ¥:(2) Y3 ai(2) - ag; bj(Ver)  Beer ()
a1 =(02x0x1x04125+0.18x0x0x045+0.072x0x0x1)/(0.2x0x1

X 0.4125+0.2%x0.3x0.5%x0.82754+0+0.18 x 0.3 x0.5x%x0.85+ 0.18
X07X1Xx14+0+0.072%x03%x05x14+0.072x0.7%x1x1)

@y, = 0/0.234975 = 0

Gy, = (0.2 0.3 X 0.5 x 0.8275 + 0.18 X 0.3 X 0.5 x 0.85 + 0.072 x 0.3 X 0.5
x 1)/0.234975

a4y, = 0.058575/0.234975 = 0.249282

Gy = (0+0.18 X 0.7 X 1 x 14 0.072 x 0.7 X 1 x 1)/0.234975

a3 = 0.1764/0.234975 = 0.750718

G = ZZ:=_11 §e (i, )) _ ?;11=3 §:(3,1) _ Z?;%ﬂ a;(3) - azq * by (Ves1) = Besr (D)
3t 2?511 P (D) ?=1 ¥:(3) ?;11=3 a:(3) - asj- bj(}’t+1) “Bes1 ()

G5, =0+0+0/0+0+0162=0
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A3, =0+0+0/0+0+0.162 =0
d33=0+0+0.162x1x1x1/0+0+0.162=1
Donc:

a;; = 0.272352

@, = 0.595598

a3 = 0.132050

a; =0

@y, = 0.249282

az; =0
az; =0
azz; =1

Ré-estimation de II:

— ay (i) - B (i)

TP/
1)-5,(1) 0.6x0.331
B 0890
P(Y/A) 0.223
2)-$1(2) 0.2 x0.1241
T, = 02 £ =0.1113

P(Y/2) 0223

_ o (3)-p(3) 0x0
"= Tpv/a) 0223

Ré-estimation de B:

thvzl,YtzyN Y ()
ItV=1 Y ()

b;(1) = (0.6 X 0.331 + 0.18 x 0.413) /(0.6 X 0.331 + 0.18 X 0.413 + 0 X 0.27 + 0 x 1)

b;(1) =1

Le procédé est alors répété pour toutes les valeurs b;(j), nous obtenons les résultats
suivants
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b;(1) =1
b,(1) = 0.707049
b;(1) =0
b,(2)=0
b,(2) = 0.292951

b;(2) =1

Résultats de I'algorithme de Baum-Welch sur 3 itérations

[tération numéro 1 :

0.27259 0.5954 0.13201
Matrice A : 0 0.2451 0.74 |,
0 0 1

1 0
Matrice B : <0.7070 0.293>,
0 1

0.890
Matrice IT: | 0.1113

0

0.6 0.2 0
0.18 0.18 0
0 0.072 0.162
0 0.0108 0.2124

Matrice Alpha :

/0.330625 0.124125 0
Matrice Beta © | 04125 08275 1 |
atrice Beta : 0.45 0.85 1/

1 1 1

0888777 0111223 0 \

| [ 0332661 0667339 0 |
Matrice F:k 0 0274194 0725806 |
0 0048387 0.951613/

P(Y/1) = 0.381487

Itération numéro 2 :
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0.152756 0.774101 0.073144
Matrice A : 0 0.10346 0.896534 |,
0 0 1

1

0
Matrice B : <O.837402 0.162598),

0

0.970538
Matrice IT : [ 0.029462
0

0.888777

_ [ 0.212060
Matrice Alpha : k 0

0

0.416582
I 0.275778

1

0.388140 0
0.070580
0.005154

0078640 0 \
I

0.323348
0.376333/

0.142920 0\
0.810874 1 |
0.823745 1

Matrice B :
atrice Beta k0'306531

1 1

y

0.970538 0.029462 0
_ 0.174986 0.825014 0
Matrice T :
0 0.152403 0.847597
0 0.013511 0.986489

P(Y/A) = 0.603545
Itération numéro 3 :

0.044302 0.938471 0.017227
Matrice A: 0 0.020091 0.979909 |,
0 0 1

1 0
Matrice B : <0.95497O 0.045030),
0 1
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0.996770
Matrice IT: | 0.003230
0

0.970538

_ [ 0.148255
Matrice Alpha : k

0.024671 0
0.631273 0
0 0.029281
0 0.000493

0.619858 0.079009 0 \‘

Vatrice Beta - (0.188106 0.911900 1
atfice Beta - \0.199011 0.013358 1 /

1 1 1

0.996770 0.0003230 0 \

| [ 0046206 0953794 0

Matrice I's| 0.044311 0.955689
\ 0 0000816 0.999184/

P(Y/2) = 0.878811
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IV. Chaines de Markov images

L'objectif de cette partie est de répondre a la question suivante :
Est-ce-que I'image d’une chaine de Markov est une chaine de Markov ?
Dans le cas général, I'image d’une chaine de Markov par une fonction mesurable f, n’est pas
une chaine de Markov.

1. L’image d’une chaine de Markov

Dans les propositions suivantes on montre sous certaines conditions que l'image d'une
chaine de Markov est une chaine de Markov.

1.1 Cas f bijective (injective)
Proposition :

Soit (Xy,), est une chaine de Markov de matrice de transition P = (P;; ), et de loi initial II
et f : E - F une fonction bijective telle que : Z,, = f(X,,),,- Alors (Z,),est une chaine de
Markov de matrice de transition Q = P et de loi initiale égale a la loi initiale de X,.

Autrement dit, la bijection de fest une condition suffisante pour que I'image d’une
chaine de Markov soit une chaine de Markov.

Preuve :
Soientz,, z4, ..., Zy, Zn+1 € F.ona Z, = f(X,) donc :
P(Zny1 = Zny1/Zn = Zn, -, Zo = Zg)
= P(Xn41 = f 1 (@ns1)/Xn = f7H(Z0), o, Xo = 1 (20))
= P(Xn41 = 1 @ns1)/Xn = f71(20), o, Xo = 1 (20)) ... (1)
=P(Xn+1 = [ Zne) [Xn = 7H(20)) - (2)
= P(Yni1 = Zn41/Yn = zp)
(1) :car f est bijective
(2) : car X, est une chaine de Markov

Remarque : le résultat reste vrai si f est injective.
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Exemple:

Soit X,, une chaine de Markov de matrice de transition P et de distribution initiale II.

o)

I
oON|IR O
= O
oN|rR O

=

Il
VS
Ul N
ul] =
[S20 W)
N———

Et soit f est une fonction injective tel que f : {1, 2,3} = {1, 2, 3,4} tel que :(1)=3, f(2)=1,
f(3)=2.

(Z,)n est une chaine de Markov et sa matrice de transition Q tel que:

Q11 =P(Zn41=1/Z, = 1) =PXp41 =2/X, =2) = P =0.

Qiz2=P(Zn41=2/Z, =1)=PXp4y1 =3/Xp, =2) = Pp3 =

Qi3 =P(Zn41=2/2,=1)=PXp4y1 =1/X, =2) = Py =

= NP N

Q21 =P(Zn41=1/2n =2) = P(Xp41 = 2/Xn =3) = P35 =
Q22 = P(Zns1 = 2/Zp = 2) = P(Xp41 = 3/X, = 3) = P33 = 0.
Q23 = P(Zn41 = 3/Zn = 2) = P(Xp41 = 1/Xn = 3) = P3; = 0.
Q31 = P(Zn41=1/2y, =3) = P(Xp11 =2/Xn=1) = P, = 1.
Q32 = P(Zny1 = 2/Zp = 3) = P(Xp41 = 3/Xp = 1) = P13 =0.

Q33 = P(Zn41 = 3/2p, = 3) = P(Xp41 = 1/Xpy = 1) = P, = 0.

Q

[l
= =)
©C ONIR
O ONIR

1.2 Cas f Surjective

On a vu que si la fonction f est injective ou bijective 'image d’une chaine de Markov est
une chaine de Markov mais le cas la fonction f est surjective on ne peut rien dire sur le
caractére markovien de suite f(X,,), car dans le cas général, la surjection n’assure pas
cette propriété

Proposition 1:

Soit (X, ), chaine de Markov et soit f: E = F une application mesurable surjective et
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= f(Xn).
SivVi,j €E,Vz € F:Yker/rk) Pik = Xkreg/racy Pirrtel quef (i) = f(j) = z. Alors
(Zn)n est une chaine de Markov, de probabilités de transition
Q(x,2) = Xjer/r(jy=zPij Telque f(i) =x
Preuve :

Nous allons prouver que la matrice Q est stochastique :

On a:
P Z =Z Z =X
ZQ(x’Z):zP(ZnH:Z/Zn=x)=z (Zn+1 /Zn )
P(Z,=X)
ZEF z€F ZeF
P(Zn=x)
(Z ZZEFP(Zn+1 =z/Z,=x)= W:i) =1.

Alors Q est une matrice stochastique.

e (Z,), est une chaine de Markov si et seulement si :

VZzy,21, »Zns1 EF

P(Zn+1 = Zns1/Zn = Zny -, Zo = 20) = P(Zns1 = Zny1/Zn = Zy).

On pose
f_l({Zn}) ={xin € E/f(xi)= 2z0}} = {xinl ln1 S i < L}k
f_l({Zn+1})= {xin+1iln < in+1 < ln+1}

P(Zni1 = Zn41/Zn = Zn, -, Zo = Zg)

~ S S B0 P (Xnar = X,y 0 Xo = X,)
= Z;Zﬂ ___Zﬁgp X, = Xi,» v, Xo = Xio)
CEEER B P (s = T, K = 5,)P O = T s = ) PG = )
= ZEZZI ___Zﬁgp (Xn =%, 0, Xo = X))
S, P (Xnin = %0y /X0 = %0, ) By B0 P (X = %0/ Xno1 = %1, ) o P(Xp = ;)
B Nt X P (X = X, /X1 = Xy, ) o P(Xg = ;)

l
= ZiZE:lP (Xn+1 = X 4+1/Xn = xin)---(1)

(1) : Car P(Xn41 = Xiy,,, /Xn = x1) = P(Xps1 = x4, /Xn = %)
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De méme on calcule le second terme :
P(Zn+1 =Zpt1,4n = Zn)
P(Zy = zy)
l l
Y e P Xnwr = X0 Xn = x3)
I
Zi2=1p Xn = xin)

P(Zn+1 = Zn+1/Zn =Zn, Lo = ZO) =

ln ln
ln
> P X, = Xi,

in=1

In
=2 P (Xner = Xy /Xn = X,) - (2)

Nous avons (1) = (2), donc (Z,,),, est bien une chaine de Markov de matrice de
transition Q (x,2) = X jeg/r(j)=z Pij, Tel que f(iI) = x

En effet, Soit x,z € F

Onpose A = f'({z}) = {1, jz, -, jmbet B = fTH({xD) ={ix, iz, oo, ik}

P(Zpn+1=Zn+1.Zn=
Q(x;Z): P(ZTL+1 = Z/Zn — x) — ( +1=Zn+1 x)

P(Zn=x)
__ P(Xn4+1€AZy€B) _ L Z?:l P(Xn+1=JrXn=Ls)
P(Xn€B) Y& P(Xn=is)

_ ;‘n=12]sc=1P(Xn+1 :jr/Xn = is)-P(Xn = is)
§=1P(Xn = i)

— Z;‘n=1 Z’;=1 P(Xn+1=jr/Xn=is)-le(=1 P(Xn=is)
Z§=1 P(Xn=is)

= ;'n=1P(XTL+1 :jr/Xn = lS) = Z;'n=1pisjr'

Exemple 1:
Soit f une fonction surjective tel que :
f:{1,2,3} - {0,1}Avec: f(1) =0,f(2) = f(3) = 1.

Et soit (X;,),, une chaine de Markov de loi initiale [1(0) = (é,é,%) et de matrice de

transition,

N N S )
DR N| RN -
NFRrA| RN -
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Qoo :P(Zn+1 :O/Yn:O):P(Xn+1 = 1/Xn: 1) =Py, =0.

Qo1 = P(Zn+1 = 1/Yn = 0) = P(Xp1q € {2,3}/P(Xn41 € {2,3}/X; = 1))

_ P(Xn+1 € {2' 3}/Xn = 1) _ P(Xn+1 =2, Xp = 1) + P(Xn+1 =3,X, = 1)

P(X,=1) P(X,=1)
_ P(Xp=1).P(Xpn41 =2/Xn =1) + P(X, = DP(Xpy1 =3/X,=1)
B P(X,=1)
_ P(X, = 1)[P1 + P13]
P(Xn=1)
_11

Qo = P(Zny1=1/Zy, =0) = P(Xp41 = 1/X,, € {2,3})

_ P(Xn+1 =1,X, €{2,3}) _ P(Xny1 = LXp =2)+ P(Xpy1 = 1,X,, = 3)

P(X, €{2,3}) P(X,=2)+PX,=3)
_ P(Xy =2).P(Xpn41 =1/Xy = 2) + P(Xy, = 3)P(Xpy1 = 1/X,, = 3)
P(Xn=1)
11 11
_3a'3a_ 2 3_1
— 1.1 =
sty 122 ¢4

Qi1 =P(Zny1 =1/Zy, =1) = P(Xp41 € {2,3}/X, € {2,3})

— P(Xn+1e{2»3}:xne{2»3})
o P(X,€{2,3})

_ P(Xn41 = 2/Xn =2) + P(Xny1 = 2/Xn = 3)P(Xny1 = 3/Xp = 2) + P(Xpy1 = 3/X, = 3)
B P(X,=2)+PX, =3)

_ P(Xn =2).P(Xp1 = 2/X, = 2) + P(Xn = 3)P(Xpy1 = 2/Xn = 3)P(X, = 2). P(Xny1 = 3/Xn = 2) + P(Xy, = 3)P(Xp4q = 3/X5 = 3)
- P(X,=2)+P(X,=3)

_32%33t3;_6 3_3
1,1 12 2 4
3 3
)
Q=1 3)
4 4
Exemple 2 :

Soit (X;,)ns0 Une chaine de Markov sur E = {1, 2, 3} de matrice de transition P
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telque: P = et de loi initiale I1(0) = e,i,i)

Wik Rk O
wlro O
wlRro R

Soit f:E ={1,2,3} > F ={1,2}donnée par: f(1) = f(2) =1et f(3) = 2.

Ona:E ={1,2,3}etF ={1,2}, f:E - Favec: f(1) = f(2) = 1.

Pourz=1€Fet x=1, x'=2€E:f(1) = f(2).

Donc I'égalité : P, (f(X1)) = P,(f(X;)) = 1 est une condition nécessaire pour que
(Z)nen soit une chaine de Markov

On calcule le premier terme :

Pi(f(X)) =1)=P(Z, = 2)

P(X1=3Yp=1) _

P(Xo=1) 1

=P(Z1=2/Xo=1)=

On calcule le second terme

P,(f(X1) = 2) = P,(Z, = 2)
=P(Z;=2/X,=2)=P(X;,=3/X,=2)=0

Donc on conclure que (Z;,)neyn'est pas une chaine de Markov
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V. Chaines de Markov Images Cachées

Nous arrivons a I'objet méme de ce mémaoire. La question qui se pose a présent est : Dans
le cas général, est-ce que I'image d'une chaine de Markov cachée est une chaine de Markov
cachée?

Dans la suite nous donnons des conditions liées a la fonction f et a la matrice de
transition P. Pour que ce résultat reste vrai.

Dans toute la suite (X, Y) une chaine de Markov cachée.

1. Les conditions nécessaires et suffisante
1.1 Cas d’une fonction bijective (condition suffisante)

La bijection de f est une condition suffisante pour que I'image d’une chaine de Markov
cachée soit une chaine de Markov cachée, comme le montre la proposition suivante.

Proposition :

Si f bijective, (Y, Z) est une chaine de Markov cachée de probabilité de transition
1Py = Pp-1(g) r-1(p) €t IB,(y) = Pf—l(z).(}’)

Preuve :

Comme la fonction f est bijective ona : f(X,,) = Z, © X,, = f1(Z,)

P(Yy=y1,Y2 =y e, YW= yn/f(X1) = 21, f(X3) = 2, o, f(Xy) = 2y)
=Py =y1,Y2=Y0. ., Ww=Yn/X1 = [N (21) . X2 = [ (22), .. Xy = f 1 (2n)) .. (1)

=| [P0 =rta = @) @

n=1

= P(Yn = Yn/Zn = Zn)

n=1
(1) : car f est bijective, donc inversible.

(2) : car (Y/X) est une chaine de Markov cachée.

Donc, le couple (Y, Z) est une chaine de Markov cachée.

63



Chapitre 11 : Chaine de Markov Image Cachée

Exemple :
(X)) nen est une chaine de Markov cachée, soit f une fonction injective telle que :

fiE—>F ={st,u},Avec: f(1) =s,f(2) =t f(3) = u.

03 05 0.2
La matrice de transitionA=| 0 0.3 0.7
0 0 1

1 0
La matrice d'émission B = (0.5 0.5)
0 1

f Bijective, donc (Y, Z) est une chaine de Markov cachée.
Le calculde [Py, = P(Zy, = z/Zp_1 = X)

IP,g=P;; =03

IP;; = P, = 0.5

IP;,, = P53 =10.2

[P,y = P,, =0.3

IP; s =P;; =0

IPtu:P23:0-7

IP‘LL‘LL = P33 == 1
IP, s =P3; =0
IP’Ll.t = P32 = 0
03 05 0.2
Doncd'apreslescalculsIP={ 0 0.3 0.7
0 0 1

1 0
Eton a Bj(y) =B = <0.5 0.5)
0 1

Remarque :

Le résultat reste vraie si f est injective, pas surjective.
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1.2 Cas d’une fonction surjective
Proposition :

Soient f:E — F et (Y, X) une chaine de Markov cachée d'espace d'états E, et d'ensemble
d'observations Q si :

e f surjective et (f(X;))n = (Zn)nen €St une chaine de Markov.

e VneN,Vy, €O Vx, €EVz, €EF

P(Yn= Yn/Zn = 2Zp,Xn-1 = Xp_1) = P(Yn = Yn/Zn = Zp)
Avec P(Zn = anXn—l = xn_l) * 0, P(Zn = ZTL) * 0.
Alors (Y, Z) est une chaine de Markov cachée, appelée Chaine de Markov Image Cachée.

Preuve :

P(Yy =yn.Zy = 2zy)
P(Zy = zy)

P(Yy =yn/Zy = zy) =

_ P(Y1 - yIIYZ - yz,....,YN == yN'Zl - Z]JZZ - ZZ""'lZN - ZN)
P(Zl = ZliZZ = Zz, ....,ZN = ZN)

_ Py =y,Y =y . YW =yn, f(X1) = 21, f(X2) = z3, ., f(Xn) = 2p)
P(f(X1) = 21, f(X2) = 23, oo, f(Xy) = 2zp)

_ Py =y1,Y2 =5 o, Yo = V0, X1 € fH {211, X2 € FH({Z2]), oo, X € fTH({2])
P(X1 € f1({z]), X2 € [ {22]), -, Xy € f71({zn]))

Y ef1((ze)) 2oa€f1((z) - anef1(zn) PV = Y1, Yo = Yo, o, Y =y, X1 = X%, X5 = x5, .., Xy = Xy)
Yoy ef~1((z1) Ly ef 1 (z)) - xnef 1 ((znp) PK1 = X1, X2 = Xz, 0, Xy = xp)

_ leef‘l({zl}) szef-l({zz}) "'ZXNEf_l({ZN})P(YN = yN/Xl = Xq, ---!XN = XN)P(Xl = Xq, ....,XN = XN))
Dy €1 (21) Lr €f 1 (2)) - xwef A ((zwp) P K1 = X1y, Xy = xpy)

_ Yoy er1(1z,) Layef—1(z) - Lawes 1tz Ln=1 P(Yw = yn/Xn = xn)P Xy = xn))
leef—l({zl}) szef—l({zz}) ----ZxNef—l({zN})P(X1 =x)P(Xy = x/X1 = x1) .. P(Xy = x5 /Xn-1 = Xn-1)

_ leef_l({zl})P(Yl =y1/X1 = x)PX1 = x1) ---ZxNEf_l({zN})P(YN =yn/Xn = xn)P(Xy = xn/Xn-1 = Xn-1)
Yxref-1((z) PX1 = %1) Xxper-1((zp PX2 = %2/X1 = 1) . Zyer—1(znp) PXn = xn/Xn-1 = xn-1)

_ P(Y,=y1,Zy = z))P(Yy = y3,Z, = Z3) ... P(Yy = YN, Zy = Zy)
P(Zl = Zl)P(ZZ = Zz) P(ZN = ZN)
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Exemple :

(X)) nen est une chaine de markov cachée, soit f une fonction surjective tq :

f+E->F={01},avecf(1)=0,f(2) =f(3) =1

0 1/2 1/2
On a la matrice de transition A = (1/4 1/2 1/4)
1/4 1/4 1/2
1 0
La matrice d'émission B = | 0.5 0.5 |, avec l'ensembled’états Q = {a, b}.
0 1

Pour la premiére condition on a :
P(Xy = 2/Xp_y =1) = P(x, = 3/Xp_y = 1) Oubien P, = Py3 =~
Pour la deuxiéme condition :
0 1
Onagp = P(Zn=z/Zn_1=x)=( 1/4  3/4 )

Le calcul de B;(y) :

by(a)Py; + b3(a)Pys

B =
1(a) PxZ + Px3
Pourx =2
1) = P,y + Pys =T 05+025 3
Pourx =3
Bi(a) = = =

P, + Pss ~ 025405 3

On remarque que B;(a)l,—, # B;(a)1,-3 , donc f(X,) n'est pas d'une chaine de Markov
image cachée.
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2. Les éléments d'une chaine de Markov image cachée

Soit(Y, X) une chaine de Markov cachée définie par A = (K,M,A,B, ) et soit f: E - F
une application. On note Z,, = f(X,,).

e Si f bijective (Injective) :

(Y, Z) est une chaine de Markov cachée définie par A = (K, M, IA, IB, IT) tel que
1A = (Iazizj) 1<i,j<K,IB= (Isz(yi)>,1 <j<K,1<i<M

Iy = P(Z, = z) = P(Xy = %), f(x1) = %

lazz, = P(Zn = 2j/Zn-1 = %) = a

Ib, (yi) = P(Y =yi/Zy = z)) = P(Y = yi/Xn = Xj) = by, (vi)

e Si f surjective non Injective :
(Y, Z) Est une chaine de Markov cachée définie par 9 = (L, M, IA, IB, I) tel que
L<K 4= (lagz)1<ij<L
IB = (Isz(yi)),l <j<L,1<i<M
Ity = P(Z1 = z;) = Y=z, PK1 = Xi) = Dgx)=z; Tx;
3. Lois de probabilité liées aux chaine de Markov image cachée
3.1 Les probabilité jointes

Elle est exprimé par :

IC; =P(Zn=2,Zn1=2) =P(f(Xp) = z; , [ (Xn41) = Zj)
3.1.1 f bijective (injective)
IC;; = P(Xn = f7Y(2) , Xn+1 = f1(2)))
3.1.2 f surjective

IC;; =P(Xy € f ({z})  Xn+1 € F1({zD)

= )Y PU = Xe =)
x€f{zi)) xjef~1({z;])
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axin

xi€f 1 ({zi}) xjef 71 ({z)})
3.2 Les probabilités initiales Im;
Imi =P(Zy =2) =P(f(Xy) = z,)
3.2.1 f bijective (injective)
It; = P(X, = f~1(z,)), donc I = 7.

3.2.2 f surjective

=P =) = ) PUh=x)= Y m
xi€f~t({zi}) xi€f "t ({zi})

3.3 Les probabilités de transition Ia;;
laj; =P(Zpy1 =2/ Zy = 2;)
3.3.1 f bijective (injective)
lajj = P(Xns1 = f"1z) [ Xn=f1(2)) = Pr-1zpr1@))
3.3.2 f surjective

laij = P(Zny1 = 7;/Xn = x;), avec f(x) = z

=P(f(Xn4+1) = Zj [ Xn = x;) = P(Xn41 € f_l({zj}) / Xn = x;)

= z P(Xp1 = Xj [ Xn=2%x) = Z Pxixj
x;€f ({2} x;€f 1 ({z;})

3.4 LlaloideZ
Elle s'écrit par:

P(Zy = 21,2y = 23, .., Zy = zy) = P(f (X)) = 21, f(X2) = 23, ..., f(Xy) = 2zy)
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3.4.1 f bijective (injective)

Onposex; = f1(z), e, xy = fHzy)

P(Zl = Zl'ZZ = Zy, ""ZN = ZN) = P(Xl = Xl,XZ = Xy, ""XN = XN)

= Ty, Ay, Qpyxeg woe e Axy_1xn
3.4.2 fsurjective
P(Zy = 21,2y = zy,...,Zy = zy) = P(Zy = 2))P(Zy = 23/Z1 = z1) .. P(Zy = Zy[ZNn—1 = ZN—1)

= Z 7Tx1P(Zz =23/X1 =%1) . .P(Zy = zy/Xn-1 = Xn-1)
flx1)=21

1 P(X; = x3/X1 = xq) .. Z P(Xy = xn/Xn-1 = Xn-1)

f(x1)=21 fxz2)=2; flxn)=zn

_—

= T, ) e Tl Aoy, Axeyrxg wee oee Axy_1xn

f(x1)=24 flxz)=z, flxn)=zn
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VI Application
3.1 Introduction sur python

Le langage de programmation Python a été créé en 1989 par Guido van Russum, aux
Pays-Bas. Le nom Python vient d’'un hommage a la série télévisée Monty Python’s Flying
Circus dont G. Van Rossum est fan. La premiére version publique de ce langage a été publiée
en 1991.

La derniére version de Python est la version 3. Plus précisément, la version 3.7 a été
publiée en juin 2018. La version 2 de Python est désormais obsoléte et cessera d’étre
maintenue apreés le 1¢" janvier 2020. Dans la mesure du possible éviter de I'utiliser.

La Python Software Foundation est |’association qui organise le développement de Python et
anime la communauté de développeurs et d’utilisateurs.

Ce langage de programmation présente de nombreuses caractéristiques intéressantes :

e |l est multiplateforme. C’'est-a-dire qu’il fonctionne sur de nombreux systémes
d’exploitation : Windows, Mac OS X, Android, iOS, depuis les mini ordinateurs
Raspberry Pijusqu’aux supercalculateurs.

e |l est gratuit. Vous pouvez l'installer sur autant d’ordinateurs que vous voulez

e (C’est un langage de haut niveau. Il demande relativement peu de connaissance sur le
fonctionnement d’un ordinateur pour étre utilisé.

e (C’est un langage interprété. Un script Python n’a pas besoin d’étre compilé pour étre
exécuté, contrairement a des langages comme C ou le C++.

e | est orienté objet. C'est-a-dire qu’il est possible de concevoir en Python des entités
qui miment celles du monde réel (une cellule, une protéine, un atome,..., etc.) avec
un certain nombre de regles de fonctionnement et d’interactions.

e Il est relativement simple a prendre en main.
e Enfin, il est trés utilise en bionformatique et plus généralement en analyse de
données.

Toutes ces caractéristiques font que Python est désormais enseigne dans de nombreuse
formations, depuis I’enseignement secondaire jusqu’a I'enseignement supérieur.
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3.2 Définition des donnée

Importation des bibioteque Numpy

pour les calcule scientifique

Entrée [1]: import numpy as np

Définition des données

Entrée [4]: """

A: matrice de Transitions

B: matrice de probabilite

PI: distribution initiale
A=np.array([[0.5, 0.3, 0.2],[0.4, 0.2, 0.4],[
B=np.array([[0.9, 0.1],[0.6, 0.4],[0.2, 0.B]]
PI=np.array([0.218, 0.273, 0.509])
np.set printoptions(formatter={'float': "{: 7.2f}".format})

0.0, 0.3, 0.7]])
)

print (f"RA\n{A}")
print(£"B\n{B}")
print (£"PI\n{PI}")
A
[l 0.50 0.30 0.20]
[ .40 .20 0.40]
[ 0.00 0.30 0.70]]

=
=]

— m

[ 0.90  0.10]
[ .60 .40]
[ 0.20  0.80]]
I

=
(=]

P
[ 0.22  0.27  0.51]

Entrée [3507: """
X: Etats
¥: Observations
X=np.array([2,1,2])
Y=np.array([1,1,0])
print (X)
print(¥)
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3.3 Définition d’'une chaine de Markov

Chaine de Markov

Entrée [3517: """
I: distributions initiale
T: matrice de transitions
n: 3
I=np.array([2000, 8000]})
T=np.array([[0.8, 0.2],[0.1, 0.9]])
n=3

Entrée [352]: def chaine markov(I, T, n):
Tn=T
for 1 im range(l,n):
T n = np.dot(T, T _n)
return np.dot(I, T n)

Entrée [353]: p=chaine markov(I, T, n})
print(p)

[ 2876.0000 7124.0000]

3.4 Définition une chaine de Markov cachée

Chaine de Markov Cachée

Entrée [354]: """
Fonctions gui retourne la probabilité

def chaine markov cachée(PI,A,B,X,Y):
P=PI[X[0]]*B[X[0],¥[0]]
for i in np.arange(0, len(X)-1):
p=p*A[X[1],K[i+1]]*B[X[i+1],Y¥[i+1]]
return p

Entrée [355]: p=chaine markov cachée(PI,A,B,X,Y)
print (£"p(X={X}, Y={Y}={p}")

p(X=[2 1 2], ¥=[1 1 0]=0.00390912
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3.4.1 Forward algorithme

Farword algorithm :

Entrée [356]: def forward(Y, A, B, PI):
alpha = np.zeros((Y.shape[0], A.shape[0]})
alpha[0, :] = PL * B[:, ¥[0]]

for t in range(l, Y.shape[0]):
for j in range(A.shape[0]):
alpha[t, j] = alpha[t - 1].dot(A[:, j]) * B[j, Y[t]]

return alpha

alpha = forward(¥, A, B, PIH
np.set printoptions(formatter={'float': "{: 7.4f}".format})
print (f"Affichage du resultat final de la matrice alpha:\n{alpha}")

Affichage du resultat final de la matrice alpha:
[[ 0.0218 0.1092 0.4072)

[ 0.0055 0.0602 0.2665)]

[ 0.0241 0.0562 0.0423]]

3.4.2 Backward algorithme

Farword algorithm :

Entrée [356]: def forward(Y, A, B, FI):
alpha = np.zeros((Y.shape[0], A.shape[0]})
alphaf[0, z] = PI * B[:, Y[0]]

for t in range(l, Y.shape[0]):
for j in range(A.shape[0]):
alpha[t, j] = alpha[t - 1].dot(A[:, j]) * B[j, Y[t]]

return alpha

alpha = forward(¥, A, B, PIH
np.set printoptions(formatter={'fleoat': "{: 7.4f}".format})
print (f"Affichage du resultat final de la matrice alpha:‘n{alpha}")

Affichage du resultat final de la matrice alpha:
[[ 0.0218 0.1092 0.4072)

[ 0.0055 0.0802 0.2665)

[ 0.0241 0.0562 0.0423]]
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3.4.3  viterbi algorithme

Viterbi Algorithm

Entrée [358]: import numpy as np
from numba import jit

gjit(nopython=True)
def viterbi(A, C, B, 0):
paramétres:
A (np.ndarray): Matrice de transition
C (np.ndarray): distribution initial
B (np.ndarray): Matrice de probabilité
0 : sequence d'observation

Returns:
S opt : sequence optimale
D : matrice de probabilité accumulée
E : matrice de tracking
I = A.shape[0] # Number of states
N = len(0) # Length of observation sequence

Initialize D and E matrices

= np.zeros((I, N))

np.zeros((I, N-1)).astype(np.int32)
[¢, 0] = np.multiply(C, B[:, O[0]])

#
D
E
D

# Compute D and E in a nested loop
for n in range(l, N):
for i in range(I):
temp product = np.multiply(A[:, i], D[:, n-1])
D[i, n] = np.max(temp_ product) * B[i, O[n]]
E[i, n-1] = np.argmax(temp product)
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# Backtracking
5 opt = np.zeros(N).astype(np.int3i2)
5 opt[-1] = np.argmax(D[:, -1])
for n in range(N-2, -1, =1}:
S opt[n] = E[int (S opt[n+l]), n]

return S5 opt, D, E

# Apply Viterbi algorithm
S opt, D, E = viterbi(A, PI, B, Y)

#
print("sequence d'observation: ¥y=",7%)
print('La sequence des etats optimal: 5 = ', S5 opt)

np.set printoptions(formatter={'float': "{: 7.4f}".format})
print{'D =', D, sep="\n')
np.set _printoptions(formatter={'float': "{: 7.0£f}".format})
print({'E =', E, sep="\n')

sequence d'observation: Y= [110]
La sequence des etats optimal: § = [2 2 1]
D=

[[ 0.0218 0.0044 0.0176]
[ 0.1092 0.0489 0.0410]
[ 0.4072 0.2280 0.0319]]

E =

[11 1]
[2 2]
[2 2]]
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3.4.4 Baum-Welch algorithme

baum_welch Algorithm

Entrée [359]): def baum welch(V, a, b, initial distribution, n_iter=100):

M=
/5

for

a.shape[0]
len(V)

n in range(n_iter):
alpha = forward(V, a, b, initial distribution)
beta = backward(V, a, b)

xi = np.zeros((M, M, T - 1))
for t in range(T -~ 1):
denominator = np.dot(np.dot(alphaft, :].T, a) * b[:, V[t +
for i in range(M):
numerator = alpha[t, i] * a[i, :] * b[:, V[t + 1]].T ~ 1}
xi[i, :, t] = numerator / denominator

gamma = np.sum(xi, axis=1)
a = np.sum(xi, 2) / np.sum(gamma, axis=1l).reshape((-1, 1))

# Add additional T'th element in gamma
gamma = np.hstack((gamma, np.sum(xi[:, :, T - 2], axis=0).resha;

K = b.shape[l]
denominator = np.sum(gamma, axis=1)
for 1 in range(K):
b[:, 1] = np.sum(gamma[:, V == 1], axis=l)

b = np.divide(b, denominator.reshape((-1, 1)))

return (a,b)

.0000
L0000

0000

[
[
b
[ 0.
[ 0.0000

Entrée [360]: a,b = baum welch(Y, A, B, PI)
np.set_printoptions(formatter={'float': "{: 7.4f}".format})
print(f"a={a}\n b={b}"}

a=[[ 1.0000 0.0000 0.0000]

0.0000 0.0000]
1.0000 0.0000]]

1.0000]
1.0000]]

1
0

=[[ 1.0000 0.0000]
0
0
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3.5 chaine de Markov image cachée

Chaines de Markov cachées Image

Entrée [361]: """
E: Ensemble d'entré
F: Ensemble de sortie
E=[1,2,3]
F=[1,2,3]

Entrée [362]: len_e=len(E}
len_f=len(F)
c=0
if len e == len_f:
c=1
print("f est une fonction bijective, ¥n est une chaine de Markov im:
elif len e < len f:
c=2
print("f est une fonction injective, ¥n est une chiane de Markov im:
elif len e > len f:
c=3
print("f est une fonction surjective, 1l faut verifier le CNS")

f est une fonction bijective, ¥n est une chaine de Markov image

3.5.1 Fonction pour calcule Q = IP

Fonction pour calcul de IP

si f est “injective” ou “bijective”, on peut conclure directement que Y =f(Xn)n est une chaine de
Markov.

Par contre si f est surjective, ce n'est pas suffisant pour conclure, il faut pour cela vérifier une
autre CNS.

Entrée [363]: """
¥X: ensemble des entecedante
¥: ensemble des image Yi associe au antecedent
on a f(l)=1, £(2)=2, £(3)=2
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Entrée [364]: def Ptol P(E,F,f x,P):
I P=np.zeros(P.shape)
for 1 in np.arange(0, P.shape[0]):
for j in np.arange(0, P.shape[1]):
z_j=j+1
z_i=i+l
x_i=0
x j=0
for key in f x:
if int(f x[key])==z i:
X i=int(key)
if int(f x[key])==z_j:
x_j=int(key)

I P[i,j]=P[x_i-1,x j-1]

return I P

Si f est surjectif

Entrée [365]: pl=0;
p2=0;

for i in np.arange(0,len_e-1):
Af Y[i]==Y[i+1]:
1=i
c=i+l
i_p=PtoI P(X,Y,f x,A)
print(f"voici la matrice de transition:\n{A}")
print(f"voici la matrice de transition de (Zn )n\n{i_p}")

for i in np.arange(0,len_e-1):
pl=pl+i p[l,i]
p2=p2+i_p[c,i]
print("\n Conclusion:")
if pl==p2:
print(f°"Yn est une chaine de Markov image pour z={(Y[l+1l]} et x={1+1
h=1
else:
print("¥n n'est pas une chaine de markov image")

voici la matrice de transition:
[[ 0.5000 0.3000 0.2000)
[ 0.4000 0.2000 0.4000)
[ 0.0000 0.3000 0.7000]])
voici la matrice de transition de (Zn )n
[[ 0.5000 0.2000 0.2000)
[ 0.0000 0.7000 0.7000)
[ 0.0000 0.7000 0.7000]])

Conclusion:
Yn est une chaine de Markov image pour z=2 et x=2 et x'=3.
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Conclusion :

Conclusion générale

Apres les études décrites, on peut répondre a quelques questions et fournir
des explications sur le sujet.

L’'image d’une chaine de Markov par une fonction f dans le cas général, n’est
pas forcément une chaine de Markov. |l existe différentes conditions
nécessaires et suffisantes qui permettent a la fonction f(X,,) de conserver le
caractere markovien de la chaine de Markov a temps discret (X,,),

— f estinjective.
— f est bijective.
— f est surjective.

Le cas ou f est surjective, en général, n’implique pas le caractére markovien
de f(X,,), mais avec des conditions particuliere posées sur la matrice de
transition on peut obtenir ce caractere.

La matrice de transition image Q associée a la chaine de Markov (Z,,),, est
la méme que la matrice de transition P de X,, si f est bijective.

Si f est seulement surjective, les éléments de Q sont donnes en fonction des
éléments de P et de la loi initiale Xj.

De méme dans le cas général I'image d’'une chaine de Markov cachée n’est pas
une chaine de Markov cachée, et cela a cause de la dépendance de f des
probabilités conditionnelles de Y par rapport a Z.

La simulation de ces résultats avec le programme python permet de réaliser
numériquement les opérations traitées manuellement dans la partie théorique.
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