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Résumé : Nous traitons a travers ce mémoire le probléme de Graetz en régime périodique, dans le cas
ou la conduction transversale dans la paroi solide est tenue en compte. L’étude comprend trois parties
essentielles :

Dans la premiére partie, une solution exacte utilisant la méthode de la transformation intégrale
généralisée est développée pour un écoulement piston dans un conduit a deux plaques parall¢les.
L’analyse de la réponse thermique est établie, a travers cette solution, en fonction des paramétres
thermo-physiques affectant le probléme. Un nouveau mod¢le utilisant la méthode de Ritz est
également développé dans cette partie, pour les deux formes géométriques du conduit (deux plaques
paralléles et/ ou tube cylindrique) et un profil de vitesse parabolique. Les résultats issus de ce modele
(dit M.V.R) sont validés par rapport a la solution exacte précitée et confrontés avec les travaux
utilisant I’hypothése de 1’isothermicité.

La deuxiéme partie est consacrée a la simulation numérique par la méthode des volumes finis
du méme probléme. Le modeéle ici développé est validé par rapport & la solution exacte développée
dans la premiére partie.

Dans la troisiéme partie, une approche quasi-stationnaire (dite simplifiée) du probléme est
proposée. Une comparaison avec le modéle analytique (M.V.R) est établie en fonction de la fréquence
thermique a I’entrée du conduit. En guise d’application, la fin de cette étude est consacrée a 1’étude
d’un régénérateur a plaques destiné pour le stockage d’énergie.

Mots clefs : la convection forcée laminaire, régime périodique, écoulement a plan directeur,
méthodes variationnelles, approche quasi-stationnaire.

Abstract : In this work, an analysis is made of unsteady laminar heat transfer in a duct with
periodically varying inlet temperature and time. The transverse heat transfer in the duct wall is
considered. The study includes three essentials parts.

In the first part, an exact solution is developed for the slug flow inside the parallel, by using
the generalised integral transformation technique. The thermal behaviour of the system is analysed,
through this solution, for several thermo-physicals parameters. Here a new solution (called M.V.R)
using the variational method of Ritz is developed for the same problem that account for both shapes
ducts (parallel plats and cylindrical channel) with parabolic velocity profile. The outlet results are
compared with these of the exact solution and the literatures wherein the isothermal hypothesis of the
wall is considered.

The second part is consecrated for the numerical simulation of the same problem by using the
finites volumes method. The outlet results are compared with these of the exact solution
overmentioned.

In the third part, the quasi-steady approach of this problem is proposed, compared with the
outlet results of M.V.R and analysed with respect the inlet frequency. Finally, the study of a
regenerator intended to the energy stocktaking is established.

Keywords: conjugated forced convection, periodic inlet temperature, variational methods,
quasi-steady approach.
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NOMENCLATURE

A, (x7), 4, (x*]D), Amplitudes adimensionnelles de la température moyenne de fluide, la température

N N interfaciale, la température axiale et le flux thermique pariétal respectivement.
A (x7,0)et 4, (x7,1)

[A] Matrice définie dans 1’équation (3.10).

l A*J Matrice modifi¢e, définie dans I’expression (3.11).

a,’;- Eléments de la matrice lA* J

a; Coefficients définis dans 1’équation (5.10a).

ag Coefticient définis dans 1’équation (5.10a).

a* Rapport des capacités thermiques (oC) R / (PC). (R, —R,).
b* Rapport 5/a+ .

[b] Vecteur défini dans I’expression (3.10).

by Eléments du vecteur [b].

[B] Vecteur défini dans I’expression (3.12).

B, Eléments du vecteur [B].

Bi,, Nombre de Biot &, R, [k, ou h,,0/k, .

Bi,, Nombre de Biot interne A, R, [k, .

Bit Nombre de Biot modifié /R, [k, ou ho.t' [k .

C Chaleur massique [j.kg'.K™].

[c] Vecteur défini dans le systéme d’équation (3.10).

c,(p) Coefficients de la solution approchée.

c; Coefficients définis dans 1’équation (5.105).

[D] Matrice définie dans I’expression (3.11).

dy; Eléments de la matrice [D].

Eis Energie interne dans le milieu solide du conduit. [j]

ﬁn Quantité complexe introduite dans 1’expression (3.15¢) et (4.20b).
F, (x+ ) Fonctions propres de la solution (2.12).

s Fonction du stockage W,/ H , .

G, (z*) Fonctions propres de la solution (2.12).

H, Energie maximale transportée par le fluide. [j]

H Coefficient défini par I’équation (2.10d), (3.3d) et (4.5).

I-NIO Coefticient défini par la limite (2.21).

/- Coefficient de transfert convectif avec I’extérieur. [w.m>.K™"]
Pyt Coefficient de transfert convectif interne. [w.m?>. K]

i .

iii



Lettres Grecs

a

Fonctionnelle ou forme variationnelle.
Conductivité thermique. [w.m™ K]
Longueur du conduit. [m]

Largeur des plaques d’un conduit a deux plans parall¢les. [m]

Epaisseur des plaques du canal. [m]
Demi espacement entre deux plaques paralléles. [m]
Nombre du Nusselt.

Variable de Laplace.

Nombre de Péclet.

Quantité complexe introduite dans 1’expression (3.15d) et (4.20a).
Nombre de Prandtl, v / ay.

Flux thermique total transmis aux parois de conduit.

Quantité complexe introduite dans 1’expression (3.15a) et (4.18a).
Coordonnée spatiale dans le cas d’un tube cylindrique. [m]
Variable adimensionnelle r/R, .

ko' [kt ou y/(rf -1).

Distance entre 1’axe et la paroi interne de conduit. [m]

Distance entre 1’axe et la paroi externe de conduit. [m]

Nombre de Reynolds défini sur le diamétre hydrauliqueuD, /v .
Fonction donnée par (6.19d) et (6.20d).

Température du fluide. [K]
Température du mur de conduit. [K]

Température ambiante. [K]

Variable de temps. [s]

Temps adimensionnel.

Vitesse d’écoulement. [m.s™']
Vitesse moyenne d’écoulement. [m.s™']

Vitesse adimensionnelle.
Energie stockée dans les parois du conduit. [j]
Quantité complexe introduite dans 1’expression (3.15b) et (4.20c¢).

Coordonnées spatiales dans le conduit. [m]

Coordonnées spatiales adimensionnelles.

Longueur adimensionnelle du conduit (1’abscisse axiale a la sortie du conduit).

Diffusivité thermique. [m*.s™']

(Ry —R )\ /2a, et to/2a, .

Fonction d’amortissement exp(—7x ") .

v
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At
AT
Ax+
Av
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n
b ()., (D),
b (x* 0 et gy (x* 1)
A

.

(4

Hy

Fréquence adimensionnelle.

Pas transversal.

Profil de température dans la section droite d’entrée. [K]

Pas axial.
Volume de contréle adimensionnel.
kg / ky.

Caractérise I’amortissement, défini par 1’équation (7.5a).

Déphasages adimensionnels de la température moyenne de fluide, la
température interfaciale, la température axiale et le flux thermique pariétal

respectivement.

al’al?.

ayfa, .

Flux thermique adimensionnel.

Valeurs propres de la matrice lA*J [D] .
Définie par 1I’équation (6.8) et (6.23).

Viscosité cinématique propre du fluide. [m*.s™]
Température adimensionnelle.

Masse volumique. [kg.m™]

Valeurs propres (solutions de 1’équation transcendante).
Période du signal d’entrée. [s]

Fréquence d’entrée. [rd.s™']

Caractérise le déphasage, défini par 1’équation (7.5b).

Transformées de Laplace sur la direction axiale.

Transformée intégrale et les expressions complexes.

Température sur I’axe du conduit.

Température moyenne.

Température de solide et interfaciale.

Propriétés physiques du fluide et du solide respectivement.
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INTRODUCTION

Les transferts thermo-convectifs en régime instationnaire concernent une grande
variété de situations industrielles. En particulier, on peut citer les problémes liés aux phases
d’arrét et de démarrage d’un échangeur de chaleur dans une centrale de puissance ou le

fonctionnement périodique de certaines machines telles que les chaudicres solaires.

Si le régime permanent a fait I’objet de nombreuses recherches, la littérature
scientifique concernant la convection forcée en régime transitoire reste encore limitée. La
majorité des travaux effectués a ce jour est d’ordre théorique. Il s’agit essentiellement de
développer de nouvelles méthodes (analytiques ou numériques) pour résoudre les équations
aux dérivées partielles. Les cas étudiés se distinguent par la nature des écoulements (laminaire
ou turbulent), des conditions aux limites, des hypothéses simplificatrices émises ou encore du

choix du signal d’excitation.

Les problémes d’interactions fluide-paroi nécessitent le traitement simultané des
équations de bilan énergétique dans les deux milieux en présence ainsi que la continuité des
flux thermiques et des températures a I’interface. Les solutions analytiques pour ce type de
probléme apparaissent comme 1’exception, et des hypothéses simplificatrices parfois
physiquement discutables sont nécessaires. Toutefois ces solutions présentent I’intérét de

tester des méthodes numériques qui s’imposent comme la seule voie envisageable.

Dans la pratique industrielle, on réduit considérablement la difficulté d’analyse en
transposant aux problémes instationnaires la notion de coefficient d’échange issue du régime
permanent. On traite ce qu’il est convenu d’appeler un modéle quasi-stationnaire. La question
qui se pose concerne la limite d’une telle approche simplificatrice dans son pouvoir de

prédiction.

Dans la présente étude on traite un cas particulier des régimes variables a savoir la
réponse fréquentielle d’un systéme a plaques paralléles (et tube cylindrique) parcouru par un
fluide en régime laminaire. Les parametres thermo-physiques qui conditionnent la fonction de
transfert tels que la fréquence du signal thermique d’entrée, 1’épaisseur des parois ou le

rapport des capacités thermiques fluide/ solide sont étudiés.



Notre travail comporte trois parties distinctes. Apreés un exposé bibliographique, la
premicre partie est consacrée a une ¢tude théorique ou I’on traite analytiquement le cas de
I’écoulement “ piston ” en régime laminaire. Il nous servira par la suite de référence pour une
approche variationelle utilisant la méthode de Ritz et une modélisation numérique dans des
cas plus réalistes. Les deux configurations géométriques (plaques paralleéles et conduit

cylindrique) sont traitées dans cette partie.

La deuxiéme partie concerne la résolution numérique du probléme couplé et fait
intervenir la condition limite rigoureuse de continuité des flux et des températures a
I’interface solide-fluide. Dans le régime laminaire le champ des vitesses est considéré établi

parabolique.

Dans la troisiéme partie de notre travail on traite le modele quasi-stationnaire faisant
intervenir le coefficient d’échange a I’interface. Un balayage en fréquence permet une étude
comparative avec les solutions exactes développées dans la deuxiéme partie. En fin une
application pratique a un module de stockage d’un régénérateur a plaques est présentée. La
fonction de transfert et 1’optimisation du stockage d’énergie dans le module sont étudiées.
L’utilisation de la méthode variationelle pour traiter un probléme conjugué en régime

périodique constitue I’originalité de ce travail.



CHAPITRE 1 :

Recherche bibliographique.

1.1.Etat de ’art :

« La littérature dans ce domaine est limitée », une expression tirée du travail de S.
Kakag et Y. Yener [14]. Depuis, de nombreux travaux ont été effectués dans le domaine de la
convection forcée dans un conduit dont I’historique remonte a I’année 1883 avec le probléme
de Graetz [1]. Il s’agit d’un écoulement laminaire, incompressible, permanent, a propriétés

thermophysiques constantes, ce qui s’écrit:

ua—T=ﬁﬁ(ra—TJ (1.1)
ox ror\ or
fix,r,1)=0. (12)

Les équations relatives au régime transitoire sont écrites pour la premicre fois aprés 60
ans par Profos en 1943. En fait, de nombreux auteurs ont poursuivi ces travaux avec des
applications pratiques. A cette époque, les chercheurs font appel a la notion de coefficient

d’échange /# (modéle quasi-stationnaire).

Dans les années 60, exactement en 1968, E.M. Sparrow et De Farrias [13] furent les
premiers a résoudre analytiquement le probléme de convection forcée transitoire. Ils
constatent en étudiant un écoulement laminaire entre deux plans paralleles avec une
température d’entrée sinusoidale, que méme le coefficient d’échange A(t) varie
périodiquement en fonction du temps. Depuis, une course est lancée a la résolution analytique

de ce type de probléme avec différentes conditions aux limites, voir [14-36].

H. Kawamura [2] développe une solution numérique pour le cas d’un écoulement
turbulent dans une conduite cylindrique dont la paroi est soumise a un échelon de

température. L auteur conclu que le coefficient d’échange devient constant aprés une certaine

durée t* > 2.

P. Pierson et J. Padet [3] ont étudi¢ le comportement du coefficient d’échange « /4 »
sur un cas simple de régime transitoire. Ils constatent que le seul cas ou / est constant est dans

une phase exponentielle avec un régime final uniforme.



En conclusion, le mod¢ele quasi-stationnaire ne peut étre utilisé que par précaution
dans les problémes transitoires. Pour cela, de nombreux travaux ont été¢ entamés sur la
résolution analytique compléte des problémes de convection forcée transitoire entre fluide et

paroi sans faire intervenir le coefficient d’échange 4.
1.2.Revue bibliographique :

Dans ce qui suit, nous avons classé les travaux relatifs aux problémes de convection

forcée dans un conduit, en deux classes :
1.2.1.Ecoulement soumis a des conditions transitoires a la paroi :

Dans cette classe on distingue de nombreux types de conditions a la paroi :

e Echelon de température.

e Echelon de flux.

e Fonctions arbitraires dans 1’espace et le temps de la température ou du flux

thermique.

R. Siegel et M. Perlmuter [4] traitent le transfert de chaleur en régime transitoire
entre deux plans parall¢les dont la résistance thermique est négligeable. La variation spatio-
temporelle du flux thermique a la paroi est de la forme suivante :

41— Y1-e). (1.3)
A et B sont des constantes, & et x sont les expressions adimensionnelles de temps et de
I’espace.

La réponse de la paroi est aussi examinée en utilisant un modele simplifié avec un

coefficient d’échange constant (Nu=12).

R. Siegel et E. M. Sparrow [5] s’intéressent aux transferts dans la zone de
développement de la couche limite thermique d’un fluide en écoulement laminaire dans la
zone d’entrée d’un canal. La réponse a un échelon de flux et de température a la paroi est

déterminée puis comparée aux résultats d’'une approche numérique (différences finies).

M. Perlmuter et R. Siegel [6] consacrent leur travail a 1’étude d’un écoulement
transitoire entre deux plaques paralléles. Le processus transitoire est déclanché en agissant
simultanément sur la pression du fluide et la température de la paroi. Le profil des vitesses est

déterminé par les équations :



a2 2,00 (1.4q)

I () S A W N ) 4t

avec E, =(i+0.5)r, u, : La vitesse moyenne initiale et i, : La vitesse a I’état stationnaire.

Pour une résistance de paroi négligeable, ils obtiennent pour I’équation de I’énergie :

o, [(1 -y*)- 4[1 —@}i(_ 1%3 expl- Eff)COS(E,-y)}Z—i o2 (15)

o —-
2 b
U, Jizo oy

1

en utilisant la méthode de séparation de variables, la solution suivante:

T= l—ibm\Pi (y)F,(x,7), (1.6)

i=0

avec W et F représentent les fonctions propres.

R. M. Cotta et M. N. Ozisik [7] traitent le transfert thermique transitoire des fluides
Newtoniens dans un conduit cylindrique et entre deux plans parall¢les. La paroi est soumise a
des variations par échelon de la température. La résolution a été réalisée par la combinaison
de deux techniques, la transformée de Laplace et la technique de transformation intégrale
généralisée, voir [33-35]. Une confrontation des résultats a été effectuée avec une solution

numérique (différences finies).

Pour le méme probléme, voici quelques travaux utilisant les méthodes numériques :

T. F. Lin et J. C. Kuo [8] traitent numériquement, par un schéma aux différences
finies, un écoulement laminaire dans un tube cylindrique dont la paroi est soumise a un
¢chelon du flux uniforme. Le couplage solide-fluide a été traité par les conditions du contact
parfait. La diffusion dans la paroi est prise en considération. L auteur montre 1’influence des
paramétres physiques et géométriques sur les variations longitudinales de la température
interfaciale, de la température moyenne de fluide et du flux thermique pariétal. Les résultats
sont représentés graphiquement pour deux valeurs du nombre de Peclet, des rapports des

rayons R, /R, , des diffusivités «, /a, et des conductivités thermiques &, /k, . Les variations

radiales des températures sont également représentées pour des abscisses données.
Les indices w et f sont relatifs respectivement au solide et au fluide.

R, et R, sont respectivement les rayons externes et interne du tube.

o et k sont respectivement la diffusivité et la conductivité thermique.



S. Aboudi et F. Pabini [9] traitent numériquement, par un schéma implicite de type
Crank Nicholson, le probléme d’écoulement fluide entre deux plans paralleles en régime
laminaire et turbulent. Le plan supérieur est soumis a une condition de flux instationnaire et le
plan inférieur est isolé. Les transferts d’énergie par rayonnement, conduction et convection
sont pris en compte. Le profil des températures et le coefficient du transfert métal fluide sont
déterminés en tout point du canal. Les résultats obtenus sont ensuite comparés a ceux du
modele quasi-statique ou simplifié (MS), en faisant intervenir un coefficient de transfert métal

fluide ‘H’ utilisé de facon classique.

H. Kawamura [10] étudie le probléme d’un écoulement turbulent dans un conduit
tubulaire avec une source de chaleur uniforme a la paroi interne et qui croit dans le temps.
Dans la référence [11] le méme auteur étudie 1’écoulement turbulent d’eau dans un conduit

cylindrique réchauffé par échelon dans le temps.

Plus récemment, D. T. W. Lin et al [12] traitent le probléme de convection forcée
transitoire d’un écoulement laminaire établi, dans un conduit & deux plaques paralléles.
L’entrée du conduit est soumise a une température constante. La plaque inférieure est isolée
du milieu extérieur et la plaque supérieure est soumise a un flux thermique variable dans

I’espace et dans le temps.

En effet, en considérant la diffusion transversale dans les plaques, 1’auteur a proposé
un mod¢le utilisant les méthodes inverses a base de 1’algorithme gradient conjugué, pour
fournir une meilleur estimation du flux thermique dans la parois supérieur. L’objectif de cette
¢tude est de réduire les erreurs d’estimation. En remédiant a ce probléme, 1’auteur a conclu
que Defficacité de ce modele dépend de la situation des thermocouples implantés dans le
fluide et dans le solide. Les solutions inverses sont données, pour différents types du flux

thermique, dans la méme référence.
1.2.2.Ecoulements soumis a des conditions transitoires a I’entrée du canal :

On distingue également dans cette classe plusieurs types de conditions thermiques a
I’entrée du conduit. On s’intéresse dans ce qui suit a la condition d’entrée périodique de la
température : 7(0,y,t)=T, + AT, sin(wt) . (1.7)

De nombreux travaux sont menés pour la résolution de ce type de probléme, qu’on

peut diviser en deux sous classes selon la méthode de résolution utilisée :



a.Méthodes analytiques:

En effet, dans cette classe on distingue plusieurs travaux [13-29], nous avons choisis

un classement par ordre du régime d’écoulement, le régime laminaire puis le régime turbulent.
e Régime laminaire :

La plus grande contribution fut le travail de E. M. Sparrow et F. N. De Farrias [13],
qui ont analysé sur le plan théorique la réponse thermique d’un écoulement laminaire soumis
a des variations sinusoidales de la température d’entrée. Le couplage fluide paroi est traité en
écrivant un bilan thermique a 1’interface (contact parfait). La chaleur massique de la paroi est
prise en considération comme indiquée ci-dessous :

orT,

C), ! 1.8

(pC), 1= =4 (1.8a)

T,(x,t)=T,(x,0,t) (1.8b)
oT,

qg=-k— . (1.8¢)
oy y=/

Le profil de vitesse est suppos¢ uniforme (écoulement piston) et la paroi isotherme.
Le probléme conduit a 1’équation d’énergie dont la solution s’obtient par la résolution
du probléme aux valeurs propres complexes. La distribution de température est recherchée

sous la forme :

0,(x,y,1)= dexplior) X(7) Y(n), (1.9)

avec : {X(Z) - eXp(_ /ﬁ}() exP(_ i(w/“) G)Z)
- [¥(n)=cos(4,n)

n :% ;X = ;—; et A, =v, +i0, racines de I’équation transcendante :
Atan(A)=ib" . (1.10)

La deuxieme partie de 1’étude concerne I’approche quasi-stationnaire en supposant un
coefficient d’échange local / constant. Les résultats sont présentés pour des nombres de
Nusselt différents. L’auteur a tiré la conclusion suivante : Dans une gamme de condition
opératoire, le modele quasi stationnaire est capable de prédire avec précision, spécialement

lorsqu’il utilise un coefficient de transfert de chaleur variable dans 1’espace.



S. Kakac¢ et Y. Yener [14] proposent une solution exacte de l’équation de la
convection forcée pour un écoulement établi entre deux plaques paralleles avec une
température d’entrée sinusoidale. Pour simplifier le probléme, le profil de vitesse est
considéré uniforme. D’une manicre totalement différente a [13], 1’épaisseur de la plaque
n’apparait pas, ce qui a conduit a écrire :

09 030 %6

—tu—=a , O<y</l;x>0;t>0 1.11a
o o oy 4 (1.112)

2 =0, x>0;1>0 (1.11b)
oy -0

x 20 +h6|, = f(x), x>0;1>0 (1.11¢)
|, ¢

(0, y,t) = sin(at), 0<y</l';t>0. (1.11d)

La solution est décomposée en une fonction &, décrivant le probléme transitoire et la
fonctiond, relative au régime permanent. En utilisant la technique de la transformation

intégrale, ils ont obtenu une solution générale de type :

0 (x,y,t)= exp( i (a) ) x))iexp(— 2 x) K, (y) <(0), (1.12)
n=1
ave : £(0)= ' sin(4, ') LK, (0)= ' cos(4,) '
A, \/f + Lsm(une') \/f + Lsin(unf')
2 42, 2 42,

A :sont les valeurs propres.

Les variations d’amplitude et de déphasage sont présentées graphiquement pour
différentes valeurs des fréquences et du nombre de Reynolds. Ainsi, les résultats analytiques

sont confirmés aux résultats expérimentaux.

R. M. Cotta et M. N. Ozisik [15] ont étudi¢ le probléme du transfert de chaleur
transitoire en géométries plane et cylindrique. La paroi est considérée sans épaisseur et la
température pariétale constante dans ’espace et dans le temps (isotherme). A ’entrée, la
température du fluide varie de maniére sinusoidale avec le temps. Contrairement a [14], le
profil transversal de vitesse est considéré parabolique établi. Le probléme a résoudre s’écrit

alors :



%+U(R)%=Li(1e”%j 0<R<1;Z>0;71>0 (1.13a)
ot dZ R"OR\' OR

90 _y, Z>0;7>0 (1.13b)
OR| 4

0(1,Z,7)=0, Z>0;7>0 (1.13¢)
O(R,0,7) = exp(iQ), 0<R<I;7>0. (1.13d)

n=0 pour une géométrie plane et n=1 pour un tube cylindrique.

Les parameétres sans dimension utilisés sont :

2
“ :%t;U(R)z—ug); .Q=—a)b et¢9=T_T°.
b u a AT,

La technique de la transformation intégrale généralisée, voir [33] permet de se

ramener au probléme suivant :

00,(2) ,

~ 14:0,(Z +zQZak” Z)=0, Z>0 (1.14a)

Jj=1

6,(0)=f, = j TR"u(R)w(uk,R)dR, (1.14b)

1
avec . a, =a, = \/NiN'([ ", Ry (14, R)dR .
La solution obtenue s’écrit :

(R, )= 2%]‘ wlw, R) expl-iQa,z). (1.15)

w(w,,R) et 1, sont les fonctions propres et les valeurs propres.

Les résultats concernant les amplitudes et les retards de phase sont données, pour les

deux géométries, dans la méme référence.

W. S. Kim, R. M. Cotta et M. N. Ozisik [16] ont étudi¢ un probléme analogue au
précédent, avec une fonction transitoire quelconque de la température d’entrée. La méthode
utilisée est la technique de transformée de Laplace suivie de la transformation intégrale
généralisée. L’originalité dans cette ¢tude réside dans le fait que les €léments de la matrice

a; (vue précédemment) hors diagonale sont pris en compte. De plus, les résultats concernant

la température moyenne de fluide sont représentés graphiquement pour les deux géométries.

D’une maniere différente, W. S. Kim et M. N. Ozisik [17] traitent un probléme

similaire avec une température d’entrée périodique, en utilisant les méthodes numériques



(Runge-Kutta et la méthode de tire, voir [36]) pour résoudre le probléme adjoint. L auteur
donne une solution généralisée pour les deux cas de géométries du conduit. Les résultats sont
présentés (dans la méme référence) graphiquement pour les amplitudes de la température
moyenne de fluide et la température pariétale et sous forme tabulée pour les valeurs propres et

les fonctions propres.

S. Kakag, W. Li et R. M. Cotta [18] généralisent leurs travaux en essayant d’obtenir
beaucoup plus de précision sur ce type de probléme, par la prise en compte de la chaleur
massique du conduit et I’échange convectif avec I’extérieur, tel est donné par I’équation :

n(r-1)+ kL (pc) 19 =, y=d;x>0:1>0. (1.16)

oy v Ot

Une solution analytique exacte est obtenue a travers 1’extension de la technique de la
transformation intégrale généralisée. En évitant complétement le probléme complexe de

Sturm-Liouville, on est amené face a un autre probléme de type :

5_§k+A];§k:0, E>0 (1.17a)
1674
6,(0) =ﬁ=[%u(n)A0(f7)Yk(n)dm (1.17b)

N . + _ . —
ou: Al.j —51.7}“/‘ +i0 a; et a; =

1 {Y,-a)Yja)

A B J Y,-(n)Y,»(n)dn},
avec 71 :g ; £=(x/D,)D,/d) /(RePr).

Afin de faciliter I’intégration, le probleme différentiel (1.17) est tronqué a ’ordre N,
seulement les éléments diagonaux de la matrice [4'] sont pris en considération. Une analyse
expérimentale du phénomeéne a permis d’étudier I’influence du nombre de Reynolds, de la
fréquence d’entrée, du nombre de Biot et des rapports des capacités thermiques sur
I’amplitude et le déphasage. Comparés aux résultats analytiques, les résultats expérimentaux
présentent des écarts importants, cela est di a la considération d’une température transversale
uniforme dans la section d’entrée du conduit. L’auteur montre en fin que le déphasage au long

du conduit est proportionnel au nombre de Reynolds.

W. Li et S. Kakag¢ [19] présentent une étude théorique de la convection forcée
laminaire, comparable a celle présentée dans la référence précédente, avec trois cas de
conditions aux limites. Le premier avec un flux pariétal uniforme, le deuxiéme cas avec la

convection externe et le troisiéme cas en tenant compte de la capacité calorifique de la paroi.
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Seulement que, ’auteur dans cette étude prend en considération les autres éléments de la

matrice [A*] et passe a la résolution de 1’équation différentielle (1.17) dont la solution est

donnée par : 6, (&)= ZC,ﬂnk exp(— 1, ). (1.18)
n=1

Les amplitudes et les retards de phase sont présentés graphiquement et sous forme

tabulée les valeurs propres u, et@,, .

R. O. C. Guédes et R. M. Cotta [20] ¢étudient analytiquement le transfert thermique

transitoire d’un écoulement laminaire entre deux plans paralléles de longueur L™ (cf. Fig.1.1).
L’entrée du canal est soumise a des perturbations périodiques de température. Le gradient
transversal de température dans la plaque est négligé, mais ils retiennent les informations de la
conduction axiale dans la plaque, tels que :

Dans la paroi :

80 80 1 &6,
o = +

S

or  OR* 16P’ 07*’

I<R<0;0<Z<L;r>0 (1.19)

%, =0; o9, =0, 1ISR<S;7>0 (1.195)
OZ |- Z |,
o0 .

| +Bi'(6.-0,)=0, 0<Z<L;r>0. (1.19¢)
OR |,_s
Dans le fluide :
00, 00, o6,
—L+w(R)—=L=—L, 0<R<1;Z>0;7>0 (1.19d)
ot oZ oZ
0, = exp(iQr), 0<R<1;Z=0;r>0 (1.19%)
00,
— =o, Z>0;7>0. (1.19/)
oR |, ,

Les conditions du contact fluide-solide :

0,=0, R=1;7Z>0;7>0 (1.19g)
_ 00,

g% _99% , Z>0;7>0. (1.19h)

OR |, OR|g
Les quantités adimensionnelles introduites sont :
R:L;Z:afj, afl;*’k:k_f; Bi*:ﬁ,z_zagt;gza)rlz;GZT—TE’
7 uD, uD, k, k, g a, AT,
(r) 2
)= conte)=| 2| 0w

u h



Y
N
_:'!'
_|
8
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Fig. 1. 1 : Géométrie du canal étudié.

En introduisant les températures complexes pour le fluide et la paroi et en utilisant la
technique de la transformation intégrale généralisée, le probléme se ramene a la recherche de
valeurs et vecteurs propres. Les variations d’amplitude et de déphasage de la température

interfaciale, du flux a la paroi et de la température moyenne de fluide sont présentées, le long

du conduit, pour différents a™.

J. S. Travelho et W. F. N. Santos [21] ont donné une solution d’un probleme
analogue a celui traité dans [13]. Dans les travaux présentés jusqu’a présent, les solutions
sous forme de série sont fonction de valeurs propres et fonctions propres complexes. L’auteur
ici tente une résolution évitant complétement cette démarche. La solution générale du

probléme est donnée par :

7(x,5) = C,(s)e™™ + C, (s)e ™ + 1. (1.20)
S

s: variable de Laplace sur la variable z.

C,(s)et C,(s) sont obtenues a I’aide des conditions aux limites.

Une inversion analytique de I’équation (1.20) est obtenue a I’aide des tables des

transformées (Roberts et Kaufmann, 1966). La solution originale est donc :

wixz)=1- erfc(:/;] " erfc(ij/;]— 4ib+\/%exp(_(34—izx)2j . exp{ (l +;) jx
W{— bz + i( ;j;ﬂ —[1-2ib* (3% x + 2ib"z) exp[— %} W[ bz [ ﬂ

la fonction W est donnée dans la méme référence.
Les amplitudes et les déphasages sont présentés graphiquement et comparés aux

résultats obtenus par les méthodes décrites auparavant. L’auteur a conclu que la solution est

beaucoup plus précise lorsquez <1.

K. Mansouri et B. Fourcher [22] présentent une étude du transfert thermique d’un
¢coulement laminaire entre deux plans paralléles (cf. Fig.1.2) avec une température d’entrée

périodique. L’originalité de ce travail se trouve dans I’analyse rigoureuse de 1’influence de
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1’épaisseur de plaque (qui était autre fois ignorée dans [13-19]), de la fréquence et du nombre

de Biot sur la réponse de systeme. D’une autre maniere, I’auteur a considéré la conduction

transversale dans la plaque. Ce qui peut se traduire par la formulation suivante :

Dans la paroi :

2
%=as%, O<y<l;x>0;t>0
ot oy
kv% =n ,-T,), x>0;1>0.
‘ay)zo e
Dans le fluide :

2

a_TH,(Z)a_T:afa_f, 0<z</!';x>0;t>0
ot ox 0z
T=T, +AT, sin(wt), 0<z</V';x=0;¢t>0
a—T =0, x>0;1t>0.
0z |,

Les conditions de contact :

T=0, x>0;t>0
ksﬁ :kfa—T , x>0;1>0.
W, 0z |,
h T,
X [
0 z T El X

Fig. 1. 2 : Géométrie du canal étudié.

(1.21a)

(1.21b)

(1.21¢)

(1.21d)

(1.21e)

(1.21 )

(121g)

Les amplitudes et les déphasages pour la distribution des températures de mélange,

interfaciale et axiale sont présentés graphiquement dans la méme référence.

J. S. Travelho et W. F. N. Santos [24] s’intéressent a un écoulement laminaire dans

un tube cylindrique ou la capacité thermique du solide et la convection externe sont prises en

considération. La méthode de résolution utilisée est la méme que dans [21]. Les amplitudes et

les déphasages de la température du solide sont présentés graphiquement. L auteur conclu que

lorsque la résistance thermique externe diminue, 1’amplitude de la température du solide

augmente indépendamment de la capacité de ce dernier.
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En utilisant les méthodes variationnelles, B. Fourcher et K. Mansouri [25]
développent une solution approchée par la méthode de Galerkin pour le probléme de
convection forcée avec un écoulement établi parabolique entre deux plaques paralleles. Le
gradient transversal de température dans les plaques est aussi tenu en compte. Afin de
résoudre le probléme de diffusion dans les plaques, la méthode de Galerkin est mise en ceuvre
par un couplage avec la transformée de Laplace sur la direction axiale. Ils obtiennent une

solution du type :
Tlx*,2")= 30, coslo, =" Jexpl- 1,2 ). (1.22)
n=l1

ou les expressions de Q,, u, et les variables adimensionnelles sont données dans la méme

référence.
Les amplitudes et les déphasages sont présentés graphiquement, pour des nombres
Biot et a”différents. Une comparaison avec les résultats de W. Li et S. Kakag [19], montre

que la solution approximative est trés acceptable.

S. Cheroto, M. D. Mikhailov, S. Kaka¢ et R. M. Cotta [26] ont résolu
analytiquement au moyen de la technique de la transformée intégrale généralisée (GITT), en
utilisant un mélange de calcul symbolique et numérique (a I'aide du logiciel Mathematica 3.0)
le méme probléme traité dans [19]. Les conditions imposées correspondent, d'une part a une
variation périodique de la température du fluide a I'entrée, et d'autre part a une condition
limite a la paroi du canal, qui inclut la convection externe et les effets dus a la capacité
thermique des parois. Un algorithme mélant le calcul symbolique et numérique est construit.
Il permet d'obtenir automatiquement les résultats numériques sous forme tabulée ou
graphique. Les amplitudes et les déphasages sont représentés et interprétés dans la méme

référence.

Plus récemment, dans la référence [45], avec une approche variationnelle par la
méthode de Ritz, une nouvelle solution est obtenue pour le méme probleme traité dans [25]
pour les deux configurations géométriques du conduit (tube cylindrique et deux plaques
paralléles). Une analyse détaillée du modele quasi-stationnaire est également établie dans la
méme référence. Un modéle numérique, utilisant la méthode des volumes finis, pour le méme
probléme est fourni pour la premicre fois dans la référence [46] dont les résultats sont tres

satisfaisant en comparaison avec le modele analytique.
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e Régime turbulent :

W. S. Kim et M. N. Ozisik [27] traitent les échanges thermiques d’un écoulement
turbulent entre deux plans parall¢les. La température d’entrée varie périodiquement avec le
temps. Le modele théorique utilise la diffusivité thermique turbulente sans faire intervenir un

coefficient d’échange fluide paroi, d’ou :

a—T+u(y)a—T=i (a+gt)a—T , O<y</l';x>0;1>0 (1.23a)

ot ox Oy oy

7(0,y,t) =T, + AT, expliw t) , 0<y<l';t>0 (1.23b)

o, y.1) -0, x>0;1>0 (1.23¢)
oy 0

T(x,0,t)=T,, x>0;¢>0. (1.23d)

Les variations d’amplitude et de phase pour la température du mélange sont présentées
graphiquement pour différents nombres de Reynolds (Re=10" a 10°) et différentes

fréquences du signal thermique a I’entrée (€ = 0.1 a 2) avec un nombre de Prandtl Pr =0.7.

R. O. C. Guédes, M. N. Ozisik et R. M. Cotta [28] étendent 1’étude présentée dans
[20] pour un écoulement turbulent, par I’introduction de la diffusivité turbulente dans
I’équation d’énergie. En utilisant la technique de la transformation intégrale généralisée, le
probléme est résolu de méme fagon que dans [20]. Les résultats obtenus sont présentés
graphiquement pour les amplitudes et les déphasages de la température interfaciale le long du

conduit pour deux valeurs de nombre de Reynolds (Re=10" et 10°) et (a* =5.10"" et

5.107).

S. Kaka¢ et W. Li [29] reprennent la méme étude du probléme présenté¢ dans la
référence [19] mais cette fois-ci étendue au régime turbulent, ou le nombre de Reynolds varie
de 10°a 2.10°. On constate une diminution moins rapide de 1’amplitude par rapport au régime
laminaire. Autrement dit, pour une méme fréquence d’entrée, 1’amortissement du signal est
d’autant plus faible que le nombre de Reynolds est plus grand. Une comparaison avec les
résultats expérimentaux pour les amplitudes sur I’axe du conduit, pour une fréquence

adimensionnelle £ =0.08 et un nombre de Reynolds Re =19570, montre que la variation de

la température dans la section d’entrée est parabolique.
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b.Méthodes expérimentales :

L’étude expérimentale a pour objectif de fournir des mesures précises qui servent a
valider les mode¢les analytiques et les approches numériques. Le probléme de convection
forcée dans un conduit avec température d’entrée périodique a été traité expérimentalement,

on distingue principalement :

S. Kakag, Y. Ding et W. Li [30] se sont investis dans un appareillage expérimental

construit et utilisé pour 1’é¢tude de la convection forcée d’un fluide en écoulement laminaire

dans un conduit rectangulaire de section[254x 25 mm’ ] en stryrofoam avec une température

d’entrée sinusoidale. Cette étude couvre une gamme trés large du nombre de Reynolds

(450 < Re < 2088) et fréquence d’entrée(0.01< £<0.16). Ils ont utilisé comme fluide 1’air

(incompressible) qui sera soigneusement filtré a I’entrée du dispositif, puis arrive dans la zone
de test avec une vitesse entierement développée apres avoir traversé une zone d’établissement
dynamique de 2.77m, la chaleur est fournie au systeme a 1’aide des résistances ¢électriques de
8.5Q) constituées de filament tres fin de Nichrome de 0.4mm de diamétre, introduit dans le

conduit sans perturber 1’écoulement.

la source de la th |
o chaleur ermocouples
entrée d'air PR R A R N N
|

B' 2 3446 7

zone d'établissement 277m—k— zone de test 1.9m ——

filtre & ai
iltre & air — Ustube
h 2
— manametre
O

sortie de I'air

orifice

pormpe

Fig. 1. 3 : Dispositif expérimental de S. Kakag, Y. Ding et W. Li.

Les variations de températures dans différentes sections le long du conduit sont
mesurées et enregistrées a 1’aide des thermocouples soudés sur la paroi et placés
réguliérement dans la zone de test d’une longueur de 1.9m (cf. Fig.1.3). L amortissement de
I’amplitude est enregistré pour des fréquences € varient de 0.01 a 0.16, et deux valeurs de

Reynolds égales a 990 et 1396.

16



Dans un dispositif expérimental similaire a celui utilisé dans [30], K. Mansouri, D.
Sadaoui et B. Fourcher [31] examinent la réponse thermique d’un écoulement turbulent
d’eau dans un canal a deux plans paralleles. Les résultats expérimentaux (amplitude et
déphasage au long du conduit) sont comparés a ceux obtenus par le modéle quasi-stationnaire
et ceux de modele turbulent (analytique) introduisant la diffusivité thermique turbulente.
L’auteur a conclu que pour des petites valeurs de la fréquence d’entrée, le modele quasi-

stationnaire est capable de prédire les températures de mélange ainsi que celles dans la paroi.

Contrairement pour des fréquences tres élevées(z 0.0SHz), le modele quasi-stationnaire

devient inapplicable.
1.3.Conclusion :

La convection forcée transitoire dans un conduit est un sujet trés important, si on
observe le nombre des publications présentées dans cette partie. L’ensemble de ces travaux
marque une claire préférence pour les approches numériques et analytiques par rapport a

I’expérimentation trés coliteuse financiérement.

Du point de vue analytique, ces travaux portent sur le développement des
méthodologies de résolution, en s’appuyant sur un nombre important d’hypothéses
simplificatrices. Parmi les plus contestables, on retiendra celle d’une paroi isotherme et

parfois sans épaisseur ou I’écoulement piston.

La recherche de modéles simplifiés comme 1’utilisation des corrélations (suffisantes
aux yeux des industriels) sont également développés par certains auteurs. Ces solutions sont

assujetties a de nombreuses critiques dans certaines conditions particuliéres.

Notre contribution est I’étude de la réponse thermique en régime périodique en
fonction de différents parameétres, tout en développant une nouvelle méthodologie de

résolution avec discussion de la validité de certaines hypotheses.

Le manque important de renseignement au sujet du modéle quasi-stationnaire
(simplifi¢), nous a également conduit a étudier le comportement du coefficient d’échange en

fonction de la fréquence d’entrée.
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CHAPITRE 2 :

Etude analytique d’un écoulement laminaire entre deux plaques

paralleles en régime périodique (vitesse uniforme).

2.1.Description du probleme:

On considere un conduit a deux plaques parall¢les, d’épaisseur/, séparées par une
distance 2/¢" (cf. Fig.2.1) supposée faible devant la longueur du conduit parcouru par un
¢coulement fluide en régime laminaire dont la température d’entrée varie périodiquement en
fonction du temps. Les faces externes des parois échangent avec le milieu extérieur. Ce qui
peut se résumer par :

1. Des échanges convectifs (paroi-milieu extérieur).

2. Des échanges conducto-convectifs (paroi fluide caloporteur)

3. Diffusion dans la paroi (ce qui est ignor¢ autrefois dans plusieurs recherches)

Nous nous limitons a un profil de température uniforme dans la section d’entrée, et un

champ dynamique uniforme (écoulement piston).

hext

6%

ll | e

¥
—_— z ’
— T /
U—p p x‘.‘—
—
—

Fig. 2. 1 : Géométrie du conduit & considéré.

La résolution d’un tel probléme passe donc par le traitement simultané des équations
de bilan dans les deux milieux, liquide et solide, liés par la condition de contact parfait dite

condition de continuité.
2.2.Hypotheses simplificatrices :

Voir la complexité du probleme décrit ci-dessus, sa résolution analytique est

quasiment impossible. Dans ce genre de situation on utilise souvent des hypotheses
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simplificatrices dans le but de rendre le probleme abordable. Les hypothéses que nous
retiendrons sont :

1. Le fluide utilisé est incompressible et I’écoulement monophasique (température
inférieure a celle d’ébullition)

2. Les propriétés thermo-physiques du fluide et du solide sont constantes.

3. Le terme de conduction axiale dans le fluide est négligeable dans 1’équation
d’énergie. Cette hypothese est vérifiée dés que le nombre de Peclet est supérieur a 100 [13].

4. La conduction axiale dans la paroi est négligeable devant la diffusion transversale.

5. Les termes de dissipation visqueuse et de convection naturelle sont négligeables.

6. Le probleme est supposé bidimensionnel (absence d’effet de bords).

7. Le systéme ne présente aucune source de chaleur interne.

8. Le profil de vitesse est uniforme en toute section droite du conduit.

9. Le milieu solide est considéré homogene et isotrope.
2.3.Formulation du probléme:

Compte tenu des hypotheses simplificatrices indiquées ci-dessus, les équations
mathématiques régissant le probléme sont :

Diffusion dans le solide :

o°T or
I O<y<l:x>0:1>0. 2.1a)
oy a, ot

N

Condition d’interface plaque-milieu extérieur :

or, h, '
o i (Tw|y:0—Tw), x>0;1>0. (2.1b)

k

=0 s

Dans le fluide :

a/g:—{:aa—f uz—)TC, 0<z</!l';x>0;¢t>0. (2.1¢)
Condition a I’entrée du conduit :

7(0,z,t) =T, + AT sin(at), 0<z</0;t>0. (2.1d)
Condition de symétrie a I’axe du conduit :

oT

— =0, x>0;t>0. (2.1e)
aZ z=0
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Conditions d’interface fluide-paroi :

oT
—kfa—T =k, — |, x>0;¢>0 (2.19)
0z z=l' ay y=t
7._.=T|_. x>0;1>0. (2.19)

Condition initiale :
L’ensemble fluide et paroi étaient initialement a température ambiante.

T=T =T, (22

ou T'et T, désignent respectivement les températures dans les milieux fluide et solide.

2.4.Détermination du champ des températures en régime périodique établi :

Dans cette étude, on s’intéresse au régime périodique établi. Donc les températures

dans le fluide et dans la plaque sont recherchées en notation complexe sous la forme :
T(x, z,t) = T"(x, Z) exp(ia)t) (2.3a)
T,(x,z,t)=T,(x,z)explior). (2.3b)
Par 'utilisation du développement d’Euler de la fonction exponentielle :
exp(iot) = cos(wt)+isin(wt), (2.4)
dans un régime périodique établi, on ne tient compte que de la partie imaginaire de la

solution finale, ce qui meéne a changer la condition d’entrée en prenant la nouvelle forme :

T(0,z,6)=T, +AT exp(iot) . (2.5)
2.5.Résolution du probléme :

En introduisant dans le probléme ci-dessus les quantités adimensionnelles suivantes :

xa ta T-T T —-T
T S e P e e
/ V4 0"u u A AT AT
k.t ho ! e al?
rth = ;Bia\:t == ;5 = @ et F = ! 2
k,g ks a/ asg,
on obtient :
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v 0<y"<l;x">0;¢t >0 2.6a
» o g (2:60)
693 =Bi,.0,| x">0;6>0 (2.6b)
)
0’0 06 00 ) ) )

> ==+ 0<z'<1l;x">0;¢t >0 (2.6¢)
oz ot oOx
0(0.z" 1" )= explict*), 0<z <1;1 >0 (2.6d)
89+ =0, x">0;1 >0 (2.6¢)
0z |+
661 = —r[h% , x'>0;1 >0 (2.6/)
0z |, oy el
0..,=0,.. X >0; 1 >0, (2.62)

En introduisant les expressions présentées en (2.3a) et (2.3b), dans le probléme (2.6),

on obtient :
azgw .02 N + +
—-=2ip;0,, 0<y " <1; x>0 (2.7a)
00, ~
- =Bi, 0, x">0 (2.7b)
. 0
y =0
0’0 . 06 . .
— =100 +—, 0<z"<1;x">0 (2.7¢)
oz ox
0(0.z%,:7)=1, 0<z <1 (2.7d)
00 =0, x">0 (2.7¢)
oz"
z"=0
0 00,
861 =ty x>0 (2.71)
0z . oy 1
6 =6, |, x">0. (2.7g)
zt=1 yr=1

ou . =4 / 2i présente la diffusion transversale dans la plaque.
aS

La résolution de 1’équation (2.7a) permet d’obtenir :
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d,(x" .y )= A chlB.y* )+ B sh(B.y*). (2.8)
avec,[?s = p. (1+i).
Par I’utilisation des conditions de contact (2.7b), (2.7f) et (2.7g), la distribution des

températures dans la plaque est donnée par :

3 (e v )= dlx ) AR -
k)= o7 )+ BrestB.)

s

Apres une simple manipulation mathématique, la distribution des températures dans

le fluide est définie par le nouveau systeme :

0’0 .~ 00 . .
ﬁ:l59+—+, 0<z' <1l; x>0 (2.10a)
0z ox
0(0.z%,7)=1, 0<z <1 (2.100)
00 =0, x'>0 (2.10¢)
oz"| .,

z' =0
89+ +HO| =0, x>0, (2.10d)
Oz . z'=l

le parameétre complexe H qui intégre compleétement le role de la plaque, est donné par :
Bi,, + B.th\p
lext;_ ﬂvh(’(vﬂv)) . (211)
oy
1+ ZCX[N ﬂS
B,

A TI’aide de la technique de la transformation intégrale [33], la fonction température

H=r,

est recherchée sous la forme :
ov'.z*)=3 4, F ') G,(=*). (2.12)
n=1

ou G, (z+ ) = (:os(()'nz+ )sont solution du probléme adjoint :

2

0 (jf +0,G, =0, 0<z" <1

0z

oG

—H =0, Q.0
z z"=0

oG, +flGn .. =0.

oz |, ==
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les valeurs propres o, sont recherchées par la résolution de 1’équation

n

transcendante &, tan(o, )= H dont la méthode de résolution est donnée dans I’annexe (2)

La solution générale de 1’équation (2.10a) est obtenue sous la forme :
§(x+ ,zt ) = exp(— io x* )i A, cos(anz+ )exp(— o2x’ ) (2.13)
n=1

La solution particuliére est donnée par 1’utilisation de la condition d’entrée (2.105),

tel que : iAn cos(0'n2+)=1. (2.14)
n=1
En utilisant les conditions d’orthogonalité et de normalisation, on obtient :
sin(o,)

A =4. - . (2.15)
20, +sin(20,)

Ainsi, la température en tout points du fluide :

0

§(x+ 2t ) = 4exp(— io x* )Z:‘ o Sins(;’éa )cos(anz+ )exp(— olx’ ) (2.16a)

La température moyenne de fluide:
67," (x+ ) =

La température sur I’axe du conduit :

o0

§(x+,z+) dz" = 4exp(— io X+)Z=:‘ 252+ o Sin(zg

sin’(o,)

S — —

)exp(— ox').  (2.16b)

0

0.(x*.0)=4exp(—is x* )le - sinsli(;a )exp(— o2x"). (2.16¢)

La température interfaciale (fluide-plaque) :

o0

g, (x+ ,1) =4 exp(— i6x" )Z:‘ oy Sins(;’éa )cos(an )exp(— olx’ ) (2.164d)

2.6.Etude des cas limites :

L’¢étude des cas limites consiste a analyser soigneusement le parametre complexe H

qui intégre rigoureusement le role de la plaque. On distingue les cas suivants :

2.6.1.Cas d’une paroi isolée du milieu extérieur (Bi,, =0): C’est le cas pour

lequel la condition d’échange avec le milieu extérieur (2.15) prend la forme :

Tl 20, (2.17)
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Le parametre H s’écrit :

i =r,B.(B.,) (2.18)

2.6.2. Cas de température imposée a la paroi: Ce cas correspond a la condition du

premier type dite de Dirichlet, alors d’apres 1’équation (2.15):

T W|y:0 =0, ce qui conduit a écrire :
Bi,, — o0, ainsi :

i =r,f, coth(B, ). (2.19)

2.6.3. Cas des basses fréquences : La limite correspondante a ce cas est celle pour
laquelle & est tres petit ( th(ﬁs ) ~ ES ).
Le paramétreﬁ devient :

~ Bi  + B>
A=r, % (2.20)

Les solutions de 1’équation transcendante pour ce dernier cas sont données dans

I’annexe (2).
2.7.Discussion de I’hypothése d’isothermicité :

Cette hypothese est trés utilisée par de nombreux auteurs [13-19]. La différence entre
cette étude et celle d’une paroi isotherme porte sur le paramétre 4, qui est fonction

der,,Bi_ et f.,etduparamétre H, qui est défini en fonction de b* et Bi*, tel que :

H,=Bi" +ib", (2.21q)
qui peut s’écrire :
FIO = rth (Biext +ﬁs2 )’ (221b)

+ _ 2
avec b =2 r, ..

Cette hypotheése d’isothermicité a été contestée, en montrant qu’elle est justifiée si

seulement le terme de diffusion S, et le nombre de Biot Bi,, deviennent simultanément

faibles (cf. Eq. 2.20).
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2.8.Résultats et discussion :

L’¢évaluation numérique des solutions présentées par les expressions (2.16), nécessite

la connaissance des valeurs propres o, . En fait, leurs déterminations dépendent de parametre
B, et du nombre de Biot Bi_, exprimés dans le paramétre H .
Le choix des valeurs de 3, dépend du choix de b =2r, 37 qui selon Sparrow et De

Farrias [13] varie de 1 jusqu’a 100, pour a” =0.001. Ce qui correspond lors de la fixation

de 7, =50 a des valeurs de B, allant de 0.1 jusqu’a 1. Ce choix couvre une grande partie de
conditions opératoires dans le cas des échangeurs de chaleurs. Les valeurs numériques de S,

ici utilisées sont calculées et extraites de la référence [13], a savoir b* = 1, 2, 10 et 100, pour

les quelles les valeurs propres sont déterminées (cf. Annexe 2).
2.8.1. Température inter faciale :

L’évolution temporelle des températures interfaciales est présentée dans les figures
(2.2),(2.3), (2.4) et (2.5).

1.00 o 1.00 o

0.80 — 0.80 —

0.60 — 0.60 —

o

'S

o
\

0.40 —
020

0.20

0.00 —

-0.20

Température interfaciale.
Température interfaciale

-0.60 —

-0.80 — -0.80 —

-1.00 -1.00
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
51" 2 512
Fig. 2. 2 : Température interfaciale en x'=0.1 pour Fig. 2.3 : Température interfaciale pour=0.1 et des
des 3, donnés, Bie,=0, et a'=0.001 x donnés, Bie,=0, eta =0.001

Les figure (2.3), (2.4) et (2.5) révelent que I’amplitude de la température interfaciale

diminue de manié¢re monotone et le déphasage augmente avec I’augmentation de x™.
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Il est intéressant de noter, que le terme & x* =

— représente le déphasage li¢ au
u

temps d’écoulement et 1’évolution du déphasage est gouvernée directement par cette
grandeur. Sachant que o = 2,6’? , le parametre 5, = ( 'W caractérise la diffusion dans
le fluide. Donc, la capacité thermique de fluide a une influence directe sur 1’évolution du
déphasage. D’un autre coté, pour des petites valeurs de S, (0.1 et 0.14) ce qui correspond aux
faibles valeurs de o, il est évident que le déphasage est attribué a la capacité thermique du

mur (cf. Fig.2.2).

100 — o —

0.80 —

0.60 —|

© 0.0 —

% 0.40 —| §

S S

% 020 b

3 X

S B

o 000 —| o 0m —

N N

2 2

E 020 — E

~%.4 ;%# _

§ -0.40 — §

&~ &'ﬂ.ﬂ:l —

0.60 —
0.80 —
100 ‘ ‘ ‘ I l 4o T T T T T T T T T 1
0.00 0.20 040 060 0.80 1.00 om o=n 0.0 . 0. oEn 1m
ot /2.7[ ot /2.7z
Fig. 2. 4 : Température interfaciale pour $=0.14 et Fig. 2. 5 : Température lnterfilclale pour des x
des x"donnés, Bi.,=0 et a"=0.001. donnés, Bie=0 et a* =0.001

Les deux phénomeénes sont liés a la capacité thermique du solide, dont I’effet est

d’étouffer I’amplitude des oscillations de température le long du conduit.
2.8.2. Température moyenne de fluide :

La température moyenne de fluide est donnée par 1’expression (2.16b). L’évaluation
numérique est représentée par les figures (2.6), (2.7), (2.8) et (2.9), pour les mémes valeurs

+ + .
de a*, B, x', Bi

ext

et r,. L’allure des courbes est similaire a celle des températures

interfaciales. Notons que, dans le cas de grandes valeurs pour /., ’atténuation des
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Température moyenne de fluide

amplitudes pour la température moyenne de fluide est moins rapide que celle de la

température interfaciale.

0.80 —

0.40 —

-0.20

-0.40 —|

-0.60 —

-0.80 —

1.00

060 —

0.20

-1.00
\ \ \ \ \

Température moyenne de fluide

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

sttax

Fig. 2. 6 : Température moyenne de fluide en
x"=0.1 pour des £, donnés, Bi.,=0 et a"=0.001.

1.00

0.80 —

060 —

0.40 —|

020 —

0.00 —

-060 —

-0.80 —

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

st fan

Fig. 2. 8 : Température moyenne de fluide pour
S=0.14 etdesx" donnés, Bi.=0. et a"=0.001.
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0.80 —
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Température moyenne de fluide

-0.80 —

0.00 0.20 0.40

51t ox

Fig. 2. 7 : Température moyenne de fluide pour £=0.1
et des x "donnés, Bi.=0 et " =0.001.

0.80 1.00

oz — B, =032

Température moyenne de fluide

o — T T T ' T T T T 1
om oz O.«0 [l =] o=0 100

st 2x

Fig. 2. 9 : Température moyenne de fluide pour des
x* donnés, Biw=0. et a*=0.001.



2.8.3. Flux thermique a ’interface fluide-paroi :

Le flux thermique transversal a 1’interface fluide-paroi est calculé par :

go(x*, L t*): _86?(x*,z+,t+)

Son expression est donnée sous la forme :

olx', 1, )= 4,(x", 1) sin(s " + ¢, (x", 1)),

oz"

zh=1

(2.22)

(2.23)

ou 4, (x*, 1) et ¢, (x*, 1) sont respectivement 1’amplitude et le déphasage du flux thermique.

Af ()C+,])

Fig. 2. 10 : Amplitudes et déphasages du flux thermique pariétal

SmM —,

+ M —

—— Amplitude
----Déphasage

- a =510
— 107
5107
01

— 2«00

— Jaom

— 1am

¢f (x", 1) endegré

le long du conduit pour différents @ (Bie=0 et 5 =0.1)

La figure (2.10) présente les variations de I’amplitude et du déphasage du flux

thermique pariétal le long du conduit, pour différents a* avec 6=0.1 et Bi,,=0. On

remarque rapidement, que dés I’entrée du conduit (x* petit) I’amplitude du flux thermique

est trés grande pour des f, grands. Car les gradients des températures, qui sont tres raides

sont dus aux atténuations des températures interfaciales (cf. Fig.2.3). Lors des grandes

distances, ’amplitude du flux thermique diminue avec I’augmentation de f, .
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2.8.4. Influence du paramétre a* sur les températures de mélange et

interfaciale :

Le paramétre a” est définie comme étant le rapport des capacités thermiques de
fluide et de solide. Selon Sparrow et De farrias [13], le choix des valeurs de a* est souvent
inférieur a 1. Alors, dans cette étude, nous nous limitons aux valeurs de a* allant de 5.107
jusqu’a 0.5.

Les variations de I’amplitude et du déphasage des températures de mélange et
interfaciale sont présentées par les figures (2.11), (2.12), (2.13) et (2.14) pour les valeurs de
a*=5.107,1075.10% 0.1 et0.5avec 5 =0.1 et Bi,, =0.

1.00 1.00

0.80 —| 0.80 —

0.60 —| 0.60 —

=
o =
N R = i
< =
0.40 —| 0.40 —
0.20 0.20 —|
0.00 I I I \ 0.00 \
0.00 0.40 0.80 120 160 0.00 . 160
Fig. 2. 11 : Amplitude de la température moyenne de Fig. 2. 12 : Amplitude (ie la température inter faciale
fluide pour différents a" (Bi=0 et 5 =0.1) pour différents a” ( Biy=0 et § =0.1)

Les figures (2.11) et (2.12) montrent que I’atténuation des amplitudes le long du
conduit augmente avec la diminution du paramétre a”, ¢’est a dire avec ’augmentation de la
capacité thermique du solide. D’un autre coté, cette atténuation est beaucoup plus importante
pour la température interfaciale que pour la température moyenne de fluide (cf. Fig.2.2 et
2.6).

Les figures (2.13) et (2.14) présentent respectivement le déphasage de la température
moyenne de fluide et de la température interfaciale. On remarque, que le déphasage évolue

selon
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@, (x") en degré

. ., . + . , . N .
une fonction linéaire de x', loin de ’entrée du conduit. Pour des valeurs trés petites de

a*(5.107), c’est a dire pour des grandes capacités thermiques du conduit, le déphasage est

d’une tangente tres faible, ce qui correspond a 1’état stationnaire (cf. Fig.2.2). Pour des basses

capacités thermiques, le déphasage est plus important et augmente avec lI’augmentation

dex”.
1005t 5
0.1
1 5107

Fig. 2. 13 : Déphasage de la température moyenne de
fluide pour différents a* (Big,=0 et 6 =0.1)

2.8.5.Diffusion transversale :

¢W (x”) en degré

200.00 —

—a" =05

160.00 —

120.00 —

80.00 —

40.00 —

0.00
\ \ \ \

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60

Fig. 2. 14 : Déphasage de la température inter faciale
pour différents a* (Bie=0 et 5§ =0.1)

Nous nous intéressons ici a la diffusion transversale dans le fluide pour différentes

distances dés I’entrée du conduit. A cet effet, les figures (2.15) et (2.16) représentent

respectivement les profils transversaux de ’amplitude et du déphasage de la température de

fluide pour différents x* dans le cas B, =0.1, r, =50, a* =0.001 et Bi_, =0. La figure

(2.15) montre que I’amplitude des températures diminue avec I’augmentation de la distance

des le centre du conduit, cela révele ’existence d’un gradient transversale de température.

Ce gradient est d’autant plus important qu’on s’¢loigne de I’entrée du conduit.

Contrairement, dans la figure (2.16), on montre que le déphasage est moins important a

I’entrée du conduit, puis augmente avec 1’augmentation de la distance axiale. D’une autre
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maniére, a partir d’une distance x* =L, ces profils sont stabilisés. D’autres essais nous ont

montré que cette longueur d’établissement est d’autant plus grande que la période est élevée.

0.98 —

0.96 —

A", 27)/A(x",0.)
\ !

@',z )-¢(x",0.) en degré

0.92 —

0.90
\ \ ‘ \ \ \

0.00 0.20 0.40 Z+ 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 + 0.60 0.80 1.00
z
Fig. 2. 15 : Profil transversale de I'amplitude de la Fig. 2. 16 : Profil transversale du (}éphasagi dela
température du fluide pour différent x* température du fluide pour différent x

2.8.6.Influence du nombre de Biot sur les températures :

Tout les résultats présentés jusqu’ici, considérent que la paroi externe du conduit

isolée du milieu extérieur (Bi,, =0.). Pour cette raison, dans les figures (2.17) et (2.18) on

montre 1’influence du nombre de Biot sur les amplitudes et les déphasages de la température

moyenne de fluide le long du conduit pour les deux cas : B, =0.1 et 0.5 et différents Bi_,.

Les figures (2.17) et (2.18) montrent I’influence du nombre de Biot (fuite vers
I’extérieur). On remarque rapidement, que pour des faibles capacités thermiques du conduit

(B, =0.1), les effets de la convection sur I’amplitude et le déphasage du signal thermique
sont importants jusqu’a un nombre de Biot Bi,, =8.5 considérée comme une limite. Par
ailleurs, pour des grandes capacités thermiques du conduit (S, =0.5), ’amortissement le

long du conduit est important et le nombre de Biot (échange avec 1’ambiance) n’a aucune
influence notable sur ce dernier. Contrairement au déphasage, les effets du nombre de Biot

dans cette situation ( B, = 0.5) sont similaires a ceux notés pour B =0.1.
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2.8.7.Discussion de ’hypotheése d’isothermicité des plaques du conduit :
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0.00 \ \ \ \ 0.00 = \ \ \ \
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Fig. 2. 19 : Amplitude de la température moyenne de Fig. 2. 20 : Déphasage de la température de mélange
fluide poura™ = 8.5.107° , 0=0.1 et Bi~0. poura® = 8.5.107, 8=0.1 et Biey=0.
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Les figures (2.19) et (2.20) montrent respectivement, I’évolution de I’amplitude et du
déphasage de la température moyenne de fluide le long du conduit pour les deux cas limites
(avec et sans diffusion dans le mur du conduit). Ces figures dévoilent que 1’hypothese

d’isothermicité reste valable, si seulement les valeurs de [, sont tres petites (5, <<1).
Contrairement, dans le cas des valeurs de 8, supérieurs a 1 (3, =5), cette hypothese n’est

plus valable.
2.9.Conclusion :

L’analyse physique des résultats issus du modele ici développé, peut étre suffisante
pour comprendre le phénomene de convection forcée en régime périodique. Toutes fois, on

montre que :

e [’amortissement des amplitudes suit une fonction exponentielle le long du
conduit, il est plus important pour les grandes capacités thermiques du conduit.
Contrairement au déphasage, qui est une fonction linéaire loin de I’entrée du conduit, est

gouverné par la fréquence du signale thermique.

e [’effet du nombre de Biot est notable pour des faibles capacités thermiques du

conduit.

L’hypothése d’isothermicité des parois du conduit n’est retenue que pour des faibles

épaisseurs, faibles fréquences d’entrée et/ou grandes capacités thermiques.
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CHAPITRE 3 :

Utilisation de la méthode de Ritz pour la résolution du probleme

de Graetz en régime périodique (cas de deux plaques paralleles).

3.1.Introduction :

Les solutions analytiques sont recherchées en premier temps pour la résolution des
problémes de I’ingénieur. Souvent, ces solutions exactes sont trés difficiles, voir impossible a
obtenir pour les problémes physiques complexes. Pour remédier a cette situation, des modeles
simplifiés faisant intervenir des hypothéses (parfois difficilement justifiables) sont utilisées.
Des solutions théoriques approximatives ou approchées (méthodes asymptotiques,

variationnelles, intégrales, etc...) sont également recherchées pour leur grande précision.

A cet effet, dans ce chapitre, nous allons résoudre le probléme de convection forcée
pour un écoulement laminaire entre deux plaques paralléles épaisses en régime périodique, tel
que décrit dans le chapitre 2. Ici un profil de vitesse parabolique (physiquement réaliste) est
pris en considération. Une solution analytique dans ce cas n’existe pas. Pour cela, une
méthode variationnelle proposée par Ritz [40] sera utilisée pour ce type de probléme
conjugué. Les résultats obtenus par cette méthode seront confrontés a ceux obtenus dans le
chapitre 2 pour un profil de vitesse uniforme et a ceux de la référence [17] pour une paroi

mince et un profil de vitesse parabolique.

3.2.Formulation du probléme:

L’étude théorique réalisée dans le chapitre 2, sur la convection forcée d’un écoulement
fluide entre deux plaques parall¢les est reprise dans ce chapitre en tenant compte du profil de

vitesse parabolique. Ce qui peut étre substitué, en adimensionnel, par les équations suivantes :
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v =2if320,,
o = 2P0,
o0 ~
1’:’ _Biext w 0’
L I
5
~ o6
=id0 +u'\z" ,
) 2 ( )ax+

86: "y
oz | .,
00 00,
o + ="Tn o + ?
z z =1 y y*zl
6 =a, |,
zt=1 yr=1

0<y <l; x">0

x>0

0<z"<1;x">0

0<z <1

x">0

x">0

+

x >0,

(3.1a)

(3.1b)

(3.1¢)

(3.1d)

(3.1e)

3.1/)

(3.1g)

. : 3 .
avec u’ (z+ ) =1 pour un écoulement uniforme et u” (z+ ) =3 (1 - z*z) pour un écoulement

parabolique.

Apres avoir résolu I’équation (3.1a), on présente ci-dessous la fonction température

dans le solide:

Do+ Bieszh(ﬁser)
ch( Y )+ES~

(3.2)

La distribution des températures dans le fluide est définie par les nouvelles équations :

2

i 4 u ()

+2

4 Ox
0 0,z+,t+):1,

86; vy

Oz o

00 +HO =0,
oz* . 2=l
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+,6’th( )

avec H = r, X 3.4)
th(ﬁ )
B,
3.3.Résolution du probléme :
Par I’introduction de la transformée de Laplace sur la variable x*
9:(z+,p)=je_"’x+ HN(Z+,x+) dx”, (3.5)
0
dans le probléme (3.3), on obtient le systéme suivant :
%1 _
2 9 —(pu (=) +id) —u ("), 0<zt <l (3.6a)
4
00 =0 (3.6h)
oz"
zt=0
a<9+ +H6| =0, (3.6¢)
aZ zt =1
z=1
dont la forme variationnelle est donnée par 1’équation ci-dessous :
1 : _ _
= ( J ' (z)+io)o? —2u* (27 )0 |dz* + HE? (3.7)
0 zh=1
g est la solution approchée du probleme (3.6), elle est recherchée sous la forme :
— N
9(2*,p)=2cn(p)cos(0'nz+). (3.8)
n=1

La fonction & doit satisfaire les conditions aux limites (3.6D) et (3.6¢), d’ou o, sont
solutions de 1’équation transcendante &, tan(c, )= H (cf. Annexe 2).

Les inconnues c,(p) sont déterminées par la minimisation de I’équation (3.7), en

écrivant :
dl (cn) _ (3.9)
de,(p)
On obtient un systeme d’équations sous la forme :
[4][e] =[] (3.10)
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Ainsi, on peut écrire :
=|4']+ p [D]. 3.11)
Apres avoir résolu le systeme (3.10) par I'utilisation de la définition (3.11), Les

coefficients ¢, (p) sont donnés sous la forme :

c,(p)= (3.12)

Pt H,
avec : [B]=[p] [D]".
4, sont les valeurs propres de la matrice [A] [D]f1 .

Les éléments de[4° ], [D] et [b] sont donnés dans I’annexe (1).

La fonction transformée de la température s’écrit sous la forme :

N

oz ,p)=2

n=1 P

cos(a ). (3.13)

Par inversion et le retour vers le repére original, la distribution de la température dans
le fluide est donnée par :
- N
0(x+,z+)= > B, cos(anz+ )exp(— ,unx+). (3.14)
n=l1
On peut écrire sous forme générale les températures moyenne de fluide, interfaciale et

axiale et le flux thermique pariétal respectivement par :

5m<x+):gg exple gt x') (3.150)
0., 1)= anexp( x) (3.15b)
0.(x", 0)= iﬁ expl(— z,x") (3.15¢)
7,(x", 1)= ﬁ‘,f’n exp(— p,x"). (3.15d)

n=l
ou O , W, F et P sontdes quantités complexes.
Puisque les expressions (3.15) portent des quantités complexes, nous pouvons
exprimer conventionnellement les solutions finales pour la température moyenne de fluide, la

température interfaciale, la température axiale et le flux thermique pariétal, respectivement

par :
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, t*)z A, x*) sin(§ t +¢m(x+, 1))
(1 )= 4,(x, 1) sin(5 ¢ +4,(x, 1))

(x*, 0, )= 4 (x*, 0) sin(5 " +4,(x", 0))

olxt, 1, )= 4,(x", 1) sin(s £ + 4, (x, 1)),

(3.16a)

(3.16b)
(3.16¢)

(3.16d)

ou les paramétres 4 et ¢ sont respectivement, les amplitudes et les déphasages des

oscillations par rapport a la température d’entrée. Nous pouvons donc évaluer les expressions

(3.16) en considérant les parties réelles et imaginaires des fonctions (3.15). Par ailleurs, on

peut déterminer le nombre local de Nusselt a partir de sa définition :

Nu(x*, t*) =

89(x+, z', t*)

oz"

Qw(x+, 1 t+)— Hm(x+, 't+)'

3.4.Validation de la méthode :

(3.17)

En absence d’une solution analytique exacte pour un écoulement parabolique, nous

avons choisi la validation du mod¢le variationnel (M.V.R) par celui développé dans le

deuxieme chapitre, a savoir un écoulement uniforme dans un conduit a deux plaques

paralleles. Les résultats de cette validation sont portés par le tableau (3.1) suivant :

Tableau. 3. 1 : Validation du modéle variationnel M.V.R (profil de vitesse uniforme).

T
a

S

F, M.V.R)

F, (anal. exacte)

(M.V.R)

Mn(anal. exacte)

5.10°

1.2732E+00+ i 6.4443E-06
-0.4244E+00-1 2.0232E-05
0.2547E+00+ i 5.8600E-05
-0.1819E+00—i 1.4886E-04
0.1415E+00+ i 1.5259E-04

1.2732E+00+ i 1.5369E—-05
-0.4244E+00— 1 4.6423E-05
0.2547E+00+ 1 7.8575E-05
-0.1819E+00—1 1.0778E-04
0.1415E+00+ i 1.3896E-04

2.45638+10.11082
22.10723+10.19784
61.40955+10.37655
120.3609+1 0.62941
198.9641+10.97774

2.45638+10.11082
22.10723+10.19784
61.40953+1 0.37655
120.3609+1 0.62941
198.9642+10.97774

8.5.103

1.2834E+00+ 1 4.7925E-03
-0.4566E+00—-1 1.7911E-02
0.3118E+00+ i 4.7451E-02
-0.2340E+00—1 0.1098E+00
0.1315E+00+ i 0.1439E+00

1.2834E+00+ 1 4.8175E-03
-0.4567E+00—1 1.7952E-02
0.3118E+00+ 1 4.7473E-02
-0.2341E+00—1 0.1098E+00
0.1315E+00+ i 0.1438E+00

2.38181+10.50766
21.31151+13.91489
58.15216+111.54125
108.4321+1 23.53946
169.0712+1 30.12265

2.38179+10.50766
21.31151+13.91489
58.15219+111.54125
108.4321+123.53946
169.0711+1 30.12263

0.1

N AW~k WND =AW —

1.0597E+00+ 1 0.1535E+00
-6.3341E-02—1 0.1897E+00
4.3071E-03+1 5.0913E-02
-9.2381E-04—12.2603E-02
3.3043E-04+1 1.2696E-02

1.0597E+00+ 1 0.1535E+00
-6.3287E-02—1 0.1896E+00
4.3202E-03+ 1 5.0974E-02
-9.1971E-04-1 2.2560E-02
3.2863E-04+ i 1.2744E-02

0.32073+1 1.00858
10.00083+12.14286
39.51906+12.11768
88.85134+12.10326
157.9334+12.11142

0.32073+1 1.00858
10.00083+12.14286
39.51905+12.11768
88.85132+12.10326
157.9334+12.11142

D’une autre maniére, par une présentation graphique (cf. Fig.3.1 et 3.2), on remarque

que les résultats obtenus par la modele (M.V.R) pour des ordres de précision N=1 et 2,

présentent des écarts trés importants a 1’entrée du conduit en comparaison avec le
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modele exact (cf. Chapitre 2). Contrairement dans le cas N > 5, les résultats issus de ce

modele (M.V.R) se confondent en tout points du canal avec ceux obtenus par le modéle exact.

Méme constat en comparant les températures axiales (cf. Fig.3.2).

1.00
0.80 —| .
— Analytique exacte
i —_N=510
—__N=2
0160+ ~—---- — N=1
i i
&
s
= 40 |
0.20 —|
000 \ \ \
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60

Fig. 3. 1a : Amplitude de la température moyenne de fluide

(a* =85.107, §=0.1 et Biw=0).

1.60 —

1.20 — ——Analytique exacte

| _ N:5, 10
T i —_N=2
/ ——N=1
. 0.80 —
S
=
R
)
~0.40 —
0.00 \ \ \
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60
+

X

Fig. 3. 2a : Amplitude de la température axiale
(a* =85.10, 5§=0.1 et Biy=0).
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1.00 —

—— Analytique exacte
—— N=5,10
— N=2
— N=I
090 — \
\
\
\
7 \
\
\\
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0.60 —|
050 \ \ \ \ \
0.00 0.05 010 | 015 0.20 0.25
x

Fig. 3. 1b : Agrandissement de la zone encerclée de la
figure (3.1a).
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~
0.80 —
0.60 —
A4
040 \ \ \ \
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
+
X

Fig. 3. 2b : Agrandissement de la zone encerclée de la
figure (3.2a).



Dans un régime d’écoulement parabolique, le tableau (3.2) est présenté ici a titre de

comparaison et de validation des résultats obtenus par la présente analyse dans le cas

a” =0.001, cela par I'utilisation de paramétre ﬁo (cf. Chapitre2). La comparaison par

rapport a [17] est tres satisfaisante.

Tableau. 3. 2 : Comparaison avec la référence [17] (profil de vitesse parabolique).

b+

S

W, par [17]

~

W, par la présente étude

o par [17]

M par la présente étude

0.4674E+00— 1 0.5492E+00
0.3259E+00+ 1 7.3753E-02
0.1023E+00+ i 0.1055E+00
3.9448E-02+ 1 6.7002E-02
1.9415E-02+ i 4.4246E-02
1.1181E-02+1i 3.1319E-02
7.1376E-03+ 1 2.3420E-02
2.7955E-02+1 1.5357E-02
3.5341E-03+1 1.4679E-02
2.6564E—03+1 1.2101E-02

0.6703E+00—-1 0.5898E+00
0.3056E+00+ 1 0.3175E+00
1.8792E-02+1 0.1091E+00
3.3579E-03+ 1 4.6863E-02
1.0264E-03+ 1 2.5924E-02
4.0681E-04+ 1 1.6448E-02
1.9307E-04+1 1.1361E-02
1.0834E-04+ 1 8.3179E-03
6.5423E-05+ 1 6.3518E-03
4.2613E-05+ 1 5.0088E-03

1.0475E+00+ i 0.9840E+00
1.4692E+01+ i 4.6140E+00
4.7954E+01+ i 6.4429E+00
1.0270E+02+ i 7.4639E+00
1.7893E+02+ i 8.2196E+00
2.7655E+02+ i 8.8429E+00
3.9552E+02+ 1 9.3828E+00
5.3588E+02+ 1 9.8647E+00
6.9761E+02+1 1.0302E+01
8.8063E+02+1 1.0704E+01

1.0494E+00+ 1 0.9837E+00
1.4697E+01+ 1 4.6047E+00
4.7963E+01+ i 6.4446E+00
1.0270E+02+ i 7.4302E+00
1.7893E+02+ i 8.1930E+00
2.7657E+02+ i 8.8945E+00
3.9555E+02+ 1 9.4213E+00
5.3591E+02+ 1 9.9748E+00
6.9759E+02+ 1 1.0295E+00
8.8062E+02+ 1 1.0592E+00

10
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2.3395E-02—-1 0.1700E+00
3.5153E-02—1 0.1111E+00
2.1994E-02—19.6256E-02
5.3062E-02—1 7.5254E-02
6.0278E-02—1 6.1690E-02
6.5441E-02—14.7869E-02
6.7828E-02—1 3.3957E-02
6.7042E-02—1 2.0645E-02
6.3435E-02—1 8.9791E-03
5.7878E-02+ i 3.3844E-04

2.1753E-02—1 0.2025E+00
4.5818E-02—1 0.2458E+00
0.2034E+00-1 0.3507E+00
0.5349E+00+1 1.1131E-02
0.1443E+00+ 1 0.2427E+00
2.9185E-02+ 1 0.1286E+00
9.6918E-03+ i 7.6801E-02
4.2629E-03+1 5.1626E-02
2.1821E-03+13.7361E-02
1.2491E-03+ i 2.8408E—02

1.8365E+00+ i 0.3146E+00
2.0935E+01+1 2.3772E+00
6.0751E+01+ 1 5.726 1 E+00
1.2110E+02+ i 1.0042E+01
2.0187E+02+1 1.5059E+01
3.0290E+02+ 1 2.0496E+01
4.2425E+02+ 1 2.6057E+01
5.6596E+02+ 1 3.1464E+01
7.2816E+02+ i 3.6506E+01
9.1115E+02+ i 4.1062E+01

1.8223E+00+ i 0.3247E+00
2.0922E+01+ 1 2.3862E+00
6.0748E+01+ i 5.7401E+00
1.2111E+02+ i 1.0046E+01
2.0183E+02+1 1.5052E+01
3.0292E+02+ 1 2.0504E+01
4.2424E+02+ 1 2.6068E+01
5.6586E+02+1 3.1402E+01
7.2817E+02+ 1 3.6465E+01
9.1115E+02+ i 4.0972E+01

3.5.Résultats et commentaires :

Pour les limitations indiquées dans le chapitre 2, nous considérons dans cette section

quelques cas de a”, extraits de la référence [19] avec 5 =0.1, r, =50 et Bi,, =0.

Les tableaux (3.3a) et (3.3b) présentent I’ensemble des valeurs numériques nécessaires

pour calculer les fonctions (3.15), en se limitant a I’ordre 5.
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Tableau. 3. 3a : Valeurs propres et fonctions propres (profil de vitesse parabolique).

T
a

On

L

O,

5.10°

1.5673E+00+ 1 3.4511E-03
4.7018E+00+ i 1.0405E-02
7.8364E+00+ 1 1.7645E-02
1.0971E+01+ i 2.4128E-02
1.4106E+01+1i 3.1113E-02

1.8780E+00+ 1 8.3257E-02
2.1377E+01+1 0.1484E+00
6.2188E+01+1i 0.2388E+00
1.2471E+02+ 1 0.3223E+00
2.7743E+02—1 0.7653E+00

0.9824E+00—1 1.0628E-03
1.1176E-02+ 1 5.0975E-04
1.2112E-03+1 1.8883E-04
2.2836E-04+ 1 8.2507E-05
4.5573E-05+13.6371E-05

8.5.10°

1.5489E+00+ i 0.1316E+00
4.6348E+00+1 0.4116E+00
7.6622E+00+ 1 0.7466E+00
1.0473E+01+1 1.1190E+00
1.3054E+01+ 1 1.1499E+00

1.8309E+00+ i 0.3419E+00
2.0927E+01+ 1 2.0798E+00
6.0845E+01+ 1 4.8549E+00
1.2365E+02+ 1 7.2429E+00
3.6668E+02—1 6.0256E+01

0.9962E+00—i 4.1440E-02
1.2486E-02+12.2871E-02
-1.2943E-04+ 1 1.1024E-02
-4.1869E-03+ 1 5.6684E-03
-2.8466E-03+ i 6.5353E-06

8.5.107

0.8803E+00+ i 0.5845E+00
3.1945E+00+ i 0.3792E+00
6.2905E+00+ i 0.1889E+00
9.4275E+00+1 0.1252E+00
1.2568E+01+1 9.4182E-02

0.5469E+00+ i 0.9709E+00
1.3146E+01+ i 3.1990E+00
4.6664E+01+ 1 4.0194E+00
1.0196E+02+ 1 4.6963E+00
2.7421E+02+1 1.4375E+01

1.0486E+00+ i 5.5444E-02
-4.7692E-02—1 5.0421E-02
-8.3199E-04—1i 4.1496E-03
-6.9808E-05—17.1061E-04
-1.0940E-05—-1 1.6274E-04

0.1

NBR WD~ LW ~R,OR WD~ W~

0.8013E+00+ 1 0.5669E+00
3.1787E+00+ i 0.3213E+00
6.2885E+00+ i 0.1604E+00
9.4267E+00+ i 0.1063E+00
1.2567E+01+ i 8.0025E-02

0.4245E+00+ i 0.9003E+00
1.2894E+01+ 1 2.7759E+00
4.6472E+01+ i 3.4544 E+00
1.0179E+02+ i 4.0177E+00
2.7364E+02+1 1.2278E+01

1.0361E+00+ i 5.2089E-02
-3.5431E-02-14.7826E-02
-5.9561E-04—13.5230E-03
-5.0123E-05-1 6.0269E-04
-7.8849E-06—i 1.3813E-04

Tableau. 3. 3b : Valeurs propres et fonctions propres (suite).

T
a

P,

W,

F,

5.10°

1.9868E+00+ i 4.5681E-03
1.9154E+00+ i 5.9524E-03
1.7646E+00+1 8.7837E-03
1.5117E+00+1 1.1928E-02
1.0909E+00+1i 1.3092E-02

4.4477E-03—14.3744E-03
4.2992E-03—14.2351E-03
3.9593E-03—1 3.9634E-03
3.4120E-03—1 3.3066E-03
2.4711E-03—1 2.3839E-03

1.2677E+00+ i 1.0799E-04
-0.4074E+00—1 3.1980E-04
0.2252E+00+ i 5.4415E-04
-0.1378E+00—1 7.0235E-04
7.7339E-02+1 6.8136E-04

8.5.10°

1.9919E+00+ 1 0.1796E+00
2.1586E+00+ i 0.3136E+00
2.5022E+00+ i 0.8467E+00
2.0069E+00+ i 2.4029E+00
-0.3133E+00+ i 1.9123E+00

2.8558E-02—1 0.1683E+00
4.1075E-02-10.1817E+00
8.8737E-02—1 0.2073E+00
0.2179E+00-1 0.1548E+00
0.1606E+00+ i 3.9403E-02

1.2759E+00+ i 2.9244E-03
-0.4327E+00-1 1.0981E-02
0.2670E+00+ i 2.8637E-02
-0.1735E+00—1 6.0065E-02
7.8742E-02+1 5.9772E-02

8.5.107

0.4639E+00+ 1 1.0453E+00

-0.2632E+00+ 1 0.1164E+00
-6.5356E-02+ 1 7.6096E-03
-2.4802E-02+ i 1.6386E-03
-1.0124E-02+ 1 5.3165E-04

0.8917E+00—-1 0.3874E+00
9.7128E-02+ 1 0.2245E+00
6.0413E-03+ i 5.5635E-02
1.2302E-03+12.1129E-02
3.8351E-04+ i 8.5805E-03

1.0817E+00+1 0.1712E+00
-8.6623E-02—10.2112E+00
5.8606E-03+ 1 5.4666E—-02
-1.2137E-03-12.0965E-02
3.8066E—-04+ i 8.5426E-03

0.1

NBAR WD~ EA LD~ R WD~ WD~

0.3384E+00+ i 0.9214E+00
-0.1935E+00+ i 6.9595E-02
-4.7010E-02+ 1 4.6224E-03
-1.7859E-02+19.9851E-04
-7.3045E-03+ i 3.2528E—04

0.9237E+00-1 0.3322E+00
6.8335E-02+ 1 0.1940E+00
4.2960E-03+ 1 4.6987E-02
8.8139E-04+ 1 1.7899E-02
2.7627E-04+17.2798E-03

1.0593E+00+ i 0.1513E+00
-6.2861E—-02—1 0.1853E+00
4.2025E-03+14.6392E-02
-8.7283E-04—-11.7799E-02
2.7478E—-04+ i 7.2565E-03

Dans un but de comparaison, les figures (3.3), (3.4) et (3.5) présentent 1’évolution de
I’amplitude et du déphasage de la température moyenne de fluide et I’amplitude du flux
thermique pariétal le long du conduit. La comparaison entre un profil de vitesse uniforme et
un profil de vitesse parabolique montre que les résultats présentent des écarts significatifs.

L’hypothese faite au chapitre 2, supposant un profil de vitesse uniforme (écoulement piston),

est rejetée.
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Fig. 3. 3 : Amplitude de la température moyenne de Fig. 3. 4 : Déphasage de la température moyenne de fluide
fluide pour différents a’ (Biw=0,6=0.1) pour différents a* (Biey=0,6=0.1)
— Vitesse parabolique
807, — Vitesse parabolique 200 = - ---Vitesse uniforme
Bl - - - - Vitesse uniforme |
N
400 0,00 — x =02
—a'=5.10"
] — 8.5.10° |
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000 \ \ T \ 800 \ \ \ \ \
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St /2.m
Fig. 3. 5 : Amplitude du flux pariétal pour différents Fig. 3. 6 : Nombre de Nusselten x* =0.2(a" =8.5.107,
a® (Bie=0,8=0.1) Bi,, =0,0=0.1)

La figure (3.6) montre I’évolution du nombre de Nusselt en fonction du temps, pour

a® =8.5.107 et une position axialex* = 0.2 de I’entrée du conduit.
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Vitesse
parabolique

On remarque, que le coefficient d’échange varie périodiquement avec le temps.
Notons que, la courbe du nombre de Nusselt se compose de deux phases. Une phase de
pulsation, résultat d’égalité de la température moyenne de fluide avec la température
interfaciale. Une deuxiéme phase ou le nombre de Nusselt est une fonction continue, elle
indique le sens de la propagation de la chaleur (du fluide vers la paroi de conduit ou vice
versa). En comparaison avec les résultats d’un écoulement parabolique (physiquement

réaliste), les résultats d’un écoulement piston marquent un décalage important.

En conclusion, le profil de vitesse uniforme (slug flow) n’est pas retenu, vu les écarts
constatés dans toutes les fonctions (amortissement, déphasage, flux et nombre du Nusselt), par

rapport a un profil de vitesse développé parabolique.
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CHAPITRE 4 :

Utilisation de la méthode de Ritz pour la résolution du probleme
de Graetz en régime périodique (cas du tube cylindrique).

4.1.Introduction :

Les chapitres 2 et 3 ont été¢ consacrés a 1’étude de la convection forcée en régime
périodique dans un conduit & deux plaques paralléles. Dans la pratique, les conduits
cylindriques sont plus répondus. Nous nous intéressons donc, dans ce chapitre, a I’étude du
méme probléme par la méme méthode. Seulement ici, nous considérons un écoulement fluide

dans un conduit cylindrique.

L’intérét de cette étude n’est pas seulement pour son utilité sur le plan industriel, mais
aussi dans le but de vulgariser cette méthode de résolution (M.V.R) en étudiant sa précision

dans une telle géométrie (cylindrique).
4.2.Description et formulation du probleme :

Le probléme a étudier est celui de la convection forcée d’un écoulement fluide
laminaire abordant la section d’entrée d’un conduit, de forme cylindrique (cf. Fig.4.1), avec

une température périodique.

WY

Fig. 4. 1 : Géométrie du conduit a étudier.

Tenant compte des hypothéses décrites dans le chapitre 2, le probléme peut étre

formulé comme suit :
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Dans le fluide :
16( aTj_aTﬂt(r)g_T, O0<r<Ry;x>0;1>0.
X

—_—— l/’_ P
or

a .
Iy or

Condition a I’entrée du conduit :

ot

7(0,x,¢)=T, + AT sin(et ), 0<r<R;t>0.

Condition de symétrie sur 1’axe du conduit :

a—T =0, x>0;t>0.
61’ r=0
Dans le solide :
oT oT
aqlﬁr - =—", R <r<R,; x>0;¢>0.
“ror\ or ot
Condition d’interface paroi-milieu extérieur :
oT
. =—£(Tw| —Tw), x>0;1>0.
or |, k, MR
Les conditions de contact fluide-paroi :
T
kfé—T :kSaw , x>0;¢t>0
or|,_ R or |._ 2
T x>0;1t>0,

R, ~ "wIr,?

(4.1a)

(4.1b)

(4.1¢)

(4.1d)

(4.1e)

(4.15)

(4.1g)

T et T représentent respectivement la température du solide et la température du fluide.

En introduisant, dans le probléme précédent, les variables adimensionnelles suivantes

n r + R2 4 xaf + u + ta_/‘ ks T—TOO TW —TOO
Py =, X ==, u =—; ' =—5;, y=—", 0= ; 0, = ;
R, R, R'u u R, k, AT AT

h, R R}

Biext: o 1;5:(01 etﬁs:(RZ_Rl) i’
k, a, 2a,

et les températures complexes :

Hw(x+,r*,t+): gw(x+,r+) e o (4.2a)

(4.2b)

Lot

0(x+,r+,t+)=§ (x+,r+) e o
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le probléme a résoudre prend alors la forme :

~

AR S ANIPN:
rtor’ or” ox”
6(0,77)=1,
60+ _o,
or o
1 o (a0 ’
— rt—21=2i P, gw,
rtor’ or* r, —1
80:.‘) = _Biext N;V
or e tery
06 00,
or’ ot 7

=1 r =1
0| =0, ,

rt=1 rt=1

4.3.Résolution du probleme:

La solution de 1’équation (4.3d) s’écrit:

"
r, — r, —1

0,(x.r")= AJOE'Z}F+J+BY0[ pr J

ou: /?S :ﬂs(l—i).

O<r'<l;x">0

0<r <1

x>0

l<r'<r ;x>0

x">0

x">0

x">0.

(4.3a)

(4.3b)

(4.3¢)

(4.3d)

(4.3¢)

(4.3/)

(4.32)

(4.4)

Ce qui permet, par I'utilisation des conditions aux limites, 1’obtention de la nouvelle

condition aux limites :
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Le parametre complexe H , connu comme parametre de couplage, est donné par :

~ +ﬂ~" Jl{éjrz J_BextJO( +Sr2 ] ~
J( B ]+ r, =1 \r, -1 r, —1 Y( B, J
1 + ~ + ~ ~ + 1 +
r2 - Bl Y ﬂsrz ﬂv Y ﬂv}/'Z Vz -
~ ext™ 0 + + 1 n
~ Y r,=1) r, =1 \r, =1
=yt L _ S . (4.6)
l"z - ﬂs J ﬂsr; _Bl J ﬂvr;
~ + 1 + ext” 0 + ~
B r, =1 \r,, =1 r, —1 B.
J 4+ ~ — — Y s
0(’”;_1 Bry g B,y -
BiCX[YO : 2 : )71 : 2
ry =1) r— r, —1

= . 4.7)

Par conséquence, la distribution de la température dans le fluide sera déterminée par la

résolution du probléme ci-dessous :

10,00 =i§§+u+ﬁ, 0<r <l; x>0 (4.8q)
rtor’ or’ ox*
0(0.r7)=1, 0<r <1 (4.8D)
A — x>0 (4.8¢)
or'| .

r =0
a<9+ =-H6| x'>0. (4.8d)
o’ . r=l
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En introduisant, dans le systéme (4.8), la transformée de Laplace sur la variable x*,

tel que:
g(}’Jr,p): J.e_pf §(x+,r+) dx”, (4.9)
0
on obtient le systéme d’équations :
1.9 rt 00 =(i5+pu+)§—u+, 0<r <1 (4.10a)
rtor’ or’
00 =0 (4.100)
or’
r =0
0\ __fg| (4.10¢)
ar+ =1
rr=1
dont la forme variationnelle est donnée par :
1 =)’
sz {24} +(i5+pu*)(§)z—2u*§ rrart +HOY . (4.11)
0 r =1

La solution approchée du probléme (4.10) comprend des fonctions de base

trigonométriques, elle est donnée sous forme :

5(r+,p)= ZN:cn (p)cos(anf). (4.12)

n=1

o, . représentent les valeurs propres données par la résolution de 1’équation

n

transcendante o tan(c) = H , déduite de la condition aux limites (4.10c).
Les coefficients c,(p) sont a déterminer. Pour cela, on a pu faire des calculs pour les

deux cas du profil de vitesse (cf. Annexe 1).

La solution du probléme (4.8) prend la forme :

5(x+,r*): iBn cos(anf)exp(— ,unx+), (4.13)

n=1

les expressions de B, et u, sont déterminés par une méthode similaire que dans le chapitre 3.
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par :

4.4.Calcul de la température moyenne de fluide :

Dans une section donnée dans le tube, La température moyenne de fluide est donnée

1

0 ()c+):2.ju+ §(x+,r+) rtdrt . (4.14)

m
0
Selon le régime d’écoulement, on peut cité deux cas possibles:

5.4.1.Cas d’une vitesse parabolique :

La vitesse adimensionnelle, dans le cas d’un tube cylindrique, est donnée par :
wt () =2(1-r7). (4.15)

Le développement de (4.14) conduit a :

0,(x")= 4%“ B, Hsm(f*’ ) , coslon)- lj 2 COS(G; )+ 1} exp( p1,x" ). (4.16)

4
(e O

n n n

5.4.2.Cas d’une vitesse uniforme :

La température moyenne de fluide dans ce cas est donnée par :

6, (x+ ) = 2ZN: Bn[sin(an ) + coslo, )~ 1} exp(— ux" ) (4.17)
n=1 o

2
n n

D’une autre manicre, on peut écrire les résultats ci-dessus (4.16 et 4.17) sous forme :

gm (x+) = i Qn exp(— nx" ) (4.18a)

n=1

La solution finale s’écrit :

0,(x", )= 4,(x") sin(s 1"+, (x")), (4.18b)

A4, et @ représentent respectivement I’amplitude et le déphasage de la température moyenne

de fluide.
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4.5.Calcul du flux thermique, la température axiale et la température
interfaciale :

Dans les nombreux travaux exposés dans le chapitre 1, les auteurs s’intéressent
beaucoup plus a I’évaluation des quantités adimensionnelles du flux thermique a la paroi, de

la température axiale et de la température interfaciale. Pour cette raison, on s’intéresse ici a

ces quantités. Par définition, on peut déterminer :
Le flux thermique par :
= 00 Y Y P

ALp)=—— => c,\po,sinlo,)= — (4.19a)
?.Lp)=— 2.c(plo, sin(c,) 2

rt=1

La température axiale et interfaciale respectivement par :

= N N

6.0,p)=)> c,(p)= 2 (4.19b)
(0,p) Z:, (p) ;p+ﬂn

= N N VT/

0.\1,p)=) c,\p)coslo,)= —, (4.19¢)
(Lp) Z:, (p)cos(a,) ;pﬂjﬂ

avec F,, Pet W, sont des quantités complexes. L’inversion des expressions précédentes

permet d’obtenir :

o (x*, 1)

N
Z P exp(— ,unx+) (4.20a)
n=l1

S
=
. +
=
S
Il
=
l

: expl— 4,7 (4.20b)

=
l

w

M=

0,(x", 1)=3" W, expl(— u,x"). (4.20¢)

=
Il
—_

Puisque les expressions (4.20) représentent des quantités complexes, on peut donc les

exprimer sous la forme :

0,(x', 1, )= 4,(x*, 1) sin(5 " +4,(x", 1)) (4.21a)
0.(x", 0, t')=4.(x", 0) sin(5 " +4.(x", 0)) (4.21b)
olx', 1, 17)=4,(x", 1) sin[s " + ¢, (x7, 1)). (421c)
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Les quantités 4, , . et @, . représentent respectivement les amplitudes et les déphasages des

oscillations.

4.6.Cas d’une paroi mince :

~

Dans le cas d’une paroi mince ou de diffusivité thermique faible, le parametre H

prend la forme suivante :

R R e L )

2 r -1
<1 Do+ D )
20y <1F|1+| 2= |+ Bi, In ﬂi ~Bi_In ﬁ
v, r, —1 : r, —1

Lorsque Bi.y, tend vers zéro et r,” ~ 1, sachant que limxInx =0, on aura donc :

x—0
(%4—1}%2 ot (1_? jzo,
) r

on obtient : A =—r, (B> - Bi, (" ~1)). (4.22b)

~

H=-y

(4.22q)

avec: 7, =——.
r, —1
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4.7.Résultats et discussion :

Dans un but de comparaison et de validation, le tableau (4.1) portent les valeurs
numériques des valeurs propres u, et de la fonction Wn , obtenues par le présent modele

(M.V.R) et celles obtenues par Kim et Ozisik [17]. La comparaison des résultats révele une

trés grande satisfaction sur le plan de précision.

Tableau. 4. 1 : Comparaison avec la référence [17] (profil de vitesse parabolique).

E3

b

S

W, par [17] W, par (M.V.R) L, par [17] L, par (M.V.R)

0.4483E+00—1 0.6148E+00 | 0.6700E+00— i 0.5898E+00 [ 2.2072E+00+ i 2.0035E+00 | 2.2070E+00+ i 2.0057E+00
0.3606E+00+ 1 0.1191E+00 | 0.3052E+00+ 1 0.3165E+00 | 1.4957E+01+ i 4.9448E+00 | 1.4957E+01+ i 4.9474E+00
9.5123E-02+1 0.1188E+00 | 1.8746E-02+1 0.1083E+00 | 4.3416E+01+ 1 5.8603E+00 | 4.3414E+01+ i 5.8700E+00
3.5644E-02+1 7.0128E-02 | 3.3419E-03+14.5905E-02 | 8.8309E+01+ i 6.4094E+00 | 8.8301E+01+ i 6.3612E+00
1.7632E-02+14.5363E-02 | 1.0246E-03+12.5142E-02 | 1.4935E+02+ 1 6.8613E+00 | 1.4936E+02+ i 6.8501E+00
1.0253E-02+1 3.1869E-02 | 4.0763E-04+ 1 1.5496E-02 | 2.2648E+02+ 1 7.2569E+00 | 2.2648E+02+ i 7.3529E+00
6.6056E-03+12.3753E-02 | 1.9879E-04+ i 1.0575E-02 | 3.1961E+02+ 1 7.6115E+00 | 3.1963E+02+ i 7.6127E+00
4.5649E-03+1 1.8483E-02 | 1.1066E—04+ i 7.3429E-03 [ 4.2878E+02+ i 7.9345E+00 | 4.2881E+02+ i 8.0856E+00
3.3193E-03+1 1.4854E-02 | 7.2128E-05+ 1 5.5453E-03 | 5.5401E+02+ i 8.2322E+00 | 5.5399E+02+ i 8.0918E+00
2.5083E-03+i 1.2239E-02 | 4.6349E-05+ i 3.9874E—03 | 6.9519E+02+ i 8.5086E+00 | 6.9521E+02+ i 8.4548E+00

O 01N W Wi —

—_
(]

3.5685E-02—1 0.2358E+00 | 2.1779E-02—1 0.2024E+00 | 3.5951E+00+ i 0.5402E+00 | 3.5951E+00+ i 0.5498E+00
2.7110E-02—-1 0.1109E+00 | 4.5110E-02—1 0.2448E+00 | 2.1891E+01+ i 2.4064E+00 | 2.1890E+01+ i 2.4176E+00
3.8818E-02—19.4418E-02 | 0.2001E+00-1 0.3471E+00 | 5.5729E+01+1 5.2175E+00 | 5.5732E+01+ i 5.2374E+00
4.9187E-02—1 8.0948E-02 | 0.5234E+00+ 1 6.7303E-03 | 1.0496E+02+ i 8.7739E+00 | 1.0498E+02+ i 8.7784E+00
5.8699E-02—1 6.8354E-02 | 0.1414E+00+ i 0.2339E+00 | 1.6930E+02+ 1 1.2879E+01 | 1.6941E+02+ 1 1.2877E+01
6.6259E-02—-15.4563E-02 | 2.8570E-02+1 0.1210E+00 | 2.4909E+02+ 1 1.7325E+01 | 2.4915E+02+ 1 1.7359E+01
7.0691E-02—1 3.9651E-02 | 9.6751E-03+1i 7.1314E-02 | 3.4387E+02+ 1 2.1847E+01 | 3.4381E+02+ 1 2.1836E+01
6.2796E-02—1 3.1338E-02 | 4.2811E-03+14.5562E-02 | 4.5382E+02+1 2.6203E+01 | 4.5373E+02+ 1 2.6170E+01
5.5084E-02—12.2021E-02 | 2.3395E-03+ 1 3.2542E-02 | 5.7912E+02+ 1 3.0205E+01 | 5.7916E+02+ i 3.0199E+01
6.2265E-02—1 3.8948E-04 | 1.3457E-03+1 2.2607E-02 | 7.1999E+02+ i 3.3753E+01 | 7.1994E+02+ i 3.3587E+01

10

O 01NN kA~ W —

—_
(e

Nous présentons dans cette section le flux thermique pariétal, la température
interfaciale et la température moyenne de fluide donnés par les expressions (4.20) et (4.18).

L’ensemble des fonctions précitées dépendent des valeurs propres o, qui sont elles méme

+

dépendantes des parametresy, 3., r, et Bi,,. Nous présentons alors, dans les tables (4.2a)

et (4.2b), les 5 premiéres valeurs numériques des valeurs propres o, , x, et des fonctions O,

P, W et F, nécessaires pour calculer les expressions (4.20) et (4.18). Le profil de vitesse est

considéré parabolique, avec 6 =0.1, Bi,, =0, r,, =1.5 et y =50.
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Tableau. 4. 2a : Valeurs propres et fonctions propres (profil de vitesse parabolique).

T
a

N

On

o

~

Q.

5.10°

1.5684E+00+ 1 2.2658E-03
4.7051E+00+ i 6.8449E-03
7.8418E+00+1 1.1731E-02
1.0979E+01+1 1.5819E-02
1.4115E+01+1 2.0443E-02

3.6485E+00+ i 7.0423E-02
2.2267E+01+1 0.1058E+00
5.6880E+01+1 0.1665E+00
1.0748E+02+ 1 0.2034E+00
1.7408E+02+ 1 0.2705E+00

0.8022E+00—1i 1.2295E-03
0.1943E+00+ i 1.4261E-04
-5.8861E-03+1 3.7416E-04
9.4305E-03+1 1.5783E-04
-1.8383E-03+i 1.181E-04

8.5.10°

1.5584E+00+ i 0.1059E+00
4.6707E+00+ i 0.3275E+00
7.7647E+00+ i 0.5806E+00
1.0795E+01+1 0.9017E+00
1.3591E+01+1 1.2664E+00

3.6125E+00+ i 0.4308E+00
2.2043E+01+ 1 1.7028E+00
5.6252E+01+ i 3.5979E+00
1.0619E+02+ 1 6.0063E+00
1.7182E+02+ 1 8.8952E+00

0.8131E+00—1 5.5820E-02
0.2089E+00+ i 1.2049E-02
-5.9254E-03+12.3022E-02
1.0468E-02+1 1.7190E-02
-1.4716E-02+1 1.0819E-02

8.5.102

0.9988E+00+ 1 0.5983E+00
3.2262E+00+ i 0.4763E+00
6.2937E+00+ i 0.2375E+00
9.4282E+00+ i 0.1569E+00
1.2568E+01+1 0.1179E+00

1.5474E+00+ i 2.0660E+00
1.3899E+01+ i 3.8997E+00
4.2697E+01+ 1 4.4124E+00
8.7738E+01+ i 4.7818E+00
1.4886E+02+ i 5.1255E+00

1.0356E+00-1 3.5012E-02
-2.8955E-02+ i 6.0898E-02
-6.2886E-03—12.2426E-02
-2.6325E-04—1 1.3134E-03
-1.0139E-04—i 1.4250E-03

0.1
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0.9112E+00+ 1 0.5915E+00
3.2003E+00+ i 0.4038E+00
6.2906E+00+ 1 0.2010E+00
9.4272E+00+ 1 0.1331E+00
1.2568E+01+1 0.1001E+00

1.2091E+00+ 1 1.9660E+00
1.3562E+01+ 1 3.3426E+00
4.2468E+01+ i 3.7623E+00
8.7548E+01+ 1 4.0532E+00
1.4869E+02+ i 4.3623E+00

1.0292E+00-1 2.2057E-02
-2.4399E-02+ 1 4.4119E-02
-4.4866E-03—1 1.9126E-02
-1.8839E-04—1i 1.1106E-03
-7.2674E-05—1 1.2092E-03

Tableau. 4. 2b : Valeurs propres et fonctions propres (suite).

T
a

N

~

P

n

~

/4

n

~

F,

n

5.10°

1.9968E+00+ 1 2.8745E-03
1.9968E+00+ 1 2.9913E-03
1.9959E+00+ i 3.4568E-03
1.9958E+00+ i 4.1814E-03
1.9939E+00+ i 4.2619E-03

3.0968E—-03—1 2.8848E—-03
3.1031E-03—1 2.9049E-03
3.0964E-03—1 2.9854E-03
3.1053E-03—-12.8745E-03
3.1015E-03—1 2.8866E-03

1.2732E+00+ 1 8.2328E-06
-0.4244E+00—1 2.9867E-05
0.2545E+00+ 1 4.1896E-05
-0.1818E+00—i 8.2543E-05
0.1413E+00+ i 4.3770E-05

8.5.10°

2.0054E+00+ i 0.1427E+00
2.1886E+00+ i 0.2222E+00
2.6447E+00+ 1 0.4934E+00
3.5097E+00+ 1 1.5373E+00
2.7666E+00+ i 4.9258E+00

1.6266E-02—1 0.1359E+00
2.2282E-02—10.1482E+00
4.2218E-02—10.1782E+00
0.1161E+00—-1 0.2337E+00
0.3442E+00—-1 0.1721E+00

1.2801E+00+ i 2.3129E-03
-0.4460E+00— i 8.0605E-03
0.2948E+00+ 1 1.8622E-02
-0.2447E+00—1 4.5741E-02
0.1983E+00+ i 0.1053E+00

8.5.107

0.7006E+00+ i 1.2145E+00

-0.4049E+00+ i 0.2355E+00
-0.1138E+00+i 1.4728E-02
-4.9618E-02+ i 3.0277E-03
-2.7791E-02+ i 1.0689E—-03

0.8282E+00-1 0.4725E+00
0.1588E+00+ i 0.2761E+00
9.6561E-03+ i 7.7466E—02
1.9009E-03+ i 3.3803E-02
6.3389E—-04+ i 1.8846E-02

1.1255E+00+ i 0.1999E+00
-0.1333E+00-1 0.2534E+00
9.2044E-03+ 1 7.5363E-02
-1.8628E-03 —1 3.3392E-02
6.2277E-04+ 1 1.8720E-02

0.1
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0.5159E+00+ 1 1.0976E+00
-0.3035E+00+ i 0.1400E+00
-8.1357E-02+ 1 8.7823E-03
-3.5636E-02+ i 1.8365E-03

-2.0022E-02+ i 6.4645E-04

0.8798E+00—-1 0.4092E+00
0.1110E+00+ i 0.2432E+00
6.7699E-03+ 1 6.5149E-02
1.3559E-03+1 2.8562E-02
4.5104E-04+i 1.5969E-02

1.0921E+00+ 1 0.1819E+00
-9.7615E-02 — 1 0.2273E+00
6.5516E-03+1 6.3868E-02
-1.3342E-03 —12.8313E-02
4.5183E-04+i 1.5889E-02

Dans les tableaux (4.3a) et (4.3b) les mémes coefficients sont présentés pour o = 0.1,

a” =8.5.10" et des valeurs du nombre de Biot variant de 0.1 a 10.
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Tableau. 4. 3a : Valeurs propres et fonctions propres pour des nombres de Biot différents
(profil de vitesse parabolique).

Bi,,,

N

On

o

0,

0.1

1.5188E+00+i 8.1561E-02
4.5495E+00+ i 0.2433E+00
7.5598E+00+ i 0.3968E+00
1.0539E+01+ i 0.5270E+00
1.3493E+01+ 1 0.6101E+00

3.4884E+00+ 1 0.3466E+00
2.1478E+01+1 1.2833E+00
5.5101E+01+ 1 2.5967E+00
1.0439E+02+ i 4.1927E+00
1.6935E+02+ i 5.9867E+00

0.8308E+00—1 3.9774E-02
0.1949E+00+ i 1.6545E-02
-1.6167E-02+ i 1.4509E-02
3.5765E-03+ 1 7.6949E-03
-7.0639E-03+1 1.8731E-03

0.5

1.5249E+00+ 1 1.6825E-02
4.5755E+00+ 1 4.9849E-02
7.6269E+00+ i 8.0530E-02
10.682E+01+1 0.1079E+00
13.739E+01+1 0.1311E+00

3.5034E+00+1 0.1216E+00
2.1605E+01+ 1 0.3244E+00
5.5468E+01+ i 0.6065E+00
1.0513E+02+ 1 0.9462E+00
1.7059E+02+ i 1.3328E+00

0.8247E+00—1 8.3243E-03
0.1893E+00+ i 2.9087E-03
-1.3047E-02+12.7331E-03
5.9973E-03+1 1.3735E-03
-3.9206E-03+ i 5.9001E-04

1.5392E+00+ i 6.0427E-03
4.6177E+00+ i 1.8047E-02
7.6969E+00+ 1 2.9673E-02
1.0778E+01+ 1 4.0881E-02
1.3859E+01+1 5.1018E-02

3.5456E+00+ i 8.4029E-02
2.1828E+01+ i 0.1609E+00
5.5910E+01+ i 0.2734E+00
1.0588E+02+ 1 0.4058E+00
1.7172E+02+ 1 0.5601E+00

0.8175E+00—1i 3.0779E-03
0.1913E+00+ i 8.4044E-04
-1.0666E-02+ i 1.0032E-03
7.1841E-03+14.9757E-04
-3.2783E-03+1 2.6567E-04

1.5541E+00+ i 9.3269E-04
4.6623E+00+ i 2.8327E-03
7.7709E+00+ i 5.0438E-03
1.0879E+01+ 1 6.9435E-03
1.3988E+01+i 8.2323E-03

3.5897E+00+ i 6.6420E-02
2.2048E+01+ i 8.7810E-02
5.6397E+01+1 0.1127E+00
1.0669E+02+ i 0.1394E+00
1.7289E+02+ i 0.1610E+00

0.8097E+00-1 4.9663E-04
0.1930E+00+ i 7.9884E—-05
-8.1932E-03+ i 1.6794E-04
8.3781E-03+1 7.8817E-05
-2.5699E-03+ i 4.6178E~05

10
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1.5561E+00+ i 6.0539E-04
4.6684E+00+ i 1.8529E-03
7.7809E+00+ i 3.4255E-03
1.0893E+01+ i 4.6981E-03
1.4006E+01+ i 5.3739E-03

3.6028E+00+ 1 6.4826E-02
2.2070E+01+ 1 8.0669E—02
5.6469E+01+1 0.1076E+00
1.0681E+02+ 1 0.1217E+00
1.7305E+02+ i 0.1356E+00

0.8087E+00—1 3.2669E-04
0.1933E+00+ i 4.2421E-05
-7.8629E-03+ i 1.1388E-04
8.5336E-03+ 1 5.2824E-05
-2.4685E-03+ i 3.0205E-05

Tableau. 4. 3b : Valeurs propres et fonctions propres pour des nombres de Biot différents (suite).

Biyy

N

P

n

/4

n

F,

n

0.1

1.9398E+00+ 1 0.1205E+00
1.9753E+00+ 1 0.2602E+00
1.9867E+00+ i 0.5630E+00
1.8364E+00+1 1.0101E+00
1.3967E+00+ i 1.4179E+00

6.6883E-02—1 0.1037E+00
7.5743E-02—1 0.1014E+00
9.2827E-02—19.2598E-02
0.1129E+00- i 7.0405E-02
0.1220E+00—1i 3.3410E-02

1.2753E+00+ 1 5.3128E-03
-0.4297E+00—1 1.6492E-02
0.2607E+00+ i 2.8767E-02
-0.1839E+00—-14.1153E-02
0.1339E+00+ i 5.0401E-02

0.5

1.9381E+00+ 1 2.4262E-02
1.9103E+00+ i 4.6208E-02
1.8551E+00+ i 8.6489E-02
1.7758E+00+ 1 0.1389E+00
1.6753E+00+ 1 0.1959E+00

5.8292E-02—-1 2.1339E-02
5.7674E-02—1 2.0430E-02
5.6565E-02—1 1.8577E-02
5.4679E-02—1 1.6129E-02
5.2337E-02—1 1.3276E-02

1.2721E+00+ 1 9.0802E-04
-0.4210E+00—12.7057E-03
0.2490E+00+ i 4.3506E-03
-0.1741E+00-15.7517E-03
0.1317E+00+ i 6.8587E—03

1.9579E+00+ i 8.4006E-03
1.9429E+00+ 1 1.4006E—02
1.9134E+00+ 1 2.4734E-02
1.8712E+00+ i 4.0041E-02
1.8174E+00+ i 5.8585E—02

4.0208E-02—1 7.6794E-03
3.9978E-02—1 7.5293E-03
3.9394E-02—-1 7.2025E-03
3.8517E-02—-1 6.7661E-03
3.7497E-02—1i 6.1622E-03

1.2726E+00+12.2111E-04
-0.4226E+00-1 6.7035E-04
0.2516E+00+1 1.1005E-03
-0.1777E+00—1 1.5200E-03
0.1362E+00+ i 1.9085E—03

1.9782E+00+ i 1.2260E-03
1.9737E+00+ i 1.5630E-03
1.9646E+00+ 1 2.6410E-03
1.9517E+00+ 1 4.5323E-03
1.9337E+00+1 6.1935E-03

2.1222E-02—-1 1.1871E-03
2.1203E-02—-1 1.1982E-03
2.1048E-02—1 1.2693E-03
2.0920E-02—1 1.2273E-03
2.0785E-02—1 1.1094E-03

1.2730E+00+ 1 5.1863E-06
-0.4239E+00—1 1.8005E-05
0.2537E+00+ i 6.9845E-05
-0.1806E+00—1 1.5791E-04
0.1398E+00+ i 1.9245E-04

10
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1.9809E+00+ i 7.8345E-04
1.9773E+00+ 1 9.1185E-04
1.9701E+00+1 1.5815E-03
1.9600E+00+ 1 2.8832E-03
1.9457E+00+ 1 3.8023E-03

1.8656E-02—17.7067E-04
1.8647E-02—17.8513E-04
1.8530E-02—1 8.6525E-04
1.8443E-02—1 8.3504E-04
1.8359E-02—-1 7.3075E-04

1.2731E+00-1 3.0547E-06
-0.4240E+00+ i 7.3455E-06
0.2539E+00+ 1 2.8390E-05
-0.1809E+00—1i 1.0096E-04
0.1401E+00+ 1 1.2056E-04
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Fig. 4. 2 : Amplitude de la température Fig. 4. 3 : Déphasage de la température
moyenne de fluide pour différents @ (Biex=0 et moyenne de fluide pour différents a” (Bi,=0 et
K=n 1 6=0.1)

Les figures (4.2) et (4.3) montrent respectivement, 1’évolution des amplitudes et des

déphasages de la température moyenne de fluide le long des conduits (deux plans paralleles et

conduit cylindrique) pour différentes valeurs de a* avec § =0.1 et Bi,, =0. On remarque

que pour des valeurs de a” tres petites, la géométrie du conduit n’a quasiment aucun effet sur

le déphasage de la température moyenne de fluide. Lorsque a* augmente, le déphasage est
beaucoup plus important dans la configuration cylindrique que dans le cas du conduit a deux
plaques paralléles. Pour I’amortissement, notons que ce dernier est beaucoup plus important

dans le cas d’un tube cylindrique (cf. Fig.4.2).
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CHAPITRE 5 :

Simulation numérique par la méthode des volumes finis.

5.1.Introduction :

Toutes les études numériques de la convection forcée pour un écoulement laminaire
dans un conduit en régime périodique utilisent la méthode des différences finies [9-11]. Nous
nous allons présenter dans ce chapitre une étude numérique, par la méthode des volumes finis

qui n’a jamais été utilisé pour ce genre de probléme.

En absence d’une solution analytique exacte pour le cas d’un champ dynamique
parabolique, nous validons ce schéma numérique (volumes finis) par le modele analytique
développé dans le deuxieéme chapitre, pour le cas d’un écoulement piston dans un conduit a

deux plans parall¢les.

5.2.Mise en équations :

Dans le fluide :
8—T+u(r)8—T=a/,Li r’"a—T , O0<r<R;x>0;1t>0. (5.1a)
ot Ox “r" or or
La condition d’entrée :
T =T, + AT sin(wt), 0<r<R;x=0;t>0. (5.1b)
La condition de symétrie :
a—T=0, enr=0;x>0;¢t>0. (5.1¢)
or
Dans les parois du conduit :
T 1 T
a”’:as—g r”’ﬁ , R <r<R,;x>0;t>0 (5.1d)
ot r" or or
—k, aaTW =h, (T, -T,), enr=R,; x>0;1>0. (5.1e)
r
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Les conditions de couplage :

oT, oT

k—=k,—, enr=R;x>0;t>0 5.1
* or " or ! 19
T =T, enr=R;x>0;t>0, (5.1g)

avec m=0 pour un conduit a deux plaques paralleles et m=1 pour un tube cylindrique.

T(x,r,t) et T, (x,r,t)représentent respectivement la température de fluide et la température de

la paroi.
5.3.Adimensionnement du probléme :

En introduisant les variables adimensionnelles suivantes :

R xa, ta, k T-T T -T
Prea oy = =l e et gt e g =
R, R, Ru R, k, AT AT
h, R R’ a,
Bi,, = o ; 0= ! s I :_]; B, :(Rz _Rl) et u+(r+)=@’
k, a, a, a, u
. N , ) ) 2" +2 9 ,
ou u(r )zl pour un écoulement piston et u(r ): 5 (l—r ) pour un écoulement
parabolique.
Les équations du probléme (5.1) s’écrivent :
1
a€+u+(r*)86:: - 6+(r”” 89+j, 0<r'<1l;x>0;¢t>0 (5.2a)
ot ox"  r'"or or
0 =sin(5:), 0<r <1 x =01 >0 (5.2b)
66120, enr =0;x">0;¢t >0 (5.2¢)
or
90 1 0 (00,3 l<r < x>0, >0  (52d)
ot r"or or"
—6—Hf =Bi, 0, , enr'=r;x >0, >0 (5.2¢)
or
760W:60, enr =1;x">0;¢t >0 (5.2/)
or’  or'
6,=0, enr =1;x">0;¢ >0. (5.22)
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5.4.Résolution du probléme :

5.4.1.Justification du choix de la méthode :

Pour résoudre le systéme d’équations aux dérivées partielles précédent, nous avons
opté pour la méthode des volumes finis développé par S. V. Patankar [39], qui peut étre a base
de la méthode des différences finies ou de la méthode des éléments finis. Cette méthode est
trés utilisée actuellement pour les avantages qu’elle procure. En plus, la discrétisation par la

méthode des volumes finis permet une interprétation physique directe.

En fin, citons la qualité principale de cette méthode, a savoir la réduction des

instabilités numériques, obtenue par le choix d’un schéma de discrétisation adéquat.
5.4.2.Restriction de la dimension de temps :

Le systéme étant en régime périodique établi, ce qui permet d’écrire :

H(x+, re, t*): A(x*, r*) sin(§ t* —¢(x+, r*)) (5.3a)
0,(x", r', 1)=a,(x", r)sin(s e =4, (x", ). (5.3b)
I1 est donc classique d’introduire dans le probléme (5.2) les températures complexes :
H(x*, r, t*)z g(xﬂ r*)exp(ié‘ t*) (5.4a)
Hw(x+, re, t+):§w(x+, r+)exp(i§ t+). (5.4b)
On obtient le systeme :
i§§+u+(r+)a(9 19 " 00 , 0<r<l; x*>0 (5.5a)
ox"  r"mort or’
0 =1, 0<r <1;x" =0 (5.5b)
00 =0, enr"=0;x >0 (5.5¢)
or’
’ 1 o0 .,00
2i P 0, = prt =, l<r'<r ;x>0 (5.5d)
rn -1 rort or’

60‘f = Bi 0, enr =r;x >0 (5.5¢)

or ’

00, 00

— = , enr"=1;x">0 5.5

ort  or' (53
6,=0, enr =1;x">0. (5.52)
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De cette maniére, on remarque que la variable x*, dans 1’équation (5.5a), se comporte
comme la variable de temps dans le cas du probléme de conduction unidimensionnelle

transitoire.
5.4.3. Principe de la méthode :

L’utilisation d’une formulation basée sur le volume de controle est simple et

comprend deux étapes importantes :

e lere étape le maillage (fig.5.1) : Cette ¢étape consiste a deviser le domaine de
calcul en un nombre finis de volumes de contrdles, entourant chacun un nceud du maillage.
Dans notre cas, puisque la variable de temps est restreinte, la variable x* présente 1’évolution
par rapport a ’entrée du conduit. Si on envisage un balayage suivant la direction axiale, le

maillage du domaine de calcul porte seulement sur la variable r* (cf. Fig.5.2 et 5.3)

LA
r
T
|
DI _I
AT,
0 >
Fig. 5. 1 : Maillage du domaine de calcul. o
N
n______
72 o
] +
F o 5
4
R
5
Fig. 5. 2 : Tube cylindrique. Fig. 5. 3 : Deux plans paralléles.
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Le volume de contrdle est donné par :

n +m+1 +m+1

Av:jr“"afr+ L Th (5.6)
m+1

e 2eme étape I’intégration :

L’intégration des équations de I’énergie et de la chaleur dans le volume de controle

représente 1’étape clef de cette méthode.
5.4.4.Discrétisation du probléme :

Pour obtenir 1’équation discrétisée du probléme. Nous devons en premier lieu définir un
maillage du domaine, tel est présenté précédemment (cf. Fig.5.2 et 5.3). On fixe notre attention sur le
point P, qui a pour voisins les points N et S. Les lignes en pointillées constituent les faces des
volumes de contréle. Intégrons les équations (5.5a) et (5.5d) par rapport au volume de contrdle et

I’entrée du conduit, tel que :

x+]m+ji§§r+mdr+dx+ +x+t[&+]lu+(r+)§x£r+mdr+dx+ = X+]Ax+‘}fr1m ﬁi (r“" gfi Jr+mdr+dx+ . (5.7a)
e . ﬂs 2N +m g+ g+ e 1 0 +m 6§w +m 3+ g+
| j 2Z[HJ 0, r"dr dx" = j j i [r . jr dr*dx* . (5.7b)
On obtient :
A ) _ sl Y s . -
+A i5gpr”ln—+rf1dx+ (o —Gpo)vu+(r+)r+mdr+ = fx Krm gr;fj —[r“" ;—HJ :ldx+ (5.84)

xt At 2 - +(m+l) _ +(m+l) xtrAxt % %)
[ 2 2 g, e 0, | _[ om0 | | (5.8b)
et r, —1 m+1 . or' ) or' ).

X

Sachant que :

xtrAxt

[6,dx =[e8) +(1-£)5" v, (5.9)

avec 0<¢g <1, tel que:
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& =0 : Schéma explicite.
g =1 : Schéma implicite.

& =1/2:Schéma de Crank Nicholson.

Pour éviter I’étude de la stabilité, nous avons choisi un schéma implicite ou la stabilité
est assurée sans condition. Ainsi par 'utilisation d’'un schéma centrale de différences finies

. . + . , . . e .
pour la direction transversale 7', on obtient les équations discrétisées suivantes :
a,0! =a,0) +a.0! +a°0° (5.10a)
rYp NYNn sYs pYp .
Nl

cpO,up = O,y +cs0. (5.10b)

Les coefficients a; et ¢, sont donnés par le tableau (5.1) suivant :

Tableau. 5. 1 : Coefficients a ;et ¢; pour les neeuds internes.

Profil de vitesse parabolique Profil de vitesse uniforme
ag L) rn+(m+1) _ rs+(m+l) rn+(m+3) _ rs+(m+3) 1 rn+(m+1) _ rs+(m+1)
2Ax" m+1 m+3 Ax” m+1
aN n+m r}:m
Ar” Ar”
ag r:m r:—m
Ar® Ar®
ap 0 ) rﬂ*(’”“) _ r;(’”“) o . rn+(m+1) _ rs+(m+1)
a,+ay,+ag+io a,+ay,+ag+io
» p
m+1 m+1
Cn ’,.n+m rn+m
Ar* Ar®
CS rSer ]";rm
Ar? Ar?
2 (m+1) (m+1) 2 +(m+1) (m+1)
g cy tcg +2i A ~— > cy tcg +2i 2 - .
(r;—l) m+1 (r;—l) m+1

Remarques :

e Le maillage utilisé est régulier, ce qui conduit a écrire :

Art =ry—r, =1, —1g =1 —r

s

avec: r” =(j—1)ar" etr = jAr'.
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5.4.5.Implémentation des conditions aux limites :

Les conditions aux limites relatives aux nocuds 1, N, N+1 et M sont traitées

séparément.

!
|
%
:

e—' 1 2 N-1 N« N+l N+2 - M >
At | Ar | A
2 2 2

Fig. 5. 4 : Nceuds des frontieres.

e Equation du neeud (1) :

Le volume de contrdle entourant le noeud (1), centre du conduit, peut étre traité

comme les nceuds internes et 1’équation discrétisée est :
+(m+1) +Hm+1) A1 0 n ~\! ~\!
~ 7 - 0,-6 00 06
io0) " S + L Nu "t = —r . (5.11a
r m+1 Ax* I ( )r ( or’ ]n ( or’ ] ( )

s

S

L’idée est donc de remplacer dans 1’équation (5.11a) I’expression de la condition aux
limites suivante :
861 0. (5.11b)
or

N

Nous obtiendrons :
g} o] °0,. (5.11¢)

Les coefficients a, sont donnés par le tableau (5.2) suivant :

Tableau. 5. 2 : Coefficients a ; au centre du conduit

Profil de vitesse parabolique Profil de vitesse uniforme
ag L) rn+(m+l) . rs+(m+1) rn+(m+3) . rs+(m+3) 1 rn+(m+1) _ rs+(m+1)
2Ax" m+1 m+3 Ax” m+1
aN rner r}:m
Ar® Ar®
ag 0 0
a +(m+l) +(m+l) +(m+1) +(m+1)
P 0 . n RS 0 R 1l
a,tay+ag+io a,+ay+ag+io
m+1 m+1
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e Equation du neeud (N) :

De méme que pour le nceud (1), I’équation du noeud (N) est donnée par (5.11a) mais

c’est la fonction Oy qui est hors champ de calcul (fluide). Pour cela, on utilise les conditions

de couplage (5.5f) et (5.52), dont la discrétisation conduit a 1’expression :

! Nl
g1 =10 O (5.12a)
l+y
Aprés avoir implémenter (5.12a) dans 1’équation (5.11a), on obtient :
apgff =aN§A1, +aS(§S1 +af,5po. (5.12b)

Les expressions des coefficients a, sont données par le tableau (5.3) ci-dessous :

Tableau. 5. 3 : Coefficients a; a I’interface fluide-paroi.

Profil de vitesse parabolique Profil de vitesse uniforme
ag L) rn+(m+1) _ rs+(m+1) r”+(m+3) _ rs+(m+3) 1 rn-%—(m-#l) _ rs+(m+1)
2Ax" m+1 m+3 Ax” m+1
ay 2y " 2y "
l1+y Ar' 1+y Ar*
ag I":m rs+m
Ar” Ar”
ap 0 ) ],-n"'(m“'l) _ r:(m‘*'l) o ‘ rn+(m+l) _ r:—(m-*—l)
a,+ay+ag+io : a,+ay+ag+io :
m+1 m+1

e Equation du neeud (N+1) :

Similairement aux nceuds précédents, seulement que cette fois-ci nous utilisons

I’équation de diffusion dans le solide :

2 me) () 00 ) 00 )
piBe _gn i "l [ OO | e OO ) (5.13a)
(r; — 1) m+1 or ) or .
La condition de couplage est donnée par :
~ 70, +0!
g, =12 % (5.13b)
‘ I+y
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L’équation a ce nceud est donnée donc, sous la forme :
cpg‘jp :cNgle +cS§Ml,S. (5.13¢)
Les coefficients c¢; sont donnés par le tableau (5.4) ci-dessous :

Tableau. 5. 4 : Coefficients ¢; a I'interface fluide-paroi.

Profil de vitesse parabolique Profil de vitesse uniforme

cN rn+ln r,:»ln
Ar” Ar”

CS 2 rs+m 2 rs+m

l+y Ar® I+y Ar?

CP 2 . ﬁf rn (m+l) _ rs+(m+l) 2 ﬁf rn+(m+1) —r (m+1)
Cy +C 20— — Cy +Cs 20— —

(r2 —1) (r2 —1)

e Equation du neeud (M) :

Puisque le nceud (M) se situe dans la parois externe du conduit, alors 1’équation

discrétisée dans ce nceud est celle de solide qui est donnée par :

2 - +(m+1) _ +(m+1) ) 1 ) !
— L ’s = r" 9, | _ r'" 99, : 5.14a
2 P 0, ( )

(r2+ _ 1)2 v m+1 or” or”

n N

Sachant que sur la surface (M+1/2), le solide échange de la chaleur par convection tel

est représenté par la condition :

~ 1

_90.) g g (5.14b)

+ ext~ wn?
or

n

dont la discrétisation conduit a écrire :
1l
Nl 2‘9wP

= 5.14c
" 2+ Ar*Bi,, ( )

L’implémentation des expressions (5.14b) et (5.14¢) dans 1’équation (5.14a) conduit a
écrire :

cpg‘jp :cNgwlN +cS§JS. (5.14d)

Les coefficients ¢, sont donnés par le tableau (5.5) suivant :

64



Tableau. 5. 5 : Coefficients ¢; a I'interface paroi-milieu extérieur.

Profil de vitesse parabolique

Profil de vitesse uniforme

0 0
Cy
+m +m
Cs Ty T
Ar® Ar*
2 +(m+1 +(m+1 +m s 2 +(m+1)  +(m+1) +m -
CP 2 ﬁv rn( )_rs( ) 2’/'n Blext Cv +Co +2i0 ﬂs " — 7 2rn Blext
cy +eg +2i > — N TCs A Tl ST A B
(I”2+ _1) m+1 2+ Ar Blext (}"2 - 1) +Ar bl

5.5.Résolution du systéme d’équations:

Pour résoudre le systeme d’équations algébriques obtenu apres la discrétisation, le
choix a été orienté vers les méthodes itératives TDMA. En effet, ces méthodes itératives sont
choisies pour leurs convergences et la non nécessit¢ d’une place mémoire additionnelle

importante. Le systéme obtenu peut étre €crit :

7 k+l k+1 k+1

C,0;" +D;0; +G, 0, =V, (5.15)
pour IS ;<N :
5./ —6, 5_,41 — 0, g’j,l — 0 V, > afﬁj"
C, >a, D, > —a, G, > —ag
pour N+1< ;<M :
<9j -0, 19‘/.“ -0, 3}._1 =0, V,—>0
C,—>cp D, —>—cy G, > —cg

L’itération k+1 représente la situation actuelle dés 1’entrée de conduit.
L’ensemble de ces équations forme un systeme lin€aire a matrice tri diagonale. Celui

ci est résolu par 1’algorithme de Thomas.
5.6.Réapparition de la variable de temps :

Afin de résoudre le systeme d’équations discrétisées, la solution compléte du

probléme prend la forme ci-dessous :

k+1 _ k+1 _: + k]
0;" =4; sm(§ t =9 )=
k+1 k+1

représente I"amplitude et ¢;" = —arg(ﬁj

(5.16)

~

5 ].k “ ) représente le déphasage.

1
avec A;” =‘

De méme pour la température moyenne de fluide et le flux thermique.
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5.7.Validation des résultats :

En absence d’un modéle analytique exacte pour un profil de vitesse parabolique établi,

nous avons choisi la validation du présent modele par le modele analytique développé dans le
chapitre 2, pour différents paramétres a” (ceux utilisés dans la référence [19]), en fixant

0=0.1 et Bi,, =0. Nous utilisons ainsi un maillage régulier avec des pas Ar"et Ax" bien

déterminés afin d’assurer une bonne précision.

Nous présentons dans les tables (5.6) et (5.7), les amplitudes de la température axiale

et les écarts relatifs pour a* =8.5.107 et différents pas Ar*et Ax".

Tableau. 5. 6 : Amplitude de la température axiale et les écarts relatifs pour différents pas Ar ™.

x" 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

a| 09778701 | 0,8619142 | 0,7264893 | 0,6059476 | 0,5042402 | 0,4194024 | 0,3488063
b | 09774848 | 0,8589784 | 0,7232850 | 0,6032342 | 0,5021044 | 0,4177648 | 0,3475674
c

FVvM 0,9758164 | 0,8562958 | 0,7200106 | 0,5996355 | 0,4983782 | 0,4140555 | 0,3439754
a’ 1,48 6,363 9,212 10,95 12,316 13,573 14,80
b’ 1,086 2,935 4,761 6,423 8,028 9,615 11,199
c’ 0,622 0,196 0,212 0,420 0,547 0,651 0,748

Exact 0,9764244 | 0,8564641 | 0,7198575 | 0,5993838 | 0,4981053 | 0,4137859 | 0,3437180

a, a’: Amplitude et écart relatif (%o) pour Ar™ =0.1
b, b’: Amplitude et écart relatif (%o) pour Ar* =0.01
¢, ¢’: Amplitude et écart relatif (%o) pour Ar* =0.001

Le tableau (5.6) représente les écarts relatifs en fonction du pas Ar", en fixant
’incrément Ax™ =10". On remarque que ces derniers sont autant plus importants que le pas
Ar” est trés grand. Dans le cas Ar* =0.1, I’écart relatif en x™ = 0.7 est de I’ordre de 15%o.
Contrairement dans le cas des petits pas Ar", les résultats sont hautement affinés. Notons
quen x* =0.7, Pécart relatif est de I’ordre 0.75% pour Ar* =10". La figure (5.5)

représente les écarts le long du conduit, pour un pas Ax™ =10
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B _A_Ar+ =0.1

—aArT =0.01
—— Ar" =0.001

m —

2m —

Ecart relatif en %o

+ 0 —

om

om

Fig. 5. 5 : Ecarts relatifs de 1’amplitude de la température
axiale pour différents pas Ar™ (cas de deux plans paralléles).

Nous examinons ici I’influence du pas axial Ax™ sur la précision des résultats, en

fixant A" =107 . Le tableau (5.7) représente les écarts relatifs pour des pas Ax* différents.

Tableau. 5. 7 : Amplitude de la température axiale et écarts relatifs pour différents pas Ax™ .

x" 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
a | 09444784 | 0,8464393 | 0,7350470 | 0,6281054 | 0,5326281 | 0,4500859 | 0,3797406
b | 09706793 | 0,8553337 | 0,7221303 | 0,6028937 | 0,5019818 | 0,4176979 | 0,3475176
c | 09758164 | 0,8562958 | 0,7200106 | 0,5996355 | 0,4983782 | 0,4140555 | 0,3439754

FVM d | 09764260 | 0,8564620 | 0,7198905 | 0,5994229 | 0,4981413 | 0,4138174 | 0,3437454
a’ 32,71 11,704 21,1 47,918 69,308 87,726 104,802
b’ 5,883 1,319 3,157 5,855 7,782 9,454 11,054
c’ 0,622 0,196 0,212 0,420 0,547 0,651 0,748
d’ 0,002 0,002 0,045 0,065 0,072 0,076 0,079

Exact 0,9764244 | 0,8564641 | 0,7198575 | 0,5993838 | 0,4981053 | 0,4137859 | 0,3437180

a, a’ : Amplitude et écart relatif (%o0) pour Ax* =0.1.

b, b’ : Amplitude et écart relatif (%o) pour Ax™ =0.01.

¢, ¢’ : Amplitude et écart relatif (%o) pour Ax™ =0.001.
d, d’ : Amplitude et écart relatif (%o0) pour Ax™ =0.0001.

La figure (5.6) représente les amplitudes de la température axiale, obtenus par
I’utilisation des pas Ax™ différents. On remarque que pour un pas de Ax” = 0.1 (estimé trés
grand), les écarts sont trés importants par rapport a la solution exacte. Contrairement dans le
cas des pas de plus en plus petits, les courbes d’amplitudes sont parfaitement confondues.

Pour voir clairement la différence entre ces résultats, la figure (5.7) représente les écarts
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relatifs, dessinées a partir du tableau précédent. On remarque que pour des pas Ax™ trés petits

(Ax* =107"), les résultats sont parfaitement affinés.

e AT =01 FEA AT =01
- e AT =001 e AXT =001
. e A" =0.001 | — A" =0.001
—e— AxT =0.0001 —a AxT =0.0001
| C—
03 — §
~
. P
< E
‘Q 0.4 — w:
§ 0o —
03 — |
o L L L N e e i I
om 0.0 o=n 120 141 om 020 0.4 oA oD im
+ +
x x
Fig. 5. 6 : Amplitude de la température axiale Fig. 5. 7 : Ecarts relatifs de ’amplitude de la
(conduit & deux plaques paralléles, a'=8.5.10 température axiale pour différents pas Ax™ .
et 6=0.1)

En utilisant le maillage Ax™ =10"*et 47" =107, nous avons relevé les amplitudes et
les déphasages de la température axiale. Sur les tableaux (5.8), (5.9) et (5.10) sont portés les
valeurs correspondantes au modé¢le approché (M.V.R) développé dans le chapitre 3, la
solution exacte et le modele numérique (F.V.M). Les calculs montrent que, pour
a® =8.5.107, I’écart relatif de I’amplitude par rapport a la solution exacte se réduit a 2.45%o
en x* =0.5 par la méthode de Ritz (M.V.R) et a 0.072 %o par le modéle numérique. Les
¢carts relatifs du déphasage ne cessent de diminuer pour les deux modéles, qui sont de 1’ordre

de 1 %o par la méthode de Ritz (M.V.R) et de I’ordre de 0.2 %o par la méthode des volumes

finis.

Par ailleurs, dans le cas de grandes valeurs de a* (0.1 et 8.5.10%), les écarts relatifs de

I’amplitude sont moins importants (de 1’ordre 0.11%o pour le modele numérique et de I’ordre

0,6%0 pour le modéle (M.V.R) en x" =0.5 et a* =8.5.10"). En résumé, le modéle

numérique (F.V.M) et le modéle (M.V.R) fournissent des résultats trés satisfaisants.
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Tableau. 5. 8a :

Amplitude de la température axiale pour a* =8.5.107 .

x" 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
MV.R1| 09760286 | 0,8556607 | 0,7188644 | 0,5982981 | 0,4969871 | 0,4126545 | 0,3426099
2 0,405 0,938 1,379 1,811 2,245 2,734 3,223
FVM 1| 0,9764260 | 0,8564620 | 0,7198905 | 0,5994229 | 0,4981413 | 0,4138174 | 0,3437454
2 0,002 0,002 0,045 0,065 0,072 0,076 0,079
Exact 1 | 0,9764244 | 0,8564641 | 0,7198575 | 0,5993838 | 0,4981053 | 0,4137859 | 0,3437180
Tableau. 5. 8b : Déphasage de la température axiale poura™® = 8.5.107.
x" 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
MV.R3 | 1,195145 | 4,195967 | 7,321326 | 10,33753 | 13,30040 | 16,24630 | 19,18709
4 1,21 1,27 1,24 1,25 1,25 1,20 1,16
FVM 3| 1,196958 | 4,198737 | 7,326901 | 10,34636 | 13,31245 | 16,26062 | 19,20365
4 0,309 0,614 0,486 0,397 0,349 0,323 0,307
Exact 3| 1,196588 | 4,201318 | 7,330466 | 10,35047 | 13,31711 | 16,265882 | 19,209548
Tableau. 5. 9a : Amplitude de la température axiale pour a* = 8.5.1072.
x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
MV.RI1| 09970520 0,9739503| 0,9357691| 0,8923224| 0,8482047| 0,8052222 | 0,7640297
2 0,122 0,258 0,389 0,514 0,64 0,78 0,921
FVM 1| 09971380 0,9741375| 0,9360552| 0,8926928| 0,8486481| 0,8057411 | 0,7646142
2 0,036 0,066 0,083 0,099 0,117 0,136 0,156
Exac 1| 0997174 | 0,9742018| 0,9361333| 0,8927820| 0,8487480| 0,8058512 | 0,7647342
Tableau. 5. 95 : Déphasage de la température axiale pour a* = 8.5. 1072.
X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
MV.R3| 1,037468 | 4,627673 | 9,615825 | 1505765 | 20,64086 | 26,26799 | 31,90687
4 9,27 441 3,36 2,996 2,808 2,635 2,522
FVM 3| 1,048665 | 4,647820 | 9,645988 | 15,09919 | 20,69426 | 26,33183 31,98122
4| 1422 0,081 0,241 0,245 0,228 0,211 0,197
Exact 3| 1,047175 | 4,6481989 | 9,6483171 | 15,102899 | 20,698997 | 26,337400 | 31,9875511
Tableau. 5. 10a : Amplitude de la température axiale pour a* =0.1.
X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
M.V.R 1 | 0,9976806 | 0,9800263 | 0,9504400 | 0,9162844 | 0,8811256 | 0,8464240 | 0,8127480
2 0,234 0,46 0,696 0,93 1,165 1,41 1,654
FVM 1 09978572 | 0,9804054 | 0,9510168 | 0,9170383 | 0,8820388 | 0,8474897 | 0,8139507
2 0,057 0,073 0,089 0,108 0,129 0,152 0,177
Exac 1| 09979142 | 0,9804774 | 0,9511020 | 0,9171378 | 0,8821529 | 0,8476191 | 0,8140951
Tableau. 5. 10b : Déphasage de la température axiale pour a* =0.1.
x" 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
MV.R3 | 09779622 | 4,237641 | 8793728 | 13,79205 | 1893688 | 24,13091 | 29,34001
4| 10,529 4,718 3,454 3,018 2,806 2,621 2,502
FVM 3| 0,9899095 | 4,257785 | 88230990 | 13,83208 | 18,98814 | 24,19216 | 29,41134
4 1,558 0,012 0,126 0,124 0,107 0,090 0,077
Exact 3 | 0,9883689 | 4,2577326 | 88242132 | 13,833804 | 1899018 | 24,194342 | 29,413605

1,2 : Amplitude et écart relatif (%o) de la température axiale.

3,4: Déphasage (degré) et écart relatif (%o) de la température axiale.
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5.8.Résultats et commentaires :

La réponse thermique du systéme est fonction de cinq paramétres (J,y,r, ,
Bi et ). L’influence de ’'un d’entre eux dépend fortement de la valeur des quatre autres,

aussi avons-nous choisi d’illustrer le comportement du systeme en procédant a un balayage

sur I’'un des parametres en fixant les autres.

Le rapport des capacités thermiques (1’aire / styrofaom) choisi est celui utilisé par Li et

Kakag [19], pour lequela® =8.5.107. Les figures (5.8), (5.9), (5.10) et (5.11) représentent,
les variations d’amplitude et du déphasage de la température axiale le long d’un conduit de
géométrie cylindrique (ou a deux plans paralléles) pour des fréquences d’entrée différentes.
Le profil de vitesse est considéré établi parabolique. Ces résultats montrent que le déphasage
varie linéairement suivant 1’axe du conduit et il est d’autant plus important que la fréquence
d’entrée est grande. Les amplitudes suivent une loi exponentielle, elles sont d’autant plus

importantes que la période est grande (petite fréquence).

A, (x+, 0)
A, (x+, 0)

om T T T

om 0.40 [af=1] 120 14
+ +
X x
Fig. 5. 8 : Variations d’amplitude le long de I’axe Fig. 5.9 : Variations d’amplitude le long de ’axe
d’un conduit a deux plaques paralleles pour d’un tube cylindrique pour différentes fréquences
différentes fréquences d’entrée (Bi.,=0 et d’entrée (Bigy=0 et a* =8.5.107)
at =85.107)
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Fig. 5. 10 : Variations de déphasage le long de
I’axe d’un conduit a deux plaques paralléles pour
différentes fréquences d’entrée (Bi.=0 et

at =85.107)
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Fig. 5. 12 : Variations d’amplitude et de déphasage le
long de I’axe d’un conduit a deux plaques paralléles

pour différentes valeurs de @™ (6 =0.let Bi,, =0.)

@. (x",0) en degré
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Fig. 5. 11 : Variations de déphasage le long de
I’axe d’un tube cylindrique pour différentes
fréquences d’entrée (Bie=0 eta™ =8.5.107)
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Fig. 5. 13 : Variations d’amplitude et de déphasage le
long de I’axe d’un tube cylindrique pour différentes

valeurs de a* (5 =0.1et Bi,, =0.)

@.(x",0) en degré
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Les figures (5.12) et (5.13) montrent I’effet des capacités thermiques (fluide/solide)

sur les amplitudes et les déphasages de la température axiale, pour une fréquence d’entrée

0=0.1 et Bi,, =0. On remarque que le comportement de la température axiale est semblable

a celui enregistré dans le chapitre 2, pour le cas des températures de mélange et inter faciale.

Notons que I’amortissement est d’autant plus important que le rapport a* est trés faible.

Les figures (5.14) et (5.15) illustrent les variations de I’amplitude et du déphasage de

la température axiale pour différentes valeurs du paramétre 3, aveca® =8.5.107, §=0.1et

Bi,, =0. Notons que les amplitudes marquent des amortissements de plus en plus rapides

que . devient trés petit (épaisseur du conduit trés petite). Les résultats pour un écoulement

uniforme, montrent un décalage avec ceux d’un écoulement parabolique.

%, —— Amplitude
M, - - - - Déphasage

—A— Uniforme o
— Parabolique ‘

de I’axe d’un tube cylindrique pour différents
B (a*=85107, Bi =0.et5=0.1)

— iaam

— imom

@.(x",0) en degré

Fig. 5. 14 : Variations d’amplitude et de déphasage le long
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Fig. 5. 15 : Variations d’amplitude et de déphasage le
long de I’axe d’un conduit a deux plaques paralléles

pour différents 3, (a* =8.5.107, Bi_, =0et5=0.1)

Nous avons représenté sur les figure (5.16), (5.17) et (5.18) les profils transversaux de

I’amplitude et du déphasage de la température du fluide en différentes positions x*, pour

B.=0.1,5=10", Bi =0, r, =1.5 et y =25 . Notons que du point de vue thermique, ces

profils marquent des stabilités trés rapide dés I’entrée du conduit, cette stabilité se caractérise

par une longueur x* = L, connue comme longueur d’établissement thermique.
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De point de vue dynamique, dans la figure (5.16) nous montrons la comparaisons entres les

deux profils de vitesse. Notons que le gradient transversal est autant plus important pour un

¢coulement piston que pour un écoulement parabolique. Par ailleurs, dans les figures (5.17) et

(5.18), on remarque que ce gradient transversal est moins important dans le cas de deux

plaques paralleles que dans un tube cylindrique.
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Fig. 5. 16 : Profil transversal (amplitude déphasage) d’un conduit a deux plaques paralléles.
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Fig. 5. 17 : Profil transversal (amplitude) dans le cas

d’un écoulement parabolique pour différents x* .
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CHAPITRE 6 :

Etude analytique du mod¢le quasi-stationnaire.

6.1.Introduction :

Le fonctionnement instationnaire des équipements thermiques est souvent simulé par
des modeles simplifiés faisant intervenir des corrélations d’origine expérimentale, valables en
régime permanent de fonctionnement. L’intérét de ces modeles est de simplifier la résolution
analytique du probléme. A travers notre recherche bibliographique, nous avons montré que
I’utilisation de ces modeles pour la modélisation des transferts thermo-convectifs en régime

laminaire instationnaire ne peut se faire que par précautions [2-3, 13].

Le coefficient d’échange 4 tiré des corrélations expérimentales dépend de :
e La nature du régime d’écoulement (laminaire ou turbulent).

e La géométrie du canal (plane, cylindrique ou autre).

e La nature du fluide considéré (eau, gaz, liquide métal, etc.).

e Les conditions thermiques aux parois (flux constant, température constante, etc.).

Reprenons le cas d’un régime périodique établi, I’évolution des températures est
donnée par :

T —T, =T sin(wt—4¢). (6.1)

Le flux pariétal s’écrit :

®, =0, sin(a)t - ¢'), (6.2)

d’ou I’expression du coefficient d’échange qui est une fonction du temps:

(Dw ¢0
h=—"w _ 70 . 6.3
T flet) (6.3)

On propose donc, dans ce qui suit, d’envisager la possibilité d’extension de ce concept

classique de coefficient d’échange (modele quasi-stationnaire) pour le cas d’un écoulement

fluide laminaire dans un conduit (cylindrique ou plan) avec un régime périodique établi.
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6.2.Mod¢éle quasi-stationnaire du probléme de Graetz en régime périodique:

La non disponibilité de corrélations empiriques, pour les problémes conjugués, est la
raison majeure pour laquelle nous allons présenter dans cette partie les résultats relatifs au

probléme de Graetz classique (sans paroi) en utilisant un coefficient d’échange 4.

Le probleme a résoudre est donc celui d’un écoulement fluide laminaire dans un
conduit (tube cylindrique ou deux plans paralléles) dont les parois (sans €paisseur) sont
maintenues a une température constante, et I’entrée du conduit est abordée par un fluide en

régime thermique périodique (cf. Fig.6.1).

I"j ZZ ]Rl
e L e —

0 X

Fig.6.1 : Probléme de Graetz.

6.2.1.Mise en équations et résolution:

Le mode¢le quasi-stationnaire du probléme de Graetz en régime périodique, tel est

décrit ci-dessus, s’obtient simplement par la résolution du systéme ci-dessous :

R, (0T, _oT
moy m"N\=h (T =T , >0’l‘>0 6.4
pm+1( ot ! axj mt(m M) g (6.44)
T (0,t)=T, +ATsin(wt), t>0 (6.4b)

avec m=0 pour un conduit a deux plaques parall¢les et m=1 pour un tube cylindrique.

h,

nt

: représente le coefficient d’échange convectif interne.

T, :représente la température moyenne de fluide, elle est donnée par :
Ry
Iu(r)T(x,r,t)r'"dr
T, (x,t)="2 : (6.5)

Ry

Iu(r)r’”dr
0
En introduisant les variables adimensionnelles et les températures complexes, nous

obtiendrons I’équation différentielle de premier ordre suivante :

00, +[i5+MX—)}§ =0, x>0 (6.6)

m

ax+ 2 2-2m -
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dont la solution est immédiate, elle s’écrit:

67,” (x+ ) =exp| — J]‘,u(x* )clx+ , (6.7)
0
avec : ,u(x*): i5+]\;Lf’:). (6.8)

La solution finale du probléme est donnée par :

0,(x", t')=4,(x") sin(s -4, (x")). (6.9)

6.2.2.Résultats et validation du modele simplifié:

Les figures (6.2) et (6.3) représentent respectivement, pour les deux configurations
géométriques, I’évolution des amplitudes et des déphasages de la température moyenne de
fluide, en utilisant le modele quasi-stationnaire (6.9). Les fréquences du signal thermique
varient de 6 =0.001 jusqu’a 0 =0.1, et les corrélations ici utilisées sont extraites de la

référence [1].

. —— Tube cylindrique nm = 5=0.1
1% ---- Deux plans paralléles | 0=0.01
0 =0.001

2 —

‘%)0 e —
<=

= N
V)
)

& +m —
§

2m —

] om T T T T T T T |
180 om 0.0 0=0 1.3 1:

Fig. 6. 2 : Variation de I’amplitude de la température Fig. 6. 3 : Variations du déphasage de la température
moyenne de fluide le long d’un conduit (cylindrique =~ moyenne de fluide le long d’un conduit (cylindrique /
/ deux plans paralléles) pour différentes fréquences deux plans paralléles) pour différentes fréquences

Ces figures révélent que pour un tube cylindrique les atténuations de 1’amplitude sont
plus rapides que celles d’un conduit a deux plaques paralleles (cf. Fig.6.2). La fréquence
d’entrée n’a quasiment pas d’influence remarquable sur les amplitudes. D’un autre co6té, pour

les basses fréquences (0 =0.001), le déphasage de la température moyenne de fluide est
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quasiment nul (cf. Fig.6.3) et le probléme a résoudre devient donc, celui du régime
permanent. Cela peut s’expliquer par le parametre ,u(x*)(cf. Eq. 6.8), d’ou on peut écrire :

lim z(x* )= ;f’;‘m (6.10)

50

Notons également, que I’amplitude et le déphasage s’écrivent respectivement :

+

Am = exp| — J. (6.11)
O

b, (x")=6x". (6.12)
Soulignons a partir de ces expressions, 1’évolution exponentielle de I’amplitude et

linéaire du déphasage en fonction de la fréquence d’entrée.

Dans un but de comparaison, nous allons examiner, si le modéle simplifié (MS) peut
approcher, en régime laminaire, le mode¢le analytique complet et étudier un éventuel

rapprochement en fonction de la fréquence d’entrée.

Nous présentons dans les figures (6.4) et (6.5) les amplitudes et les déphasages
obtenus par le modele quasi-stationnaire (MS) et le modéle analytique variationnel (M.V.R),
(cf. Annexe 1. Eq. A.1.16), pour des fréquences d’entrée différentes dans le cas de deux

plaques parall¢les.

1| nm —
o= —| 2m —
Y
o —| bko sm —|
Q
n S
. =
\g 5 4
~ i
=
0.40 — \g +m —
=
0 — z2m —
om T T T T T T T | om
om 0.0 o= 1 18 om

Fig. 6. 4 : Variation de ’amplitude le long d’un conduit Fig. 6. 5 : Variations du déphasage le long d’un conduit
a deux plans paralléles pour différentes fréquences a deux plans paralléles pour différentes fréquences
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On remarque que les déphasages obtenus par les deux modeles (MS et M.V.R) se

rapprochent de plus en plus que la fréquence d’entrée diminue (cf. Fig.6.5). La figure (6.4)

montre que les amplitudes obtenues par les deux mod¢les sont identiques.

Nous présentons dans les tableaux (6.1) et (6.2) respectivement, les écarts des

amplitudes et des déphasages entre les deux modeles.

Tableau. 6. 1 : Variations des écarts de I’amplitude (M.V.R — MS) pour différentes fréquences.

* 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
o
0.1 1.08261E-02 | 8.23277E-03| 5.48822E-03| 3.35771E-03 | 1.78659E-03 | 6.53714E-04
0.01 1.41985E-02 | 1.35273E-02| 1.19095E-02| 1.03517E-02 | 8.96132E-03 | 7.73769E-03
0.001 | 1.35212E-02 | 1.24053E-02| 1.05161E-02| 8.81389E-03 | 7.36991E-03 | 6.15689E-03

Tableau. 6. 2 : Variations des écarts du déphasage (M.V.R — MS) pour différentes fréquences.

x" 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
o
0.1 0.10817 0.24533 0.38239 0.51943 0.65645 0.79348
0.01 | 1.08255E-02 |2.45465E-02 |3.82591E-02 | 5.19688E-02 | 6.56777E-02 | 7.93866E-02
0.001 | 1.08204E-03 [2.45405E-03 |3.82509E-03 | 5.19579E-03 | 6.56643E-03 | 7.93705E-03

Notons que, pour une fréquence o = 0.001, les tableaux (6.1) et (6.2) montrent que les
¢écarts d’amplitude sont a mieux de 2%. Les déphasages enregistrent un écart de 1’ordre
8.E-03 degré en x =0.6. Pour les basses fréquences (5 =0.01et 0.001), les écarts de phase

diminuent de plus en plus qu’on est proche de I’entrée du conduit, et restent trés petits.
6.3.Probléme conjugué :

Nous présentons, dans cette section, le modele simplifié du probléme conjugué. Ainsi,
par la méme analyse utilisée dans la section précédente, nous allons étudier le rapprochement
avec le modéle variationnel M.V.R (cf. Chapitre 3) en fonction de la fréquence du signal

thermique a I’entrée du conduit.
6.3.1.Mise en équations :

Les hypotheses relatives au fluide et au solide (cf. Chapitre 2) restent les mémes. Ce

qui conduit a écrire, en adimensionnel, le systéme d’équations suivant :
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avecBi, =

k, (o6, 26
. m m—pn (g _0
Rl (m +1)( at+ + aer j 1nt( w|1 m)’

0,(0.")=sin(s "),

;e 00, 10 (wm aew}

ot r™mor' or"

00
- :1 :Biextew’

or

00
v —Bi (6,-6,),
8r+ lmt( w m)

h R,

int

S

l<r'<n,x">0,t >0

enr =r,,x >0, >0

enr"=1,x">0,t >0

(6.13a)

(6.13b)

(6.13¢)

(6.13d)

(6.13¢)

En introduisant, pour un régime périodique établi, les températures adimensionnelles

complexes:

0, ()c+ " ) -0, (x+ )exp(i5 t+)

0, (x+ Lt ) = gw (x+ N )exp(ié' t* ),

nous obtiendrons :

i5§m+60’” :_]Zl; (§W
ax+ 2 m

6 (0)=1

~ 2
L 9 r 29, —2i 22 §W =0,
r'"or’ or’* ry —1

- aHW = Biextgw 4
or’

00,

or’

Bi, (0,-7,).

m

ou le nombre de Nusselt est donné par :

Nu — 22—m hintRl .
kf
Ce qui permet d’écrire :
Biim = N—I;l_ .
y 27"
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x">0

l<r'<n,x" >0

enr’=r,,x >0

enr =1,x">0,

(6.14a)

(6.14b)

(6.15a)

(6.15b)

(6.15¢)

(6.15d)

(6.15¢)

(6.16a)

(6.16b)



6.3.2.Résolution du probléme :

La solution recherchée de 1’équation (6.15¢) est donnée sous la forme :

Pour m=0 :

gw(x*,r*):Acos( B:'F J+Bsin( ’E+Sr+1j.

r, —1

Pour m=1 :

0,(x".r)= AJO('E;—FJ + BYO([{S—FJ,

r, —

avec /?Y :ﬂx(l—i)

(6.17a)

(6.17h)

Les expressions de 4 et B sont déterminées par les conditions aux limites (6.15d) et

(6.15e), d’ou la solution particulicre:
g, (x+ " ) -0, ()c+ ) ‘P(r+ )

La fonction ¥ (r*) est donnée comme ci-dessous :

Pour m=0 :
‘I’(r*):R(Bzim,,HY cos ﬂjr +£sm ’Bjr ,
‘ r, =1 F v, —
avec G = +ﬂ* sm[ ,6}1*2 -Bi,, cos( ’Bj - J
r, —1 r, —1 v, —
F = Jrﬂ‘ cos ,H:rz + Bi,, sin ﬂjrz
r, —1 r, —1 r, =1
R(Bi,.f,)= e

Pour m=1:
r’ G (Br
Yi\r*)=R(Bi_, J, | = +—=Y,| = ,
( ) ( nt IBS 0(7/;._1} F 0(}’2+—1]:|
avec : G = Jrﬂs J, ﬂ+sr2 BiJ, 'bjfrz
r, =1 \r, =1 : =1
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(6.18)

(6.19a)

(6.195)

(6.19¢)

(6.19d)

(6.20a)

(6.20b)



F:BimY{ﬂjrz J— ﬁ Y{ﬂs’"z J (6.20c)

= — - int _ — . (6.20d)
ol e lda) o)
ry = r,=1) F r, -1 r,=1) F "\r, -1

L’implémentation de I’expression (6.18) dans I’équation (6.15a) conduit a écrire:

06, +[i5+f—f(1—\y(1))}§m _o. 621)
ox”* 25

L’intégration de cette équation, en tenant compte de la condition (6.150), conduit a la

distribution de la température dans le fluide, qui s’écrit sous la forme :
gm (x*): exp{— J‘,u(x*)dxil, (6.22)
0
N . Nu
avec : u(x")=is + S (1= ¥(1)). (6.23)

6.3.3.Etude des cas limites :
¢  Flux nul et température imposée a la paroi :

Le coefficient d’échange externe £, caractérise les pertes par convection vers

I’extérieur, la condition (6.13d) peut se ramener a une condition de flux nul, si ces pertes sont

minimisées par calorifugeage de la paroi externe (/4,, =0). Le rapport des fonctions %

ext

contenu dans la fonction ‘P(r*) devient alors:

Pour m=0 :

O | B2 |, (6.24 a)
F ry —1

Pour m=1:

Ji ( /. r;J
G__\n7) (6.24b)

r, —1

81



La condition de température imposée correspond a une conductivité thermique tres

petite de la paroi du conduit. Nous donnons, pour les deux configurations géométriques, les

. G
expressions du rapport = :

Pour m=0 :
G ol B2 | (6.24¢)
F r, —1
Pour m=1 :
JO IBJrs 7"2+
G r 1 (6.24d)
7 . .

e Paroi mince et/ou capacité thermique du conduit trés importante :

Pour une épaisseur mince et capacité thermique de la paroi trés importante (c’est le cas

traités par les auteurs évoqués dans le chapitre 1), la fonction ,u(x*) devient :

Pour m=0 :
+ . Nu ﬁsz (1_r2+)+Biext(r2+ _1)2 +ﬁszBiextr2+
=S+ . 6.25
ul) 0Ty B2 )+ Bi,(ry —1] + F2Biry +Bi(ry ~1) (025

i, devient

ext

Si de plus la paroi est isolée de 1’extérieur ( Bi,, = 0), I’expression ,E’SZB

négligeable devant les autres termes de (6.25a). La fonction ,u(x+) s’écrit alors :

"2
N w%—7@1
ulxt)=is+ =2 | (6.25b)
e Nu
L e
r, =1 4
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Pour m=1 :

ESZ (1 - I”2+ Xl + I"2+ )+ 2Biext (I’2+ — 1)2 I’2+ + EszBiextr; ln(ﬁfr;J
ry -

u(x*)zi& + Nu

Bolmr Yot ) 2Bi (1) + F2Bi e l(ﬁ] v 280t —1)

r, —

N
~ r

. . + . _ ) : 2n: + s 2

Pour une paroi mince 7, =1, sachant que £1_r)r(}xlnx—0, I’expression B Bi, 1, ln[r+ "
-

l
~—

devient négligeable devant les autres termes de (6.26a) et la fonction ,u(x+> s’écrit :

D2
yBi,, — 7?81
plx*)=i5+ Nu EZ 2~ v (6.26b)
Wiy, —y o+ 0
r, -1 2

6.3.4.Résultats et commentaires :

Pour le probléme conjugué, nous utilisons la méme configuration que Li et Kakag

[19], a savoir le couple de matériaux utilisé est (styrofoam-air). Ce qui correspond a

y = % , le rapport des capacités thermiques est donné par a* =8.5.107 et I’épaisseur de la

. e \ +
paroi est égalea r, =4.

Dans le modéle quasi-stationnaire (MS) développé ici, nous utilisons des corrélations
précises a +2.5% largement utilisées dans la littérature [41]. Pour le mode¢le variationnel
(M.V.R), nous utilisons les résultats obtenus dans le chapitre 3, avec un écoulement fluide

parabolique.

Un balayage en fréquences du signal thermique d’entrée o entre les valeurs 0.1 et

0.001 est examiné. Les résultats sont relevés sur les figures (6.6), (6.7), (6.8) et (6.9).

Dans les figures (6.6) et (6.7) nous présentons les variations de I’amplitude de la
température moyenne de fluide et le rapport entre les deux modéles (MS) et (M.V.R) pour les
deux géométries du conduit. Ces figures révelent que le rapprochement des deux modéles est
net lorsque la fréquence d’entrée est trés petite (0 =0.001). Contrairement dans le cas des

grandes fréquences (0 = 0.1), les écarts entre les deux modeles est plus important.
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Fig. 6. 6 : Comparaison des modeéles (M.V.R) et Fig. 6. 7 : Comparaison des modéles (M.V.R) et
(MS), amplitude de la température moyenne de (MS), amplitude de la température moyenne de fluide
fluide et rapport MS/M.V.R, pour différentes et rapport MS/M.V.R, pour différentes fréquences
fréquences d’entrée dans un conduit a deux plaques d’entrée dans un tube cylindrique
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Fig. 6. 8 : Comparaison des modeles (M.V.R) et Fig. 6. 9 : Comparaison des modeles (M.V.R) et (MS),
(MS), évolution du déphasage de la température évolution du déphasage de la température moyenne de

moyenne de fluide et écarts entre les deux modéles, fluide, et écarts entre les deux modéles, pour

pour différentes fréquences d’entrée dans un différentes fréquences d’entrée dans un tube
conduit a deux plaques parall¢les cylindrique
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Dans les figures (6.8) et (6.9), nous présentons les variations du déphasage et les écarts
entre les deux modeles pour les deux formes géométriques du conduit. On remarque que, pour
0 =0.1, les écarts de phase entre les deux modeles sont plus importants. Par ailleurs, pour des

basses fréquences, ces écarts sont minimisés voir pratiquement nuls lorsque o = 0.001.

En définitive, nous concluons que le modéle quasi-stationnaire ne peut approcher
correctement, dans le cas d’un régime d’écoulement laminaire, le modele variationnel M.V.R

que si la fréquence d’entrée est tres petite, ce qui correspond au régime quasi-permanent.
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CHAPITRE 7 :

Application : Stockage d’énergie dans un régénérateur a plaques.

Nous avons modélisé, dans les chapitres précédents, le probléeme de convection forcée
en régime périodique et analysé I’influence de certains parameétres physiques et géométriques
sur la réponse du systeme. Certes que les résultats obtenus couvrent une large plage de
conditions opératoires, mais n’ont lieu que pour des raisons théoriques (étude et validation des
modeles utilisés). Dans ce chapitre, une application proche de la réalit¢ industrielle est

réalisée.
Nous avons choisi le cas des régénérateurs de chaleurs dont le fonctionnement
s’apparente directement aux situations étudiées (régime thermique périodique).

7.1.Position du probléme :

Parmi les configurations possibles d’une unité de stockage par chaleur sensible
(régénérateur), nous retiendrons le schéma le plus ¢lémentaire, a savoir un module constitué
de plaques solides de forme rectangulaire, balayées par un fluide caloporteur circulant a sens

unique (cf. Fig.7.1).

Fig. 7. 1 : Unité de stockage. Fig. 7. 2 : Module de stockage.

Dans le module présenté, nous supposerons que toutes les plaques sont identiques
ainsi que les canaux aménagés entre plaques successives. Cette configuration classique

permet par symétrie de réduire le probleéme a celui d’une demi plaque d’épaisseur /¢, isolée sur
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une face et balayée sur 1’autre par un fluide dont la température d’entrée varie périodiquement
avec le temps (cf. Fig.7.2). Cette situation pratique correspond a un nombre de Biot nul

(Bi,, =0.).

En 1’état actuel, nous retiendrons les conditions de travail utilisées autre fois dans les

références [39-42], ou les matériaux utilisées sont donnés par la table (7.1) ci-dessous :

Tableau. 7. 1 : Caractéristiques thermo-physiques.

Alumine | brique Air (300°C) | Santotherm55 (300°C)

k(Wm' K") 9.83 0.66 4.29 107 0.1104
pC (Jm* K 3.3210° | 1.42810° | 624 2.072 10°

En fixant la période du signal thermique d’entrée a 7 =244 et ’espacement entre
plaques /', le probléme consiste donc a définir la géométrie du systéme conduisant a un

stockage optimal et un filtrage meilleur de la température du fluide en sortie.

7.2.Fonction de transfert :

A partir des modeles développés précédemment (cf. chapitres 3 et 6), on peut écrire la

distribution de la température moyenne de fluide sous la forme asymptotique :

§m (x*): exp(— y.x*). (7.1)

On appel fonction de transfert ’expression :

exp(— ux’ ), (7.2)
le parametre complexe i peut s’écrire sous la forme :

u=n+i& (7.3)
d’ou :

gm (x+ ) = exp(— " )exp(— i&” ) (7.4)

Ce qui confirme un amortissement exponentiel en x* pour I’amplitude et un

déphasage linéaire. On définit alors I’amortissement par

¥ = exp(— nx*) (7.5a)
et le déphasage par
@, =& (7.5b)
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7.3.Bilan énergétique et fonction de stockage :

Le flux thermique pariétal a un comportement trés semblable a celui de la température
(oscillatoire). En fait, le stockage s’effectue pendant une demi période, lorsque le flux est
positif, pendant la deuxiéme demi-période c’est le phénoméne inverse qui se produit
(déstockage).

L’énergie stockée W s’obtient simplement par I’intégration du flux total transmis au
deux plaques sur une demi période.

W, = [0l )ar . (7.6)

W_ s’exprime aussi en fonction de 1’énergie interne des plaques £, , elle est égale a la

variation maximale de celle-ci, c'est-a-dire au double de son amplitude.

w,=2|E,|, (7.7)
1 x
avec : E, = L, [ j 2(pC), 8, dx*dy* . (7.8)
00
Nous obtenons (pour le modele complet) :
W, = 2117'1Cfb+ tanh( )ZB cos )[l—exp(— Hus )} . (7.9)
2. A,

Soit (pour le modéle simplifié) :

R\Bi ., Bi Br 5
w, =2£n'1cj-b+‘ ( Lext> P lint > 72 "B“)l}in{—ﬂsr2 j—sin{ P, J—

T 'BS + +

r, —1
tan(—'gsr; ] (cos{—ﬁsr; J—cos[ pri B] {1—exp( HeX; )} . (7.10)
r =1 r -1 r -1 7

On se rapportant a la quantit¢ H, = ;mC » ’énergie maximale transportée par le

fluide a I’entrée du canal pendant une demi période. Nous appellerons fonction du stockage la

quantité :

f :V%m, (7.11)

Une ¢tude détaillée sur la fonction de stockage est fournie dans la référence [42].
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7.4.Etude et discussion des résultats :
7.4.1. Filtrage :

Les résultats présentés dans cette partie sont tirés des essais effectués pour un nombre
de Reynolds Re = 200 pour le Santotherm55 et Re=2000 pour l’air, pour un régime

d’écoulement parabolique.
a.Etude de ’amortissement :

La figure (7.3) présente 1’influence des capacités thermiques du fluide et de la paroi du
conduit sur la fonction 77 pour un écartement entre plaques ¢’ =107 m.
Pour quatre systémes (fluide/solide) différents, nous avons présenté 1’amortissement 7
a partir du :
e Modele variationnel par la méthode de Ritz, M.V.R (avec conduction).
e Modg¢le variationnel par la méthode de Ritz, M.V.R (sans conduction).

e Mode¢le simplifi¢ (M.S) ou le nombre du Nusselt utilisé est Nu=8.24.

= :
= !
.2 J1 -
9 .
g — M.V.R (avec conduction)
e I M.V.R (sans conduction)
| — — Quasi-stationnaire
140 —
" Air/ alumine
1 — Air/ brigue ~ —— Santotherm55/brique
R LA L L L L
om 0.3, 0.4a 0= o=0 1
L (m)

Fig. 7.3 : Fonction 1 (£' =102 m).
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Amortissement

On remarque que les résultats obtenus avec les trois modeles sont pratiquement

confondus pour des faibles épaisseurs de plaque ¢ (pour des faibles £, ). Par ailleurs, pour des

grandes épaisseurs de plaque, le modele utilisant ’hypothese d’isothermicité M.V.R (sans
conduction) s’éloigne du modele quasi-stationnaire (M.S) et du modéle M.V.R (avec

conduction) qui marquent des extremums pour une €paisseur bien définie/,, . Autrement dit,
Iefficacité du systéme est atteinte a partir de cette épaisseur (£, ) et I’effet de la conduction

dans les plaques n’est plus négligeable pour des épaisseurs tres grandes.

D’un autre c6té, on remarque que la fonction 7 est importante pour I’air que pour le

Santotherm55, et moins importante pour un conduit en brique qu’un conduit en alumine.
e Influence de la surface d’échange :

En fixant la section d’écoulement (du conduit) la surface d’échange n’est fonction que

de la longueur du conduit (L).

Les figures (7.4) et (7.5) montrent que I’augmentation de la longueur du conduit (L)

augmente la qualité du filtrage.

— M.V.R (avec conduction)
_____ M.V.R (Sans conduction)

— — Quasi-stationnaire

—— M.V.R (avec conduction)
————— M.V.R (sans conduction) 1.00 —
— — Quasi-stationnaire

] a R, =200
' -2
0.80 —| R, =2000 0.80 —| ¢ =10"m
, '=10"m i L(m) =16
| =
0,60 — g os0—
| g
i L (m)=1.6 @ i
| 5
0.40 — | g 040 —|
<
020 —| 020 —|
0.00 0.00 I : i “""‘”‘”*‘ ****** ‘

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
(m) ¢ (m)
Fig. 7. 4 : Fonction d’amortissement Fig. 7. 5 : Fonction d’amortissement
(air/alumine). (santotherm55/alumine)

90



Amortissement y

¢ Influence de I’écartement entre plaques A

Les figures (7.6) et (7.7) montrent que la diminution de I’espacement entre plaques

améliore le filtrage. Pour compléter les figures précédentes, nous présentons dans les tableaux

(7.2), (7.3), (7.4) et (7.5) les résultats d’optimisation pour différentes configurations.

Nous désignons par y,, I’amortissement maximal correspondant a un systéme donné et

par !, I’épaisseur optimale des plaques.

On remarque que le filtrage est nettement amélioré pour un écoulement piston qu’un

¢coulement parabolique. Ajoutons que le modele simplifi¢ dans cette situation (7 = 244 )

permet un rapprochement considérable de la solution analytique.

—— M.V.R (avec conduction)
----MS

102 ¢'(m)=2.

______________________________

0= —

0.0 oz o3
L (m)
Fig. 7. 6 : Fonction d’amortissement ¥,
(santotherm55/alumine).

6.4m

91
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——M.V.R (avec conduction)
----MS

102 ¢'(m)=2.

Fig. 7. 7 : Fonction d’amortissement 7y
(air/alumine).

L=1.6m

6.4m



Tableau. 7. 2 : Amortissement optimal du systéme (santotherm55/alumine).

Santotherm55/alumine
L(m) 1.6 6.4
1070 (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M. V.R (avec conduction) Xm 0.53024 0.64103 0.74555 8.27528E-02 0.19019 0.37237
vitesse parabolique Copr (m) | 03175 0.267 0.2215 0.3105 0.2565 0.2045
M.V.R (avec conduction) Fm 0.47633 0.55646 0.65016 5.67312E-02 0.12484 0.26675
vitesse uniforme Co(m) | 0341 0.291 0.246 0.331 0.276 0.221
Modéle simplifié Xm 0.53911 0.65979 0.78424 8.44735E-02 0.1895 0.37827
Vi opt (m) 0.323 0.271 0221 0.323 02715 0221
Tableau. 7. 3 : Amortissement optimal du systéme (santotherm55/brique).
Santotherm55/brique
L(m) 1.6 6.4
1020 (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) Xm 0.85949 0.86416 0.87395 0.54603 0.55989 0.59602
vitesse parabolique [, o (m) | 01645 0.154 0.14 0.164 0.152 0.133
M.V.R (avec conduction) Xm 0.85842 0.86053 0.865 0.54358 0.55197 0.57514
vitesse uniforme Co () | 0171 0.161 0.156 0.166 0.161 0.146
Modéle simplifié Xm 0.86069 0.86807 0.88545 0.54878 0.56782 0.61468
fopt (m) 0.164 0.154 0.138 0.164 0.154 0.1385
Tableau. 7. 4 : Amortissement optimal du systéme (air/alumine).
Air/alumine
L(m) 1.6 6.4
1070 (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) Xm 0.22651 0.42391 0.61319 3.0515E-03 3.9575E-02 0.17838
vitesse parabolique o (m) | 0241 | 01975 | 01615 0.236 0.191 0.154
M.V.R (avec conduction) Im 0.14724 0.30712 0.48537 6.5901E-04 1.4535E-02 | 9.7652E-02
vitesse uniforme (Upt (m) 0.251 0.206 0.171 0.246 0.196 0.156
Modeéle simplifié Xm 0.2237 0.43036 0.64135 2.50402E-03 | 3.4303E-02 0.1692
gop[ (m) 0.2525 0.2045 0.164 0.2525 0.2045 0.1635
Tableau. 7. 5 : Amortissement optimal du systéme (air/brique).
Air/brique
L(m) 1.6 6.4
1070 (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) Xm 0.55119 0.6101 0.69741 9.2993E-02 0.14361 0.26257
vitesse parabolique [ e (m) | 0148 0.1305 0.1125 0.147 0.1275 0.107
M.V.R (avec conduction) Im 0.53289 0.56596 0.62419 8.1841E-02 0.11048 0.18885
vitesse uniforme ({)pt (m) 0.156 0.141 0.121 0.156 0.136 0.111
Modéle simplifié Xm 0.55613 0.61872 0.71628 9.5659E-02 0.14654 0.26324
[/Op[ (m) 0.1485 0.1315 0.111 0.1485 0.1315 0.111
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b.Etude du déphasage :

Sur la figure (7.8), nous avons représenté la fonction de déphasage ¢, en fonction de
I’épaisseur de plaque ¢ pour le systeéme (santotherm55/alumine), pour deux valeurs de L et
des écartements entre plaques différents. On remarque que le déphasage passe par un
maximum ¢, en général un peu plus élevé pour le modéle M.V.R (avec conduction) que pour
le modele simplifi¢ (M.S).

D’une autre manicre, nous représentons dans les tableaux (7.6), (7.7), (7.8) et (7.9), les
valeurs maximales enregistrées pour le déphasage a la sortie du conduit et les épaisseurs des
plaques correspondantes. Notons que I’épaisseur optimale 7, des plaques correspondante au

déphasage maximal est inférieure a celle enregistrée pour I’amortissement (cf. tableau 7.2,
7.3,7.4¢et7.5).

1mm — —— M.V.R (avec conduction)
-—--MS

¢ m (xS+) en degreé

o0z g (m)I:IJ:I

Fig. 9. 8 : Fonction du déphasage ¢,
(santotherm55/alumine).
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Tableau. 7. 6 : Déphasage optimal du systéme (santotherm55/alumine).

Santotherm55/alumine
L(m) 16 6.4
10° 0" (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) B 27.72300 17.88978 13.05925 108.0056 67.12845 46.37863
vitesse parabolique [, e (m) | 01325 | 85E-02 | 5.3E-02 0.1285 7.66-02 | 3.95E-02
M.V.R (avec conduction) D 35.76533 26.28902 20.31820 134.9874 89.94653 63.51778
vitesse uniforme 0 opt (m) 0.161 0.111 8. 1E-02 0.156 0.101 6.1E-02
Modéle simplifie B 26.79835 16.83600 11.89491 107.1934 67.34401 47.57963
gopt (m) 0.135 8.35E-02 4.55E-02 0.135 8.35E-02 4.55E-02
Tableau. 7. 7 : Déphasage optimal du systéme (santotherm55/brique).
Santotherm55/brique
L(m) 1.6 6.4
1070 (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) b 10.30121 9.972846 10.13665 40.97893 39.15670 38.58585
vitesse parabolique I e () | 9302 | 825E-02 | 6.8E-02 | 9.25E-02 | 8.1E-02 | 6.I5E-02
M.V.R (avec conduction) P 10.88796 11.13978 12.19567 43.08957 43.00192 45.10684
vitesse uniforme o (m) | 96E-02 | 9.0E-02 | 8.1E-02 9.6E-02 | 8.6E-02 | 7.6E-02
Modéle simplifié b 10.19055 9.74608 9.767880 40.76219 38.98431 39.07152
Vi opt (m) 9.25E-02 8.15E-02 6.45E-02 9.25E-02 8.15E-02 6.45E-02
Tableau. 7. 8 : Déphasage optimal du systéme (air/alumine).
Air/alumine
L(m) 16 6.4
1070 (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) B 51.52407 27.30908 14.81073 201.6649 104.1164 53.27761
vitesse parabolique [ e () | 62502 | 34E-02 | 1.95E-02 | 6.0SE-02 | 3.5E-02 | 1.65E-02
M.V.R (avec conduction) i/ 71.89864 40.90046 24.19136 272.5506 145.1147 76.35210
vitesse uniforme Cope (m) | SIE-02 4.6E-02 2.6E-02 7.6E-02 4.1E-02 2.1E-02
Modele simplifié B 50.70751 26.12248 13.16959 202.8300 104.4899 52.67836
Vi opt (m) 6.8E-02 3.6E-02 1.8E-02 6.8E-02 3.6E-02 1.8E-02
Tableau. 7. 9 : Déphasage optimal du systéme (air/brique).
Air/brique
L(m) 1.6 6.4
10°0' (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
\M.V.R (avec conduction) B 30.76978 21.67752 13.53463 121.9214 84.18971 49.66439
vitesse parabolique [, e () | 76E-02 | S7SE-02 | 39E-02 | 7.35E-02 | 5.55E-02 | 3.45E-02
\M.V.R (avec conduction) /. 35.14465 27.71474 20.12951 138.0451 103.9985 67.31813
vitesse uniforme Copn (m) | 8-6E-02 7.1E-02 5.1E-02 8.11E-02 6.6E-02 4.6E-02
Modéle simplifié b 30.08042 20.71851 12.17672 120.3217 82.87404 48.70690
Vi opt (m) 7.6E-02 5.75E-02 3.65E-02 7.6E-02 5.75E-02 3.65E-02
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c.Etude comparative entre le modéle simplifié et le modele variationnel (M.V.R) :

Les résultats présentés précédemment ont ét€¢ obtenus pour une périodezr = 244, ou le
modele simplifi¢ (M.S) peut approcher le modele M.V.R (avec conduction) dans certaines
situations (faibles épaisseurs des plaques et/ou grandes longueurs du canal). Mais pour des
périodes inférieures, on ne sait pas si les deux modeles se rapprochent. En effet, nous utilisons
une configuration optimale du filtrage pour le systéme santotherm55/alumine avec /' = 1cm et
L=6.4m, les figures (7.9) et (7.10) montrent que le modéle simplifié ne peut approcher le
modele analytique que pour des périodes importantes, a savoir 7 = 624 pour le déphasage et a

7 = 20A pour I’amortissement.

am — — M.V.R (avec conduction)
1 =" MS T MVR (avec conduction) .
__ Vitesse parabolique PR S—7AY -

250 — . .
— Vitesse parabolique

— Vitesse uniforme. .-=""
i — Vitesse uniforme

iam —

2m —

Fonction n
&
]
Fonction § en degré
B
B
|

1M — ]

1 0" (m)= 107 «om —
0= —

T =20h T =62h

o ' 7 [ T | o L

om im zm 3m +m om 1m Zm 3m +mM

IZn By
Fig. 7. 9 : Fonction N pour le systéme Fig. 7. 10 : Fonction & pour le systéme
(santotherm55/alumine) (santotherm55/alumine)

7.4.2.Le stockage :

Nous avons représenté sur la figure (7.11) la fonction de stockage f,, dans le cas du
couple santotherm55/alumine et pour un nombre de Reynolds R, =200, qui correspond a un
nombre de Peclet P, =2402. Dans les mémes conditions que le filtrage (cf. Fig.7.6), nous

avons tracé ces courbes pour différentes surfaces d’échanges (L) et différents espacements

entre plaques (/).
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1m ] 10°0' (m)=0.5_
J /|2
o=n — > Il
) &
= ] ~
[=}
g oA — /\ 2J
2
Lg | 0.;
0.0 —
] >\o
om — ZJ
nm — T T T T T T T T 1
om 0. 0.0 o o= im

£ (m)

Fig. 7. 11 : Fonction de stockage f; (santotherm55/alumine)

On remarque que le stockage ( f,) est important pour une grande surface d’échange
(L) et petit espacement entre plaques (/). Pour une épaisseur de plaques (/,,), jugée

optimale, cette fonction passe par un maximum f, (pouvant dépasser 1).

En comparaison avec le filtrage optimal, on constate bien la distinction qui doit étre
faite entre les deux notions filtrage/stockage. Il ne reste donc, qu’a améliorer le filtrage en

méme temps que le stockage augmente.

Pour établir une étude comparative entre deux modules de stockage utilisant différents
fluides caloporteurs, on devrait choisir une méme quantité d’enthalpie a I’entrée du conduit
pour les deux systémes. En effet, si on utilise pour le premier module le santotherm55 avec un
nombre de Peclet P, = 2402, nous devrons choisir P, =6182 pour I’air. A cet égard, les
résultats des essais effectués dans ces conditions sont portés par les tableaux (7.10), (7.11),

(7.12) et (7.13), ot f

sm

représente la fonction de stockage optimal et £, 1’épaisseur optimale

des plaques.
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Tableau. 7. 10 : Stockage optimal du systéme (santotherm55/alumine).

Santotherm55/alumine.
L(m) 1.6 6.4
10° 0" (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) | f 055776 | 038076 | 0.22260 | 114048 | 0.94090 | 0.66220
vitesse parabolique === C 57 0138 | 8.25E-02 | 0.101 0104 | 6.95E-02
opt
M.V.R (avec conduction) f 0.61866 0.4905 0.37228 1.20787 0.98563 | 0.75305
. . sm
vitesse unfforme = T 0.189 0163 | 93E-02 | 9.9E-02 | 9.7E-02
opt
Modéle simplifie f 0.51858 0.3605 02212 1.090786 | 0.86379 | 0.63274
sm
L oy (M) 0217 0.196 0.167 9.5E-02 0.109 0.143
Tableau. 7. 11 : Stockage optimal du systéme (santotherm55/brique).
Santotherm55/brique
L (m) 1.6 6.4
100 (m) | 03 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) f 0.19187 | 0.17324 0.14197 | 0.62589 | 0.56655 | 0.47148
.t b l. sm
O Py ) | 01215 | 01145 | 01005 | 007 | 0.1035 | 94E-02
M.V.R (avec conduction) | f 0.19733 | 0186353 | 0.17146 | 0.63922 | 0.59047 | 0.51486
vitesse uniforme = ) | 0123 0.119 0.115 0.107 0103 | 9.7E-02
Modéele simplifié f 0.18766 0.16619 0.13334 | 0.61405 0.54666 | 0.44645
fop, (m) 0.121 0.114 0.105 0.106 0.102 9.6E-02
Tableau. 7. 12 : Stockage optimal du systéme (air/alumine).
air/alumine
L (m) 1.6 6.4
10° 0" (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) f 0.31865 | 0.17936 | 9.454E-2 | 0.86211 0.5743 | 0.33577
.t b l. sm
e P ) | 0115 | 6.53E-02 | 3.5E-02 | 8.9E-02 | 3.3E-02 | 3.1E-02
M.V.R (avec conduction) | f 044676 | 03373 | 0.10542 | 092094 | 0.69764 | 0.51458
Vitesse uniforme = m) | 0177 0155 | 31E-02 | 9.E-02 | 9.1E-02 | 0.111
Modéle simplifié f 0.30604 0.18065 | 9.85E-02 | 0.79024 0.55289 | 0.33989
L oy (M) 0.186 0.156 0.128 0.118 0.133 0.119
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Tableau. 7. 13 : Stockage optimal du systéme (air/brique).

air/brique
L (m) 1.6 6.4
10° 0" (m) 0.5 1 2 0.5 1 2
M.V.R (avec conduction) f. 0.16385 | 0.12782 | 8.35E-02 | 0.54434 | 0.43887 | 0.30124

vitesse parabolique

o (M) 0.11 9.2E-02 | 6.5E-02 0.1 8.55E-02 | 6.2E-02

M.V.R (avec conduction) f 0.18163 0.16564 0.14612 0.57287 0.49405 0.40245
vitesse uniforme =

Y - (m) 0.118 0.112 0.103 0.101 9.4E-02 8.4E-02
Modéle simplifié f. 0.1556 0.11923 | 7.93E-02 | 0.51832 0.40884 | 0.28411
oy (m) 0.111 0.1 8.6E-02 0.1 9.2E-02 | 8.2E-02

A partir de ces résultats, on constate que le stockage est plus important pour un
systeme utilisant le santotherm55 que 1’air. Il est plus important pour un conduit en alumine
qu’avec un conduit en brique. D’un autre coté, ce dernier est nettement amélioré lorsque le

régime dynamique est uniforme.

7.5.Conclusion :

A D’échelle industrielle, les résultats de cette étude montrent de maniére claire les
limitations qu’apportent les transferts conducto-convectifs et la durée limitée du cycle
stockage-déstockage. Au début, nous avons démontré la possibilit¢ d’atténuer
considérablement les fluctuations de température du fluide caloporteur. Il s’est avéré, dans un
systtme donné, que la performance de filtrage dépend de I’épaisseur des plaques (/),
I’écartement entre plaques (/') et la longueur du conduit (L). En fin, nous avons précisé le
role fondamental que joue I’épaisseur des plaques dans le stockage par chaleur sensible et son

incidence sur I’optimisation de I’énergie stockée.
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CONCLUSION GENERALE

Dans le chapitre 1, nous avons présenté dans la partie bibliographique 1’ensemble des
travaux effectués sur le sujet de convection forcée d’un écoulement fluide incompressible
dans un conduit. Ces travaux sont respectivement selon que les conditions transitoires sont

imposées a la paroi ou a I’entrée du conduit.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté le probléme de référence a savoir un
conduit a deux plans paralleles, parcouru par un fluide incompressible en écoulement
laminaire avec une vitesse uniforme. La température du fluide a ’entrée du canal varie de
facon sinusoidale. Les parois extérieures sont soumises a une condition de troisiéme type, a
flux imposé€ ou a température imposée. Les équations régissantes le probléme sont résolues

analytiquement, par la technique de la transformation intégrale généralisée.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté une nouvelle méthodologie de résolution par
une méthode variationnelle de Ritz, de ce probleme dans le cas d’un écoulement parabolique
(physiquement plus réaliste). Les résultats issus de cette analyse, pour un écoulement piston,
sont également recherchés et confrontés a ceux de la solution exacte de référence et la
comparaison révele une trés grande satisfaction. Les résultats dans le cas d’un profil de vitesse
parabolique montrent des écarts remarquables en comparaison avec ceux d’un écoulement

piston. Une confrontation des résultats avec la référence [17] est établie dans le cas d’une

paroi mince dont la comparaison est trés satisfaisante.

La méthode de Ritz est encore utilisée, dans le chapitre 4, pour le cas d’un tube
cylindrique. De point de vue physique, les résultats obtenus pour les amplitudes et les
déphasages de la température montrent de grandes différences en comparaison avec un

conduit a deux plans paralleles.

Une approche numérique par la méthode des volumes finis, utilisée pour la premiére
fois dans ce type de probléme, est développée dans le chapitre 5. Le systéeme d’équation est
résolu par un schéma implicite pour la direction axiale (x") et un schéma de discrétisation par
différences centrées pour la direction transversale du conduit. La distribution des températures

est calculée par progression suivant la direction axiale, partant d’un profile transversal connu
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dans la section d’entrée du canal. Le modéle numérique est validé par rapport au probléme de

référence. La comparaison révele une tres grande satisfaction sur le plan de précision.

Dans le chapitre 6, une approche de ce probleme est effectuée a partir d’'un modele
simple introduisant un coefficient d’échange a ’interface fluide-paroi. Les résultats montrent
que ce modele dit quasi-stationnaire peut approcher les modéles analytiques complets sous

certaines conditions.

En effet, le coefficient d’échange varie périodiquement avec le temp. Il faudrait donc
disposer de corrélations liant le coefficient d’échange au temps et aux autres parametres du
fluide et du solide. Ce modele peut approcher les modeles complets dans le cas de trés basses

fréquences, ce qui correspond au régime quasi-permanent.

De point de vue physique, les conclusions tirées a partir des résultats présentés dans
les chapitres précités peuvent étre résumées par les points suivants :
e Pour des fréquences d’entrée fixes, I’effet de la conduction transversale est affirmé

pour des grandes valeurs du parameétre 5 (grandes épaisseurs des parois solides).
e [’effet du nombre de Biot dans I’amplitude des températures est affirmé pour des
grandes valeurs de paramétre a” (petite capacité thermique de la paroi).

e L’hypothéese d’isothermicité, souvent utilisée, est contestée. Elle n’est plus retenue

pour des grandes épaisseurs ou pour des petites capacités thermiques de paroi.

Dans le chapitre 7, nous avons traité un cas pratique. Une optimisation simultanée du

filtrage et du stockage de I’énergie est réalisée dans le cas d’un régénérateur a plaques.
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ANNEXE (1)

Formulation variationnelle et résolutions (méthode de Ritz)

1.1.Concepts de base :
Le probléeme majeur des méthodes variationnelles est de trouver les fonctions de base

correspondant aux problémes physiques posés, voir [40]. En s’appuyant sur la forme générale

ci-dessous :
72T(r)+ AT () + % g(r)=0 (A.1.1a)
T our=1(), (A.1.1b)
on,

1

avec i =1,2,..,s est le nombre de conditions aux limites.

1.1.1.Méthode de calcul :

Premiere étape: Consiste a déterminer la forme variationnelle équivalente au
probléme (A.1.1). Pour notre cas, I’expression variationnelle correspondante est donnée par :

2 N
I= j {(vr)2 — A("T? - g(r)T} dv+ Zj (HT*-2£T)ds. (A.1.2)
R =l g,

Deuxiéme étape : Consiste a sélectionner une solution contenant un nombre de

parametres ajustables. Cette solution doit aussi satisfaire les conditions aux limites. Elle est

donnée sous la forme :

T ()= (r)+ Yc,0,(r). (A.1.3)

J=1

ou y,(r) est introduite dans le cas ou les conditions aux limites sont hétérogenes.
¢.(r) : dites fonctions de base, doivent satisfaire les conditions aux limites et sont des

fonctions polynomiales, trigonométriques, exponentielles... etc.
Troisieme étape : A fin de choisir les fonctions de base, le probléme se ramene a
déterminer les coefficients ¢, dont la solution est €tablie en posant :

ol(c,c,,..,c,)

=0 j=12,.,n. (A.1.4)
8cj
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Cette procedure fait apparaitre n équations pour la détermination des coefficientsc,,

qui représentent ainsi la solution approximative du probléme (A.1.1).

1.2.Applications :

1.2.1. Probléme de Graetz classique en régime périodique :

Le systéme d’équations du probléme de Graetz en extension périodique s’€crit :

a—TJru(r)a—T:a/»Lg[rma—T), 0<r<R,x>0,t>0 (A.l.5a)
ot ox “r"™or or

7(0,7,t)=T, + AT sin(at), 0<r<R,t>0 (A.1.5b)
oI _y, x>0,1>0 (A.1.5¢)
ar r=0

T _. =T, x>0,1>0. (A.1.5d)

m =0 pour un conduit a deux plans paralleles et m =1 pour un tube cylindrique.
e Adimensionnement du probléme:
Nous utilisons les parameétres adimensionnels ci-dessous :

Xt = xaf

ta, : -
=—= ;r+=L;t+=a2/;5=le ;u+(r+)—@et<9=T L
uR, R, R, a, u AT

b

et la forme complexe des températures :

9(x+,r+,t+): §(x+,r+)exp(i5.t+ ) (A.1.6)

Le probléme précédent devient, alors :

i§§+u+(r+)ag _ L of,ma0 0<r* <1, x*>0 (A.1.74)
oxt  r"mort or’
0(0.r7)=1, 0<r <1 (A.1.7b)
M:o, en 7" =0,x" >0 (A.1.7¢)
or
0 =0, en rt =1, x* >0. (A.1.7d)

Par I’utilisation de la transformée de Laplace g(z*, p): ]gexp(— px’ )§(x+,z+)dx+ , le

0

probléme a résoudre devient :
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LG (r”" a‘%]—(impw)?u: 0<r <l (A.1.84)

r ort or

ol _y (A.1.8b)
or’

rt=0
g =o. (A.1.80)
rt=l1

e Résolution par la méthode de Ritz :

La forme variationnelle correspondante au probléme (A.1.8), est donnée par :
—\2
L 65 = —
I = I {FJ + (ié' + pu+(r+)X<9)z - 2u+(r+)9 rdr’ . (A.1.9)
r
0
La solution est approchée par :

g(rJ',p): icn (p)COS(O'nV+). (A.1.10)

o, : représentent les valeurs propres solution de 1’équation transcendante cos(O') =0,

et déduite de la condition aux limites (A.1.8d). Leurs expressions sont données par :

o, = @ od  n=12..N. (A.1.11)
Il nous reste donc a déterminer les coefficientsc,(p), par la résolution du systéme :

ol(c,)
oc,

l

0, (A.1.12)

qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
[4][c]=[5]. (A.LI)
La matrice [ 4] peut s’écrire
[4]=|4"]+ p[D]. (A.1.13)
Son introduction dans le systéme (A.1.I), facilite la résolution et les coefficients

¢,(p)recherchés sont donnés comme suit :

B
c, = k| (A.1.14)
P+ Hy
avec: B =b.d;. . A.1.15)
k J Tk

107



1

u, sont les valeurs propres de la matrice ij = a,t/..d,;. et les calculs sont effectuées

numériquement a 1’aide d’IMSL Library (1995). La matrice ij peut étre substituée par le
vecteur u, de tels maniére que :

Det(z — ,u.])z 0.

A T’aide des tables d’inversion, le retour vers le repére original permet d’obtenir une

solution particuli¢re de genre :

B(x*,= )= B, coslor, =" Jexpl— p,x* ). (A.1.16)

n=1
Les éléments du vecteur [b] et des matrices [A*] et [D] sont donnés comme suit :

¢ Pour m=0 (deux plans paralléle) :

cos\o, —gj) cos\o, +0j
dyiny) =3 (k .2)+ (k .2)'
(Uk_@) (O'k"‘@)

e Pour m=1 (tube cylindrique)

COS(O'k —0'/.)—1 COS(O‘k +0'j)—1}r ) {cos(ak —0/)—1 . COS(O‘k +0'j)—1
_ _ ; _

ol =0 G{ (O'k -0, )2 (O' kT O'j) (O' k7O )2 (Uk to; )2
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P _, 6cos(ak —O'j)—l _ 2cos(0'k —O'j)+1 +6cos(0'k +0'j)—1 _ 2COS(O'k +o-j)+1
e (O'k —0; )4 (O'k _O-j) (O'k to; )4 (O'k to; )2

1.2.2. Probléme conjugué :
= Ecoulement laminaire périodique dans un conduit & deux plaques paralléles :

Par I’introduction des paramétres adimensionnels et les températures complexes aussi
bien dans la veine fluide que dans la paroi le probléme a résoudre s’écrit :

00 00

o —io0 +u*(z*)—, 0<z <1, x>0  (A.1.17a)
Z

0(0,z7,¢7)=1, 0<z <1 (A.1.17b)
ae+ =0, x>0 (A.1.17¢)
0z

z =0

01 Lhal = 0, x*>0. (A.1.17d)
oz" . 2=l

En utilisant la transformation de Laplace g(f , p) = Texp(— px’ )§(x+ ,z" )a’)c+ ,le
0

probléme (A.1.17) devient :

Q|

2 —
Sm —(i5+u'p)f —u", 0<zt <l (A.1.184)
2‘% _0 (A.1.18b)
‘ z'=0
861 Lgal -0 (A.1.18¢)
aZ - z =1

dont la forme variationnelle est donnée par:

~

Oz *

z =1

—\2
1 ~ (_ . R
:j (a‘%j +(i5+pu+X6)z—2u+6’ dz* +HO?| . (A.1.19)
0

La solution approchée est donnée par :
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Gz p)=c,(p)coslo,="). (A.1.20)

n=1

o, . représentent les valeurs propres solution de 1’équation transcendante

n

otan(c)= H , déduite de la condition aux limites (A.1.18c).
La résolution se poursuit de la méme fagon que dans la section précédente. Nous
aboutissons aux expressions de vecteur [5] et des matrices [A] et [D] suivantes :

e Ecoulement piston :

b, = 2sm(O'k)
Oy
i, = O',f(l 3 SlH(ZGk )] N i5[1 N SlIl(ZJk )] .
20, 20,

SiIl(O'k -0, ) B SiIl(O'k +o,; )J N ié{ sin(ak -0, ) N SiIl(O'k +o; )J N

*
a,(,.\=0,0.
kj (k= k
o(k=1) ]( O, —0; O'k+0'j

; o, =0, o,+t0;

20, sin(o, )cos(aj )

d, = [1 + Mj + 20, SiIl(O'k )COS(O‘k ) .

20,

Sil‘l(O'k - (7/.) sin(ak + 0'/.) )
ey = ~+ 21+ 20, sin(o )cos(a.).
ki(k=/) k k J
o, — 0, o, +0,

e Ecoulement parabolique :

b, = 6{3111(% ) _cos(o, )} |

3 2
Oy Oy

a, =0, (1 - M] + 1'5(1 + M] +20, SiIl(O'k )cos(ak ) .

20, 20,

SiIl(O'k -0, ) ~ SiIl(O'k +o, )] N ié{ sin(ak -0, ) N sin(ak +o; )J N

0, =0, o, +0;

*

a,. N =0,0.

ki(k=/) kY j
o, ~0, o, +0,

20, sin(o, )COS(O'j )

d, =1+ 3 (sin(2o-k ) B cos(20, )] .

o 2

2\ 4o 20,
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[sin(ak —O'j) sin(O'k +O'j) cos(ak —O'j) COS(O'k +O'j)
D) = B B

- 3 3 2 2
(O'k_o'j) (O'k+o'j) (O'k_a_/) (O'k+‘7_/)
= Ecoulement laminaire périodique dans un tube cylindrique.

Le systéme a résoudre dans ce cas est donné par :

i 0 ot 00 :(i5+pu+)§—u+, 0<r <1 (A.1.21a)
rtor’ or’
v  _, (A.1.21b)
or’

rt=0
0 __gal . (A1.21¢)
a]/'+ - rt=1

dont la forme variationnelle est :

2
1 (_ — —
I :j {2—01} +(i5+pu+Xl9)2 —2u*6 [rdrt+HO? . (A.1.22)
o Lo :

|

La résolution du probléme est conduite d’une fagon similaire que précédemment.

Nous avons abouti aux résultats ci-dessous :

e Ecoulement piston :

b, = Q{Sin(ak)  cos(o,)- 1]

2
O O

- O'_,f[l_ sin(20'k)_ cos(20'k)—1} N _5[1+ sin(ZO'k)+ cos(20, )—1

" Ok 20; 2 o, 20} } +20; sin(0, Jeos(o)

Sil’l(O‘k - aj) sin(ak + Gj) COS(O'k -0, )—1 COS(O‘k +o; )— 1] .

\
Afrun = 0,0 - + _
ki(k#)) kY 2 2
{ 0y =0, O t0; (O-k_o-j) (Gk+aj)

) Sil’l(O'k —0'.) sin(ak +0'A) cos(ak —O'A)—l COS(O‘k +O'A)—1 .
i5 Lo+ Lo+ ~ — |+ 20, sin(o, )cos(a, ).
Oy 0, oy to; (Uk_o'j) (O'k"‘o'j)

d, - %[1+ sin(ZO'k)+ COS(ZO'k)—lj|'

2
o, 20,
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sin(ak —aj) sin(ak +aj) cos(ak —aj)—l cos(ak +aj)—1
Djaej) = *

2 2
O'k—O'j O'k+O'j (O'k—Gj) (O'k +Gj)

e Ecoulement parabolique :

b, :4{6sin(;¢k)+6cos(ak)—l_2cos(ak)+l}.

4 2
O Oy O

- U—’f{l B sin(20,) B cos(20, )—1} N .0 [1 N sin(20, ) N cos(2a, )1

a, = 5 o 207 — o 207 } + 20, sin(ak )COS(O'k)

sin(ak —aj) sin(ak +aj) cos(ak —aj)—l cos(ak +0j)—1]+

A .\ =00, - + -
Ki(k=) k2 2 2
{ Oy —0; O, +0, (Uk _Uj) (O_k +O_j)

i{sm(ak -0, ) N sin(ak + aj) cos(ak -0, )—1 N cos(ak +o; )— 1} +20, sin(ak )COS(O‘k )

2
Or—0; o, t0; (Uk - O-j) (O-k + aj)

dy =— {1+3sm(2a’f)+Cos(za’f)_l—(2.cos(2ak)+1)}.

2 2
20; o, 20;

3 2 sin(ak —O'j) COS(O'k —aj)—l ~ Y
dkj(k#j) ) (O-k -0 )2 |:6 0, —0; e (O'k —G/) 2COS(O_k O-j) Hr
2 Sin(O'k + 0'_/) cos(ak +0o, )—1 ~ B
(O'k +O'j>2 {6 o,+0; +o (O'k-l-Uj) 2COS(Gk+O_‘/) H-
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ANNEXE (2)

Résolution de I’équation transcendante ¢ tan(c)= H :

2.1.Méthode de résolution :

Pour la résolution de I’équation transcendante (A.1.1), on dispose de divers outils
mathématiques. Parmi les plus utilisées, les méthodes numériques. Nous, dans ce qui suit,

nous utilisons la méthode de Newton.

otan(o)=H , (A.2.1a)
ou A est un complexe, qui peut s’écrire : H=R+ilm. (A.2.1b)
Onposeque: o =x+iy. (A.2.1¢)

La séparation en partie réelle et partie imaginaire de I’équation (A.2.1) conduit au

systeme couplé suivant :

{F(x,y) = xsin(x)ch(y)—y sh(y)cos(x) — R cos(x)ch(y)—Im sh(y)sin(x) (A2D

G(x,y) = xsh(y)cos(x)+ y sin(x)ch(y)+ R sin(x)sh(y)—Im ch(y)cos(x)
F et G sont des fonctions continiiment dérivables.

Soient x, et y, des solutions approchées de (A.2.1), tel que :

x=x,+h, y=y +k, .

Alors :

{F(xn +h,y +k)=0

(A.2.ID)
G(x,+h,y +k)=0

En appliquant le développement de Taylor, on obtient :

F(xn7yn)+hnF:(xnﬁyn)+knF;:(xn7yn):0
G(x,,y,)+h G (xn,yn)+knG'y(xn,yn) =0

n X

(A.2.110)
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Si le JacobienJ(x,,y,)# 0, alors :

1

1

Par conséquent,

X, =x,+h,

n+l

yn+l :yn+kn'

! J(‘xn’yn)

! "](xn b yn )

F('xni‘yn) F;(xn,yn)
G(‘xn’yn) G.;;('xn7yn)

F);(x)z’yn) F(xn7yn)
Gx(xrl’yl’l) G(xn’yn)

(A.2.2a)

(A.2.2b)

(A.2.3a)
(A.2.3b)

Un couple de solution (x, y)s’obtient rapidement par ce processus itératif, a condition

de démarrer avec des valeurs approchées voisines des valeurs exactes(x, y). Le processus est

répété avec les nouvelles valeurs obtenues jusqu’a la précision souhaitée. Le teste d’arrét

choisi est généralement‘F (xn , yn)

et ‘G(xn,yn)

£ est choisi aussi petit que possible.
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2.2. Racines pour un conduit a deux plaques paralléles :

On calcul, pourr,, B, et Bi, , donnés, les valeurs o, pour n=1 a 10.

e Avec conduction, ou H =r,

Bi,, + ES tanh(ﬁg)

~~- avec (r, =50, Bi,, =0 et a” =0.001)
L+ Bi,, tzinh(ﬂs)
B,

) 1. E-03 2. E-03 1E-02 0.1
B 0.1 0.14 0.32 1
1 (0.8012795,0.5669289) (1.171839,0.5733186) (1.544389,0.1546429) | (1.560465, 1.6786819E-02)
2 (3.178692,0.3213360) (3.318741,0.6429802) | (4.611849,0.4906958) | (4.681399, 5.0551772E-02)
3 (6.288465,0.1604273) (6.306025,0.3269094) (7.556626,0.9062016) | (7.801853, 8.3998062E-02)
4 (9.426697,0.1062545) (9.432757,0.2147453) (10.14423,1.189217) (10.92222, 0.1176037)
5 |(12.56741,8.0025114E-02) | (12.57064,0.1607737) | (12.81752, 0.9654579) |  (14.04263, 0.1515355)
6 |(15.70865,6.3224211E-02) (15.71074,0.1282652) (15.82283, 0.7258629) (17.16202, 0.1850073)
7 1(18.85007,5.2628182E-02) (18.85159,0.1059006) (18.91968, 0.5791478) (20.28073, 0.2183492)
8 |(21.99156,4.5055643E-02) | (21.99276,9.0661548E-02) | (22.04127, 0.4846411) |  (23.39861, 0.2515135)
9 | (25.13308,3.9376594E-02) | (25.13407,7.9246640E-02) | (25.17166, 0.4171204) |  (26.51554, 0.2844301)
10 | (28.27459,3.6220539E-02) | (28.27544,7.1741715E-02) | (28.30614, 0.3655040) (29.63023, 0.3161769)

Tableau .A.2.1

~

. 2
e Sans conduction, ou H = 7, M avec (r, =50, Bi,, =0 eta’” =0.001)
1+ Bi,,

o 1. E-03 2. E-03 1E-02 0.1
B 0.1 0.14 0.32 1
1 | (0.8004599, 0.5700634) (1.173929,0.5808088) | (1.554744,0.1566694) | (1.570642,1.5662886E-02)
2 (3.176513,0.3218556) (3.310560,0.6484472) | (4.648531,0.5017228) | (4.711926,4.7009539E-02)
3 (6.287380,0.1604937) (6.301416,0.3275382) | (7.632801,0.9664383) | (7.853199,7.8550868E-02)
4 (9.425982,0.1062763) (9.429812,0.2149363) | (10.12908,1.349580) (10.99444,0.1106743)
5 | (12.56688, 8.0036297E-02) | (12.56847, 0.1608670) | (12.72408,1.027622) (14.13569,0.1425966)
6 | (1570823, 6.3231058E-02) | (15.70902, 0.1283221) | (15.75794,0.7454166) |  (17.27700,0.1739549)
7 | (18.84971, 5.2633010E-02) | (18.85017, 0.1059399) | (18.87245,0.5885937) |  (20.41823,0.2065648)
8 | (21.99125, 4.5059327E-02) ((21.99154, 9.0691380E-02) | (22.00393,0.4905180) |  (23.55944,0.2395883)
9 | (25.13281, 3.9379559E-02) |(25.13301, 7.9270571E-02) | (25.14067,0.4212888) |  (26.70063,0.2731364)
10 | (28.27436, 3.6223032E-02) ((28.27449, 7.1761787E-02) | (28.27960,0.3687026) |  (29.84168,0.3087377)

Tableau .A.2.2
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e Avec conduction, H =r,,

Bi_, + f3. tanh(f
lext+ﬂs an ( s) aVeC(Biext =O et5:01)

L+ Bi,, tzinh(ﬂs)
B,

at 0.1 8.5.10° 5.10°

B, 0.5 1. 5.

1 (0.8105430,0.4943714) (1.476037,0.1286259) | (1.566872,3.8616620E-03)
2 (3.225400,0.2996648) (4.401342,0.3702508) | (4.700595,1.1637528E-02)
3 (6.313015,0.1538674) (7.269838,0.5408622) | (7.834367,1.9693647E-02)
4 (9.443020,0.1024417) (10.13293, 0.5840737) | (10.96802,2.7004359E-02)
5 (12.57967,7.7297673E-02) | (13.06921, 0.5352996) | (14.10175,3.4806363E-02)
6 (15.71842,6.1102651E-02) | (16.08336, 0.4641306) | (17.23546,4.2595726E-02)
7 (18.85821,5.0882492E-02) | (19.14686, 0.4016528) | (20.36931,5.1354107E-02)
8 (21.99853,4.3570872E-02) | (22.23667, 0.3506173) | (23.50301,5.9135512E-02)
9 (25.13918,3.8083952E-02) | (25.34160, 0.3089065) | (26.63669,6.6887252E-02)
10 (28.28004,3.5071965E-02) | (28.45657, 0.2763110) | (29.77035,7.4622050E-02)

Tableau .A.2.3

e Paroi isotherme : H = r,hﬁs coth(,) avec (5 =0.1).

at 0.1 8.5.10° 5.10°

B, 0.5 1. 5
1 |(1.083464,-4.9196396E-02) | (1.403530,-8.4958762E-02) | (1.566872,-3.9534015E-03)
2 | (3.648497,-6.2641226E-02) (4.224010,-0.2139163) (4.700595,-1.1834941E-02)
3 | (6.580882,-4.4346400E-02) (7.095426,-0.2624189) (7.834365,-1.9310005E-02)
4 | (9.630790,-3.2520015E-02) (10.04232,-0.2554085) (10.96810,-2.7115703E-02)
5 | (12.72347,-2.5052885E-02) (13.05203,-0.2295403) (14.10175,-3.5592951E-02)
6 | (15.83415,-2.0877732E-02) (16.10496,-0.2018329) (17.23546,-4.3379076E-02)
7 | (18.95516,-1.7628437E-02) (19.18280,-0.1779719) (20.36917,-5.1159717E-02)
8 | (22.08190,-1.5255007E-02) (22.27831,-0.1579049) (23.50286,-5.8927577E-02)
9 | (25.21251,-1.2332137E-02) (25.38556,-0.1405989) (26.63654,-6.6680692E-02)
10 | (28.34529,-1.0886299E-02) (28.49943,-0.1268439) (29.77034,-7.3079921E-02)

Tableau .A.2.4
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2.3. Racines pour un tube cylindrique :

o] Do+ > )|
b B r
s s'2 . s'2
~ + Jl +Y - Blext"]O -: ~
ﬂv l"2 B 1 7'2 B 2 1 ﬂs
Jl + A + > B P Yl + ‘
f"z _1 . sVZJr ﬂs ﬁsr; rz _1
~ Blext)IO + + le +
~ B r,=1) r, =1 (r, -1
s L i
H= - 3 Dot 3o+ ] ’
I"2 N 1 ﬂs ﬂs rZ . ﬂs r2
~ + Jl + - BZCX[JO + ~
Yii r, —1 r, —1 r, —1 B
JO + : + ~ ~ =~ YO + ’
7"2 _1 . ﬂsr; ﬂs sr2+ l"z _1
BleXtYO + 1 + 1 )]1 + 1
L r nh - =1
avec (r,, =1.5, Bi,, =0 eto =0.1).
at 0.1 8.5.10° 5.10°
B, 0.5 1. 5.
1 (0.9094605,0.4938537) (1.481649,0.1049669) | (1.552527,-1.7712805E-02)
2 (3.269715,0.3622609) (4.429730,0.3024221) | (4.657524,-5.2821174E-02)
3 (6.328538,0.1888825) (7.345193,0.4526618) | (7.762135,-8.8010982E-02)
4 (9.452463,0.1261595) (10.25060,0.5202169) (10.86664,-0.1219602)
5 (12.58652,9.5160201E-02) (13.19278,0.5110539) (13.97038,-0.1556885)
6 (15.72383,7.6164544E-02) (16.19306,0.4658035) (17.07346,-0.1884764)
7 (18.86264,6.2765382E-02) (19.23977,0.4150890) (20.17577,-0.2200798)
8 (22.00231,5.3766154E-02) (22.31556,0.3687657) (23.27684,-0.2511859)
9 (25.14248,4.7007490E-02) (25.40952,0.3285358) (26.37754,-0.2796262)
10 | (28.28297,4.3028403E-02) (28.51613,0.2959633) (29.47749,-0.3061142)

Tableau .A.2.5
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