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ABSTRACT

Structures subjected to loads varying in times in a cyclic manner within prescribed
limits, the classical limit theorems can give unsafe estimates of the collapse loads, as a failure
can occur at loads well below the static collapse condition by other forms of collapse. If the
strain increments change sign in every cycle, with yielding on both sides of the cycle, then
alternating plasticity is said to occur; the net plastic deformation may remain small, but
weakening of the material may occur nevertheless - a phenomenon called low cycle fatigue -
leading to breaking of the most highly stressed points after a certain number of cycles. It May
also happen that plastic deformation in each cycle accumulates so that after enough cycles,
the displacements are large enough to be equivalent to collapse; this is called incremental
collapse. On the other hand, it may happen that no further plastic deformation occurs after
one or a few cycles, that is all subsequent loading reloading cycles are elastic. In that case the

body is said to have experienced shakedown.

The shakedown theorems are generalizations of the limit theorems in the sense that they
provide static and kinematic approaches to the question of whether or not shakedown will
occur for a given structure under given cyclic loading. Whereas the limit theorems provide
static and kinematic approaches to the question of whether or not flow will occur in a given
structure under given loads. An essential point in the proof of these theorems is the Druker’s
stability postulate and the concept of normality condition or associated flow rule. Without
this concept the theorems cannot be proven in general. The soils and frictional materials
belong to the class of non standard materials which have non associated flow rule, for which

Druker’s postulate of positive work dissipation in a loading cycle does not apply.

In this paper a generalization of Melan’s theorem for non standard materials by using
Radenkovic’s theorem is formulated. The application of the theory is illustrated by an
examination of soil structure under plane strain condition subjected to variable repeated
loading. The soil is modeled as an elastic perfectly plastic material obeying the Mohr-

Coulomb criterion with associated and non associated flow rule.

The numerical method used for computation of the best shakedown load estimate is
based on the equilibrated finite element formulation coupled with a nonlinear programming.

The unconstrained optimization problem is solved by the augmented Lagrangian method.

Key Words: Shakedown, Soils, Plasticity, Non-associated flow rule, variable loads,

Equilibrium finite element method, Optimization, Plasticity.



RESUME

La théorie de [I’adaptation plastique (mieux connue sous le terme anglais de
"shakedown") étudie les conditions de ruine d’une structure élastoplastique soumise a des
charges variables entre des bornes qui sont fixes, d’une maniére indépendante les unes des
autres. Si la structure s’adapte le travail dissipé plastiquement dans toute la structure est fini,
les déformations plastiques tendent vers une limite, la réponse en contraintes tend vers une
réponse purement ¢lastique. Au contraire si elle ne s’adapte pas deux modes de ruine sont
possibles : la ruine par déformation plastique progressive (rochet) qui correspond a une
accumulation démesurée de la déformation plastique mettant I’ouvrage en péril; ou la ruine
par déformation plastique alternée (fatigue cyclique) qui entame a la longue I’endurance

locale du matériau.

La démonstration des théorémes d’adaptation statique et cinématique, qui sont une
généralisation des théorémes d’analyse limite statique et cinématique développés sous

I’hypothese d’un chargement proportionnel, est basé sur le postulat de stabilité de Drucker.

Les sols et les matériaux frottants appartiennent a la classe des matériaux non standards
pour lesquels le postulat de Drucker n’est pas vérifié. Dans cette ¢tude, nous proposons une
généralisation du théoréme statique d’adaptation aux cas des géomatériaux en utilisant le

théoreme de Radenkovic et le concept de 1’état caractéristique.

L’approche développée est appliquée pour 1’¢tude d’un massif de sol sous condition de
déformation plane. Le sol est modélisé comme un matériau élastique parfaitement plastique

obéissant au critéere de Mohr Coulomb.

La procédure numérique repose sur le couplage de la méthode des éléments finis avec
la programmation mathématique non-linéaire. Le probléme d’optimisation sans contraintes

est solutionné par la méthode du Lagrangian augmenté.

Mots Cles : Adaptation, sols, Plasticité, Régle d’écoulement non associée, chargement

cyclique, Eléments finis équilibre, Optimisation.



NOTATIONS

NOTATIONS

Angle de dilatance

Coefficient de Poisson

Coefficient de Frottement

Cohesion

Contrainte admissible

Contrainte élastique

Contrainte moyenne

Contrainte déviatorique

Contrainte résiduelle

Contrainte résiduelle indépendante du temps
Contrainte sécurité

Déformation élastique

Déformation élastique résiduelle
Déformation élastique résiduelle indépendante du temps
Déformation plastique

Déformation résiduelle

Déformation totale

Déformation volumique totale

Déplacements imposés



NOTATIONS

Domaine de chargement

Energie complémentaire

Energie de deformation élastique fictive

Enveloppe convexe du domaine 2

Etat d’écrouissage

Facteur de charge

Facteur de charge a I’adaptation

Fonction de contrainte D’ Airy

Fonctions de forme

Forces de volume

Forces de surface

Module d’écrouissage

Indice des vides a 1’¢état critique

Lagrangien

Multiplicateur plastique

Multiplicateur de charge

Multiplicateur de Kuhn Tucher

Multiplicateur de Lagrange

Module de Young

paramétres de pénalité



NOTATIONS

Potentiel plastique G
Tenseur d’¢élasticité

E jjx1

Tenseur d’élastoplasticité Epiikl
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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

1. INTRODUCTION

L’expérience montre que le sol est un matériau non standard pour lequel le postulat de
stabilit¢ de Drucker n’est pas valide, et qu’une régle d’écoulement associée conduit a une

dilatance excessive.

Les théoréemes d’analyse limite, qui sont étroitement liés & la solution des problemes de
stabilité du sol sous un chargement proportionnel, ne sont pas applicables sur un tel matériau

démuni de la loi de normalité.

L’extension des théorémes d’analyse limites pour le cas des matériaux non standards,
en considérant une loi d’écoulement non-associée, ne présente toujours pas un critere de
sécurité contre la rupture. En effet, I’hypothése simplifiée du chargement proportionnel est
considérée plus comme une hypothése commode de calcul que comme la réalité. Les charges
appliquées sont trés souvent variables dans le temps et d’'une maniére indépendante les unes
des autres. Dans ce cas la rupture peut avoir lieu méme pour une charge bien inférieure a la
charge limite de sécurité déterminée par la théorie de 1’analyse limite. Cette observation a
rendu nécessaire d'acquérir une bonne connaissance du comportement rhéologique des sols
soumis a des sollicitations cycliques, et le développement d’un outil de dimensionnement

sophistiqués qui peut garantir la sécurité des structures.

La théorie de I’adaptation est une alternative pour 1’é¢tude du comportement des
structures a long terme soumises a des chargements quelconques variant entre des bornes qui
sont fixes. Durant ces derniéres années cette théorie a trouvé une attention plus soutenue vu
ses resultats trés convaincants et son efficacité. C’est dans ce contexte que nous proposons
une généralisation du théoréme statique d’adaptation aux cas des sols. Elle est basée sur le
théoréeme de Radenkovic, utilisé auparavant pour 1’extension des théoremes d’analyse limite
avec succes, et le concept de 1’état caractéristique. Ce dernier est déterminé a partir des
constatations expérimentales et il est fondamental pour I’étude du comportement des sols

sous chargement monotone et cyclique. Ce qui rend notre approche plus réaliste et plus fiable
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que les approches basées sur I’introduction d’une loi d’écoulement non-associée qui permet

juste le controle de la dilatance.
2. CONTENU DU RAPPORT

Dans le premier chapitre nous donnons un apergu sur 1’élastoplasticité des sols: le
modele de comportement élastoplastique et ses aspects, les schémas d’évolution comme
I’écrouissage (isotrope et cinématique), les matériaux standards et non standards ainsi que les

différents critéres de plasticité usuelles en mécanique des sols.

Nous exposons dans le deuxiéme chapitre la théorie de I’adaptation pour le cas des
matériaux standards. Nous rappelons les deux théorémes de base: le théoreme statique de
Melan et le théoréme cinématique de Koiter. Nous proposons par la suite la généralisation du
théoreme statique aux cas des matériaux non standards. Elle est basée sur le théoréme de

Radenkovic et le concept de 1’état caractéristique.

Nous présentons dans le troisiéme chapitre la formulation numérique de la méthode de
I’adaptation. Elle basée sur le principe du minimum de I’énergie complémentaire totale. Les
contraintes dérivent des fonctions de contrainte d’Airy ce qui garantie I’équilibre. Ces
fonctions sont construites a partir des polyndmes bi-cubique d’Hermite, ce qui assurent la
continuité inter-éléments et conduit a une meilleure estimation de la charge limite
d’adaptation. L’algorithme numérique est basé sur le couplage de la méthode des éléments

finis et la méthode du Lagrangien augmenté.

Le quatrieme chapitre est consacré aux applications numériques. L’approche
développée est appliquée pour I’étude d’un massif de sol sous condition de déformation
plane. Le sol est modélisé comme un matériau élastique parfaitement plastique obéissant au
critere de Mohr Coulomb. Nous examinons en particulier I’influence des paramétres suivants

sur la charge limite d’adaptation:
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- influence de la cohésion;
- influence de ’angle de frottement caractéristique;
- influence des contraintes de cisaillement.

La validation est faite par rapport aux résultats d’analyse limite.




CHAPITRE |

APERCU SUR L’ELASTOPLASTICITE DES
SOLS



CHAPIMRE I APERCU SUR, L ELASTOPLASTICITE DES SOLS

APERCU SUR L’ELASTOPLASTICITE DES SOLS

1.1. INTRODUCTION

Les études théoriques et expérimentales entreprises dans le domaine de la rhéologie des
sols ont pour objectif, d’établir des régles et des lois de comportement pour les sols en vue de
calcul des ouvrages. L’écriture d’une loi de comportement pour un sol consiste a construire
une relation permettant d’exprimer les accroissements de contraintes en fonction des
accroissements de déformations correspondantes au cours d’une sollicitation donnée. La
formulation de cette loi s’appuie a la fois sur les schémas théoriques de la mécanique des

milieux continus et sur les résultats d’études expérimentales en laboratoire et en place.

Les équations de comportement peuvent prendre des formes trés diverses. L’existence
d’un palier d’écoulement sur la courbe contrainte-déformation et de déformations

irréversibles a suggéré d’utiliser le modéle élastoplastique pour la modélisation des sols.

Dans ce chapitre on se propose d’exposer des notions fondamentales sur le modéle
élastoplastique qui se limite a la représentation des aspects essentiels du comportement des

sols.

1.2. LE MODEL DE COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE

Le modéle de comportement élastoplastique est caractérisé par [’apparition de
déformations réversibles et de déformations irréversibles. Ce comportement laisse de coté,
en ce qui concerne la plasticité, tout effet de vieillissement et de viscosité du matériau. En
conséquence, la relation fonctionnelle entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations est indépendante de I’incrément de temps pendant lequel la sollicitation a été
appliquée.

Les modeles de comportement élastoplastique sont caractérisés par les concepts
fondamentaux suivants :

— la surface de charge, qui définit le seuil de contrainte au-dela duquel le
comportement d’un matériau est irréversible (plastique) ;

— le domaine d’élasticité, qui correspond a I’intérieur de la surface de charge et
dans lequel les déformations sont réversibles ;

— la regle d’écoulement plastique, qui décrit la maniere dont évoluent les

déformations plastiques ;
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— la partition des déformations, qui décompose le tenseur des déformations

totales ( ¢;) en la somme du tenseur des déformations élastiques (s5;) et de
celui des déformations plastiques(sg )

— [’écrouissage, qui permet de faire évoluer la surface de charge dans 1’espace
des contraintes en fonction de I’intensité des sollicitations, dans ce cas, le
domaine d’¢élasticité varie également ;

— le critere de plasticité ou de rupture, qui caractérise la rupture du matériau (les
déformations tendent vers 1’infini).

1.3. SURFACE DE CHARGE ET ECROUISSAGE
a) surface de charge

Dans I’espace des contraintes, le domaine d’¢lasticité initial ou actuel est en général

defini par une fonction scalaire F de la contrainte o , appelée surface de charge du matériau

telle que :

F(ci]- ) <0  corresponde alal’intérieur du domaine, les déformations sont uniquement
élastiques.

F(o;;)=0  corresponde a la frontiere du domaine, les déformations €élastiques peuvent
étre éventuellement accompagnées de déformations plastiques.

F(oij) >0 corresponde a I’extérieur du domaine, ¢’est un état de contrainte physiquement
Impossible.

On appelle : Critere de plasticité la condition

Foy) = 0 (1)
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b) écrouissage

L’évolution des déformations plastiques dans le cas des matériaux écrouissable
conduit & un changement de limite élastique (dit écrouissage). Le domaine d’élasticité actuel
dépend de I’état d’écrouissage, que 1’on représente par une variable K introduite dans
I’expression de la surface de charge notée F(oj,K). L’état d’écrouissage K n’évolue que
lorsqu’il ya évolution de la déformation plastique. La surface de charge se dilate et se déplace

au fur et a mesure que se développe 1’écrouissage.
Diverses théories ont été construites pour représenter 1’écrouissage, les trois principales sont :

- La théorie de [’écrouissage isotrope de Taylor et Quincey, qui fait dépendre
I’écrouissage d’un parameétre scalaire unique (K). Le domaine d’¢lasticité se transforme par

homothétie de centre O (origine de ’espace) (Fig.1.1.a)

- La théorie de l’écrouissage cinématique de Prager, pour laquelle les frontiéres
d’¢lasticité successives se déduisent de la frontiére initiale par translation dans 1’espace des

contraintes. L’écrouissage dépend alors d’un parametre tensoriel (K devient (Kj;)) (Fig.1.1.b)

- La théorie de I’écrouissage mixte, la combinaison des deux cas précédents conduit a
un schéma plus complet. La surface de charge se translate et se dilate uniformément dans

toutes les directions.

Q

(a) ()

Figure 1.1 — Représentation de I'écrouissage (a) isotrope (b) cinématique dans le plan des

contraintes principales —
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Soit o;; un état de contraintes correspondant a une étape de chargement donné. Si cet
état est tel que F(Gi]- , K) < 0, oj est a I'intérieur du domaine d’¢lasticité actuel, la variation

de déformation est donc purement élastique :

Si cet état est tel que F(ci]- ,K) = 0, o; se trouve sur la frontiére du domaine. Pour

décrire dans ce cas le comportement, il convient de distinguer selon que le point matériel est
en chargement (tendance a sortir du domaine d’¢lasticité) ou en déchargement (retour dans le

domaine d’élasticité).

Il y a chargement si

F(o;,K) =0
et
oF
H(Si]’ =0 (133)
Donc
By = & + 8 (1.3b)

Il ya déchargement si

F(Gi]‘ ) K): 0
et
oF

Donc
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1.4. REGLE D’ECOULEMENT PLASTIQUE

La régle d’écoulement plastique exprime 1’accroissement de la déformation plastique
en fonction des états des contraintes, et d’écrouissage par I’intermédiaire d’un potentiel

plastique G, qui peut étre différent de la fonction de charge F. Tel que :

o _; 06
Sij B aGi]'

(1.5)

avec

A=0siF <OousiF=0et F <0
A=>0siF = F=0

ol A est le multiplicateur de plasticité et le point () exprime la dérivée temporelle des

quantités considérées.

Afin de définir complétement la relation de comportement, il convient d’exprimer le
multiplicateur de plasticité. Ce calcul est effectué en considérant la condition de consistance
F(cii , K) = 0, qui indique que ’état de contrainte doit rester sur la surface de charge au cours

du chargement F=0. Cette condition s’&crit :

oF . +6FK—0 1.6
aGi]- Gij ak = ( . .a)
D’ou

oF = -2k 1.6.b
9oy 0T T3k (16.5)

)

Lorsqu’il y a écrouissage, la variable H (oj; , K), appelee module d’écrouissage est definie par

la relation :
HA = oF 1.7
N aGi]' Gij ( . )
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La variable K est une fonction scalaire de la deformation plastique (sg). On peut supposer

que K représente un écrouissage isotrope de la forme suivante :

— p
K =K(e}) (1.8)
Les relations précédentes permettent d’établir I’expression du module d’écrouissage H
. oF oF . dF\ [ 0K\ .,

=50, 0= "ok = ok (o

En tenant compte de la régle d’écoulement, si A # 0 :

b — _ (OF) (9K (G 10
-~ (5%) o (a) (1.10)

D’autre part les incréments de déformation élastique & et de contrainte &;; sont liés par

I’intermédiaire du tenseur d’¢lasticité Ej; 0U son inverse Sy :

. .e e _ .
Gij = Ejen  ou &j = Sy (1.11.a)

. : S .. 0G
Gij = Ei]’kl Sﬁl = Eijkl (Skl - 8121) = Eijkl <8kl - }LE) (111b)

En multipliant chaque membre de (1.11b) par ((,?G—F__), il vient :
ij

O ) 6y = (22 ) By 6y — 1 () (aG)—XH 1.12
001,- Gy = Fo- ijkl €k aGij ijkl dou = (1.12)

1)

Le multiplicateur de plasticité s’écrit donc :

0F )

. EEi]‘kl €kl

i = o (1.13)
aGij ijkl ale
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On peut dés lors établir la relation incrémentale liant les incréments de déformations a ceux

de contraintes :

e 325) (0

6j; = 1 Ej — 3F 3G & (1.14.a)
H+ acnm Enmrs acrs
Que I’on peut encore réécrire sous la forme :
Gy = (Ejia — EPya Jeig (1.14.b)
avec
G oF
o (Ei]'nm m) (m Erskl)

H+ aGnm Enmrs aGrs

Le tenseur de comportement (EPj ) ainsi défini appelé tenseur d’¢lastoplasticité. La relation
de comportement est également valable pour un matériau élastique parfaitement plastique

(sans écrouissage), ¢’est —a-dire pour H = 0 [11].

10
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1.4.1 Hypothése de travail plastique maximal

Cette hypothése a eté formulée par Hill [12] (1950), on I’appelle souvent principe du

travail plastique maximal et s’énonce comme suit :
Soit, pour un élément de matiere, le tenseur des contraintes (o;; ) non exterieur au domaine
d’¢élasticité actuel tel que F(Gij , K)= 0 (K parameétres d’écrouissage).

Soit ( sf;) un tenseur de vitesse des déformations plastiques correspondant.

Soit (oj;) un tenseur des contraintes verifiant F(c;"j, K) < 0 (Fig.1.2)

Si

(o; —o))é =0 ANH (1.16)

ij = ij

alors le matériau obéit au principe du travail plastique maximal.

Figure 1.2 — Principe de travail maximal de Hill (1950) —

11
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La validité du principe du travail plastique maximal (1.16) implique que :

— Lasurface d’écoulement portée dans 1’espace des contraintes est convexe.
— En un point régulier de la surface de charge, I’unique orientation possible pour 85 de
fagon a respecter (1.16) n’est autre que la normale extérieur a la surface de charge.
— En un point singulier, la convexité implique 1’existence d’un cone convexe des
normales extérieurs a F(oi,- ,K) eno tel que : sﬂ appartient a ce cone.
En relation étroite avec ce principe, on peut énoncer également le postulat de DRUCKER

[4]:

d*W =67 >0 (1.17)
ou G est I’incrément de contrainte sur la surface de charge causant I’écoulement plastique.
La relation (1.17) définit la condition de stabilité des matériaux.

— Sila loi d’écoulement est associée, la condition d*W= 0 est satisfaite quelle que soit

la direction &;; et le matériau est inconditionnellement stable,

— Sinon, le matériau est stable pour dW= 0 et instable pour d’W < 0.

1.4.2 Matériaux standards (Régle d’écoulement associée)

La regle d’écoulement est dite associée lorsque la surface de charge est confondue avec
la surface représentative du potentiel plastique (F=G). La direction du vecteur déformation
plastique dans 1’espace des contraintes principales est ainsi perpendiculaire a la surface de

charge (F=0). Cela conduit a une loi d’écoulement de la forme :

e =\ oF (1.18)
Les matériaux correspondants sont dits « standards », ils satisfont le principe de travail
plastique maximal de Hill. Ce qui se traduit par la condition de normalité de 1’incrément de

déformation en tout point sur la frontiére convexe de la surface de charge.

12
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1.4.3. Matériaux non standards (Régle d’écoulement non associée)

La régle d’écoulement est dite non associée lorsque la direction du vecteur déformation

plastique est perpendiculaire & la surface représentative du potentiel plastique G (oi,- ) qui est
distincte de celle représentative de la fonction de charge F(o; ). La régle d’écoulement

plastique s’écrit alors :

= oG (1.19)
g = aGij .

Les matériaux correspondants sont dits « non standards », le principe du travail plastique

maximal n’est en générale pas considéré comme valable pour ces matériaux.

1.5. APPROCHE DU COMPORTEMENT DES SOLS
1.5.1. Concept de I’état critique

La théorie de I’¢tat critique développée par ROSCOE & BURLAND [24] et
SCHOFIELD & WROTH [27] s’attache a rendre compte du comportement des sols, sables et
argiles, dans le domaine des grandes déformations, principalement sous chargement

monotone.

Le concept d’état critique repose sur la définition d’un état idéal asymptotique que le
matériau doit approcher sous cisaillement monotone. Cet état ultime est caractérisé par

quelques propriétés essentielles, que nous rappelons ici brievement.
A I’état critique :

— [D’écoulement plastique du matériau s’effectue a vitesse de déformation volumique
totale nulle (¢, = 0, le matériau devient incompressible) ;

— L’indice des vides du matériau est lié a la contrainte moyenne supportée par celui-Ci,
indépendamment de tout autre facteur (e, =eg — 4 InP);

— la contrainte déviatorique q est proportionnelle a la contrainte moyenne p (q = Mp) ;

ou,M, % ete, sont des constantes caractérisant le matériau, q = 6y —o03,p =

| le champ de contraintes est de révolution et oy, oy, ozsont les

§(01 + 207)
contraintes principales.

13



CHAPIMRE I APERCU SUR, L ELASTOPLASTICITE DES SOLS

1.5.2. Concept de ’état caractéristique

L’¢état critique traduit un comportement asymptotique du sol dans le domaine des
grandes déformations a la rupture ou I’écoulement se produit sans variation de volume. Il ne
permet donc pas de suivre 1’évolution de la déformation irréversible, et s’avére par

conséquent, inadéquat a I’étude du comportement des sols sous sollicitations non monotones.

Pour rendre compte du comportement des sols sous chargement cyclique et
transitoire, il est nécessaire d’étudier les mécanismes de déformation du matériau tout au long
du chargement, et non plus seulement a la rupture, en grandes déformations. En effet, au
cours de ces chargements cycliques, les déformations instantanées restent de faible
importance : la rupture du matériau peut étre le plus souvent caractérisée par une

accumulation progressive et continue de petites déformations.

Le chargement des sols sous sollicitations cycliques a fait 1’objet de trés nombreux
travaux, dont on ne citera que les travaux de HABIB & LUONG [8] sur les sols pulvérulents

(les sables).

Lors d'un essai triaxial axisymétrique conventionnel (o; > 0, ,0, =03)en
compression monotone drainée, I'échantillon de sable présente initialement une diminution de
volume lorsque le déviateur q = o; — o3 croit, la vitesse de déformation volumétrique tend
vers 0. Dans le cas d'un sable lache, cet état n'est atteint qu'asymptotiqguement. Pour un sable
plus dense, la vitesse de déformation s'annule et change de signe : le matériau devient dilatant
(figure 1.3). La dilatance resulte du désenchevétrement des grains, elle est d'autant plus
prononcée que le sable est initialement dense et que la pression de confinement est faible. Le
comportement est similaire lors d’un chargement triaxial en extension (o7 < 6,0, = 03),

avec initialement une phase contractante suivie d'une phase dilatante.

14
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Définition de I’état caractéristique

—Za contraintes — déformations axiales

v Sable lache

€y  Déformations volumiques — déformations axiales

Figure 1.3 — Variation de volume sous chargement monotone —

La valeur de la contrainte ou la vitesse de la déformation volumique est nulle lors d'un
essai drainé définit un seuil dans le comportement d'un sol granulaire, que LUONG [15] et
HABIB & LUONG [8] ont dénommé état caractéristique (voir figure 1.3).

Cet état caractéristique est associé a :

— Un taux de variation de volume nul &, -

— Un seuil de changement de comportement, le processus d’enchevétrement des grains
est remplacé par un processus de désenchevétrement ;

— Une déformation du sol relativement faible ;

— Une indépendance vis-a-vis de la porosité initiale;

— Un rapport de contraintes n¢ = o,/c; = tg2 (nl4 + g 12) ;

— Un angle de frottement ¢, = Arc sin (3 n¢/6 + ng).

15
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Les cercles de Mohr correspondant aux états caractéristiques atteints a partir de

différentes contraintes initiales isotropes admettent une tangente commune, de pente tan¢_,
appelée « ligne ou droite caractéristique ». L’angle ¢  détermine la capacite

d’enchevétrement des particules de sable [17].

Des essais axisymetriques réalises sur différents sables montrent que ¢_ est un

parametre intrinséque du matériau, indépendant de la densité, de la granulométrie et de la

contrainte moyenne [14].

L’état caractéristique sépare deux types de comportement rhéologique du sable : contractant
dans le domaine sub-caractéristique, limité dans le plan (p, q) par deux droites LC, et dilatant
dans le domaine sur-caractéristique jusqu’a la limite de rupture définie par les deux droites
LR (figure 1.4). Dans le cas des sables laches, les droites caractéristiques sont confondues
avec les droites de rupture. L'état caractéristique se confond avec I'état critique SCHOFIELD
& WROTH [27].

Le concept d'état caractéristique défini précédemment permet également de rendre
compte du comportement sous chargement cycliqgue LUONG [15] ; HABIB & LUONG [8].

A
)
[3+]
= LR
€
=
[
(@]
'@
)
o
D- - Ve - -
g Domaine surcaractéristique
O
»D
Domaine
< ..
.© subcaractéristique
3
=
[
(@]
2
5 LR LC
x
(i

Figure 1.4 — Critére caractéristique « LUONG » —
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1.5.3. Le comportement non standard des sols

La convexité des domaines d’¢lasticité €tant validée expérimentalement c’est sur la

regle de normalité que portent les vérifications de pertinence du principe du travail plastique

maximal. Le principe du travail plastique maximal est en général admis pour les métaux et

autres matériaux dont le critere de plasticité est indépendant de la contrainte moyenne

Om = tro;/3. En particulier la conclusion indiquée plus haut concernant I’invariance de

volume lors de la déformation plastique correspond bien aux constatations expérimentales.

Pour les matériaux dont la fonction de charge dépend de la contrainte moyenne, le principe

du travail plastique maximal n’est en général pas considéré comme valable.

Prenons le cas du critere de Mohr coulomb, pour un matériau parfaitement plastique

la régle d’écoulement associée a ce critére distingue trois régimes [25], citons a titre

d’exemple le régime de face dans lequel :

&) =L (1 + sin @)

& =0 F o i=0

&8 = —A(1 —sin@) J

D’ou une variation de volume dans la déformation plastique égale a :

&b =&l + b+ &

&2 =L (1+sin®) —A(1 —sin@) = 2isin @

&b 2). sin @ (T 0
T:+:1—tg (———)
& A(1+sin®) 4 2

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)
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R PR LAY

& = [1 tg (4 2)] & (1.25)
e =sing (&) — &%) (1.26)
. . T 0\]. : P

&) = 2\sing = [1 — tg? (Z_ E)] & =sing (8] — &%) (1.27)

Une telle variation de volume dans la déformation plastique est jugée excessive par
de nombreux auteurs qui, rejetant donc le principe du travail maximal pour ces matériaux, et
proposent d’utiliser le critere de Coulomb avec une régle d’écoulement non associée
(Brinch-Hansen, 1953 ; Bent Hansen, 1958 ; Janike et Shield, 1959 ; Radenkovic, 1961).
C’est apparemment le cas des sols ou il a été observé expérimentalement que les regles
d’écoulement plastique associées ne prédisent pas avec précision certaines caractéristiques

essentielles de la réponse mécanique.
11 est intéressant de citer a cet effet I’exemple suivant [2]:

Soit un bloc indéformable et une interface d’appui avec coefficient de frottement noté u

(figl.6.a). La fonction de charge pour le systeme est :
F=T-nuN (1.28)
ou T est la force de traction et N 1’effort normal.

Si la force T dépasse la valeur uN, le glissement s’amorce. Et pour chaque déplacement, un
incrément de déformation irréversible apparait. Etant donné que le déplacement A ne se fait
que dans la direction de la force de traction T, I’incrément de déformations dans le plan N-T
(fig 1.6.b) n’est pas normal a la fonction de charge (sauf pour u=0) mais parall¢le a I’axe T.
on dit alors que le systéme (bloc et interface) a un comportement non-standard par opposition

aux matériaux standards respectant la régle de normalité.
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a-Frottement de Coulomb b-Ecoulement du systeme

Figure 1.6 — Le frottement de Coulomb obéit a une loi non-standard —

Pour revenir aux sols, nous remplagons le bloc indéformable par un sol d’angle de
frottement interne @, et régit par le critére de plasticité de coulomb fig 1.7.a. La force de
résistance est activée par la cohésion, le frottement d’interface et par le frottement
intergranulaire dans le solide. Cette fois, en plus du déplacement dans la direction de la force
de traction T, une composante normale du déplacement apparait a cause du frottement interne
et provoque un changement de volume. Le déplacement total fait un angle y avec la direction
de la force de traction T. La fig 1.7.b montre que le vecteur de déformation fait un angle v ,
par rapport a la direction du glissement, dont la valeur détermine le comportement de
I’écoulement. Lorsque  est égale a @, la vitesse des déformations (plastiques) est normale a
la fonction de charge. La régle de normalité est respectée. L’écoulement est accompagné par
un changement de volume. Lorsque v est nul, la déformation se fait par glissement pure et

sans changement de volume. La régle de normalité n’est alors plus valable.
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a-Resistance du sol au cisaillement b-E coulement du systéme

Figure 1.7 — le sol obeit a une loi non standard —

1.6. CRITERES DE PLASTICITE USUELS EN MECANIQUE DES SOLS
1.6.1. Critére de Tresca

Apres avoir effectué des essais sur le plomb, Tresca (1864) conclut que la
plastification se produit lorsque la contrainte de cisaillement atteint une valeur limite o).

Dans le repere des contraintes principales, le critére s’exprime par :
F(Gij) = Max {(6; — 6;), (02 —03),(03 —01)} — 05 =0 (1.29)

ou oy et o3 représentent les contraintes principales extrémes (o1 > 62 > 63) et o, la limite
d’élasticité en traction simple; elle est égale a I’opposé de la limite en compression simple ; la
résistance en cission simple vaut 62—0 .

Le critéere de Tresca est utilisé pour décrire le comportement des sols fins (argile,
limon) saturés, non drainés, en contraintes totales a court terme, durant lesquelles la variation
de volume est nulle. Dans ’espace des contraintes principales (c,,0;,03 ) la surface de
charge est un prisme hexagonal régulier passant par 1’axe hydrostatique. La figure 1.8 donne
des représentations du critére de Tresca dans le plan déviatorique et dans celui des contraintes

principales.
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Figure 1.8 — Représentation du critere de Tresca (a) dans I'espace des contraintes principales

et (b) dans le plan déviatorique —

1.6.2. Critére de Von Mises

Afin de prendre en compte I’influence de la contrainte intermédiaire, Von Mises a
proposé une surface de charge qui dépend du deuxiéme invariant du tenseur des contraintes
déviatoriques. Dans I’espace des contraintes principales (67 ,0,,063 ) la surface de charge est

un cylindre de révolution passant par I’axe hydrostatique et d’équation :

Floy)=l.—Y=0 (1.30)

ou Y est la limite d’élasticité en cission simple. Ce critere a été formulé pour étudier le
comportement des métaux et il n’est pas bien adapté a la représentation du comportement des

sols dans la mesure ou il ne fait pas intervenir la contrainte moyenne dans son expression.

La figure 1.9 donne des représentations du critéere de Von Mises dans le plan déviatorique et

dans celui des contraintes principales.
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Figure 1.9 — Représentation du critére de VVon Mises (a) dans I'espace des contraintes

principales et (b) dans le plan déviatorique —

1.6.3. Critére de Mohr-Coulomb

Le critere de Mohr-Coulomb (1900) est une généralisation du critére de Tresca. Ces
deux criteres supposent que la plastification apparait lorsque la contrainte de cisaillement
atteint une valeur limite. Cependant, Tresca suppose que cette valeur est une constante alors
qgue Mohr postule que pour une facette donnée cette valeur est fonction de la contrainte

normale.

Le critere de Mohr-Coulomb est utilisé pour décrire le comportement des sols
pulvérulents (sables) et des sols cohérents (argiles et limons). Dans 1’espace des contraintes

principales(c, ,6,,03 ) la surface de charge est une pyramide de section hexagonale et

d’équation :

F(Gi]- )=lo; —o3l— (01 +03)sindp —2ccosp =0 (1.31)

Le paramétre c est la cohésion du matériau et ¢ I’angle de frottement interne. Lorsque
¢ =0, on retrouve le critére de Tresca.
La figurel.10 donne des représentations du critere de Mohr-Coulomb dans le plan

déviatorique et dans celui des contraintes principales.
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(a) (b)

Figure 1.10 — Représentation du critere de Mohr - Coulomb (a) dans I'espace des

contraintes principales et (b) dans le plan déviatorique —

Le potentiel plastique s’écrit, en fonction des contraintes principales extrémes [9] :
G(Gi]' ) = |(51 — (53| — (01 + O3 ) Sil’l\[] (132)

La partie élastique du comportement est définie par I’¢lasticité linéaire isotrope de Hooke. Au
total la loi de Mohr-Coulomb comprend cing paramétres mécaniques : E (module d’Young),
v (coefficient de Poisson), C (cohésion), ¢ (angle de frottement) et y (angle de dilatance).
ces parametres sont détermin€s couramment a partir des résultats d’essais de laboratoire

(cedometre et appareil triaxial)

Un calcul simple montre que les déformations plastiques Vérifient la relation suivante :

de? 2sin

ol Y (1.33)
de; 1 —siny
La quantité % caractérise la variation de volume au cours de la phase plastique ; pour

cette raison, I’angle y est appelé angle de dilatance. D’une maniere générale, I’angle de

frottement est pratiquement toujours supérieur a 1’angle de dilatance.
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Figure 1.11— Matériau de Coulomb avec angle de dilatation y (représentation de Mohr) —

1.6.4. Critere de Drucker Prager

Le critere de Drucker-Prager constitue une généralisation du critere de Von Mises aux cas
des sols, prenant en compte le premier invariant du tenseur de contraintes I, et le deuxiéme
invariant du tenseur des contraintes déviatoriquesJ,. Dans [’espace des contraintes

principales(c; o, ,03 ), la surface de charge est un cone a base circulaire d’équation :

F(o;) = [l2(0) —al; —Y=0 (1.34)

ou a et Y sont deux paramétres qui peuvent étre déterminés a partir de résultats d’essais. Si le

parametre o est nul, la loi se réduit a celle de Von Mises.

La figure 1.12 donne des représentations du critere de Drucker-Prager dans le plan

déviatorique et dans celui des contraintes principales.
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Figure 1.12 — Représentation du critere de Drucker Prager (a) dans I'espace des

contraintes principales et (b) dans le plan déviatorique —

Le potentiel plastique s’écrit [11] :

G(oj) = [J2(oy5) — By (1.35)

G[.:rij)= \J IZ[”ij] " AL

F (5ij) = \I I{o;) -0 - Y

-
I

Figure 1.13 — Critére de Drucker Prager avec une régle d’écoulement non associée —
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La partie €lastique du comportement est définie par 1’¢lasticité lin€aire isotrope de
Hooke. Au total, le modele comprend cing paramétres : E (module de Young), v (coefficient
de Poisson),a, B et Y. Il est fréquent d’exprimer les paramétres de Drucker Prager o, et Y
en fonction de ceux de Mohr coulomb C, ¢ et y. Des relations différentes sont obtenues

selon 1’essai considéré.

Prenons le cas d’une compression triaxiale (6, = o3 eto;>03):

2sin¢

o= m (1363)
v = 6C cos ¢ (1.36b)
V3(3 — sin ¢)
_ 2siny
B= —\/§(3 —sinw) (1.360)
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1.7. CONCLUSION

L’¢établissement d’une loi de comportement, pour un sol donné, est indispensable pour
la résolution numérique des problémes rencontrés dans le calcul des fondations et des
ouvrages en terre. Les modeéles développes, aussi divers par leur formulation mathématique
que par leur base expérimentale, se distinguent surtout par le nombre et le type de parametres
qui les caractérisent. Les modeéles performants sont ceux déefinis par un nombre restreint de

parametres facilement identifiables en laboratoire sur des essais classiques.

La loi de comportement élastoplastique non associée avec écrouissage, preésentée dans ce
chapitre, décrit de maniere relativement satisfaisante le comportement des sols et apporte une
aide précieuse et réaliste pour la compréhension des mécanismes de déformation des

géomatériaux en général et des sols en particulier.
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LA THEORIE DE L’ADAPTATION ELASTOPLASTIQUE

2.1. INTRODUCTION

Dans beaucoup de situations couramment rencontrées en ingénierie, les structures ou
éléments de structures sont soumis a des chargements mécaniques et/ou thermiques cycliques
ou simplement variables dans le temps. L’expérience montre que pour ces types de
sollicitations les structures peuvent évoluer vers trois types d’¢tats limites, dont deux
conduisent a la ruine. Le premier d'entre eux, désigné par le terme rochet, conduit a la ruine

de la structure par exces de deformations plastiques accumulées.

La structure peut aussi périr par formation d'un cycle plastique stabilisé qui conduit par
fatigue a faible nombre de cycles a la rupture, ce phénoméne est appelé accommodation ou
fatigue plastique. Toutefois, la structure peut aussi endurer un grand nombre de cycles, dans
ce dernier cas, les déformations plastiques se stabilisent et le comportement cyclique
redevient purement élastique avec apparition de contraintes résiduelles. On parle alors

d'adaptation.

Dans ce chapitre nous exposons la théorie d’adaptation qui repose sur deux théorémes
clés a savoir le théoréeme statique de Melan et le théoréme cinématique de Koiter puis nous
présentons la généralisation du théoréme statique d’adaptation aux cas des matériaux non

standards.
2.2. THEORIE D’ADAPTATION

La théorie de 1’adaptation plastique "shakedown theory" étudie les conditions de ruine
d’une structure élastoplastique soumise a des charges variables entre des bornes qui sont
fixes, d’une maniere indépendante les unes des autres. Si la structure s’adapte le travail
dissipé plastiqguement dans toute la structure est fini, les déformations plastiques tendent vers

une limite, et la réponse en contraintes tend vers une réponse purement élastique.

Depuis les travaux originaux de Bleich [1] et Melan [19], [20] dans les années trente,
la théorie de I’adaptation plastique a connu un développement considérable. Sans fournir un
apercu géneral et complet de la littérature sur le sujet qui sortirait du cadre de ce mémoire,
nous signalons que le théoreme statique est donné par Melan [19], [20] et le théoreme
cinématique par Koiter [13]. Ils donnent respectivement la borne inférieure et supérieure de

la charge limite d’adaptation.
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Ces théorémes ont fait 1’objet de plusieurs études et applications pour le cas des
structures metalliques. Cependant leurs applications pour le cas des sols restent difficiles et se
font rares. En effet Le comportement du sol est beaucoup plus complexe dont une
modélisation réaliste nécessite la prise en compte : de la contractance-dilatance, des
déformations volumiques, d’une loi d’écoulement non associée, et de 1’énergie dissipée au
cours des cycles. Dans ce qui suit nous rappelons le théoréme statique et cinématique de la
théorie d'adaptation qui sont basés sur les hypothéses suivantes :

Evolution quasi-statique

L’application des charges s’effectue dans des conditions quasi-statiques de telle sorte

que les effets dynamiques sont négligeables.
Matériau élastique parfaitement plastique

Considérons un corps B constitue d'un matériau élastique parfaitement plastique
standard, de volume V et de surface S =S, USt, S, N Sy = @, soumis a des sollicitations
extérieurs qui varient d’une facon quelconque et indépendamment [’une de 1’autre, entre des

limites prescrites :

— des forces de volume : F; dans V,
— des forces de surface : T; sur S,

— des déplacements imposes : U; sur S,,.

Figure 2.1 — milieu continu et sollicitations —
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En appliquant le principe des travaux virtuels qui énonce : « pour tous les champs
cinématiquement admissibles, le travail virtuel des actions extérieures est égale au travail des

actions intérieurs » nous obtiendrons :
fFi uldV+f Ti U; dsS = fGij Sij dv (21)
\ St \
Les deplacements dans le corps réel peuvent étre exprimés comme la somme de deux
contributions:

u =uf +uf (2.2)

ou u; est la réponse en déplacement qui résulte des forces de volume, des tractions de surface
et des déplacements imposés et u] est la réponse en déplacement qui résulte des déformations

plastiques. Il vient donc :

uf =1 sur S, (2.3a)

u =0 sur S, (2.3b)
Hypothéses des petites transformations

Sous I’hypothése des petites déformations, un champ de déformation compatible peut
étre dérivé de la relation linéaire suivante :

1
& =3 (i + uy) (2.4)

En tenant compte de 1’équation (2.2), on peut écrire :

Sij = 8?]- + 8{]' (253)

avec

g.e. = 1(u.e. + u.e.) (ZSb)
1) 2 1,) 1
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1
gjj = 3 (uir,j + u;i) (2.5¢)

ej; est le champ de déformations élastiques qui résulte des forces de volume, des tractions de

surface et des déplacements imposés et g; est le champ de déformations résiduelles qui

résulte des déformations plastiques, défini par :
g = & +of (2.6)

ou eg et & sont, respectivement, les champs de déformations plastiques et élastiques

residuelles. Finalement la déformation totale ;; a pour expression :

g = & & = & + 85 + & 2.7)
La part élastique de la déformation est liée aux contraintes par la loi de Hooke :

o = Ejeg (2.8a)
Py = Eyaei (2.8b)
Le champ de contraintes o;; qui a pour expression,

o =oj + P (2.9)
doit satisfaire les équations d’équilibre suivantes :

o;; +Fi=0 dans V (2.10a)

Gi]—nj - Ti =0 sur ST (210b)

Comme le champ de contraintes résiduelles est un champ d’auto-contraintes, le systeme

d’équations suivant est vérifié :

oj; +F =0 dansV (2.11a)
oin—T =0 sur St (2.11b)
pijj = 0 dans V (2.11¢)
pij Ny = sur St (2.114d)
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Convexité du domaine élastique

On suppose que le matériau obeit au principe du travail maximal de Hill [12] :

Pour tout oj; appartenant au domaine défini par ’inégalité F(ij) <0:

(o —o5)é; >0 (2,12a)
Pour un état de contraintes admissibles of défini par F(o) <0

(o — o)l =0 (2.12b)
Loi d'écoulement associée

La déformation plastique est donnée par la loi de normalité :

& =k — (2.13)
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2.3. THEOREME D’ADAPTATION STATIQUE DE MELAN

Le théoréme de Melan (1936) ou théoréme d’adaptation statique de Melan peut étre

énoncé sous la forme suivante :

On dit que le corps matériel B s’adapte S'il existe un champ de contraintes résiduelles

indépendant du temps p et tel que sa superposition avec le champ de contraintes purement

élastiques constitue un état de contrainte sdr (2.12a) :

qui ne viole pas le critére d’écoulement en tout point du domaine et pour toutes les

combinaisons possibles des sollicitations a 1’intérieur des limites prescrites :

Flof (xt) +5,(x)] < 0 (2.14b)

En revanche, il n’y aura pas d’adaptation si on ne peut trouver une distribution de
contraintes résiduelles indépendante du temps, constituant avec les contraintes élastiques un
état de contraintes admissibles ©® en tout point du corps matériel et pour toutes

combinaisons possibles des sollicitations.

_ Adaptation

Déformation plastique
~

L )

Nombre de cyeles

Figure 2.2 — Adaptation et rupture incrémentale
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2.4. COEFFICIENT DE SECURITE A L'ADAPTATION

La valeur de la deformation plastique totale qui peut apparaitre avant que le matériau

atteigne son état d'adaptation, n'a pas été donnée par le critére et la démonstration de Melan.

Le coefficient de sécurité introduit par Koiter [13] (1960) permet de préciser de maniére
décisive que les déformations plastiques cessent d'évoluer aprés une durée déterminée,

puisqu'il permet de borner I'énergie dissipée plastiquement durant le trajet de chargement.

On considére un coefficient de sécurité o > 1 contre la défaillance de la structure due a

I'inadaptation, tel que I'état de contrainte ac; soit a l'intérieur du domaine élastique et

ij
constitue un état admissible, c'est-a-dire que :

F(acj) <0 (2.15)

avec a (oj; + p;; ) = oj; comme état de contrainte admissible. Le principe du travail plastique

maximal montre que :
(Gll acu) & >0 (2.16)

1]_

D'ou I'on déduit :

1) %ijj

v‘vp=j oy &0 dV < Llj (05 — o) &f dV (2.17)
- \'

L'intégration par rapport au temps de I'inégalité précédente conduit a I'inégalité suivante:

W, <

1
) < —[W(0) - W@ < —— 3P Eh P 4V (2.18)

o— 1

Cette inégalité implique que I’énergie dissipée plastiquement est bornée pour tout (o > 1)
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2.5. THEOREME CINEMATIQUE DE KOITER

Le deuxiéme théoréme cinématique d’adaptation est attribué a Koiter [13]. Il repose

sur la définition d’une vitesse de déformation plastique admissible sf; (x,t) sur un cycle

d’intervalle 0 <t<T. Elle est caractérisée par I’intégrale suivante :

T
. . 1
ASE = .f 85 (t) dt = E (Aui‘j + Au]',i)
0

T
0

Auy; =0 sur S,
qui constitue un champ de déformation cinématiquement admissible.

Une structure élastoplastique ne s'adapte pas s’il existe une vitesse de déformation
plastique admissible sf; (x,t) dans I’intervalle du temps 0 <t<T et pour toute combinaison
de charges extérieures F,(x,t), T,(x,t) a I'intérieur des limites prescrites I’inégalité suivante

est strictement vérifiée :

T T T
[ [revueoavas [ [ meoueodd> [ [ oxoimavd
0o Jv 0 Js; 0o Jv

T
= [ [ p@Epaver (220)
0 JVv

Autrement, [’adaptation aura lieu si pour toutes vitesses de déformations plastiques

admissibles possibles 83 (x,t) durant le programme du chargement dans I’intervalle du temps

0 <t<T I’inégalité suivante est satisfaite :

T T T
[ [revueoavas [ [ neoumodsds [ [ o @0
0o Jv 0 Js; 0o Jv

=JOTJVD(é§)dth (2.21)

ou o (x, t) est le tenseur de contraintes associé a la déformation plastique.
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2.6. GENERALISATION DU THEOREME STATIQUE D’ADAPTATION AU CAS
DES GEOMATERIAUX (MATERIAUX NON STANDARDS)

Dans ce qui suit nous proposons une généralisation du théoréme statique d’adaptation
aux cas des matériaux non standards. La démonstration est basée sur le théoreme de
Radenkovic [23] , (tel qu’il a été modifie par Josselin de Jong [3] (1965) et Salengon [26]

(1972)), il existe une fonction G(o;; ) (fig 2.2) avec les propriétés suivantes :

- G(oy ) est une fonction convexe.
G(o;; ) = 0 implique F(c;; ) < 0 .

- Pour tout o;; tel que F(o; ) = 0 , il existe & tel que :

a- &) estnormal & la surface G(o; ) = 0 &
— . p
La relation b est vérifier pour tous états de contraintes se trouvant sur la surface G(5;), sa
généralisation pour tous états de contraintes G se trouvant & intérieur G(5;) < 0 est

immédiate.

c- (o — ) & >0 (2.23)

ij —

En effet pour tous états de contraintes G;; tel que G(czsi]-) < 0 on peut lui associée un état de

contrainte g;; sur la surface G(&U) = 0 et que le vecteur 6o est colinéaire au vecteur g ¢ .

Si la relation (b) est vérifiée, forcement la relation (c) I’est aussi.
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02
F
eF
0
Fla)=0
5
g(z) =0
&
o k= >y

Figure 2.2 — G surface —

2.6.1. Surface caractéristique et G surface

A l'état caractéristique le matériau devient incompressible ce qui entraine la validité de
la régle de normalité. La surface caractéristique qui est une généralisation de la ligne
caractéristique est définie en utilisant le critere de Mohr coulomb avec un angle de
frottement caractéristique. Dans ce qui suit on identifie la G surface a la surface
caractéristique, en effet cette derniére requis toute les conditions. En plus elle est déterminée
a partir des constatations expérimentales observées sur les sables a la différence des autres

travaux qui déterminent G surface a partir des considérations purement théorique [26].

2.6.2. Enoncé du théoréme

Un corps élastoplastique s’adapte, si une distribution de contraintes résiduelles

indépendante du temps Py (x) peut étre trouvée telle que sa superposition avec les
contraintes purement élastique donne un état de contrainte de sécurité, ¢’est —a-dire

oj + P =5y (2.24)
avec G(5;) <0

En tous points du corps élastoplastique et pour toutes combinaisons des charges possibles.
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Pour la démonstration, on considere I'énergie de deformation élastique fictive W
correspondant aux contraintes auto-équilibrées (p —p), ou p est le champ de contraintes
résiduelles actuelles a chaque étape du programme de chargement et p est un champ de
contraintes résiduelles indépendant du temps pour lequel le critere de Melan est satisfait.

L’¢énergie de déformation élastique fictive W de forme quadratique est définie par :

1 — - —

W= EJ;, (py =Py ) Eiid (o —Pi) AV (2.25)
1 — —

W= Efv (py =y) 57 — &) av (2.26)

La dérivée de W par rapport au temps donne :

Ay — -1 . _ — .
W= fv (pij - pij) Eijkl pk]dv - fv (pij - pij) Sgr dv (227)
En tenant compte de 1’équation (2.7) 1’équation (2.27) devient :

W= J (pii - 511) (& —& —&f)dV (2.28)
\%

Le champ de contraintes résiduelles (pi]. _511) est auto — équilibré et la vitesse de

déformations (&; — &) est cinématiquement admissible, car elle est la différence entre deux

vitesses de déformations cinématiquement admissible. Le principe des travaux virtuels

permet alors d’€écrire :

v'vzf (py —5,) (&5 —&5)dv=0 (2.29)
Vv

et I’équation (2.28) devient :

W = —fv (pi]. - ,311.) & dv (2.30)
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e

En tenant compte que P = Oj —csie]- et que 511 = Gj — oy avec oy l’¢tat de contraintes

actuelles et 6;;1°¢tat de contraintes de sécurité. On obtient finalement :
v'vz—f (o —5y) & dV <0 (2.31)
v

La quantité W est une fonctionnelle positive et toujours décroissante en raison de I’inégalités

(2.22), (2.23), Pour qu’elle ne devienne pas négative, il faut qu’a un moment donné :

wz—f (o5 —&y) & dV=0 (2.32)
v

La derniére équation est satisfaite si I'une des deux alternatives suivantes a lieu :

a- soit (c;; > &), c'estadire (pi]. - 511) pourt > t,;
b- soit& — 0 pourt > t,.
Comme G(c‘sij) < 0, les deux alternatives (a) et (b) entrainent le comportement élastique de

la structure, ce qui est appelé adaptation.
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2.7. CONCLUSION

Les théorémes statique et cinématique de la théorie de 1’adaptation sont basés sur le
postulat de Drucker (ou le principe du travail plastique maximal de Hill) valable pour les

matériaux standards qui vérifient la regle de normalité.

Les géo-matériaux en général et les sols en particulier sont des matériaux
compressibles. La déformation plastique est accompagnée d’une variation de volume, et la
regle de normalité donne une indication non réaliste sur la direction de la déformation
plastique. C’est la raison pour laquelle la modélisation des sols avec une loi d’écoulement

associee conduit a une dilatance excessive qui est contraire a la réalité expérimentale.

L’approche la plus souvent utilisée pour orienter correctement cette déformation
consiste en la donnée d’un potentiel plastique, en plus de la surface de charge (approche non
standard). Dans cette étude on a proposé une autre alternative plus commode mais dans la
philosophie est analogue, qui consiste a utiliser la surface caractéristique sur laquelle
I’incrément de déformation plastique est normale. C’est dans ce cadre qu'une généralisation
du théoréme statique d’adaptation aux cas des sols est donnée. Elle est basée sur le théoréme
de Radenkovic, qui stipule 1’existence d’une G-surface pour laquelle la régle de normalité est
vérifiée. Dans notre approche nous avons identifié la G-surface, définie a partir des
considérations purement théoriques, a la surface caractéristique qui est déterminée a partir
des constations expérimentales. Ce qui rend notre approche plus réaliste et plus fiable que
I’approche basée sur I’introduction d’une loi d’écoulement non-associée qui permet juste le

contrble de la dilatance.
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FORMULATION DU PROBLEME D’ADAPTATION PAR M.E.F.

3.1. INTRODUCTION

La mise en ceuvre du théoréme statique d’adaptation repose sur la méthode des
éléments finis statiquement admissibles en jonction avec un processus d’optimisation non
linaire. Cette derniére consiste a maximiser le facteur de charge tout en veillant a ce que le
critére d’écoulement soit respecté en tout point de la structure. La résolution du probléme de
I’analyse a 1’adaptation sous contraintes utilise la méthode du Lagrangien augmente [22], et

nécessite :

- La solution du probleme du corps de référence purement élastique correspondant aux
mémes conditions aux limites et mémes sollicitations que le probléme posé ;

- La construction d'un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps.

3.2. DOMAINE DE CHARGEMENT

On suppose que chaque charge, symboliquement notée P, , peut varier a I’intérieur d’un

intervalle donné:

Py € Iy = [P, P[] = [u], uf]Py

(3.1)
Py € 1, = [P, BT = [y, i By
On note le domaine de toutes les charges extérieures possibles par D défini par :
D= {P/P =y B, u € [n ']} (3.2)
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ou les P, (i = 1,..., n) sont les n charges généralisées indépendantes (ex. : les forces de
volume, les tractions de surface, les déplacements imposeés, variation de température ou la

combinaison de ces charges) et les . sont les multiplicateurs de charges avec respectivement

uf’ et u-, les bornes supérieure et inférieure correspondantes.

Le domaine D a la propriété de convexité c'est-a-dire que pour tous P; et P, appartenant a D,

toutes les valeurs de P définies par :

P
= 0P, +(1—0)P, 0¢ [0,1] (3.3)

appartiennent aussi a D. L’enveloppe convexe du domaine D est définie par

m
$={P=Zuiﬂ, ui=ui‘0uui+l (3.4)
i=1
Chague élément P de $ peut s'écrire comme :
m
i=1
Ou
m

i=1

avec m = 2" et les P, les points de $, sont les points anguleux de D. Le cas bidimensionnel

est montré sur la figure 3.1.
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Théoréme : L’adaptation peut avoir lieu dans le domaine de chargement D si et seulement si
on a adaptation dans son enveloppe convexe $. Sa conséquence est que, pour un domaine de
variation de charges donné, s’il y a adaptation pour les points anguleux du domaine P;, alors

il y a adaptation pour tous les points du domaine [21].

P,
A
P 4 P2+ . P 1
Pr <P
A P, <P,
P P
»P;
A 4
P 3 h P 2 P 2

Figure 3.1 — domaine de variation des charges —

3.3. FORMULATION ELEMENTS FINIS
3.3.1. Principe du minimum de I’énergie complémentaire totale

Pour le calcul de la réponse élastiqgue on utilise la méthode des éléments finis
statiquement admissible, basée sur le principe du minimum de 1’énergie complémentaire.

L’énergie complémentaire U, d’une structure est donnée par la somme de |’énergie

complémentaire de déformation (U ) et du potentiel des forces extérieures (V ). En négligeant

les forces de volume U, est definie par :

U.=U" +V” (3.7)

1 _ —
U.== f oy Eju o dV — f T, U, dS (3.8)
2J)w Su
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ou S, est la frontiere sur laquelle les déplacements ; sont imposés, et T; représente les

tractions de surface correspondantes. Cette fonctionnelle est minimale a 1’équilibre, c'est-a-

dire que :

85U, = 58U +8V =0 (3.9)
et

82U, = 82U +82vF > 0 (3.10)

Dans ce qui suit on considére que les déplacements ©; imposés sur la frontieres S, sont nuls
et I’expression de U, se réduit a :
1 1
UC =U = E Gij Eijkl Okl dV (311)
W)
Dans le cas des problemes plans le champ de contrainte dépend uniquement de x et vy,
I’intégration sur le volume peut étre remplacée par une intégration sur la surface S dans le
plan x — y, on obtient alors :
1

U. = Ej oij Eiji o tdS (3.12)
)

ou t représente 1’épaisseur (dV = t dS).
3.3.2. Fonction de contrainte d’Airy

La formulation des éléments s’effectue a partir d’hypotheses sur les champs de
contraintes. Il est nécessaire de choisir ces champs de manieére a ce qu’ils vérifient les
équations différentielles d’équilibre. Une solution pratique pour définir des champs de
contraintes admissibles consiste en 1’utilisation de fonctions potentielles, ou fonctions de
contraintes. Ces fonctions sont des expressions qui dérivées selon certaines régles, donnent

des composantes de contraintes qui vérifient automatiqguement les conditions d’équilibre.
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L’état de contrainte plane ou de déformation plane n’admet qu’une seule de ces fonctions,

appelée fonction de contrainte d’Airy notée @ (x,y), dont la définition est la suivante :

6" = [011,022,612] = [@ 22, @11, — P13 | (3.13)
avec

Oxx = 011 = (0°®/0y?) = @,
Oy = Ogp = (02®/0x*) = @ 4 (3.14)

Ty = 012 = (0°®/0x dy) = — D,

La discrétisation consiste a découper la structure (domaine V) en éléments finis (sous
domaines V¢) de forme géométrique simple. Dans chaque élément, on définit une

approximation de la fonction de contrainte d’Airy par :
O(x,y) = NT ©° (3.15)

ou N et ®° désignent respectivement les vecteurs de fonctions de forme et les fonctions de
contraintes aux nceuds de 1’élément. Le vecteur contrainte donné par 1’équation (3.13) peut

s’écrire :
0?7 = [N}y, Nj, — N ;Jo¢ = (N)T0* (3.16)

ol N représente le vecteur des dérivées secondes de N. En tenant compte de 1’équation

(3.16) I’expression de 1’énergie complémentaire (3.12) devient :

1
U¢ = 5 ()T fe ° (3.17)
Avec
fe=| (N) Epl N'tds (3.18)
(S)
Avec

-----
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L’énergie complémentaire totale U, est donnée par :

1

n
U, = Z ue = E<1>ch1> (3.19)
e=1

ou la matrice de flexibilité f et le vecteur @ sont obtenus par la superposition de toutes les
matrices de flexibilités élémentaire ¢ et de tous les vecteurs élémentaires ®°.
3.3.3. Continuité des contraintes inter-éléments

La continuité des contraintes normales et de cisaillement inter-éléments doit étre assurée

pour que le principe du minimum de I’énergie complémentaire totale soit valide.

(0} Ont
e <—T
l ’ ¢ A _ B
Gnn_o-nn
A ¢ Oy T B
> -
e
L » <«

Figure 3.2 — Continuité des contraintes —
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on, = oo, = [02D/0t?*]A = [9%D/0t*]® (3.20)
ot = oy = [02@/0t dn]* = [9*® /0t on]® (3.21)

La nécessité de satisfaire les conditions d’équilibre inter-élément qui exigent la continuité de
@ et de ses dérivées d’un ¢élément a 1’autre, est assurée par I’utilisation des polynomes

d’interpolation bicubique d’Hermite.
3.3.4. Approximation de la fonction d’Airy par les polynomes d’Hermite

L’approximation de la fonction de contrainte d’Airy ®(x,y) est de la forme
(GALLAGHER & DHALLA[5]):

3
O(x,y) = Zz a; X' ¥ ,j=0,1,2,3 (3.22)

3
i=0 j=0

ou, les parametres inconnus aj sont au nombre de 16. Ces derniers sont remplacés par les
paramétres @;;. Lesquels permettent une identification mécanique. Ils sont donnés par la
valeur de la fonction @, sa dérivée premiére, @, et @ et sa dérivée seconde @, aux points

nodaux de chaque élément.
O(xy) = [INOI",[No,] , [No,] [No,] | (e} (3.23)
avec

[NO]™ = [N; (x) Ny (), N2 (%) Ny (¥), N (x) N2 (¥), Ny (x) Np ()]

[N©,]" =[N3 () Ny (), Ng () Ny (1), Ny () No (), N3 (%) N2 (3)]

[ND,]" = [Ny () Ny (%), N3 (%) Na (), Ny (%) Ny(¥), Ny () Ny (3)]

[NO,,|" = [N3() N3 (), Ny (x) N3 (y), N (%) Nay(y), N3 (%) Ny ()]
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Les fonctions de forme N; sont données par les polyndmes d’Hermite suivants:

N;(x) = (1 —3S% + 25%) N, (y) = (1 —3t% + 2t3)
N»(x) = (35 — 253) N, (y) = 3t* — 2t%)
N3(x) =aS(S—1)? N3(y) =bt(t—1)?
Ny(x) =aS(s*=9) Ny(y) =bt(t* —1)
_X _Y
5= a =y

Le vecteur & contient tous les parametres de fonctions de contraintes aux nceuds :

{0} ={D;,D;,D3,Dy, Dy, Dy, Dy 1 Py Py, Py, @3, @

y1l7 y372 T y4

’ (D,xyl ’ (D,xyZ , q),xyg ’ q)’xyz}}T (324)
Les nombres 1, 2, 3, 4, sont relatifs aux nceuds 1, j, k et 1 respectivement (voir figure 3.3).
3.3.5. Prise en compte des conditions aux limites par les multiplicateurs de Lagrange

En tenant compte de (3.13) et (3.14) les équations d’équilibre sur la frontieéres ou des

tractions de surface sont prescrites sont données par :
Qoo =@y =Ty
sur St (3.25)
— 0, +P M =T,
On va expliquer I’implémentation des conditions aux limites statique sur un exemple.

Considérons un élément (i-j-k-1) lequel est soumis le long de son c6té (i-j) a une contrainte
normale o,(x) et a une contrainte de cisaillement oy, (x), comme il est montré sur

la (figure 3.3). En tout point de ce cOté on a :

q),ll = q),xx = Gyy (X) (326)
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(3]
¥ %

'y

. 2

Figure 3.3 — cas d’un chargement applique sur la frontiére —

En intégrons deux fois 1’équation (3.26) et en évaluant les constantes d’intégration en

fonctions des valeurs de ® et @, aux extrémités du coté (i-j) (c'est-a-dire ®(i), ®(j), D (i),
@, (j), il résulte :

fo 6y, (x) dx = 0, (i) + D, ()

(3.27)

Ja chsyy (s)dsdx = — ®() + O() —a D, (i)
0 Jo

L’évaluation des contraintes de cisaillements aux extrémités du coté (i-j) donne les deux
conditions de contraintes suivantes :

Oxy (1) = - q),xy (1)

(3.28)
Oxy (]) = (D,xy (])

(3.29)
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Une troisiéme condition s’ajoute en intégrant la contrainte de cisaillement le long du coté (i-

)):
®, (i) -, () = f 6y (x) dx (330)
0

L’ensemble des équations qui proviennent des conditions aux limites constituent un systéme
d’équations de contraintes, qui peut se mettre sous forme matricielle suivante :

Cnxn q)nxl = mel (331)

avec m = nombre d’équations de contraintes, n = le nombre de parameétres inconnus (degrés
de liberté), et P le vecteur des charges extérieures résultant a partir de 1’intégration des

tractions de surface.
3.3.6. Calcul de la réponse purement élastique

L’addition des contraintes d’optimisation avec les multiplicateurs de Lagrange
A (i=1,2,....m) a la fonctionnelle de 1’énergie complémentaire totale donne une fonction

de @;, A; a optimiser :
1 T T T
F(d),x)=§q>fc1> +ar(co" —PT) (3.32)

La variation de I’equation. (3.32) par rapport a @ et A conduit & un systéme d’équations

linéaires :

((f: C0T> (;I:) - (3) (3.33)

On remarque que la partition inférieure est tout simplement constituée des équations de
contraintes. Si f n’est pas singuliére, on pourra résoudre ces équations directement par

partition. La partition supérieure nous donne :
{@} =-[f]7'[Cc]"(W (3.34)

et de la partition inférieure on obtient :
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{@}=[C]'{P} (3.35)
En réarrangeant les équations (3.34) et (3.35) on obtient

{@} =-[f]7'[Cc]" (W =[C]7{P} (3.36)
M =—clfIt [eID{PY (3.37)

La substitution de {A} dans 1’équation (3.34) nous permet de déterminer les paramétres de la
solution purement élastique { ®°}. Ces paramétres sont utilisés par la suite pour la

détermination des contraintes purement élastique.
3.3.7. Calcul de la réponse plastique : Détermination du champ de contrainte résiduelle
Le champ de contraintes résiduelles vérifié les équations d’équilibre homogeénes :
Py = 0 dans V (3.38)
n py; = 0 sur Sy (3.39)
En tenant compte de 1’équation (3.25) I’équation (3.39) peut s’écrire :
®oppny —Ppny =0
sur ST (3.40)

—®5p,n +Py 0 =0

En rapprochant (3.16) et (3.40), il résulte :

N} —Nj
K 22 > n + ( 32) nzl =0 (3.41)
—Niz N1
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Par sommation sur tous les éléments, on obtient un systéme d’équations de contraintes :
Cp=0 (3.42)

Les éléments du vecteur @ ne sont pas linéairement indépendants. On applique alors une
procédure d’élimination de Gauss-Jordan pour déterminer le vecteur ®" dont les éléments

sont linéairement indépendants. L’équation (3.42) est alors équivalente a :
CO=CXD" avecCX =0 (3.43)

Le vecteur @' représente les parameétres de la solution plastique, qui sont utilisés pour le

calcul des contraintes résiduelles.
3.3.8. Facteur de charge a ’adaptation

Le facteur de charge a 1’adaptation agp, est déterminé par la solution du probleme

d’optimisation
Ogp = maxa (3.44)
avec a comme fonction objective soumise aux contraintes d’inégalités :

F (0y) = F (a o (P) +py) <0 VPeD (3.45)

représentés par le critére de plasticité F(Gi]-) testé en différents points. Le lagrangien associé

en absence de contraintes d’égalités est donnée par :

HCTSEIORD AT CTERTHIO) (346)

ou f (x) représente la fonction objective, (b; — q;) les contraintes d’inégalité et les u, sont les

multiplicateurs de Kuhn Tucker (pour plus de détails voir annexe B).

Pour combler les carences de la méthode de Lagrange, et pour avoir une meilleure
convergence on a utilise la méthode du Lagrangien augmenté. Cette technique combine

’utilisation des multiplicateurs de Lagrange K généralisés et des parametres de pénalité
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Le Lagrangien augmenté est donné par :

m n

LaGomw) = L Gow) = w, Y (b= 400) = wy (b — ()’ (3:47)

ji=1 k=1

qui dans notre cas prendra la forme suivante :
m r n

L(@,p,0) = 0= ) pya (@,®) —w; ) (4 (@ ®)2 = w; ) (@(@ B (3.48)
=1 =1 k=1

avec m le nombre de contrainte d’inégalités égale au nombre de points tests, r le nombre de

contraintes active (q; —b; = 0) etn le nombre de contrainte non active (qx — by < 0).

Pour le calcul de la charge limite de I’adaptation on a utilisé le critere de Mohr- Coulomb, qui
est le mieux adapté pour I’étude du comportement rhéologique des sols. La contrainte

d’inégalité est donnée par :

qj (0, ®) = 61 — 0, tg? (% + %) —2Ctg (g + g) (3.49)

ou ¢ est I’angle de frottement et C la cohésion.
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3.4. CONCLUSION

Pour I’étude de ’adaptation on a utilis¢ des éléments finis statiquement admissible en
couplage avec la programmation mathématique non-linéaire. L utilisation de la méthode des
pénalités seule présente des difficultés numériques ainsi que [’utilisation de la méthode de
Lagrangien seule présente des probléemes de convergence. Pour combler cette carence on a
utilisé la méthode du lagrangien augmenté qui combine 1’utilisation des multiplicateurs de

Lagrange et des coefficients de pénalité.

La nécessité de satisfaire les conditions d’équilibre inter-élément qui exige la continuité
de la fonction d’Airy @ (X,y) et de ses dérivées d’un ¢lément a 1’autre, est assurée par

I’utilisation des polyndmes d’interpolation bicubique d’Hermite.
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APPLICATIONS NUMERIQUES AUX PROBLEMES GEOTECHNIQUES

4.1. INTRODUCTION

Le présent chapitre se propose de mettre en évidence numériquement la méthode de
calcul exposée au chapitre 3, en utilisant le code de calcul par éléments finis développé
initialement par GROSS-WEEG [7] Pour I’étude des plaques et coques, puis améliorer par
GIESE [6] pour le calcul élastique parfaitement plastique des massifs de sols. Dans ce qui
suit nous considérons le probléme de la capacité portante d’un massif de sol. Ce probléme
méme dans le cas le plus simple est intéressant a plusieurs titres. En effet, c’est un probléme
pratique, il se pose lorsqu’il s’agit de réaliser des ouvrages de natures différentes telles que
les routes et les voies ferrées. Notre application consiste en particulier a examiner I’influence

des parametres suivants sur la charge limite d’adaptation:
- influence de la cohésion;

- influence de I’angle de frottement caractéristique;

- influence des contraintes de cisaillement.

4.2. EXPLOITATION NUMERIQUE

F=aF

s . &
. E=1000 ps

; ' v =047

A L e R 197in
i
|

%: T 7 P A

‘ 394 in

Figure 4.1 — massif de sol sous chargement variable et répété —
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Dans cette étude, nous limiterons notre analyse au cas d’un sol sec dont le
comportement est élastique parfaitement plastique. Le critere adopté est celui de Mohr

coulomb avec une loi d’écoulement non associée.

Dans ce qui suit nous calculons le facteur de charge a (o = P/P,) pour une charge qui
varie entre 0 et une charge maximale fixe (calcul d’adaption) par un processus d’optimisation
ou o est la fonction objective a optimiser sous contraintes qui dérivent du critére
d’écoulement, ces derniéres doivent étre vérifient en des points tests pour notre cas, nous
avons considéré 9 points tests par élément . Le nombre de points tests doit étre minimisé
étant donné que les contraintes d’optimisation sont proportionnelles au nombre de points tests
et que le codt de calcul augmente en conséquence. Par la suite a fin de valider nos résultats
nous comparons les facteurs de charge obtenus par la théorie d’adaptation a ceux obtenus par

la théorie d’analyse limite.

Le sol est soumis a une charge verticale repartie uniformément et aux contraintes de
cisaillement, sous conditions de déformation plane. La figure 4.1 illustre les conditions aux

limites.
4.3. L’ INFLUENCE DE LA COHESION SUR LA CHARGE LIMITE D’ADAPTATION

Dans cette partiec nous étudions I’influence de la cohésion sol sur la charge limite

d’adaptation. Pour cela nous considérons les conditions aux limites de la figure 4.1.

56



CHAPITRE IV APPLICATIONS NUMERIQUES AUX PROBLEMES GEOTECHNIQUES

—u— ADAPTATION

50 +

o
e

o+t
5 10 15 20 25 30 35 40

COHESION C (PSI)

FACTEUR DE CHAREGE a

—4a— ANALYSE LIMITE

FACTEUR DE CHAREGE a

o+ -+
5 10 15 20 25 30 35 40

COHESION C (PSI)

Figure 4.2 — Influence de la cohésion sur la charge limite (¢, = 0°) —
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CHAPITRE IV

—a— ADAPTATION

—A— ANALYSE LIMITE

200

0 3934VHO 3d dN310V4d

COHESION C (PSI)

Figure 4.3 — Influence de la cohésion sur la charge limite (¢, = 15°%) —

—a— ADAPTATION

—4&— ANALYSE LIMITE

360
340
320
300

40

@

35

COHESION C

Figure 4.4 — Influence de la cohésion sur la charge limite (¢, = 30°) —
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4.4. L’ INFLUENCE DE L’ANGLE DE FROTEMENT CARACTERISTIQUE SUR LA
CHARGE LIMITE D’ADAPTATION

—&— ADAPTATION
—A— ANALYSE LIMITE

55

FACTEUR DE CHARGE a

0 5 10 15 20 25 30 35
ANGLE DE FROTTEMENT ¢ ¢

Figure 4.5 — Influence de ’angle de frottement ¢_ sur la charge limite (C = 5) —

—a— ADAPTATION
—a— ANALYSE LIMITE

100 +

90 +

80 +

70 4
60 o el
.........................................

50

4o T

FACTEUR DE CHARGE a

30 q- e
'

20 . __

10

10 15 20 25 30
ANGLE DE FROTTEMENT ¢ C

o
[4; 10 PR

Figure 4.6 — Influence de I’angle de frottement ¢_ sur la charge limite (C = 10) —
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D’aprés les figures une augmentation significative de la charge limite résulte de
I’accroissement de la cohésion (figures 4.2, 4.3, 4.4). La relation entre le facteur de charge et
la cohésion est linéaire. Les mémes constatations sont observées pour le cas ou 1’on fait
varier I’angle de frottement caractéristique (figures 4.5, 4.6) sauf que dans ce cas la relation

entre le facteur de charge et I’angle de frottement n’est pas linéaire.

Il découle a partir des résultats obtenus qu’un dimensionnement basé sur 1’analyse
limite ne garantit pas la securité des structures si les charges sont variables ou simplement

cycliques.

4.5. ETUDE DE L’INFLUENCE DES CONTRAINTES DE CISAILLEMENT

—v— ADAPTATION QUASI STATIQUE ¢c = 0°
—v— ANALYSE LIMITE ¢c=0°
—O0— ADAPTATION QUASI STATIQUE ¢c= 15°
—e— ANALYSE LIMITE ¢c= 15°
—0— ADAPTATION QUASI STATIQUE ¢c= 30°
—8— ANALYSE LIMITE ¢c= 30°

50

45

40

35 -
30—.
25—-
20

15

FACTEUR DE CHARGE «

10 +

T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
COEFFICIENT DE FROTTEMENT p

Figure 4.7 — Influence du coefficient de frottement p sur la charge limite (C=5, ¢_=0°,

¢, =15°, ¢, =30°) -
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100

—7— ADAPTATION QUASI STATIQUE ¢c= 0°
—v— ANALYSE LIMITE ¢c=0°

—O— ADAPTATION QUASI STATIQUE ¢c= 15°
—e— ANALYSE LIMITE ¢c= 15°

—— ADAPTATION QUASI STATIQUE ¢c= 30°
—&— ANALYSE LIMITE ¢c= 30°

FACTEUR DE CHARGE «
iy
o

v

v v

T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

COEFFICIENT DE FROTTEMENT p

Figure 4.8 — Influence du coefficient de frottement p sur la charge limite (C=10, ¢, = 0°,

0, =15°, ¢, =30°) -

On peut constater sur les figures 4.7 et 4.8 que les contraintes de cisaillement
représentés par le coefficient de frottement u (u = charge axiale/charge tangentielle) exercent
une influence considérable sur la résistance du sol pour les petites valeurs de p la rupture se
produit a I’intérieur du terrain (a une certaine profondeur en dessous de la surface). Pour des
valeurs plus grandes de p, la rupture s’initialise en surface, ce qui justifie la décroissance de

la charge limite quand le coefficient de frottement p croit.
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4.5.1. Etude comparative entre D’approche basée sur la surface caractéristique et

Papproche basée le controle de dilatance

Figure 4.9 — Influence du coefficient de frottement p sur la charge limite (C=5, y= 0°,

Figure 4.10 — Influence du coefficient de frottement p sur la charge limite (C=10, y= 0°,
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D’aprés les figures 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, il apparait que les résultats obtenus par les deux

approches sont identiques.

Du point de vue physique I’approche basée sur la surface caractéristique est plus
réaliste et plus fiable que I’approche basée sur I’introduction d’une loi d’écoulement non

associee qui permet juste le contrdle de la dilatance en vue que :
Pour y=¢

- Lanormalité est vérifier ;
- L’écoulement plastique est accompagné par une variation de volume excessive
prouvée par I’expérience

Pour w=0

- Ladéformation se fait par glissement pur;
- L’écoulement plastique se fait sans changement de volume;

- Laregle de normalité n’est pas valable.

PourO<w<¢

- Laregle d’écoulement n’est pas vérifier;
- La construction de G-surface se fait a partir des considérations purement théoriques.

- La stabilité du matériau et I’unicité de la solution ne sont pas assurées.

L’approche basée sur la surface caractéristique décrit de maniere relativement satisfaisante le

comportement des sols sous chargement cyclique en vue que :

- La déformation volumique est relativement faible, le comportement du matériau est
contractant ;

- Le postulat de stabilité de Drucker est vérifier ;

- G-surface est identifier a la surface caractéristique qui est déterminé a partir des
constatations expérimentales.

- L’unicité et la stabilité du matériau sont assurées.
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CONCLUSION GENERALE

Les théorémes d’adaptations ont fait 1’objet de plusieurs extensions, études, et
applications pour le cas des structures. Cependant leurs applications pour le cas des sols
restent difficiles et se font rares. En effet Le comportement du sol est beaucoup plus
complexe dont une modélisation réaliste nécessite la prise en compte : de la contractance-
dilatance, des déformations volumiques, d’une loi d’écoulement non associée, et de 1’énergie

dissipée au cours des cycles.

Dans ce travail nous avons proposé une genéralisation du théoréme statique
d’adaptation aux cas des sols. Elle est basée sur le théoréme de Radenkovic et sur le concept
de I’état caractéristique, qui est fondamental pour 1’étude du comportement des sols sous
chargement monotone et cyclique. Ce concept est déterminé a partir des constatations
expérimentales ce qui rend notre approche plus réaliste et plus fiable. L’extension est donnée

dans le cadre des hypothéses suivantes :
- petites déformations;

- évolution quasi-statique;

- comportement élastoplastique parfait.

L’application du théoréme statique d’adaptation consiste a construire un champ de
contraintes résiduelles paramétriques. En altérant ce dernier de telle fagcon qu’on maximise le

facteur de charges a, tout en veillant a ce que le critére ne soit pas violé.

Construire une famille de paramétres appropriés, de champs de contraintes auto-
équilibrées est le probléeme central de la théorie de I'adaptation. Il sera construit au moyen de

la technique des éléments finis.

Nous avons utilisé dés éléments finis statiquement admissibles pour le calcul de la
réponse purement élastique ainsi que pour la construction du champ de contrainte residuelle.
L’utilisation de fonctions de contrainte d’Airy assurent automatiquement 1’équilibre et
I’utilisation des polyndmes d’Hermite assurent la continuité inter - élément ce qui conduit a

une meilleure estimation de la charge limite d’adaptation.
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La procédure numérique est basée sur le couplage de la méthode des éléments finis
avec la programmation mathématique non-linéaire. L utilisation de la méthode des pénalités
seule présente des difficultés numériques et 1’utilisation de la méthode de Lagrangien seule
présente des problemes de convergence. Pour combler cette carence on a utilisé la méthode
du lagrangien augmenté qui combine 1’utilisation des multiplicateurs de Lagrange et des

coefficients de pénalité.

L’approche développée est appliquée pour 1’étude d’un massif de sol sous condition de
déformation plane. Le sol est modélise comme un matériau élastique parfaitement plastique
obéissant au critere de Mohr Coulomb. Les résultats obtenus sont comparés a ceux obtenus
par la théorie de I’adaptation et de l’analyse limite. La mise en ceuvre de solutions

numeériques nécessite la résolution des étapes suivantes :

- la solution du probléme du corps de référence purement élastique correspondant au méme

chargement et aux mémes conditions aux limites que le probleme réel pose ;
- la construction d'un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps ;

- la détermination du multiplicateur de charge a ’adaptation par un processus d’optimisation.

Pour les perspectives de recherches nous proposons :
- couplage de la théorie de 1’adaptation avec la théorie de contrainte-dilatance de ROWE;

- extension du théoreme statique aux cas des matériaux non-standards avec dégradation

cyclique;

- application de la théorie de 1’adaptation pour I’étude des fondations marines : sol saturg.
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ANNEXE A

L’approximation de la fonction de contrainte d’Airy ®(x, y)est de la forme :

2 2
o m) = Z [Hoi (OH,; (ﬂ)q)ij + Hy; (©) Hoj()@y;; + Hoi (O) Hyj (M) D 5
i=1j=1
+ Hy; (O Hy; (n)q),xyij] (A.1)

Avec

Ho; (©) = (1 -3¢" +2¢°) Hot() = (1-3n% +21%)

Hoz (Q) = 3¢° — 2¢° Ho2 () = 3% — 27’ (A.2)

Hos (©) = a(¢—2¢* +¢°) Hos () = b(n — 2n? +n%)

Ho(Q) = a(—¢* +¢°) Ho1 () = b (—m? +n%)
oul = 2 etn = % . Les H; représentent ici les fonctions d'interpolations d’Hermite.

Détermination des équations de contraintes

AY
(1,2) (Z,2)
b
(1,1) (2,1)
a

Fig. A.1
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Coté 11 —21:

a
f oy (x) dx = —(D;;l + CD,le
0
a X
f f o,(x) dx = —0'' —a @' + ©*! (A.3)
0 Y0

a

f Tyy (%) dx = (Di,l — (D'zyl
0

Coté 21 — 22:
b

] oy (y) dy = —CI),Z},1 + (D‘zyz
0

b ry
] J o (y) dy = —@*' —b @%' + 0% (A.4)
0 Y0

b
f Txy (Y) dy = (D,le - (D,ZX2
0

La répétition de cette opération pour I'ensemble des c6tés de I'élément, nous

permet ainsi de déterminer toutes les equations de contraintes.

Dans ce qui suit, on donne les expressions de la fonction d’Airy et des

contraintes oy, o, et T,
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d=1-3C-30"+23+20*+98n* - 60n* - 60°n® +4¢°n )
+E -2+ =3Wm* +2(n° + 6 — 47"’ = 3Tn* + 2Tn°) a 0
+M—2n*+n° =3+ 2Tn+6Tn° =3¢ —4Tn* +20n) b @Y

+t@n-2m* —2n+ P+ Pn+ 40 -2 =200 + ) ab o

+BT 28 =90 + 600 +6 0% — 47 3n?)o?!
HP+P+3TN - 200 =300 + 28 a of
+@B PN -2Tn—-6Tn*+30n* +4 00’ -2y ) b o

+Tn+Pn+ 20 - P’ - 2002 + Pn®)ab @

HOT N — 670 —630” + 40 9?

+(=3Tn* + 200+ 300 =2 3nd) a @
2.2 2.3 342 3.3 22

+(=3¢ N +3¢n°+20n* —20n°) b &y

+(n = = Cnf+ P ab o

+(Bn° —21° 9T n* + 6T’ + 6 T’n? — 47 )0l
+BWM* -2 -6 2+ 4P+ 3002 —23n®) adl?
+EP+ P30 =30 — 2802 +20n®) b @2}

+(=I P+ P+ 20— 20 — Cnf+ PP ab @k} (A.5)
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1
oy =D,y = b—z[(—6 +12n+180 - 36 n— 123 + 24 Bn)]o!!
+(—4+6N+1232—-83 — 1800+ 12 ) adl!
+(—-67+12Mn+ 120 -6 —24*n+ 123 b &3}

+(—4 7+6M+8F -4 - 12PN+ 60n)abdl

+(6—12n =187 + 12 3 + 36 ’n — 24 (3n)d?!
+(—2+6N+67—40 — 1800+ 12 3n) a d4!
+(67— 1230 — 12 + 6 3 + 24 {n — 12 {®n) b &2

+(-2C7+6M+4-20 -120n+60n)ab @3

+(18 % — 123 — 36 {®n + 24 ) d%2
+(—62+43 +180Pn—123n) ad??
+(—6 7+ 603 + 127 —120n) b ©%

+QT -2 -6Un+60n)abdy

+(—=18C + 12 ¢ + 36 {®n — 24 () D12
+(-120 +83 + 18P n—12*n) a Y2
+(6*—60 —120*n+ 123 b o7

+(AT -4 -6+ 60 abd}

(A.6)
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1
oy =P,y = a—z[(—6+ 1274+ 181n* =36 1n? — 121 + 24 {n®) ]!
+(—4+67+12n2 -8 —18{n? +12{n®)a o}

+(—6n+12M+ 1202 —61°—247n* +12*) b @}

+(—4n+6M+81n°—4n* —12in* +6{n*) ab dl;

+(6—127— 1802+ 12103 +36 1n? — 24 1) %!
+(=2+67+61n*—4n>—181n*+12{n%) a il
+(6n—12qn—121n*+61° +24{n* — 12 {n?) b P2}

+(=2n+6M+4n°—20°—-12Tn* +6qn*) ab @5y

+(187m% — 1213 — 36 In? + 24 () D2

+(—6M2+4n3 +18% — 12 () a d%2
2 3 2 3 22

+(—6m2+6n3+12* —12n®) b %

+(=2n*-2n* -6+ 6 )ab i

+(=181% + 1213 + 36 1n? — 24 (n®) D12

+(-12n2 480+ 18* —12{n®) a @12
2 3 2 3 12

+(6n°—6n° —12* +120n°) b &y

+(A P —4n*—6Mm*+60*)abdy

(A.7)
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1
Tyy = cD,xy = E[(36 (T] — 36 ZZT] — 36 an + 36 ZZnZ)]q)ll
+(—6n+6n2+24Tn—24* - 18+ 18 Pn?) adl}
+(—67+60*+24in—181n* —24*n+ 18 Pn?) b @}

+(1—4M—4C3+30*+33+16MM—12M* - 12 +9¢n?) ab dyy

+(=361n + 367N +36 M — 36 *n?)d?!
+(12qn —12{n? — 18 *n + 18 1*n?) a 2!
+(67— 24— 6% +18n* + 24 *n— 18 {*n?) b d3!

+(-27+8M+3Z -6M*—12n+ 9 n?) abdyy

+(36 I — 36 tn? — 36 n + 36 ’n?)d??
+(—=12qn + 12 {n? + 18 I®n — 18 1*n?) a ®2?
+(—12n + 18 Q0% + 12 ¢*n — 18 {*n?) b d2?

+(AM -6 —60n+9¢%n?) abd2

+(=36 T + 36 In? + 36 %n — 36 Pn?)dl?

+(6n—6n2—24Tn+24* + 18— 18 Pn?) adl?
2 2 2.2 12

+(12n — 18 — 12 P+ 18 Pn?) b DY

+(=2n+30*+8M—12* -6 +9¢n?)abdP (A.8)
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ANNEXE B

Nous présentons dans cette partie I'algorithme d'optimisation, développé par PIERRE
& LOWE [20] (1975) et utilisé dans notre étude. Cet algorithme est base sur les

techniques fondamentales suivantes :

- la technique des multiplicateurs de Lagrange, qui permet de transformer le
probléme d'optimisation avec contraintes en un probléme sans contraintes,

- les conditions de Kuhn-Tucker, qui permettent de vérifier si un point proposé
est effectivement un point optimal,

- la technique de descente (Line search), qui permet de trouver la plus grande

pente.

Le probleme d'optimisation consiste a trouver le point optimal x*, qui maximise la

fonction objective f. Il peut étre énoncé comme suit :

Trouver

f(x") = max f(x) (B.1)

sous les contraintes

p(x) =08, i=12.,m <n (B.2a)
g <b j=12..,m (B.2¢)
et tel que

G <x<dy, k=1,2,...,n (B.20)

ou, le vecteur x =[x, Xy,...,X,] est un élément de I'espace Euclidien a n

dimensionsx € E". Lesa;, b;, ¢, et dy sont des constantes reelles. La fonction
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objective f et les contraintes p; et g; peuvent étre des fonctions linaires ou non-

linéaires.

Le probléme peut étre transformé en utilisant la fonction de Lagrange, définie par :

LG, ) = 09+ ) a (i —p)+ ) B (b~ a) (8:3)
i=1 j=1

ou o et B]. sont respectivement, les vecteurs multiplicateurs de Lagrange de dimension

mq et m,.

Le gradient de L par rapport a x, s'exprime par :
m1q mj

VL = Vif = > Vepi = ) B Vs (B.4)
i=1 i=1

Au point optimal x*, le développement en série de Taylor de chaque terme de

contrainte d'inégalité g;(x), s'exprime par :

q; (x*+ Ax) =q;+AxVX q;+---, j €S, (B.5)

ou

S, = {jla; = by} (B. 6a)
et

q;(x" + Ax) < b; vj. (B.6b)

Des equations (B.5) et (B.6), [1 x doit satisfaire :
AXVq; <0, j€ES, (B.7)

De méme, au voisinage de x*:

p;k = ai 1 = 1) 2) "'Pml (B.8a)
et
p1(X* + Ax) = a;, i=12,..,m (B.8b)
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Le développement en série de Taylor de p;(x* + Ax), s'exprime par :
pi(xX* + Ax) = pi + Ax V,pi + - (B.9)

et en se basant sur les équations (B.8), cette série donne, en tenant compte du terme de

premier ordre :

AxV, p; =0, i=1,2..,m (B.10)
D'une maniere équivalente, les deux inégalités :

AxV, p; <0, i=1,2,..,m (B.11a)
et

—AxV, p; <0, i=12..,m (B.11b)
sont les conditions pour lesquelles Ax admissible est satisfait.

En se limitant aux termes en Ax, f* est optimale si :

f(x*+Ax)—f"=Ax V, f* <0 (B.12)
pour tout Ax suffisamment petit et satisfaisant les équations (B.6b) et (B.8b).

Dans ce qui suit, on developpe le Lagrangien Augmenté L,(x, o, B, w) en
additionnant les termes de pénalité a L, avec w comme ensemble de facteurs de
pondération. L, est développé afin d'obtenir une relation directe entre un maximum
local sous contraintes de f(x) et un maximum local sans contraintes de L,(x, o, B,

w en respectant x.
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Le Lagrangien Augmenté est exprimé par :
Lo =L—w;p; —wzp2 —w3p3 (B.13)

ou, L est le Lagrangien de I'équation (B.3) et w = [wy, wy, w3] est I'ensemble de

facteurs de pondération (w; > 0), avec :

mj

p1 = Z(ai — pi)? (B.14a)
i=1

b= (b-a), C ={jig>0] (B.14b)
j€Ca

et

2 |

ps = z(bj —q;)", G ={ilp,=0etq 2by} (B. 14c)

j€Cp

Le gradient du Lagrangien Augmenté (L, ), en respectant x, est exprimé par :

mj
i=1

JEC, JEC,

ou
o =0 — 2w (a; — py) (B.16a)
et
B =B — 2wa(bj —qj) (B.16¢)
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Si L,(x* of, B°, w) est un maximum local pour le probléme sans
contraintes, en respectant x, pour les valeurs finis de w; > 0, alors f(x*) est un
maximum local pour le probléme avec contraintes de f (x), tel que (x*, a*, p*, w)

satisfait les conditions de Kuhn-Tucker :

p;(x*) = a;, i=1,2..,m (B.17a)
q;(x*) < by, i=1,2,..,m, (B.17b)
B (b - q;x)) =0, j=1,2,..,m, (B.17¢)
B >0, i=1,2,..,m, (B.17d)
et

VoL (x" of, B5, w) =0. (B.17¢)

La recherche du point maximal est basée sur la technique de "line search", exprimée

par:
xkHl = xk 4+ prk (B.18)
avec

rk = Hk gk (B.19)

o, x**1 est la nouvelle valeur de x obtenue pour une variation de p selon la direction
H¥ gk. HX est une matrice de dimension n x n, g est le gradient de L,, calculé en x*

et p est un scalaire positif.
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L'idée de base de la technique de descente "line search” est de choisir une direction de
descente r* en xX a chaque itération, de telle fagon qu'a l'itération suivante, on

choisisse un point xX** diminuant f (x) , (voir fig. B.1), c'est-a-dire qu'il faut :

- choisir r* pour lequel, v, f (x¥) r* < 0,r > 0,
- choisir x**1 = xX + p rk,

de sorte que f (x*T1) < f(x¥).

P |

Figure B.1 — Technique de descente —
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Dbt

L
Initialization
=0
¥
Calculer la direction Trouver z™
de recherche r? Lz =maxL,(x*+ prt)
1 :
k=11 .
=lo+
Calculer et acualizer 1 point
de descente en x ™

Conwergence ou
conditions d'arrét
matis faits

Conditions pour

O, Py . W
matis faits

mortie
Processus terminé
Arctualiser
¥ D |3J » W

Stop

Figure B.2 — Algorithme de recherche du point optimal —
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