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Résumé

Dans ce modeste travail, nous avons prouvé une généralisation du théoreme du point
fixe de Chatterjea, basée sur un résultat récent de Pata. Nous avons établi des résultats
sur les points fixes communs de type Pata pour deux applications, ainsi que des résultats
du point fixe couplé dans des espaces métriques ordonnés.

L’esprit des hypotheses de ce mémoire interviennent dans les travaux de [5], [7], [8] et [9].
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Introduction

La théorie du point fixe est tres puissante dans ’analyse car elle fournit les outils

nécessaires pour avoir des théoremes d’existence de nombreux problemes aux limites.

Les théoremes du point fixe sont des outils de mathématiques de base utilisés pour
montrer I'existence des solutions pour des différentes équations : ordinaires, intégrales et
fractionnaires, ect.... Elles nous Permis d’affirmer qu'une fonction f admet un point fixe
u, tel que f(u) = u, u € E sous certaines conditions imposées sur I’espace F et la fonction
f. Ces théoremes se révelent étre des outils tres utiles en mathématiques, principalement
dans le domaine de la résolution des équations différentielles pour I’analyse classique.
L’Historique du point fixe a commencé par les travaux de S. Banach dans son papier [1]
( publié en 1922). Banach a établi l'existence et I'unicité du point fixe d’une contraction
dans un espace métrique complet. Il a appliqué son théoreme connu sous le nom principe
de I'application contractante a la résolution des équations intégrales. Par la suite, les re-
cherches de mathématiciens ont pris différentes directions en s’inspirant du principe de
Banach, elles sont concentrées sur :

— L’étude d’existence et d’unicité du point fixe,
— la construction d’un algorithme pour le calcul,
— la convergence de I’algorithme en question,

— la stabilité de cet algorithme construit.




Certaines généralisation du théoreme du point fixe de contraction de Banach sont de type
CHATTERJEA [5] et de type PATA [9] dans des espaces métriques ordonnés en basant
sur une condition de contraction modifiée et introduite par Chatterjea.

Dans ce mémoire, nous avons étudié deux théoremes du point fixe de Pata et Chatter-
jea, ainsi nous donnons les conditions suffisantes et nécessaires sur les deux opérateurs
F.G: E — FE et I'espace E pour que 'equation Fu = Gu = u ait au moins une ou une
unique solution et dans ce cas on dit que ¢’est un point fixe commun des deux opérateurs
F et G (voir [8]).

En basant sur [7], nous allons établir un nouveau théoreme du point fixe couplé de contrac-
tion faible de type Pata pour des applications ayant la propriété monotone mixte dans
des espaces métriques partiellement ordonnés. Nous allons montré que le point fixe couplé
peut étre unique sous certaines conditions appropriées.

Ce mémoire est réparti en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre nous allons rappeler quelques aspect mathématiques : Espaces
métriques, Espaces normé, Convergence des suites ...

Le deuxiéme chapitre couvre les théoremes du point fixe de type CHATTERJEA et de
type PATA.

Le troisieme chapitre, est consacré aux théoremes du point fixe commun de type PATA.
Le dernier chapitre porte sur les théoremes du point fixe couplé. Nous terminons ce travail

par une conclusion et une bibliographie.




Rappels et Préliminaires |3]

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions topologiques (voir la référence [3]) dont

nous aurons besoin tout au long de ce travail.

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1 On appelle distance sur un ensemble F, toute applicationd : ExFE —
R*, possédant les propriétés suivantes :

(d1) d(z,y) = d(y, =) (symétrie),
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(d2) d(z,y) = 0 = = =y (séparation),

(d3) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Définition 1.2 Un espace métrique est un couple (£, d), ou d est une distance sur E.
Définition 1.3 Espace métrique complet.

Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cauchy dans F est convergente.

1.2 Espaces normé

Définition 1.4 Soit E un espace vectoriel (E.V) réel. Une norme sur E est une ap-
plication définie de F dans E, telle que :
(N1) |zl =0 = 2 =0,
(N2)  [[Az]] = [All]z]], VA € R,
(N3) x4+ yl| < ||z|| + [|y]|, Yo,y € E (inégalité triangulaire ) .

Définition 1.5 Un espace normé est un couple (F, ||.||), ot ||.|| est une norme sur F.

Dans tout ce qui soit (X, d) désigne un espace métrique
Définition 1.6 boule bouvert et ferme dans un espace métrique.
Pour x € X et r > 0, on définit :
a) La boule ouverte de centre x et rayon r : B(x,r) ={y € X;d(y,z) <r}.
b) La boule fermée de centre x et rayon r: B(z,r) = {y € X;d(y,z) < r}.
c¢) La sphere de centre x et rayon r: S(z,7) = {y € X;d(y,x) =r}.
Définition 1.7 Une partie U de X est un ouvert si, pour tout € U, il existe un r > 0,

tel que B(z,r) C U .
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1.3 Espace de Banach

Définition 1.8 (Espace vectoriel normé).
Soit E un espace vectoriel sur K(K = RouC). Une norme sur E est une application de
E dans RT notée x — ||z|| qui vérifiée les axiomes suivants :
(1) VxeFE |lz]|=0&2=0,
(2) VAe K\VxeE ||Ax|| = M|z,
B) VeyeE |lx+yll <l +lyll
L’espace (E, ||.||g) s’appelle espace vectoriel normé (e.v.n) dans E sur K
Proposition 1.1 ||
(1.) Tout espace normé est un espace métrique.
(2.) Tout espace vectoriel normé de dimension fini est complet.
Définition 1.9 (Espace de Banach)

Un espace vectoriel normé qui est complet s’appelle espace de Banach.

1.4 Convergence des suites

Dans tout ce qui suit (X, d) désigne un espace métrique.
Définition 1.10 (Suite convergente)
Une suite {x,}, .y d’éléments d'un espace métrique (X, d) converge ou tend vers un point

a € X, lorsque n — oo, si et seulement si lim d(z,,a) = 0. C’est-a-dire
n—oo

Ve > 0,3N. € N,Vn > N, : d(z,,a) < e.

On dit aussi que a est la limite de {x,},.y et on note lim z, =a .
n— oo

Remarquons que si cette limite existe, alors elle est unique.
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En effet,supposons qu’il existe a,b € X,a # b tel que : lim =z, =a et lim x,, = b.
n—+o0o n—00

Ve > 0,3N, tel que n > N, = d(x,,a) < €

et

Ve > 0,3N,, tel que n > N, = d(z,,b) < €.

Alors, pour n > sup {Ne, Nel} on a d(a,b) < d(a,x,) + d(x,,b) < 2e.
Donc

d(a,b) < 2¢,Ve > 0.

D’ou d(a,b) = 0, ce qui donne a = b. contradiction.
Définition 1.11 (Suite de Cauchy)

On dit qu'une suite {x,} _y d'un espace métrique (X, d) est de Cauchy si pour tout € > 0

neN
, il existe N, € N tel que pour tous m,n > N, , on ait d(x,,,z,) < €. Autrement dit
ml7111_r)1Oo d(zpm,x,) =0 .

Remarque 1.1 On a une définition équivalente

Ve > 0,3IN. € N,Vn > N, Vp € N: d(xpip, xn) < €.

Définition 1.12 (Suite extraite)

On appelle suite extraite (ou sous suite) de {x,},.y une suite de la forme {x%’(”)}neN :
ou ¢ : N — N est une application strictement croissante.

Lemme Soit ¢ : N — N une application strictement croissante. Alors pour tout n € N,

ona:pn)>n.

preuve On montre ce résultat par récurrence sur n :

(i) pour n = 0,¢(0) > 0 est vraie car p(0) € N=1{0,1,2,...} .

(ii) Supposons que pour certain n > 1, on a ¢(n) > n. Comme I'application ¢ est

10
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strictement croissante , alors on a p(n + 1) > ¢(n) > n, Or, p(n+ 1) € N, d’ou
e(n+1) >n+1.
Par conséquent , pour tout n € N, on a ¢(n) > n .

Définition 1.13 (partie bornée-suite bornée)

(1.) Une partie A de X est bornée s'il existe a € X et r > 0 tel que :
d(a,z) <r, VzxeA.
(2.) Une suite {,}, oy C X est bornée s'il existe a € X et r > 0 tel que :

d(a,x,) <r, VneN.

Théoréme 1.1 (Bolzano-Weiertrass)
De toute suite bornée de nombres réels on peut extraire une sous suite convergente .
Proposition 1.2

1.) Toute suite convergente est de Cauchy.

(1)
(2.) Toute suite de Cauchy est bornée .

(3.) Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy .

(4.) Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente est converge.
preuve

(1.) Soit {w,,},y une suite convergente vers a. Alors

Ve > 0,9N,. € N, tel que ¥n € N,Vn > N, = d(x,,a) < g
En particulier
V(m,n) € N Vm,n > N, = d(zm, 1,) < d(2m,a) + d(a,z,) < g + % — ¢,

11
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ce qui montre que la suite {x,}, . est une suite de Cauchy.

(2.) Soit {wy,},cy une suite de Cauchy dans (X, d), Choisissons € = 1, tel que :
Vm,n >N, d(xm,,z,) <1.

En particulier

VYn> N, d(zy,z,) <1,

ce qui montre que la suite est bornée.

(3.) Soit {wy,},cy une suite de Cauchy et {$¢(")}neN une suite extraite

Ve > 0,3N. € N,V(m,n) € N>, Ym,n > N, = d(x,,, z,) < €
Comme ¢ est une application croissante, alors et ¢(n) > n,Vn € N, alors :
Ve > 0,3N, € N,Y(m,n) € N, Vm,n > N, = d(pm), Tpm) < €

ce qui montre que la suite { To(n) }HGN est de Cauchy .
(4.) Soit {z,},,cy une suite de Cauchy et soit {zu () }n oy la suite extraire qui converge
vers a .

Soit € > 0,dN, € N, tel que :

Y

VneN, n>N,= d(w,m),a) <

DO | ™

comme {2y}, est de Cauchy, il existe un rang N, tel que :

Y(m,n) € N%,  (m>N)) et (n>N.) = d(zm,x,) <€

12
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en particulier, si n > max(N,, Né), on en déduit que :

d(CL’n, a) < d(l‘nv xap(n)) + d<xap(n)7 (l) <

DO ™

ce qui prouve la convergence de la suite {,}, oy vers a.

1.5 Ensemble ordonné

On commence d’abord par la définition dune relation d’ordre.

Relation d’ordre

On dit qu'une relation binaire R est une relation d’ordre sur un ensemble E, si elle
est :

— réflexive : Vo € E, xRx

— transitive : Vz,y,2 € E, xRy et yRz = xRz

— antisymétrique : Vx,y € E, xRy et yRx = = = y.

Un ensemble £ muni d’une relation d’ordre R est appelé un ensemble ordonné.

13



Théoremes du point fixe de

type-CHATTERJEA et de type-PATA
(voir[5] et [9])

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux Théoreme du point fixe de type CHAT-

TERJEA et de type PATA dans les espaces métrique complets.

Soit (X, d) un espace métrique complet, et soit xy un élément de X.

On note :

||2|| = d(w,20), Vo€ X

14



Chapitre 2 Théorémes du point fixe de type-CHATTERJEA et de type-PATA

On considere I'application v : [0, 1] — [0, 00) croissante et continue en 0, verifie 1/(0) = 0.

Soit la suite (wy,), définie par :

wn(a):<%)ag}w<%>, oui «>1.

Le lemme suivant sera utilisé ultérieurement .
Lemme 1 [10] :
Soit (X, d) un espace métrique et soit {y, } une suite dans X, tel que la suite (d(Yni1, Yn))n

est décroissante et vérifie la condition suivante :

T (g1, ) = 0. (L1)

Si la suite (y2n)nen n'est pas de cauchy , Alors il existe un d* > 0 et deux suites {my}, oy

et {ni} ey d’entiers positifs tel que, les quatre suites suivantes :

A(Yomp s Yong )s AYomy> Yone+1)> AY2mp—15Y2ny )s A(Y2me—1, Yong+1) (1.2)

k — oo. tendent vers d*
preuve
Supposons que la suite (Y2, )neny n'est pas de cauchy, Alors il existe d* > 0, et deux suites

{my},, {nk}, d’entiers positifs, tel que :
ng > myg > ka d(meka y2nk—2) < d*a d<y2mk>y2nk> Z d*
On a par la propriété de 'inegalité triangulaire pour la distance d :

d* S d(y2mk7 y2nk)
S d(mek7 y2nk72) + d(QanfZa ankfl) + d(ankfla y2nk)

< d" F d(Yong—2, Yong—1) F AYong—1, Yoy, ). cooeeenns (1)

15
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De (1.1), on a :
lim d(ygnk_g, ank—l) =0 et lim d(y2nk—17 ank) =0 (2)
k—o0 k—o0
De (1) et (2) , il vient que :
d* < Jim. d(Yomy,, Yon,) < d”.
Nous concluons que :

De plus, on a :

d(y2mk7 y2nk) S d(ykav y2nk+1) + d(yan—i—la y?nk)

S d(y2mk7 y2nk) + d(ank> y2nk+1) + d<y2nk+17 y?nk) (3)

En passant a la limite dans (3) et (1.3) , lorsque k — +o00 et en utilisant (1.1), il vient que :

d" = kh_{go d(Yomy,, Yon,) < klggo d(Yomy, > Yone+1)

S klinolo d(y2mkay2nk) =d"

Par suite

d(yzmm yznk+1) =d".

De maniere similaire, nous montrons que les deux suites restantes de (1.2) tendent vers d*.

16



Chapitre 2 Théorémes du point fixe de type-CHATTERJEA et de type-PATA

2.1 Théoréme du point fixe de type PATA [9]

Dans cette section nous allons donné un théoreme du point fixe pour une classe
d’opérations définie sur des espaces métrique ordonnés.
Théoreme 2.1

Soit A >0, > 1 et 8 € [0,a] des constantes. Supposons 'inégalité

d(f(2), f(y)) < (1= e)d(w,y) + Ae*d(e) [1+ [z]| + ||yl[]”  (2.1.1)

est satisfaite pour tout € € [0, 1] et pour tout z,y € X, alors f admet un point fixe unique

z, = f(x,) . De plus,pour tout entier n, on a :
d(zy, f"(20)) < Cwp(a) (2.1.2)

ott C' < A(1 + 4||z.||)?, et f" = fo...of (nfois).

Preuve
1) L’unicité du point fixe
observons tout d’abord que f admet au plus un point fixe. f(x) =z et f(y) =v.

En effet, soit z,y € X avec z # vy, tel que De (2.1.1), nous avons :

d(z,y) = d(f(x), [(y))
< (1= o)d(w,y) + Aep(e) [L+ [l + [fyll)”

= (I=ed(z,y) + Key(e),

ot K = A [1 + ||| + | |y]l)?
Cela implique que :

ed(z,y) < Key(e),

17
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qui est valable pour tout € € [0, 1].
Soit (e,)n C [0, 1], tel que €, — 0 quand n — oo vérifie pour tout entier n la condition

suivante :

d(z,y) < Kip(en). (*)

En faisant n — oo dans (*), il vient que :

D’ou I'unicité du point fixe .

2) L’existence du point fixe.

Soit xy € X, nous introduisons les deux suites (z,,), et (C},),, comme suit :

IL‘n:f(ZEn_l) :fn(x0)7 Cn: ||$n||,Vn€Net C():O

e la suite (d(z11,Tn))n est décroissante .
En effet, puisque (2.1.1) est vrai pour tout € € [0, 1], donc on peut choisir € = 0. Il vient
que :

d(f(x), f(y)) < d(z,y). (*)

Soit n € N* . En utilisant la définition de la suite (x,), et (*), il vient que :

d(xn-i-lv xn) = d(f(xn)v f(xn—l)) < d(xna xn—l)'

Par une simple iteration sur n, il vient que :

e La suite (C},), est bornée.

18
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En effet :

Cn - d(!En, ZL'())

IN

d(xn7 xn—&—l) + d(l‘n+1, IL‘())

IN

d(x'rn .Tn+1) + d(l‘n-{—l; ..'L'l) + d(l'l, ZEO)

IN

d(Tpy1, 1) + 2d(x1, 20)

d(f(zn), f(xo)) + 2CY. (2.1.3)

Comme 3 < a, alors il existe une constante positive > 0, tel que :(1 + C,,)? < uCe.

Par suite

Q
A

d(f(zn), f(z0)) +2C,
< (1= )d(zp, mo) + Ae®(e) [1 + ||mn]] + ||zo|]” + 2C4

(1 —€)Co + Ae®h(e) [1 + C,)° + 2¢4

IN

(1 —¢€)C, + Ae®P(e)uCrr + 2C4

< (1= 6)Cp+ aeP(e)Co +b

oub=2C, >0 et a=Ap>0.
Par conséquent,

eCy, < ae®P(e)Co + b, a,b>0

Supposons qu’il existe une sous-suite (C,,) de la suite (C,,),, tel que klim Cy,, = +00 et
—400
(ex)r C [0,1] tel que
1Cny < aB()C +b, (%)

1+b KK) 51 :
T dans (**) | il vient que :

On choisit ¢, =

1+0
Ch

1 < a(l+b)°(——).

k

19



Chapitre 2 Théorémes du point fixe de type-CHATTERJEA et de type-PATA

En faisans k — +o00 dans I'inégalité précédente on trouve une contradiction. Donc la suite
(Cp)n est bornée .
o lim d(zpim,x,) =0 En effet :

n—-+o0o

Pour tout n,m € N, on a l'inégalité suivante :

A(Tppm, Tn) < Cwp(a), (2.1.4)

ott C' = suppenA(1 +2C,)7 . (2.1.5)
En effet, soit m € N fixé et on pose : p, = n*d(xpim, ), Yn €N

En utilisant la définition de la suite (x,), et I'inégalité (2.1.1), il vient pour tout entier

Poy1 = (n+1)%d(@pimi1, Togr)
= (n+1D)%(f(nrm), f(2n))
< (1 D% (1= I, 20) & A [L+ [[2nsm] + 1]
< (n4+ D)% — €)d(Tnim, n) + C(n+ 1)€Y (e) (2.1.6)
On choisit

n \" Q@
e=1-— < .
<n+1) n+1

En reportant la valeur de € dans (2.1.6), on trouve :

Puit € (4 D1 = 14 ()@ )+ O+ 1) () ()
= (4 D) () @) + O+ D (o) ()

(e
= nd(Tnpm, Tn) + Caa?/)(n—_l_l)

a ¥
= p,+ Ca 1/)(n+1).

20



Chapitre 2 Théorémes du point fixe de type-CHATTERJEA et de type-PATA

D’ou

«Q
el < pp + Ca®yp(——), Vn € N.
P+t < Pn + a¢(n+1) n
Par suite :

agy (Y
P+ Ca ¢(n+1)

Pt + Ca () + Ca(—g)

IN

pn+1

IN

IN

n+1

po+Ca”y (7)

k=1

IN

n+1

Ca”y (%),

car pg = 0.

Cela implique que
" e
Pn = nd(Tpim, Tn) < C’ao‘z w(E), Vn € N.
k=1
Par conséquent

i) < O (%)

Donc (2.1.4) est démontré

En faisans n — oo, dans I'inégalité Précédente , on trouve :

d(Zpsm, Tn) — 0.

21
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C’est a dire que la suite (z,,), est de Cauchy dans X. Puisque 'espace X est complet , il

existe z, € X, tel que : lim xz, = z*.
n—oo

De plus , on a :

d(xy, ) = d(zs, f(p1) = lm d(Tpim, Tn) < Cwp(a). (2.1.7)

m—ro0

En utilisant la continuité de f, et en faisans n — oo dans (2.1.7), il vient que d(z., f(z.)) =
0. Donc z, = f(z.) est 'unique point fixe de f.

De plus, on a :

d(ze, 2n) = d(f(2.), f(@n-1)) < d(zs, 700) < oo S d(@,m0) = [J2.]], Vn €N

ce qui implique

Cn = d(x,,xo)
< d(wn, 24) + d(24, 70)
= d(@, mn) + |[2.]|

< 2|l

De (2.1.5), il vient que :
C <A+ Al

22
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2.2 Théoréme du point fixe de CHATTERJEA [5]

Dans cette section, nous allons donné un théoreme du point fixe pour des opérateurs
définis sur des espaces métriques complets et ordonnés.
Théoreme 2.2 Soit f: X — X et soit A, «a, f des constantes, tels que. A > 0, > 1
et 5 €[0,al.

Supposons 'inégalité suivante :

e, £ () + dly, (@)

+A () [L+ [l + [yl + [1F @)+ 1 F @] o (2:2.1)

d(f(x), fy) <

est satisfaite pour tout € € [0, 1] et pour tout x,y € X. Alors la fonction f admet un point
fixe unique z € X.

Preuve

1) L’unicité du point fixe

Supposons qu’il existe deux points fixe u,v € X de f tel que : f(u) = u et f(v) = v avec
u # v et supposons (2.2.1) est satisfaite .

Soit u,v € X. De (2.2.1) , il vient que :

1—c¢
2

d(f(u), f(v)) <

Posons K = Ae L [L+ |[u|| + [[o]| + ||f ()| + [|f()]]]°.

De (*) et grace au fait que f(u) = wu et f(v) = v, il vient que :

d(u,v) = d(f(u), f(v))

< S i, ) + o, Fa))) + Kep(o
< Lo g, v) + d(w, )] + Kep(e)
< (1—¢) [d(u,v)] + Ke(e).
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Cela implique que

d(u,v) = (1 =€) [d(u, v)] < Keg(e).

C’est a dire

ed(u,v) < Ke(e).

¢a implique que

d(u,v) < Kip(e), Ve e |0,1], (%)
qui est valable pour tout € € [0, 1].
Soit (e,), C [0,1], tel que €, — 0 quand n — oo et vérifie :

d(u,v) < Ki(ep). (2.2.2)

En faisant n — oo dans (2.2.2), il vient que :

D’ot I'unicité du point fixe.

2) l’existence du point fixe.
Soit xy € X, tel que x,, = f(x,_1) = f"(x0),¥n > 1. Posons C,, = ||z,|| = d(zn, xo),Vn >
1
Puisque (2.2.1) est vraie pour tout € € [0, 1], alors on choisit € = 0, il vient que :

d(f(x), f(y)) < 5 ld(x, f(y) + dly, f(x))], Vo, y € X

1
2

On a:

e la suite (d(zp41,%n))n est décroissante .
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En effet , soit n € N. On a :

1
d(Tpy1, Tn) = d(f (), f(Tn-1)) < 5[d(xn,f(xn_1))4-d($n—1,f($n)ﬂ
1
< 5 [d(:ﬁn, xn) + d(xnflv anrl)]
1
- §d($n—1a xn—&—l)
1
S 5 [d(anrlu xn) + d(.Tn, xnfl)] .
Donce
d(pst1, ) < d(xp, x40-1), YneN.
Par suite
d(xpi1, Tpn) < d(xp, xp1) < d(Tp_1,Tp2) < e < d(z1,10),Vn € N (2.2.3)

Soit la suite (C,,),, définie par C, = ||z,|| = d(zn,z0), VYn € N.
e La suite (C},), est bornée.

En effet, de maniére similaire & la preuve de (2.1.3), nous pouvons obtenir

On S d($n+1, l'1> + 201, Vn S N, (224)

De (2.2.1) et (2.2.4) , il vient que :

Ch

IN

d($n+1, 1‘1) + 201
= d(f(zn), f(z0)) +2C

ol fw0)) + d(ro, f )

FAP(€) [+ ||l | + ol + I1f (@)l + [1f (o)) +2C,

Ll f(w0) + d(ro, £ )

FAY() [L+ ||| + [Jnsal| + llza][]” + 20,

IN

IN
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L’inégalités suivantes

A’partir des

On a
Cn <
<
<
<
<
Par suite :

Cp < (1 =€) [Cr + C1] + Ae®tp(€) [1 + O, + d(g, nsr) + C1]° + 2.

Comme

d(zp,z1) < d(zp,z0)+d(zo,z1)  (inégalité triangulaire)

d(xpi1,70) < d(Tpy1,xn) + d(x,,x0) (inégalité triangulaire)

d($n+1,xn) S d(xlw/EO)

1—¢

2
FAY(€) [T+ ||zl + l[2nsa]] + [l]]]” +2C
1—¢

[d(zn, 21) + d(Tp41, T0)]

(d’apres 2.2.3)

—— [d(zpn, o) + d(x0, 21) + d(2pi1, Tn) + d(T0, T0)]

2
+AY(€) [1+ [[zal| + [[Tngal] + [|21] )7 + 20

Loc 2d(z,,, o) + d(x0, 21) + d(21, 70)]

FAY(€) [1+ ||zl + |[2nsa]] + 2] +2C
1—c¢
2
A (€) [1+ ||| + |[nsalz1]]” + 2C

12d(xy,, x0) + 2d(z0, 21)]

(1 =€) [d(xn, z0) + d(xg, x1)]

+A“(e) [1+ ||zn|| + ||Zni]] + 22| )7 + 201

d(‘T0> anrl) S d(x()v xn) + d(xm anrl)

(2.2.5)
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< d(l‘g, ZEn> + d(l’l, .I'())

= C,+ (.
Alors (2.2.5) implique que :
Co < (1= €)[Cy + C] + Ae®p(e) [1 + 2C, + 2C1)° + 201, (2.2.6)
De plus, on a :

[1+2C, +201)° < [1+2C, +2C, +4C,Cy)°
= [(1+2C,)(1+2¢,)]°

= (1+2C,)°(1+2C)°.
Comme < «, donc il existe une constante positive p, tel que :
(14+2C,)° < u(2C,)™ = u2~Ce.

Donc

[1+42C, +2C1)° < p2°Co(1 4 20,)° (2.2.7)

De (2.2.6) et (2.2.7) , il vient que :
Ch <(1=€)Ch+ (1 —€)Cy + Ae*P(e)u2°C (1 + 2C1)* + 2C4.

On pose
a=A2%(1+2C)* et b= (1—¢C,+2C.

Nous obtenons :

C, < (1—¢€)C,+ ac*y(e)Cy + .
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Par suite

Cn— (1 —¢€)C, < ae*P(e)Cy + b.

Ce qui donne

eCy, < ae®Y(e)Cy + b.

Supposons qu’il existe une sous-suite (Cy,)x de (C},), tel que : klim Ch, = +00 et (ex)r C
—+00

[0, 1], tel que :

e, Ch,, < aey(er)Cy + 0, (2.2.8)
On choisit €, = 5 dans (2.2.8) , il vient que :
ng

1+0

1 <a(l+0b)*yY( e

).

En faisans £ — +o00 dans l'inégalité précédente, on trouve une contradiction. Donc la
suite (Cy,),, est bornée
e Ona lim d(x,i1,2,)=0.

n——+0o0o

En effet, nous avons :

d<In+1; xn) = d(f(:tn), f(afn—l))

< 1 ; Cld(@n, F(@n1)) + Az, Fl@n))]
+A“ () [1+ ||zal[ + [fwnal[ + 1 F(@a)l] + (1 f (@n)[[])”
_ 1 - Az, ) + d(@nr, 2ns1)]
+AeP(€) [1+ 2l [l + ||z |l + [|2nsa 1)
_ ! > d(Tn_1, Tps1)
+AP(€) [+ 2l[2nl| + [[2n-1]| + [@n]]]”
<1 ; C (@1, @) + A0, Tag)] + e (e)
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Donc
1—c¢

d(anrla $n) S 2

[d(@n—1, 20) + d(&n, Tni1)] + kep(e)  (2:2.9)

ou

k= A L 2ffanl| + [Jwn || + llenl]

Supposons par ’absurde que :

lim d(x,4q1,2,) =d" > 0.

n—-+o0o
En passant a la limite dans (2.2.9) quand n — oo, on trouve :

1 —
& < Te(d* +d*) + ke(e).

Cela implique que

d* < (1 —e)(d") + ke(e).

Par suite

ed” < kep(e).

Il en résulte que

d* < ki(e).

qui est valable pour tout € € [0, 1]. Soit (€,), C [0, 1], tel que €, — 0, n — oo vérifie

d” < Kij(en). (E)

En faisant n — oo dans I'inégalité (E), il vient que :

d=0
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e la suite (z,,), est de Cauchy dans X
Par I’absurde, supposons que (), n’est pas de Cauchy et on choisit § > 0, {my} et {ng}
deux suites d’entiers positives tel que ng > my > k, d(Tom, , Ton,—2) < 0, d(Tam,, Tan, ) > 0.

De (2.2.1) , il vient que :

d(xzmk7$2nk+1> = d(f<x2mk*1)7f<x2nk))

a1, £ )+ A S 1)) + e ()

1—c¢
2

IN

IA

[d(mek—la 1L'2nk—|—1) + d(xQRka x2mk)] + K€¢(€)

Selon le lemme 1, on a :

lim d(.’L’ka, $2nk+1) = 5, lim d(l’gmk_l, Jj?n}ﬁ-l) = 5, et lim d(l’gmk, $2nk) =J.
k—o0 k—o0 k—o0

Cela implique que

d<(1—¢€)0d0+ Key(e), K >0.

Il en résulte que

§ < ki(e).

qui est valable pour tout € € [0, 1]. Soit (e,), C [0, 1], tel que €, — 0, n — oo vérifie

0 < Kw(%) (H)

En faisant n — oo dans l'inégalité (H), il vient que : 6 = 0.
Comme l'espace X est complet alors la suite (z,), converge vers un élément z € X c’est

adire lim =z, =z¢€¢ X.
n—-+oo
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Soit n € N. En utilisant 'inégalité (2.2.1) pour € = 0, il vient que :

d(f(2), 2)

IN

d(f(2), xnt1) + d(xpi1,2)  (inégalitétriangulaire)
= d(f(Z), f(mn)) + d({L‘n+1, Z)

%(d(z, $n+1) + d(f(Z), xn)) + d(fL‘n+1, Z)

IN

En passant a la limite dans la derniere inégalité, on trouve :

A(f(2),2) < 50z, 2) + d(F(2),2) + e, 2).
Par conséquent
A(f(2),2) < Jd(F (), 2
Donc
d(f(z),2) <0
D’ou

On en déduit que z est I'unique point fixe de I'application f, ce qui termine la démonstration.
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Point fixe commun de type PATA [§]

Dans ce chapitre nous étudions quelques resultats concernant 1’existence de point fixe
commun des deux opérateus f,g: X — X tel que f(X) C ¢g(X) soit complet. Soit zy € X
et on note yo = f(zo), ||z|| = d(z,vo), pour tout z € X. Supposons que la fonction ¢ a
les mémes propriétés énoncées dans le chapitre précédent.

Définition 1 [4]

Soient (X, d) est un espace métrique complet et TS : X — X deux fonctions. L’élément
xr € X est appelé point de coincidence de T" et S, si T'(z) = S(x).

Définition 2 [6]

T et S sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux points de coincidence,
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c’est a dire, pour tout u € X satisfaisant S(u) = T'(u), alors S(T'(u)) = T(S(u)).
Exemple 1

Soit X = [0, 3] muni de l'espace métrique usuel d(z,y) = |z — y|.

On définit f, g : [0,3] — [0,3] par :

r si x€]|0,1) 3—x si x€l0,1)
f(x) = et gx) =
3 st zell,3] 3 st xell,3]

Alors pour tout x € [1,3], f(g9(x)) = g(f(x)), ce qui montre que f, g sont des applications
faiblement compatibles sur [0, 3].

Exemple 2

Soit X = R et on définit f,g : R — R par f(z) = /3, 2 € Ret g(z) = 2% z € R.
Ici 0 et 1/3 sont deux points de coincidence pour les applications f et g. De plus f et g
commutent a 0, c’est-a-dire f(g(0)) = ¢g(f(0)) = 0, mais f(g(1/3)) = f(1/9) = 1/27 et

g9(f(1/3)) = g(1/9) = 1/81 et donc f et g ne sont pas faiblement compatibles sur R.

3.1 Point fixe commun de type PATA [§]

Théoréme 3.1

Soit A > 0,a > 1 et B € [0, ] des constantes. Supposons 'inégalité :

d(f(2), f(y) < (1= e)d(g(2), 9(y)) + A" () [L + [lg(@)]| + [lg)I]”  (3.1)

est satisfaite pour chaque € € [0, 1] et pour tout z,y € X, alors le couple (f, g) admet un
unique point de coincidence.
Si de plus la couple (f, g) est faiblement compatible, alors f et g admet un unique point

fixe commun z € X.

Preuve :

A partir d'un point donné z et en utilisant le fait que f(X) C ¢g(X), on peut construire
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une suite de Jungck {y,}, définie par : y, = f(z,) = g(zn41), Vn € N.

1

2

L’unicité du point de coincidence.
Supposons qu'’il existe deux points coincidence wy, wy € X, tel que wy = f(ug) =
g(uy) et wy = f(uz) = gug) tel que wy # wq ol uy,us € X.

De (3.1), il en résulte :

d(wy,we) = d(f(w1), f(uz))
< (1-e)d(g(ur), g(uz)) + Aey(e) [1 + [|g(wr)]| + [lg(us) [}’

= (1 —€)d(wr, ws) + Ae*(€) [1+ [lg(u)[| + [lg(us)[[]”.
Cela implique que :
d(wy, wp) < Ae*(e) [1+ [[g(w)|| + |lg(us)[[]” (3.2)

On pose :

k= AL+ llg(un)l] + llg(uz)[])” > 0.

De (3.2), il vient que :
d(wy, wy) < ke® 1 (e),

qui est valable pour tout € € [0,1]. Soit (€,), C [0,1], tel que ¢, — 0, n — oo
vérifie

d(wy, ws) < K M(ey). (3.3)

FaiSont n — oo dans (3.3), il vient que :

L’existence du point de coincidence
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Soit yo € X.Nous définissons la suite (y,), comme suit :

YOEX,

Vn = f(Tn) = 9(Tny1), V0 > 1.

e La suite (d(Ynt1,Yn))n est décroissante.

Puisque (3.1) est vraie pour tout € € [0, 1],on peut choisir € = 0 donc on obtient :

d(yn+17 yn) = d(f($n+1>a f(xn))

d(9(2p41), 9(y))

IN

= d(Yn, Yn-1)-

On en déduit que la suite (d(Yn+1,Yn))n est décroissante, et on a :

AWYni1,Yn) < AWYny Yn1) < evvee. <d(y1,y0),¥n € N (3.4)

Pour tout Vn € N on pose : C,, = d(yn, %o)-
e La suite (C},), est bornée .
Soit n € N. En utilisant (3.1), la propriété de I'inégalité triangulaire et la Définition

de la suite (y,)n, il vient que :

Cn = d(Yn,¥0)

< d(Yn, Y1) + d(yns1,51) + d(y1, vo)

= d(Yn, Ynt1) + d(f (2n41), f(21)) + d(y1, 90)
2d(yy,yo) + d(f (xn41), f(21))

2C1 + (1 = €)d(g(wnt1), 9(1)) + Ay (e) [1 + [|g(znsa)l| + [lg(x1)[[])°

IN

IN
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< 201 + (1 = )d(yn, o) + Ae®t(€) [1+ [[ynll + [130ll)”

= 201+ (1 —€)Cp + Ac®P(e) [1 + C,)°
Comme 3 < « , alors il existe une constante positive u tel que :
[1+Co)’ <pCs, YneN.

Donc

Cn <2C) + (1 —€)Cp, + pAe®Y(e)Cyr.

Par suite

€C,, < 2C) + pAe® Mp(e)C%,  ¥n €N,

En posant uA = a et 2C7 = b dans 'inégalité précédente , il vient que :

eCp, < ae®Y(e)CF +b, Yn e N.

Supposons que la suite (C,,),, n’est pas bornée, alors il existe une sous-suite (Cy,, )n, —

(3

1+b

& Tous conduit a la contradiction :
n.

+00. Le choix de e = ¢; =

i

1 < a(1+b)*(e;) = 0.

Donc la suite (C,,),, est bornée .
e Ona lim d(y,i1,yn) =0,
n—-+00

En effet pour tout entier n, on a :

d(ynJrl’ yn) = d(f(xn+1>7 f(xn))

< (1= d(g(@nsr), g(xa)) + AeP(e) [L+ [[g(znin)l] + [g(aa)|[]”
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= (1= )d(Yn, yn—1) + Ae®() [1+ ||yl + 1y |l)”

= (1 =6)dYn,Yn_1) + Ae*Y(e) [1 + C,, + C’n_l]ﬁ )
Donc

Supposons que lirf A(Yps1,Yn) =d* > 0.
n—-—+0oo

En passant a la limite, quand n — oo , dans I'inégalité précédente , il vient que :
d* < (1—e)d" + Ke*(e).

Ce qui impliquent que

d*— (1 —e)d” < Ke(e).

Il en résulte que

d* < Ke* (e),

qui est valable pour tout € € [0, 1]. Soit (e,), C [0, 1], tel que €, — 0 quand n — oo
vérifie

d* < Key™'d(en). (/)

En faisant n — oo dans I'inégalité (J), il vient que :

d=0.

e La suite (y,), est de Cauchy dans X.

Par 'absurde, supposons que (y,), n’est pas de Cauchy. On choisit § > 0, {my}
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et {ny} deux suites positives tel que ny > my > k, tel que

d(meka xan—Q) < 57 d(meka I’an) Z 6

De (3.1) , il vient que :

d(mek7 ank+1> = d(f(x2mk)7 f(xanJrl))
< (L= e)d(g(wam, ), 9(an, 1)) + Kep(e)

= (1 - G)d(yka—la y2nk) + KElp(E)

Selon le lemme 1, on a :

lm d(yom,, Yon,+1) =60, et lm d(yom,—1,Yon,) =0

k—o0 k—o0

Cela implique que

< (1—¢€)d+keple), K>0

Il en résulte que

§ < Ki(e)

qui est valable pour tout € € [0, 1]. Soit (€,), C [0, 1], tel que €, — 0 quand n — oo
vérifie

0 < Kw(%) (G)

En faisant n — oo dans (G), il vient que :

0 =0.
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Comme l'espace X est complet, alors la suite (y,,), converge vers un élément w € X
c’est a dire lim y, =w € X.
n—+oo
Puisque vy, = g(zp11) = f(x,) et (yn)n est de cauchy alors (g(x,41))n est de cauchy
dans ¢g(X) complet, donc il existe z € X tel que lir}rq g(xni1) = g(2) € g(X).
n—-+0o0o

Donc

lim y, = g(z2).

n—-+o00

Comme
d(f(xn), f(2)) < d(g(xn),9(z)) Tinégalité (3.1) avec € = 0.
En faisant n — 400, dans I'inégalité précédente, il vient que :

lim d(f(r.), f(2) < d(g(2), 9(2)) = 0.

n—-+oo

Cela implique que

lim () = f(2).

n—-+o0o

Finalement

g(z) = lim g(w,1) = lim f(z,) = f(2).

n—-+o0o n——+00
D’ou
f(z2) =g(z) =w. (3.5)
On conclut que w est I'unique point de coincidence pour le couple (f, g).

e Montrons que w est I'unique point fixe dans X de f et g, (z = w).

Puisque le couple (f, g) est faiblement compatible, alors :
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De (3.5) et (3.6) , il vient que :

De (3.7) et (3.1), il vient que :

d(f(z), f(w)) < (1 =e)d(g(z),g(w)) + keip(e)
= (1=6)d(g(2),9(f(2))) + keip(e)
< (L= ld(g(2), f(w)) + d(f(w), g(f(2)))] + ke (e)
= (1=¢)[d(g(2), f(w)) + d(g(f(2)), g(f(2)))] + keip(e)
= (1=6)d(g(2), f(w)) + kep(e).

Donc
ed(g(z), f(w)) < key(e).

Cela implique que :

d(g(2), f(w)) < kib(e),

qui est valable pour tout € € [0, 1]. Soit (¢,), C [0, 1], tel que €, — 0, quand n — oo
vérifie

d(f(2), f(w)) < K¢(en). (@)

En faisant n — oo dans I'inégalité (Q), il vient que :

¢a implique que z = w. Donc g(z) = f(z) = 2

On conclut que z est I'unique point fixe commun pour le couple (f, g) .
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3.2 Exemple

Soit X = [0, 2] muni de 'ordre et le distance usuelle d(z,y) = |z — y|.

Soit : f, g :[0,2] — [0,2] deux applications définies par :
fley=2—z et g(x) ==
On a:

[f@) =Wl = 2—z—2+y
= |-z +yl

= |z —y|l=lg(x) —g(y)|

= (1-9lg(x) —g(y)| +elg(z) — g(y)|

< (1=9lg@) —gw)| +elllg@)| + llgll+1].  (B)

Ou € € [0,1] Prouvons qu’il existe A > 0 et a > 1, tel que : € < Ae*™! ce qui
implique que : A > (%)0‘
On choisit : € = 1 € 0, 1],0on trouve A > (O‘T“)a,on peut preudre : A = Q(GTH)Q

Donc Il existe A > 0 et o > 1 tel que :

[f@) = fl < (1 =e)lg(@) — gl + A Hlg(@)]| + lg(w)]] + 1]

= (1=9)lg(x) — g(y)| + AeP(e)llg(@)]] + llg(y)[| + 1].

Ou :
ve)=¢ p=1€[0,a,a>1

Touts les conditions du Théoreme 3.1 sont satisfaites, alors il existe z* € [0, 2], tel
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Chapitre 3 Point fize commun de type PATA

que :

Calcul de x*
Soit f(z*) = g(x*), alors 2 — z* = x*.
Donc z* =1, f(1) = g(1) = 1, alors * = 1 est 'unique point fixe commun pour le

couple (f,g) sleon le Théoreme 3.1 .
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Théoremes du point fixe couplé |7]

Dans ce chapitre, nous allons donné des théoremes du point fixe couplé pour des
opérateurs de type-PATA définis sur des espaces métriques partiels complets et

ordonnés.

4.1 Quelques Définitions

Définition 1 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné. L’espace produit

X x X est muni de 'ordre < partiel, tel que pour tout (z,y), (u,v) € X x X,

(w,v) < (z,y) Sulzety<w.
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Définition 2 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et F': X x X — X.
On dit que F vérifie la propriété de monotone mixte si la fonction F(z,y) est
croissantes en x et décroissante en y.

Autrement dit

vx1,$2,y€X, x §$2 :>F($17y) §F<$27y)

et

vylay%x € X7 Y1 S Y2 = F(‘Tay2) S F(xayl)

Définition 3 Un élément (z,y) € X x X est appelé un point fixe couplé de
I’application F': X x X — X ou
x = F(x,y), et y=F(y,x).

Définition 4 Soit (X, d) un espace métrique. L’application d : X2 x X2 — [0, 00)

qui est définie pour tout ((z,y), (u,v)) € X2 x X? par :

d: [(‘% y)v (u7 U)] = d(:)?, u) + d(y7 ?})

est une distance sur X2 x X2, qui sera également notée d .
Soit (X, d),un espace métrique en sélectionnant un arbitraire (xg,y9) € X x X et

on note :

(@, y)ll = d(2,9), (o, 0)], V(z,y) € X x X.

Soit 1 : [0,1] — [0, 00) une fonction croissante s’annulant par continuité en zéro.
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Nous considérons la suite de la fonction w,, définie pour o > 1, par :

wn(a) = (5)° Y $(7):
k=1

4.2 Théorémes du point fixe couplé

Théoreme 4.1
Soit (X, d, <) un espace métrique ordonné. complet. Nous considérons F' : X x X —
X une application continue ayant la propriété de monotone mixte sur X . Suppo-

sons qu’il existe xg,yg € X, tels que :

o < F(zo,v0) et F(yo,z0) < yo (4.1).

Soit A > 0,a > 1 et 8 € [0, «] des constantes positive.
Si I'inégalité

1—c¢

d(F(x,y), F(u,v)) < d(w,y), (u,0)] + Ac*(e) [L+ ||z, yl| + [u,0l[]” (4.2)

est satisfaite pour tout € € [0, 1] et pour tout (z,y), (u,v) € X x X avecu < z,y <
v, alors F' admet un point fixe couplé (z*, y*).

De plus, on a :

dl(z*,y"), (F" (0, ¥0), F" (Y0, 70))] < Kwy(a), (4.3)
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ot K < 2A (1 + 4||z*,y*|| + 4d(z0,10))", et F* = Fo.....o F (n fois).

Preuve :
Posons F'(x,y0) = x1 et F(yo,x0) = ¥1-
De (4.1), on a :

To < x1, Y1 < Yo-

En posant xo = F(x1,y1),y2 = F(y1,21) et en utilisant la notation F™, il vient
que :

F2($07 Yo) = F(F(x0,10), F'(y0, x0)) = F(21,91) = 72, (*)

et

Fz(l/o,ﬂfo) = F(F(yo, v0), F(x0,%0)) = F(y1,71) = 1p0. ()

De (*) et (**) et par la propriété de monotone mixte de F, il en résulte que :

T = F<x07y0) S F(xlayl) = F2<$ano) = T2,

et

Yo = F*(yo, 20) = F(y1,21) < F(yo,20) = y1.

Par une simple itérationsur n, on obtient deux suites {z,} -, et {yn},—, telles
que :

o<1 <..<z, <..
et

Un S Yn—1 < - S Yo
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On pose pour chaque entiers n :

Ty = F(xn—hyn—l) - Fn(x07y0)7

et

Yn = F(ynflaan) = F”(yo,xo), C, = |’Fn($0,y0)7Fn(yoa$0)H-

e La suite (C,,), est bornée

En effet, Puisque (4.2) est vraie pour tout € € [0, 1], donc on peut choisi € = 0, on

trouve pour chaque entiers n :

((xn—&-l yn—H) (xm yn))

= d Fn+1 x()? 7Fn+1(y07x0)>7 (Fn(x07y0)7Fn(y07x0))}

I
[

Il
<y

F™ Y20, 90), F™ (o, yo)| + d [F" (yo, 20), F™ (yo, z0)]

= d[F(F"(x0,90), F" (40, 0)), F(F" (o, %0), F" " (y0, %0))]
d [F(F™(yo, z0), F™ (20, y0)), F(F" (o, z0), F™ (20, y0))]
[(F™ (0, %0), F™ (%0, 0)), (F" (0, 90), F" (30, %0))]

d [(F™ (4o, 20), F" (0, %0)), (F" (40, %0), F" (20, %0))]
[F™ (20, 90), F™ (0, y0)] + %d [ (40, 20), ™ (3o, 20)]
d [F™(yo, x0), F" " (y0, 70)]

d [ (o, yo). ™"~ (o, o)

_|_

IN

+ NI~ 4+ N

+
N — N = & o= &
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= d[F"(xo,40), F" (20, 40)] + d [F™(yo, z0), F" (o, %o)]
= d [(F”(xo, Y0), F" (Yo, 20)), (Fn_l(xoa Yo), Fn_l(yo, xo))}
= d((xnv yn)v (mn—la yn—l))

< d((Tn-1,Yn-1); (Tn—2,Yn—2))

IN

d((z1,91), (z0,%0)) = Ch

Donc

d [(Fnﬂ(xo, Yo), Fn“(yo, 0)), (F" (0, Y0), F" (Yo, 5130))} < Ch. (4.4)

On a aussi

d [(Fnﬂ(fb’o,yo)y F"(yo, 0)), (%,yo)}
<d [<Fn+1(I0, Y0), " (yo, 20)), (F (20, y0), F(Z/oﬂﬁo))}

+d [(F(20,Y0), F (Y0, %0)), (0, Yo)] (4.5)

De plus, on a :

d[(F"(x0,90), £ (Yo, o)) (0, Yo)]
< d[(F"(x0,50), F" (30, 0)), (F" (20, y0), F"* (9o, 0))]

+d [(F™ (20, 0), " (yo, o)), (20, ¥0)] (4.6)
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En utilisant (4.2), (4.4), (4.5) et (4.6), nous avons

Cn = d[(@n,yn), (o, %0)]
= d[(F"(zo,y0), F"(y0, %0)), (0, yo)]
d [(F™(x0,y0), F"(yo, 0)), (F™* (0, y0), F" (4o, 0))
+d [(F™ (20, 90), F™ " (%0, %0)), (20, %0)]
Cy + d [(F™ (20, 50), " (yo, o)), (o, o)]
Ci 4 d [(F™ (20, 0), F" (40, 20)), (F (0, 90), F (0, 0))]
+d [(F(xo,y0), F' (40, %0)), (%o, yo)]

Ci+d [(Fn+1(950>?/0)a Fnﬂ(yo, 0)), (F(z0,%0), F (4o, l’o))]

IA

IN

IN

IN

+d [(z1,91), (2o, Yo)]
Cy+d [(F" (o, y0), F* (y0, 0)), (F (20, %0), F(y0, 20))] + C4

= d [(Fnﬂ(xoa Yo), Fnﬂ(yo,l‘o))’ (F(o,10), F(yo, $0))} + 2C

IN

= d[F""(z0,%), F(z0,y0)] +d [F"" (yo, 20), F (Y0, z0)] + 2Ci
= d[F(F"(z0,%0), F" (Yo, o)), F(xo, yo)]
+d [F(F" (Yo, o), " (20, Y0)): F'(yo, ¥0)] + 2C1
L (P 0, y0). (0. 0). (0,10
+Ae* () [1+ |[F™ (w0, 90), F" (90, %0)|| + [0, ol [)”
1—e

+Td [(Fn(yo, xo), Fn<x07 yU))7 (y07 .fll'o)]

FAC () [L+ [|F"(yo, o), F™ (o, y0)l| + |lyo. o] + 2C1.

IN

Mais d’apres la définition de ||.||, nous avons :

[1+ [|(F™ (@0, yo), " (4o, o)) || + [| (20, yo)|[] < 1+ Cn < 1+ Cp + 4d(20, o),
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et

[+ [(E™ (%o, o), £ (w0, yo)) | + [ (o, o) |l] < 1+ Co <1+ Cr + 4d(0, y0)-

Donc pour a > f il existe des £, D > 0, tels que :

C, < L ; 0, + Ae(e) [1 + Cyy + 4d(z0, 0)]°
+%On + Ae“Y(e) [1 + C,, + 4d(zo, o))" + 20,
= (1 —€)Cp+ 20" (e) [1 + Cy, + 4d(z0,10)]” + 204
< (1—=€)C, + Ee®(e)C® + D.

Par conséquent,

Cn— (1 —=¢€)C, < Ec*Y(e)Cyy + D.

Ce qui impliquent que

«Cy < EEY(e)C2 + D,

ce qui est vrai par hypotheése pour tout € € [0, 1] et pour chaque n € N.

S’il existe une sous-suite (Cl,, ), Tel que : C,,, — 00, alors le choix, €,, = min(1, F2)
"k

conduit a la contradiction suivante :

1< E(1+ D)*Y(en,) =0 pour mny — oo.

Alors la suite {C),},~, est bornée.

e Les deux suites {F"(xq,yo)} et {F™(yo,z0)} sont de Cauchy dans X.
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En effet, on a :

d [F"™™ 4 (o, y0), F" (w0, 90)] + d [F™ ™ (yo, 20), F"* (o, 0)]
= d [F(F"™™(z0,0), F" ™™ (30, %0)), F(F" (0, %0), F" (4o, T0))]

+d [F(F™ ™ (yo, z0), F™ "™ (0, Y0)), F(F" (yo, 7o), F" (z0, 0))]

< L EA(F " o,wn). P o, 20). (" (20, 0), ™o, )]

- 2
AP (€) [T+ [[F™ (20, 40), ™™ (yo, o)l + || F™ (20, 90), F™ (4o, z0)|]]”

+1 ; “d [(F™ ™ (yo, o), F" ™ (20, %0)), (F™ (40, %0), F" (20, Yo))]

+Ae“1)(e) [1 + HFner(yo,xo)’Fn+m(iﬁo,yo)H + HFn(yo,?Co);Fn(ﬂﬂo,yo)mﬁ

Comme
|F™ ™ (0, 50), F™ ™ (4o, o) || + [|F™ (w0, o), F™ (o, Zo) ||
S Cn+m —+ Cn + 4d($0, yO);
et

1 (o, 20), F (o, o) | + (| ™ (3o, 20). ™ (o, )|

S Cn-‘rm + Cn S Cn—l—m + Cn + 4d($07 yO)-
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Chapitre 4

Alors

d [F" (2o, y0), F" (w0, yo)| + d [F™ 7 (yo, o), " (yo, z0)]

< L [ o, 90), F™ ™ (g, 20)), (F™ 0, 90), F™ (30, 20))]

+
4206 (€) [1 + Crrym + Cn + 4d(20, 30))

L L™ (o, o), F™ o, o)) + dCE™ ™ (o, 20), F™ (5o, 20))]

2
+1 — [d(Fn+m(yOv 3?0), Fn(?JOﬁO)) + d(Fn+m(33o,yo)a Fn(flfo, yo))}

2
F2A“Y(€) [1 + Crrpm + C + 4d(0, 0)]?

<(1-¢) [d(Fner(mo,yo)aFn<$0,y0)> + d<Fn+m(y0>$0)aFn(yo,x()))]

= Ed [(me(yoa o), F"™ (0, 90)), (F™ (%0, %0), Fn(%,yo))}

<

+20°(€) [1 + Chym + Cyp + 4d(0,90)]” - (% % %)
Pour tout entiers n on pose :
K = sup2A [1 + 20, + 4d(zo, 1))’ (4.7)
neN
n o
t =1- @< .
¢ ‘ (n + 1) T n+1

Dongc, en reportant k et e dans (***) | il vient que :

d [meﬂ(:coa Yo), F" (g, yo)] +d [meﬂ(yoa o), F" " (yo, x(])]

n i 1 )*)) [d(me(xo, Yo), F" (0, 90)) + d(me(yo, o), I (yo, Io))]

< (-1

R BN
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Ce qui entraine que :

d [Fn+m+1(l’07 y0>7 Fn+1(l'0) yO)j| +d [Fn—i-m-‘rl(y(), l’o), Fn+1(y07 xo):|

< (ni—l)a [A(F™™ (20, o), F™ (@0, y0)) + d(F™ ™ (30, 20), F" (0, 20))]
+K(n (—ll—al)aw(

o
n+1

).

Autrement dit
d [F™™ (o, 40), F™ (20, y0)] + d [F™ 4 (yo, 20), F™ (Yo, 20)]
< W [”a (d(Fner(xo, Yo), F™ (20, 40)) + d(Fner(Z/oa o), F™ (Yo, 20))) + Ka“w(n%l)} .

Ce qui implique que

(” + 1)a (d [Fn+m+1($0, yo), FnH(on, yo)} +d [FnerH(yo, iUo), Fn+1(yo, -TO)D

< n® [d(F™™ (20, 50), F" (w0, %)) + d(F™ ™ (yo, 20), F" (40, o))

+Kaa¢(ni+1). (4.8)

En posant |

Tn =n® [d(Fner(iCo’ Y0), F" (0, y0)) 4+ d(F" ™ (yo, z0), F" (Yo, 900))]

I'inégalité (4.8) , nous donne :

«
n < n K “ T
Tpyl S Tp+ aw(n+1)
< e+ Ka®p(S) + Kaph(——)
T a®P(— a®P(——).
- ! n n+1
Par une simple itération sur n, on trouve :
n+1 a
Tne1 < To+ Kaaz 1/’(%)
k=1
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car 1o =0.

I
=
o)
Q
N
=
?v\LQ

Donc

r < Ko™y w(3), (49)
k=1

De (4.8) et (4.9), il en résulte :
" a
n® [d(F™"™ (o, y0), F" (%0, y0)) + d(F™ ™ (yo, z0), F" (40, %0))] < K&az ?ﬂ(%)
k=1
Par conséquent

d(F" ™ (20, Y0), F™ (20, Y0)) + d(F" ™ (yo, x0), F" (40, 70)) < K%Z M%)

En passant a la limite quand n — +oo dans l'inégalité (4.10), on obtient :
d(F™ ™ (20, y0), F" (w0, Y0)) + d(F™ ™ (yo, 20), F" (3o, 20)) — 0

Cela implique que {F"(zo,%0)} et {F"(yo,x0)} sont deux suites de Cauchy dans

X qui est complet, donc il existe x*,y* € X tels que :

lim F"(zg,yo) = lim z, = 2" et lim F™(yo,x0) = lim y,, = y".
n—o0 n—00 m—oo m—oo
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En utilisant (4.10) et la Définition 4, on trouve :

lim d[(z*,y*), (F(Zn-1, Yn-1)s FYn-1, Tn-1))]

n—o0
= nh_{lc}o dl(=*,y"), (F" (w0, o), £ (Y0, %0))]
= n717111£oo d [(Fn+m($0, Yo), E" ™ (yo, x0), (F™ (20, %0), " (%o, l‘om
= ngrj}oo (d(Fn+m($0, Yo), F" (%0, 90)) + d(Fn+m(y0> 0), £ (Yo, Io)))
< lim Kuw, (o) =0,

et a partir de la continuité de F' on a d((z*,y*), (F(z*,y*), F(y*,2*))) = 0, donc
d(z*, F(z",y")) + d(y", F(y", z%)) = 0.

On conclut que d(z*, F(z*,y*)) = d(y*, F(y*,2*)) = 0.
D'ou z* = F(z*,y*) et y* = F(y*, z*).

On conclut que F' admet un point fixe couplé

Maintenant, montrons (4.3). On a (z*, y*) un point fixe couplé, donc par définition

d[(=",y"), (F" (0, %), F" (40, %0))]
= d[(F(z",y"), F(y", 27)), (F" (z0,50), F" (40, T0))]
= d[F(z",y"), F"(x0, yo)] + d [F(y", 2"), F" (yo, o))
= d [F(z*,y"), F(F" (20, 50), ™ (3o, 20)))

+d [F(y",27), F(F" (yo, 20), F" (0. y0))]

En utilisant (4.2) pour € = 0 on trouve :
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d[F(a*,y"), F(F" (x0,y0), F" (90, 70))]

+d [F(y*, 2*), F(F" " (yo, z0), F" (20, %0))]
[(@*,y"), (F" (o, 90), F™ (30, 70))]
d[(y",2"), (F" (g0, 20), F" (20, 90))]

d(a*, F" (o, y0)) + d(y*, F" " (yo, 20))]

VAN

+ iR+ e

d
!
2

[
L
2

[d(y*, F* (o, m0)) + d(z*, F" (20, 0))]

On remarque que

<d [(55*71/*)7 (F0(3307y0)7 FO(:UO’Q:O))}

=d[(=",y"), (w0, 50)] = [|=%, y"]|-

Donc

d (=", y7), (F" (2o, 40), F™ (yo, x0))] < [|2%, 97| (4.11)
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Selon (4.11) et la propriété de I'inégalité triangulaire, on a :

Cn = d[(Fn(xo,yo)aFn(ymxo))a(ﬁo,yo)]
< d[(F"(z0,90), F" (v0,%0)), (", 4)] + d[(z",y"), (20, yo)]

< 2"yl (4.12)

Selon (4.12) et (4.7) on a

K < 2A(1+4]|2*, || + 4d(zo, yo))".

Exemple

Soit X = [-2, 2] munit de 'ordre et la distance usuelle : d(z,y) = |z —y|, pour tout
x,y € X.

Il est clair que (X,d) est un espace métrique complet , et (X, <) est un espace
métrique ordonné.

Soit d : X? x X? — R* une distance définie par :

d(($1,yl)> ($2;y2)) = |$1 - 962| + |y1 - ?JQ|7 Vg, y; € X(i = 172)-

Considérons I’application F' définie par : F(z,y) =1,

on a :

(1—-¢

0<
- 2

d[(,y), (u, 0)] + Aep(e) [1+ ||z, yl| + [Ju, o][)7,

OuVvVA >0,a>1et 5 €0,al (1;) > 0 implique que € € [0, 1].

De plus , on a pour (0,2) € X x X, 0 < F(0,2) et F(2,0) < 2. Toutes les conditions

du Théoréme 4.1 sont satisfaite.
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F(z,y) ==z
Soit le systeme
Fly,z) =y
r=1

qui implique que
y=1
Le couple (1, 1) est le point fixe couplé pour 'application F.

Théoreme 4.2

Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et supposons qu'il existe une dis-
tance d définie sur X telle que (X, d) soit un espace métrique complet. Soit F' :
X x X — X une application ayant la propriété monotone mixte sur X.

Soit xg, yo € X, tels que :

xo < F(x0,%0) et F(yo,70) < yo.

Soit A > 0,a > 1, et B € [0, des constantes. Supposons que 'inégalité suivante :

1—c¢

d(F(x,y), F(u,v)) < (2. y), (u, 0)]+ AP (e) [L+ ||, yll + [lu,ol]]” (4.2.1)

est satisfaite pour tout e € [0,1] et pour tout (z,y), (u,v) € X x X avec u < x,
y <.

De plus, supposons que X ait les propriétés suivantes :

(i) pour une suite non décroissante x,, — x, alors x, < x pour tout n € N,

(ii) pour une suite non croissante y, — y, alors y < y,, pour tout n € N.
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Alors F' a un point fixe couplé (z*, y*).

De plus,
d[(z*,y"), (F"(xo,%0), F"(v0,70))] < Kw,(a), Vn €N.

ot K est une constante positive, vérifie K < 2A(1 + 4||z*, y*|| + 4d(z0, vo))”.

Preuve :
11 suffit de prouver que z* = F(z*,y*) et y* = F(y*, *).
On a:

31" y"), (F ), (1)
< d[(z"y"), (" (2o, yo), I (yo, 0))]
e [(F™ (a,g0), P (o, 0), (F(a*, ), F )]
= d [(=*, %), (F" (o, %), " (10, 20))]
(P o, 0), F (o, 1)), F(F™(yo, 20), F" (0, o)), (P, "), (o 2”))]
= d [(«",y"), (F"* (o, y0), F" (30, 20))]
[ (F" 0, 0), F" (0, 20)), F ()] [F(E (g, 0), ™ (o, ), E(5", )]
<d [(«*,y"), (F™ (w0, 90), " (10, 70))]
S o, ), F o, w0)), (2, 4°)]
FAC(E) [1+ ([P (o, 0), F (o, )| + 12”971
S, 20), E" 0, 0), (5 2°)]

+AC () [L+ || F"(yo, o), F" (o, yo)l| + [y, (]

+

Suivant le méme raisonnement fait dans le Théoreme 4.1, on peut démontrer que :

lim F"(zg,y0) = lim x, = 2" et lim F"(yo,z0) = lim y,, =y,
n—oo n—oo m—r0o0 m—r00
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et puisque la condition (4.2.1) est vraie pour toute constante réelle € € [0, 1], on
peut remplacer €, pour chaque n € N, par une suite [0, 1] 2 ¢, — 0 quand n — oc.

En faisant € = ¢,, — 0 quand n — oo, il vient que :

d[(z*,y"), (F(z*,y"), F(y",z"))] = 0.

C’est a dire

(%, y") = (F(z",y"), F(y", 7))

D'ou z* = F(z*,y*) et y* = F(y*, x*).

Ce qui prouve que (z*,y*) est un point couplé de application F.

Définition 5
Supposons que X est un espace métrique partiellement ordonné .
On dit quun couple (z,y), (z*,y*) € X x X a un point de milieu (21, z2), borné

inferieurement ou borné superieurement, s’il vérifie la condition suivante :

dl(x,y), (21, 22)] + dl(z1, 22), (7, y7)] = d[(, y), (27, y")]. (A)

Théoréeme 4.3
En ajoutant la condition (A) aux hypothése du Théoréme 4.2, on obtient I'uni-

cité du point fixe couplé de F.

Preuve :
Soit (x,y) € X x X un autre point fixe couplé de 'application F' avec x = F(x,y),
y = F(y,z).

Alors nous avons deux cas.
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e 1¢" Cas : Si (z*,y*) est comparable & (z,y), alors :

dl(z,y), (=", y")] = d[(F(z,y), F(y,2)), (F("y"), F(y",2"))]
= d[F(z,y), F(z",y")] + d[F(y,x), F(y", 27)]

), )]+ (o

1y 2), (2] + ()
= ) )+ o), (0, 07)

+tieh(e) + taerh(e)

— 1;€m@wﬂ+d@wﬂ+d@wﬂ+d@wﬂ)

+trey)(e) + taer)(e)
= (1—¢)(d(z,2") +d(y,y")) + tret(€) + taex)(e)

= (1 =e)(dl(z,y), (=", y")]) + tregy(€) + taeth(e).

Par suite

ed[(x,y), (x",y")] <tey(e), ottt =1+t

qui est valable pour tout € € [0, 1]. On peut remplacer € par une suite (¢,), € [0, 1],
tel que : €, — 0 quand n — oo on conclut d[(z,y), (z*,y*)] = 0.

D’ou

(z,y) = (z",y")

e 2¢meCas : Si (z*,y*) n'est pas comparable & (z,y) , alors il existe une borne
moyenne supérieure ou une borne moyenne inférieure (u,v) € X x X pour (z*, y*)
et (z,y).

Donc (z1, z9) = (F(u,v), F(v,u)) est comparable a (z*,y*) = (F(z*,y*), F(y*, 2*))
et (z,y) = (F(z,y), F(y,x)).

Il s’ensuit que :
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pour certains t1,1s,%9,t4 > 0.

d[(z,y), (=", y")]

IN

d[(F(z,y), F(y, ), (F(z",y"), F(y*, 2"))]
d[(F(z,y), F(y, x)), (F(u,v), F(v, u))]

+d [(F(u, ), Fv,u), (F(@",y7), F(y", 27))]
d[F(z,y), F(u,v)] + d[F(y, z), F(v,u)]

+d [F(u,v), F(z*,y")] + d[F(v,u), F(y*,z")]
1—¢

d [(ZE, y)’ (u> U)] + t1€¢(6)

2
+ - d [(y, ), (v,u)] + taerh(€)
(). (o] + (o
[, u), ()] + ().

2

On pose t =ty + ty + t3 + t4, on trouve :

dl(z,y), (", y")] < (1 =€) [d(x,u) + d(y,v) + d(u,z") + d(v,y")] + te(e).

Maintenant, selon la Définition 5, On a :

d(z,y), (7, y")] < (1 =€) [+d(x, 27) + d(y, y")] + te(e).

Ce qui implique que

ed[(z,y), (z7,y")] < +tey(e),

pour tout € € [0,1]. On peut remplacer €, pour chaque n € N, par la suite

[0,1] 5 (€4)n — 0 quand n — oo , ce qui montre que d[(z,y), (z*,y*)] = 0.

D’ou (z,y) = (x*,y*) est I'unique point couplé de F .
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié I'existence et 1'unicité du point fixe de type
Chatterjea et de type Pata. Nous avons présenté quelques théoremes du point fixe
commun pour des opérateurs univoques définis sur un ensemble X dans un espace
métrique complet E.

Des conditions suffisantes sur la topologie de 'espace F et sur les opérateurs ont
été établi. Le travail effectué dans ce mémoire peut-étre complété par des travaux

en contribuant a améliorer certains résultats récents.
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