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1.4 Théorème de Lax Milgram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Résumé

Dans ce mémoire on a étudié l’existence et l’unicité de la solution d’un

problème hyperbolique posé dans un ouvert borné Ω de R2 de frontière com-

posée de deux parties aproximés sous l’action d’un contrôle dynamique η(t) et

de densité non néglegable.

Nous nous intéressons à la stabilisation rationnelle du problème considéré

en se servant de la stabilité exponentielle d’un problème a une dimenssion et

une analyse de fourier.
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Introduction

Nous nous intéréssons à la stabilisation rationnelle de l’équation des ondes

posée dans un ouvert bornée de IR2 avec amortissement imposé uniquement

sur la frontière de Wentzell. qui modélisent les vibrations dynamiques d’un

corqs élastique. Plus précisément : Nous considérons le problème aux limites

suivant : 
utt(x; t)−∆u(x; t) = 0 , dans Ω× R+

utt −∆Tu+ ∂nu+ ut = 0 dans Γ0 × R+

u(x; t) = 0 sur Γ1 × R+

u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x) dans Ω

(0.0.1)

Oú, Ω = (0; 1)2 est un ouvert borné de R2 de frontiére Γ telle que :

Γ = Γ0 ∩ Γ1

Γ0 = {(x, 1) : 0 < x < 1} ∪ {(0, y) : 0 < y < 1}

Γ1 = {(x, 0) : 0 < x < 1} ∪ {(1, y) : 0 < x < 1}

∆T :désigne le Laplacien tangentiel.

v(x) est le vecteur normal exterieur à Ω.

La condition sur Γ1 caractérise la condition aux limites dynamique de

Wentzell, qui est de type dynamique. En l’absence de utt, cette condition

est appelée condition aux limites statique de Wentzell. Cette condition est

généralement caractérisée par la présence d’opérateurs différentiels tangentiels

du même ordre que l’opérateur principal.

Plusieurs méthodes ont été développées pour montrer la convergence ra-

tinnelle de différents problèmes d’évolutions. Parmi celles ci on peut citer : la

méthode d’estimation de l’énergie en utilisant la technique des multiplicateurs

et la méthode des bases de Riez basée sur l’analyse de Fourier voir [14].

L’objectif de ce travail, est de montrer que notre problème admet une

5



décroissance rationnelle en utilisant une méthode basée sur l’analyse de Fou-

rier, la théorie des semi groupes et la théorie spectrale.

Ce travail est réparti en quatre chapitres :

Chapitre 1 : L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques résultats

préliminaires sur l’analyse fonctionnelle.

Dans la 1ere section, on rappelle quelques notions sur les espaces de sobolev,

on a donné quelques théorèmes fondamontaux a savoir : Théorème de Poin-

caré, Théorème de trace, Théorème de Lax Milgram.

Dans la 2eme section, nous rassemblons quelques définitions sur les opérateurs

non bornés, l’ensemble résolvant et on donne également des propriétés générales

sur les opérateurs maximaux dissipatifs.

La 3eme section a été consacré à la théorie spectrale des opérateurs, Rayon

Spectrale, Image Spéctrale.

On termine ce chapitre par un rappel sur la théorie des semi groupes ou, on va

présenter quelques Théorèmes fondamontaux (Théorème de Hille Yosida et Lu-

mer Philips) qui relies les propriétés de dissipation de l’énergie d’un opérateur

non borné à l’existence et l’unicité des solutions.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on étudie l’existence et l’unicité de la

solution de l’équation des ondes sous l’action d’un contrôle dynamique avec

condition de Wentzell, on se basant sur le théorème de Hille Yosida.

Chapitre 3 : Dans ce travail, nous proposons l’étude de la stabilisation

exponentielle de l’équation des ondes, sous l’action d’un contrôle dynamique

avec des conditions aux limites de type Wentzell.

Chapitre 4 : Dans ce dernier chapitre on traite le probléme de la stabilité

rationnelle du problème du type wentzell pour l’équation des ondes posée dans

un carré de frontière Γ0 ∪ Γ1 approximés.
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1
Rappels et Préliminaires

1.1 Introduction aux espace de Sobolev

1.1.1 Espace de Sobolev H1(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rn, on note H1(Ω) l’éspace des distribuions L2(Ω)

ayant toutes leurs dérivées partielles d’ordre 1 appartenant à L2(Ω). Donc en

notant les dérivées partielles (au sens des distribution) ∂α = ∂
∂xα

nous posons :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω), ∂αu ∈ L2(Ω), α = 1...n}

7



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

L’espace H1(Ω) est un éspace de Hilbert pour le produit scalaire :

〈u, v〉H1(Ω) =
∫

Ω
(uv +∇v∇v)dx

On notera ||.||H1(Ω) la norme associée

1.1.2 L’espace H1
0(Ω) et l’inégalité de Poincaré

On définit l’éspace H1
0 (Ω) comme l’adhérence des fonctions de D(Ω)

pour la norme H1(Ω), ces fonctions vérifiant une inégalité fondamentale dite

Inégalité de Poincaré.

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u/∂Ω = 0}

1.1.3 Inégalité de Poincaré

Soit Ω un ouvert de Rn, alors il existe une constante c > 0 ne dépondant

que de Ω telle que :

∀u ∈ H1
0 (Ω), ||u||L2(Ω) ≤ C||∇u||L2(Ω).

l’espace Hm(Ω) est défini par :

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂αv ∈ L2(Ω), |α| ≤ m}

ou

∂αv = ∂|α|v

∂x
α1
1 ...∂xαnn

et|α| = α1 + α2 + ...+ αn

cet espace est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire

〈u, v〉Hm(Ω) =
∫

Ω

∑
|α|≤m ∂

αu∂αvdx

et la norme associé est notée ||.||Hm(Ω)
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

1.1.4 Théorème de trace dans H1(Ω)

Soit (Ω) un ouvert borné de Rn de frontière Γ de classe C1 par morceaux,

alors l’application de trace défini par :

γ0 : D(Ω̄) → C0(Γ)

v → γ0(v) = v/Γ

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H1(Ω) dans

L2(Γ).

Cela implique en particulier :

∃c > 0, ∀v ∈ H1(Ω) : ||γ0(v)||L2(Γ) ≤ c||v||1hΩ

Pour plus de détails voir les références [6] et [14]

1.2 Opérateurs m-dissipatifs

X un espace de Banach et D(A) est un sous espace vectorial de X appelé

domaine de A.

Définition 1.2.1 Un opèrateur linèaire non borné A de D(A) dans X est dit

dissipatif si :

∀λ > 0; ∀u ∈ D(A); ||λu− Au|| ≥ λ||u|||

Définition 1.2.2 Un opèrateur linéaire non borné A de D(A) dans X est dit

m-dissipatif si A est dissipatif et

∀λ > 0; ∀f ∈ X;∃u ∈ D(A);λu− Au = f

9



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Remarque 1.2.1 Si A est un opérateur m-dissipatif dans X, pour tout f ∈ X

et tout λ > 0, l’équation λu− Au = f posséde une unique solution vérifiant

||u|| ≤ ||f |

Définition 1.2.3 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X et λ > 0. Pour

tout f ∈ X, on note Rλf la solution u de l’équation λu− Au = f .

Proposition 1.2.4 Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X. Les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

1. A est m-dissipatif dans X.

2. il existe λ0 > 0 tel que pour tout f ∈ X, il existe u ∈ D(A) tel que

λ0u− Au = f .

Proposition 1.2.5 Si A est m-dissipatif, alors G(A) le graphe de A est fermé

dans X.

Définition 1.2.6 Soit A : D(A) ⊂ H → H, un opérateur linéaire avec D(A)

dense dans H.

1. On appelle opérateur adjoint de A, l’opérateur A∗ : D(A∗) ⊂ H → H

défini par :

D(A∗) = {v ∈ H : ∃u∗ ∈ H : 〈Au; v〉 = 〈u;A∗v〉 ; ∀u ∈ D(A)}

2. on dit que A est un opérateur symétrique si

〈Au; v〉 = 〈u;Av〉 .∀u ∈ D(A) et ∀v ∈ D(A) ⊂ D(A∗)

10



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

3. On dit que A est auto-adjoint si

D(A) = D(A∗) et Au = A∗u; ∀u ∈ D(A)

Proposition 1.2.7 Nous supposons ici que H est un espace de Hilbert.

A est dissipatif de D(A) dans H si et seulement si

〈Au;u〉 ≤ 0; ∀u ∈ D(A)

Proposition 1.2.8 Si A est un opérateur auto-adjoint dans H, et si 〈Au;u〉 ≤

0 ∀u ∈ D(A), alors A est m-dissipatif.

Corollaire 1.2.9 Soit A un opérateur linéaire dans H, de domaine dense, tel

que :

G(A) ⊂ G(A∗)

et A est dissipatif. Alors A est m-dissipatif si et seulement si A est auto-adjoint

voir [1] et [7].

1.3 Théorie spectrale des opérateurs

Définition 1.3.1 Soit T ∈ L(E), posons K = R ou C.

1. On appelle ensemble résolvant de T l’ensemble

ρ(T ) := {λ ∈ K : λI-T est inversible}

Un élément de ρ(T ) est appelé valeur résolvante de T.

2. Si λ ∈ ρ(T ), on définit la résolvante Rλ(T ) de T au point λ par

Rλ(T ) := (λI − T )−1

La résolvante Rλ(T ) est simplement notée Rλ s’il n’y a pas d’ambigüıté

sur T.
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

3. Le spectre σ(T ) de T est l’ensemble :

σ(T ) := K\ρ(T ).

Un élément de σ(T ) est une valeur spectrale de T.

4. On dit que λ ∈ K est une valeur propre de T si λI−T n’est pas injectif.

Autrement dit, l’ensemble des valeurs propres Vp(T ) de T est donné par

Vp(T ) := λ ∈ K : Ker(λI − T ) 6= 0

1.3.1 Rayon spectral

Soit T ∈ L(E). On définit le rayon spectral r(T ) de T par

r(T ) := sup
λ∈σ(T )

|λ|

Si σ(T ) = � ; par convention, on pose r(T ) := 0.

1.3.2 Théorème de l’image spectrale

Posons K = R ou C, ou K[X] l’ensemble des polynomes de degré ≤ n.

Soient T ∈ L(E) et∈ K[X]. Alors, on peut définir l’opérateur P (T ) ∈ L(E)

de la manière suivante :

P (T ) :=
n∑
k=0

akX
k

avec n ∈ N et a0, a1, ..., an ∈ K. Pour tous λ,µ ∈ K[X], on a :

(λP + µQ)(T ) = λP (T ) + µQ(T ) et PQ(T ) = P (T )Q(T ) = Q(T )P (T )

Ci-dessous on compare le spectre de T et celui de P(T) en utilisant les docu-

ments [12] et [16].

12



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Preuve 1.3.1 Soit λ ∈ K. Alors, λ est racine de P (λ) − P donc il existe

Q ∈ K[X] tel que P (λ)− P (X) = (λ−X)Q(X), d’ou

P (λ)I − P (T ) = (λI − T )Q(T ) = Q(T )(λI − T )

On suppose P (λ) /∈ σ(P (T )) et on pose S := (P (λ)I − P (T ))−1. On obtient

(λI − T )Q(T )S = I = SQ(T )(λI − T ),

d’où λI − T est inversible d’inverse SQ(T ) = Q(T )S. On en déduit λ /∈ σ(T ).

Autrement dit, si λ ∈ σ(T ) alors P (λ) ∈ σ(P (T )) ce qui donne le résultat.

Pour l’égalité, on suppose K := C et P de degré supérieur ou égal à 1 (résultat

évident sinon). Soient µ ∈ σ(P (T )) et λ1, ..., λn les n racines complexes du

polynôme P − µ, On a :

P (X)− µ = c(X − λ1)...(X − λn)

où c 6= 0. Alors on obtient :

P (T )− µI = c(T − λ1I)...(T − λnI)

Puisque µ ∈ σ(P (T )), P (T ) − µI n’est pas inversible et donc il existe i0 ∈

1, ..., n tel que (T − λi0I) n’est pas inversible, d’où λi0 ∈ σ(T ). De plus, on a

P (λi0) = µ donc µ ∈ P (σ(T ))µ.

1.3.3 Image spectrale

Soient T ∈ l(E) et P ∈ K[X]. Alors, on a

P (σ(T )) ⊂ σ(P (T )),

13



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

et l’égalité a lieu si K := C

Pour plus de détails, veuillez consulter les documents [12][13]

1.4 Théorème de Lax Milgram

Théorème 1.4.1 Soit V un espace de Hilbert de produit scalaire (., .) et de

norme ||.||, et soit la formulation faible suivante

Trouver u ∈ V tellque, ∀v ∈ V, a(u, v) = L(v)

Sous réserve des quatre hypothèses suivantes :

1. L(v) est une forme linéaire continue sur V :

∃C > 0/∀v ∈ V, |L(v)| ≤ C||v||V

2. a(., .) est une forme biquilinéaire sur V × V .

3. a(., .) est continue :

∃M > 0 : ∀(u, v) ∈ V × V, |a(u, v)| ≤M ||u||V ||v||V

4. a(., .) est coercive (ou elliptique) :

∃α > 0 : ∀u ∈ V, a(u, u) ≥ α||u||2V

La formulation faible admet une unique solution. De plus cette solution dépend

continûment de la forme linéaire :

||u|| ≤ M

α
C

14



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Preuve 1.4.1 voir[10]

1.5 Théorie des semi-groupes

1.5.1 Définition d’un C0 semi-groupe

Définition 1.5.1 Soit E un espace de Banach, une famille à un paramètre

G(t), 0 ≤ t < +∞ d’éléments de L(E) est appelée semi-groupe d’opérateurs

linéaires bornés sur E si :

1. G(0) = I

2. G(t + s) = G(t).G(s) ∀t, s ≥ 0

• Un tel semi groupe est dit uniformement continu si :

lim
t→0
||G(t)− I|| = 0

On dit dans ce cas que G(t) est un C0 semi groupe [1].

1.5.2 Génerateur Infinitésimal

Définition 1.5.2 Le générateur infinitésimal A d’un C0-semi groupe S(t) est

définie par :

Ax = lim
t−→0

1

t
[S(t)x− x]

De domaine :

D(A) =

{
x ∈ H, lim

t−→0

1

t
[S(t)x− x] existe

}

15



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

1.5.3 Théorème de Hille-Yosida

Soit A un opérateur linéaire (non necessairement borné) dans un espace

de Banach E. Alors A est générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de

contraction si et seulement si :

1. A est fermé à domaine dense.

2. L’ensemble résolvant ρ(A) = {λ ∈ C, λI − A est inversible de D(A)→ E}

contient R∗+, de plus ∀λ > 0, on a

||R(λ,A)|| = ||(λI − A)−1|| ≤ 1

λ

1.5.4 Théorème de Lumer-Philips

Soit A un opérateur linéaire à domaine dense dans un espace de Banach E,

alors :

1. Si A est dissipatif et qu’il existe λ0 > 0 tel que Im(λ0 − A) = E Alors

A est générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction.

2. Si A est générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction

Alors

Im(λ0 − A) = E, et λ0 > 0 et A est dissipatif.

De plus : ∀x ∈ D(A) , ∀x∗ ∈ F (x) :

Re < x∗, Ax >≤ 0

1.5.5 Démonstration du théorème de Lumer-Philips

Preuve 1.5.1 ([1],[9])

16



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

i/- A dissipatif =⇒ ||(λ−A)x|| ≥ λ.||x|| , ∀x ∈ D(A) =⇒ λI −A injectif

En particulier pour λ0 :

• λ0I − A est bijectif et de plus : ||(λ0I − A)−1|| ≤ 1
λ0

donc (λ0I − A)−1 borné et continue et A est fermé.

En utilisant le théorème de Hille-Yosida, on en déduit que A est G.I

d’un C0 semi-groupe de contraction. (Car 1
λ0
< 1)

• Λ = {λ > 0 : Im(λI − A) = E} ⊂]0,+∞[ .

λ ∈ Λ Longrightarrowλ ∈ ρ(A) =⇒ ∃V (λ)︸ ︷︷ ︸
ouvert

⊂ ρ(A)

D’où V (λ)∩ ]0,+∞[ ⊂ ρ(A) est un voisinage de λ dans ]0,+∞[

et Λ est ouvert

• On démontre que Λ est fermé : Soit λn ∈ Λ , λn −→ λ > 0

étant donné : y ∈ E, ∀n, ∃xn ∈ D(A) / λxn − Axn = y d’après la

surjectivité On a ||xn|| ≤ 1
λn
.||y|| ≤ C. de plus

Am||xn − xm|| ≤ ||λm(xn − xm)|| − ||A(xn − xm)||

= |λn − λm|.|xm|

≤ C|λn − λm|

Car

λm(xn − xm)− A(xn − xm) = λmxn − Axn − λmxm − Axm︸ ︷︷ ︸
y

= λm.xn − λn.xn − y

17



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

λn étant une suite de Cauchy donc xn est une suite de Cauchy, et

on a xn
C.V−→ x


Axn = −y + λxn −→ −y + λx

xn −→ x

A fermé⇒ x ∈ D(A) et Ax = −y+λx

=⇒ λ ∈ Λ

C.S : Im(λI − A) = E, ∀λ > 0.

A dissipatif =⇒ Im(λI − A) injectif ∀λ > 0.=⇒ (λI − A)−1 existe

et

||(λI − A)−1|| ≤ 1

λ

Le théorème m de H.Y =⇒ A est G.I d’un C0
1
2
-groupe de contraction.

• Reste à montrer : Re < x∗, Ax >≤ 0

x ∈ D(A), x∗ ∈ F (x)

| < G(t)x, x∗ > | ≤ ||G(t)x||.||x∗||

≤ ||x||.||x∗|| = ||x||2

< G(t)x− x, x∗ > =< G(t)x, x∗ > −< x, x∗ >︸ ︷︷ ︸
||x||2

≤ 0

Donc Re < G(t)x − x, x∗ >≤ 0. On dévise par t > 0 et on fait tendre

t→∞, on obtient

Re < Ax, x∗ >< 0.

18



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Corollaire 1.5.1 Soit A fermé à domaine dense si A et A∗ sont deux opérateurs

continues dissipatifs, alors : A est G.I d’un C0 semi-groupe de contraction.

Preuve 1.5.2 λ = 1, Im(I −A) = E, On suppose que Im(I −A) 6= E, on

applique le théorème de Hann Banach. comme Im(I − A) est un sous espace

vectoriel fermé de E :

∃x∗ ∈ E∗ , x∗ 6= 0 et x∗ (Im(I − A)) = {0}

x∗ ∈ D(A∗) et < x∗ − Ax∗, x >= 0 ∀x ∈ D(A).

D(A) dense alors x∗ − Ax∗ = 0

A∗ dessipatif donc I−A∗ est injectif et (I−A∗)x∗ = 0 implique que x∗ = 0,

on aboutit donc à une contradiction et Im(I − A) = E
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2
Équation des ondes avec conditions de

Wentzell

Nous étudions la condition nécessaire et suffisante pour obtenir une solu-

tion unique pour un problème des ondes avec conditions de Wentzell et densité

non négligeable.

Soit Ω ⊂ R2 un domaine ouvert borné de frontière Γ de classe C2. Nous sup-

posons que Γ est divisée en deux parties Γ0 et Γ1, c’est-à-dire :

Γ = Γ0 ∪ Γ1, avec Γ̄0 ∩ Γ̄1 = �

tel que :
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Chapitre 2 Équation des ondes avec conditions de Wentzell

Γ0 = {(x, 1) : 0 < x < 1} ∪ {(0, y) : 0 < y < 1}

Γ1 = {(x, 0) : 0 < x < 1} ∪ {(1, y) : 0 < x < 1}

On considère le problème suivant :



utt(x; t)−∆u(x; t) = 0 , dans Ω× R+

utt −∆Tu+ ∂nu+ ut = 0 dans Γ0 × R+

u(x; t) = 0 sur Γ1 × R+

u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x) dans Ω

(2.0.1)

où n(x) désigne le vecteur unitaire normal vers l’extérieure au point x ∈ Γ

u=u(x,y,t) tel que (x, t) ∈ Ω, t ∈ R+ ∂nu = ∂xu est la dérivée normal.

∆ :opérateur de laplace ∆ = ∂xx + ∂yy

∆T :opérateur tangentiel

2.1 Écriture du problème équivalent

Nous introduisons le problème équivalent : on désigne par H l’espace de

Hilbert, où

H1
Γ0

(Ω) =
{
u : u|Γ0 ,∇u ∈ (L2(Ω))2,∇Γu ∈ (L2(Γ1))2, ux(1, 1) = uy(1, 1)

}
H =

{
(u, v, w)t ∈ H1

Γ0
× l2(Ω)× l2(Γ1)

}
muni du produit scalaire suivant :

〈
U, Ũ

〉
H1

Γ0
(Ω)

=

∫
Ω

∇u(x)∇ũ(x)dx+

∫
ΓV

∇Tu(x)∇T ũ(x)dΓ

21



Chapitre 2 Équation des ondes avec conditions de Wentzell

〈
U, Ũ

〉
H

=

∫
Ω

∇u(x)∇ũ(x)dx+

∫
Ω

u(x)ũ(x)dx+

∫
ΓV

∇Tu(x)∇T ũ(x)dΓ

alors :

||u||H1
Γ0

(Ω) = ||∇u||2l2(Ω) + ||∇Tu||2l2(Γ1)

||(u, v, η)t||2H = ||u||2H1
Γ0

+ ||v||2l2(Ω) + ||w||2l2(Γ1)

avec U = (u, v, η)t, Ũ = (ũ, ṽ, η̃)t ∈ H

pour U = (u, v, η), avec v = ut et η = v|Γ1

le probléme précedent s’écrit comme

 Yt(t) = AY (t)

Y (0) = Y0 = (u0, u1, η0)
(2.1.1)

ou :A : D(A) ⊂ H −→ H −→ est un opérateur différentiel défini par

A


u

v

eta

 =


0 I 0

∆ 0 0

∆T − ∂η 0 −I



u

v

η

 =


v

∆u

∆Tu− ∂ηu− v

 (2.1.2)

De domaine

D(A) =
{

(u, v, η)t ∈ H, v ∈ H1
Γ0

(Ω),∆u ∈ L2(Ω), ∂ηu+ ∆Tu ∈ L2(Γ1)
}

2.2 Étude de l’existence et l’unicité de la so-

lution du problème équivalent

Sous les hypothèses associés à ce problème, nous avons le résultat d’exis-

tence et d’unicité suivant :
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Chapitre 2 Équation des ondes avec conditions de Wentzell

Théorème 2.2.1 Pour toute donnée initiale U0 ∈ X , il existe une solution

unique U ∈ C([0; +1[;x) du problème précedent.

De plus, si U0 ∈ D(A), la solution de problème précedent satisfait

U ∈ C([0; +1[;D(A)) ∩ C1([0; +1[;X)

Preuve 2.2.1 Pour montrer l’existence d’une solution du système il suffit

de montrer que A est un générateur infinitisimal d’un C0-semi groupe de

contraction,c’est-à-dire A est maximal dissipatif, pour cela il suffit de mon-

trer que A est dissipatif et maximal (voir le théorème).

1. A dissipatif

Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver qu’il existe c > 0

telle que

〈AU,U〉H ≤ 0

〈AU,U〉H =

∫
Ω

∇v(x)∇u(x)dx+

∫
Γ

∇Tv∇TudΓ +

∫
Ω

∆u(x)vdx

+

∫
Γ1

(∆Tu(x)∂ηu(x)− v)ηdΓ

utilisant Green, on obtient :

〈AU,U〉H =

∫
Ω

∇v(x)∇u(x)dx+

∫
Γ

∇Tv∇TudΓ−
∫

Ω

∇v(x)∇u(x)dx

+

∫
Γ

∂u

∂ν
vdΓ +

∫
Γ1

(∆Tu(x)∂ηu(x)− v)ηdΓ

= −
∫

Γ

vηdΓ

=

∫
Γ

−|v|2dΓ

d’ou

〈AU,U〉H < 0
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Chapitre 2 Équation des ondes avec conditions de Wentzell

Donc l’opérateur A est dissipatif

2. A maximal

Pour montrer la maximalité de A, il suffit de montrer que λI − A est

surjectif pour chaque λ > 0, nous supposons que F = (f1; f2; f3)t ∈ H

et on cherche U = (u; v; η)t ∈ D(A) solution de (λI − A)U = F ; ceci

s’écrit en termes de composantes, comme suit :

(λI − A)U = F

posons λ = 1 on obtient :



I 0 0

0 I 0

0 0 I

−


0 I 0

∆ 0 0

∆T − ∂η 0 −I




u

v

η

 =


f1

f2

f3



alors la solution est :


u− v = f1...............................................(1)

−∆u+ v = f2......................................(2)

−∆Tu+ ∂ηu+ 2η = f3..........................(3)

(2.2.1)

En additionant (1) et (2) en trouve :

−∆u+ u = f1 + f2

En appliquant Lax Milgram :

∫
Ω

−∆uvdx+

∫
Ω

uvdx =

∫
Ω

(f1 + f2)vdx
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Utilisons la méthode d’integration par partie, on trouve :

∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx−
∫

Γ

∂ηvdΓ =

∫
Ω

(f1 + f2)vdx

En utilisant ensuite l’équation (3) on obtient :

∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx−
∫

Γ

(∆Tu−2η)vdΓ+

∫
Ω

f3vdx =

∫
Ω

(f1 + f2)vdx

Par la formule de Green :

∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx+

∫
Γ

∇Tu∇TvdΓ−
∫

Γ

2ηvdΓ =

∫
Ω

(f1 + f2 − f3)vdx

Posons :

 a(u, v) =
∫

Ω
∇u∇vdx+

∫
Ω
uvdx+

∫
Γ
∇Tu∇TvdΓ

L(v) =
∫

Γ
2v2dΓ +

∫
Ω

(f1 + f2 − f3)vdx
(2.2.2)

Pour montrer que la formulation variationnelle a(u, v) = L(v) admet une

unique solution, nous appliquons le théorème de Lax Milgram.

1. L(v) continue

|L(v)| = |
∫

Γ

2v2dΓ +

∫
Ω

(f1 + f2 − f3)vdx|

≤
∫

Γ

2|v|2dΓ +

∫
Ω

|f1 + f2 − f3||v|dx

≤ 2||v||2L2(Γ1) + C1||v||L2(Ω)dx

≤ max(2, C1)||v||L2(Ω)

≤ C||v||L2(Ω)

≤ C||v||H

donc L(v) est continue.
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2. a(u, v) continue

|a(u, v)| = |
∫

Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx+

∫
Γ

∇Tu∇TvdΓ|

≤
∫

Ω

|∇u||∇v|dx+

∫
Ω

|u||v|dx+

∫
Γ

|∇Tu||∇Tv|dΓ

≤ ||∇u||L2(Ω)||∇v||L2(Ω) + ||u||L2(Ω)||v||L2(Ω) + ||∇Tu||L2(Γ)||∇Tv||L2(Γ)

≤ C(||∇u||L2(Ω) + ||u||L2(Ω) + ||∇Tu||L2(Γ))(||∇v||L2(Ω) + ||v||L2(Ω) + ||∇Tv||L2(Γ))

≤ C||u||H ||v||H

Donc a(u; v) est continue.

3. Coercivité de a(. ;.) :

|a(u, u)| = |
∫

Ω

∇u∇udx+

∫
Ω

|u||u|dx+

∫
Γ

|∇Tu||∇Tu|dΓ|

= ||∇u||2L(Ω)2 + ||u||2L(Ω)2 + ||∇Tu||2L2(Γ)

|a(u, u)| ≥ 1||∇u||2H

Donc a(.; .) est coercive.

a(u; v) bilinéaire, continue et coercive sur H et L(v) est linéaire continue sur

H, d’aprés le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution

unique faible u ∈ H telle que

a(u; v) = L(v); ∀v ∈ H

En utilisant (1) et (2)on obtient :

∆u = u− (f1 + f2) ∈ L2(Ω)

comme u, f1 et f2 ∈ L2(Ω)
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alors :

∆u ∈ L2(Ω)

d’ou :

v = u− f1 ∈ H

finalement il existe U = (u; v; η)t ∈ D(A) qui vérifie (λI − A)U = F pour

λ > 0 et F ∈ H. C’est-à-dire (λI − A) est surjectif, donc A est maximal. Le

théorème de Lax Milgram assure l’existence et l’unicité de solution du problème

(2.1.2) Ceci terminé la démonstration.

L’énergie de la solution du problème (2.1.2) est définie par :

E(t) = E(u;ut)(t) =
1

2
||(u;ut)(t)||2H (2.2.3)

En intégrant par partie, on vérifie que pour (u0;u1) ∈ D(A) on a :

d

dt
E(t) = −

∫
ΓV

|ut|2dt (2.2.4)
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3
Stabilisation exponentielle

Nous supposons que le bord Γ est composé de deux côtés proximés,

c’est-à-dire :

Γ0 = {(x, 1) : 0 < x < 1} ∪ {(0, y) : 0 < y < 1} = Γ1
0 ∪ Γ2

0

on considère le développement de Fourier partiel de u :

u(x, y, t) =
∞∑
j=1

u(jπ)(x; t)sin(jyπ)
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le coéficient de fourier u(jπ) de u satisfait le problème suivant dans le domaine

entre 0 et 1

uJtt − uJxx + J2uJ = 0 (0, 1), t ≥ 0

uJtt(1, t) + J2uJ(1, t) + uJx(1, t) + uJt (1, t) = 0 ∀t ≥ 0

u(0, t) = 0 ∀t ≥ 0

uJ(x, 0) = u0, u
J
t (x, 0) = u1

(3.0.1)

avec : 
J = jπ

u0(x, y) =
∑∞

j=1 u
jπ
0 (y)sin(jπx)

u1(x, y) =
∑∞

j=1 u
jπ
1 (y)sin(jπx)

(3.0.2)

Soit l’expression de l’energie :

EJ(t) =
1

2

∫ 1

0

((uJx(x, t))2+J2(uJ(x, t))2+(uJt (x, t))2)dx+
1

2
(uJt (1, t))2+

J2

2
(uJ(1, t))2.

Ce système est exponentiellement stable selon V. Komornik [18] mais le taux

de décroissance est lié à J. Il existe donc deux constantes positives C(J) et

ω(J) telles que :

EJ(t) ≤ C(J)eωJtEJ(0) (3.0.3)

Lemme 3.0.1 Soit uJ une solution régulière du problème, alors :

E
′

J(t) = −[(uJt (1, t))2]

Preuve 3.0.1 Soit uJ une solution régulière du problème,utilisant intégrale
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

par parties en obtient :

E
′

J(t) =

∫ 1

0

(∂x(u
J
xu

J
t )− uJxxuJt + J2uJt u

J + uJttu
J
t )dx+ J2(uJt (1, t)uJ(1, t))

+uJtt(1, t)u
J
t (1, t).

=

∫ 1

0

∂x(u
J
xu

J
t )dx+

∫ 1

0

uJt (−uJxx + J2uJ + uJtt)dx+ J2uJt (1, t)uJ(1, t)

+J2uJtt(1, t)u
J
t (1, t)

= uJx(1, t)uJt (1, t)− uJx(0, t)uJt (0, t) + J2(uJt (1, t)uJ(1, t) + uJtt(1, t)u
J
t (1, t))

= uJx(1, t)uJt (1, t) + J2uJt (1, t)uJ(1, t) + uJtt(1, t)u
J
t (1, t)

= uJt (1, t)[uJx(1, t) + J2uJ(1, t) + uJtt(1, t)]

En utilisant les conditions aux limites, on en déduit que :

E
′

J(t) = −[(uJt (1, t))]2

Afin d’étudier la dépendance explicite des constantes par rapport à J, nous

écrivons uJ comme suit

uJ = f + g

où f satisfait le problème précedent en l’absence de dissipation, g est le reste.

Ce sont respectivement des solutions des deux problèmes :



ftt − fxx + J2f = 0 sur(0, 1),∀t ≥ 0

ftt(1, x) + fx(1, t) + J2f(1, t) = 0 ∀t ≥ 0

f(0, t) = 0 ∀t ≥ 0

f(., 0) = uJ0 , ft(., 0) = uJ1 ∀t ≥ 0

(3.0.4)
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle



gtt − gxx + J2g = 0 sur(0, 1),∀t ≥ 0

gtt(1, t) + J2g(1, t) + gx(1, t) + gJt (1, t) = 0 ∀t ≥ 0

g(0, t) = 0 ∀t ≥ 0

g(., 0) = 0, gt(., 0) = 0 ∀t ≥ 0

(3.0.5)

Nous prouvons qu’une estimation d’observabilité est vérifiée, puis par un ar-

gument de perturbation, nous trouvons l’estimation d’observabilité demandée

pour le problème de départ (3.0.3). Ici, l’estimation d’observabilité du problème

(3.0.4) est obtenue en utilisant une analyse spectrale précise et l’inégalité d’In-

gham. Pour l’argument de perturbation, nous étudions la dépendance de la

constantes par rapport au temps T, voir aussi [2] et [3].

L’étude du problème (3.0.4) est lié à l’opérateur auto-adjoint positif AJ de

L2(0; 1) vers lui-même (avec un inverse compact) et de domaine

D(AJ) =
{
v ∈ H2(0, 1) : v(0) = 0 et vx(1) = −J2v(1)

}
définie par :

AJv = −vxx + J2v ∀v ∈ D(AJ)

Proposition 3.0.2 AJ est un opérateur positif auto-adjoint de L2(0; 1) en lui-

même. De plus la résolvante Rλ(AJ)est compacte pour tous les λ ∈ ρ(AJ).

Preuve 3.0.2 On note (.) le produit scalaire de L2(0; 1)

∀v ∈ D(AJ); (AJv, v) =

∫ 1

0

(−∂xxv + J2v)vdx =

∫ 1

0

−∂xxvvdx+

∫ 1

0

J2v2dx
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utilisons l’integration par parties en obtient :

(AJv, v) = −vx(1)v(1) +

∫ 1

0

(∂xv)2dx+

∫ 1

0

J2v2dx

= J2v(1)2 +

∫ 1

0

(∂xv)2dx+

∫ 1

0

J2v2dx

(AJv, v) ≥ 0

on définit :

D(A∗J) =
{
v ∈ H2(0; 1) : ∃c > 0; ∀u ∈ D(AJ); |(v;AJu)| ≤ c||u||L2(0;1)

}
et :

∀v ∈ D(A∗J)∀u ∈ D(AJ), (A∗Jv, u) = (v, A∗Ju)

on commençe d’abord par montrer que :

D(AJ) ⊂ D(A∗J) et A∗J |D(AJ ) = AJ

soitent u, v ∈ D(AJ)

(v, AJu) =

∫ 1

0

v(−∂xxu)dx+

∫ 1

0

J2uvdx

=

∫ 1

0

∂xv∂xudx− ux(1)v(1) + ux(0)v(0) +

∫
0

1J2uvdx

=

∫ 1

0

∂xv∂xudx− ux(1)v(1) +

∫ 1

0

J2uvdx

= vx(1)u(1)− vx(0)u(0) +

∫ 1

0

u(−∂xxu)dx− ux(1)v(1) +

∫ 1

0

J2uvdx

= vx(1)u(1) +

∫ 1

0

u(−∂xxu)dx− ux(1)v(1) +

∫ 1

0

J2uvdx

avec :

32



Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

 v(0) = 0 et u(0) = 0

vx(1) = −J2v(1) et ux(1) = −J2u(1)
(3.0.6)

donc :

(v,AJu) =

∫ 1

0

u(−∂xxv)dx+

∫ 1

0

J2vudx

on déduit que :

v ∈ D(A∗J) et A∗Jv = AJv

Considérons maintenant l’espace H1(0; 1) avec le produit scalaire :

〈u, z〉1 =

∫ 1

0

(uz + uxzx + J2uz)dx+ J2u(1)z(1) + ut(1)zt(1)

qui définit une norme équivalente à la norme usuelle. On en déduit que, pour

tout f ∈ L2(0; 1), il existe un unique u ∈ H1(0; 1) tel que

∀z ∈ H1(0; 1), 〈u, z〉1 =

∫ 1

0

fzdz

pour z ∈ D(0.1) on obtient :

uxx = u+ J2u− f dans D
′
(0.1)

on a :u ∈ H2(0, 1)

u+ AJu = f (3.0.7)

et :

∫ 1

0

(uz + uxzx + J2uz)dx+J2u(1)z(1)+ut(1)zt(1) =

∫ 1

0

fzdx ∀z ∈ H1(0, 1)
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utilisons l’integration par parties, et pour tout z ∈ H1(0, 1) en obtient :

∫ 1

0

(u+ J2u− uxx)zdx+ ux(1)z(1)− ux(0)z(0) + J2u(1)z(1) =

∫ 1

0

fzdx

alors :∀z ∈ H1(0, 1)

∫ 1

0

(u+ J2u− uxx)zdx+ ux(1)z(1) + J2u(1)z(1) + ut(1)zt(1) =

∫ 1

0

fzdx

puisque uxx = u+ J2u− f dans D
′
(0.1) alors :

(ux(1) + J2u(1))z(1) + ut(1)zt(1) = 0 ∀z ∈ H1(0, 1)

ce qui donne :  ux(1) = −J2u(1)

ut = 0
(3.0.8)

Puisque u ∈ H2(0; 1) alors u ∈ D(AJ).

Considérons maintenant v ∈ D(A∗J), il existe w ∈ L2(0; 1) tel que :

∀z ∈ D(AJ),

∫ 1

0

AJzvdx =

∫ 1

0

wzdx

Soit z la solution de l’equation u+ AJu = f avec f = v + w.

Donc w = −v + u+ AJu et

∫ 1

0

AJzvdx =

∫ 1

0

(u− v)zdx+

∫ 1

0

AJuzdx =

∫ 1

0

(u− v)zdx+

∫ 1

0

uAJzdx

alors :

∀z ∈ D(AJ),

∫ 1

0

(AJz + z)(v − u)dx = 0

en prenant z solution de l’equation u+ AJu = f avec f = v − u on obtient :

v ≡ u donc v ∈ D(AJ) et D(A∗J) ⊂ D(AJ)
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d’ou AJ est un opérateur auto-adjoint

• si λ = −1− J2 alors :

(λI − AJu, u) = −||u||2L2(0,1) − J2||u||2L2(0,1) − J2||u||2L2(0,1) + ||∂u
∂x
||2L2(0,1) − J2(u(1))2

u ∈ D(AJ)

≤ −(||u||2L2(0,1) + ||∂u
∂x
||2L2(0,1) + J2(u(1))2), u ∈ D(AJ)

on trouve aussi que :

(λI − AJu, u) ≥ (||u||2L2(0,1) + ||∂u
∂x
||2L2(0,1) + J2(u(1))2) u ∈ D(AJ)

Cela signifie que λ ∈ ρ(AJ) et Rλ(AJ) = (λI − AJ)−1 est compact.

Le théorème suivant donne une caractérisation sur le spectre de l’opérateur AJ

Théorème 3.0.3 Les racines de l’equation :

tan(`) =
−ρ

J2 + λ2
(3.0.9)

sont les valeurs propres de AJ notées λ2 avec ` =
√
λ2 − J2. En écrivant

{λ2
k}
∞
k=0, la suite de ces racines dans l’ordre croissant, forment l’ensemble des

valeurs propres de AJ , qui sont simples. Les vecteurs propres normalisés as-

sociés sont donnés par :

ϕk(x) = αksin(ρkx) ∀x ∈ (0, 1) (3.0.10)

où ρk =
√
λ2
k − J2 et αk est un nombre réel tel que :

αk −→
√

2 et k −→∞ (3.0.11)
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De plus il existe C1 > 0 tel que

|ϕk(1)| ≥ C1

J2
∀k ∈ N (3.0.12)

Enfin, la condition d’écart suivante est vérifiée, à savoir il existe C2 > 0

λk+1 − λk ≥
C2

J
∀k ∈ N (3.0.13)

Preuve 3.0.3 Soit Ψ ∈ D(AJ), en utilisant la formule de Green, on écrit :

∫ 1

0

AJΨ)(x)Ψ(x)dx =

∫ 1

0

(−ψxx + J2ψ)(ψ(x))dx

=

∫ 1

0

(ψx)
2 + (−ψxψ|10) +

∫ 1

0

j2ψ2(x)dx

=

∫ 1

0

((ψx)
2 + j2ψ2(x))dx− ψx(1)ψ(1) + ψx(0)ψ(0)

les conditions aux limites de (3.0.4) montrent que :

∫ 1

0
(AJΨ)(x)Ψ(x)dx =

∫ 1

0
((ψx)

2 + J2ψ2(x))dx+ J2ψ(1)2 ≥ J2
∫ 1

0
(ψ)2dx

Par conséquent, les valeurs propres sont supérieures à J2

Supposons maintenant que λ2 ≥ J2. On considérera le système suivant :


−ϕxx + J2ϕ = λ2ϕ dans(0, 1)

ϕ(0) = 0

ϕx(1) = −J2ϕ(1)− λ2ϕ(1)

(3.0.14)

La première équation de (3.0.14) montre qu’il existe α, β ∈ R tels que :

ϕ(x) = αsin(ρx) + βcos(ρx)
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avec ρ =
√
λ2 + J2 et

ϕx(x) = ραcos(ρx)− ρβsin(ρx)

le première condition aux limites donne :

ϕ(0) = 0 =⇒ β = 0

la deuxième condition aux limites donne :

ϕx(1) = ραcos(ρ) = −J2ϕ(1)

On peut alors écrire :

ραcos(ρ) = −(J2 + λ2)αsin(ρ)

alors :

ρcos(ρ) = −(J2 + λ2)sin(ρ)

Donc une solution non triviale ϕ existe si et seulement si (3.0.9) est vérifiée.

La forme des vecteurs propres (3.0.10) également de cette considération.

Comme (3.0.9) est équivalent à

tan(ρ) =
−ρ

J2 + λ2

On en déduit que ses racines sont simples et vérifient :

π

2
+ kπ < ρ < (k + 1)π

* Montrons que :αk ∼
√

2
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De l’hypothèse de normalisation :

∫ 1

0

ϕ2
kdx = 1

on obtient : ∫ 1

0

(αksin(ρkx))2 = 1

ce qui implique que :

α2
k(

1

2
− sin(2ρk

4ρk
) = 1

Cela conduit à (3.0.11) puisque ρk −→∞ quand k −→∞.

En utilisant la relation sin(ρk)
2 + cos(ρ)2 = 1 et l’équation caractéristique

(3.0.9), on peut écrire

sin(ρk)
2(1 +

(J2 + λ2)2

ρ2
k

)

et puisque ρk >> 1 , on en déduit que

1 ≤ (sin(ρk))
2(1 + (J2 + λ2)2)

ce qui prouve (3.0.12). La condition d’écart découle directement du cadre (3.0.14).

* pour ρk =
√
λ2
k − J2 , on a :

λk+1 − λk =
√
ρ2
k+1 − J2 −

√
ρ2
k − J2

=
ρ2
k+1 − ρ2

k√
ρ2
k+1 − J2 +

√
ρ2
k − J2

= (ρk+1 − ρk)
ρk+1 + ρk√

ρ2
k+1 − J2 +

√
ρ2
k − J2

≥ π

2

%k+1 + %k√
%2
k+1 + J2 +

√
%2
k + J2

38



Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

En utilisant l’estimation π
2

+ kπ < ρ < (k + 1)π on obtient :

λk+1 − λk ≥
π

2

Ce qui implique que :

λk+1 − λk ≥
π

2

1 + %k
%k+1√

1 + J2

%2
k+1

+

√
%2
k

%2
k+1

+ J2

%2
k+1

≥ π

2

1√
1 + J2

%2
k+1

+

√
%2
k

%2
k+1

+ J2

%2
k+1

λk+1 − λk ≥ π

4

1√
1 + J2

%2
k+1

=
π

4J

1√
1
J2 + 1

%2
k+1

Comme λk+1 ≥ 1 et J ≥ 1, alors :

λk+1 − λk ≥
π

4J
√

2

Proposition 3.0.4 Soit Ef (t) l’energie de la solution de (3.0.4) définie par :

Ef (t) =
1

2

∫ 1

0

(fx(x, t)
2 + J2f(x, t)2 + ft(x, t)

2)dx+
J2

2
(f(1, t)2) +

1

2
ft(1, t)

2

avec E
′

f (t) = 0 Alors il existe une constante positive C indépendante de J telle

que pour tout T > CJ , on a :

Ef (0) ≤ C2J
3

∫ T

0

(ft(1, t)
2)dt

Preuve 3.0.4 Par le théorème spectral, la solution y de (3.0.4) est donnée

par :

f(x, t) =
∑
k≥0

(f0kcos(tλk) + f1k
sin(tλk)

λk
)ϕk
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où y0k(resp.y1k) sont les coefficients de Fourier de ϕJ0 (resp. ϕJ1 )

ϕJ0 =
∑

k≥0 f0kϕk et ϕJ1 =
∑

k≥0 f1kϕk

ce que implique que :

ft(1, t) =
∑
k≥0

(−f0ksin(tλk) + f1k
cos(tλk)

λk
)λkϕk(1)

Ensuite, selon la condition d’écart (3.0.13) et en utilisant l’inégalité d’Ingham,

nous obtenons que :

J
∞∑
k≥0

(λ2
k|f0k|2 + |f1k|2)|ϕk(1)|2 ≤ C3

∫ C4L

0

|ft(1, t)|2dt

pour certaines constantes positives C3, C4 indépendantes de J . Par l’estimation

(3.0.12), on en déduit que :

∞∑
k≥0

(λ2
k|f0k|2 + |f1k|2) ≤ C5J

3

∫ C4L

0

|ft(1, t)|2dt

On conclut maintenant par l’identité :

∞∑
k≥0

(λ2
k|f0k|2 + |f1k|2) = ||ϕJ0 ||2

D(A
1
2
J )

+ ||ϕJ1 ||2

où ||.|| est la norme L2(0, 1), et la propriété :

||v||2
D(A

1
2
J )

= ||A
1
2
J v|| = (AJv, v) =

∫ 1

0

(vx(x)2 + J2v(x)2)dx+J2v(1) ;∀v ∈ D(AJ)

où (·, ·) est le produit interne L2(0, 1).
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puisque ϕ
(J)
0 = f0(., 0), ϕ

(J)
1 = ft(., 0) et :

∞∑
k≥0

(λ2
k|f0k|2 + |f1k|2) =

∫ 1

0

(fx(x, 0)2 + J2f(x, 0)2)ds+ J2f(1, 0)2 = 2Ef (0)

il existe donc une constante C > 0, indépendante de J , telle que :

Ef (0) ≤ C6J
3

∫ T

0

ft(1, t)
2dt

pour tou T ≥ C4J ; on obtient :

Ef (0) ≤ C

∫ T

0

ft(1, t)
2dt

Proposition 3.0.5 Il existe une constante C > 0 et T > 0 telle que la solution

g de (3.0.5) satisfait

∫ T

0

gt(1, t)
2dt ≤ C(T 2 + T + 1)

∫ T

0

(φ
(J)
t (1, t))2dt (3.0.15)

Preuve 3.0.5 Pour tout T > 0 fixé on considère p solution de :



ptt − pxx + J2p = 0 dans(0, 1), ∀t > 0

p(0, t) = 0 ∀t > 0

ptt(1, t) + px(1, t) = −J2p(1, t)− k1(t) ∀t > 0

p(., 0) = 0, pt(., 0) = 0

(3.0.16)

ou :  k(t) = φt(1, t) si 0 < t < T

0 sinon
(3.0.17)

Comme p−w satisfait l’équation (p−w)tt+AJ(p−w) = 0 sur (0;T ) avec des

données initiales nulles et une condition au bord homogène sur (0;T ), alors
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z=w sur (0; 1)× (0;T ).

Nous utilisons maintenant la technique des multiplicateurs. On multiplie la

première équation du problème (3.0.16) par (x− 1
2
)(2T − t)px et on intègre le

résultat dans Q = (0; 1)× (0; 2T ), il vient :

∫
Q

(ptt − pxx + J2p)((x− 1

2
)(2T − t)px)dxdt

posons :

I1 =

∫
Q

(ptt)((x−
1

2
)(2T − t)px)dxdt

I2 =

∫
Q

(−pxx)((x−
1

2
)(2T − t)px)dxdt

I3 =

∫
Q

(J2p)((x− 1

2
)(2T − t)px)dxdt

En intégrant par parties , on obtient :

I1 =

∫
Q

∂t(pt)((x−
1

2
)(2T − t)zx) + xptpx − (x− 1

2
)(2T − t)ptxptdxdt

avec :

−(x− 1

2
)ptxpt = −1

2
∂x((x−

1

2
)(2T − t)p2

t ) +
1

2
(2T − t)p2

t

D’ou :

42



Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

I1 =

∫
Q

∂t(pt)((x−
1

2
)(2T − t)px)dxdt+

∫
Q

xptpxdxdt

−1

2

∫
Q

∂x(x−
1

2
)(2T − t)p2

tdxdt+
1

2

∫
Q

(2T − t)p2
tdxdt

I2 =
1

2

∫
Q

−∂x(x−
1

2
)(2T − t)p2

tdxdt+
1

2

∫
Q

(2T − t)p2
tdxdt

I3 =
1

2

∫
Q

J2 − ∂x(x−
1

2
)(2T − t)p2dxdt− 1

2

∫
Q

(2T − t)p2dxdt

En tenant compte des calculs effectués sur I1, I2 et I3 ,on obtient :

I1 =

∫ 1

0

[(x− 1

2
)(2T − t)ptpx]t=2T

t=0 dx− 1

2

∫ 2T

0

(2T − t)[(x− 1/2)p2
t ]
x=1
x=0 dt

I2 =

∫
Q

(x− 1/2)ptpx dxdt+
1

2

∫
Q

(2T − t)[p2
t + p2

x − J2p2] dtdx

I3 = −1

2

∫ 2T

0

[(x− 1/2)(p2
x − J2p2)]x=1

x=0(2T − t) dt

Cette identité est équivalente à :

0 =
∫
Q

(x− 1/2)ptpx dxdt+ 1
2

∫
Q

(2T − t)[p2
t + p2

x − J2p2] dtdx

+1
2

∫ 2T

0
(2T − t)(J2p2(1, t)− p2

x(1, t)− p2
t (1, t)) dt

D’ou

1

2

∫ 2T

0

(2T − t)(p2
t (1, t))dt =

∫
Q

(x− 1/2)ptpx dxdt+
1

2

∫
Q

(2T − t)[p2
t + p2

x − J2p2] dtdx

+
1

2

∫ 2T

0

(2T − t)(J2p2(1, t)− p2
x(1, t)) dt

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

|
∫
Q

xptpxdxdt| ≤ |
∫
Q

ptpxdxdt| ≤ (

∫
Q

p2
tdxdt)

1
2 (

∫
Q

p2
xdxdt)

1
2
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Comme :

(

∫
Q

p2
tdxdt)

1
2 (

∫
Q

p2
xdxdt)

1
2 ≤ 1

2
(

∫
Q

p2
t + p2

x)dxdt

On déduit que :

1

2

∫ 2T

0

(2T−t)(p2
t (1, t))dt ≤ C(T+1)

∫
Q

(p2
t+p

2
x) dtdx+

1

2

∫ 2T

0

(2T−t)[J2p2(1, t)−p2
x(1, t)] dt

(3.0.18)

Où C est une constante positive indépendante de J et T > 0. Rappelons que :

px(1, t) = −J2p(1, t)− ptt(1, t)− k1(t)

Par conséquent :

J2(1, t)2 − px(1, t)2 = J2p(1, t)2 − (J2p(1, t) + ptt(1, t) + k1(t))2

= J2p(1, t)2 − J4p(1, t)2 − p2
tt(1, t)

2 − 2J2p(1, t)ptt(1, t)

−k1(t)2 − 2J2p(1, t)k1(t)− 2J2p(1, t)k1(t)

= (J2 − J4 + 2J2ptt(1, t))p(1, t)
2 − p2

tt(1, t)
2 − k1(t)2

+2J2p(1, t)k1(t))2 + 2J2p(1, t)k1(t))2

Pour ε > 0 on a :

J2p(1, t)2 − px(1, t)2 ≤ (J2 − J4 + εJ4)p(1, t)2 + (
1

ε
− 1)k1(t)2.

On fixe alors ε > 0 tel que :

J2 − J4 + εJ4 ≤ 0, ∀J ≥ 2
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Pour ce choix de ε, on obtient :

J2p(1, t)2 − px(1, t)2 ≤ Ck1(t)2

En injectant cette dernière estimation dans (3.0.18), il vient :

1

2

∫ 2T

0

(2T−t)(p2
t (1, t)+p

2
t (0, t))dt ≤ C(T+1)

∫
Q

(p2
t+p

2
x) dtdx+C

∫ 2T

0

(2T−t)k2
1(t) dt

On définit l’énergie de p solution du problème (3.0.16) par :

Ep(t) =
1

2

∫ 1

0

((p2
x(x, t)) + J2(p2(x, t)) + (p2

t (x, t))) dx+
J2

2
(p2(1, t)) + p2

t (1, t).

En intégrant par partie, on obtient pour des solutions régulières :

E
′

p(t) =

∫ 1

0

(pxt + J2ptp+ pttpt)dx+ J2(pt(1, t)p(1, t) + ptt(1, t)pt(1, t))

=

∫ 1

0

(∂x(pxt)− ptpxx+ J2ptp+ pttpt)dx+ J2pt(1, t)p(1, t) + ptt(1, t)pt(1, t)

=

∫ 1

0

pt(ptt− pxx+ J2p)dx+ [pxpt]
1
0 + J2pt(1, t)p(1, t) + ptt(1, t)pt(1, t)

= px(1, t)pt(1, t) + J2pt(1, t)p(1, t) + ptt(1, t)pt(1, t)

Les conditions aux limites du problème (3.0.16) donnent :

E
′

p(t) = pt(1, t)(px(1, t) + J2p(1, t) + ptt(1, t))

d’ou

E
′

p(t) = pt(1, t)(−k1(t)) (3.0.19)

En intègrant ce résultat entre 0 et s et en utilisant le fait que Ep(0) = 0, on
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obtient :

Ep(S)− Ep(0) =

∫ S

0

E
′

p(t) dt = −
∫ S

0

k1(t)pt(1, t) dt.

On intègre ensuite cette identité entre 0 et 2T et on utilise le théorème de

Fubini,on arrive à :

∫ 2T

0

Ep(S)ds = −
∫ 2T

0

∫ S

0

pt(1, t)k1(t)dt ds = −
∫ 2T

0

(2T − t)pt(1, t)k1(t)dt.

Et pour tout ε > 0,on écrit :

∫ 2T

0

Ep(S)ds ≤ ε

∫ 2T

0

p2
t (1, t)(2T − t) dt+

1

4ε

∫ 2T

0

k2
1(t)(2T − t)dt. (3.0.20)

On a : ∫
Q

(p2
t + p2

x) dtdx ≤ 2

∫ 2T

0

Ep(S)ds

Cette dernière inégalité donne :

1

2

∫ 2T

0

(2T − t)p2
t (1, t)dt ≤ C(T + 1)

∫ 2T

0

Ep(S)ds+

∫ 2T

0

k2
1(t)(2T − t)dt.

utilisons (3.0.19)

1

4

∫ 2T

0

(2T − t)p2
t (1, t)dt ≤ C(T + 1)ε

∫ 2T

0
p2
t (1, t)(2T − t) dt

+ 1
4ε
C(T + 1)

∫ 2T

0
k2

1(t)(2T − t)dt

+
∫ 2T

0
k2

1(t)(2T − t)dt.
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On choisit ε tel que C(T + 1)2ε = 1
4
, on obtient :

1

4

∫ 2T

0

(2T − t)p2
t (1, t)dt ≤ C(T + 1)2

∫ 2T

0
k2

1(t)(2T − t)dt

+
∫ 2T

0
k2

1(t)(2T − t)dt.

Comme 2T − t > T sur (0;T ) et z = w sur (0; 1)× (0;T ) alors :

∫ T

0

(p2
t (1, t) + p2

t (0, t)) dt ≤ C(T 2 + T + 1)

∫ T

0

(p
(J)
t (1, t))2dt

pour une constante C positive

Théorème 3.0.6 Il existe deux constantes positives C1 ; C2 indépendantes de

J telles que :

EJ(t) ≤ C1e
−C2
J3 tEJ(0), ∀ t ≥ 0 (3.0.21)

Preuve 3.0.6 De uJ = f + g, on remarque que EJ(0) = Ef (0) et grâce au

proposition 2 nous obtenons :

EJ(0) ≤ C2J
3

∫ T

0

yt(1, t)
2dt (3.0.22)

pour T > C1L. En utilisant l’estimation (3.0.16) du téorème (3) on obtient

pour T > C1L

EJ(0) ≤ C3J
3(J2 + J + 1)

∫ T

0

(uJt (1, t)2dt,

En prenant TJ = (C1 + 1)J , on arrive à :

EJ(0) ≤ C4J
3(J2 + J + 1)

∫ T

0

(EJ(0)− EJ(TJ))dt (3.0.23)
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Le résultat du lemme permet d’écrire :

EJ(TJ) ≤ EJ(0) ≤ C4L
3(J2 + J + 1)(EJ(0)− EJ(TJ)) (3.0.24)

Ce qui donne finalement :

EJ(TJ) ≤ γJEJ(0)

ou :γJ = C4J3(J2+J+1)
1+C4J3(J2+J+1)

< 1.

d’après le théorème 3 :

EJ(t) ≤ 1

γJ
e−ωJ tEJ(0)

avec ωJ = 1
TJ

ln 1
γJ
∼ C

J3 et γJ ∼ 1− C
J2

Remarque 3.0.1 Vu que le problème (3.0.1) est un problème à une dimension

(dans l’espace), les valeurs propres associées à l’opérateur AJ sont caractérisées

par le théorème (3.0.6) C’est pourquoi l’analyse de Fourier conduit à la stabilité

exponentielle de l’énergie EJ .
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4
Stabilisation Rationnelle

Dans cette section, nous montrons la stabilité rationnelle du système (0.0.1)

dans le cas où Γ0 est composée de deux côtés proximés :

Γ0 = {(1, y) : 0 < y < 1} ∪ {(0, y) : 0 < y < 1}

Rappelons l’expression de u en série de Fourier partiel :

u(x, y, t) =
∞∑
j=1

u(jπ)(x, t) sin(jπy)
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Chapitre 4 Stabilisation Rationnelle

où φ(jπ) est le coéfficient de Fourier de u vérifiant l’équation des ondes avec

J = jπ. L’énergie de ce système est donnée par :

Ejπ(t) =
1

2

∫ 1

0

(
(u(jπ)

x (x, t))2 + j2π2(u(jπ)(x, t))2 + (u
(jπ)
t (x, t))2

)
dx

+
j2π2

2

(
u(jπ)(1, t)2

)
+

1

2
(u

(jπ)
t (1, t))2

Comme ∫ 1

0

sin2(jπy) dy =
1

2
=

∫ 1

0

cos2(jπy) dy

On trouve :

E(t) =
1

2

∞∑
j=1

Ejπ(t)

L’analyse de Fourier , le théorème et les techniques utilisées dans [4] nous

permettent de déduire le résultat de la stabilité rationnelle du système (0.0.1)

suivant :

Théorème 4.0.1 Pour tout k ∈ IN?, il existe une constante positive Ck telle

que pour toute donnée initiale u0 ∈ H3k+1(Ω) telle que u0|Γ1 ∈ H3k+1(Γ1) et

u1 ∈ H3k(Ω), la solution u de (0.0.1) satisfait :

E(t) ≤ Ck
tk
E(k)(0), (4.0.1)

E(k) l’énergie d’ordre superieur.

Preuve 4.0.1 Pour tout k ∈ IN?, il existe une constante ck > 0 telle que

xke−x ≤ ck, ∀x ≥ 0.
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En injectant cette estimation dans (3.0.20), on obtient :

Ejπ(t) ≤ C1
ckj

6k

Ck
2 t
k
Ejπ(0) =

Ck
tk
j6kEjπ(0).

L’analyse de Fourier nous permet d’écrire :

E(t) =
1

2

∞∑
l=1

Ejπ(t) ≤ 1

2

Ck
tk

∞∑
l=1

j6kEjπ(0).

Posons :

E(k)(0) =
∞∑
j=1

j6kEjπ(0).

Comme j6k < λ6k car λ2 > J2 = (jπ)2 alors :

E(k)(0) ≤
∞∑
j=1

λ6kEjπ(0)

En utilisant ensuite la propriété précédente :

‖υ‖α = (
∞∑
k=0

λ2α
k ‖υk‖2

H)
1
2

Où α ∈ IR , H un espace de Hilbert et ,(υk)k≥0 sont les coefficients de Fourier

de υ, on obtient :

E(k)(0) ≤ ‖u0‖2
H3k+1(Ω) + ‖u0|Γ1‖2

H3k+1(Γ1) + ‖u1‖2
H3k(Ω)

Cette dernière inégalité peut être retrouvée en utilisant l’inégalité de Parseval

�
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Conclusion générale

Dans ce travail, on a démontré l’existance et l’unicité de la solution d’un

problème d’évolution sous l’action d’un controleur dynamique.

On a réussi ensuite a démontrer la décroissance polynomiale du problème de

Wentzell pour l’équation des ondes dans le cas général où la frontière Γ est

composée de deux parties aproximés :

Γ0 = {(x, 1) : 0 < x < 1} ∪ {(0, y) : 0 < y < 1}

Γ1 = {(x, 0) : 0 < x < 1} ∪ {(1, y) : 0 < x < 1}

On obtient un résultat analogue où le sous-ensemble

Γ1 = {(x, 0) : 0 < x < 1} ∪ {(1, y) : 0 < x < 1}

ne satisfait pas la condition géométrique de le contrôle mais avec des données

initiales moins régulières. L’analyse de Fourier utilisée dans la troisième section

permet d’obtenir la dépendance explicite des constantes par rapport à J et aussi

de préciser le domaine des données initiales vérifiant l’estimation de la stabilité

polynomiale.
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