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Résumé

Dans ce mémoire on a étudié l'existence et I'unicité de la solution d’un
probleme hyperbolique posé dans un ouvert borné € de R? de frontiere com-
posée de deux parties aproximés sous 'action d’un controle dynamique 7(t) et
de densité non néglegable.

Nous nous intéressons a la stabilisation rationnelle du probleme considéré
en se servant de la stabilité exponentielle d’'un probleme a une dimenssion et
une analyse de fourier.




Introduction

Nous nous intéréssons a la stabilisation rationnelle de ’équation des ondes
posée dans un ouvert bornée de I R? avec amortissement imposé uniquement
sur la frontiere de Wentzell. qui modélisent les vibrations dynamiques d’un
corgs élastique. Plus précisément : Nous considérons le probleme aux limites
suivant :

ug(x;t) — Au(z;t) =0 dans Q2 x RY

Uy — Apu+ Ou+u, =0 dans Ty x RT
u(z;t) =0 sur 'y x RY

uw(z;0) = ug(x); u(z;0) =uy(x) dans Q

(0.0.1)

O, Q = (0;1)? est un ouvert borné de R? de frontiére T' telle que :
I'=IynIy

Fo={(z,1):0<2<1}U{(0,y): 0 <y <1}
I ={(z,0):0<zx<1}U{(L,y): 0<x <1}

Ar :désigne le Laplacien tangentiel.
v(x) est le vecteur normal exterieur a (.

La condition sur I'; caractérise la condition aux limites dynamique de
Wentzell, qui est de type dynamique. En 'absence de wuy, cette condition
est appelée condition aux limites statique de Wentzell. Cette condition est
généralement caractérisée par la présence d’opérateurs différentiels tangentiels
du méme ordre que l'opérateur principal.

Plusieurs méthodes ont été développées pour montrer la convergence ra-
tinnelle de différents problemes d’évolutions. Parmi celles ci on peut citer : la
méthode d’estimation de I’énergie en utilisant la technique des multiplicateurs
et la méthode des bases de Riez basée sur I'analyse de Fourier voir [14].

L’objectif de ce travail, est de montrer que notre probleme admet une
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décroissance rationnelle en utilisant une méthode basée sur I'analyse de Fou-
rier, la théorie des semi groupes et la théorie spectrale.

Ce travail est réparti en quatre chapitres :

Chapitre 1 : L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques résultats
préliminaires sur ’analyse fonctionnelle.
Dans la 1°re section, on rappelle quelques notions sur les espaces de sobolev,
on a donné quelques théoremes fondamontaux a savoir : Théoreme de Poin-
caré, Théoreme de trace, Théoreme de Lax Milgram.
Dans la 2°me section, nous rassemblons quelques définitions sur les opérateurs
non bornés, I’ensemble résolvant et on donne également des propriétés générales
sur les opérateurs maximaux dissipatifs.
La 3°me section a été consacré a la théorie spectrale des opérateurs, Rayon
Spectrale, Image Spéctrale.
On termine ce chapitre par un rappel sur la théorie des semi groupes ou, on va
présenter quelques Théoremes fondamontaux (Théoreme de Hille Yosida et Lu-
mer Philips) qui relies les propriétés de dissipation de 1’énergie d’un opérateur
non borné a l'existence et 1'unicité des solutions.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on étudie 'existence et 'unicité de la
solution de I'équation des ondes sous l'action d'un controle dynamique avec
condition de Wentzell, on se basant sur le théoreme de Hille Yosida.

Chapitre 3 : Dans ce travail, nous proposons 1’étude de la stabilisation
exponentielle de 1’équation des ondes, sous 'action d’un controle dynamique
avec des conditions aux limites de type Wentzell.

Chapitre 4 : Dans ce dernier chapitre on traite le probléme de la stabilité
rationnelle du probleme du type wentzell pour ’équation des ondes posée dans
un carré de frontiere I'g U I'; approximés.




Rappels et Préliminaires

1.1 Introduction aux espace de Sobolev

1.1.1 Espace de Sobolev H!(Q)

Soit 2 un ouvert de R™, on note H'(2) 'éspace des distribuions L*((2)
ayant toutes leurs dérivées partielles d’ordre 1 appartenant & L*(€2). Donc en

notant les dérivées partielles (au sens des distribution) 0, = a% nous posons :

HYQ) = {u € L), 0u € L2(Q),a = 1..n}




Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

L’espace H'(€) est un éspace de Hilbert pour le produit scalaire :
(U, ) gy = Jo (w0 + VoVu)de

On notera ||.|| g1 (o) la norme associée

1.1.2 L’espace H}(Q) et I’inégalité de Poincaré

On définit Péspace Hj(2) comme ladhérence des fonctions de D(Q)
pour la norme H'((2), ces fonctions vérifiant une inégalité fondamentale dite

Inégalité de Poincaré.

HH(Q) = {u € HY(Q),u/0Q = 0}

1.1.3 Inégalité de Poincaré

Soit 2 un ouvert de R”, alors il existe une constante ¢ > 0 ne dépondant

que de 2 telle que :
Vu € Hy(Q), [Jullzz) < ClIVull2@)-
I'espace H™(2) est défini par :
H™(Q) = {v € L*(Q),0% € L*(Q),|a] < m}
ou
0% = %eﬂﬂ =y +tas+...+a,

cet espace est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire

(,0) i) = Jo 2jajcm 0" U0 vd

et la norme associé est notée ||.||gm (@)




Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

1.1.4 Théoréme de trace dans H' (1)

Soit () un ouvert borné de R™ de frontiere I' de classe C! par morceaux,

alors I'application de trace défini par :

Y% : D) — C%T)

v = ) =v/T

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(Q) dans
L*(T).

Cela implique en particulier :
Je >0, Yo e H'(Q) : ||v0()| 22y < | |v]|}2

Pour plus de détails voir les références [6] et [14]

1.2 Opérateurs m-dissipatifs

X un espace de Banach et D(A) est un sous espace vectorial de X appelé

domaine de A.

Définition 1.2.1 Un opérateur linéaire non borné A de D(A) dans X est dit

dissipatif si :
YA > 0; Yu € D(A); [|[Au— Aul| > A||ull]

Définition 1.2.2 Un opérateur linéaire non borné A de D(A) dans X est dit

m-dissipatif si A est dissipatif et

VA>0;Vfe X;due D(A); \u — Au= f




Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Remarque 1.2.1 Si A est un opérateur m-dissipatif dans X, pour tout f € X

et tout A > 0, l’équation Au — Au = f posséde une unique solution vérifiant

[lul] <[]

Définition 1.2.3 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X et X > 0. Pour

tout f € X, on note Ryf la solution u de l’équation \u — Au = f.

Proposition 1.2.4 Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X. Les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

1. A est m-dissipatif dans X.

2. il existe Ao > 0 tel que pour tout f € X, il existe u € D(A) tel que
Aou — Au = f.

Proposition 1.2.5 Si A est m-dissipatif, alors G(A) le graphe de A est fermé
dans X.

Définition 1.2.6 Soit A: D(A) C H — H, un opérateur linéaire avec D(A)

dense dans H.

1. On appelle opérateur adjoint de A, lopérateur A* : D(A*) C H — H

défini par :

DAY ={ve H: " € H: (Au;v) = (u; A™v); Yu € D(A)}

2. on dit que A est un opérateur symétrique i

(Au; v) = (u; Av) Yu € D(A) et Yo € D(A) C D(AY)
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

3. On dit que A est auto-adjoint si
D(A) = D(A*) et Au= A"u; Yu € D(A)

Proposition 1.2.7 Nous supposons ici que H est un espace de Hilbert.

A est dissipatif de D(A) dans H si et seulement si

(Au;u) < 0; Yu € D(A)

Proposition 1.2.8 Si A est un opérateur auto-adjoint dans H, et si (Au;u) <

0 Vu € D(A), alors A est m-dissipatif.

Corollaire 1.2.9 Soit A un opérateur linéaire dans H, de domaine dense, tel

que :

G(A) C G(A")

et A est dissipatif. Alors A est m-dissipatif si et seulement si A est auto-adjoint

voir [1] et [7].

1.3 Théorie spectrale des opérateurs

Définition 1.3.1 Soit T' € L(FE), posons K =R ou C.

1. On appelle ensemble résolvant de T ’ensemble
p(T) :={\ € K: A-T est inversible}
Un élément de p(T) est appelé valeur résolvante de T.
2. Si A€ p(T), on définit la résolvante R\(T) de T au point \ par
Ry(T):= (N[ -T)!
La résolvante Ry(T') est simplement notée Ry s’il n’y a pas d’ambiguité

sur T.
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

3. Le spectre o(T') de T est l’ensemble :

o(T) = K\p(T).

Un élément de o(T') est une valeur spectrale de T.

4. On dit que \ € K est une valeur propre de T si NI —T' n’est pas injectif.

Autrement dit, [’ensemble des valeurs propres V,(T') de T est donné par

Vo(T) =X€eK: Ker(Al -T)#0

1.3.1 Rayon spectral

Soit T € L(F). On définit le rayon spectral r(7T") de T par

r(T) := sup ||
Xeo(T)

Si o(T) = ©; par convention, on pose (7" := 0.

1.3.2 Théoreme de 'image spectrale

Posons K = R ou C, ou K[X] I'’ensemble des polynomes de degré < n.
Soient T' € L(F) ete K[X]. Alors, on peut définir 'opérateur P(T) € L(E)
de la maniere suivante :

P(T):=) a; X"
k=0
avec n € N et ag, ay, ..., a, € K. Pour tous A\, u € K[X], on a :

(AP + 1Q)(T) = AP(T) + nQ(T) et PQ(T) = P(T)Q(T) = Q(T) P(T)

Ci-dessous on compare le spectre de T et celui de P(T) en utilisant les docu-

ments [12] et [16].
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Preuve 1.3.1 Soit A € K. Alors, X est racine de P(\) — P donc il existe
Q € K/X] tel que P(A\) — P(X) = (A — X)Q(X), d’ou

P(NI = P(T) = (\[ = T)Q(T) = Q(T)(A\I - T)

On suppose P(\) ¢ o(P(T)) et on pose S := (P(A\)I — P(T))~'. On obtient

(A = T)Q(T)S = I = SQ(T)(\I - T),

d’ou NI =T est inversible d’inverse SQ(T) = Q(T')S. On en déduit X ¢ o(T).
Autrement dit, si A € o(T) alors P(\) € o(P(T)) ce qui donne le résultat.
Pour l’égalité, on suppose K := C et P de degré supérieur ou égal a 1 (résultat
évident sinon). Soient u € o(P(T)) et Ay, ..., A\, les n racines complezes du

polynome P — i, On a :

PX)—p=cX —=X\)...(X = \)

ot ¢ # 0. Alors on obtient :

P(T) = pl = (T = MI)..(T = M\ 1)

Puisque pu € o(P(T)), P(T) — pul n'est pas inversible et donc il eziste ig €
1,....,ntel que (T — N\, I) n’est pas inversible, d’ot \;, € o(T'). De plus, on a
P(\,) = p donc p € P(o(T))p.
1.3.3 Image spectrale

Soient T € I(E) et P € K[X]. Alors, on a

P(a(T)) C o(P(T)),
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

et 1'égalité a lieu si K:=C

Pour plus de détails, veuillez consulter les documents [12][13]

1.4 Théoreme de Lax Milgram

Théoréme 1.4.1 Soit V un espace de Hilbert de produit scalaire (.,.) et de

norme ||.||, et soit la formulation faible suivante
Trouver u €V tellque, Yv € V,a(u,v) = L(v)

Sous réserve des quatre hypothéses suivantes :

1. L(v) est une forme linéaire continue sur V :
aC > 0/Yv € V,|L(v)| < C|||v

2. a(.,.) est une forme biquilinéaire sur V -x V.

3. a(.,.) est continue :
M > 0: Y(u,v) €V x V,|a(u,v)| < M|ullv||v||v
4. a(.,.) est coercive (ou elliptique) :
Ja>0: Yu €V, alu,u) > o |ul[}

La formulation faible admet une unique solution. De plus cette solution dépend

continument de la forme linéaire :

C

M
ul] < —
e}
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Preuve 1.4.1 wvoir[10]

1.5 Théorie des semi-groupes

1.5.1 Définition d’un () semi-groupe

Définition 1.5.1 Soit E un espace de Banach, une famille a un paramétre
G(t), 0 <t < 400 d’éléments de L(E) est appelée semi-groupe d’opérateurs

linéaires bornés sur E si :
1. G(0) =1

2. G(t +s) =G(t).G(s)Vt,s >0
e Un tel semi groupe est dit uniformement continu si :
lim||G(t) = I|| = 0

On dit dans ce cas que G(t) est un Cy semi groupe [1].

1.5.2 Génerateur Infinitésimal

Définition 1.5.2 Le générateur infinitésimal A d’un Cy-semi groupe S(t) est

définie par :

De domaine :

D(A) = {x € H, lim ~[S(t)z — ] emste}

t—0 ¢
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

1.5.3 Théoreme de Hille-Yosida

Soit A un opérateur linéaire (non necessairement borné) dans un espace
de Banach E. Alors A est générateur infinitésimal d'un Cj semi-groupe de
contraction si et seulement si :

1. A est fermé a domaine dense.

2. L’ensemble résolvant p(A) = {\ € C, \I — A est inversible de D(A) — E}

contient R, de plus VA > 0, on a

IR A= [I(AM = A) | <

> =

1.5.4 Théoreme de Lumer-Philips

Soit A un opérateur linéaire a domaine dense dans un espace de Banach E,

alors :

1. Si A est dissipatif et qu’il existe A\g > 0 tel que Im(\g — A) = E Alors

A est générateur infinitésimal d'un Cyy semi-groupe de contraction.

2. Si A est générateur infinitésimal d’'un C, semi-groupe de contraction
Alors
Im(N —A) = E, et \g > 0 et A est dissipatif.

De plus : Vo € D(A) , Va* € F(z) :

Re < x*, Axr ><0

1.5.5 Démonstration du théoreme de Lumer-Philips

Preuve 1.5.1 (/1],/9])
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Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

i/- A dissipatif = ||(A— A)z|| > A\.||z|| , Vo € D(A) = M — A injectif

En particulier pour \g :

o M\l — A est bijectif et de plus : ||(NoI — A)7Y|] < Alo

donc (Aol — A)™! borné et continue et A est fermé.

En utilisant le théoréme de Hille-Yosida, on en déduit que A est G.1

d’un Cy semi-groupe de contraction. (Car )\LO <1)

e A={A>0 : Im(A\ —A)=F} C|0,+o0[ .

A€ A Longrightarrow) € p(A) = 3V (A) C p(A)
~——

ouvert

D’ou V(A)N 10, +oo[ C p(A) est un voisinage de X dans |0, +oo]

et A est ouvert

e On démontre que A est fermé : Soit \, e A , N\, —> A >0

étant donné :y € E, Vn, 3z, € D(A) | \x,, — Az, =y d’apres la

surjectivité On a ||z,|| < ﬁ||y\| < C. de plus

AmHIn - xm“ < ||>‘m(xn - xm)“ - ||A(xn - xm)”
= A = Al [T

Car

An(Tn — T) — A(Tp, — Ti) = Ay, — Axy — Apt, — Ay,
—_—

Y

= Mp-Tyy, — Ao Tpy — Y

17



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

A €tant une suite de Cauchy donc x,, est une suite de Cauchy, et

cV
onax, —

Ax, = —y+ Ax, — —y+ Az
A fermé = x € D(A) et Av = —y+ Az

Ty, — T

== A€ A

C.S - Im(AM — A) = E, VA> 0.
A dissipatif => Im(N — A) injectif VA > 0.= (M — A)™! emiste
et

T - 4))| <

> =

Le théoréme m de H.Y = A est G.I d’un C %—groupe de contraction.

e Reste a montrer : Re < x*, Ax >< 0

x € D(A), "€ F(x)

| <Gz, 2" > [ < [|G(E)x]].[|=7]]
< lll-ll2"[| = [l«l|*

<Gt)r —z,x" >=<G(t)r,z" > —<z,2"><0
—_——

(el

Donc Re < G(t)r — xz,z* >< 0. On dévise par t > 0 et on fait tendre
t — 00, on obtient

Re < Ax,x* >< 0.

18



Chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Corollaire 1.5.1 Soit A fermé a domaine dense si A et A* sont deux opérateurs

continues dissipatifs, alors : A est G.I d’un Cy semi-groupe de contraction.

Preuve 1.5.2 A=1, Im(I —A)=E, On suppose que Im(I — A) # E, on
applique le théoreme de Hann Banach. comme Im(I — A) est un sous espace

vectoriel fermé de E :

e BF, 2" #0 et zF (Im(I —A)) ={0}

€ D(AY) et <a*—Ax*,x >=0 Ve D(A).
D(A) dense alors x* — Ax* =0

A* dessipatif donc I — A* est injectif et (I — A*)x* = 0 implique que z* = 0,

on aboutit donc a une contradiction et Im(I —A) =E
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Equation des ondes avec conditions de

Wentzell

Nous étudions la condition nécessaire et suffisante pour obtenir une solu-
tion unique pour un probleme des ondes avec conditions de Wentzell et densité
non négligeable.

Soit 2 C R? un domaine ouvert borné de frontiere I' de classe C?. Nous sup-
posons que I' est divisée en deux parties [y et 'y, ¢’est-a-dire :
F=Ty,Uly, avec [yNI; =0

tel que :

20



Chapitre 2 Equation des ondes avec conditions de Wentzell

Fo={(z,1):0<2z<1}U{(0,y): 0 <y <1}

I ={(z,0):0<z<1}U{(l,y): 0 <z <1}

On considere le probleme suivant :

ug(z;t) — Au(z;t) =0 dans Q x RT

Uy — Apu+ Ou+u, =0 dans Ty x RT
(2.0.1)

u(x;t) =0 sur Ty x RY

u(z;0) = ug(x); u(z;0) =uy(x) dans Q

ou n(x) désigne le vecteur unitaire normal vers I'extérieure au point x € I'
u=u(x,y,t) tel que (z,t) € Q, t € Rt 0,u = J,u est la dérivée normal.

A :opérateur de laplace A = 0,, + 0y,

A7t :opérateur tangentiel

2.1 Ecriture du probleme équivalent

Nous introduisons le probleme équivalent : on désigne par H l'espace de

Hilbert, ou
H%O(Q) = {u s ulp,, Vu € (L*(Q))?, Vru € (L*(T1))%, ug(1,1) = (1, 1)}

H = {(u,v,w)" € Hy, x I*(Q) x *(I'1) }

muni du produit scalaire suivant :

<U, U>H% @~ /QVu(m)V&(x)dx%—/F Vru(z)Vru(x)dl

21



Chapitre 2 Equation des ondes avec conditions de Wentzell

<U, (7>H:/QVu(x)Vﬂ(x)dx+/Qu(x)1l(x)dx+ Vru(x)Vra(x)dl

'y
alors :
||UHH%O(Q) = [|Vullz@) + [[Vrullry
H<u7?}7n)t||§{ = HU’H?—[%O + ||U||122(Q) + ||w||l22(F1)

avec U = (u,v,n)",U = (4,0,7)' € H
pour U = (u,v,n), avec v =u; et n = v|r,

le probléme précedent s’écrit comme

Yi(t) = AY (t)

(2.1.1)
Y(()) = Yb = (Uo, Uy, 770)
ou:A:D(A) C H— H — est un opérateur différentiel défini par
u 0 I 0 u v
Al v | = A 0 0 v| = Au (2.1.2)
eta Apr—0, 0 —I n Aru — Opu —v

De domaine

D(A) = {(u,v,n)t € Huve H%O(Q),Au € Lz(Q),anu+ Aru € L2(F1)}

2.2 Etude de l’existence et I’unicité de la so-

lution du probleme équivalent

Sous les hypotheses associés a ce probleme, nous avons le résultat d’exis-

tence et d’unicité suivant :
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Chapitre 2 Equation des ondes avec conditions de Wentzell

Théoreme 2.2.1 Pour toute donnée initiale Uy € X , il existe une solution
unique U € C([0;+1[; ) du probléme précedent.

De plus, si Uy € D(A), la solution de probléme précedent satisfait
U € O([0;+1[; D(A)) N CH([0; +1[; X)

Preuve 2.2.1 Pour montrer [’existence d’une solution du systéme il suffit
de montrer que A est un générateur infinitisimal d’un Cy-semi groupe de
contraction,c’est-a-dire A est maximal dissipatif, pour cela il suffit de mon-

trer que A est dissipatif et maximal (voir le théoréme).

1. A dissipatif
Pour montrer que A est dissipatif il suffit de prouver qu’il existe ¢ > 0

telle que

(AU,U), < 0

(AU, U),; = /QVU(:):)Vu(x)dx#—/FVTUVTudFjL/QAu(:v)vdx

—i—/F (Aqu(z)0yu(x) — v)ndl

utilisant Green, on obtient :

(AU U), = /QVU(x)Vu(ac)dx—i-/FVTvVTudF—/QVU(x)Vu(x)dx

+/@vdF+/ (Aqu(z)0yu(x) — v)ndl
T 8V m

= —/v'r]dF
T
_ /—mmr
r

d’ou

(AU, U),, <0
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Chapitre 2 Equation des ondes avec conditions de Wentzell

Donc lopérateur A est dissipatif

2. A mazximal
Pour montrer la maximalité de A, il suffit de montrer que A\I — A est
surjectif pour chaque A > 0, nous supposons que F = (fy1; fo; f3)' € H
et on cherche U = (u;v;n)t € D(A) solution de (\[ — A)U = F'; ceci
s’écrit en termes de composantes, comme suit :
(M- AU =F

posons A =1 on obtient :

I 00 0 I 0 u fi
01 0f-— A 0 0 v| =1 f
00 I Ar—9, 0 —I n E

alors la solution est :

U= U = et (1)
—AU+ V= forii (2) (2.2.1)
—Apu+ 0pu 4210 = faoooii (3)

En additionant (1) et (2) en trouve :

—Au+u=f;+ fo

En appliquant Lax Milgram :

/Q—Auvdij/qudx:/Q(fl—irfg)vdx
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Chapitre 2 Equation des ondes avec conditions de Wentzell

Utilisons la méthode d’integration par partie, on trouve :

/Vqudx—i—/uvdx—/anvdF:/(fl—I—fg)vdx
Q Q r Q

En utilisant ensuite [’équation (3) on obtient :

/Q VuVuda+ /Q wodx — /F (Agu—2n)vdl + /Q favdz = /Q (f1 + fo)vdz

Par la formule de Green :

/Vqudx+/ uvd:}H—/ VTUVTUdF—/ 2nudl’ = / (fr + fo— f3)vdx
Q Q r r Q

Posons :

a(u,v) = [, VuVudz + [, uvde + [, VouVrodD

L(v) = [p20%dT + [, (fi + fo — f3)vda

(2.2.2)

Pour montrer que la formulation variationnelle a(u,v) = L(v) admet une

unique solution, nous appliquons le théoréme de Lax Milgram.

1. L(v) continue

| L ()]

|4202dr+/(2(f1+f2—f3)vdx]
/2|v|2dF+/ |f1 4+ fo — f3l|v|dx
r Q

2[vl|Z2ry) + Cullvll L2y

VAN VAN

IN

max(2,C1)||v||r2 )

IN

Clv||z2(e)

IN

Cllv||g

donc L(v) est continue.
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Chapitre 2 Equation des ondes avec conditions de Wentzell

2. a(u,v) continue

la(u,v)] = |/Vqudx+/uvdx+/VTuVTvdF|
Q Q N
< /\VuHVv[dx—l—/\u|]v|dw—|—/|VTuHVTv]dF
Q Q T
< |Vullp2o)l[Vollz2@) + [ull2@ vl @) + ([ Vrul |2l [Vl 2
< C(|[Vullze) + [|ull 2 + IV rullL2)) (VO 22(00) + [[V]]22(0) + [[ VTVl 22(D))
< Cllullul|v||u

Donc a(u;v) est continue.

3. Coercivité de af.;.) :

la(u,uw)| = ]/VuVudx—l—/ |uHu|da:—|—/]VTuHVTu]dF\
0 Q r
= |IVullL(2)* + [l L(Q)* + [|Vrul[L>r,

la(u,w)] = 1|[Vully

Donc a(.;.) est coercive.

a(u;v) bilinéaire, continue et coercive sur H et L(v) est linéaire continue sur
H, d’aprés le théoréeme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution

unique faible u € H telle que
a(u;v) = L(v); Yv € H
En utilisant (1) et (2)on obtient :
Au=u~— (fi + f2) € L*(Q)

comme u, f1 et fo € L*(Q)
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Chapitre 2 Equation des ondes avec conditions de Wentzell

alors :
Au € L*(Q)
d’ou :
v=u—freH
finalement il existe U = (u;v;n)" € D(A) qui vérifie (A\[ — A)U = F pour
A>0et F e H. Cesta-dire (A — A) est surjectif, donc A est mazximal. Le

théoréme de Lax Milgram assure [’existence et l'unicité de solution du probléme

(2.1.2) Ceci terminé la démonstration.

L’énergie de la solution du probléeme (2.1.2) est définie par :
1 2
E(t) = E(u;ul)(t) = 5ll(usu) ()] (2.2.3)

En intégrant par partie, on vérifie que pour (ug;uy) € D(A) on a :

EE(t) = - /FV |y |2t (2.2.4)
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Stabilisation exponentielle

Nous supposons que le bord I' est composé de deux cotés proximeés,

c’est-a-dire :
To={(z,1):0<z<1}U{(0,y):0<y<1}=TguUrl}
on considere le développement de Fourier partiel de u :

u(w,y,t) = Y ul™ (z;t)sin(jyn)
j=1
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

le coéficient de fourier u™ de u satisfait le probleme suivant dans le domaine

entre O et 1

ul, —ul, + Ju’ =0 (0,1),t>0

rx

ul(1,t) + J2u! (1, ) +ud(1,t) +uf/(1,t) =0 Vt>0

(3.0.1)
w(0,8) =0 Yt >0
\ uJ(x, 0) = uyp, u;f](x, 0) =
avec :
J =7
uo(x,y) = Y00, ul (y)sin(jmx) (3.0.2)

ur(w,y) = >_02 uy (y)sin(jrz)

Soit I'expression de l’energie :

2

Bo) = 5 | ()72 () (o) o5 0 (1, + 5 (0”1

Ce systeme est exponentiellement stable selon V. Komornik [18] mais le taux
de décroissance est 1ié a J. Il existe donc deux constantes positives C'(J) et
w(J) telles que :

E;(t) < C(J)e*” E;(0) (3.0.3)

Lemme 3.0.1 Soit v’ une solution réguliére du probléme, alors :

Ej(t) = —[(u(1,))’]

Preuve 3.0.1 Soit v’/ une solution régqulicre du probléme,utilisant intégrale
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

par parties en obtient :

Ej](t) = /01(@ (ulu]) — wl ul + JPufu’ + ulu))de + TP (u] (1, )u’ (1, 1))
(1, ) (1,1).
= / O (uluf) d:}c+/1 J(—u! + JPu! +ul)do + T2 (1, t)u’(1,1)
0
JAul (1, )] (1,1)
= (L, )] (1) —ul(0,6)u] (0,¢) + J*(u (1, t)u’ (1,8) + uwl (1, t)u)(1,1))
= w1, )] (1,t) + J2u] (1, H)u? (1,8) + u, (1, t)u] (1,1)

= w/(L, )l (1,6) + J2u!(1,4) + ul,(1,1)]

En utilisant les conditions aux limites, on en déduit que :

Ej(t) = ~[(u] (1, 1))

Afin d’étudier la dépendance explicite des constantes par rapport a J, mous

écrivons u’ comme suit

=f+yg

ou f satisfait le probleme précedent en [’absence de dissipation, g est le reste.

Ce sont respectivement des solutions des deux problémes :

(

fio = fow +2f =0 sur(0,1),Vt >0
fu(l,2) + £ (L, )+ J2f(1,8) =0 Vt>0
f0,)=0 Vt>0

(3.0.4)

F,0)=ul, fi(.,0)=u{ Vt>0

\
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Git — Gow + J2g =0 sur(0,1),vt >0

gu(1,t) + J2g(1,t) + go (1, ) + ¢/ (1,t) =0 VYt >0 (3.0.5)

g(0,t) =0 Vt>0

9(,0)=0,:(,0)=0 Vt>0

\

Nous prouvons qu’une estimation d’observabilité est vérifiée, puis par un ar-
gument de perturbation, nous trouvons l’estimation d’observabilité demandée
pour le probléme de départ (3.0.3). Ici, lestimation d’observabilité du probleme
(3.0.4) est obtenue en utilisant une analyse spectrale précise et l'inégalité d’In-
gham. Pour ["argument de perturbation, nous étudions la dépendance de la
constantes par rapport au temps T, voir aussi [2] et [3].

L’étude du probleme (3.0.4) est lié a l'opérateur auto-adjoint positif Ay de

L?(0;1) vers lui-méme (avec un inverse compact) et de domaine
D(Ay) = {ve H*0,1) : v(0) =0 et v,(1) = —J*v(1)}

définie par :
A = —vae + J20 Vv € D(Ay)

Proposition 3.0.2 Aj est un opérateur positif auto-adjoint de L*(0;1) en lui-
méme. De plus la résolvante Ry(Ay)est compacte pour tous les \ € p(Ay).
Preuve 3.0.2 On note (.) le produit scalaire de L*(0;1)

1 1 1
Vv e D(Ay); (Ayv,v) = / (—0Opav + J20)vd2 = / —Ogpvvdr +/ J2 dx
0 0 0
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

utilisons ['integration par parties en obtient :

(Ajv,v) = —vx(l)v(1)+/ (E)Iv)2dx—|—/ J**dx

0 0

1 1
= J2v(1)2+/ (8xv)2da:+/ J*v*dx

0 0
(Ayjv,v) > 0

on définit :
D(Ay) = {v e H*(0;1) : Jc>0; Vu € D(Ay); |(v; Aju)| < d||ul| 201}

et :

Vv € D(AS)Yu € D(Ay), (A%, u) = (v, Aju)

on commence d’abord par montrer que :
soitent u,v € D(Ay)

(v, Aju) = /0 lv(—amu)dx+ /0 1J2uvdx
_ / Oy — (1) (1)+uz(0)v(0)+/olj2uvdx
_ / D,0dudz — uy(1)u(1) + /OlJzuvdx
= )~ 00u0) + [ at-Bade ) + [ P

= vx(l)u(l)—i—/o u(—(?mu)d:v—ux(l)v(l)+/0 JPuvdz

avec !
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v(0) =0 et u(0) =0
v.(1) = —J%0(1) et ugy(1) = —J?u(1)

(3.0.6)

donc :

1 1
(v, Aju) :/ u(—ﬁmv)dij/ J2oudx
0 0

on déduit que :
ve D(AY) et Av=Ajv

Considérons maintenant l'espace H'(0;1) avec le produit scalaire :

(u, ), = /0 (uz + tpze + J2uz)dz + TPu(D)2(1) + up(1)z(1)

qui définit une norme équivalente a la norme usuelle. On en déduit que, pour

tout f € L*(0;1), 4l existe un unique v € H'(0;1) tel que
1
Vz e HY(0;1), (u,2), = / fzdz
0
pour z € D(0.1) on obtient :
Upy = u+ J?u — f dans D'(0.1)

on a v € H?*0,1)
u+Ayu=f (3.0.7)

et :

/1 (uz + upzy + Juz)dr+ J*u(1)2(1) +u(1)2,(1) = /1 fzdr Vze HY0,1)
0 0
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utilisons Uintegration par parties, et pour tout z € H*(0,1) en obtient :

/0 (u + J?u — Upg)2dz + 1y (1)2(1) — uz(0)2(0) + J2u(1)2(1) = /0 frzdx

alors ¥z € H'(0,1)

/0 (-t T — ug)zde + up(D)2(1) + Pu(1)z(1) + w(1)z(1) = / fada

puisque Uy, = u -+ J*u — f  dans D'(0.1) alors :

(ug (1) + J2u(1))2(1) + us(1)z(1) =0 Vz € H*(0,1)
ce qui donne :
uy(1) = —J?u(1)

(3.0.8)
Ut = 0

Puisque w € H?(0;1) alors u € D(Ay).

Considérons maintenant v € D(A%), il existe w € L*(0;1) tel que :

1 1
Vz € D(AJ),/ Ajzvdr = / wzdx
0 0

Soit z la solution de l'equation u + Ayu = f avec f = v + w.

Doncw=—-v+u+ Aju et

1 1 1 1 1
/ Ajzvdx = / (u —v)zdx + / Ajyuzdr = / (u —v)zdx + / uAjzdz
0 0 0 0 0

alors :

Vz € D(AJ),/1 (Ajz+ z)(v—u)dx =0

en prenant z solution de l’equation uw+ Ajyu = f avec f =v —u on obtient :

v=wu doncv € D(Ay) et D(A%) C D(Ay)
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d’ou Ay est un opérateur auto-adjoint

e si\=—1—J% alors :
O
A= Aju,u) = —|[ullF201) = TPl F20.0) — TNl Z200.0) + Ha_H%?(O,l) — J2(u(1))?
u € D(AJ)

IN

O
—(llullz2a) + 15712200 + J*(u(1))), uw € D(A)
on trouve aussi que :
2 Au 12 2 2
(A — Ajyu,u) > (HU||L2(0,1) + ||a_||L2(0,1) +J7(u(1))) ue D(Ay)

Cela signifie que X\ € p(Ay) et Ry(Ay) = (M — Ay)~! est compact.

Le théoréeme suivant donne une caractérisation sur le spectre de l'opérateur Ay

Théoreme 3.0.3 Les racines de ’equation :
tan(l) = ——L— (3.0.9)
J2+ A2

sont les valeurs propres de A; notées A\ avec { = /A2 — J2. En écrivant
{Mi}ieys la suite de ces racines dans Uordre croissant, forment l’ensemble des
valeurs propres de Ay, qui sont simples. Les vecteurs propres normalisés as-

sociés sont donnés par :

or(z) = agsin(ppz) Vo € (0,1) (3.0.10)

ol pr = \/A; — J? et ay est un nombre réel tel que :

ay — V2 et k— 0 (3.0.11)
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De plus il existe Cy > 0 tel que

C
ox(1)] > J—; Vk eN (3.0.12)

Enfin, la condition d’écart suivante est vérifiée, a savoir il existe Cy > 0

C:
Ais1 — A > 72 Vk e N (3.0.13)

Preuve 3.0.3 Soit ¥ € D(Ay), en utilisant la formule de Green, on écrit :

/0 A0 (@) U(z)de = /0 (—thas + J20)((a))da
— /0(¢$)2+(_¢z¢|(1]>+/0 Y (x)da

1
= /0 ((2)* + 5% (@) dx — o (1) (1) + ¢2(0)1(0)
les conditions aux limites de (3.0.4) montrent que :

Jo (As0) (@) ¥ (2)dz = [ (o) + T2 (2))dx + J2(1)2 > J2 [ () dx

Par conséquent, les valeurs propres sont supérieures o J>

Supposons maintenant que N2 > J?. On considérera le systéme suivant :

—ur + J20 = N dans(0,1)
0(0) =0 (3.0.14)
pr(1) = =J%p(1) = Np(1)

La premiere équation de (3.0.14) montre qu’il existe a, B € R tels que :

o(x) = asin(px) + Beos(px)

36



Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

avec p = \/m et

pu(z) = pacos(pr) — pBsin(px)
le premiere condition aux limites donne :

p(0)=0=p8=0
la deuxiéme condition aux limites donne :
2 (1) = pacos(p) = —J*p(1)

On peut alors écrire :

pacos(p) = —(J* + N\*)asin(p)

alors :

peos(p) = —(J* + N*)sin(p)

Donc une solution non triviale ¢ existe si et seulement si (3.0.9) est vérifiée.
La forme des vecteurs propres (3.0.10) également de cette considération.

Comme (3.0.9) est équivalent a

—p

fanle) = e

On en déduit que ses racines sont simples et vérifient :

g+k7r<,0<(k:+1)7r

* Montrons que :ag ~ /2
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De l’hypothese de normalisation :

1
/ rdr =1
0

on obtient :

/01 (apsin(prz))? =1

ce qui implique que :
1 sin(2p

2 —_——
0%(2 Apr

) =1

Cela conduit a (3.0.11) puisque pp, — oo quand k — oo.
En wutilisant la relation sin(pg)* + cos(p)? = 1 et U’équation caractéristique

(3.0.9), on peut écrire
(J2 4 A2)2

sin(pp)? (1 + 3
Pk

)

et puisque pr >> 1, on en déduit que
1< (sin(pr))*(1+ (J% +2%)?%)

ce qui prouve (3.0.12). La condition d’écart découle directement du cadre (3.0.14).

*pour p, = /A2 —J?, ona:

Akp1 — A = \/Pzﬂ—ﬂ—\/Pi_ﬂ
piﬂ—ﬂﬁ

\/,02-4-1_‘]2"’_ pi—ﬁ

Pk+1 + Pk

(Pk+1—pk) 5 >
\/ Pi+1 — J? + Pr — J?

U Ok+1 + Ok

2\/Q%+1+J2+ Q%—i_‘p

v
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En utilisant Uestimation § 4+ km < p < (k + 1)7 on obtient :

T
Akl — Ap > =

-2
Ce qui implique que :
T Ok
Ak-{-l . )\k Z 5 Ok+1 -
1 J2 O J?
T Q£+1 * Q%H T Qiﬂ
s 1
=3
2
1 J?2 O J2
+ ‘Qi+1 T 9i+1 T Qi“
T 1 s 1
BT AR 2 L I
Qi_‘_l J gk+1

Comme A\piq > 1 et J>1, alors :

Aop1 — Ak > ——
b1 = A 2 s
Proposition 3.0.4 Soit Ef(t) l’energie de la solution de (3.0.4) définie par :

Byt) = 5 | (et G + o 6o + (T OL0P) + 300,07

avec E}(t) = 0 Alors il existe une constante positive C indépendante de J telle

que pour tout T'> C'J, on a :

T

Bi0) < Cal* [ (102

0

Preuve 3.0.4 Par le théoréme spectral, la solution y de (3.0.4) est donnée

par :
sin(tAy)

k

flx,t) = (forcos(th) + fur )Pk

k>0
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ot yor(resp.yix) sont les coefficients de Fourier de ¢f (resp. ¢7)

vy = D kso Jorpr et vl = > k>0 J16Pk
ce que implique que :

cos(tAg)

" JAkpr(1)

F,8) =Y (= forsin(the) + fun

k>0

Ensuite, selon la condition d’écart (3.0.13) et en utilisant l'inégalité d’Ingham,

nous obtenons que :
[’ CyL

7S 02 fol? + L)) < G / A1) Pt
E>0 0

pour certaines constantes positives Cs, Cy indépendantes de J. Par ’estimation

(3.0.12), on en déduit que :

o0

2 2 2 3 cub 2
> Nilforl* + 1fil?) < CsJ AR CDIL

k>0

On conclut maintenant par l'identité :

22| Fol? 4 2y _ (172 L lo? |12
>0l L) = IS + 1)
ou ||.|| est la norme L*(0,1), et la propriété :

) 1
HvH2 1) =||A20|| = (Ajv,v) = / (Um(x)2 + J2v(x)2)da:+J2v(1) ;Yo € D(Ay)
0

D(AZ

ou (-, -) est le produit interne L*(0,1).
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puisque @5’ = fo(.,0), 0\ = £,(,,0) et :

[e.e]

> ilforl + 1 ful?) = /0 (fo(@,0)* + J2f (x,0)%)ds + J*f(1,0)* = 2E,(0)

k>0

il existe donc une constante C' > 0, indépendante de J, telle que :
T
Bi(0) < Col® [ f1.tPat
0
pour touT' > CyJ ; on obtient :
T
By(0) < C / fi(1,1)2dt
0

Proposition 3.0.5 Il existe une constante C' > 0 et T > 0 telle que la solution

g de (3.0.5) satisfait
T T
/ g(1,0)%dt < C(T* + T + 1)/ (o7 (1,1))2at (3.0.15)
0 0

Preuve 3.0.5 Pour tout T' > 0 fizé on considere p solution de :

Pt — Paw + J?p =0 dans(0,1),Vt > 0
p(0,t) =0 YVt >0

(3.0.16)
pu(1,t) +pa(1,1) = —T%p(1,t) — ki (t) Vt >0
| p(-,0) =0,p(.,0) =0
ou :
k(t) = du(1,t) si0<t<T 07

0 stnon

Comme p —w satisfait I’équation (p—w)tt+ A;(p—w) = 0 sur (0;T) avec des

données initiales nulles et une condition au bord homogéne sur (0;T), alors
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z=w sur (0;1) x (0; 7).

Nous utilisons maintenant la technique des multiplicateurs. On multiplie la
premicére équation du probléme (3.0.16) par (z — 1)(2T — t)p, et on intégre le
résultat dans @ = (0;1) x (0;27T), il vient :

/ (Pt — Paa + J*0)(z — %)(QT — t)p,)dxdt
Q

posons :

1
I = /Q () (& = 5)(2T — 1)p, )t
1
L = /Q (~pes)(x = )T — t)p. )t

9 1
L = /Q(J P)((x — 5)(2T — t)p.)dds

En intégrant par parties , on obtient :

L = /Qat(pt)((:c - %)(2T —1)z;) + xpips — (v — %)(QT — t)prapeddt

avec !

D’ou :
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1
I, = /8t Dt) x—5)(2T—t)px)dxdt+/xptpxdxdt
Q

1
——/3 x—— V(2T —t)p dxdt+2/(2T—t)pfdxdt

1
L, = / —0y( — t)prdxdt + 5/ (2T — t)p?dxdt
Q
1 1
I; = / J? —0,(x — =)(2T — t)p*dadt — —/ (2T — t)p*dxdt
2 Jo 2 2 J,

En tenant compte des calculs effectués sur Iy, Iy et I3 ,on obtient :

ho= [le=per ol a—5 [ er-nie -1/

1
I, = /(:c — 1/2)psp, dzdt + 3 / (2T — t)[p? + p2 — J*p*] dtdx
Q Q

L= - / (&~ 1/2) (0 — PPE=NET — 1) dt

Cette identité est équivalente a :

= Jolo = 1/2)pp, dxdt + 5 [, (2T — t)[p} + pi — J?p?] dtda

+ o (2P (1,t) — p2(1,t) — pP(1,t)) dt
D’ou
]‘ T 2 ]‘ 2 2 2 2
5/0 (2T — )(p2(1, )t — /Q(x—1/2)ptpxd:cdt+§/Q(2T—t)[pt L2 — 2 dida
+%/O (2T — t)(J*p*(1,t) — p2(1,t)) dt

Linégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

| / pupadadt] < | / ppadadt] < ( / pRdudt)d( / pAdudt)?
Q Q Q Q
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

Comme :

(/ p; + p2)dxdt
Q

N —

(/ p?dxdt)é(/ pidxdt)% <
Q Q
On déduit que :

t /0 2T(2T—t)(pf(1,t))dt < O(T+1) /Q (pf—I—pi)dtdw—l—% /O 2T(2T—t)[J2p2(1,t)—pg(u)] dt

2
(3.0.18)

Ou C' est une constante positive indépendante de J et T' > 0. Rappelons que :

pe(1,t) = =J°p(1,t) — pu(1,t) — k1 (2)
Par conséquent :

J(L)7 = po(1,0)* = Jp(L,1)" = (J*p(L,1) + pu(l,t) + ku(t))*
= Jp(1,t) = Jip(1,6)* = pi(1,6)* = 27%p(1,t)pu(1, 1)
—k1(t)? = 2%p(1, 1) k1 (t) — 2J°p(1, 1)k (t)
= (J* = T+ 2%pu(1,1))p(1,1)° — pi(1,6)* — ka(t)?

+2.2p(1, 1)k (t))? + 27%p(1, t) k1 (1))?
Poure>0ona:
(1,02 = (1,07 < (P = T+ (1L, 02 + (- = DR (02
On fixe alors € > 0 tel que :

JP—J 4+ et <0, VI > 2
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

Pour ce choix de €, on obtient :
J*p(1,1)? — po(1,1)* < Cky(t)?

En injectant cette derniére estimation dans (3.0.18), il vient :

1

5/0 (2T —t)(p7(1,t)+p2(0,1))dt < C(T+1)/Q(p§+p§)dtdx+c/o (2T —t)k2(t) dt

On définit I’énergie de p solution du probléme (3.0.16) par :

/0= 5 [ (GR.0) + Pt + G (o 0) o+ G GP1.0) + 5E(0.).

En intégrant par partie, on obtient pour des solutions régulieres :

1
E(t) = / (pat + J°pep + pupe)dz + T (p(1,4)p(1, 1) + pit (1, t)pe(1, 1))
0
1
= / (0p(Pat) — PeP2 + J?Dip + pupe)dx + JPpe(1,6)p(1, 1) + pt(1,8)p(1, 1)
0

1
= / pe(pit — pex + J*p)dz + [papily + J2pe(1,t)p(1, ) + pit (1, £)pe(1, 1)
0

= po(L,)pe(1,8) + J2pe(1,8)p(1,t) 4+ pu(1, t)pe(1, 1)

Les conditions aux limites du probléme (3.0.16) donnent :

/

E,(t) = p(1,t)(pa(1,t) + J?p(1,1) + pit(1,1))

d’ou

EL(t) = pu(L1) (ki (1)) (3.0.19)

En intégrant ce résultat entre 0 et s et en utilisant le fait que E,(0) = 0, on
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

obtient :

E,(S) — E,(0) = / Byt = - / k(i (L1)

On intégre ensuite cette identité entre 0 et 2T et on wulilise le théoréeme de

Fubini,on arrive a :

/02T E,(S)ds = — /02T /Ospt(l,t)]ﬁ(t)dt ds = — /OZT(QT — )pe(1, )k (2)dt.

Et pour tout € > 0,0n écrit :

/ B (S)ds < c / Y RLORT - tydi + i / Y Rer - 0 (3.0.20)

On a :

2T
/(p?eri) dtdz < 2/ E,(S)ds
Q 0

Cette derniére inégalité donne :

%/02T(2T —t)pi(1,t)dt < O(T + 1)/02T E,(S)ds + /02T K2(t)(2T — t)dt.

utilisons (3.0.19)

1 2T
Z/ (T — (L 8)dt < C(T + 1)e [27 p2(1,6)(2T — 1) dt
0

+EOm+1) [T R (2T — t)dt

+ [ZTR2(8) (2T — t)dt.
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Chapitre 3 Stabilisation Exponentielle

On choisit € tel que C(T + 1)2e = }L, on obtient :

1 2T
Z/0 2T —t)p2(1,t)dt < C(T + 1) [T k3 (t)(2T — t)dt

+ [2TR2(8) (2T — t)dt.
Comme 2T —t > T sur (0;T) et z = w sur (0;1) x (0;T) alors :

/ LR 1) + pE0.0)) dt < O(T? + T+ 1) / Lo (1,0

pour une constante C positive

Théoreme 3.0.6 I existe deux constantes positives C1; C2 indépendantes de

J telles que :
Ey(t) < Cre™ AUE;(0), V>0 (3.0.21)

Preuve 3.0.6 De u’ = f + g, on remarque que E;(0) = E;(0) et grace au

proposition 2 nous obtenons :
T
E;(0) < 02J3/ v, (1,t)dt (3.0.22)
0

pour T" > CyL. En utilisant ’estimation (3.0.16) du téoréme (3) on obtient
pour T'> C1 L

T
E;(0) < CsJ3(J* 4+ J + 1)/ (u] (1,t)%dt,
0
En prenant Ty = (Cy + 1)J , on arrive a :

E;(0) < CuJ*(J? +J +1) /T(EJ(O) — E;(Ty))dt (3.0.23)
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Le résultat du lemme permet d’écrire :
E;(Ty) < E;(0) < C LP*(J* 4+ J + 1)(E;(0) — E;(Ty)) (3.0.24)
Ce qui donne finalement :

E;(Ty) < v,E;(0)

CyJ3(J2+J+1)

OU V] = T (TTrT D) < 1.

d’apres le théoreme 3 :

1
Ey(t) < —e™"E,(0)

Y

avecm:—Jln%N % et’}/JN]_—%

Remarque 3.0.1 Vu que le probléme (3.0.1) est un probléme d une dimension
(dans Uespace), les valeurs propres associées a l'opérateur Ay sont caractérisées
par le théoréme (3.0.6) C’est pourquoi l'analyse de Fourier conduit a la stabilité

exponentielle de [’énergie E;.
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Stabilisation Rationnelle

Dans cette section, nous montrons la stabilité rationnelle du systeme (0.0.1)

dans le cas ou 'y est composée de deux cotés proximés :
Fo={(1,y): 0<y <1} U{(0,y): 0 <y <1}

Rappelons 'expression de u en série de Fourier partiel :

u(w,y,t) =3 w0 (a, ) sin(jry)
j=1
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ot U™ est le coéfficient de Fourier de u vérifiant I'équation des ondes avec

J = jm. L’énergie de ce systeme est donnée par :

]_ 1 : . T T
Bult) = 5 / ((Wf™ (. 1)? + 2720 (@, )% + (uf ™ (2,1))?) da
2,2
..7 ™ 1T 1 j T
+ (u9™(1,1)%) + §(u§] )(1,1))?
Comme

1 1 1
/ sin®(jmy) dy = - = / cos”(jmy) dy
0 2 0

On trouve :

B(0) = 53 Byt

L’analyse de Fourier , le théoreme et les techniques utilisées dans [4] nous
permettent de déduire le résultat de la stabilité rationnelle du systeme (0.0.1)

suivant :

Théoreme 4.0.1 Pour tout k € IN*, il existe une constante positive Cy, telle
que pour toute donnée initiale uy € H3*(Q) telle que uor, € H*(Ty) et

up € H3(Q), la solution u de (0.0.1) satisfait :

Ch

E(t) < t_kE(k)(O)’ (4.0.1)

E®) Dénergie d’ordre superieur.

Preuve 4.0.1 Pour tout k € IN*, il existe une constante ¢, > 0 telle que

zFe @ < ck, Vr > 0.
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En injectant cette estimation dans (3.0.20), on obtient :

Ck] o b
Byn(t) < L Enl0) = B (0)

L’analyse de Fourier nous permet d’écrire :

Posons :

Comme j5% < X% car \2 > J? = (jn)? alors :

E®(0) <Y A*E;(0)
j=1

En utilisant ensuite la propriété précédente :

1
[vlla = Z/\QallvkllH )?

Ou« € IR , H un espace de Hilbert et ,(vg)r>o sont les coefficients de Fourier

de v, on obtient :

EM(0) < [luollFyaner @y + i e o,y + et 37560y

Cette derniere inégalité peut étre retrouvée en utilisant l'inégalité de Parseval
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Conclusion générale

Dans ce travail, on a démontré 'existance et I'unicité de la solution d’un
probleme d’évolution sous l'action d'un controleur dynamique.
On a réussi ensuite a démontrer la décroissance polynomiale du probleme de
Wentzell pour I'équation des ondes dans le cas général ou la frontiere I' est

composée de deux parties aproximés :
Fo={(z,1):0<z<1}U{(0,y): 0 <y <1}

I ={(z,0):0<zx<1}U{(L,y): 0<x <1}

On obtient un résultat analogue ou le sous-ensemble
I ={(z,0):0<z<1}U{(l,y): 0 <z <1}

ne satisfait pas la condition géométrique de le controle mais avec des données
initiales moins régulieres. L’analyse de Fourier utilisée dans la troisieme section
permet d’obtenir la dépendance explicite des constantes par rapport a J et aussi
de préciser le domaine des données initiales vérifiant ’estimation de la stabilité

polynomiale.
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