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Introduction générale

La Recherche Opérationnelle a porté Pappellation Operationnal research (en An-

glais) et Operation research (en Américain). Le mot operation est & comprendre dans
le sens d’activité militaire. Son application était donc avant tout militaire.
La recherche opérationnelle est née pendant la Seconde Guerre mondiale des efforts conju-
gués d’éminents mathématiciens (dont Neumann, Dantzig, Blackett) a qui ils leurs était
demandé de fournir des techniques d’optimisation des ressources militaires. Le premier
succés de cette approche a été obtenue en 1940 par Patrick Blackett qui résolut un pro-
bléme d’implantation optimale de radars de surveillance. La dénomination est restée par
la suite, méme si le domaine militaire n’est plus le principal champ d’application de cette
discipline, le mot opérationnelle prenant alors plutot le sens d’effectif.

Depuis une dizaine d’années le champ d’application de la Recherche opérationnelle
s’est élargi a des domaines comme ’économie, la finance, le marketing et la planification
d’entreprise. Plus récemment, la Recherche opérationnelle a été utilisée pour la gestion
des systémes de santé et d’éducation.

Des problémes dans d’autres domaines d’application se sont également multipliées ,citons
par exemple les domaines de :

— La programmation linéaire classique ou programmation linéaire en nombres entiers.

— Lathéorie des graphes (plus courts chemins, flots, arbres, colorations,recouvrements...).

— Les modéles probabilistes (chaines de Markov, phénoménes aléatoires, files d’at-
tente...).
L’une des principales missions pour laquelle la recherche opérationnelle s’est vouée est
d’aider a la prise de décision et a la gestion.

Les modéles traditionnels développés dans le cadre des méthodes quantitatives de
gestion considéraient en général un critére unique, pour lesquels il existe des solutions
optimales. Les algorithmes mis au point consistent alors a définir un moyen d’atteindre,
le plus rapidement possible, une telle solution. Cependant, dans de nombreux cas, cette
modélisation des problémes ne traduit pas exactement la réalité a appréhender.

De nombreux problémes du monde réel impliquent des objectifs multiples. En raison
du conflit entre les objectifs, trouver une solution réalisable qui optimise simultanément
tous les objectifs est généralement impossible, ainsi, le probléme revient & générer un
ensemble de solutions de bon compromis, c’est-a-dire des solutions dans lesquelles il est
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impossible d’améliorer la valeur d’un objectif sans dégrader la valeur d’au moins un autre
objectif, on parle dans ce cas de probléme d’optimisation multi-objectif (ou multicritére)
qui définit un ensemble de solutions acceptables assurant un compromis entre les objectifs
considérés, appelées solutions de compromis ou solutions efficients.

Dans plusieurs situations pratiques, il est nécessaire d’utiliser des variables discrétes
dans la modélisation des problémes. En effet, dans la majorité des applications concrétes
de programmation mathématique, la présence des variables entiére est inévitable, on parle
alors d’optimisation discréte ou programmation en nombres entiers. De ce fait, la pro-
grammation mathématique multi-objectif en nombre entiers représente le cadre général
de notre travail dans ce mémoire.

En outre, certains chercheurs soutiennent (voir par exemple Jorge (2009)[28]) que
présenter de nombreuses solutions efficaces & un décideur peut, plus que tout, confondre
la décision et peut rendre presque impossible la sélection d’une solution privilégiée. Une
approche qui atténue ce probléme est de trouver la solution la plus souhaitable parmi les
solutions efficaces (de préférence sans les énumérer toutes). Cette approche est connue
sous le nom d’optimisation sur ’ensemble efficient. De nombreux chercheurs ont abordé
le probléme d’optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble efficient d’un probléme
multi-objectif [41][4]|5], et la plupart de ces travaux traite le cas de I'optimisation d’une
fonction linéaire par rapport a I’ensemble efficace d’un probléme multi-objectif linéaire en
nombre entiers.

La premiére méthode pour 'optimisation d’un critére linéaire sur I’ensemble efficace
discret fut proposée en 1992 par Nguyen [33], cette méthode consiste a calculer une borne
supérieure de la valeur optimale de la fonction objectif. En 2006, un algorithme évitant
I’énumération explicite de tous les points efficaces dans 'espace des variables de décision
est proposé par Abbas et al. [3], ou différents types de coupes sont imposées de telle
maniére que 'amélioration de la valeur optimale de la fonction objectif soit garantie
a chaque itération. En 2008, Jorge [28] développe un algorithme basé sur 1’analyse d’un
ordre approprié de problémes linéaires en nombres entiers pour éliminer successivement les
solutions moins bonnes sur le critére principal. En 2010, Chaabane et Pirlot [9] proposérent
une méthode de résolution dans I'espace des critéres dans laquelle la valeur de la fonction
objectif principal est améliorée en optimisant une somme pondérée des critéres a chaque
itération.

Récemment, Chaabane et Merbek en 2012[10] présentent des variations mineures de
Palgorithme de Jorge. L’algorithme différe principalement par la technique utilisée pour
déterminer si une solution est efficace (test d’efficacité). Malheureusement, dans ces deux
derniéres méthodes, aucun calcul la comparaison avec I'algorithme de Jorge n’est incluse.
Par conséquent, il n’est pas possible de déterminer si les changements entrainent a I’amé-
lioration des performances.

L’objectif de ce mémoire consiste a étudier 'optimisation d’un critére linéaire sur I'en-
semble efficient d’un probléme multi-objectif en variables entiéres. On présente quellques
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méthode existantes dans la littérature et on propose une nouvelle méthode pour résoudre
ce type de probléme.

Ce mémoire de master est organisé de la fagon suivante :

Y4 Chapitre 1 dresse I'état de 'art d’optimisation multi-objectif , nous nous sommes
focalisé plus particuliérement sur 'optimisation linéaire en nombres entiers. Nous
présentons aussi de principales approches de résolution proposées dans la littéra-
ture.

X« Chapitre 2 se focalise sur la programmation linéaire multi-objectif en variables
entiere MOILP et sur quelques travaux récents existant dans la littérature.

Y Chapitre 3 aborde la problématique de I'optimisation d’un critére sur I’ensemble
efficient d’un probléme multi-objectif linéaire discrét et nous détaillons quelques
méthodes de résolution pour le cas d’'un critére linéaire.

Y4 Chapitre 4 dresse une contribution qui consiste & optimiser un critére linéaire sur
I'espace de critére d’un probléme multi-objectif (MOILP).

Y4 Finalement, nous cloturons ce mémoire par une conclusion générale et quelques
perspectives de recherche.



Notation

E : Pensemble des solutions non dominés du probléme (P).
S ={x e R"/Ax < b}.

R™ : I'ensemble des vecteurs colonne d’ordre n.

R} : {zx € R*;z > 0}.

Ry :{x € R%z > 0}.

Zs ={z(x)/z; € S;i=T1,n,j=1,p.

Z, : La valeure objectif du p®™® critere.

Eff : L’ensemble des solutions efficaces.

D = SNZ: L’ensemble des solutions entiéres.
MOP : Porbléme d’optimisation multi-objectif.

MOILP : Probléme d’optimisation multi-objectifs en nombres entiers.



Etat de I'art sur 'optimisation multi-objectifs

1.1 Introduction

Dans un probléme mono-objectif, il existe une seule fonction objectif bien définie a
optimiser (maximiser ou minimiser) afin d’aboutir & une solution optimale. Cependant,
dans certains cas, le recours a une seule fonction objectif ne permet pas d’appréhender
I’ensemble des points de vue ou aptitude d’un systéme, ce qui peut conduire a étendre le
probléme d’optimisation au cadre multi-objectif.

En effet, dans la plupart des problémes d’optimisation plusieurs objectifs doivent étre
optimisés simultanément pour aboutir & une solution satisfaisante.

1.2 Définition

L’optimisation multi-objectif ( appelée aussi optimisation multi-critére ) est une branche
de l'optimisation mathématique traitant spécifiquement des problémes d’optimisation
ayant plusieurs fonctions objectifs.

Les premiers travaux menés sur les problémes multi-objectifs furent réalisés au 19™¢ siécle
sur des études en économie par Edgeworth et généralisés par Pareto.

Un probléme d’optimisation avec objectifs multiples (M OP) peut étre représenté par le
programme suivant :
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mazximiser Z(x) = (z1(x), 22(x), ..., 2p(2))
(MOP)S t.q Az <b
reR" e p>2
— A : Matrice d’ordre n x m.

— b : Vecteur d’ordre m.
— p : Représente le nombre de critére.

1.3 Concepts de base et définitions

Définition 1.3.1 Céne
Soit VCR"V #0. Vun come si av € V, pour tous scalaire o > 0 et tous v € V.

Définition 1.3.2 Céne psitif
Un cone positif est défini dans RP par C* = {x/z(x) € RPetz(z) > 0}.

1.3.1 Convexité

Définition 1.3.3 Ensemble convexe
Un ensemble D est dit convexe si tout segment joignant deux points quelconques de D est

inclus dans D.

Définition 1.3.4 Fonction conveze
Soit Z une fonction de R dans R, définie sur un intervalle I contenant au moins deuz

points. On dit que Z est convexe sur I si et seulement si :

Ve,y e I, VA€ [0,1], ZAx+ (1= Ny) < XZ(z)+ (1= N)Z(y) .

non convexe

F1GURE 1.1: Ensemble convexe et non convexe



1.3 Concepts de base et définitions

Définition 1.3.5 Envloppe conveze

L’enveloppe convexe d’un sous-ensemble S de R™ est l’intersection de tous les sous-ensembles

convexes de R™ contenant S. L’enveloppe convexe de S est par conséquent le plus petit

sous-ensemble convexe de R™ qui contient S.

1.3.2 Points particuliers

Définition 1.3.6 Point idéal
Le point idéal est le vecteur défini par :

I = (max Zy(x), ...,

TES
NB :le point idéal en général I ¢ S.

Définition 1.3.7 Point anti-idéal
Le point anti-idéal est le vecteur défini par :

A = (min Z,(z), ...

zeS
NB :le point anti-idéal en général A ¢ S.

Définition 1.3.8 Point nadir
Le point nadir est le point de coordonnées :

n;, = 'min Zij

Jj=1,...p

max Z,(z)) € R?

€S

,min Z,(z)) € R"

zeSs

i=1p

Zi; appartient représente la matrice des gains suivante :

ZQl ZQ
Zpy Ly

01 Z; = max,eg Zi(x)

Zip
Zap

ZPP

Les coordonnées de ce point correspondent auz pires valeurs efficaces obtenues par chaque
fonction objectif, lorsque l’on restreint l'espace des solutions a la surface de compromis.

Remarque 1.3.1
tion comme point de référence.

1. Le point idéal est utilisé dans plusieurs méthodes d’optimisa-

2. Le point naduir, lui, sert a restreindre [’espace de recherche ; il est utilisé dans cer-

taines méthodes d’optimisation interactives.
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Point idéal

Frtl:lnti_ére Pareto
I
I
I
|

"

Z;

FIGURE 1.2: Illustration des points Nadir et Idéal
1.4 Dominance et optimalitée

La solution d’un probléme multi-objectif est une multitude de points de R", il est vital
pour identifier ces meilleurs compromis de définir une relation d’ordre entre ces éléments.
Dans le cas des problémes d’optimisation multi-objectifs, ces relations d’ordre sont appe-
lées relations de dominance. Plusieurs relations de dominance ont déja été présentées : la
A- dominance , la dominance au sens de Geoffrion [24], la céone-dominance , . . . Mais la
plus célébre et la plus utilisée c’est la dominance au sens de Pareto.

Définition 1.4.1 Soient Z,7 € Z,, on dit que 7Z domine Z' si :

Zi>Z; Yi=1,petIie{l, .. p} tel que Z; > Z,

et on note Z = Z . Pour chaque paire de solution Z etZ vy il existe une des relation
suivantes :

— Z domine Z'.
— Z' est dominée par Z.
— Zet Z' sont équivalentes au sens de dominance (solution de pareto équivalentes).

Définition 1.4.2 Dominance forte

Soient deuz vecteurs critéres Z,Z € Z,. On dit que Z domine fortement Z' si et seulement
siZ = 7.

Si Z domine fortement Z', alors Z est meilleur que Z' sur tous les critéres.

Définition 1.4.3 Efficacitée

Soit x* € S, on dit que x* est efficace s’il Jx € S tel que :

Z(z) domine Z(x*).

Autrement dit : x* est efficace si et seulement s’il x € S tel que :
Zi(x) > Zi(x*) Vi =1,p, Ji={1,p}Zi(x) > Z;(x*), tel que :

x # ¥
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Définition 1.4.4 Efficacité faible
Soit x* € S, on dit que x* est faiblement efficace s’il Bz € S tel que :
x#a* et Z(x) > Z(x*).

Définition 1.4.5 Efficacité forte
Soit x* € S, on dit que x* est fortement efficace s’il Bz € S tel que :
x#a* et Z(x) > Z(z")

Remarque 1.4.1 1. Un point est efficace si son image par Z est un vecteur critére
non dominé. Le terme efficacité est aussi connu sous Pareto optimalité ou non
infériorité.

2. A partir d’un point efficace, il est impossible d’augmenter la valeur d’un des critéres
sans diminuer la valeur d’au moins un autre critere.

3. Une solution est faiblement efficace st son vecteur critére n’est pas fortement do-
mine.

4. Une solution x est fortement efficace sl n’existe pas une autre solution telle que le
vecteur critére, qui lui est associé, soit aussi bon que celui de .

Optimalité locale au sens de Pareto

Un vecteur x € R" est optimal localement au sens de Pareto s’il existe un réel 6 > 0 tel
qu’il n’y ait pas de vecteur 2’ qui domine le vecteur x avec x € R"(B(z,d), ou B(z,0)
représente une boule de centre x et de rayon ¢.

Zo]

Z1

FI1GURE 1.3: Pareto local

Optimalité globale au sens de Pareto

Un vecteur x est optimal globalement au sens de Pareto (ou optimal au sens de Pareto)
s’il n’existe pas de vecteur 2’ tel que x’ domine le vecteur x.
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Remarque 1.4.2 On dit aussi qu’un vecteur x est optimal au sens de Pareto pour un
probléme d’optimisation multi-objectifs donné si : (¢c- + x)(S = x = Le théoréme de
contact. Ou S désigne l'espace de solutions réalisables.

FIGURE 1.4: Théoréme de contact

1.4.1 Surface de compromis

Les solutions obtenues lors du classement basé sur le principe de dominance de Pareto
forme ce que I'on appelle la surface de compromis (ou Pareto Front).
Soit un probléme a deux fonctions objectifs Z; et Z; & minimiser sous les contraints

g(r) <0 et h(z) =0.

— On appelle S ensemble de valeurs du couple (Z;(z), Z2(x)) quand z respecte,les

contraintes g(z) eth(x).
— On appelle P la surface de compromis.

ZZ

Solutions non dominé
Front de pareto

C o
0

Solutions dominé

O

Z

FIGURE 1.5: Surface de compromis
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Les solutions optimales au sens de pareto ou solutions non dominé, forment le front de
pareto.

1.4.2 Front de pareto

Définition 1.4.6 Le front de pareto est I’ensemble de tous les points efficace.
ZZ

Front de Pareto

Solution Pareto
Optimale

Solutions dominées

Z

FIGURE 1.6: Illustration Front de pareto

1.4.3 Structure de front de pareto

L’objectif des problémes d’optimisations multi-objectifs est de fournir aux décideurs
un ensemble (le plus complet possible) de solutions Pareto, afin qu’ils puissent ensuite
choisir les solutions qui les intéressent le plus.

Une question se pose donc sur la nature de ces solutions Pareto et la nécessité de les
obtenir toutes. Une étude de la frontiére Pareto doit donc étre réalisée.

Lorsque deux solutions ont exactement les mémes valeurs pour ’ensemble des ob-
jectifs, elles sont équivalentes dans I’espace objectif, mais peuvent correspondre & deux
solutions différentes dans I'espace décisionnel. Une question importante est de savoir s’il
est intéressant de garder ces deux différentes solutions.

Front minimal

Lors de la résolution d’un probléme comportant énormément de solutions Pareto, il est
peut étre préférable de privilégier une bonne approximation de I’ensemble de la frontiére
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et donc favoriser la diversité (du coté objectif) des solutions retenues.

Front maximal complet

Au contraire, lorsque la frontiére Pareto comporte peu de solutions, afin d’avoir une
bonne représentation de l’ensemble des solutions non dominées, il sera intéressant de
rechercher les solutions de méme valeur.

Solutions supportées / non supportées

Sur le front Pareto, deux types de solutions peuvent étre differenciées : les solutions
supportées et les solutions non supportées. Les premiéres sont celles situées sur ’enveloppe
convexe de 'ensemble des solutions (voir figure 1.7) et peuvent donc étre trouvées a 'aide
d’une agrégation linéaire des objectifs |24].

Elles sont donc plus simples a obtenir que les solutions non supportées qui elles, sont plus
difficile & trouver.

.
% Bo—— 8@
\'\ :-}H'
\ - O
\ O,
\ = ml
‘\_\ o \\
b
Y . I:'\_
k'\ > \'\
S = )
. .
N h_i‘D
Envloppe convexe

[[] Solution Parto supporté x Solution dominé zl

) Solution Pareto non
supporté

FI1GURE 1.7: Différents types de solutions

1.4.4 Dominance de Geoffrion

La dominance au sens de Geoffrion|24][22] [32] est trés importante dans le monde
d’optimisation multi-objectif les solutions obtenu sont appelées solutions pareto optimales
propre.
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Définition 1.4.7 Dominance au sens de Geoffrient [2/] une solution x* € S est dite de
pareto optimale propre si :

— x* est pareto optimale.
— 1l existe un nombre M > 0 Vi et Vo € S vérifiants Z;(x) > Z;(x*), il existe un
indice j tel que :

Z

g () — Z,(a")

j(@7) > Z;(x) et

> M (1.1)

1.5 Choix de la méthode d’aide a la décision

Pour résoudre un probléme multi-objectif, on a déterminer un ensemble de solution
pareto, il est nécessaire de faire intervenir I'humain & travers un décideur, pour le choix
final de la solution a garder.

Avant de commencer la résolution il faut choisir la méthode de résolution a utuliser. Ces
méthodes peuvent étre classer en trois familles [18] :

— Les méthodes d’optimisation a priori :
dans ce cas, le compromis que 1'on désire faire entre les objectifs a été défini avant
I’exécution de la méthode. La solution rechercher est obtenu en une seule exécution,
donc c¢’est une méthode rapide mais il faut prendre en considération la possibilité
de non satisfaction de décideur de résultat trouvé donc on a a relancer la recherche
avec un autre compromis.

— Les méthodes d’optimisation progressives :
dans ce cas, le décideur intervient dans le processus de recherche de solutions en
répondant a différentes questions afin d’orienter la recherche. Cette approche per-
met donc de bien prendre en compte les préférences du décideur, mais, nécessite
sa présence tout au long du processus de recherche.

— Les méthodes d’optimisation a posteriori :
dans cette troisiéme famille de méthodes, on cherche a fournir au décideur un
ensemble de bonnes solutions bien réparties. au regard de ’ensemble des solutions,
il peut sélectionner celle qui lui semble la plus appropriée. Ainsi, il n’est plus
nécessaire de modéliser les préférences du décideur, mais il faut en contre-partie
fournir un ensemble de solutions bien réparties, ce qui peut également étre diffcile
et requérir un temps de calcul important.
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1.6 Approches de résolution d’un probléme multi-objectif
(MOP)

Un grand nombre d’approches existent pour résoudre les problémes multi-objectif. Cer-
taines utilisent des connaissances du probléme pour fixer des préférences sur les critéres
et ainsi contourner l'aspect multicritére du probléme. D’autres mettent tous les critéres
au méme niveau d’importance, mais 1a aussi il existe plusieurs facons de réaliser une telle
opération. Des ouvrages ou articles de synthése ont été rédigés, des états de 'art plus
complets peuvent étre consultés notamment dans (Ulungu et al.) [40], Miettinen [32],
Ehrgott [22], (Ehrgott et al.) [21], Deb [17], (Collette et al.) [13].

On distingue deux approches de résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectif,
peuvent étre distinguées dans la littérature voir Ehrgott [22], (Roy et al.) [35] et Roy [36] :

— Approche mono-objectif : consiste & ramener le probléme a un probléme d’op-
timisation mono-objectif, au risque d’enlever toute signification au probléme.

— Approche multi-objectif : consiste & proposer des solutions en tenant compte
de 'ensemble des critéres.

1.6.1 Approche mono-objectif

Les objectifs du probléme d’optimisation sont transformés en une seule fonction objec-
tif. Dans ce cas, le décideur est supposé quantifier a priori 'importance de chaque critére
afin de construire une fonction unique.

Théorie de I’utilité multi-attributs

Si I'on interroge le décideur sur ses préférences,ses réponses seront en accord avec une
certaine fonction U que 'on ne connait pas. Le probléme est donc d’essayer d’estimer
cette fonction. En théorie de I'utilité, on définit une fonction de préférence comme suit :

7

Définition 1.6.1 Etant donné un ordre de préférence noté” =" sur l'ensemble Z,, une
fonction U a valeurs réelles vérifiant U(Zy) > U(Zs) , Zy = Zo; est appelée fonction de
préférence ou d’utilité.

Définition 1.6.2 La fonction Z; : R" — R est dite fortement (strongly) décroissante
St :

Vol o € R sia; <af;Vje{l,..,n} et 3 € {1,...,n}/ 2 <} alors Zy(x") > Zi(x?).

Théoréme 1.6.1 Soit U : R¥ — R™ une fonction d’utilité associée au probléeme (P) et
supposons que U est fortement décroissante. Si x° est une solution du probleme max,cpU(Z(x))
alors x° est une solution Pareto optimale du probleme (P).
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Les modéles les plus couramment utilisés pour la fonction d’utilité U sont le modéle additif
et le modele multiplicatif :

U(Z(x) = Y5, UiZi(2)) et U(Z(2)) = TTE, Ui(Zi(x)

ol les fonctions U; sont strictement croissantes et a valeurs réelles. Elles servent unique-
ment a transformer les critéres initiaux Z; de maniére a ce qu’ils s’expriment tous suivant
la méme échelle.

Méthode des sommes pondérées

Cette méthode de résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectif est la plus
évidente et largement utilisée en pratique. Il s’agit d’associer & chaque fonction objectif
un coefficient de pondération et & faire la somme des fonctions objectifs pondérées pour
obtenir une nouvelle et unique fonction objectif.

Le probléme multicritére (P) se transforme alors de la maniére suivante :

minimisery .t N Z;(x)
s.c

xeEet e A={\:3F N=1let\>0Vi=1,p} .

Cette méthode est trés efficace du point de vue algorithmique, mais son principal incon-
vénient est qu’elle ne permet pas de trouver les solutions enfermées dans des concavités.

Méthode dite "but programmé ou Goal programming"

Cette méthode, qui reléve d’une théorie trés avancée dans le domaine des problémes
multicritére, a été initialement congue par (Charnes et Cooper) [11] dans le cas linéaire.
L’idée générale de la méthode est d’établir un but & atteindre pour chaque critére. Géné-
ralement, le point qui satisfait tous les buts n’est pas réalisable, la solution préférée serait
donc celle qui se rapproche le plus possible de ces buts.

Soit Z* = (Z7;...; Z5) le vecteur de référence ou but fixé par le décideur relativement a
tous les critéres, le probléme revient a considérer la relation suivante :

S k e
minimiser (Zi:l | Zi(x) — Zi*‘p)
s.c

xe K

ou p > 1, et ZF est le vecteur de référence (but) ou le vecteur idéal.
La méthodologie du Goal programming repose sur les points suivants :

— fixer les valeurs des cibles Z} que l'on désire atteindre sur chaque critére .
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— définir des déviations positives d; et négatives d; relativement a ces buts.
— minimiser la somme pondérée de ces déviations relativement a une norme ||||,définie
dans R".
La formulation mathématique du Goal programming est la suivante :

1/p
min,es (Y4, (df +d;)r)

s.c
Zi(x)+d; —df = Z; ;
A= > 0,dF > 0,i € {1,....k}

d et d; sont respectivement appelés la sur-réalisation et la sous-réalisation du ™ critére.

La méthode £ — contrainte

Dans cette méthode, on n’optimise qu'un seul objectif jugé important par le décideur,
les autres sont transformés en contraintes d’inégalités par rapport & un vecteur seuil €. Le
principe de la méthode e—contrainte ou méthode de compromis est intéressant lorsque ’on
cherche & énumérer toutes les solutions d’un front Pareto. L’inconvénient principal de cette
méthode est qu’elle nécessite une résolution mono-objectif pour chacune des solutions du
front. Lorsque ce nombre est élevé, cela peut étre vu comme une limite, d’autant plus
lorsque la méthode de résolution mono-objectif est cotiteuse.

1.6.2 Approche multi-objectif
Approche a posteriorie

L’expression des préférences et la pondération des objectifs dans ces approches se fait
sur la base de détermine un ensemble de solutions réalisable et la sélection de la meilleure
solution ne se fait qu’a la fin processus.

La méthode hybride

Il est souvent possible d’exploiter plusieurs méthodes pour en former une nouvelle.Dans
ce cas, nous obtenons une "méthode hybride".
La méthode de Corley en 1980[14] est la plus connue. On utilisant la méthode de pondé-
ration des fonctions objectifs et la méthode du compromis. On part du probléme multi-
objectif (P) et on le transforme de la maniére suivante :
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minimaiser (Zle A * Zz(x)>
s.c

Zij(x) <e; pourje{l,.. k};
re k.

En faisant varier le vecteur ¢ dans ce probléme paramétrique, on génére ainsi I’ensemble
de toutes les solutions Pareto optimales.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons essayé de rassembler un état de ’art sur les problémes
d’optimisation multi-objectifs, tout en montrant la maniére de définir un probléme pareil,
ses contraintes, ses objectifs ainsi que les méthodes utilisées pour le résoudre tout en
respectant le concept de Compromis et les frontiéres de Pareto. Nous avons parlé sur
les méthodes utilisées dans le domaine de I'optimisation multi-objectifs qui sont capables
d’offrir un ensemble de solutions dites optimales pour un seul probléme en établissant
un compromis entre les différents critéres. Puis une classification de ces méthodes de
résolution a été introduite tout en essayant de présenter plusieurs approches utilisées
pour aborder les problémes de 'optimisation multi-objectif.

Dans ce qui suit, on va cerner le cadre de notre étude a les problemes d’optimisation
multi-objectif dans le cas linéaire et a variables discréte.



La Programmation multi-objectif linéaire en

nombres entiers

2.1 Introduction

La programmation linéaire est I'une des plus importantes techniques d’optimisation

utilisées en recherche opérationnelle. Ses développements théoriques ont été suggérés et
accélérés par un grand nombre d’applications pratiques, dans le domaine de I’économie,
de la gestion et autres.
En pratique, trés souvent, la présence de variables discrétes (ou entiéres) est inévitable
dans la modélisation en optimisation et ces variables modifient considérablement la struc-
ture mathématique du probléme. Il en résulte que des méthodes spécifiques a cette si-
tuation sont nécessaires. Ce chapitre a pour objectif principal de présenter le contexte de
Ioptimisation linéaire multi-objectif discréte et de présenter quelques méthodes exactes
permettant de caractériser totalement ou partiellement I’ensemble de solutions efficaces
du probléme.

2.2 Définition

Un probléme d’optimisation est un probléme mathématique oti, étant donné un en-
semble de variables et des contraintes sur ces variables, on doit trouver une assignation qui
maximise (ou minimise) une certaine fonction de cott. On parle de probléme linéaire en
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nombres entiers lorsque les contraintes et la fonction de cott sont combinaisons linéaires
des variables et le probléme est a nombres entiers si ces variables ne sont autorisées qu’a
prendre des valeurs dans ’ensemble des entiers.

La contrainte qui force les variables & prendre des valeurs entiéres est appelée contrainte
d’intégralité. Lorsque 'on gomme cette contrainte, on parle d’'un probléme relaxé ou de
relaxation continue, et 'on a alors affaire & un probléme d’optimisation linéaire continu.
Le rapport entre 'optimal dans la version relaxée et dans la version entiére est souvent
appelé integrality gap.

2.3 Formulation d’un probléme de multi-objectif en nombres
entiers MOILP

Un probléme de programmation linéaire multi-objectif (MOILP) est un probléme
d’optimisation consistant & maximiser (ou minimiser) des fonctions linéaires dite fonctions
objectifs sous contraintes linéaires exprimées sous forme d’équations ou d’inéquations dans
lequel les variables sont entiéres.

Un probléme MOILP est défini comme suit :

optimiser Z;(z) = c'z

s.c
Ax <b ;
r€D,i=1,p

(MOILP)

avec

— n : nombre de variables;

— m : nombre de contraintes ;

— A : matrice réelle des contraintes, d’ordre n x m;
— = (c,ch,...,c) : vecteur coiits (profits) d’ordre n du i*™¢ fonction objectif;
— b : vecteur colonne d’ordre m des seconds membres ;

— x = (x1, X9, ..., ) : vecteur de variables de décision d’ordre n.

— D = SN RP est 'ensemble des solutions entiére du probléme MOILP .

2.4 Méthode de résolution d’un probléme MOILP

Il existe plusieurs méthodes exactes de résolution des problémes de programmation
linéaire multi-objectif en nombres entiers ([26] [39] [1] [2]), qui permettent 1'obtention
d’au moins une solution efficace du probléme & résoudre.

Nous présentons dans la section suivante quelques méthodes de résolution de ce type
de probléme.
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2.4.1 Méthode de D.Klein et E.Hannan

La technique proposée par D.Klein et E.Hannan [29] peut étre utilisée aussi bien pour
identifier ’ensemble de toutes les solutions efficaces que pour en caractériser une partie
seulement. Elle consiste a résoudre progressivement une séquence de programmes linéaires
unicritére en nombres entiers avec des contraintes ajoutées & chaque étape. Les contraintes
supplémentaires éliminent les solutions efficaces déja trouvées, et font en sorte que les nou-
velles solutions générées soient efficaces.

Algorithme 1 : Algorithme de Klein et Hannan
Etape 1:
Résoudre le probléme (P;) définit comme suit (L’indice & est pris arbitrairement

dans 1, ..., p) :

(P) : maz{Z), = c*z,x € D,k € {1,...,p}}

si Soit x1 la solution optimale de (Py), est unique alors
x1 efficace pour (P).
sinon
déterminer toutes les solutions alternatives a x; et par comparaison deux a

deux des vecteurs critéres associés, garder uniquement celles qui sont
efficaces pour construire I'ensemble Eff(P;) des solutions efficaces générées
a l'étape 1.

Etape générale j :
A T’étape j, on résout le probleme (P;) qui est définit comme suit :

max Z; = c'z;
(P;)s s.c xz€D;
ﬂle(Ule,#s cw >yl + f;).

Avec f; > 1 entier,y'(I = 1, ..., q) les points efficaces obtenus jusqu’a I'étape j — 1.

si Eff(P;) est ’ensemble des solutions efficaces obtenues a ’étape j et Y7
l’ensemble des points efficaces accumulés a la fin de I’étape j alors
| YI=YI'JEff(YI) pour j > 2 avec Y = Eff(P)

Etape finale n :

La procédure s’arréte lorsque le probléme (P,) est irréalisable.

Si & chaque étape j, f; = 1;Vi = 1,p; i # s, la procédure trouve 1'ensemble de
toutes les solutions efficaces du probléme (P). Cependant, si pour certaines
valeurs de i, f; > 1 seulement un sous ensemble de solutions efficaces sera généré.
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Organigramme de la méthode
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2.4.2 Meéthode A.Sylva et J.Crema

La méthode développée par Crema et Sylva [15] est une variante de celle de Klein et
Hannan |29] étudiée précédemment. Son principe repose sur la résolution d’une succession
de programmes linéaires en nombres entiers optimisant a chaque étape une combinaison
positive des critéres. Un ensemble de contraintes est rajouté a chaque fois assurant la dé-
tection d’une nouvelle solution efficace. A la fin, la méthode fournit ’ensemble de toutes
les solutions non dominées du probléme de programmation linéaire discréte a objectifs
multiples.

Les auteurs considérent que les données du probléme MOILP sont entiéres, aussi bien la
matrice des contraintes A, le vecteur second membre b que les coefficients c} de tous les
critéres.
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Algorithme 2 : Algorithme de Sylva et Crema

Etape 1
Aprés avoir fixer le vecteur poids (A1, Ao, ..., \) & des valeurs strictement positives,
la premiére étape consiste a résoudre le probléme (P;) définit comme suit :

P P
(P) : mazx {Z)\icim,x eD ’Z)‘i =1
i=1 i=1

si (P1), n‘admet pas solution alors
alors (P) l'est aussi.

sinon
| Une solution z; est trouvée et elle est efficace.
Ensuite, une suite de programmes linéaires en nombres entiers augmentés par
certaines contraintes sont résolus progressivement.
Aprés k étapes du processus :

si (Py), n'admet pas solution alors
I’algorithme s’arréte.

sinon
L une nouvelle solution efficace xy est trouvée et le nouveau probléme (P 1)

est définit a partir de (FPy)

en éliminant toutes les solutions vérifiant ¢z < c'a¥, Vi = 1, p ceci peut étre traduit
par le rajout de contraintes suivantes :

c'w > (a2 — fi)yf — Mi(1—yf), i=T1p.
=1y >0, i=1p

Ou —M; est un minorant pour toute valeur réalisable de la ™ fonction objectif et
fi > 1 entier représente la plus petite augmentation possible du i™¢ critére.

Etape générale k :

A T'étape k, on résout le probléme (Py) qui est définit comme suit :

([ max) b Ncw

i Ai=1

S.C

reD;

do > (do) = fi)yl - Mi(1—y]), i=Tp, j=1,.,k—1;
Pyl=1, y/>0, i=Tp j=1,..k—1;

L e{0,1} i=T1p, j=1,. k-1

Etape finale n :

La procédure s’arréte lorsque le probléme (P,) est irréalisable.

A D'étape n et une fois qu’on obtient toute les solutions efficaces. En fait, a chaque
étape une coupe est ajoutée d’une maniére a optimiser au moins un des critéres
du coupe Pour f; = 1,Vi = 1p la méthode génére toutes les solutions non
dominées. Lorsque f; > 1; elle prend une valeur permettant d’atteindre la valeur

I D T T I D I 2 2 X < I N i Y [

23
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Organigramme de la méthode :
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réalisable efficace de (Py)

[+1

2.5 Conclusion

Ce chapitre est consacré a l'introduction d’un probléme multi-objectif en nombres
entiers. Les définitions et les concepts de base sont présentés ainsi que les principaux
résultats nécessaires a la résolution d’un probléme MOILP. Nous avons décrit quelques
méthodes exactes de résolution de MOILP.



L’optimisation d'un critére sur un ensemble
eflicient

3.1 Introduction

De nombreuses situations de prise de décision impliquent des critéres multiples et non
comparables. Souvent, dans de telles situations, chaque critére peut étre modélisée comme
une fonction objectif & optimiser sur un ensemble de solution réalisable. Le concept de
points efficients joue un role important dans 'analyse et la résolution de ces problémes.

Dans certaines situations pratiques, I’énumération de tout l’ensemble des solutions
efficaces d'un probléme multi-objectif n’est pas toujours recommandée car il peut s’avérer
que cet ensemble efficient soit trés grand et il devient impossible pour le décideur de
choisir le meilleur compromis en termes de ses préférences.

L’optimisation d’un critére, qui exprime les préférences du décideur, sur ’ensemble
des solutions efficaces constitue, dés lors, un sujet de recherche essentiel dans ce domaine.
Ce probléme est en principe trés difficile a résoudre, ceci est di principalement a la
non-convexité de son ensemble réalisable et le probléme appartient alors & la classe des
problémes d’optimisation globale (programmation non convexe).

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons au probléme de 'optimisation d’une fonc-
tion linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces d’un probléme multi-objectif linéaire
discrét. Ce probléme se pose chaque fois qu'une fonction linéaire est disponible qui sert de
critére pour mesurer I'importance de ou pour discriminer parmi les alternatives efficaces
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disponibles en optimisant cette fonction linéaire sur I’ensemble efficace.

Ce type de probléme a été étudié la premiére fois en 1972 par Philip [34] et depuis
plusieurs chercheurs, citons en particulier : Benson [4][5][6][7][8] ,Isermann [27] , Yama-
moto [41] , Ecker et Song [20] , Sayin [37] , motivés par de nombreuses applications [4][23]
se sont intéressés a ’optimisation d’une fonction sur I’ensemble efficient d’un probléme
multi-objectif linéaire.

En 1992 Nguyen [33]| propose pour la premiére fois une méthode de résolution des
probléme d’optimisation d’un critére linéaire sur ’ensemble efficace discret, cette méthode
consiste a calculer une borne supérieure de la valeur optimale de la fonction objectif. En
2006, (Abbas et al.)[3] proposent un algorithme évitant I’énumération explicite de tous les
points efficaces dans 'espace des variables de décision, ou differents types de coupes sont
imposées de telle maniére que I’amélioration de la valeur optimale de la fonction objectif
soit garantie a chaque itération. En 2008, Jorge [28] développe un algorithme basé sur
I’analyse d’un ordre approprié de problémes linéaires en nombres entiers pour éliminer
successivement les solutions moins bonnes sur le critére principal. Trés récemment , En
2010, (Chaabane et al.) [9]proposérent une méthode de résolution dans 'espace des critéres
dans laquelle la valeur de la fonction objectif principal est améliorée en optimisant une
somme pondérée des critéres a chaque itération.

3.2 Meéthodes de résolution d’un probléme d’optimisa-
tion multi-objectif sur ’ensemble efficace dans le
cas discrét

La programmation linéaire entiére multi-objectif (MOILP) est une classe importante
de problémes survenant dans les multicritéres prise de décision lorsque certaines ou toutes
les variables du modéle représentent des décisions discrétes. Au cours des derniéres dé-
cennies, plusieurs méthodes ont été développées résoudre les problémes (MOILP), dans
le sens de trouver I’ensemble efficace, ou du moins une partie importante de celui-ci.
L’optimisation dite sur 'ensemble efficace est une approche intéressante dans 'optimisa-
tion multicritéres qui a été soigneusement étudié dans le cas continu par de nombreux
auteurs, bien que le cas discrét na pas recu autant d’attention.

3.2.1 Définitions et notations

Le probléme d’optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble efficient d’un pro-
bléme multi-objectif linéaire peut se formuler comme suit :
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maximiser ¢(zr) = dx
(Pg){ s.c
x cEff.

Ou d est un vecteur de R" et E f f représente I’ensemble des solutions efficace du probléme
multi-objectif linéaire discét suivant :

mazimiser Zj(x)=cz i=1,p
(MOILP)} s.c
r e D.

— D=5Sn2Z".
— S={zx € R"/Az < bx > 0}
— AeR™™be R"
— ¢t € R™. Vi—1,p.
D étant supposé non vide et S un polyédre convexe borné.

Considérons le probléme relaxé (en relachant la contrainte d’efficacité) suivant :

maximiser ¢(xr) = dx
(Pr){ s.c
xeD.

Une caractérisation des solutions efficaces du probléme multi-objectif (M OILP) est don-
née par le théoréme suivant qui servira de test d’efficacité :

Théoréme 3.2.1 [19]

Soit x* une solution quelconque de D. x* est efficace si et seulement si la valeur optimale
de la fonction objectif 0 est nulle dans le probleme de programmation linéaire mizte sui-
vant :

optimiser 6 = 31"
s.c

Cr— Iy =Cx*;
reDpeRYi=1p.
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— (C est la matrice d’ordre p x n dont la ¢ ligne correspond a ¢;, i = 1,p
— [ est la matrice identité d’ordre p.

— = (@bz’)ie{l,m,p}'

Dans le cas ot la valeur de 6 # 0, alors toute solution optimale @ de (P(z*)) est efficace
pour (Pg) et son vecteur critére domine Cx*.

3.2.2 Méthode de Jorge [28]

L’algorithme que nous proposons ici s’avére fournir une solution optimale du probléme
(Pg) sans avoir a calculer I'ensemble de toutes les solutions efficaces du probléme multi-
objectif MOILP.

3.2.3 Desription de la méthode

La procédure commence & résoudre le probléme relaxé (Pg). Evidemment, seulement
dans un nombre réduit de cas spéciaux la solution optimale de (Pg) fournit une solution
optimale de (Pg) . Donc, si ce n’était pas le cas, une nouvelle solution efficace qui domine
la précédente est alors obtenue. Ensuite, dans chaque itération, le critére principal est
optimisé sur le domaine restreint par des contraintes en nombres entiers qui sont inclues
progressivement pour éliminer les solutions dominées par la solution efficace courante, afin
de fournir une solution non dominée par les solutions détectées antérieurement jusqu’a ce
qu’une solution optimale soit finalement trouvée.
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3.2.4 Formulation de I’algorithme

Algorithme 3 : Algorithme de Jorge
Etape (0) :(Initialisation)
Poser ¢t = —00 , Psup = +00 , [ = 1 ,et résoudre le probléme relaxé (Pg).

si (Pg) est irréalisable alors
(Pg) est aussi irréalisable stop.
sinon
| soit 2! une solution optimal de (Pg).

tape (1) :
i 2! est efficace alors
Topt = o' et une solution optimale de (Pg) et ¢y = dx' stop.

Z. o

sinon
| poser ¢y = dz! et aller & Etape (2)

Etape (2) :
Trouver 7 € E(P) dont le vecteur critére domine C'z! et soit 7' une solution

optimal du probléme (7;) suivant :
max{dzr/Cx = C7',x € D}

si dz' > ¢y alors
poser ¢ = dT' et T, = T
Si Pint = Psup alors
| o est une solution optimal de (Pg) stop.

Cette étape permet de déterminer toutes les solutions qui ont le méme vecteur
critére que 7' en résolvant (7}).
Etape (3) :
Résoudre le probléme (P)) suivant :

max{dz/x € D —U._ D}

ou Dy ={x €Z"/Cz* > Cx} .
si (P est irréalisable) alors
Topt €St une solution optimal de (Pg) stop.
sinon

| soit 2! une solution optemal de (F)

i dz't! < ¢ alors
Zopt €st une solution optimal de (Pg) stop.

)]

sinon
| poser [ =141 et aller & I’étape (1)
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Organigramme de la méthode

Initialisation :
Binr=-= ; Bayp=+= ; |=1
[ Résoudre (Pg)

v

Non (Px) Réalisable
Non

s Résoudre (T)
»x" solution optimal de (T))

: - Swop.
dx"> Binr Non

"

Non
Bine =Bsup — Résoudre (P)
Oui - Non
= (P) Réalisable
L4
wl=l+1
solution optimale de (P,
Oui Non

dx 'S Binr
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3.2.5 Exemple

Consédérons le probléme suivant [28] :

( mazimiser ¢(x) = —x; — 219
s.c
—2r1+25, <0 ;
1 <3 ;
To < 2
reFEff

avec

((max Z; = x1 — 229

max Zo = —x1 + 49
s.c
(MOILP) —2x1+ 29 <0
1 <3 ;
To < 2
| €2y

sz

L *r—

@ ®

o o— X4
3 =2 2 4

FIGURE 3.1: Présentation de ’ensemble de décision du MOILP

Les solutions réalisables du probléme MOILP représenté dans la figure(3.1) sont :
D = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2) } .
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Les solutions efficaces représentées dans la figure (3.2)et obtenues par la méthode du
cone positif sont :Eff = {(2,0);(3,0);(2,1);(3,1);(1,2);(2,2);(3,2)}
On effet, on remarque que les solutions (0,0) ;(1,0) ;(1,1) sont dominées par (2,1) ;(3,1) ;(3,2)
respectivement, voir figure(3.2)

® 3
@

~n@
Lﬁ(
—

=2

-

FIGURE 3.2: Les solutions efficaces du MOILP

Dans le tableau suivant on donne les valeurs des fonctions objectifs du probléme
MOILP et celle de la fonction principale (Pg) pour les différentes soltions efficaces trou-

vée.

ceEff [ 2060206012 ]22)] 32
Ziz)y |2 [3 o 1 |3 [2 [
Zy(x) |2 [-3 |2 1 7 16 |5
o(z) 2 |3 |4 [ [ |6 |7

TABLE 3.1: Tableau de valeurs

D’aprés le tableau, on remarque que la solution optimale est donc (2,0) avec une va-
leur objectif de -2.
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Déroulement de 1’algorithme

1°r¢ jtération :
Initialisation :
On pose : @i f = —00; Pgup = +00;1 = 1.
On résoud le probléme relaxé (Pg) suivant :

( maximiser ¢(z)
s.c
(P ) —21’1 + X9 < 0
R T S 3
T2 S 2
. =20
STx2
2 ®
L 1/

FIGURE 3.3: Résolution graphique de probléme relaxé

= —T1 — 2[[‘2

On obtient la solution z' = (0,0) comme solution optimal de Pg. Avec Z(x') = (0,0) son

image dans I’éspace de résultat.
Etape (1) :

Dans cette étape on va faire un test d’efficacité d” Ecker et kouada|19] par la résolution

de probléme suivant :
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[ max0 = ¢ + s

s.c
1 —2x — Y1 =0 ;
—x1 +4x9 — 2Py =0 ;

1
P(l‘ ) —21‘1 + T2 < 0 ;
Ty <3 )
T2 S 2
| x>0 ,xeZ Y, €R
Soit 7' = (3,1) la solution de ce probléeme , z! # z! alors ' = (0,0) n’est pas ef-
ficace et ' = (3,1) est une solution efficace générer par le test d’efficacité, donc on

pose :Pgyy = drt =0

Etape (2) :
7' € Eff, on résoudre le probléme (77) suivant pour déterminer tous le solutions alter-
natives a 7!

max ¢(xr) = —xp — 2x9
s.c
1 — 219 =1 ;

— 4y =1 X
(Tl) xr1 + 419 ,
—21’1 + X9 < 0 ;
r1 <3 ;
g < 2 ;

\xzo T €L

On obtient Z' = (3, 1), et donc 7! = Z'. C’est-a-dire qu’il n’y a pas une solution alterna-
tive & 7' qui améliore la valeur de la fonction objectif.
On a ¢ (') = =5 > ¢yy = —00 ,alors @iy = —b et T = ' = (3,1) .
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2
4
3
2 ® ° L]
1 . . ®
T (L S S B
|
-2
-3

FIGURE 3.4: Résolution graphique de T}

Etape (3) :
On résoud le probléme (P;) suivant pour détérminer 'améloration d’aux moins un critére.

[ mazimiser ¢(x) = —x; — 225
s.c
—2r1+ 22, <0 ;
1 <3 ;

(Pr) 9 < 2 ;
ry — 229 > 2y} — 3(1 —yp) ;
—1y + 4wy > 2yt — T(1 — yd) :
yity =1 ;
x>0, yle{0,1}, wyie{01} .

La résolution de P; donne la solution 2 = (2,0)" qui améliore le premier critére, on
14 résumé dans le thleau suivant :

x | (3,1) ] (2,0)
71 2
Zo | 1 -2

Onag(a?)=-2,x;=aetl=1+1=2.
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2éme jtération :
On teste Pefficacité de 2? Etape (1) :

((maz 0 =11+t

s.c
Ty — 2r9 — Py =2 )
—x1 +4xy — 1hy = —2 ;
—2x1 + 29 < ;
r1 <3 5
T < 2 )
x>0x e Zp € Ry € R

Par la résolution du probléme (P(z?)), on trouve que z? = (2,0)! est une solution
efficace donc on arréte I'lgorithme avec :
Lopt = z? et @(Iopf) = —2.

3.2.6 Méthode de Chaabane et Pirlot [9]

Chaabane et Pirlot 9] ont proposé un algorithme exacte pour maximiser une fonction
linéaire notée ¢ sur 'ensemble des solutions efficaces d’un probléme MOILP sans avoir a
énumérer explicitement tous les éléments de cet ensemble. Deux techniques sont utilisées :
la premiére consiste a réduire progressivement le domaine admissible en ajoutant plus de
contraintes en éliminant tous les points dominés par une solution courrante ; la deuxiéme,
lorsque la nouvelle solution obtenue en maximisant la fonction ¢ dans le domaine réduit
n’est pas efficace, une procédure d’exploration est appliqué sur les arétes incident a cette
solution afin de trouver une nouvelle alternative des solutions efficaces si elles existent.
L’algorithme produit non seulement une valeur optimale de la fonction linéaire mais aussi
un sous-ensemble de solutions non dominées dans la direction de ¢ et ¢a peut étre utile
dans la pratique.

3.2.7 Description de la méthode

La procedure commence par une solution initiale efficace 2° obtenue par la résolution
du probléme (P(x*)), avec x* est la solution optimale de probléme relaxé (Pg).

2% va étre utulisé pour la résolution de probléme (7;) suivant :

(T7) : maz{dx/cx = cx°,x € D}
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Ou C est le vecteur des critéres. 7! est la solution optimale de (7;), 7' est considéré comme
la premiére solution efficace.

On initialise T,y =T et Pop = dT.
A chaque itération I, on résoud les problémes (P;) définie par :

(B) : max{p(z) =dz/x € D\ U D}

Ou Dy ={zx € Z"/cx < cz®}, avec s € {1,...,1}.

=l

et ceci pour éliminer toutes les solutions altérnatives a x

Définition 3.2.1 Soit x* une solution optimale de (Pgr), solution réalisable & € D est
dit étre une solution altérnative a z* si ¢(x) = ¢(T) et x* # 7.

On définie le probléeme P} suivant :

mazimiser Zy(x) = Y 1=" \iZ;
s.c

Ae 0,127 N =1;

r € D"

tel que : DF = H*{z € D/dx > dx oy + 1} et

HE — Hk—lm{ Z 6 D/Zl(x) > (Zi(xopt) + 1)yzk _Mz<1 _yzk)v ZZ? }

Sty >1,yr €{0,1},i=1,p.

ol

M; est une borne inférieure de la "¢ fonction objectif dans S.

y¥ est une variable binaire associée a chaque critére et définie par :

x| 1, Sile critére Z; est strictement amélioré par rapport a Z;(zop) ;
Yi 0, Sinon.

La contrainte >, " y¥

> 1 signifie qu’au moins un des critéres est amélioré.
La contrainte supplémentaire dz > dx,, + 1 permet de se déplacer vers une autre

solution meilleure sur ¢ si elle existe.
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Formulation de 1’algorithme

Algorithme 4 : Algorithme de Chaabane et Pirlot
Initialisation :
Gopt < —00; 1«0 .
Etape 1 :
Résoudre (Pg).

si S = () alors
| Pg n’admet pas de solution

sinon
| Soit 2! une solution optimale de (Pg).

si 2! efficace test alors
Lopt < at; Gopt < o(x").
sinon
7! solution efficace (test d’efficacité).
Etape 2 : Résoudre le probléme (T}) et soit 2 sa solution optimale.
si ¢(2') > ¢, alors
| Topt = T Gopr = ()5 L= 141
Résoudre le probléme (B)) et soit z! sa solution optimale.

si ¢(T') < ¢op alors
| stop.

sinon si 2! efficace alors

Topt < T Gopt < P(2'), stop.
sinon

J={j € NiJo; — c; =0}

| N, ensemble d’indices des variable de base de x'.

si J; = () alors
Aller o Etape 2 :

sinon si z.,, eziste alors
:L‘opt — xexp ; gbopt <~ gb(xezp); Stop-
Tezp une solution explorer de b
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Diagramme de la méthode de Chaabane et Pirlot

Initialisation
E}pl’ — -ﬂlf .,=ﬂ

[_ Résm;ve (Pr) |

X' solution v

de {Pr) Oui {(Pr) "'U'_“-
q"— réalisable

.;[lﬂ X Non | X' solution efficace
—
efficace

_ «Résoudre (T)
*Xopr=X' X solution de
* Zopr = & (x) ﬂ
w[=]+1
srésoudre (P) |, Oui_ @ (X)> Bop: _MNon
=x' solution de

Oui Non X Oui
._ @ (x) < Bop T efficace _'.

l Hon
Ji= {jeNy @-C=0}
*Xopr =Xap | Qui - Non Oui
= -+ Xap eXISTE — N#¥ ——»

Hon |
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3.2.8 Exemple

On considére le probléme suivant :

max ¢(z) = —x1 — 329
s.c

re Eff

ol :

((max Z; = 211 — T

max Zo = —x1 + 229

s.c

(MOILP) r1+ a9 <10 ;
r1 <5 ;
29 <7 )

(. z€N

Les solutions réalisables du probleme MOILP sont représentées dans la figure (3.5).

st2
7 [ ° °

13 . . ° °
59 L] [ ] . [ ] L]
a0 . . ° . '
e ] . [ . '
20 . . . . '
Che . . . . °
. . . . 2
0 ol 2 3 a 5

FIGURE 3.5: Ensemble de décision du MOILP
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Les solutions efficaces représenteés dans la figure (3.6) sont obtenues par la méthode
du coéne positif et sont :

Eff ={(5,0);(5,1); (5,2); (5,3); (5,4); (5,5); (4,5); (4,6); (3,6); (3,7); (2,7); (1,7); (0, 7) }

4\)(2
T

-1

les points dominé
54 [ ]

les points non dominé
44
34

24

('121 r

FIGURE 3.6: Résolution graphique par la méthode des cone (Chaabane)

Dans ce tableau on a présenté les valeurs des fonctions objectifs du probléme (MOILP)
et du probléme principale (Pg).

Eff1 000727 37| 36) | (46) | (4.5)
Zv | 7| s3] 1] o] 2 |3
Zo | 14 | 1312 11| 9] 8 | 6
o | 21 | 22 | 23 | 24 | 21 | -22 | -19

Eff 15564 ]63)]62) |61 60| -
Zyv | 5 | 6 | 7 8 9 [ 1w0] -
Zo | 5 | 3 | 1 | 1| 3] 5| -
o |20 [ A7 [ 4 [ 1] 8 [ 5 [ -
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Déroulement de 1’algorithme

Initialisation :
Gopt = —00; 1=0; H® = D.
Résoudre le probléme relaxé suivant :

([ max ¢(z) = —x1 — 319
s.c
1+ 22 < 10 ;
r1 <5 )
29 <7 ;
reN

X2

x1

FIGURE 3.7: Résolution graphique du probléme relaxé (Chaabane)

On obtient 2° = (0,0) comme solution optimale de (Pg). —M; = =7 , =My = =5 .
En appliquant le test d’efficacité de Ecker et kouada [19] par la résolution de probléme
suivant :

max 6 = 1y + ¢y

201 — 29— Y1 =0 )
—T1 428 — P =0
(P(xo)) 1+ 29 < 10 ;
;1 <95 )
x9 <7 ;
( 71,22 € D;1, 92 €R
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19 . [ L] .

.
(%] ]

On trouve que z° n’est pas une solution efficace. 7° = (5, 5) est la solution efficace obtenu

par le test d’efficacité [19]
1°*Itération :
On cherche les solutions alternatives de Z° par la résolution du probléme T} suivant :

(

max ¢(x) = —x1 — 322
s.c
21’1 — T9 = 5 3
_ Qo — )
(To) T+ 2x9 5 7
T1+ 22 < 10 ;
r1 <5 )
rg <7 )
|z N
La solution 7° = (5, 5) est sa solution optimale avec ¢(z%) = —20. C’est-a-dire qu’il n’y a

pas de solutions alternatives pour z° qui améliore la fonction objectif.
A(TY) > Popt, donc z,, = (5,5) et By = —20.
=1



3.2 Méthodes de résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectif sur

I’ensemble efficace dans le cas discrét 44
Tx2
78
/!
1 L ] L] [ I
/
‘- -
59 L[] [ ] L ] *
-~/
-7 - !
44 . . _e * /
- /
i - !
EL - L] L] ]
- /!
" 7
24 [} . e e
7/
/
14 . . ‘. .
/
!/
1
1] 1 2 3 4 5

Pour chercher une amélioration d’un critée on résoud le probléme (P;) suivant :

([ max ¢(x) = —x; — 31,
s.c
1+ 29 <10 ;
r1 <5 )

(Pr) x9 <7 ;
21y —xy > 6y} —T(1—y1)
—1 + 25 > 6y — 5(1 — 1) ;
yi +ys > 1 ;
zeN,(yi,y3) € {0,1}°

X2

6 L . L J
!
7
5 . . . ® /
/
'

4 L ] [ ]

3 . .

2 L ] [ ]

1 . .

x1
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r' = (3,0) sa solution optimale avec Z(z') = (6,—3) et y = (0,1) (une amélioration
par rapport au premier critére .
Comme ¢(z') = —3 > ¢,y donc on teste l'efficacité de a! par la résolution du probléme
suivant :

( max 0(x) = 11 + s
s.c
2ry — 29— Y1 =6 ;
ey 42wy = -3
Ty + 22 < 10 ;
1 <5 ;
29 <7 ;
re N, Yy, e Rii=1,2

8Tx2
74
6 [ ] [ ] (]
!
/!
5 [] . [ [ /
7/
/P -7
-
4 [ ] L ] L ] L]
-/
-7 2
-
3 [} e _w o /
- /
-
- /
-
2 - . [ ] [ ]
- /
L
!
1 ] . e o
/
/!
4 x1
0 1 2 3 4 5 &

On obtient 6* # 0 et &' = (5,4) une solution optimale de (P(z'). Alors z! = (3,0) n’est
pas efficace .

A partir de tableau optimale de x' nous avons Z(#') = (6,3) et puis
Ji={jeN\¢—d; =0} =0
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2¢me Ttaration :
Résoudre le probléme T} suivant :
[ max () = —x1 — 39
s.c
2.’13'1 — Ty = 6 3
— 209 = 3 ;
(Tl) 1 + 2 ’
1+ 29 <10 3
1 <9 ;
x9 <7 )
| 7€ N
Tx2
3 [ ] [ ] [ ]
J
5 . [} . [ ] I-’
4 . . . . el
3 [ [} } P - Io /l
29 o - /o . ;‘/
N x1
7' = (5,4) est sa solution optimale avec ¢(T') = —17) > @y Alors z,, 4) et
@opt = —17.
=2
Résoudre le probléme (P,) suivant :
([ max ¢(x) = —1; — 31,
s.c
T+ 29 < 10
T S 5
(PQ) T S 7

2wy — 29 > Ty; — 7(1 — yi)
—x1 + 229 > 4y — 5(1 — y3)
yi+ys>1

re N (243) € {0.1)2
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4\)(2

22 = (4,0) une solution optimale pour P, avec Z(x?) = (8,—4) et Y = {1,0,1,0} ( une
autre amélioration par rapport au premier critére).
P(x?) = —4 > oy , On test efficacite[19] de 22 par la résolution du probléme suivant :

(

max 0 = 1y + 1y
s.c
201 —x9 — P =8
—T1 + 2w9 — 1Py = —4
1+ 22 < 10 ;
1 <5 ;
19 <7 )
\ T, 22 € D1, €R
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s Tx2

74

54

44

Y 3 [ [ [ L] 4
!

VA

-
28 . . . L I

PR
-7
-
19 . e & o /
- !
-7 /
- - i X1,

] 1 2 3 H 5 [

Soit 22 = (5,2) une solution efficace avec Z(2') = (8, —1) obtenu de test d’efficacite

de z2. Donc 2

3éme Ttaration :

Résolution de probléme (73)

n’est pas efficace.
A partir de tableau optimale de 22 Jo = {j € Ny \ ¢; — Z; = 0} = 0.

[ maxé(z) = —z, — 33,

s.c
T1+ 22 < 10 ;
x1 <95 )
o <7 )
201 — X9 =8 ;
—x1 4+ 229 = —1 ;

rz e N

La solution 7% = (5,2) est optimale de (T3) avec ¢(2?) = —11) > ¢y .Donc 2, = (5,2)

et @(}pt = —11.
=3
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- ., x1
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Résoudre le probléme (P;) suivant :

[ max ¢(z) = —1; — 31,
s.c
Ty + 22 < 10 ;
r1 <5 )
(F3) Ty <7 ;

2wy — x> 9y} — T(1—97)
—x1 + 229 > —5(1 — 33) :
yi4ys >1

z €N, (v, y3) € {0,1}°

s X2
74
6 . . °
5 . . . ] |
4 . . . .
3 . . . .

'

/
2 . . . . /
F;
/
1 . . . .
x1

0 1 2 3 4 5 6

La solution optimale de ce probléme est 23 = (5,0) avec Z(2%) = (10, —5) et
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Y ={1,0,1,0,1,0} (une autre amélioration par rapport au premier critére )
P(23) = =5 > Popr -On test Pefficacité de 2® par la résolution du probléme suivant :

( max 0 = 11 + 1y

s.c
211 — x9 — P = 10 ;
—T1 + 210 — Py = =5
1+ 22 < 10 ;
1 <95 ;
Te <7 )

[ %1, %2 € D;y1, € R

73 = (5,0) = 2® est une solution efficace. Donc I'algorithme est terminé avec : 7, = (5,2)

et Q>(7])t =—9.

3.2.9 La Méthode Chergui et Ouail [12]

Chergui et Ouail ont proposé un algorithme exact pour résoudre le probléme (Pg),
I'lgorithme fournie une solution optimale de (Pg) sans avoir a énumérer ensemble de
toutes les solutions efficaces du probléme multi-objectif (M OILP). La méthode est basé
sur le principe de séparation et évaluation "Branch & Bound" et I'utilisation d’une coupe
efficace a chaque itération de l'algorithme en mesure de supprimer des solutions entiéres
qui ne sont pas efficaces pour le probléme multi-objectif (MOILP).

L’approche adoptée pour ce travail pour générer la solution optimale du probléme
centrale (P) est basée sur la résolution du probléme unicritére linéaire (F)) a chaque
étape [ (I > 0) de l'algorithme. Ce probléme (F)) est formulé par :

max ¢(x) = d'x
(P){ s.c
T €S

Sp = S et sans contrainte d’intégrité des variables.

La direction de croissance de chaque critére Z;, i = 1, p du probléme (MOILP) est
déterminée a 'aide de leur gradient ¢; et celle du critére principal ¢ du probléme (Pg)
est déterminé par d. La méthode utilise ces informations pour construire une coupe en

mesure de supprimer des solutions entiéres qui ne sont pas efficaces pour le probléme
multi-objectif (M OILP).

Définition 3.2.2 Coupe efficace
Une coupe est dite efficace pour le probléeme (MOILP) si son adjonction au domaine S
n’élimine pas les solutions réalisables entiéres et efficaces de S.
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Avant de déterminer I'expression mathématique de cette coupe efficace, il faut d’abord
définir les ensembles suivants en zj :

By ,(N,;) est défini comme I’ensemble des indices des variables de base (hors base) respec-
tivement de z;

H=H'UH? (3.1)
H ={jeq/die{l, . p}c >0 et >0} (3.2)
Hl ={je /e, =0,Vi=T1p et ¢; >0} (3.3)

Ou 7;- est le gradient de vecteur d.

Sii1 = {x €S/ x> 0} (3.4)

JEH,

La coupe efficace )., x; > 1 élimine les solutions entiéres non efficaces.

Description de la méthode

On pose ¢, = —oo. La méthode consiste & résoudre le programme (B) [3.2.9] a
chaque étape de Ialgorithme. Chaque programme (P,) [3.2.9] correspond au noeud [ dans
une arborescence structurée.

Un neeud [ de arborescence est sondé si le programme correspondant (F)) [3.2.9] n’est
pas réalisable ou que I'ensemble H; est vide (c’est a dire qu’aucun critére ne peut étre
ameélioré et donc il n’aura plus de solutions efficaces).

Si la solution optimale z; du programme (F;) n’est pas entiére, soit x; une composante
de 27 telle que x; = a; ou «; est un nombre fractionnaire. Le nceud [ de I’arborescence
est alors séparé en deux noeuds qui lui sont imposées par les contraintes additionnelles
r; < |oy] et z; > |aj|+1 ol |«;] indique la partie entiére du nombre réel ;. Dans chaque
nceud, le programme linéaire obtenu doit étre résolu jusqu’a obtention d’une solution
entiére si elle existe.

En présence d’une solution entiére, la solution est testée pour son efficacité; si elle
est efficace, ¢, est mis & jour est le nceud correspondant est sondé, sinon la coupe
> jeH, Tj > 1 est rajoutée au programme et le nouveau programme est résolue.

La méthode se termine quand tous les nceuds crées sont sondés. La solution entiére
optimale du probléme (P) est alors x,, qui correspond & @op:.

Formulation de 1’algorithme
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Algorithme 5 : Algorithme de Chergui et Ouail
Etape (1) : (Initialisation)
[=1, Qopt = —00
Etape (2) :
Tant qu’il existe un nceud non encore sondé, choisir le nceud non sondé le plus

récemment créé et résoudre le programme linéaire correspondant (P1) en utilisant
la méthode dual du simplexe.
(On utilise la méthode du simplexe pour résoudre le probléme initial (P1), pour 1 =
0)
si (Pl) n’est pas réalisable alors
le nceud correspondant est sondé ;
sinon
soit z] sa solution optimale obtenue ;
Si ¢opt > ¢(z;) alors
le noeud est sondé. Aller & I’étape (2);
sinon si z] est enliére alors
aller a I’étape (2a) ;
sinon
| aller a I’étape (2b).

Etape (2a)

Tester 'efficacité de zj .

si 2] est efficace alors

mettre & jour ¢o = @(27) et xop = x5 le noeud 1 est sondé.

Aller a I’étape (2);

sinon

Déterminer les ensembles Ny, H}' |, H? et H;, construire la coupe efficace ;

si H; = () alors
le noeud 1 est sondé puisque il n’y aura plus d’autre solutions efficaces.

Aller a I’étape (2) ;
sinon
Ajouter la coupe efficace :

Sl—i—l :{$€Sl/2$j > 1}

JEH,

et aller 4 I’étape (2);

Eq:ape (2b) :
Appliquer le processus de branchement "Branch & Bound" et séparer le nceud
actuel | en deux nouveaux neeuds ly,l; > 1+ 1 et Iy, > [+ 1. Aller a I’étape (2).
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Organigramme de la méthode

Initialisation
=0 ; gqpf i

+
" esChoisirun noceud non encore
sondé noté .

sRésoudre (P).
!
(P)) réalisable Oui

Non

Bopt 2 B(x") Non
170‘" x"entier Non
x" efficace. Non X; une composante
non entiére de la
solution x"

sAjouterlacoup
efficace :

=0 € Si/T e, %21}

3.2.10 Exemple

Pour illustrer 1'utilisation de ’algorithme, on considére le probléme suivant :

max Z, = 3x1 — 4,2

max Zo = 2x1 — 8x9

s.c

(MOILP) 6x1 422 <5 ;
—2r1 + 129 <8 ;
HD) )

(| £ E€Z
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3e

2e

1e

FI1GURE 3.8: Résolution graphique du MOILP

Les solution réalisable du MOILP représenter dans la figure (3.8) sont :
D = {(0,0); (0,1); (0,2); (0,3)}.

4]“2

3e
20
1e
by
n@ . : >
o, 1 2 3 4
|III \-‘\
\C2\C
| 3

FIGURE 3.9: Solution efficace du MOILP
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Les solutions efficaces du probléme M OILP obtenues par la méthode de cone représentés
dans la figure (3.9) sont :

Eff = {(0,0); (0,1);(0,2); (0,3)}

Soit le probléme relaxé Pg suivant :

( max¢ = —3331 + 5.%2

s.c

6x1 + 22 <5 ;
—2r1+ 129 <8 ;
T2 5
reD

FI1IGURE 3.10: Résolution graphique du probléme relaxé

Déroulement de 1’algorithme

Initialisation :
¢Opt:_oo7l:1'
La résolution de probléme relexé (Pg) nous donne le tableau suivant :

T1 I Ty b
) 0 % %
T3 6 % %
wl2]
d|-3|3F
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La solution trouvée est xj = (0, %) n’est pas entiére, on applique alors le processus de
Branch & Bound. Deux nceuds sont crées :
Ny:xy <3
No:x9g >4
La contrainte x5 > 4 est rajoutée au Tableau 1 et on obtient le Tableau 2.

T5 | xy |21 | b
T | O | 1 |3
x3 | 6 | -1 ]2
r4 | -2 1-1|0
z5| 0] 2 |1
d|-3]-5
al 2|4
c | 3|8

La solution trouvé 25 = (0, 3) est entiére et efficace , ¢(x3) = 15.Donc le neeud est sondé.
La contrainte x5 < 3 est rajoutée au Tableau 1 et on obtient le Tableau 3.

T3 | z3 | 7 | b
" %1 g6 137
Yo7 77 |1
=17 T
{1 ?2 I 4
d| -2 %

3 17

On obtient la solution x5 = ( ) qui n’est pas entiére. Alors en appliquant le processus

7T
de Branch & Bound, deux noeds sont crées.
Nl L Z 1.
N2 L S 0.

La contrainte x7 > 1 est rajouté au Tableau 3. Le tableau 4 est obtenu :



3.2 Méthodes de résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectif sur

I’ensemble efficace dans le cas discrét 57
Ty | 7 | 2z | b
ro | 1| 1 |2
re | -1 ] -11]1
z4 | -1 ] 1 |6
5| -2 1-21]3
rzy | 0] 110
x3 | -1 1]-713
d|-5]-2
a |41
2| 816

La solution trouvée est entiére z; = (0,2) et efficace et ¢(z}) = 10 . Alors ¢y = 10
et Tope = (0,2)
La contrainte z; < 0 est rajoutée au Tableau 3. On obtient une solution z%(0,3) entiére
et efficace et ¢p(zf) = 15, @(2k) > Gopt. Alors ¢op = 15 et zop = (0,3) .
Tous les neeuds sont sondé donc xyp = (0,3), Popr = 15 .
Pour résumer cet exemple, nous présentons une arborescence qui représente les états des
neeuds pendant le processus figure(3.11).

0.3 (0.2
efficace efficace

FIGURE 3.11: Arborécence des nceuds relatif & I'exemple
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Exemple de Jorge

On résoud l'exemple de Jorge [28] avec notre méthode :

((max Z; = 11 — 229 ;
max Zs = —x1 + 49
s.c

(MOILP) —2x1 + 29 <0

r1 <3

T < 2

([ max ¢(z) = —x; — 229
s.c

—2[1)1 + X2 S 0

T <3

To < 2

x>0

\

La résolution du probléme relaxé nous obtenons le tableau suivant :

T1 ) XT3 b
1 1
Ty 5 3 3
1 1
T —5 ) 0
Ty 1 0 2
J 5 1
d 2 2
- 1 3
G ] 3 | 73
—_— 1 7
©2 ] 73| 3

La solution optimale trouvé est z7 = (0,0) qu’elle est entiére mais n’est pas efficace.
La contrainte x5 + 3 > 1 est rajoutée au Tableau 1. Le Tableau 2 est obtenu :

To |29 | 26 | b
T4 0 % g
3 3|3
5 0|2
T3 -1]1
d|-2|3
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On obtient la solution xj = (%, 0) qui n’est pas entiére, alors appliquant le processus de
Branch & Bound. Deux nceuds sont crées.

Ny =z, >0.

No=1x2; <0.

La contrainte x; > 1 est rajouté au Tableau 2. On obtient le tableau 3.

T3 | 9 | 27 | b
xe | 0] 1 |2
r1 | 0 ]-11]1
zs | 1 | 0 |2
r3 | 1 | -21]2
xg | 0 | -2 |1
d|-2]1
|1 -2
G| -1 4

On obtient la solution z3 = (1,0) qui est entiére et n’est pas efficace, alors on ajoute la
contrainte zo + z7 > 1. Le tableau 4 est obtenu :

Ty | 29 | 2 | b

g | -1 1|1

x| 1 |-1]2

x5 | 1| 0|2

T3 3 -2 14

Te | 2 | -2 |3

x| 1| -1 1

d|-1]-1
On obtient la solution z} = (2,0) qui est entiére et efficace et ¢(xf) = —2. Alors x,, =
(2,0), ¢opt = —2. Le noeud est sondé. Il reste encore un noed non sondé, ajoutant la

contrainte x; < 0 au Tableau 2 on obtient la solutiton zf = (2,0) qui est entiére et
efficace, alors ¢(zf = —2), le noeud est sondé.

Tous les noeuds de 'arborecence sont sondés.

Pour résumer cet exemple, nous présentons une arborescence qui représente les états des
noeuds pendant le processus figure(3.12).
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FIGURE 3.12: Arborécence des noeuds relatif & 'exemple de Jorge

3.3 Conclusion

Ce chapitre traite un probléme d’optimisation d’une fonction donné sur I’ensemble des
solutions efficaces d’un probléme multi-objectif, noté (Pg). le probléme (Pg) est en prin-
cipe trés difficile a résoudre, ceci est dii principalement a la non-convexité de son ensemble
réalisable E(P) et le probléme appartient alors a la classe des problémes d’optimisation
globale (programmation non convexe).

Nous avons présenté trois méthodes de résolution du probléme (Pg) dans le cas de va-
riables entiéres, a savoir la méthode de Jorge [28|, la méthode Chaabane et Pirlot|9] et la
méthode de Chergui et Ouail [12].

Dans le chapitre suivant, une étude expirémentale ser faite pour les deux méthodes Jorge
[28] et la méthode de Chergui et Ouail [12].



Implémentation et résultats

4.1 Introduction

L’évolution des outils informatiques a profondément influencé les méthodes de travail
des ingénieurs et des chercheurs. Le traitement numérique des données, leur visualisation,
ainsi que les techniques de modélisation et de simulation se sont notamment générali-
sés. Dans ce domaine, un logiciel commercial est devenu, ces derniéres années, presque
incontournable : il s’agit de Matlab de la société The Mathworks. Ce dernier met a la
disposition de l'utilisateur un environnement performant pour mener & bien les calculs
numériques.

Nous implémentons deux méthodes étudiée précédement, la méthode de Jorge [28]
et la méthode de Chergui et Ouail [12], sur le logiciel de programmation mathématique
Matlab afin de pouvoir comparer I'efficacité de ces deux méthodes. Pour ce, une génération
aléatoire des deux méthodes sur différentes instances a été réalisée.

4.2 Le logiciel Matlab

MATLAB (matrix laboratory) est un langage de programmation et un environnement
de développement ; il est utilisé & des fins de calcul numérique. Développé par la société
The MathWorks, MATLAB permet de manipuler des matrices, d’afficher des courbes et
des données, de mettre en ceuvre des algorithmes, de créer des interfaces utilisateurs, et
peut s’interfacer avec d’autres langages comme le C, C-++ et Java.
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Les utilisateurs, de MATLAB sont de milieux trés diférents comme l'ingénierie, les sciences,

et I’économie dans un contexte aussi bien industriel que pour la recherche.

4.2.1 Utilité du Matlab

v

v

4.3

Matlab est disponible sur tous les systémes d’exploitation standards (Windows,
Unix/Linux, MacOSX...).

Matlab a été originellement créé pour Palgebre linéaire (matlab signifie "

matrix
laboratory "). Ainsi, I'objet de base est la matrice, et de nombreuses opérations
matricielles sont déja implémentées et optimisées.

Un programme Matlab ne différe pas fondamentalement d’un programme dans un
langage classique. La seule différence importante tient dans le fait que la majorité
des opérations par défaut dans Matlab étant vectorisées, il est généralement préfé-
rable d’exploiter cette caractéristique, par exemple en évitant des boucles dans les
programines.

Matlab offre de nombreux moyens de communication entre un programme et 'uti-
lisateur, par exemple : On peut afficher un message, une valeur & I’écran avec
I'instruction disp : disp(’Ceci est un test’).

les instructions tic et toc permettent d’avoir une estimation du temps de calcul
écoulé entre le tic et le toc).

Matlab contient une option "help" qui aide 'utilisateur a obtenir ’aide sur Matlab
par la syntaxe "help suivi par le nom de la fonction que vous recherchez."

Choix du langage

Les deux méthodes ont été développées en utilisant le logiciel MATLAB 2015, qui est

un environnement puissant, complet et facile a utiliser, il est destinée au calcul scienti-

fique. Il apporte aux ingénieurs, chercheurs et & tout, scientifique un systéme interactif

intégrant le calcul numérique.

Le choix s’est porté sur 'emploi de ce langage, car il répond aux critére suivants :

" La maniabilité du language : constitué d’un ensemble de possibilités faisant en sorte

que le programmeur travaille avec aisance.

2« Le bagage du language : il contient une interface graphique et des fonctions prédéfi-

nies telles que intlinprog qui permet de résoudre un probléme de programmation
linéaire en nombres entiers.
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4.3.1 Programation avec Matlab

Pour d’ecrir les fnctions sur Matlab, il existe deux méthodes :

v Soit directement dans la fenétre de commande.

v' Soit en utilisant I’éditeur de développement de Matlab, en sauvegardant les pro-

" "

grammes dans des fichiers texte avec I'extension ".m".

Les programmes sauvegardés dans les fichiers Matlab («.m) sont alors directement utili-
sables comme des fonctions Matlab a partir de la fenétre de commande. En fait appel a ces
fonctions dans plusieurs d’autre fonctions différentes Pour cela, le fichier doit se trouver
dans le méme répertoire Matlab, qui est en pratique le dossier Work.

Création d’une fonction Matlab

La création d’une fonction dans Matlab se fait par la syntaxe suivante :

function[sy, s, ..] = nonfonction(eq, es..)

Les variables s1; so;.., sont les arguments de sortie (S) de la fonction et les variables e ;
ey; .., sont les arguments d’entrée (E).

4.4 Reésultats et discution

Nous avons mis en ceuvre I’algorithme proposé par Chergui et Ouail [12] ainsi que celui
proposé par Jorge [28] afin de pouvoir faire une comparaison entre ces deux méthodes.
Les deux algorithmes ont été mis en oeuvre sous le language de programmation Matlab
R2015b, qui est un language de programmation interactive, simple, efficace et optimisé
pour le traitement des matrices. L’application a été déployée sur une machine équipé d’un
processus Intel(R)Core(TM) i3,3217U CPU,1.80GHZ et 4Go de mémoire.

Nous avons testé les algorithmes sur des instances générées aléatoirement suivant une loi
uniforme & ’aide de la fonction prédéfinie en Matlab Randi([vmin, Umaz], 7, m) qui renvoie
une n X m matrice a coefficient entiers indépendamment uniformément distribuées dans
I'intervalle [Upnin, Umaz]-

[Unmins Umaz] €st fixé & [—20, 20] pour la matrice A et pour les coefficients des critéres du
probléme (MOILP).

Pour chaque contrainte j, la valeur du second membre b; est fixée & la partie entiére de
la somme des coefficients de cette contrainte divisé par 3.

Pour chaque instance (n,m,p) une séquence de 10 problémes a été résolues par les deux
algorithmes proposées, les résultats de 'experience sont présentés dans le tableau suivant
ol :
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— n : représente le nombre de variables du probléme initiale.

— m : représente le nombre de contraintes.

— p : représente le nombre de critéres du probléme multi-objectif MOILP.

— 'Moyenne’ : représente le temps moyen de calcul en secondes pour une instance
donnée.

— ’Maximum’ : rerésente le temps de calcul maximal en secondes pour une instance

donnée.

Ouail et Chergui Jorge
n|mjp Movenne | Maximum | Movenne | Maximum
301213 0.032277 0.047834 | 0.06956464 0.10816
3015 | 4 003765082 | 0.10392 | 0.10350564 0.14602
5| 5 | 4 | 0.05852782 | (0.18471 (.13693364 0. 16687
5 & 4 0.0677403 0.11327 (.15857 (0.22504
51 8 | 10 | 0.05186G991 | 0.072963 | (0.28229273 0.30771
1211 | 16 | 0.25163518 0.5036 1.1939 1.4842
1217 ] 16 0.59685 4.6842 1.686G32727 2.3983
18 | 22120 | 0.68909182 1.5023 3.96340909 5.1167
251 22 1 30 | 1.75605455 3.8274 11.0927727 14.7381
15| 40 | 56 | 0.79010909 1.2805 10.5880909 17.3619

TABLE 4.1: Résultats de 'expérience numeérigue

D’aprés les résultats du tableau, on remarque que :

— La méthode Chergui et Ouail [12] est plus rapide que celle de Jorge [28].

— Le temps de calcul des deux méthodes augmente rapidement avec la taille des
donnés, en particulier avec 'augmentation du nombre de variables, en revanche
Peffet d’augmenter le nombre de contraintes pour un nombre fixe de variables est
moins perceptible.

— Le nombre de critéres ne fait pas augmenté le temps de calcul de facon significatif.

— La complexité algorithmique de la méthode dépend fortement du nombre de va-
riables n et de contraintes m utilisées.

4.5 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons essayer de présenter une comparaison entre deux
méthodes existante dans la littérature résolvant le probléme d’optimisation d’une fonction
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linéaire sur I’ensemble efficient d’un probléme multi-objectif linéaire discrét, les méthodes
prises en considération étaient celles de Jorge [28] et de Chergui et Ouail [12]| présentées
dans le chapitre précédent. Les résultats obtenus ont montré que la méthode de Chergui
et Ouail [12] est meilleure, par rapport au temps d’exécution que celle de Jorge [28].



Conclusion Général

Les problémes d’optimisation multi-objectif sont de plus en plus étudiés car ils ont un
grand intérét dans 'industrie, o plusieurs objectifs concurrents doivent étre satisfaits. Ils
sont la plupart du temps NP-difficiles méme si leur version mono-objectif ne 1’est pas.
Contrairement aux problémes d’optimisation mono-objectif, il existe généralement plu-
sieurs solutions Pareto optimales ou efficaces en optimisation multi-objectif, ¢’est-a-dire
des solutions qu’on ne peut améliorer sur un objectif sans les détériorer sur un autre.
Comme il n’existe aucune solution meilleure en tout point qu’'une autre, un compromis
différent selon les personnes doit étre choisi.

Le choix est donc subjectif, et il est indispensable de proposer ’ensemble des choix pos-
sibles afin de ne pas exclure une possibilité. L’optimisation multi-objectif est donc avant
tout un outil d’aide a la décision, et c¢’est une personne qui prendra la décision finale.

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés aux problémes de programmation
multi-objectif en nombres entiers. L’intérét de tels problémes résulte du fait que dans
de nombreuses situations réelles modélisables par la programmation mathématique, les
variables de décision ne peuvent prendre que des valeurs entiéres.

Le décideur doit réaliser une analyse de I’ensemble des solutions efficients du probléme
pour sélectionner les solutions efficients préférées, et cela s’avére impossible lorsque cet
ensemble est large. Dans le cas ou les préférences du décideur sont modélisées, explicite-
ment, par une fonction, alors le probléme du choix des solutions efficient peut étre énoncé
sous forme d’'un probléme d’optimisation de cette fonction sur I'ensemble des solutions
efficients. Ce type de problémes est trés difficile & résoudre vu que son ensemble d’admis-
sibilité n’est pas convexe.

Nous avons présenté une méthode qui permet de résoudre ce type de probléme et ceci
a été possible grace au principe Branch & Bound renforcé par une coupe efficace et un
test permettant ainsi de réduire 'espace de recherche.

L’étude expérimentale a montré que notre méthode donne des résultats satisfaisante.
Une comparaison avec une méthode existante dans la littérature, qui est la méthode de
Jorge |28 a été faite et les résultats montrent que la méthode que nous proposons est
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meilleure que celle proposée par Jorge en considérant les mémes conditions de program-
mation.
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Abstract : Optimizing a linear function over the efficient set of a multiobjective integer
linear programming (MOILP) problem is a topic of unquestionable practical as well as
mathematical interest within the field of multiple criteria decision making. As known,
those problems are particularly difficult to deal with due to the discrete nature of the
efficient set, which is not explicitly known, nor a suitable implicit description is available.
In this memory an exact algorithms are presented to optimize a linear function over the
efficient set of a MOILP.

Résum : L’optimisation d’une fonction linéaire sur ’ensemble efficace d’un probléme
multi-objectif linéaire sur un entier (MOILP) est un sujet d’intérét pratique et mathéma-
tique incontestable dans le domaine de la prise de décision a critéres multiples. Comme
on le sait, ces problémes sont particuliérement difficiles & traiter en raison de la nature
discréte de ’ensemble efficace, qui n’est pas explicitement connue, ni d’'un systéme im-
plicite approprié.Dans ce mémoire nous présentons, des algorithmes exact pour optimiser
une fonction linéaire par rapport a I’ensemble efficace d’'un MOILP.




