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Mme LAOUBI Karima Université de Boumerdes Examinateur
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Résumé

La théorie de la mesure de non compacité est une méthode très importante dans la

recherche des solutions des équations di�érentielles et intégrales. Dans ce mémoire on

s'intéresse à l'application de cette méthode dans l'étude de l'existence des solutions

d'une équation intégrable non linéaire de type Volterra.

Ce travail est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à des notions et des dé�nitions préliminaires

concernant la mesure de non compacité dans les espaces métriques.

Dans le deuxième chapitre, on donne quelques exemples de mesure de non com-

pacité.

Et �nalement on applique la théorie de la mesure de non compacité pour prouver

l'existence d'une solution d'une équation intégrable non linéaire de type Volterra.
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Introduction générale

La résolution des équations di�érentielles et intégrales est une étape très impor-

tante dans toutes les sciences : physique, Chimie, mécanique, électronique, etc.

Nous avons vu dans la matière de la théorie du point �xe plusieurs théorèmes

qui ont pour rôle de con�rmer l'existence d'une ou plusieurs solutions sous certaines

conditions sur le problème étudié. D'un autre côté, dans la matière : Equations inté-

grales, on a vu que face aux di�cultés rencontrées l'ors de la recherche des solutions,

on fait recours aux méthodes numériques approximatives.

Dans ce travail, j'ai essayé de combiner les deux matières : Théorie du point �xe

et Equations intégrales en essayant d'appliquer le théorème de point �xe de Darbo

qui utilise la mesure de non compacité aux équations intégrales et spécialement sur

une équation de type Volterra.

La théorie de la mesure de non compacité est développée dans plusieurs livres.

Pour mon travail, j'ai utilisé la thèse de mon encadreur Mme SEBA Djamila, soutenue

publiquement à l'université de Sidi Bel-Abbes en 2011 sous la direction du Professeur

Moufak Benchohra. Ce dernier a initié l'application de la mesure de non compacité à

l'étude de l'existence des solutions des équations d'ordre fractionnaire. Pour plus de

détail, je dirige le lecteur vers cette thèse qui est disponible dans la Bibliothèque de

l'université de Sidi Bel-Abbès ainsi que dans la bibliothèque numérique de l'université
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de Boumerdes.

Le but de ce projet est de donner un aperçu sur la notion de mesure de non

compacité des ensembles bornés et quelques unes de ses applications aux équations

intégrales de type volterra.

Ce travail est subdivisé en trois chapitres :

1. Le premier chapitre est consacré à des notions et des dé�nitions préliminaires

concernant la mesure de non compacité dans les espaces métriques.

2. Dans le deuxième chapitre, on donne quelques exemples de mesure de non

compacité de Kuratowski, de Hausdor� et d'Istratescu, et les relations entre

ces mesures. Nous présentons également leurs propriétés et nous donnons aussi

quelques théorèmes associées à la mesure de non compacité.

3. Le troisième chapitre présente ma contribution : l'étude de l'existence de solu-

tions d'une équation intégrale dans l'espace de Banach des fonctions continues

sur I de la forme :

x(t) = a(t) + (Tx)(t)

∫ t

0

v(t, τ, x(τ))dτ, t ∈ I,

où v est une fonction continue, T un opérateur continu et a une fonction crois-

sante et positive.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques dé�nitions qui sont utiles tout le long de

ce mémoire.

Toutes les notions de ce chapitre et ceux qui suivent, ont été collectées de [1] et

[2] et de quelques sites internet.

1.1 Topologie Générale

Dé�nition 1.1.1. (Espace métrique) : Une distance sur un ensemble E est une

application

d : E × E −→ R+

(x, y) 7−→ d(x, y)

véri�ant les trois axiomes suivantes :

d1-) Propriété de séparation : d(x, y) = 0 si x = y.

d2-) Symétrie : d(x, y) = d(y, x), pour tous x, y ∈ E.

d3-) Inégalité triangulaire : Pour tous x, y, z ∈ E, on a :

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Un ensemble E muni d'une distance est appelé "espace métrique" qu'on note (E, d).

3
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Dé�nition 1.1.2. (Espace vectoriel normé) : Soit E un espace vectoriel sur le

corps K = R ou C, on appelle norme sur l'espace E toute application notée ||.|| défnie

sur E à valeurs dans R+, véri�ant pour tout x,y dans E et α dans K :

(i) ||x|| = 0 si seulement si x = 0.

(ii) ||αx|| = |α|||x||.

(iii) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| .
Tout espace vectoriel muni d'une norme est appelé espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.1.3. (Espace topologique) : Soit P(X) l'ensemble de tout les sous

ensemble de X τ ⊂ P(X), on dit que τ dé�nit une topologie sur X si elle véri�e les

conditions suivantes :

i) X, ∅ ∈ τ .

ii) τ est stable par intersection �nie, i.e. Toute intersection �nie d'éléments de τ

est un élément de τ

(O1, O2 ∈ τ ⇒ O1 ∩O2 ∈ τ).

iii) τ est stable par réunion quelconque, i.e. Toute réunion quelconque (�nie ou

in�nie) d'éléments de τ est un élément de τ

({Oi}i∈I ∈ τ ⇒
⋃
i∈I

Oi ∈ τ).

• X muni de la topologie τ est un espace topologique, noté généralement (X, τ).

• les éléments O ∈ τ sont des ouverts de X.

Exemple 1.1.1. Tout espace métrique est un espace topologique.

Dé�nition 1.1.4. (Boule ouverte, fermée) :

Soit (E, d) un espace métrique, pour tout x0 ∈ E et tout r > 0,

1. On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r, l'ensemble :

B(x0, r) = {x ∈ E; d(x, x0) < r} .
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2. on appelle boule fermée de centre x0 et de rayon r, l'ensemble :

B(x0, r) = {x ∈ E; d(x, x0) ≤ r} .

Dé�nition 1.1.5. (Partie ouverte, fermée) :

1. Une partie O de E est un ouvert de E, si pour tout x ∈ E il existe r > 0, tel

que B(x, r) ⊂ O.

2. Une partie F de E est un fermé de E, si et seulement si son complémentaire

CF
E dans E est ouvert.

Remarque 1.1.1. Dans un espace topologique (X, τ), les ensembles X et ∅ sont des
ouverts et fermés à la fois.

Dé�nition 1.1.6. (Voisinage) : Soit (X, τ) un espace topologique, et soit x ∈ X.

On appelle voisinage de x dans X, toute partie de X contenant un ouvert qui contient

x. On note V(x) l'ensemble des voisinages de x :

V(x) = {V ∈ P(X); ∃O ∈ τ ;x ∈ O ⊂ V }

Dé�nition 1.1.7. (Intérieur) : Soit (X, τ) un espace topologique, et A une partie

de X. On appelle intérieur de A, et on note
◦
A, la réunion de tous les ouverts contenus

dans A. Autrement dit, c'est le plus grand ouvert contenu dans A.

Les points de
◦
A sont dits points intérieurs à A, qui sont caractérisés par :

x ∈
◦
A⇐⇒ A ∈ V(x), ∃O ∈ τ , x ∈ O ⊆ A.

Dé�nition 1.1.8. (Adhérence) : On appelle adhérence de A, notée souvent A,

l'intersection de tous les fermés contenant A. C'est le plus petit fermé qui contient A.

Les points de A sont dits points adhérents à A, ils sont caractérisés par :

x ∈ A⇐⇒ ∀V ∈ V (x);V ∩ A = ∅

Dé�nition 1.1.9. (Frontière) : On appelle frontière d'une partie A de X l'en-

semble :

Fr(A) = Ā ∩ Āc

.
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Dé�nition 1.1.10. (Les recouvrements) : Un recouvrement de X, est une famille

(Ai)i∈I d'ensembles dont l'union véri�er :⋃
i∈I

Ai = X

Autrement dit : tout éléments de X appartient au moins à l'un des Ai.

Remarque 1.1.2. Si tous les ensembles Ai sont des ouverts (réspectivement fermés),

on dit que le recouvrement (Ai)i∈I est ouvert (réspectivement fermé).

Exemple 1.1.2. Soit X =]0, 1[, on prend l'intervelle ] 1
n+1

, 1
n
[, on remarque que :

⋃
n∈N∗

]
1

n+ 1
,

1

n
[ = X

Donc la famille des parties ] 1
n+1

, 1
n
[ forment un recouvrement de X.

Dé�nition 1.1.11. (Recouvrement localement �ni) :

Soit A une partie d'un espace topologique X, et soit (Ai) un recouvrement de

A. On dit que le recouvrement est localement �ni si pour tous x de A, il existe un

voisinage de x qui ne rencontre qu'un nombre �ni d'ensembles Ai.

Dé�nition 1.1.12. (Ra�nement) :

Un ra�nement V de U est un recouvrement dont chaque élément de V est inclus

dans un élément de U , autrement dit :

V est un ra�nement de U si ∀V ∈ V ; ∀U ∈ U : V ⊂ U

On dit aussi que V ra�ne U et on note V < U .

Dé�nition 1.1.13. (Espace Séparé) : Un espace de Hausdor�, dit aussi espace

séparé, ou (la condition de séparation T2), est un espace topologique dans lequel

deux points distincts quelconques admettent toujours des voisinages disjoints. Cette

condition est appelée axiome T2 des axiomes de séparation. c'est-à-dire :

∀(x, y) ∈ X, x ∈ U, y ∈ V et U ∩ V = ∅.
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Propriété 1.1.3. (Borel-Lebesgue) :

De tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous recouvrement �ni.

C'est à dire :

(Ai)i∈I de X avec X = ∪i∈IAi, il existe un ensemble �ni J ⊂ I tel que : X =

∪j∈IAj
Dé�nition 1.1.14. (Compacité des espaces topologiques) : On dit q'un espace

topologique (X, τ) est compact si :

(i) X est séparé,

(ii) X véri�e la propriété de Borel-Lebesgue.

Exemple 1.1.4. Tout ensemble �ni avec n'importe quelle topologie est compact.

Théorème 1.1.5. (Bolzano-weistrass) :

De toute suite d'éléments de A, on peut extraire une sous-suite convergente dans

A.

Dé�nition 1.1.15. (Compacité des espaces métriques) : Un espace métrique

(E, d) est compact s'il véri�e la propriété de Bolzano-weistrass.

Exemple 1.1.6. Tout intervalle [a, b] fermé borné de R est compact.

Dé�nition 1.1.16. (Ensemble relativement compact) : Une partie A d'un espace

topologique séparé est relativement compacte si et seulement si son adhérence est

compact.

Cas d'un espace métrique :

Une partie A d'un espace métrique (E, d) est dite relativement compacte si toute

suite dans A possède une sous-suite qui converge dans E.

Dé�nition 1.1.17. (Espace paracompact) : Un espace topologique est dit para-

compact, s'il est séparé et si tout recouvrement ouvert admet un ra�nement ouvert

localement �ni.

Dé�nition 1.1.18. (Espace précompact) : Un espace métrique E est dit précom-

pact, si pour tout ε > 0, il existe un recouvrement �ni par des boules de rayon ε.

Autrement dit si : pour tout ε > 0, on peut recouvre E par un nombre �ni des boules

ouvertes de rayon ε.

Exemple 1.1.7. Tout espace métrique compact est précompact.
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1.2 Notion de base d'analyse Fonctionnelle

on présente quelques résultats concernant certains espaces fonctionnelles, et nous

introduisons la notion de la mesure de non-compacité et quelques théorèmes de point

�xe.

Soit (E, ||.||) un espace de Banach. Notons par X un sous-ensemble de E, et ∂X la

frontière de X. De plus, rappellons :

diamX = sup{||x− y||; x, y ∈ X}

le diamètre de X, et :

dist(x,X) = inf{||x− y||; x, y ∈ X}

la distance entre x et X.

Dé�nition 1.2.1. (Enveloppe convexe) : Soit X un sous-ensemble de E, alors

l'enveloppe convexe notée convX de Xest l'intersection de tous les ensembles convexes

qui contenant X

Si X est un sous-ensemble de E, alors X et convX sont la fermeture et l'adhérence

de l'enveloppe convexe de X respectivement. Notons par :

Br(E, x) = Br = {x ∈ E : ||x|| ≤ r}, B1(E) = B(E)

la boule fermée dans E de centre x et de rayon r, et :

Sr(E) = ∂Br = {x ∈ E : ||x|| = r}, S1(E) =: S(E)

la sphère dans E.

De plus nous désignerons par ME la famille des sous-ensembles bornés non vides de

E, et par NE la famille des sous-ensembles relativement compacts de E.
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Un espace de Banach que nous utiliserons trés souvent dans les exemples est

l'espace lp de toutes les suites x = (x1, x2, x3, ...) telle que la serie
∑∞

n=1 xn converge

pour (1 ≤ p <∞), et les suites bornées si p =∞, muni de la norme :

||x|| =

 (
∑∞

n=1 |xn|p)1/p si 1 ≤ p <∞

sup{|xn| : n = 1, 2, 3, ...} si p =∞

ainsi que le sous-espace c ⊂ l∞ de toutes les suites convergentes et le sous-espace

c0 ⊂ l∞ de tous les suites qui convergent vers 0. De plus, plusieures exemples seront

construits dans l'espace de Chebyshev C = C(I) de toutes les fonctions continues sur

[0,1] muni dela norme :

||x|| = max{|x(t)|, t ∈ I}, où I est un intervalle compact de R.

Nous utiliserons particulièrement l'espacede Banach BC(I,R) des fonctions conti-

nus et bornées sur I à valeur dans R muni de la norme :

||x|| = sup{|x(t)|, t ∈ I}, où I est un intervalle de R.

Lp = Lp[0, 1] est l'espace de lebesgue (classe d'équivalence) de toutes les fonctions me-

surables sur [0,1] telle que
∫ 1

0
|x(t)|pdt converge pour (1 ≤ p <∞) ou ess sup |x(t)| <

∞.

Pour p =∞ muni de la norme :

||x|| =



(∫ 1

0
|x(t)|pdt

)1/p
si 1 ≤ p <∞,

ess sup{|x(t)| : 0 ≤ t ≤ 1} si p =∞.

Ici le supremum essentiel dans L∞ est dé�ni par :

ess sup{|x(t)| : 0 ≤ t ≤ 1} = inf
mesD=0

sup ess sup{|x(t)| : t ∈ [0, 1]/D},
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où mes D désigne la mesure de lebesgue du sous-ensemble D.

Dé�nition 1.2.2. Soit X un espace de Banach, l'ensemble K est fermé non vide de

X s'appelle cone si :

(i) K +K ⊆ K

(ii) λK ⊆ K pour tout λ ∈ IR+

(iii) {−K}
⋂
K = 0, où 0 est un élément de X.

Le cone est positive si :

(iv) K ◦K ⊆ K, où ◦ c'est la composition de multiplication dans X.

Nous introduisons la relation d'ordre ≤ dans X. Soient x, y ∈ X. Alors x ≤ y si et

seulement si y − x ∈ K.

Dé�nition 1.2.3. Soient E un espace de Banach et (A,≥) ensemble ordonné par-

tiellement. L'application

γ : P (E) −→ A

est dite mesure de non compacité (MNC) dans E si :

γ(convX) = γ(X).

Notons que si D est dense dans X, alors convX = convD, d'où γ(X) = γ(D).

La mesure de non compacité est dite :

(i) Monotone si pour tout X, Y ∈ P (E), X ⊆ Y =⇒ γ(X) ≤ γ(Y ).

(ii) Non singulière si γ({a} ∪X) = γ(X) pour tout a ∈ E, X ∈ P (E).

(iii) Invariante par réunion avec les compacts si γ(K∪X) = γ(X) pour tout K ∈ME

et X ∈ P (E).

(iv) Semi-additive si γ(X ∪ Y ) = max{γ(X), γ(Y )} pour tout X, Y ∈ P (E).

(v) Invariante par symétrie par rapport à l'origine si γ(−X) = γ(X) pour tout

X ∈ P (E).



11

(vi) Réelle si A = R+ = [0,+∞] et γ(X) pour tout X ∈ME.

Dans ce cas, prenons γ := µ où

µ : ME −→ [0,+∞]

est la mesure de non-compacité dans E qui satisfait les conditions supplémentaires

suivantes :

(vii) La famille kerµ = {X ∈ME : µ(X) = 0} 6= ∅ et kerµ ⊂ NE.

(viii) Régulière ; c.à.d, µ(X) = 0 est équivalente à dire que X est relativement

compact.

(ix) µ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λµ(X) + (1− λ)µ(Y ) pour λ ∈ [0, 1].

(x) µ est dit semi-norme si :{
µ(λX) = |λ|µ(X)

µ(X + Y ) ≤ µ(X) + µ(Y ).

(xi) Lipchitzienne si |µ(X)−µ(Y )| ≤ Lµd(X, Y ), où Lµ est dite la semi-métrique

de Hausdor�.

(xii) Si {Xn} est une suite d'ensembles de ME tel que Xn+1 ⊂ Xn, Xn = Xn,

(n = 1, 2, ...), et si limn→∞ µ(X) = 0, alors X∞ =
⋂
Xn.

La mesure de non-compacité µ s'appelle aussi fonctionnelle régulière de Sadovskij.

Nous allons voir par suite des exemples sur la mesure réelle de non compacité si

véri�ent toutes les propriétés ci dessus.

Dé�nition 1.2.4. On dit qu'un ensemble X admet un ε-réseau S s'il existe un en-

semble �ni S ⊂ X tel que :

X ⊂ S + εB = {s+ εb, s ∈ S, b ∈ B}

Dé�nition 1.2.5. Une mesure de non compacité µ est dite Lipchitzienne qui satisfait

la condition de Lipchitz :

|µ(X)− µ(Y )| ≤ µ(B(E))H(X, Y )



12

pour tous X, Y ⊂ E et B(E) la boule fermée dans E de centre x et de rayon 1 avec :

H(X, Y ) = max{sup
x∈X

d(x, Y ), sup
y∈Y

(y,X)}

= inf{r > 0 : X ⊆ Y +Br(E)}

De plus cette distance de Hausdor� sur X est uniformément continue.

Lemme 1.2.1. Soit E et F deux espaces métriques, A : E −→ F un opérateur

linéaire borné et µ une mesure de non-compacité. Alors il existe k > 0 tel que :

µ(A(X)) ≤ kµ(X). (1.2.1)

Cette condition s'appelle condition de Dorbo avec la constante k liée à la mesure

de non compacité µ, pour tout sous ensemble borné X ⊂ E, k = ||A||. En fait, si

{x1, ..., xm} est �ni et est un ε-réseau de X, alors {Ax1, ..., Axm} est �ni et (||A||ε)-
réseau de A(X).

Plus généralement, nous avons :

[A]µ = inf{k > 0 : µ(A(N)) ≤ kµ(N) pour un bornéN ⊆ X}. (1.2.2)

On peut donc employer la formule équivalente :

[A]µ = sup{k > 0 : µ(A(N)) ≥ kµ(N) pour un bornéN ⊆ X}. (1.2.3)

Cette caractéristique [A]µ est dite mesure de non-compacité (ou µ-norme de A). En

particulier,

(a) On dit que A est une µ-contraction ou k-contraction si [A]µ < 1.

(b) On dit que A est condensante si [A]µ = 1.

La condition [A]µ < 1 signi�e que l'image A(X) de l'ensemble borné X est "plus

compact" que X lui-même.

La norme inférieure µ de A peut être calculée entre les espaces de dimension in�nie

d'une manière équivalente par la formule :

[A]−µ = inf

{
µ(A(N))

µ(N)
: N ⊆ X borné, µ(N) > 0

}
. (1.2.4)

Proposition 1.2.2. Les formules (1.2.2) et (1.2.3) possédent les propriétés sui-

vantes : A, B ∈ L(E,F ), λ ∈ K :
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(a) [A]µ = 0 si et seulement si L est compact.

(b) [A+B]µ ≤ [A]µ + [B]µ.

(c) [λA]µ ≤ |λ|[A]µ.

(d) [A]−µ [B]−µ ≤ [AB]µ ≤ [A]−µ [B]µ.

(e) [A]µ ≤ ||A||.

(f) [A]−µ ≤ [A]µ si dimE =∞.

Remarque 1.2.1. :

(a) Si une k-contraction stricte est appliquée à un fermé , borné, ce dernier ne devient

pas nécessairement compact (n'a même pas un diamètre plus petit), mais devient plus

compact qu'il ne l'était.

(b) • f condensante =⇒ f 1-contraction.

• f k-contraction stricte =⇒ f condensante.

• f compacte ⇐⇒ f 0-contraction (dans un e.m. complet).

(c) f k-contraction et g compacte =⇒ (f + g) k-contraction.

Lemme 1.2.3. (Arzela-Ascoli) : Si K ⊂ C([a, b] , X) est borné avec X est espace

métrique, alors K est pré-compact (relativement compact) si est seulement si :

(1) K est équicontinue.

(2) Pour tout t ∈ [a, b], l'ensemble {f(t), f ∈ K} est relativement compact.

Dé�nition 1.2.6. f : J × R→ R est dite Carathèdory si :

(i) t 7−→ f(t, y) est mesurable ∀y ∈ R.

(ii) y 7−→ f(t, y) est continue p.p t ∈ J

et elle est dite L1-Carathèdory si :

(iii) Pour tout r > 0, il existe une fonction hr ∈ L1(J,R) tel que :

|f(t, y)| ≤ hr(t), p.p t ∈ J

pour tout y ∈ R avec |y| < r.
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Dé�nition 1.2.7. Soit E un espace de Banach ordonné par une relation d'ordre ≤.
L'application T : E → E est dit isotone croissante si x, y ∈ E avec x ≤ y entraine

Tx ≤ Ty.

Dé�nition 1.2.8. Deux applications S, T : E → E sont dit faiblement isotones

croissantes si Sx ≤ TSx et Tx ≤ STx pour tout x ∈ E.

De même ; les applications S, T : E → E sont dites faiblement isotones décrois-

santes si Sx ≥ TSx et Tx ≥ STx pour tout x ∈ E. Les deux applications sont dites

faiblement isotones si elles sont faiblement isotones croissantes et décroissantes en

même temps sur E.

Dé�nition 1.2.9. Un opérateur L ∈ L(E,F ) est semi-Fredholm à droite (L ∈
φ+(E,F )) si N(L) = {x ∈ E : Lx = 0} est de dimension �nie et son image R(L) =

{Lx : x ∈ E} est fermé. De même, L est semi-Fredholm à gauche (L ∈ φ−(E,F )) si

son image R(L) est fermé et de codimension �nie.

Chaque opérateur (L ∈ φ(E,F )) := (L ∈ φ+(E,F )) ∩ (L ∈ φ−(E,F )) s'appelle

l'opérateur de Fredholm, le nombre L := dimN(L)− codimR(L) ∈ Z est son indice.

Dé�nition 1.2.10. Si la dimension ou la codimension d'un sous-espace de Banach

E est �nie, alors E peut être décomposé en somme directe E1 ⊕ E2 où E2 est un

sous-espace de E. Si la codimension E1 de E est �nie, elle est égale a la dimension

de E2.

Dé�nition 1.2.11. Soit E1 et E2 deux espace de Banach. Tout opérateur bijectif

A ∈ L(E1, E2) posséde un opérateur inverse continu A−1 : E2 → E1.

Lemme 1.2.4. (Riesz) : Dans un espace normé de dimension in�ni il existe une

suite {xn : n = 1, 2, ...} telle que :

||xn|| = 1 et ||xn − xm|| ≥
1

2
(n,m = 1, 2, ..., n 6= m)

.

Théorème 1.2.5. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue) : On

considère un sous-ensemble X mesurable de Rd muni de la tribu borélienne et de la

mesure de Lebesgue.

Soit fn une suite de fonctions mesurables sur X. On fait les deux hypothèses

suivantes :
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- pour presque tout x ∈ X, la suite (fn(x)) est convergente, et la limite f(x) est

une fonction mesurable.

- il existe une fonction g, positive et intégrable sur X, telle que, pour tout n ∈ N,
pour presque tout x ∈ X, ∀fn(x) ≤ g(x).

Alors :

- la fonction f est intégrable sur I.

- limn→+∞
∫
X
|f − fn|dx = 0, en particulier, limn→+∞

∫
X
fndx =

∫
X
fdx.

Théorème 1.2.6. (Théorème du point �xe de Darbo) : Soit E un espace de

Banach, X ⊂ E un sous-ensemble non vide, fermé, convexe, borné, et A : X → X

opérateur α− contraction, c. à. d, [A]α < 1. Alors A possède un point �xe en X.

Démonstration. Dé�nissons une suite (Xn)n de sous-ensembles de X en posant :

X1 := coA(X), X2 := coA(X1), . . . , Xn+1 := coA(Xn)

et soit X∞ l'intersection de tous les ensembles Xn. Il est facile de voir par le théorème
de Cantor que X∞ est compact et A(X∞) ⊆ X∞ . la seule partie non triviale est de
prouver que X∞ 6= ∅ ; ceci résulte de la propriété d'intersection de type Cantor de la
mesure de non-compacité α, le théorème du point �xe de Schauder implique que A a
un point �xe dans X∞ ⊆ X.

Considérons quelque remarque sur le théorème. Tout d'abord, la di�culté est de
preuver que X∞ 6= ∅ ; ce ci peut être surmonté en �xant à l'avance un point x0 ∈ X
et en dé�nissant la suite (Xn)n par :

X1 := co[A(X) ∪ {x0}], X2 := co[A(X1) ∪ {x0}], . . . , Xn+1 := co[A(Xn) ∪ {x0}]

Nous précisons également qu'un cas où X = B(E), on pourrai supposer sans perte
de généralité que A ≡ 0 sur la frontière S(X). En fait , de A : B(X) −→ B(X) on
peut passer à l'opérateur Ã : B(X) −→ B(X) dé�ni par :

Ã(x) :=


1

2
A(2x), si ‖x‖ ≤ 1

2
,

(1− ‖x‖)A
(

x

‖x‖

)
, si

1

2
< ‖x‖ ≤ 1.

(1.2.5)
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Cet opérateur satisfait [Ã]α = [A]α et, de plus , Ã(x) ≡ 0 sur S(X). Il est facile de
voir qu'on ne peut pas avoir les points �xes x∗ de la norme ‖x∗‖ > 1

2
car :

1

2
< ‖x∗‖ = (1− ‖x∗‖)

∥∥∥∥A( x∗

‖x∗‖

)∥∥∥∥ ≤ 1

2

∥∥∥∥A( x∗

‖x∗‖

)∥∥∥∥ ≤ 1

2

Donc l'homéomorphisme x 7−→ 2x est une correspondance entre le points �xes de
Ã dans B 1

2
(E) et les points �xes A dans B(E). D'où l'opérateur A admet un point

�xe.



Chapitre 2

Mesure de non compacité et

µ−normes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons quelques dé�nition et exemples de mesure de non

compacité de Kuratowski, Hausdor� et Istraescu ainsi que leurs propriétés principales.

2.2 Mesure de non compacité de Kuratowski

Dé�nition 2.2.1. Soit (E, ||.||) un espace de Banach et X un sous-ensemble de E.

La mesure de non compacité de Kuratowski de X est dé�nie par :

α(X) = inf {d > 0 : X admet un recouvrement fini par des ensembles de diamtre ≤ d}

autrement dit :

α(X) = inf
{
d > 0 : ∃ X1, ..., Xn ⊂ X tels que : X =

⋃
Xi et diamXi ≤ d

}

17
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2.3 Mesure de non compacité de Hausdor�

Dé�nition 2.3.1. La mesure de non compacité de Hausdor� de X est dé�nie par :

χ(X) = inf {ε > 0 : X admet un recouvrement fini par des boules de rayon ≤ ε}

autrement dit :

χ(X) = inf {ε > 0 : X admet un ε− réseau dans E}

La mesure interne de non-compacité de Hausdor� de X est dé�nie par :

χi(X) = inf {ε > 0 : X admet un ε− réseau dans X}

2.4 Mesure de non compacité de Istraescu

Dé�nition 2.4.1. La mesure de non compacité de Istraescu de X est dé�nie par :

β(X) = sup {ε > 0 : il existe une suite (Xn)n dans X avec ||xm − xn|| ≥ ε pour m 6= n} .

Exemple 2.4.1. Soit E = C[0, 1] l'espace de Banach de toutes les fonctions continues

sur [0, 1], muni de la norme du sup. X = B(E), alors nous avons :

χ(X) = 1, α(X) = 2

puisque diamB(E) = 2 et le rayon de B(E) est 1.

D'autre part, l'ensemble X := {u ∈ B(E) : 0 = u(0) ≤ u(t) ≤ u(1) = 1 = B+(E)}

satisfait :

χ(X) =
1

2
, α(X) = 1

puisque diamB+(E) = 1 et le rayon de B(E) est 1
2
.
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2.5 Propriétés élémentaires de la MNC de Kura-

towski

Proposition 2.5.1. Soient X et Y deux parties bornées d'un espace de Banach E,

alors :

(i) X ⊂ Y ⇒ α(X) ≤ α(Y ) (α croissante)

(ii)


α(X ∪ Y ) = max(α(X), α(Y ))

α(X ∩ Y ) ≤ min(α(X), α(Y ))

(iii) α(X) = α(Ẋ) = α(X) = α(convX) (invriante par passage à la fermeture et

à l'enveloppe convexe).

(iv)


α(X + Y ) ≤ α(X) + α(Y )

α(λX) = |λ|α(X)

(semi− norme)

(v) α(x0 +X) = α(X),∀x0 ∈ E (invariance par translation)

(vi) α est 2-Lipchitzienne.

Démonstration. (i) Tout recouvrement de Y est un recouvrement de X

(ii) D'aprés (i) ; max(α(X), α(Y )) ≤ α(X ∪ Y )

Réciproquement, on a par dé�nition :
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∀d > 0,∃ {Xi}1≤i≤n ,∃ {Yj}1≤j≤m

tels que :

X ⊂
n⋃
i=1

Xi, Y ⊂
m⋃
j=1

Yj

et

diamXi ≤ α(X) +
d

2
, ∀i ∈ [1, n],

diamYj ≤ α(Y ) +
d

2
, ∀j ∈ [1,m].

Comme les ensembles Cij = (Xi ∪ Yj) pour chacun des indices 1 ≤ i ≤ n et

1 ≤ j ≤ m recouvrent l'ensemble X ∪ Y , On a :

∀d > 0, diam(Cij) ≤ max(α(X), α(Y )) + d

alors :

α(X ∪ Y ) ≤ max(α(X) + α(Y ))

(iii) (a) X ⊂ X ⇒ α(X) ≤ α(X).

(b) ∀d > 0,∃ {Xi}1≤i≤n, tel que : X ⊂
⋃n
i=1Xi, et dimXi ≤ α(X) + d.

Comme X ⊆
⋃n
i=1Xi et :

diamXi = diamXi, ∀i

on a l'inégalité :

α(X) ≤ α(X)

D'où :

α(X) = α(X)
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(c) X ⊂ convX entraine α(X) ≤ α(convX).

(d) ∀d > 0,∃ {Xi}ni=1, tel que : diamXi ≤ α(X) + d, ∀i.

Si chaque Xi est convexe, alors : diam(convX) = diamX.

Dé�nissons :

σ =

{
(λ1, ..., λn) ∈ Rn :

n∑
i=1

λi = 1, λi > 0 ∀i = 1, ..., n

}

et A(λ) =
∑n

i=1 λiXi pour tout λ ∈ σ tel que :

α(A(λ)) ≤
n∑
i=1

λiα(Xi) ≤ α(X) + ε

Montrons maintenant que l'ensemble
⋃
λ∈σ A(λ) est convexe.

Soit z = λx+ (1− t)y et η = tλ+ (1− t)ξ.

Il su�t de montrer que si : 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ A(λ), et y ∈ A(ξ), alors : z ∈ A(η).

En e�et, soit x =
∑n

i=1 λixi et y =
∑n

i=1 ξiyi,

où λ = (λ1, ..., λn) ∈ σ, ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ σ et xi, yi ∈ Xi, pour tout i = 1, ..., n

On peut écrire z =
∑n

i=1 ξizi où z = ρixi + (1− ρi)yi et

ρ =


tλi/ηi si ηi 6= 0

0 si ηi = 0

Ainsi z ∈ A(η), avec η ∈ σ et zi ∈ Xi, car Xi est convexe.

Alors X ⊂
⋃n
i=1Xi ⊂

⋃
λ∈σ A(λ) qui est convexe, d'où :

convX ⊂
⋃
λ∈σ

A(λ)
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L'ensemble σ étant compact, pour ε > 0 il existe λ1, ..., λm dans σ tels que :

min
{
||λ− λi|| : i = 1, ..., n

}
<

ε

M
; ∀λ ∈ σ

où M = sup {||x|| : x ∈ Xi, i = 1, ..., n} <∞

Ainsi, si x ∈
⋃
λ∈σ A(λ), x =

∑
i λixi, λi ≥ 0,

∑
i λi = 1,

il existe j ∈ {1, ...,m}, tel que :
∑n

i=1 |λi − λ
j
i | < ε

M
.

Si : X =
∑n

i=1 λ
j
ixi, alors :

||x− x|| <
n∑
i=1

|λi − λji |||xi|| < ε

Donc :

conv(X) ⊂
m⋃
i=1

(
A(λi) + εB(0, 1)

)
Par conséquent :

α(convX) ≤ max
{
α
(
A(λi)

)
+ α

(
εB(0, 1)

)}
≤ α(B) + ε+ 2ε

d'où :

α(convX) ≤ α(B)

Finalement :

α(X) = α(X) = α(convX)

(iv) (a) Si {Xi}1≤i≤n et {Yj}1≤j≤m sont deux recouvrements respectifs des ensembles

X et Y , alors les ensembles {Xi + Yj}1≤j≤m1≤i≤n recouvrent la somme X + Y , Or :

d(X + Y ) ≤ d(X) + d(Y ),∀i, j

D'où le résultat.

(b) Resultat du fait que : d(λX) = |λ|d(X).
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(v) Ecrivons X = (X + x0) − x0, alors α(X + x0) ≤ α(X) + α(x0) = α(X), et

α(X) ≤ α(X + x0) + α(−x0) = α(X + x0).

Proposition 2.5.2. (i) 0 ≤ α(X) ≤ diam(X) <∞.

(ii) diam(x) = 0⇒ X = {x0} où X = ∅. Xfini⇒ α(X) = 0.

(iii) Si (E,d) est complet alors :

α(X) = 0⇔ X est relativement compact

Démonstration. (i) Noter que X ⊆ X.

(ii) diam(X) = 0 ⇒ X = {x0} où X = ∅ d'après la de�nition α {x0} = 0 et

α(∅) = 0.

(iii) (E, d) étant complet, X relativement compact ⇔ X totalement borné (pré-

compact) ; d'où :

∀ε > 0,∃Xi 1 ≤ i ≤ n, tel que : X ⊂
⋃n
i=1Xi et d(Xi) ≤ ε, ∀i = 1, ..., n.

Alors : d(X) = 0.

Théorème 2.5.3. Les mesure de non-compacité de Kuratowski, Hausdor� et Is-

traescu sont liées par l'inégalité suivante :

χ(Ω) ≤ χi(Ω) ≤ β(Ω) ≤ α(Ω) ≤ 2χ(Ω)
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Démonstration. Pour prouver χi(M) ≤ β(M), nous pouvons supposer que χi(M) >

0.

Soit 0 < ε < χi(M), nous dé�nissons une suite xn ∈ M telle que : en choissant

arbitrairerment x1 ∈ M , et si x1, ..., xn sont déjà dé�nis, il y a un certain élément

xn+1 ∈ M tel que : d(xm, xn+1) > ε (m = 1, ..., n), autrement {x1, ..., xn} ⊆ M

forme un ε-réseau �ni pour M ce qui impliquerait χi(M) ≤ ε. Mais la suite xn ∈ M

satisfait maintenant d(xn, xm) ≥ ε (n 6= m) ce qui implique β(M) ≥ ε, et ainsi

β(M) > χi(M).

L'estimation β(M) ≤ α(M) n'a pas lieu si β(M) = 0. Autrement, si 0 < ε <

β(M), nous trouvons une suite xn ∈ M , tel que : d(xn, xm) ≥ ε (n 6= m). Si

un nombre �ni d'ensembles D1, ..., DN recouvrent M , certains de ces ensembles Dk

doivent contenir des éléments �nis de la suite ; en particulier diamDk ≥ ε. Par consé-

quent, α(M) ≥ ε, et donc α(M) ≥ β(M).

En conclusion, si r > ε > χ(M), et x1, ..., xn ∈ X est un ε-réseaux �ni pour M ,

alors les ensembles Bχ(xk, r)∩M (k = 1, ..., n) constituent un recouvrement �ni deM

avec des ensembles de diametre inferieur à 2r. Par conséquent, α(M) ≤ 2χ(M).

Théorème 2.5.4. Soit B = B(0, 1) la boule centrée d'un espace de Banach E.

Alors :
α(B) = α(B) = α(∂B) = 0

χ(B) = χ(B) = χ(∂B) = 0

si E est de dimension �nie.

De plus :
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
α(B) = α(B) = α(∂B) = 2

χ(B) = χ(B) = χ(∂B) = 1

si E est de dimension in�nie.

Démonstration. Si E est de dimension �nie, le résultat découle des dé�nitions de la

MNC de Kuratowski et de Hausdor� ; B est relativement compact d'aprés la régularité

de µ(µ = α, χ), alors :


α(B) = α(B) = α(∂B) = 0

χ(B) = χ(B) = χ(∂B) = 0

Il reste à considérer le cas où la dimension est in�nie.

Comme B = B(0, 1), alors : χ(B(0, 1)) ≤ 1.

Supposons que : χ(B(0, 1)) = r < 1. et soit ε > 0, tel que : ε+ r < 1.

Il existe {x1, ...., xm} dans E tels que :

B(0, 1) ⊂
m⋃
k=1

B(xk, r + ε) =
m⋃
k=1

B(xk)}+ (r + (ε))B(0, 1)

Par suite :

r = χ(B) ≤ (r + ε)χ(B) = r(r + ε)⇒ r = 0

ce qui est impossible car B n'est pas relativement compact, d'où : χ(B) = 1.

Pour la preuve du résultat pour α, nous utiliserons le théorème des antipodes de

Lyustrnik-Shnirel'man-borsnk suivant.

Théorème 2.5.5. Soit S une sphère dans un espace vectoriel normé de dimension n

et {Bk}1≤k≤n un recouvrement de S par des fermés. Alors au moins un des ensembles

Bk contient 2 points antipodes, i.e diamB > diamS.

Danc, si α(B) < 2 et B ⊂
⋃m
k=1Bk avec diamBk < 2,∀k = 1, . . . ,m (on part de

la supposition que les Ak sont fermés).
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Alors, prenant l'intersection Ak = Bk ∩Ek, nous obtenons une contradiction avec

le théorème des antipodes.

2.6 Théorème des ensembles emboités de Cantor

2.6.1 Théorème de Cantor

Dé�nition 2.6.1. (Famille Emboitée) : Soit F une famille quelconque d'intervalles

de R. On dit qu'ils sont emboités si pour tout ]a, b[, ]c, d[, on a soit ]a, b[⊂]c, d[, soit

]c, d[⊂]a, b[.

dans le cas d'une famille In =]an, bn[, n = 1, 2, ..., on dit qu'ils sont emboités

décroissants si :

]a1, b1[⊃]a2, b2[⊃ ... ⊃]an, bn[

Théorème 2.6.1. Pour toute suite de ségments emboités In = ([an, bn])n on a :

+∞⋂
n=1

In 6= ∅

2.6.2 Théorème de Cantor généralisé

Théorème 2.6.2. Dans un espace métrique complet (E; d) toute suite décroissante

de fermés, non vides Fn telle que limn→∞α(Fn) = 0 est d'intersection compact non

vide.

Démonstration. (i) F∞ =
⋂
n Fn est compact. En e�et, 0 ≤ α(F∞) ≤ α(Fn) pour

n ∈ N car α est croissante. Donc αF∞ = 0⇒ F∞ relativement compact alors il

est compact car c'est un fermé.
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(ii) F∞ 6= ∅. Soit (xn)n∈N tel que xn ∈ Fn,∀n et soit Cn = {xk, k ≥ n}, alors :

(Cn)n est décroissante et CN ⊂ FN ,∀n, car xN ∈ FN et xn+1 ∈ Fn+1.

De plus :

α(Cn) ≤ α(Fn), ∀n

comme limn→∞α(Fn) = 0, alors α(C1) = 0 et donc l'ensemble est relativement

compact.

Soit donc x̄ = limn→∞xn, alors x̄ ∈ Fn, ∀n ce qui entraine que :

⋂
n

Fn 6= ∅



Chapitre 3

Application à une équation intégrale

non linéaire de type Volterra

3.1 Introduction

Dans cette partie, On étudie l'existence des solutions pour une équation intégrale

non-linéaires de type Volterra.

Grâce à la mesure de non compacité, on montre que cette équation intégrale

possède des solutions dans un espace de Banach.

3.2 Equation de type Volterra

3.2.1 Existence de solutions

Dans cette partie, on applique la notion de mesure de non-compacité µ, dé�nie

dans les chapitres précédents, à l'étude de la solution monotone d'une équation inté-

grale.

28
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Considérons l'équation de Volterra suivante :

x(t) = a(t) + (Tx)(t)

∫ t

0

v(t, τ, x(τ))dτ, t ∈ I (3.2.1)

Les fonctions a(t) et v(t, τ, x(τ)) qui apparaissent dans cette équation sont données

tandis que x = x(t) est une fonction inconnue.

Cette fonction sera examinée sous les hypothèses suivantes :

(i) a ∈ C(I) est une fonction croissante et positive sur l'intervalle I.

(ii) v : I × I × R+ −→ R+ est une fonction continue.

(iii) Il existe une fonction croissante f : R+ −→ R+ telle que l'inégalité

|v(t, τ, x(τ))| ≤ f(|x|)

est vraie pour tout t, τ ∈ I et x ∈ R.

(iv) L'opérateur T : C(I) −→ C(I) est continu et satisfait les conditions du théo-

rème de Darbo pour la mesure de non-compacité µ avec la constante Q :

µ(TX) ≤ Qµ(X)

D'ailleurs, T est un opérateur positif ; i.e, Tx ≥ 0 ∀x ∈ R.

(v) Il existe c, d des constantes positives telles que :

|(Tx)(t)| ≤ c+ d ‖x‖

pour chaque x ∈ R+ et t ∈ I.

(vi) L'inégalité ‖a‖ + (c + dr)Mf(r) ≤ r possède une solution positive r0 telle

que :

Mf(r0)Q ≤ 1

Alors, nous avons le théorème suivant :
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Théorème 3.2.1. Sous les hypothèses (i)− (vi) l'équation (3.2.1) possède au moins

une solution x = x(t) qui appartient à l'espace C(I) et est croissante sur l'intervalle

I

Démonstration. Considérons l'opérateur V dé�ni sur l'espace C(I) de la façon sui-

vante :

(V x)(t) = a(t) + (Tx)(t)

∫ t

0

v(t, τ, x(τ))dτ.

D'après les hypothèse (i), (ii), et (iv), la fonction V x est continue sur I pour n'importe

quelle fonction x ∈ C(I), i.e, V transforme l'espace C(I) en lui même.

De plus, avec les hypothèses (iii) et (v), nous obtenons :

|(V x)(t)| ≤ ||a||+ (c+ d||x||)Mf(||x||).

Par conséquent,

||(V x)|| ≤ ||a||+ (c+ d||x||)Mf(||x||).

Ainsi, de l'hypothèse (vi) soit r0 tel que Mf(r0)Q < 1 et tel que l'opérateur V

transforme la boule Br0 en elle même .

Dans ce qui suit nous allons démontrer que l'opérateur V transforme l'ensemble

B+
r0

en un ensemble non vide, borné, fermé et convexe. Alors avec les hypothèses

(i), (ii) et (iv) nous déduisons facilement que V transforme B+
r0
en elle même.

Maintenant nous prouvons que V est continu sur l'ensemble B+
r0
.

Soit ε > 0 �xé et x, y ∈ B+
r0

pris arbitrairement tel que ||x − y|| ≤ ε. Alors pour

t ∈ I, nous obtenons l'inégalité suivante :

|(V x)(t)− (V y)(t)| ≤ ||Tx − Ty||Mf(r0) + (c+ dr0)βr0(ε)M
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où βr0(ε) est dé�nie par :

βr0(ε) = sup {|v(t, τ, x)− v(t, τ, y)| : t, τ ∈ I; x, y ∈ [0, r0], |x− y| ≤ ε}

Nous avons l'inégalité suivante :

||V x− V y|| ≤ ||Tx− Ty||Mf(r0) + (c+ dr0)Mβr0(ε)

De la continuité uniforme de la fonction v sur l'ensemble I×I×[0, r0] et de la continuité

de V , la dernière inégalité implique la continuité de l'opérateur V sur l'ensemble B+
r0
.

Dans ce qui suit, prenons un ensemble X ∈ B+
r0
. De plus, �xons arbitrairement

ε > 0 et choisissons x ∈ X et t, s ∈ [0,M ], tel que |t−s| ≤ ε. Sans perte de généralité,

on peut supposer que t ≤ s. D'après nos hypothèses, nous obtenons :

|(V x)(t)− (V x)(s)| ≤ |a(t)− a(s)|

+ |(Tx)(s)

∫ s

0

v(s, τ, x(τ))dτ − (Tx)(t)

∫ t

0

v(t, τ, x(τ))dτ |

≤ ω(a, ε)

+ |(Tx)(s)

∫ s

0

v(s, τ, x(τ))dτ − (Tx)(t)

∫ s

0

v(s, τ, x(τ))dτ |

+ |(Tx)(t)

∫ s

0

v(s, τ, x(τ))dτ − (Tx)(t)

∫ s

0

v(s, τ, x(τ))dτ |

+ |(Tx)(t)

∫ s

0

v(s, τ, x(τ))dτ − (Tx)(t)

∫ t

0

v(t, τ, x(τ))dτ |

≤ ω(a, ε) + ω(Tx, ε)

∫ s

0

f(r0)dτ

+ (c+ dr0)

∫ s

0

γr0(ε)dτ

+ (c+ dr0)f(r0)(s− t)

≤ ω(a, ε) + ω(Tx, ε)Mf(r0)

+ (c+ dr0)Mγr0(ε) + (c+ dr0)f(r0)ε,
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où γr0(ε) est dé�nie par :

γr0(ε) = sup {|v(s, τ, x)− v(t, τ, x)| : t, s ∈ I; |s− t| ≤ ε; x ∈ [0, r0]} .

D'après la continuité de la fonction v sur I × I × [0, r0] nous avons limε→0 γr0(ε) = 0.

Ceci avec les estimations ci-dessus, nous aurons l'inégalité suivante :

ω0(V X) ≤Mf(r0)ω(TX). (3.2.2)

D'autre part, �xons arbitrairement x ∈ X et t, s ∈ I tels que t ≤ s. Alors, nous avons

les estimations suivantes :

|(V x)(t)− (V x)(s)| − [(V x)(t)− (V x)(s)]

≤ [|a(t)− a(s)| − [|a(t)− a(s)|]]

+ [|(Tx)(s)

∫ s

0

v(s, τ, x(τ))dτ − (Tx)(t)

∫ t

0

v(t, τ, x(τ))dτ |

− [(Tx)(s)

∫ s

0

v(s, τ, x(τ))dτ − (Tx)(t)

∫ t

0

v(t, τ, x(τ))dτ ]]

≤ [|(Tx(t)− Tx(s)| − [(Tx(t)− Tx(s)]]Mf(r0)

≤Mf(r0)i(Tx).

avec :

i(x) = sup {|(x)(t)− (x)(s)| − [(x)(t)− (x)(s)] : t, s ∈ I, t ≤ s}

Par conséquent, on a :

i(V x) ≤Mf(r0)i(Tx) ,∀x ∈ X

D'où :

i(V X) ≤Mf(r0)i(TX) (3.2.3)
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Finalement, avec (3.2.2) et (3.2.3) et la dé�nition de la (MNC) µ et l'hypothèse (iv)

nous obtenons :

µ(V X) ≤Mf(r0)µ(TX) ≤Mf(r0)Qµ(X)

Comme QMf(r0) ≤ 1(vi), le résultat découle du théorème de Darbo.

Exemple 3.2.2. Considérons l'équation intégrale non-linéaire suivante :

x(t) = t3 +

(
1

4
x(t) +

1

4

)∫ 1

0

(
t+ cos

(
x2(τ)

1 + x2(τ)

))
dτ.

Nous étudions cette équation dans l'espace C([0, 1]). On a :

a(t) = t3et ||a|| = 1et v(t, τ, x) = t+ cos

(
x2(τ)

1 + x2(τ)

)
.

D'autre part, nous avons |v(t, τ, x)| ≤ 2 pour t, τ ∈ [0, 1] et x ∈ R, ainsi la fonction

f(r) = 2. De plus la fonction t 7−→ v(t, τ, x) est croissante sur [0, 1] pour τ ∈ [0, 1]

�xé et x ∈ R. L'opérateur T dé�nie par :

Tx(t) =

(
1

4
x(t) +

1

4

)
Véri�e l'hypothèse (iv) et (v) avec Q = 1

4
, c = 1

4
, d'où l'inégalité :

||a||+ (c+ dr)Mf(r) ≤ r

prend la forme :

1 + (
1

4
r +

1

4
)× 1× 2 ≤ r

laquelle possède une solution positive r0 = 3 et

Mf(r0)Q = 1× 2× 1

4
=

1

2
< 1.

Ceci entraine l'existence d'une solution dans l'espace C([0, 1]) croissante sur l'inter-

valle [0, 1].
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté la mesure de non compacité de Kuratowski.

Ces propriétés essentielles ont été étudiées.

L'accent a été mis en suite sur une des nombreuses applications de cette notion,

la recherche de solution d'un problème lié à une équation intégrale de type Volterra.

On pense avoir donné, dans ce mémoire une application directe des cours des deux

matières : Théorie du point �xe et équations intégrales.
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