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PREFACE

E polycopié est intitulé : X Equations différentielles ordinaires. Notes de cours avec tests et
C exercices corrigési . 1l regroupe les notes de cours du module équations différentielles ordi-
naires du programme du Licence ST et SM. Il englobe le module équations différentielles ordinaires
du programme du Licence de mathématiques .

J’ai donné ce cours a l'université de M’hamed Bougara Boumerdes en deuxieme et troixiéme
années de licence durant les années universitaires 2007-12, 2013-16, 2019-22.

Le but premier visé est de fournir aux étudiants une référence en francais qui couvre tous les
sujets du cours.

J’ai inclus dans le polycopié les principales définitions et les résultats fondamentaux, illustrés
par des exemples. Il continant 134 tests avec 73 exercices corrigés. En sKappuyant essentiellement
sur les outils de base de ’Analyse.

Ce polycopié comprend les chapitres suivants :

(J Systéme d’équations linéaires d’ordre 1.

(J Généralités sur les équations différentielles ordinaires.

3 Equations différentielles linéaires du premier ordre.

 Equations différentielles linéaires du second ordre.



O Equations différentielles linéaires d’ordre n.

(J Systéme d’équations non linéaires d’ordre 1.

3 Equations différentielles non linéaires du premier ordre.

[ Equations différentielles non linéaires du deuxiéme ordre.

(3 Sur I’étude qualitatives.

(3 Solutions des exercices.

Ce polycopié n’est qu’une premiére introduction a la théorie des équations différentielles or-
dinaires. Ce cours ne contient pratiquement rien de théorique; seulement des méthodes de cal-
cul classiques, pour les équations différentielles les plus simples. Quelle que soit votre orientation
scientifique, vous rencontrerez un jour des équations différentielles. Les équations différentielles
ordinaires et les systéemes différentiels représentent un sujet d’étude d’une grande importance a la
fois en mathématiques pures et appliquées.

Le but du cours est une ouverture vers des techniques mathématiques appliquées a des pro-
blemes issus des mathématiques, de la chimie ou de la physique ; voila donc une raison d’assimiler
la culture de base que vous donne ce cours. Auparavant, il serait bon de réviser les techniques de
calcul des primitives.

Les principales références pour le cours sont :

- S. D. Chatterji, Cours d’analyse, vol. 1, Presses polytechniques et universitaires romandes,
Lausanne, 1997.

— L. Barreira. Analyse complexe et équations différentielles. 2011.

On pourra aussi utilement consulter :

1.J.H. Hubbard and B.H. West. Equations différentielles et systémes dynamiques. Enseignement
des mathématiques. Cassini, 1999.

2. J.P. Demailly. Analyse numérique et équations différentielles. Collection Grenoble sciences.

EDP sciences, 2006.



3. V. Arnold. Equations différentielles ordinaires. MIR, 1988.

4. M. Krasnov, A. Kissélev, G. Makarenko . Recueil de problémes sur les équations différentielles
ordinaires. MIR, 1978. 5. L. Pontriaguine, Equations diff erentielles ordinaires. Editions Mir. Moscou,
1975.

6. J.L. Pac, Systémes dynamiques. Cours et exercices corrigés, Dunod, Paris, 2012. 7. D. Az¢é, C.
Guillaume, J.B. Hiriart-Urruty. Calcul différentiel et équations différentielles. 2012. L’étude préli-
minaire sur les équations différentielles ordinaires en dimension un est trés classique, on peut se
reporter au début du livre [1], qui contient beaucoup d’exemples, souvent éclairants.

A la Kfin du cours, I’étudiant doit avoir une bonne compréhension de la théorie des équations
différentielles ordinaires et devrait étre en mesure d’appliquer ces connaissances pour :

(J Résoudre les exercices dans une variété de contextes.

O Etudier les propriétés élémentaires solutions des équations différentielles ordinaires néces-
saires pour suivre un cours du calcul différentiel niveau Master, présenter [Kagrégation de mathé-
matiques ou comprendre certains phénomeénes physiques.

(J Forme d’enseignement.

Je désire exprimer ma gratitude a mes collegues qui ont enseigné le cours X Fonctions d’'Rune
variable complexe Kavec moi et tous ceux qui ont participé de prés ou de loin a cet ouvrage et, en
particulier, tous les étudiants qui ont permis par leurs remarques et leurs questions de multiples

améliorations de notre style d’enseignement.
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1.1 Généralités

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue n’est plus un nombre, mais une

fonction. Par exemple, résoudre I’équation différentielle

X =X(t), (1.1)

consiste a rechercher toutes les fonctions égales a leur déerivée.

La théorie des équations différentielles ordinaires repose beaucoup sur le calcul différentiel (en
particulier la notion de différentielle ; mais on utilisera aussi I'inégalite des accroissements finis, et
le théoreme d’inversion locale). Les notions de topologie sont fondamentales (espaces métriques
compacts, complets, espaces fonctionnels). L’études des équations différentielles lineaires repose
sur ’algebre linéaire. Il n’est pas toujours évident de déterminer la solution générale d’une équation
différentielle. On peut alors étre amené a représenter graphiquement (a I'aide d’un ordinateur) ces
solutions par des approximations successives.

On appelle systéeme d’équations différentielles linéaires d’ordre 1 tout systeme de la forme

X7 = a1xq + a12X2 + ... + A1 Xn +b1

Xy = a21Xq + A22X2 + oo + A2 Xy + bz

(1.2)

X5 = An1X71 + Qn2X2 + oo + QunXn + by

dans lequel les ay; et les b; sont des fonctions continues sur un intervalle I de R, a valeurs dans
K, égal a R ou C.

Une solution de ce systéme sur un intervalle | inclus dans I est un n— uplet (x1,...,X,,) de



fonctions de classe C' de ] dans K, vérifiant, pour tout t dans J,

X7 () =an (t)x (B) + a2 (1) x2 (1) 4+ ... + agn (B) xn (1) + b1 (1)

x5 (1) = az () x1 (t) + a2 (1) x2 (1) + ... + azn (t) xn (1) + b2 (1) (13)

X (1) = an (1) %7 () + anz (1) X2 () + ... 4+ @nn (£) Xn (1) 4 b (1)

Il est plus simple de présenter un tel systéme sous forme matricielle, pour tout t dans I, le systéme
(S1) s’écrit

X' =A(t)X+B(t) (1.4)

ou A (t) la matrice de M, (K) dont les coefficients sont les nombres a;; (t) , et B (t) la matrice
colonne de M,,; (K) dont les coefficients sont les b; (t).
x1 (t)
Sous cette forme, une solution du systéme est une fonction X, t — X (t) = de ]

(t)

Xn
dans I'espace M,, (K) des matrices colonnes, de classe C' sur J, et vérifiant X’ = A (t) X + B (t)



Test 1.1.  On considére le systeme

défini par :

4/t —4/t? X1 (t)
At) = et X (t) = pour t de I = R*.

T 1/t X2 (t)

Trouver une solution Xy : t — (x7 (t),x2 (t)) de (Z) telle que x; (t) soit de la forme
tP, ou p € N*; puis une solution X; pour laquelle la deuxiéme composante soit de la

forme t9Int, ou q € N*.

Solution.

Le systéme (Zp) s’écrit

Xq (1) = $x1 (1) — x2 (t)

X5 (1) = %7 (t) + 1%z (1)

Soit p dans N*. En remplagant x, (t) par tP, la deuxiéme équation donne

X1 () =(p—-1t"""

En remplagant x; (t) par cette expression dans la premiére équation, on obitent

(p—12tP 2 =4(p—1)tP 2 —4tP 2,



d’ou

(p—1)=4(p—1)—4

et donc p = 3. Réciproquement, on vérifie que

Xy :it— (2%, 1%)

est bien solution de (=) sur R* Des calculs analogues montrent que

Xp:tr— (2Int+ 1/t 7 Int)

est aussi solution de (=) .

1.2 Probleme de Cauchy

Probléme de Cauchy pour le systéme (ST) tout probléme de la forme

X' =A((t)X+B(t)
(1.5)
X (to) = Xo,
ou to est un réel quelconque de I, et Xy un élément quelconque de R™.
Une solution du probléme (1.5) sur un intervalle ] inclus dans I et contenant t, est alors une

solution X du systéme S (1), vérifiant de plus la condition X (ty) = X,. Cette derniére conditions

sera en général appelée condition de Cauchy, ou condition initiale.



1.3. Le théoreme de Cauchy- Lipschitz

Théoreme 1.1. Soit X une fonction continue d’un intervalle ] et contenant to, a valeurs dans

R™. Alors X est solution sur | du probléme de Cauchy (P) si et seulemnt si elle vérifie

Yt e, X(t):X0+JA(u)X(u)du+JB(u)du.

1.3 Le théoreme de Cauchy- Lipschitz

On va maintenant établir le résultat fondamental sur les systémes du premier ordre.

Théoreme 1.2. (de Cauchy- Lipschitz, cas linéaire) Soit A et B deux fonctions continues sur
un intervalle I de R, a valeurs respectivement dans M,, (K) et K™. Alors, pour tout choix de to

dans | et de Xy dans K™, le probléme de Cauchy

X' =A(t)X+B(t)
(1.6)
X (tO) = XO)

admet une et une seule solution X sur Uintervalle 1 ; de plus, toute solution sur | contenant ty et

inclus dans 1 est en fait la restriction a ] de cette solution X.

4

1.4 Systeme homogene

On dit q’un systéme différentiel est homogene s’il est de la forme (1.5), ou A est toujours sup-

posée continue de I dans M, (K).

Théoréme 1.3. Soit A une fonction continue d’un intervalle I de R dans M,, (K) . Alors len-

semble Sy des solutions sur 1 du systéme homogéne (SO) est un espace vectoriel sur K.




1.4. Systéme homogeéne

Solution. En effet, la fonction nulle est clairement solution de (SO). De plus, si X; et X5 sont deux

solutions de (SO) sur I, et si A et i sont dans K, alors

AX; + uXal" = AX) + X, = AAX; + pAXs = A AXg + puXal,

donc AX; + uX; appartient aussi a So.

( )
Test 1.2.  On considére le systeme

X = AB)X, o)

défini par :

4/t —4/t? X1 (t)
A(t) = et X(t) = pour t de I = R*

1 1t X2 (t)

1. En utilisant le théoréme de Cauchy- Lipschitz, montrer que toutes les solutions de (=)

sur R* sont de la forme AX; + uX; pour tout couple (A, u) de réels.

2. Vérifier a 'aide du wornskien que, dans la premiére question (1.), le couple (X7, X3) de

solutions trouvé est un systéme fondamental pour (=) .

Solution.

1. Soit X une solution de (Zy) ; on pose X (1) = (a,b) . Soit d’autre part (A, 1t) un couple de réels,
on a alors

(AXy + puX2) (1) = (a,b)

10



1.4. Systéme homogeéne

si et seulement si

2A+u=aq,
< A=betu=a—2b.

A=bh.

avec ces valeurs les fonctions X et AX; 41X, sont donc deux solutions du probléme de Cauchy

D’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on a bien X = AX; + uXs.

2. En notant W wronskien de (X7, X3),0n a

W(1)=—1%£0

ce qui suffit a garantir le résultat. Par ailleurs, on vérifie que W, qui est ici la fonction t —

—t°, ne s’annule effectivement pas sur, R .

Définition 1.1. Une famille (Xy, ..., X,,) de solutions du systéme homogéne (SO) formant une

base de Uespace de ses solutions est appelée un systéme fondamental de solutions pour (SO) .

N
Test 1.3. Soit
x) (1) =x7 (t) + 8x2 (t)
Xy (1) = 2x1 (1) +x2 (1)
En étudiant les fonctions x; (t) + 2x, (t) et x7 (t) = —2x, (t), déterminer un systéme fon-
damental de solutions sur R pour (S0) .
\_ J

Définition 1.2. Soit (Xy,...,Xy,) un n-uplet quelconque de solutions de (SO). La fonction

Wt det(X; (t),..., Xy (t)) est appelée le wronskien de la famille (X1, ..., X;,) .

11



1.5. Systéme complet

Théoréme 1.4. Soit (X1, ..., X,) un n-uplet quelconque de solutions de (SO) . Alors, h
soit W (t) = 0 pour tout t de 1, auquel cas la famille (X, ..., Xy, ) est liée.
soit W (t) # 0 pour tout t de 1, auquel cas la famille (X, ..., X,,) est libre, donc est un systéme
fondamontal de solutions pour (S0) .
4
1.5 Systeme complet
Théoréme 1.5. (Principe de superposition)Soit A une fonction d’un intervalle I dans M,, (K) , h
By et B, deux fonctions continues de 1 dans R™. Si X; est une solution sur 1 du systéme
(S2) X" = A (t) X+ By (t) et X; est une solution sur1 du systéme (S3) X' = A (t) X+ B2 (t),
et si A et i sont dans K , alors AX; + pX; est solution sur 1 du systéeme
L X' = A (t)X(t) +AB; (t) + uB; (t). J

Solution. En effet,on a

Y =AX] 4+ uX; =A(AX; +By) + 1 (AX2 +By) =Y+ (ABy + uB;)

en posant Y = AX; + uX,.

1.5.1 Méthode : Variation des constantes pour unsysteme d’ordre 1

Si (S0) X' = A (t) X + B (t) est un systeme différentiel a n inconnues sur un intervalle I, et si
I’on connait un systéme fondamental des solutions (X3, ..., X;;) pour le systéme homogene associé,
on cherche alors les solutions de (S1) sous la forme ZL AXx , ou les i sont des fonctions

numériques de classe C' sur .

12



1.6. Equations scalaires

En remplagant dans le systéme, on obtient alors un systeme de n équations linéaires en les
fonctions A}, qui a nécessairement une et une seule solution. On primitive ensuite les fonctions

obtenues pour obtenir les solutions cherchées.

( )
Test 1.4.  On considére le systéeme (S1)

X,] =x7+8x, +6t+12
(1.7)
X/2:2X1 —|—X2—3t+4

On a vu dans le test () que Xy, t — (2e°%,€°) et X5, t — (273", —e3") forment un
systéme fondamental de solutions sur R pour (S0), le systéme homogéne associé. Achever

la résolution du systéme a 'aide de la méthode de variation des constantes.

\_ J

1.6 Equations scalaires

1.6.1 Lien avec les systemes d’ordre 1

On applle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n toute équation de la forme

x™ = a, o xM™ Y x4 aX Fax+b (1.8)

dans laquel les a; et b sont des fonctions continues sur un intervalle I de R, a valeurs dans K.

Soit x une solution de (??) sur un intervalle ] inclus dans I. Pour tout k de [1,1], on pose

13



1.6. Equations scalaires

xx =x*1:ona particulier x; = x

X) = X2
A
x =
n—1 = Xn
\ X = Qn_1Xn + Qn_2Xn—1 + ...+ a1x2 + aox; + b

Autrement dit, la fonction X, de ] dans I dans I'espace des colonnes M1 (K), dont les composantes

sont les fonctions x;, est solution du systéme (S1) : X’ = A (t) X + B (t) , dans lequel les matrices

o 1 0 0 0
A(t) = o [,Bt)=
0 0 1 0
ap aj ... Qpn_7 Qn b (t)

(1.9)

14



1.7. Réduction de 'ordre d’une équation différentielle a 1

Test 1.5.  On consideére le systéeme
X = a1x; + axxa + azx) + ¢4
(1.10)
XIZI = b]X] + bzXz + nglz +C2
d’inconnues les fonctions x; et x;, les fonctions ay,bj et ¢y étant définies et continues sur un
intervall I, a valeurs dans K.
Déterminer un systeme du premier ordre a trois inconnues dont la résolution soit équivalente
a celle de (S4).
\_ J
’ . 9 bl ’ . . ’ [ |
1.7 Réduction de I'ordre d’une équation différentielle a 1
Une équation différentielle d’ordre n
F(t,x, %, x", -+, x™) =0
peut se lire aussi comme une équation du premier ordre de fonction inconnue
v(t) = (xo (t),x1 (t),-++ yxno1 (1))
L’équation se réécrit en effet, en notant xo = x :
X1 = XE),Xz = X/h' oy Xn—1 = X,n_Z)F (t)XO)XhXZ»' o >Xn—1>xln—1) =0
ou encore, en définissant G par
G (t>VO) oy Vn—1,Wo, o )Wn—l) = (WO Vi, yWn2 _Vn—hF (t,\)O» o >Vn—1)wn—1))

15




1.7. Réduction de 'ordre d’une équation différentielle a 1

on obtient

G (t,v,Vv) =0.

Si ’équation d’ordre n était sous forme normale ou résolue

avec g (t)VO) co- >Vn71) = (V1) P (t)VO> Ty Vn ))
De plus, dans les deux cas (forme implicite ou forme résolue), si ’équation d’ordre n était autonome,

celle d’ordre 1 le sera aussi et si ’équation était linéaire, elle le reste.

N
Exemple 1.1. L’équation différentielle linéaire d’ordre 2, normale et autonome x” = x

se transforme en équation du premier ordre a valeurs dans R?. La fonction inconnue de la
nouvelle équation différentielle est une fonction t — v (t) = (x (t),z(t)) de R dans R? et

I’équation s’écrit sous forme v/ = g (v) avec g (x,z) = (z,x). L’équation peut aussi s’écrire

01

matriciellement comme v/ = Av avec A =

Remarque 1.1. Constatons que lorsque nous abaissons l'ordre d’une équation différentielle, nous
augmentons la dimension de lespace d’arrivée de F et passons nécessairement a la résolution d’un

systeme d’équations différentielles d’ordre 1.

16



1.8. Série d’exercices

*’

Théoréme 1.6. (Principe de superposition)Soit A une fonction d’un intervalle I dans M,, (K) ,
By et B, deux fonctions continues de | dans R™. Si X; est une solution sur 1 du systéme
(S2) X' = A (t) X+ By (t) et X5 est une solution sur 1 du systéme (S3) :X' = A (t) X+ B (t),

et si A et 1w sont dans K , alors AXy + puX, est solution sur I du systéme

L X' =A(t)X(t)+AB; (t) + uB, (1). 4

Solution. En effet,on a

Y =X, + X,y = A(AX; + By) + n(AXz 4 B2) = Y + (AB; + uBy)

en posant Y = AX; + uX,.

1.8 Série d’exercices

Exercice 1.1. Soit le systeme

X} = ax; + bxa,

x5 = ¢cxq + dx,.

Montrer a Uaide de l’écriture matricielle que x; et x, sont solutions d’'une méme équation

du second ordre a coefficients constants
1 /
24+ oz +Pz=0

dont ’équation caractéristique est la méme que celle de la matrice du systéme.
Exercice 1.2. Transformer en systémes d’équations du premier ordre ( forme normale ) le systéme :
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1.8. Série d’exercices

xPh=TF (%, ¥y ey xP7H g Xy xl971 )

X =G (x, X/ oeey xP7V g /Ly x0T )

Exercice 1.3. Intégrer de deux facons différentes le systéeme différentiel

1! /
X7 —x5 +x1 =0,
1 /
X’Z + X] - Xz — O.
1. En formant le systéme du premier ordre équivalent que Uintégrera ;

2. En combinant les deux équations avec les coefficients 1 et i et en prenant pour nouvelle fonction

inconnue z = x + ix.

Exercice 1.4. Soit a résoudre [’équation différentielle

X) =— ! X1+ 1 X

et Tree™
(ED)

X, = Lx + ;x

27 e T e
et le probléeme de Cauchy associé
ED
(C ) ou to € Ret (X]o, Xzo) € Rz.

(%1 (to), x2 (to)) = (x10, X20)

1. De quel type est [’équation différentielle (ED) ?

2. Déterminer les solutions t — X (t) = (x1 (t), x2 (t)) de (ED) qui sont ( des fonctions affines

).

3. Résoudre (C ) lorsque to =1 et (x10, x20) = (1, 1).



1.8. Série d’exercices

4. On cherche a déterminer les solutions de (ED) de la forme

t— X(t) = (u(t), tau(t)+v(t);

ol u etv sont des fonctions de la variable réelle t.

5. Montrer que cela conduit a une équation différentielle en (u, v), notée (ED), , que l'on explici-

tera
6. Résoudre (ED), et en déduire l'expression générale des solutions de (ED) .

Exercice 1.5. On considére le systeme différentiel

(1.11)

1. Montrer que x1 et X, satisfont la méme équation différentielle du second ordre, et donner sa

solution générale en fonction de 2 constantes arbitraires.

2. Les conditions initiales du systéme différentiel sont x1(0) = x1¢ et x2(0) = x20. Avec quelles

conditions initiales doivent étre résolues les équations différentielles du second ordre enx; et en

Xz?

3. Montrer que la solution du systéme différentiel peut s’écrire sous la forme

ot R(t) est une matrice que l'on précisera.
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1.8. Série d’exercices

Exercice 1.6. On considére le systeme différentiel

/

=A ou A = (1.12)

Montrer que x1 (ou ) satisfait ’équation différentielle du 21°™¢ ordre :P(D)x; = 0, ot P représente
le pélynome caractéristique et D L'opérateur d/dt .

En déduire que x; peut étre obtenu par résolution du sytéme auxiliaire

/

x1 (t) x1 (t) wy 1
=B ot B = (1.13)

x3 (1) x3 (t) 0w
ol Wy et W sont les valeurs propres de A, et x3 une variable auxiliaire.

Résoudre le systéme précédent et en déduire les expressions de x1 (ou x;) en fonction de |17 et |L,.

Exercice 1.7. Pour les systémes différentiels S suivants, déterminer les couples (x1,y) de fonctions de
classe C' solutions sur R de S, et déterminer celles qui vérifient les conditions initiales éventuellement

données :
X = —2x1 +4x2
x5 = —3%x1 +5x2
etx1(0) = —x2(0) =1
xX)=—2x1 +4x3+2
x5 = —3x1 +5x; + €'
Exercice 1.8. Vérifier que les arcs X, de paramétrage (x1(t),x2(t)), t € R, ou (x1,x2) est solution

du systéme différentiel
X] =X

S: avecx1(a=1),etx2(a) =2
X5 = 3x1 + 2%,

ont tous le méme support, a déterminer, qui est contenu dans une parabole.
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1.8. Série d’exercices

Exercice 1.9. Résoudre le probléeme différentiel suivant :

X7 =5%1 +Y — X3

S: y/ = 2X1 +4y —2X3 avec (X1 (0)>X2(0)>X3(O)) = (_1)2)0)'

X5 =4x1 —4y +4x;3

Exercice 1.10. Montrer sans résoudre le systéme que les trajectoires du systéme différentiel :
(

X; =4x1 —3x2 + 2x3

S: X5 = 6x1 —5x2 +4x3

\ X5 =4x1 —4x2 +4x3
sont planes

Exercice 1.11. résoudre le systéme différentiel :
(

X;]=X1 —X2—x3+t

S: XéZ—X1+X2+—X3+t
\ Xé =—X1 —X2+x3+t
Exercice 1.12. On considére [’équation différentielle (E) : (x1 + 2x2)x5 = —/1 — x5

1°)Montrer que les trajectoires du systéeme différentiel autonome :

dx; — X1 + 2X2

dx;
dx; __ - 2
o = 1 —x5

sont courbes intégrales de cette équation différentielle.

2°) Résoudre ce systéme et exprimer x;enfonctiondex,pourcessolutions.
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2.1. Notion d’équation différentielle

Nous introduisons quelques définitions essentielles pour la suite de ce cours.

2.1 Notion d’équation différentielle

2.1.1 Différents types d’équations différentielles

Définition 2.1. On appelle équation différentielle ordinaire une relation entre une variable
réelle indépendante t, une fonction inconnuet — x (t) et ses dérivéesx',x", - -- ,x™ n € N*,
L’ordre d’une EDO est défini comme étant Uordre de la dérivée la plus élevée figurant dans

[’équation. Ainsi, une équation différentielle d’ordre n se présente sous la forme

F(t,x,x,x", -, x™) =0. (2.1)

() La fonction F est une fonction de n + 2 variables.
O La fonction inconnue t — x (t) de la variable réelle t est a valeurs dans R ou R*, k = 2,3, ---.
(3 On prendra t dans un intervalle I de R (I peut étre R tout entier).

( A

Exemple 2.1. @ x' + tx = e' est une équation différentielle du premier ordre.

O x" 4 4tx = 0 est une équation différentielle du second ordre.

L ® x(7) —tx” = t? est une équation différentielle d’ordre 9. )

Définition 2.2. Si [’équation F (t, X, X Xy ,x(“)) = 0 est résoluble par rapport a x™),

alors UEDO prend sa forme normale ou résolue

x™ = f (ty %, X/, X"y - - G =0

4 )
Exemple 2.2. La forme normale d’une équation différentielle du premier ordre (n = 1),

F(t,x,x') = 0 s’écrit X' = f (t,x). Par exemple, X' = tx? + et.
\_ J
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2.1. Notion d’équation différentielle

Remarque 2.1. Dans le cas ot une équation différentielle n’est pas résoluble par rapport a x\™), elle

est dite implicite.

( )

Exemple 2.3. L’équation différentielle X’ + e = x + t ne peut pas se mettre sous forme

résolue.

Définition 2.3. Une équation différentielle autonome est un cas particulier important des

équations différentielles ou la variable t n’apparait pas dans [’équation. C’est une équation de

la forme

F(x, %', X"y ,x(“)) =0.

Il s’agit du cas ou la fonction F ne dépend pas explicitement de t.

( )

Exemple 2.4. L’équation x’ = f (x) = x? + €* est une équation différentielle autonome du

premier ordre.

\

2.1.2 Equations différentielles linéaires

Donnons maintenant une classification par linéarité.
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2.1. Notion d’équation différentielle

Définition 2.4. On appelle équation différentielle linéaire toute équation de la forme :

an () x™ +an (Ox™ D+t a ()X +a; ()X +a () x=h(t),

oul les fonctions t — a; (1) ,0 < j < m, sont appelées coefficients de [’équation.
La fonction t — h (t) est appelée le second membre. Si h est nulle, alors [’équation est dite
homogéne ou sans second membre.

L’équation différentielle

an () x™ + a7 (x4 4 ay ()X +ar (1) X+ ao (t)x =0,

est appelée équation différentielle homogéne associée.

Sia; (t),0 < j < n, sont des constantes, on parle d’équation différentielle linéaire a coefficients

constants.

4 )
Exemple 2.5. L’équation différentielle (t* + 1) x”” = e'x + Arctgt est une équation diffé-

rentielle linéaire d’ordre 2 et son équation différentielle homogéne associée est

(2 +1)x" =e'x.
\_ J

( )
Exemple 2.6. Les équations différentielles suivantes ne sont pas linéaires.

DX +x>—t=0 QX' —ex'=2x QX" +txx' —2x =sint

@ 2—x)x+x=Int @G x'+sinx =1 ® x(®) 4+ x2x' =1t.
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2.2. Notions de solutions

2.2 Notions de solutions

2.2.1 Solution d’une équation différentielle

Définition 2.5. On appelle solution (ou intégrale) de [’équation différentielle
F (t,x, X/ X ,x(“)) = 0 un couple (I,x), ot I est un intervalle de R et x une fonc-

tion n fois dérivable définie sur 1 telle que pour tout t de I, on ait

2.2.2 Résolution d’une équation différentielle

Résoudre ou intégrer une équation différentielle consiste a rechercher :

(3 Un intervalle I de R, 3 une fonction x suffisamment dérivable et vérifiant I’équation diffé-

rentielle sur I.

Exemple 2.7. L’équation x’ —x = 0 admet (I, x) = ([0, 1], exp) comme solution, mais aussi

(I,x) = (R, exp). La premiére est la restriction de la seconde.

2.2.3 Conditions initiales

Définition 2.6 (Conditions initiales). On peut aussi rechercher des solutions qui vérifient
certaines conditions en un point ty : x (to) = X0, X' (to) = x1,- -+, x" "V (to) = xpn_1.

On appelle ce type de condition des conditions initiales.

4 )
Exemple 2.8. Lafonctiont — x (t) = tg t est solution de I’équation différentielle x'—x? = 1

sur } -5 [ et vérifie la condition initiale x (0) = 0.

\ y,
( N\
Exemple 2.9. La fonction t — x (t) = Cht est solution de I’équation différentielle (x/)2 —

x? = —1 sur R et vérifie la condition initiale x (0) = 1.

\_ J
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2.2. Notions de solutions

2.2.4 Solutions générale, particuliere et singuliere

a déterminer '’ensemble de ses solutions.

Résoudre ou intégrer une équation différentielle sur un intervalle I de R ou R tout entier consiste

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle d’ordre n, F (t, X, X X ,X(“)) = 0 dépend
en général de n constantes arbitraires [y, ta, -, in
Définition 2.7 (Solutions générale et particuliere). « La famille de solutions (x,) d’in-
dice & = (W1, U2, -+ 4 Un) est appelée solution (ou intégrale) générale.

« Une solution particuliére est obtenue en imposant une condition (initiale) sur x,,.

Définition 2.8 (Solutions singuliéres). Il arrive parfois qu’en plus de la solution générale on
ait des solutions particuliéres x = @o (t),x = @1 (t),---, qui ne s’obtiennent pour aucune

valeur de | : on dit que ce sont des solutions singuliéres.

( Exemple 2.10. On peut vérifier que x2 + (xx')> = 1 admet pour solutions X, = A
+4/1—(t— u)z, u € R et deux fonctions x; = —1,x, = 1. Les solutions x; et x2 qui
n’appartiennent pas a la famille x,, sont des solutions singulieres.

\_ J

2.2.5 Solutions maximales

Définition 2.9 (Prolongement). Soientx : I — R* etx : I — R¥ k € N* deux solutions de
F(t,x,x/,x",--+ ,x(™) =0, on dit que x est un prolongement dex si1 > L et x|; = x.
Définition 2.10 (Solution maximale). On dit qu’une solution x : I — R* est maximale si x
n’admet pas de prolongement x : I — R* avec1 D L.
4 )
Exemple 2.11. La fonction t — % définie sur ]0, +ool est une solution maximale de I’équa-
tion x’ +x? = 0.
J
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2.2. Notions de solutions

Théoreme 2.1. Toute solutionx se prolonge en une solution maximale x (pas nécessairement unique).

2.2.6 Solutions globales

Définition 2.11 (Solution globale). Soit1 un intervalle deR. Une solution (1, x) est dite globale

dans 1 si elle est définie sur Uintervalle 1 tout entier.

| O,
[

Remarque 2.2. Toute solution globale est maximale, mais une solution maximale peut tout a fait ne
pas étre globale.
Sur la figure ci-dessus par exemple, x; est globale tandis que x;, est maximale mais non globale.

4 )
Test 2.1. On considére I’équation x’ = x2. Cherchons les solutions de cette équation.

On a d’une part x (t) = 0 est une solution.

. ’ . / \ . ’ .
Si x ne s’annule pas, X' = x? s’écrit sous forme % =1, d’ou par intégration

1 1

Cette formule définit en fait deux solutions, définies respectivement sur | — co, —p[ et sur
] — u, +o0[; ces solutions sont maximales mais non globales. Dans cet exemple x(t) = 0 est

la seule solution globale de x’ = x?.

\_ J
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2.2.7 Courbes intégrales d’'une équation différentielle

Définition 2.12 (Courbes intégrales). Les courbes représentatives des solutions maximales

d’une équation différentielle sont appelées courbes intégrales.

4 A
Exemple 2.12. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle tx’ —x = O est donné

par ’ensemble des fonctions de la forme x = ut, avec u € R. Dong, les courbes intégrales de

cette équation sont des droites qui passent par l'origine, sauf I’axe des x.

J

4 N
Exemple 2.13. L’équation différentielle x” = 0 admet pour courbes intégrales les droites
d’équation x = At + p, c’est-a-dire ensemble des droites du plan non paralléles a 'axe Ox.

\_ J

Plus généralement la résolution d’une équation différentielle consiste a déterminer ses courbes in-

tégrales, soit par une équation x = f(t), soit par @(t,x) = 0, soit méme géométriquement.

2.3 Série d’exercices

Exercice 2.1. Trouver les équations différentielles qui ont pour solution générale les fonctionsx = f (t)

données ci-dessous, &, [3 ety étant des constantes.

D x=at @ x = et @ x = sin (t + «)

@x=gat? +p  @Ox=at?+pt+y @t +%° =«

Exercice 2.2. Montrer que si dans [’équation d’ordre n

la variable t n’entre pas explicitement, alors son ordre peut étre rabaissé d’une unité a l'aide du chan-

gement de variable et de fonction X’ = v (x) ot v est la nouvelle fonction inconnue.

Exercice 2.3. Dire si les équations différentielles suivantes sont linéaires, ou non linéaires, et donner
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2.3. Série d’exercices

leur ordre
DOx +x—t=0 QX" —x' =2x QX" +tx —2x =sint

@ 2—x)x+x=Int @Gx'+sinx=1 ©®O +x*=t.

Exercice 2.4. A l'aide du changement de variables ou de dérivation, ramener les équations suivantes
sous forme linéaire

@t:(x2—2x+1)x’ @ (t+1)(xx' —1) =x?

t t

(t—s)x(s)ds:Zt—i—J x (s) ds.
0

@(t):th(s)ds+t+1 @J

0 0

Exercice 2.5. Montrer que x = 2t + pe' est solution de [’équation différentiellex’ —x = 2 (1 —t) et
q q

trouver la solution particuliére dont la courbe intégrale passe par le pointt = 0,x = 3.

Exercice 2.6. A ['aide du changement de fonctions z = x,w = X/, transformer ’équation différentielle

X'"+at)x +b(t)x=c(t)

a un systéme d’équations du premier ordre.
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3.1 Introduction

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation linéaire par rapport a

la fonction inconnue et a sa dérivée. Elle est de la forme

a(t)x' +b(t)x=c(t),

31
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3.1. Introduction

ou a,b et c sont des fonctions données de t, continues dans le domaine ou il s’agit d’intégrer
I’équation (3.1). La fonction c est appelée second membre de I’équation différentielle, a et b sont
appelées les coefficients.

Si ¢ (t) = 0 on dit que I’équation (3.1) est linéaire homogéne ou sans second membre

a(t)x' +b(t)x =0. (3.2)
La fonction nulle est une solution. Les autres s’obtiennent en écrivant X;, = —% ou % = —%dt

et en prenant une primitive de chaque membre ; on obtient

b(t
Log|x (t)| = —Jh(t) dt+ K, avec h(t) = %’Ci) K e R.
Pour chaque valeur de K, cela donne deux solutions, 'une toujours positive x = eK e /n(tldt

I'autre toujours négative x = —eK e~ [MB)dt,
On retrouve toutes ces solutions, x compris la solution nulle, en disant que la solution générale de

’équation homogene a (t) x" + b (t) x = 0 est

Xp = Ce JMBAt h (1) = w, CeR.
a(t)

t
Si la valeur de la solution en t = 0 est donnée, on écrit souvent x (t) = x (0) e~ Joh(s)ds,

Remarque 3.1. La fonction (t,x) — p(t,x) = e/t h (1) = % est un facteur intégrant pour

l’équation différentielle x’ + h (t) x = 0.
Si nous supposons que t — X, (t) est une solution particuliére de (3.1), on pose x = x,, +u dans
(3.1). Il vient

a(t)x, +b(t)xp, +at)u +b(t)u=c(t).

Or a(t)x, +b(t)x, = c(t), donc a(t)u' + b(tju = 0, soit u une solution de I"équation
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3.2. Méthode de la variation de la constante

homogene (3.2). Ainsi la solution générale de I’équation (3.1) avec second membre est la somme
d’une solution particuliere de cette méme équation (3.1), et de la solution générale de I’équation

homogene associée (3.2).

x(t) = Xp () + Xn (t) =xp (t) + Ce MY h(y) = 2,
Solution particuliére de (3.1) Solution de I’équation homogeéne (3.2)

4 A

Test 3.1. L’équation X’ cost + x sint = 1 admet comme solution particuliére x,, = sint.

La solution de I’équation homogéne

associée x’ cost+xsint = O est x}, =

X

necost,u € R.

Alors la solution générale de x’ cos t+

xsint = 1 est

x =sint+ pcost, u € R.

\. J

3.2 Meéthode de la variation de la constante

Si aucune solution évidente de a (t) x’ + b (t) x = c (t) n’apparait, on peut utiliser la méthode
dite de variation de la constante, c’est-a-dire que I'on cherche la solution générale sous la forme

x = C(t) e Jadt p (1) = %, ou t — C (t) est une nouvelle fonction inconnue de t. Il vient

a(t) (c’ (t) e~ /MBIt _ ¢ (¢) % efh(t)dt> +b(t)C(t) e MM —c (1),

et donc

1) = SO grotar = 2Y)

ce qui permet, en intégrant de trouver C (t).
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3.3. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Test 3.2. Soit I'équation (t? + 1) x’ + 3tx = t2.

L’équation sans second membre (homogéne) associée est (tz + 1) x' 4 3tx = 0. C’est une

3

équation a variables séparables. Sa solution générale est x = C - (tz + 1) .

Cherchons la solution générale de I’équation non homogéne sous la forme x =
3

C(t) (tz + 1) *,out — C(t) est une fonction inconnue de t. En portant dans I’équation

non homogeéne, on trouve

3
2

(2 +1) (C' W+ 1)7F 4 C) (30 (8 + 1)*%) F3C (1) (1) 2 =12,

Apres simplification on obtient
C'(t) =t \Vt2 + 1.

Si on pose t = Shu, on trouve

Clt)= - (2P +1) V2 +1

0| e+

1
—3 Argsht 4+ p,p e R.

La solution générale est donc

S, -3 t28241 1, 3
_ - - 1 R.
x=pu(t?+1) t e g (741) “Argsht,ue

3.3 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Une équation différentielle du premier ordre linéaire a coefficient constant est une équation de
la forme
x' () +ax(t) =b(t), (3.3)
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3.3. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

c’est le coefficient de x qui est constant.

Dans ce cas la solution générale de I’équation homogeéne associée x’ (t) + ax (t) = 0 est
xp=Ce ', CeR.

Une solution particuliére peut étre déduite a partir de la méthode de variation de la constante

exposée précédemment

xp =€ J e®'b (t) dt.

Alors la solution générale de I’équation non homogeéne (3.3) est
X=Xn+x, =Ce %"+ e“tJeatb (t) dt, C e R.

3.3.0.1 Recherche d’une solution particuliére pour des seconds membres b (t) spécifiques

La méthode de variation des constantes marche toujours; cependant, dans bien des cas, il existe
une solution particuliére x,, qui “ressemble” a b (t). Le type de la fonction b (t) nous indique sous
quelle forme la chercher, et il ne reste plus qu’a ajuster les coefficients. Cela conduit en général a des
calculs plus simple que la méthode de variation de la constante. Les exemples ci-dessous montrent

comment s’x prendre pour trouver une telle solution particuliére.

« Si b (t) est un polynéme de degré n :

Chercher une solution qui soit un polynéme de degré n.
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3.3. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Test 3.3. Cherchons une solution de I’équation

x —2x =t*+1.

SR |

Posons x, = ot? + Bt+y et remplagons dans I’équa-

H .2 2 2 __ 42 1 h=0
tion: 2ot + B — 2 (at? + Pt +y) =t* + 1. <0

En identifiant, on trouve alors o = —%, B = —%,y =

—%. Une solution particuliére est donc x, = —%tz

1t — 2. D’ou la solution générale est x = —3t? —

2t T g 8 2

Jt—2+ue’ neR,

\_ J

« Sib(t) est de la forme ce™, avec 1 différent de —a :

Chercher une solution de la forme xe™.

Test 3.4. Cherchons une solution de I’équation

X —x = et
Posons x, = «e>' et remplagons dans I’équation :
3ae3t — ae3t = €3t et donc o« = 1. Une solution

particuliere est alors x, = %e3t. D’ou la solution gé-

nérale est

x =" +puet,ueR.

« Sib(t) est de la forme ce ! :

Chercher une solution de la forme octe—“t.
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3.3. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

( Test 3.5.  Cherchons une solution de I’équation

X =3x=e¥ — >0 x
u=20

— u<o0

Posons x, = ate" et remplacons dans I'équation :

3atedt+xedt—3atedt = e3t, donc « = 1. Une solu-
tion particuliére est donc x,, = te>*. D’ou la solution

générale

x=(t+p e, ueRr.

« Sib(t) est de laforme p (t) e™, ou p est un polyndme de degré n :
Chercher une solution de la forme ¢ (t) e™, ot g est un polynéme de degré n si v # —a, et de

degré n+1sir=—a.

Test 3.6.  Cherchons une solution de I"équation X" — 2x = te".
Posons x,, = (at + 3) e' et remplacons dans I'équa-

tion

e

7H>Z
(ot +B)e' +axe' —2(at+ ) et =te'.

En identifiant, on trouve @« = 3 = —1. Une solution

particuliére est donc x, = — (t + 1) e*. D’ou la solu- \

tion générale est

x=—(t+1) e+ pe?,ueR.
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3.3. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

-
Test 3.7. Cherchons une solution de I'équation x’ — 2x = (t + 1) e?*.

Posons x,, = (oct2 + Bt + y) et et remplacons dans I’équation :

2 (ot + Bt+7vy) e* + 2ot +p)e* —2 (at? + Bt +y) et = (t+ 1) e”".

En identifiant, on trouve o = %, 3 = 1 ety est quelconque. Une

solution particuliére est donc x, = (%tz +t -I—V) e’t. D’ou la

solution générale est x = (%tz +t+ u) e’ ue R

« Sib(t) est de la forme c cos (rt) + d sin (rt) :

Chercher une solution de la forme o cos (rt) +  sin (rt).
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3.3. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Test 3.8. Cherchons une solution de I’équation x’ — x = sin t.
Posons x, = «xcost + {3 sint et remplagons dans I'équation :
—asint+ B cost— (xcost+ Bsint) =sint.
En identifiant, on trouve x = 3 = —%. Une solution particuliere est donc x, =
—% (cost +sint). D’ou la solution générale est x = —% (cost+sint) + pe',u € R.
X
7 t
\.

« Si b (t) est la somme de plusieurs fonctions by (t),-- -, by (t) qui sont chacune d’un des types
ci-dessus :
Chercher pour i de 1 a k une solution particuliére s; (t) de chacune des équations

x' + ax = b; (t). La fonction s (t) + - - - + sy (t) sera solution particuliére de x’ + ax = b (t).
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3.3. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Test 3.9. Cherchons une solution de I’équation

x' —x =2t + sint.

Une solution particuliére de X’ —x = 2t est

Sa solution générale est donc

\_

solution particuliére de X’ — x = 2t + sint.

Xp, = —2t—2.
Une solution particuliére de X’ —x = sint
1> 0
__1 ;
est x,, = —5 (cost +sint). L= 0
Doncxp:—2(t+1)—%(c0st+sint)est <o

1
x =—2(t+ 1)—2 (cost +sint)+ue',u € R.

Résumons les cas ci-dessus dans le tableau suivant.

Second membre b (t)

Solution particuliére x,, (t)

b (t) est un polyndome de degré n

Xp (1) est un polynéme de degré n

b(t) =ce™, avecT # —a

b(t) =ce

b(t) =p(t)e™,r # —a, p polyndme de degré n

b(t) =p(t)e™,r =—a,p polynome de degré n

b (t) = ccos (rt) + dsin (rt)

Xp(t) = axcos (rt) + P sin (rt)
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3.4. Série d’exercices

3.4 Série d’exercices

Exercice 3.1. Trouver la solution des problémes de Cauchy suivants :

Dt +x=1etx(1) =1, sur]0,+oo[.

Exercice 3.2. Résoudre les équations différentielles suivantes :

D3t —dx=t@x +x=sint@x +x =12

Exercice 3.3. Résoudre les équations différentielles :

DX/ (t)et —x(t)et =2t @ tx'(t) + 2x(t) = v

Exercice 3.4. Résoudre les équations différentielles :

M x'(t) +x(t) = cost + sint@ tx'(t) — 2x(t) = t3

Exercice 3.5. Résoudre les équations différentielles :
D x +x=0avecx(0) =1.
@ 2x' —x =0 avecx(0) = 1.

B x =tx avecx(0) =1.

Exercice 3.6. (1) les solutions rélles de ’équation différentielle suivante :

(14+t3)x —x =0.

Quelle est la solution passant par le point M = (1,2) ?
Q) Vérifier que t +— f(t) = t> — 2t + 2 est solution de x' + x = t.
() Déterminer ['ensemble des solutions de x’ +x = e *(cost + t?).
En déduire les solutions de x' +x = e *(cost + t?) + t2.
@) Déterminer les solutions de [’équation différentielle (t — 1)x’ + (t — 2)x = t(t — 1)? vérifiant

la condition x(0) = 0.
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3.4. Série d’exercices

Vérifier que la fonction trouvée sur ] — oo, 1[U]1, +o0[ est prolongeable en une fonction continue
et dérivable sur R.

() Soit l’équation différentielle (E) : tx’ — x = In(t).

1. Déterminer les solutions définies sur R*.

2. Existe-t-il une solution continue sur R ?

Exercice 3.7. Soit a un réel strictement positif. Soit f une fonction de classe @' de R, dans R, telle

que la fonction g = f' + af soit bornée sur R .. Montrer que f est bornée sur R, .

42



CHAPITRE

{4

Equations différentielles linéaires du second

ordre
Contents
4.1 Introduction . . . . . ... .. .. e e e e 44
4.2 Equations linéaires homogeénes du secondordre . .. ............. 45
4.2.1 Cas oul'on connait deux solutions particuliéres indépendantes: . . . . . . 45
4.2.2  Cas oul'on connait une solution particuliére: . . . . . ... ... .. ... 45
4.2.3  Equations linéaires non homogénes du second ordre . . . ... ... ... 47
424 Variationsdesconstantes: . . . . . .. ... 48
4.2.5 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants . . . . . . . . 49
4.2.6  Recherche d’une solution particuliére pour des seconds membres spécifiques 52
4.2.7  Solution particuliere par la méthode de variation des constantes . . . . . . 55
4.2.8 Principe de superposition . . . . . .. ..o o o 56
4.3 Equations linéaires homogeénes a coefficients analytiques . . . .. ... ... 57
43.1  Solution des équations différentiélle par Séries entiéres. . . . . . . . . .. 60

43



4.1. Introduction
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4.1 Introduction

Considérons I’équation différentielle linéaire du second ordre

X' +at)xX +b(t)x =c(t). (4.1

Définition 4.1 (Solutions indépendantes). Deux solutions x1 et x, de [’équation (4.1) sont
indépendantes sur un intervalle 1 s’il n’existe pas de réel k tel que pour toutt € 1:x, (t) =

kX] (t)

Remarque 4.1. Les fonctions x1 et x; sont indépendantes cela signifie linéairement indépendantes

au sens des espaces vectoriels.

Définition 4.2 (Wronskien). Soient deux fonctions dérivables t — x; (t) ett — x; (t) sur
un intervalle 1.

Le wronskien de ces deux fonctions est défini a l'aide d’un déterminant

Les deux fonctions dérivables t — xq (t) et t — x; (t) sont linéairement indépendantes si et
seulement si leur wronskien W (x1,x,) n’est pas identiquement nul.
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

Exemple 4.1. Les fonctions t — sint et t — e® sont indépendantes.

Les fonctions f: t — 3e 'sintet g:t+> 5e 'sint ne le sont pas puisque g = %f.

4.2 Equations linéaires homogenes du second ordre

Si ¢ (t) = 0 on dit que I'’équation (4.1) est linéaire homogéne ou sans second membre

X"+ a(t)x +b(t)x =0. 4.2)

4.2.1 Cas ou 'on connait deux solutions particulieres indépendantes :

Six1 et x; sont deux solutions indépendantes de I’équation différentielle x”+a (t) x'+b (t) x =
0, alors la solution générale de cette équation différentielle est x = Ax; + pxa, A et 1 étant des

constantes arbitraires.
( )
Test 4.1. Pour I'équation différentielle homogene t?x”" — 2x = 0, en cherchant des solutions

sous la forme x (t) = t*, & € R, on trouve que x; (t) = t? et x, (t) = % sont des solutions

particulieres. D’apres la propriété ci-dessus, on peut en déduire que la solution générale de

i

I’équation différentielle est de la forme x (t) = At? + e Aun€eR.

4.2.2 Cas ou 'on connait une solution particuliere :

Considérons I’équation différentielle homogéne x” + a (t)x’ + b (t)x = 0 pour laquelle on
connait une solution particuliére x;.

La méthode pour trouver la solution générale consiste a effectuer un changement de fonction en
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

posant x (t) = x; (t) v (t), ol v étant la nouvelle fonction inconnue. Il vient

Xjv+ 2V + V"% 4+ a(t) (xjv+x1v') + b (1) x;v = 0.

Comme x; est solution de notre équation différentielle, alors on obtient

x1V' 4+ (2x] + a (t)x;) v =0.

La fonction w = V' est donc solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, qui se

peut se réécrire

La solution générale est donnée par w (t) = A (x; (t)) 2eJamat A c R,

Douv(t) = Jw (t) dt + A, A € R. La solution générale de X" + a (t) x’ 4+ b (t) x = 0 est donc

x(t) =x71 (1) Jw (t) dt+ Axy (t),A € R.
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

Test 4.2. Considérons I’équation (t+ 1)x”" — (2t —1)x'+ (t—2)x =0.
On peut vérifier que x1 (t) = e' est une solution particuliére.

Cherchons la solution générale sous la forme x (t) = e'v (t), alors

(t+1)(e'v+2ev +v"e") — (2t —1) (e'v+e"V) + (t—2)e'v =0.

Apres simplification, on trouve (t + 1)V’ = —3V'. En posant w =Vv/,ona (t + 1) W = —3w

D’ou

équation différentielle du premier ordre ayant pour solution w (t) = (tji‘”g.

A
v(t):Jw(t)dt%—?\:z%—u AueR.
(t+

1)

La solution générale de notre équation différentielle est donc

A t
X(t)—(w+u)e, AueR.

4.2.3 Equations linéaires non homogenes du second ordre

Si ¢ (t) # 0 on dit que I’équation x” + a (t) X’ + b (t) x = ¢ (t) est linéaire non homogéne ou
avec second membre. L’équation x” 4+ a (t) x' + b (t) x = 0 est I’équation homogéne associée.
Comme pour les équations différentielles linéaires du premier ordre, la solution générale de I'équa-
tion non homogeéne x” + a (t)x’ + b (t) x = c (t) est égale a la somme de la solution générale de

I’équation homogene et d’une solution particuliére de I’équation non homogeéne.
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

4.2.4 Variations des constantes :

Supposons qu’on connaisse la solution générale x = Ax; + uxz, A, u € R de I’équation homo-
géne X" 4+ a(t)x’ + b (t)x = 0. On peut alors chercher la solution générale par la méthode de
variation des constantes.

Le principe de cette méthode est de considérer A et L comme fonctions de la variable t. Cherchons la
solutions sous la forme x (t) = p (t) x7 (t)+A (t) x2 (t). En reportant cette fonction dans I’équation

non homogene, on a aprés simplification
2NXG 4 2N, + N % + N %+ a (t) (Wxy + w'x2) =c(t).

En imposant la condition supplémentaire p'x;+p'x2 = 0, on voit que ' x1+1"x2 = — (W'x) + w'x5)

et donc les dérivées A’ et 1’ doivent vérifier le systéme

ANNx1 4+ uwxy =0,

Nx) 4+ wxh, =c(t).
En résolvant ce systéme on obtient

A = —C (t) X2 r_ C (t) X1
x1xh —x)x2’ x1xh —X)x2"

D’ou la solution générale de I’équation non homogéne x” + a (t)x' + b (t) x = ¢ (t) est

—cl(t t
x:x]J—c()Xz dt+sz—XC()X’ dt + ax1 + Pxa, &, B € R.
1

xX1X5 — X\ %2 x5 —x)%2
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

-
Test 4.3. Considérons I’équation x” — t%x = te'. En cherchant des solutions pour I’équation
homogéne x”" — t%x == 0 sous la forme x (t) = t%, & € R, on trouve que x; (t) = t2
et x; (t) = % sont deux solutions particuliéres indépendantes. D’ou la solution générale de
I’équation homogeéne est de la forme x (t) = At? + %, A, € R. On va donc chercher la

L, e . o w(t)
solution générale de I’équation non homogene sous la forme x (t) = t°A (t) + ——. Les
dérivées A’ et 1’ doivent vérifier le systéme

H/
ANNx1 4+ wWxy =0, 2N + e 0,
ou
Nx) + ux, =c(t) 2tN — E = tet
1 WXy = ) 12 - .
On en déduit que ' = %et, W= _?11:3et et donc
Tt 1o/ .3 2
A(t) =3¢+ o 1 (t) =3¢ (—t?+3t>—6t+6) + B, o,B R
D’ou la solution générale de I’équation non homogéne est
t 2 2 M
x(t)=e t—2+€ + At —i—? AupeR.
\_

4.2.5 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Une équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants, est une équation

du type

X"+ ax' +bx =c(t),

ou les coefficients a et b sont des constantes réelles, t — c(t) est une fonction donnée continue

sur un intervalle I C R.
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

Comme dans le cas a coefficients non constants, on commence par résoudre I’équation homogene
associée ou sans second membre

X"+ ax’ +bx =0.

On cherche des solutions sous la forme x = e™r € R. En substituant dans notre équation homo-
gene, on obtient

(r*+ar+b)e™ =0.

Comme la fonction exponentielle n’est jamais nulle, pour avoir une solution il faut que
2 —
™“+ar+b=0.

Cette équation se nomme I’équation caractéristique (ou auxiliaire) associée a notre équation homo-

gene. Les valeurs de 1 se trouvent aisément a 'aide de la formule quadratique

. —a++va?—4b
- 5 .

Trois cas peuvent alors se produire :

« Si a2 —4b > 0, on trouve deux racines réelles distinctes 11 et 15, ce qui montre que les

Tt

fonctions x; = e"'* et x, = "' sont deux solutions particuliéres indépendantes. La solution

générale de I’équation homogeéne x” + ax’ + bx = 0 sera alors

xn = et + e, u,peR.

« Si a? —4b = 0, on trouve une racine réelle double 1. Dans ce cas, 'obtention d’une solution
réelle Ty montre que la fonction x; = e™" est une solution particuliére, d’autre part on peut

montrer que x; = te"' est aussi solution. On en déduit alors que la solution générale de
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

I’équation homogene est de la forme

xn = (ut+p)e™ wueR.

« Si a®? —4b < 0 on trouve deux racines complexes distinctes et conjuguées de forme générale
T =a—1ifetr; = a+1ip, P € R. Alors x; = e**cos(PBt) et x, = e**sin (Bt)
sont deux solutions particulieres indépendantes de I’équation homogéne. D’ou la solution

homogene générale est

xn = e*" (pcos (Bt) + wsin (Bt)), u,peR,

que I'on peut aussi mettre sous la forme

xp = ne*tcos (Bt + ) ouxp = pue*tsin (Bt+u), u,u€R.

N
Exemple 4.2. () x" +4x" +3x = 0.

L’équation caractéristique est 1> +4r+3 = 0,onat; = —3,7, = —1. Alors la solution
générale est x = pe 3t +pe t, p,p € R.

QX" +4x +9x=0.

L’équation caractéristique est " 4+4r+9=00nar; =—-2—1V/51, =2+ iv/5.
Alors la solution générale est x = e 2t (p cos (\/5’() + wsin <\/§t)> , LuekR.

Q@ x"+6x +9Ix=0.

L’équation caractéristique est T2 + 61 + 9 = 0, on a 71 = —3 une racine double. Alors

la solution générale est x = (ut + ) e 3t u,u € R. )
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

Ensuite, il faut trouver une solution particuliére x,, de I’équation avec le second membre

X'+ ax’ +bx =c(t).

La solution générale sera x = x;, + Xn.

4.2.6 Recherche d’une solution particuliere pour des seconds membres
spécifiques
Dans la pratique, c’est la forme de la fonction c (t) qui nous indiquera sous quelle forme chercher
la solution particuliére.
« Sic(t) =p(t) est un polyndome de degré n :

Chercher une solution ¢ (t) qui soit un polynéme de degré nsib # 0, de degré n+1sib =0

eta#0,etdedegrén+2sia=0etb=0.

Test 4.4. Cherchons une solution de I’équation x”" — x’ — 2x = 2t2.

L’équation caractéristique 7> — 1 — 2 = 0 admet les racines —1 et 2. La solution générale de
I’équation homogene associée est donc x, = pe~t + pe?t, u,pu € R.

Cherchons une solution particuliére sous forme d’un polynéme du second degré x,, = act* +
Bt+7y.Onax;, =2at+ B,x, =2«

En remplacant dans I’équation, on trouve : —2oct? — 2 (oc + B) t + 2 — B — 2y = 2t2. D’ou
x=—-1,p=1y = —% Une solution particuliére est donc x, = —t* + t — % D’ou la

solution générale est x = —t? +t — 3 + ne ' + e, ,p e R.

. Sic(t) est de la forme Ke™, avec > +ar+b #0:

Chercher une solution de la forme xe™t.
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

Test 4.5. Cherchons une solution de I’équation x”" — x’ — 2x = e3'.

La solution générale de I’équation homogéne associée est xp, = pe * + ue?t, u,u € R.

2

Comme 3 n’est pas racine du polynéme caractéristique 7~ — r — 2, cherchons une solution

particuliére sous la forme x, = xe3. On a X, = 3oce3t,xg = 9ae3t.
En remplacant dans I’équation, on trouve (9o« — 30t — 2a¢) €3t = €3, d’oti o = %. Une so-

lution particuliére est alors x, = %e“. D’ou la solution générale est x = %egt + ne t 4

ue’, wype R

« Sic(t)est delaforme Ke™, avect? +ar+b=0:

Chercher une solution de la forme octe™ (ou at?e™ si T est racine double).

4 )
Test 4.6. Cherchons une solution de I’équation x”” — x’ — 2x = e2t,

La solution générale de I’équation homogéne associée est x,, = pe~t + ue?t, u,u € R.

2

Comme 2 est racine simple du polynéme caractéristique 7 — 1 — 2, cherchons une solution

particuliére sous la forme x, = octe?*.
Onax/, = (2ot + «) ezt,xg = (4at + 4a) e?t. En remplacant dans I’équation, on trouve

P

x = % D’ou la solution générale est x = pe "t + (%t + u) et uueR.

« Sic(t) est de laforme p (t)e™, ou p est un polyndome de degré n :

Chercher une solution de la forme g (t) €™, ot1  est un polynéme de degré nsi v> +ar+b # 0,

et de degré n + 1si 1% + ar + b = 0 (ou méme de degré n + 2 si 7 est racine double).
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

Test 4.7. Cherchons une solution de I’équation x” — x" — 2x = te".

La solution générale de I’équation homogene associée est x;, = pe~* + ue?t, p,u € R.

2

Comme 1 n’est pas racine du polynome caractéristique 7~ — r — 2, cherchons une solution

particuliére sous la forme x, = (at+ f3) e*.

Onax, = (at+o+p)et,x; = («t+ 20+ B)e'. En remplacant dans I'équation, on

trouve o = %1, B = %. D’ou la solution générale est x = % (2t+1)et + pe * +

ue’, yype R

« Sic(t) est de la forme d cos (rt) 4 esin (rt) :

Chercher une solution de la forme occos (rt) + 3 sin (rt) (ou t (cccos (rt) + B sin (rt)) si cos (rt)

est solution de I’équation homogeéne).

Test 4.8. Cherchons une solution de I’équation x” — x’ — 2x = sin (2t).

La solution générale de I’équation homogene associée est x;, = et + pe?t, u,u € R.

On cherche une solution sous la forme x, = accos (2t) + (3 sin (2t).

On ax;, = —2ccsin (2t) + 2f3 cos (2t) ,x;; = —4occos (2t) — 4 sin (2t).

En remplagant dans I’équation, on trouve —2 (3cx+ f3)cos (2t) + (2 — 6B)sin (2t) =
sin (2t), donc 3+ =0et2aa— 63 =1, dou x = 21—0, B = g—g.

Alors la solution générale est x = 2]—0 cos (2t) — 23—0 sin (2t) + pe ' + pe?t, pyp € R.

« Sic(t) est la somme de plusieurs fonctions ¢q (t),- -, ck (t) qui sont chacune d’un des types

ci-dessus :

Chercher pour i de 1 a k une solution particuliére s; (t) de chacune des équations

X"+ ax’ +bx =c¢; (t).
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

La fonction s (t) + - - - + s (t) sera solution particuliére de x” + ax’ + bx = ¢ (t).

4 )
Test 4.9. Cherchons une solution de I'équation x”" — x’ — 2x = 2t% + e**.
Une solution particuliére de x” —x’ — 2x = 2t? est x,, = —t*> +t — 3.
Une solution particuliére de x” — x’ — 2x = 2 est x,,, = 1te*".
Donc x, = —t% 4+t — 3 + Jte?" est solution particuliére de x” — x’ — 2x = 2t% + e?".
\_ J

Résumons les cas ci-dessus dans le tableau suivant.

Second membre c (t) Solution particuliére x,, (t)

Xp (1) polynéme de degré nsib # 0
¢ (t) = p (t) est un polynéme de degré n de degrén +1sib=0eta#0

dedegrén+2sia=b=0

c(t)=Ke™ avecr’ +ar+b #0 Xp (t) = oxe™

. R Xp(t) = ate™  sirracine simple.
c(t)=Ke™ avecr +ar+b =0

Xp(t) = at?e™  sir racine double.

ct)=pt)e,r2+ar+b#0,degp =1 | x,(t) = q (t) e, q polynéme de degré n

c(t)=pt)e ;T2 +ar+b=0,degp=n | x,(t) = q(t) €™, q polxndme de degré n + 1

c(t)=p(t)e™yr==%degp=mn Xp(t) = q (t) e™, q polynéme de degré n + 2

c(t) =dcos(rt) + esin (rt) Xp(t) = occos (rt) + B sin (rt)

4.2.7 Solution particuliere par la méthode de variation des constantes

Comme nous I’avons vu dans le cas général des équations linéaires du second ordre, une solution
particuliére de I’équation x” + ax’ 4+ bx = ¢ (t) peut étre obtenue par la méthode de variation des

constantes (voir page 48).

!/

—c(t)x clt)x
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4.2. Equations linéaires homogénes du second ordre

ol X7 et x, sont 2 solutions particuliéres indépendantes de I’équation homogéne x” 4+ ax’+bx = 0.
Si 11 et T, sont deux racines distinctes du polynéme caractéristique T2 + ar + b, alors x; = e"'t,

x2 = e"2'. Dans ce cas, par intégration par parties, on peut écrire la solution générale de I’équation

avec second membre en une seule formule

X = eT‘tJ (e(”_”)t <Je‘”tc (1) dt)) dt.

4 )
Exemple 4.3. Cherchons une solution de I’équation x” —x’ —2x = e "

2

L’équation caractéristique 1° — 1 — 2 = 0 admet les racines 11 = —1 et 1, = 2. La solution

générale est donc

4.2.8 Principe de superposition

Soit (E) 'équation différentielle suivante :

(BE) : ax” +bx' +cx = f1(x) + f2(x)

On considere :

(E1) : ax" +bx +cex =0

(E2) : ax” 4+ bx 4+ cx = f;(x)

(E3) : ax” +bx +cx = f,(x)

Soit X1, x2 solutions respective de (E,) et (E3). La solution particuliere de (E) est x; + x5.
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

4.3 Equations linéaires homogenes a coefficients analytiques

Soit donnée une équation différentielle du second ordre homogéne
X"+ a(t)x +b(t)x =0. (4.3)

Supposons que les coefficients a (t) et b (t) puissent étre représentés sous forme de séries suivant
les puissances entiéres positives de t, c’est-a-dire a ( Z artetb(t Z by t*. Cherchons
k=0 k=0

la solution de (4.3) sous la forme d’une série entiére x (t) = >_ ¢\t~

En introduisant cette expression de x et de ses dérivées dans (4.3), on obtient

+o0 +o0 +oo +o0
D k(k—1)cpt*2 <Z aktk) (Z kcktk—]> + (Z bktk> <Z cktk> =0. (4.4
k=1 k=0 k=0

k=2

En multipliant les séries entieres, en groupant les termes semblables et en annulant les coefficients

de toutes les puissances de t au premier membre de (4.4), on obtient une série d’équations

t%: 2.1c, + agcy + bocy =0,
t': 3-2c3+ 2apcy +ajcq +bocy +bico =0,

(4.5)
t2: 4. 3cq +3apc3 + 2a1¢c2 + azcq + boca + bycy + baco =0,

Chacune des équations suivantes (4.5) comporte un coefficient de plus que I’équation précédente.
Les coefficients cg et cq restent arbitraires et jouent le role de constantes d’intégration. La premiére
des équation (4.5) donne c,, la deuxiéme c3, la troisieme c4 et ainsi de suite. En pratique il est
commode de procéder comme suit : d’aprés le schéma décrit plus haut on cherche deux solutions
x1 (t) et x5 (t), en choisissant pour x1,co = 1 et ¢y = 0 et pour x2,co = O et ¢c; = 1. Toute solution

de (4.3) sera une combinaison linéaire de x; (t) et x> (t).
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

On peut énoncer le théoréme suivant.

r 3

“+00 +00
Théoréme 4.1. Si les sériesa (t) = Y aptFetb(t) = Y bytk convergent pour x| < R,
k=0 k=0

400
alors lasériex (t) = Y_ c\t* construite par le procédé indiqué plus haut sera aussi convergente
k=0

pour |x| < R et constituera une solution de (4.3).

4

+o00o
En particulier si a (t) et b (t) sont des polynomes en t, la série x (t) = )_ cit* sera convergente
k=0
pour toute valeur de t.
\
Test 4.10. Trouver la solution de I’équation
X' —tx' —2x =0 (4.6)
sous forme d’une série entieére.
. J
+00
Cherchons x; (t) sous forme de la série x7 (t) = Y_ c,t¥, alors
k=0
+o0 +o0
X (1) =) ket" X () =) k(k—1)crt™ 2
k=1 k=2
En introduisant x; (t),x} (t) et x§ (t) dans (4.6), on obtient
+oo +o0 +o0o
D k(k—T et 2=t ) ket"' =23 ottt =0, (4.7)
k=2 k=1 k=0

En groupant dans (4.7) les termes semblables et en annulant les coefficients de toutes les puissances

de t, on obtient des relations permettant de déterminer co,cq, - - -
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

Posons x1 (0) = T et x (0) = 0. Alors on trouve co = 1,c; = 0. Ainsi, on a

tOZ ZCZ—ZCO :O, d’ou C2 = Cp :],

t1 . 6C3—C1 —201 :O, d’ou C3 = %C1 :O,

tz : 12C4 —2C2 —2C2 = O, d’ou Cq = %Cz = %,
t3: 20cs —3c3 —2c3 =0, d’olics = Fc3 =0,
+o00
Par conséquent xq (t) = 14 t? + 3t* 4 ---. De fagon analogue, en prenant x (t) = Y ayt" et
k=0
les conditions initiales x, (0) = 0 et X, (0) =1, on obtient g = 0, ; = 1.
En portant x; (t) dans (4.6), on trouve
+00 too
D k(k—T ot =) (k+2) agt* =0.
k=2 k=0
Par un changement d’indice dans la premiére somme on obtient
400
Y (k+2) ((k+ 1) &eys — ock) th =0,
k=0
Alors ot 12 = k]?ock, k=2,3,---.0n en déduit que x2x =0 et xop11 = ﬁ, et donc

+o00 1 +o00 1 tz k 2
X2 (t) = Z WtZk_H = tZ g (?) =tez.

k=0 k=0

La solution générale de I’équation (4.6) sera sous la forme x (t) = uxq (x) + uxz (t), 1, pn € R.
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

4.3.1 Solution des équations différentielle par Séries entieres

Test 4.11. En utilisant les séries entiéres résoudre les équations différentiélles suivantes :

1 (2 + 1% —2x =0,

(@ x(0)=1,%x'(0)=0

(b) x(0) =0, x'(0) =1

2. 2" =2t 4+ (2—t*)x =0, x(0) =0, x'(0) = —1

3.t((1+t2)x" = 2(1 +t?)x =13, x”(0) =0.

+o00
Solution Posons x(t) = Z a,t™; ona
n=0

+o00 +o00
X = E na,t" et x’ = E nn—1a,t" 2.
n=1 n=2

On remplace x,x’,x” dans I'’equation différentiélles on aura :

“+o0 “+o00
(t2+1) Z nmn—1a,t" 2 —ZZ a,t™ =0,
n=2 n=0
par suite,
“+o0 “+o00 “+o00
Zn(n—])ant“+Zn(n—ﬂantn’z—ZZant“:O (1)
n=2 n=2 n=0

posonsn —2 =m = n = m + 2,donc,

+o0 +o0 +o00
Y nn—Naut" 2= ) (m+2)(m+amat™ =) (Mm+2)(m+ a2 t™
n=2 m+2=2 m=0
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

ce qui donne,

Zn —1)ant“+Z M+2)n+1)ap th —ZZant“—O (2)

n=0
remarqons Z nn—1)a,t" = Z nn—1)a,t™ (3).
n=2
On remplace (3) dans (2) on obtlent,
+o00 +o00 +oo
Zn(n— at" + Z(n+2)(n+ Naps th —ZZ a,t" =0
n=0 n=0 n=0
+oo
S ln(n—1)=2)ay + (n+2)(n+ Nadt" =0 (4)
n=0
on peut donner la formule recurente définie par (4) a2 = %an =— EE;;% an, Vn > 0.
(@ x(0)=0=ap=0etx'(0)=1=a; =1.
Ce qui donne,
Sin=0, alorsa; =ay=1,
Sin=1, alorsaz = %a1 =0,
Sin=2, alorsas = %az =0,
Sin =23, alorsas = —%(13 =0,
dOI’]C, a = Qap = ],, et g = a3 = Aon+1 = A2n :O, n > 2;
D’oui la solution d’équation différentiélle est x(t) = 1 + t2.
(b) x(0)=1T=ao=Tetx'(0)=1= a; =0.
par la formule recurente a,, ;1 = %an = —%an, Yn > 0.

Ontrouve ap = a; = az, =0, Vn > 2.

De plus,

Co 1,
1)Sin =Talors, a3 = 5a7 = 3.

Co 1. 11
2)SI n=3 alors, a5 = —gag =353
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

3)Sin=5alors, a7 = —2as5 = = .
Ce qui donne
1
n = (-1 nl 21
G =D ST T
donc la solution de I’équation différentiélles est
1
t) =t -1 n—1 t2n+ﬂ
x(t) +T§( S o)
1
comme arctg(t) = Z(—])“f1 2n ])t2n+1 alors,

n>l
3t 1
x(t) = 5 + 2(1 + t¥)arctg(t).

Q2" —2tx' + (2—t*)t =0, x(0) =0, x'(0) = —1.

Posons

“+o00 +o00
Z na,t™ et x’ = Z nmn—1a,t™ 2.
n=1 n=2

x(t) = Z at™,x' =

n=0

On remplace x,x’,x” dans '’equation différentiélles on aura :

+00 too
t2 Z nn—1a,t" 2 —2t Z nat" '+ (2—1t%) Z a,t" =0
n=2 n=1 n>0

ce qui donne

“+o00 +o0o
D Im(n—T)—2n+2ant™ =Y ant™? =

+o0 400 +o0 +o0
Z nn—1)a,t"—2 Z na,t"+2 Z nant“—Z na,t"t? =
n=0 n=1 n=0 n=1 n=0 n=0
par suite
+00 +oo
Z(n2 —3n+2)a,t" — Z an_t"=0
n=0 n=2
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

on en déduit que la formule recurente est

A, = an_ 2, Yyn >3

(n=1)(n-2)

ce qui donne,

1) Sin =3 alors, a3 = 117(11 = 11@

Lo 1

2)Sin =4 alors, ay = —5,502, ay arbitraire
. 1

3)Sin = 6 alors, ag = 502

ce qui implique

+W.ﬁn+1 400 .an1

x(t) = — TLZ -+ ZZ tZ F—

n=1

finalement la solution d’équation différentiélle est
x(t) = —tch(t) + aztsh(t)

M((1T+t2)x" —2(1 +t?)x =13, x”(0) = 0. Posons

+00
Z a,t™,x' = Z na,t™ ! et x” Z nn—1Na,t™ 2.
n=2

n=0

On remplace x, X', X" dans I’equation différentiélles on aura :

“+o00
(E+ X + ) napt™ ' =201+t ) ant" =+

n=1 n>0
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

par suite,

Z na,t"™ + Z na,t"? -2 Z a,t™—2 Z a, t"t? =3,

n>0 n>0

on développe le premier terme

—2ao+(a;—2a7)t+2(2a,—2a0)t*+(3az+a;—2az—2a, )t3+Z (na,+(n—2)an_>—2an—2a,_)t" =
n=4
Donc,
—4
ao=0;a;=0,a, =0,a3 =leta, = —n—an_z, n.
n—2
de plus,
as =0,a6 =0,a2, =0, VYn > 4.
1 1 3 1 5 1
as = —50d3 = —?07 = —gls = 5 a9 = —- a5 = —7
et
a = (—1)! 1 Yn > 2
2n+1 — zn - ] ) = .
ce qui donne
)n71 5 )nf
) = a:t 3 —tn+1_t3 20+l _ 2 n—1 _ 2 Arctalt).
x(t) = art+as +; 5 +; — Z 2n_1 retg(t)
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

4.3.2 Coefficients analytiques, points réguliers

Définition 4.3 (Points régulier et singulier). On dit qu’un point ty est un point régulier ou

ordinaire de [’équation différentielle

X"+at)x +b(t)x =0, (4.8)

si les coefficients a (t) et b (t) sont analytiques en ce point; dans le cas contraire, le point t

s’appelle point singulier de [’équation différentielle (4.8).

Dans les exemples suivants, to = 0.

4.3.2.1 L’équation différentielle d’Airy

C’est ’équation

X" —tx =0.

+o00
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution x (t) = >_ ¢y t* est
k=0

(k+2)(k+T1)cxy2=crqpourk>1,c, =0.

Co . C1
2356 Bk-1EK N T 3467 BR Bk 1)

D’ou C3x = = O,

et donc

k=1 k=1

+o0o +o00
X (t) = Co <1 + Z Cgkt3k> +Cq (t + Z C3k+1t3k+]> .

4.3.2.2 L’équation différentielle d’Hermite

C’est I’équation

X" —=2tx' + ax =0,a € R.
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+00
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution x (t) = >_ ¢y t* est
k=0

(k4+2)(k+1)cks2 =—(a—2k) cx pour k > 0.

D’ou
_1k

ok = Grala—4)(a—8)---(a—4(k—1))co,

)k

Canr = ity (@ =2) (@=6) -+ (a =24 (k=) e,

et

400 +oo
x (t) = coxo (t) +c1x7 (t) olixg () =1+ Z CZktZk etx (t)=t+ Z CZk+1t2k+] .
k=1 k=1

Lorsque a = 2n est un entier pair, ¢,,, 2 = O et la solution paire x¢ (t) est un polyndme si n est
pair, la solution impaire x; (t) est un polynéme si n est impair. Le n-ieme polynome d’Hermite est
normalisé par la condition que le coefficient de t™ vaut 2™. Son expression est

L%J n!zn—Zk
H,, (1) (—1)" K (n— 2K

n—2k

4.3.2.3 L’équation différentielle de Tchebychev

C’est I’équation

(1—t)x" —tx' + a>x =0,a € R,

+00
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution x (t) = Y ¢ t* est
k=0

(k+2)(k+1)cri2 :—(az—kz) cx pour k > 0.
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D’ou

cover = ety (@@= 1) (@2 =9) - (@2 = 2k = 1) e,

et

+00 +
X (t) = CoXp (t) + C1Xq (t) ou X0 (t) =1+ Z CZktZk et x4 (t) =t+ Z C2k+1t2k+1 .
k=1 k=1

Lorsque a = m est un entier, ¢, 2 = O et la solution paire X( (t) est un polynéme si n est pair,
la solution impaire x; (t) est un polynéme si . est impair. Le n-iéme polynéme de Tchebychev est

normalisé par la condition que le coefficient de t™ vaut 2™~ 1. Son expression est

— _1\k n ] n—2k avec ] _ )'
=21 -_k(zi>(k>t (k) Ty

Le polyndme de Tchebychev posséde la propriété remarquable de pouvoir s’écrire sous la forme

—

d’x  dx
T, (t) = cos (nArcsint). En effet, posant t = cos 6, I’équation (1 —tz) preie ta +n’x =0
dZ
devient d_e)zc +n?x = 0 et x = cos (nO) est la solution qui coincide avec T, (cos 0).

4.3.2.4 L’équation différentielle de Legendre

C’est I’équation

(1—t)x" =2t + a(a+1)x=0,a € R.

400
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution x (t) = Y_ ¢ t* est
k=0

(k4+2)(k+T)cks2=—(ala+1)—k(k+1))ck pourk > 0.
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D’ou

e =50ala—2) - (a—2k+2) (a+1)(a+3)(a+2k—1)co,

Cart = o (=1 (a=3) - (a— 2k +1) (a+2) (a+4) - (a+2K) ¢,

et

+00 +oo
x (1) = coxo (1) + 1%y (1) olixo (1) =1+ ) cpt®™etxg () =t+ ) copqrt™™ .
k=1 k=1

Lorsque a = n est un entier, ¢, .2 = O et la solution paire x¢ (t) est un polyndéme si 1 est pair, la
solution impaire x; (t) est un polynéme si n est impair. Le n-ieme polynéme de Legendre P, (t)
est normalisé par la condition que P,, (1) = 1. Son expression est

B K (2n — 2k)!
Pat) =520 () =2

k=0

n—2k

4.3.3 Coefficients analytiques, points singuliers

Nous supposons que to est un point singulier régulier de I’équation différentielle

X"+at)x +b(t)x =0,

c’est-a-dire que les limites lim (t —to) a (t) et lim (t— to)” b (t) existent. Pour simplifier, pre-
t—to t—=to

nons to = 0. On peut alors réécrire ’équation précédente sous la forme

2% +tp ()X +q(t)x =0, (4.9)
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+00 400
oup(t)= 3 pithetq(t)= > qit" sont analytiques dans [t| < p.
k=0 k=0

Pour résoudre cette équation, on cherche, suivant Frobenius, une solution de la forme

—+o0
x(t)=t") cth, co #0. (4.10)
k=0

Pour déterminer I'exposant et les coefficients cy il faut introduire la série (4.10) dans I’équation
(4.9), simplifier par t" et annuler les coefficients de toutes les puissances de t. Dans ce cas, le nombre

T se détermine a partir de ’équation dite déterminante
F(r)=r(r—1)+por+qo =0. (4.11)

Soient 17 et T3 les racines de I’équation déterminante (4.11). Trois cas différents peuvent se présenter.

1. SiTy — 712 ¢ Z, alors on peut construire deux solutions de la forme (4.10)

+00 +oo
x7 (t) =t" Z crith, cro#0, X2 (t) =t" Z C2,t", €20 #0.
k=0 k=0

“+o00
2.Sity —72 € Nyalors x1 (t) =t Y ¢y xt*, ¢10 # O et x, est une deuxiéme solution
k=0

linéairement indépendante analytique dans0 <t < p:

+o0
X2 (t) = ax; (t) Logt + t"™ Z 2kt
k=0

avec a une constante dépendante de 1;.

3. SiTy = 713, alors x; et x; sont deux solutions linéairement indépendantes analytiques dans

O<t<p:

+00 oo
X1 () =t ) cr gt xa () =x1 (1) Logt + 12 Y cayt*.
k=0 k=1
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Test 4.12. Résoudre I’équation

25 4+t (3—=2t)X — (t+1)x =0. (4.12)

Solution. Ecrivons (4.12) sous la forme

32,

2t 2z x =0

+00
Cherchons la solution x sous la forme x (t) = t™ Y ¢, t*, ¢y # 0. Pour déterminer T écrivons

k=0
oy - . - — ) At — Tim 3=2t _ 3 _ 1 te1) ]
I’équation déterminanter (r — 1)+por+qo = 0,0upo = %lil’(l) >+ =35etqo = 113(1) (- =—3,
cest-a-direr (r—1) + %1‘— % =0, ou 12 + %T—% =0,dour; = % etr, = —1.
En vertu de la régle énoncée plus haut, prenons
+o0o 1 +o0o
i () =VE) @t (t>0), xa(t)=1) bet"
k=0 k=0
Pour trouver les ay il faut introduire x; et ses dérivées x) et x dans (4.12)
+o0 +oo oo
1 1 3
xi() =) at* 2, ) =) (k+dat" 5, ¥ (1)=) (K¥—1) at" 2.
L’introduction de x1, x} et x{ dans (4.12) donne
+o0o +oo +o0
3 1 1
22) (K- at" 74t3-2)) (k+3) art" 27— (t+1)) etz =0.
k=0 k=0 k=0

Apres les transformations, on obtient

+00 +oo
VEY K2k +3) at* —vE) 2(k+ 1Dt =0.
k=0 k=0
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La relation de récurrence pour les coefficients de la solution x; est donc

k (2k 4+ 3) ax = 2kay_q pourk > 1.

En prenant ap = 1, il vient a, = 5792—km<+3), k > 1, et donc

\/_2579 SprEEyL 5 (t>0).

D’une maniére analogue, en prenant by = 1, on obtient by = k,, si bien que x; (t) = % > %tk ou
k=0
x2 (t) = eTt La solution générale de I’équation (4.12) est
. ot
X (t) = uxq () + pxz (t —H\/_Zwt +H y lpeR.
4.3.3.1 L’équation différentielle d’Euler
C’est I’équation
t2x” 4 tpox’ + qox =0, Po,,qo € R (4.13)

On cherche des solutions particuliéres sous la forme x =t". On a

X =1t Tetx =r(r—1)t"2,

en reportant, on obtient "équation v (r — 1) + po7 + qo = 0 du second degré en .

Si cette équation a deux racines réelles distinctes v7 et 12, 11 # 15 alors x; = t"" et x, = t"2 sont

deux solutions particuliéres indépendantes donc x = put™ + ut™, pu,p € R.

Sinon on utilise la méthode plus générale : on effectue un changement de variable en posant t = e?,
dx  dx dz  d’z

on note x (t) =x (e®) =z (s) et on exprime — et — en fonction de — et —

dt  dt? ds  ds?’
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

Ona
dx (t) dx(e®) dx(e®) ds dz(s) 1 dx dz
= = == -— donct— = —,
dt dt ds dt ds t dt ds
dt2  dt\ ds t/) t2\ds?2 ds dt2  ds? ds’

On obtient alors I’équation différentielle linéaire a coefficients constants

d?z dz
az I Nt
+ (po—1) s

152 + qoz = 0.

On aura alors suivant la nature des racines du polxnome caractéristique 7> + (po — 1) T+ qo :

o x = ut"™ + ut" dans le cas de deux racines réelles distinctes 11 et 12, 11 #£ T3.

« x = t%(pcos(bLogt) + usin (bLogt)) dans le cas de deux racines complexes conjuguées

o 1=po 4 s V4q0—(1-po)?
atib = >+ 1 > .

« x = (1 + nLogt) t™ dans le cas d’une racine réelle double 1y = ];2}’—0

Test 4.13. Soit I'équation t*x” — tx’ — 3x = 0.
On cherche des solutions particulieres sous la forme x = t", on obtient une équation
du second degré v (r — 1) —1—3 = 0 soit 1> —2r—3 = 0, on trouve 11 = 3et T, = —1.

Alors la solution générale est x = ut> + %, uue R,
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

Test 4.14. Soit 'équation t2x” + 3tx’ +x = 0.
On cherche des solutions particuliéres sous la forme x = t", on obtient une équation du
second degré v (r — 1)+ 3r+1 = 0 soit (r + 1)% = 0, on trouve T = —1 comme racine

double. On utilise alors la méthode plus générale : on pose t = e° et on note x (t) =

x(e®) = z(s) Alors%—E ﬁ—l%carg—let@—l iz_%
N ‘ dt ds dt tds dt  t  dtz2 t2 \dsz ds)/’
2

dz
L’équation t?x” + 3tx’ + x = 0 se transforme alors en —— +2

+ 2z = 0. On résout
ds ds

I’équation caractéristique T +2r+1 = 0 :on trouve T = —1 comme racine double donc

(u+pLlogt), pwypelR.

| —

z(s) = e * (i + ps). Alors la solution générale est x =

4.3.3.2 L’équation différentielle de Laguerre

C’est 'équation tx”" + (1 —t)x' + ax =0, a € R.
Onaicip(t) =T—tetq(t) = atett = 0estun point singulier régulier. L’équation déterminante
estr(r—1)+por+qo=0,0upo=p(0) =Tetqo=q(0) =0, cest-a-direr (r—1) +1 =0,
our? =0,dour; =15 =0.

+o00 +o00
La relation de récurrence pour les coefficients ¢y de la solution x7 (t) = t™ Y ¢t = Y cpt*
k=0

k=0
est
k?ck =—(a+1—%k)cr_; pourk > 1.

En prenant ¢y = 1, il vient ¢, = (—1 )< a(a—112)‘~2~-2(f1j]£lz<—1))) k > 1, et donc

foo ala—1)---(a—(k—=1))

xit)=1+) (=" . t*,

P (k!)

et

+00 +oo
X2 (t) =% ()Logt + 1 ) byt* =x (t) Logt+ ) _byt".
k=1 k=1
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

Lorsque a = m est un entier, X; est un polynéme. Le n-iéme polynéme de Laguerre L, (t) est

normalisé par L, (0) = 1. Son expression est

bn (1 _];)(_” (k) K (k) T KK

4.3.3.3 L’équation différentielle hypergéométrique

C’est Péquation t (1 —t)x" + (y—(T+ x4+ B)t)x —apfx =0, «, B,y € R.

lcip (t) = w etq(t) = _loi[‘),’[t et t = O est un point singulier régulier. Onapy =p (0) =y

et qo = q(0) = 0, donc I’équation déterminanteent = Oestr(r—1) +yr =0,dour; = O et
12 =1 —y. Le point t = 1 est aussi un point singulier régulier.
On considére le point t = 0 en supposant que 1—y ¢ N*. Sur 'intervalle |0, 1[, on aura une solution

+00 +o00
x1 (1) =t Y cith = Y ct® avec la récurrence (k+1) (k+7v)cirr = (k+ o) (k+ B) cx
k=0 k=0

pour k > 0, ce qui conduit, en prenant cp = 1, a

+oo .« e —_ “ .. J—
X1“%:1+§:ahw+ﬂ (x+k ;L@m%ﬂ) (B+k 1%? (4.14)

400
On aura une seconde solution linéairement indépendante x, (t) =t'~Y (1 + > bktk> avec cette
k=1

fois la récurrence
(k+D)(k+T+1T—=vy)cxr1=k+T—v+a&) (k+1—v+B)ck pourk > 0.

D’ou

“+00

Z (x+1—v)- - (x+k—=y)(B+1 —v)---(r5+k—v)tk
K)R2=v)--(k+1—7) '

X2 (t) =t (1 +

k=1
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

Quant au point t = 1, le changement de variables s = 1 —t,z (s) = x (1 — t) on raméne I’étude a

celle de ’équation

s(I—s)2/+(1+a+B—-v—T+x+B)s)z —apfz=0

au point s = 0.

La fonction hypergéométrique est

o (ai)y (@) (ap)y

Fq(a,az, -+, ap,byybay -+ bg) () =1+

ou(c)y=clc+1)(c+2)---(c+k—=1), k=1

4.3.3.4 L’équation différentielle de Bessel

C’est 'équation t2x” + tx’ + (t* — &?) x =0, a € R..
lcip(t) = 1etq(t) =t>— o? ett = 0 est un point singulier régulier. On apy = p (0) = 1 et
qo = q (0) = —«?, donc ’équation déterminanteent = Oest T (r —1)+r1—o? = 0,d’ou ] = —«
etr) = «.
+00
Cherchons une premiére solution particuliére x7 sous la forme x7 (t) = t* Y_ cyt*, co # 0.
k=0

Introduisons x1, X et x| dans I’équation différentielle de Bessel, il vient

+o00 +o00 oo
25 (ko) (kb a— 1)t 21t Y (ko) et 4 (2 —ad) ¥ et =0,
k=0 k=0 k=0

ou encore, apres des transformations simples et la simplification par t*,

“+o00 “+o00
Z ((k + ) — oc2> crth + Z c t“2 =0.
k=0 k=0
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

Ce qui donne la récurrence ((k + o)’ — ocz) Ck = —Cx_2 pour k > 2, ce qui conduit a

Co
k>1
22k (o + 1) (¢ +2) - (o + k) k!’

Canp1 =0, k>0, et cay = (—1)"

Pour simplifier les calculs ultérieures, prenons ¢y = 7> ou I est la fonction gamma d’Euler,

1
25T (ot 1
qui est déterminée pour toutes les valeurs positives (ainsi que pour toutes les valeurs complexes a

partie réelle positive) par la relation

La fonction gamma possede les propriétés importantes suivantes :

Dr(v+1)=vl(v),
2) (k) = k!, ke N

IFv+k+1)=(v+1)(v+2)---(v+Kk)T(v+1), ke N
En utilisant les propriétés de la fonction gamma, écrivons le coefficient c,y sous la forme

B (—1)" B (—1)"
2= ke (1) (0+2) - (d+ KT (a+ DK 225 T (a+k+ 1)k

Maintenant, la premiére solution particuliére de I’équation de Bessel, que nous désignerons par J

prend la forme

+o0 (_1)k t 2k+«
1t =« (t):Zk!F(oc+k+1) (Z) ' (4.15)

k=0
Cette fonction s’appelle fonction de Bessel de premiére espece d’ordre «.
Une deuxieme solution particuliére x, de ’équation de Bessel sera cherchée sous la forme

+00
x2 (1) = 7% Y citk, co # 0. ll est clair que cette solution peut étre obtenue a partir de (4.15)
k=0
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4.3. Equations linéaires homogénes a coefficients analytiques

en remplacant & par —«

+o00 (_1)k t 2k—a
2O =TwU=2 Ty (Z) '

k=0

Cette fonction s’appelle fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre —«.
Si « ¢ N, les solutions J, et ]_ sont linéairement indépendantes, donc la solution générale de

I’équation de Bessel peut étre représentée sous la forme

x(t) = wWa () + 1o (t), p,reR.

Sic=n €N, J,et]_, sont linéairement dépendantes puisque | (t) = (—1)" J_, (t). Ainsi, pour
ax =mn € N, au lieu de J_ il faut chercher une autre solution qui soit linéairement indépendante
de J 4. A cet effet, introduisons une nouvelle fonction

Jo (1) cos (arr) — J o (1)
sin (ourt)

Y, (1) = , (4.16)

en considérant d’abord que & ¢ N.

Il est évident que la fonction Y, ainsi définie est solution de I’équation de Bessel, parce qu’elle
représente une combinaison linéaire de solutions particuliéres J, et J_ .

En passant dans (4.16) a la limite lorsque o tend vers un entier, on obtient un solution particuliére
Y« linéairement indépendante de J .

La fonction Y, introduite ci-dessus s’appelle fonction de Bessel de deuxiéme espéce d’ordre «.

La solution générale de I’équation de Bessel si x = n € N peut étre représentée sous la forme

x (t) = H]a(t)+uyoc(t)) e R.

On consideére les équations différentielles linéaires du 2nd ordre a coefficients constants de la
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4.4. Résolution de I’équation différentielle

forme

vte R, u” (t) +au (t) +bu(t) =0, (4.17)

ou a,b € R. Le but est de déterminer toutes les fonctions qui sont solutions de cette équation
différentielle.
La premiere partie traite de la résolution de cette équation différentielle et la seconde du pro-

bléme de Cauchy constitué de cette équation et de conditions initiales de la forme w (ty) = o et

u (to) = B.

4.4 Résolution de ’équation différentielle

L’ensemble des solutions de ’équation différentielle (4.17) est un espace vectoriel : il suffit de
vérifier que si u et v sont 2 fonctions solutions de (4.17), alors pour tout (y,v) € R?, pu + vv
est également solution de cette équation différentielle. On admettra que cet espace vectoriel est
de dimension 2. Pour le déterminer, il suffit donc de trouver 2 fonctions solutions de I’équation

différentielles (4.17) qui sont linéairement indépendantes.

On commence par chercher les fonctions de la forme u (t) = exp (ut) qui vérifient I’équation
(4.17) . On obtient alors une équation du second degré en ., appelée équation caractéristique as-

sociée a I’équation différentielle (4.17) :

W +au+b=0. (4.18)

On a la propriété : pLest une solution de I’équation (4.18) si et seulement si la fonction t — exp (ut)

est solution de I’équation différentielle (4.17).

Selon la valeur du discriminant A = a? — 4b, on obtient les résultats suivants :

« Si A > 0, I’équation (4.18) admet 2 racines réelles distinctes p; et W,. Les fonctions qui
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4.4. Résolution de I’équation différentielle

vérifient I’équation différentielle (4.17) sont telles que

u(t) =Aexp(mt) + Bexp (uat) avec A, B € R.

Ces fonctions sont définies sur R tout entier.

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle (4.17) forme un espace vectoriel de di-

mension 2 engendré par les 2 fonctions f; et f, telles que :

f1(t) =exp (uit) et f2 (t) = exp (uat).

Si A = 0,I’équation (4.18) admet 1 unique racine réelle py. La fonction x — exp (Hot)
est donc solution de I'équation différentielle (4.17) . On montre alors que la fonction x
texp (Hot) est également solution de (4.17). Ces 2 fonctions sont linéairement indépen-
dantes. On en déduit que les fonctions qui vérifient I’équation différentielle (4.17) sont telles
que

u(t) = (A + Bt)exp (not) avec A,B € R.

Ces fonctions sont définies sur R tout entier.

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle (4.17) forme un espace vectoriel de di-

mension 2 engendré par les 2 fonctions f; et f, telles que :

f1(t) = exp (wot) et 2 (t) = texp (KHot).

Si A < 0, ’équation (4.18) admet 2 racines complexes conjuguées 1 = p + iv et W. Les

fonctions qui vérifient I’équation différentielle (4.17) sont telles que

u(t) =Aexp(ut) + Bexp (ut) avec A, B € C.

79



4.5. Probléeme de Cauchy

Ces fonctions sont définies sur R tout entier. On note que si I'on veut des solutions réelles
(ce qui est en général le cas dans une équation modélisant un probleme physique), on doit
avoir B = A. On peut alors écrire exp (ut) = exp (ut) x exp (ivt). En utilisant les formules

d’Euler, on obtient la forme réelle des fonctions solutions de I’équation différentielle (4.17) :

u(t) =exp (ut) x (Acosvt+ Bsinvt),

ou A et B sont des constantes réelles. Plus précisément, on a :

A+ A A—A
_ ; _Re(A) etB=2"" _Im(A).

A 21

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle (4.17) forme un R—espace vectoriel de

dimension 2 engendré par les 2 fonctions f; et f, telles que :

f1 (t) = exp (ut) cos vt et f; (t) = exp (ut) sinvt.

4.5 Probleme de Cauchy

En général, ’équation différentielle (4.17) est couplée avec des conditions initiales de sorte

que le probleme a résoudre soit :

X" (t)+ax’ (t) +bx(t) =0
) (4.19)

X(to) =xetx (to) = f.))

avec &, [3 données et to € R.
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Dans ce cas, on commence par résoudre I’équation différentielle (4.17) : se reporter au para-
graphe précédent. Résoudre le probléme (4.19) revient alors & chercher parmi les solutions de (4.17)

celles qui vérifient de plus la condition

Dans tous les cas, le probléeme admet une unique solution obtenue en résolvant le systéme linéaire

ci-dessus.

4.6 Série d’exercices

Exercice 4.1. On considére une équation différentielle du second ordre a coefficients non constants.

A(t)x"(t) +B(t)x'(t) +ex(t) =0 ((E)

Les fonctions A et B sont définies dans un intervalle | et la fonction A est d valeurs strictement positives,
c est un réel fixé. On considére une fonctionf € C?(]) dont la dérivée premiére est a valeurs strictement
positives.

a) La fonction f est-elle bijective ?

b) Soit z = w o f. Former une equation différentielle (1) telle que :

u solution de (1) <= z solution de (E)

Sous quelles conditions cette équation est-elle a coefficients constants ?
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4.6. Série d’exercices

¢) Appliquer Uidée de la question précédente pour résoudre [’équation

(1T—t2)x"(t) —tx'(t) +9x(t) = 0 (E)

dans Uintervalle ] = 1—1,1][.

Exercice 4.2. On considére une équation différentielle du second ordre a coefficients non constants.

At)x"(t) +B(t)x'(t) +ex(t) =0 ((E)

Les fonctions A et B sont définies dans un intervalle | et la fonction A est d valeurs strictement positives,
c est un réel fixé. On considére une fonctiont € C?(]) dont la dérivée premiére est a valeurs strictement
positives.

a) La fonction f est-elle bijective ?

b) Soit z = w o f. Former une equation différentielle (1) telle que :

u solution de (1) <= z solution de (E)

Sous quelles conditions cette équation est-elle a coefficients constants ?

c) Appliquer Uidée de la question précédente pour résoudre [’équation

(1T—t2)x"(t) —tx'(t) + 9x(t) = 0 (E)

dans Uintervalle ] = ]1—1,1[.

d) Soit l’équation différentielle du second ordre

2t(1—t)x"+(3—-5t)x  —x =0 (4.20)
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d.1. Mettre [’équation () sous la forme

d , B
a[g(t)x +h(t)x] =0

d.2. Déterminer les solutions de [’équation ()

Exercice 4.3.  Soient1 = [a, b] un intervalle fermé ot a et b désignent deux nombres réels (a < b),
E Uespace vectoriel des fonctions a valeurs réelles de la variable réelle t, deux fois dérivables sur 1 et F
lespace vectoriel des fonctions a valeurs réelles de la variable réelle t continues sur 1.

On considére ’équation différentielle linéaire
X" (t) + g(t)x(t) = 0. (4.21)

ot x (.) est une fonction réelle inconnue. On supposera que g est dans F.

1. L’ensemble des solutions de la seule équation (10.1) constitue un sous-espace vectoriel G de dimen-

sion 2 de l’espace vectoriel E.

Démontrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que deux solutions x et x, de [’équa-

tion (10.1) soient linéairement indépendantes est que le déterminant

A(x1,%x2) (t) = ;

soit constant et non nul sur tout Uintervalle 1.

2. On suppose connue une solution particuliére h de (10.1) qui ne s’annule pas.

On posex (t) =h(t)z(t).

Ecrire l’équation différentielle (E) vérifiée par la nouvelle fonction inconnue z et montrer qu’a
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4.6. Série d’exercices

toute solution de (E) on peut associer un réel k tel que

3. Soit g une fonction continue et négative sur [0, 1] . Montrer que, siu est une solution de (10.1) telle

quew (0) =u (1) =0, alors

1
J [W2(t) — g (t)u? (t)] dt = 0.
0

Que peut-on en déduire pour la solutionu ?

4. Soit g une fonction continue de R dans R, non nulle et négative, Soit v une solution de [’équation

(10.1) , montrer que v* est convexe.

beginexercise Résoudre I’équation différentielle suivante : :

X(t) — 22X/ (t) +x(t) = e' +e?!

Exercice 4.4. Soit [’équation différentielle linéaire suivante :

(200 — B)x7(t) — 200¢/(t) + Bx(t) = te" + cost
et son équation homogéne associée

(2o — B)x7(t) — 20X/ (1) + Px(t) =0
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ot ot et 3 sont deux réels qui vérifient la condition &> + % # 0
a/ Donner la solution générale de ’équation homogeéne.

b/ Dans le cas ou &« = 3 = 1 donner la solution générale de [’équation (L)

Exercice 4.5. Trouver ['ensemble des solutions des équations différentielles suivantes a) x"" +x' +x =

0, X'+2Ux' +16x=0,x"—3x—x=0, x"+12x' =0.

Exercice 4.6. Trouver la solution des problémes de Cauchy suivants :

L xX"+x +x=0etx(0) =x'(0) =1.

2. " +24x" +16x =0 et x/'(2) = —3.

X" =3 —x=0etx'(—1) =2

4. X" —4x +3x =0etx(0) =x'(0) =1.

5 xX"—6x +9%x =0etx/'(0) = 2.
6. 0" +90 =0et0O(m/2) =0'(t/2) =0.
Exercice 4.7. 1. Montrer que ’équation différentielle X" + 3x" — 4x = 0 possé de une unique

solution telle que x(0) = 0, x(1) = 1.

2. Montrer que [’équation différentielle X" + 4x’ + 5x = 0 n’admet aucune solution telle que
x(0) = 0, x(7t) = 1; par contre, elle admet une infinité de solutions telles que x(0) = x(27t) = 0.

Pourquoi cela ne contredit-il pas le théoréme du cours ?

Exercice 4.8. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. X" 4+ 2x' 4+ 3x = cos(t), en cherchant une solution particuliére de la forme x cos(t) + 3 sin(t).

3

2. X" —x' —x = —e3!, en cherchant une solution particuliére de la forme oe>*.
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3. X" —x’ —x = e'sin(2t), en cherchant une solution particuliére de la forme :

xe'sin(2t) + Be' cos(2t).

Exercice 4.9. 1. Montrer que [’équation différentielle X" + x = cos(t) + sin(t) ne peut avoir

aucune solution du type : xcost + 3 sint.
2. La résoudre en cherchant une solution particuliére du type xt cost + [3tsint.

Exercice 4.10. Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes :

1. X" 4+ 2x’ — 3x = 5e?t,

2 X" =2 +x=e'—t—1.
Exercice 4.11. Résoudre les équations différentielles suivantes :

a)xX' +xX =t+2, b))t =x +12, o) x*x'+x' =0, d)xx" =%+ (x)*, e)x' = e*.

Exercice 4.12. Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) 2xx" —3 (x’)2 =4x?, b)xx" — (x’)2 +xx' +tx? =0.

Exercice 4.13. Montrer que [’équation différentielle :

(1 —tz)x”—th’—I—Zx =0

posséde pour solution particuliére un polynéme.

En déduire les solutions de cette équation différentielle.
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Exercice 4.14. Déterminer une solution particuliére de chacune des équations différentielles suivantes :
a) X" —5x' + 6x = 2e*t, b) x" —x' +x =5, c) X" + 2x' + 5x = cost,

d)x" +x' —2x=t+cost, e)x"—3x+2x=e'sin(3t), X'+ +2x=(t2+1)e".
En déduire les solutions de ces équations différentielles.

Exercice 4.15. Résoudre en utilisant la méthode de variation des constantes les équations différentielles

suivantes :

1 _ 1 12 _ 1
a) x —l—x-cost, b) x x—(1+eit)2.

Exercice 4.16. Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) t>x" +4tx' +2x =0,  b) t2x" +4tx’ + 2x = 2tLogt, ) t*x" +tx' +x =6 —Logt.

Exercice 4.17. Enposants = Arctg t, résoudre ["équation différentielle (t* + 1)2 X'4+2t (2 +1) X'+

ax =0,x € R.
Exercice 4.18. Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) X" +xx' =0, b) <x+3 (x’)2> X' —2(x)* =0, ) x2+2(x)* —xx" =0,
d) X" +x' — 2x = 4t, e)x"—2x' —3x =e ' (8t +6), f) x" +x" — 6x = tht,

t

g X' —2x' +5x = —

s h) (2—t)x"+(2—t)x' =3x =13, i)x"—2X +2x = e'tgt,

j) 2t2x" +tx' —x =0, k) X" +4x +oax =e Y, x € R, ) t2x" 4+ tx’ + x = Log (xe) ,

m) X" + 2tx’ = —t, n) X" =x"2x/, o) (1-t*)x" —tx' +x =0.
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— 3

Equations différentielles linéaires d’ordre »
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Soit une équation différentielle linéaire a coefficients réels constants :

aox™ +ax™ Y 4+ +anx=0(ag,a;...an = const, ap > 0) (5.1)

La solution nullex = 0 de l’équation (5.1) est asymptotiquement ateble si toutes les racines de [’équation
caractéristique

f(W) =a2"+a;u™ ' +...+a, =0, (5.2)
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5.1. Critére de Routh et Hurwitz

ont leur partle réelle négative.

5.1 Critere de Routh et Hurwitz

Pour que toules les racines de léguation (5.2) aient leurs parties réelles négatives, il faut et il suffit

que tous les mineurs diagonaux principaus de la matrice de Hurwits soient peritifgs

aq QAo 0 0 0 0 e 0
as az aq QAo 0 0 . 0
as a4 a3 a; a; ag ... O |- (5.3)
0 0 0 0 0 0 an

La matrice de Hurwitz est formée comme suit. Suivant la diagonale principale on écrit les coefficients
du polynéme (5.2) en commenfant par a; et en finissant par a.,. Les colonnes sont constituées alterna-
tivement de coefficients affectés de seuls indices impairs ou de seuls indices pair, le coefficient ay étant
compris au nombre de ceux derniers. Tous les autres éléments de la matrice correspondant anx coeffi-
cients d’indices supérieurs an ou inférieurs a 0 sont suppposés nuls. Les mineurs diagonaux principaux

de la matrice de Hurwitz sont de la forme

a; ag O
ar, Qo
Alza])AZZ ) A3: as dzx aj [r»e+*
as, daz
as ag as
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5.1. Critére de Routh et Hurwitz

ag az 0 ... O
az a a; ... O
et Ay = az a4 az ... O
O 0 0 ... an

Ainsi, la condition de Hurwitz s’énonce : pour que la solution x = 0 de l'equation (5.1) soit stable il

faut et il suffit que solent verifilies les relations

Ay >0, A;>0,...,A,>0.

Puisque A, = anA,_1, la condition A,, > 0 peut étre remplacke par celle de a,, > 0.

Exemple 5.1. Etudier la stabilité de la solution nulle de I’équation

xV 5% 4+ 13x" +19x" +10x = 0. (5.4)

Solution. Etablissons 1’équation caractéristique

f(p) = p* +5u° +13u2 + 190+ 10 = 0.
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5.2. Critere géométrique de stabilité (critéere de Mikhailov)

Ici, a9 = 1,07 = 5,a; = 13,a3 = 19,a4 = 10. Eerivons les mineurs diagonaux de la matrice de

Hurwits

5 1T 0 0
5 1 0
19 13 5 1
Ay = =4240 >0, A3=1[19 13 5 |=424>0,
0 10 12 13
0 10 19
0 0 0 10
5 1
Ay = =46 >0,A1 =5>0,
19 13

c’eat-a-dire Ay > 0,A; > 0,A3 > 0,A4 > 0. On voit donc, que la solution trivialex = 0 de ’équation
(5.4) ast asymptotiquement stable.

Le calcul peut se faire, par exemnple,comme suit. On forme d’abord le mineur d’indice le plus éle-
vé A, de la matrice de Hurwitz.A partir de lui,on écrit sans peine tous les mineurs d’ordre inférieur
An_1y...sAq. Puis, on commence a calculer successivement Ay, A;, etc. Si U'on rencontre un mineur

négatif, c’est le signe que la solution est instable de sorte que le calcul ultérieur devient inutile.

5.2 Critere géométrique de stabilité (critere de Mikhailov)

Considérons une équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients réels constants
aox™ + ax™ Y 4+ L+ anx = 0. (5.5)
Son équation caractéristique est

(1) = aou™ + aju™ ' 4 ...+ a, = 0. (5.6)
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5.2. Critere géométrique de stabilité (critéere de Mikhailov)

Le critére de Mikhailov permet de résoudre la question relative a la disposition des racines de [’équation
caractéristique (5.6) sur le plan complexe et donc d’établir si la solution nulle de [’équation(5.5) est

stable ou ne Uest pas. En posant |L = iw, on obtient

flw) = u(w) + v(w),

ou

u(w) = an — an—zwz + (ln_4(,U4 — eny

viw) = an_1w—an_sw> +...

La quantité f(iw) peut étre représentée pour une valeur donnée du paramétre w sous la forme d’un
vecteur sur le plan complexe u, v ayant son origine a l’origine des coordonnées.

Lorsque le paramétre o varie dans Uintervalle (—oo, +00) Uextrémité de ce vecteur décrit une cer-
taine courbe appelée courbe de Mikhailov. La fonction u(w) étant paire, la courbe de Mikhailov est
symétrique par rapport a U'axe Ou si bien qu’il suffit de construire seulement une partie de la courbe
correspondant a la variation du paramétre w dans les limites de 0 a +oo.

Si le polynéme f(1) de degré n posséde m racines ayant leur partie réelle positive et n —m racines
ayant leur partie réelle négative, 'angle de rotation ¢ du vecteur f(iw), sera @ = (n—2m)7 lorsque
w varie de 0 a +oo.

Il est clair que pour la stabilité de la solution de ’équation (5.5) il faut et il suffit que m = 0.

Pour que la solution nulllle x = 0 de [’équation (5.5) soit stable il faut et il suffit :

1) que le vecteur f(iw) tourne d’un angle @ = M7 c’est-d-dire fasse 7 tours en sens antihoraire
lorsque w varie de 0 d 400 ;

2) que l’hodographe de f(iw) ne passe pas par Uorigine (0,0) lorsque w varie de 0 a 4.

Il en résulte que pour la stabilité de la solution de ’équation (5.5) il faut que toutes les racines des
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5.2. Critere géométrique de stabilité (critéere de Mikhailov)

équations u(w) = 0, v(w) = 0 soient réelles et alternées, c’est-d-dire qu’entre deux racines, quelles

qu’elles soient, d’une équation doit se trouver une racine de 'autre équation.

Test 5.1. Etudier la stabilité de la solution nulle x = 0 de 'équation

xV 4 x" +ax" +x +x=0.

Solution. Solution. Formons le polynome caractéristique

flu) =p* + 13 +4p? +p+1.

Puis,

flw) = w* —iw® —4w? +iw+1, u(w)=w*—4w? +1
viw)=—-w?4+w=w(l-—w)(l+w).

Construisons la courbe

L’angle de rotation du rayon-vecteur est @ = 45 = (n—2m)75. On en tiren—2m = 4 et puisque
n =4 onam = 0, c’eat-d-dire que toutes les racines de [’équation caractérigtique se situent dans le

demi-plan a gauche. La solution triviale x = 0 est donc asymptotiquement stable.
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5.3. Notions fondamentales et définitions

5.3 Notions fondamentales et définitions

Un systéme d’équations différentielles ordinaires

/ k / k !
Fx <x,x1,x],...,xg ”,xz,xz, ...,x; 2),...,xn,x ,x(k“)) =0 (5.7)

ny *°°

k=1, 2, ..., n,

(k1) (k2)

résolu par rapport aux dérivées d’ordre le plus élevé x; '’ x5’ ..., x (k1

) s’appele systéme canonique.

Il est de la forme

(k1) / (ke —1) ’ (ko—T1) ! kn—1
X4 =T (X,x1,x],...,x] y X2y Xoy eeny Xy y eoey Xmiy Xpy ,x( n—T) ,
(k2) _ / (ke—=1) / (ko—T1) ! kn—1
X, =1 (X,x1,x],...,x] y X2y Xoy eeny Xy y ooy Xmy Xpy ,x( n—T)
(5.8)
..................................................................................................................... ,
(kn) _ ’ (ki—=1) ’ (k2—1) ! kn—1
Xn " =1Tn (x,x1,x1,...,x1 y X2y Xy eeey Xy ooy Xy Xy ey XU T )
\
On appelle ordre de systéme (5.7) le nombre p égale a
P Zk] +k] +...+kn.
. 3 . \
Test 5.2. Ramener a la forme canonique le systéme d’équations
!/ "
x2X; —In(x; —x7) =0,
/
e*2 —x; —x2 = 0.
\
\_ J
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5.3. Notions fondamentales et définitions

Solution le sxsléme considéré est du troisiéme ordre carky = 2,k, = 1 et doncp = 3. En résolvant

e 7z . 2 " .7 \ / . 7z .
la premiére équation par rapport a x, et la deuxiéme par rapport a x,, on obtient le systéme canonique

’
X2X4q

" I
X; =X1 + e x, =In(xg +x3).

Un sxstéme d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

ka

el i (£, X1, X2y eeryXn )y k=1, 2, ..y 1, (5.9)

out est une variable indépendante et x1,X3, ..., X, sont des fonctions inconnues de t, s’appelle systéme
normal.

Le nombren s’appelle ordre du sustéme ormal (5.9). On dit que deux systémes d’équations différen-
tielles sont équations s’ils possédent. mémes solutions.

Tout systéme canonique (5.8) peut étre ramené au systéme normal (5.9) équivalent et ['ordre de ces

systémes sera le méme.
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5.3. Notions fondamentales et définitions

~
Exemple 5.2. Ramener au systéme normal le systéme d’équations différentielles suivant
(
dZ
az —x=0,
3dx —
Solution Posons x = x1, % = X2, X = x3. Alors on aura % = X7, % = % et le systéme
donné sera ramené au systéme normal du troisiéme ordre suivant
d
b=,
d
dxs _ 2x1
at T 3
\. N J
( 7 . . ’ . \
Test 5.3. Ramener I’équation différentielle
d?x
— +pt)o- +qt)x =0
au systéme normal.
\_ J
Solution Posons x = x1, & = x5, alors &1 = x5, X = 92 Fy portant ces expressions dans
T at 2 dt 25 a2 at - £NP p
[’équation donnée, on obtient
dXz
— +pt)x2+q(t)x; =0.
dt
Le systéme normal sera de la forme
dX] dXz
—— =X2 —_— = — th— tX1.
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5.4. Probléeme de Cauchy

On appelle solution du systéme (7?) dans Uintervalle (a,b) U'ensemble de n fonctions quelconques

X1 = @q (ﬂ» X2 = (PZ(t)) vy X = (pn(t)

définies et continument dérivables dans Uintervalles (a, b) si elles transforment les équations du systéme

(5.9) en identités valables pour toutes les valeurs de t € (a,b).

( )
Test 5.4. Montrer que le systéme de fonctions x; = —1/t2. x, = —tInt définies dans

I’intervalle 0 < t < 400 est solution du systéme d’équations différentielles

.

AX1 _ 9442
Ge = 2txq,
d _x _
at — ot :
\
Solution On a %‘ = t%, dditz = —1 — Int. En introduisant dans I'équation du systéme
donné au lieu de x1,x;, % et % leurs expressions par t, on obtient les identités
2 2t 2
t?:tj:t?) *lnt*‘I:*lnt*‘], 0<t<+OO.
\_ J

5.4 Probleme de Cauchy

Le probléeme de Cauchy pour le systéme (5.9) consiste a trouver des solutions
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5.5. Systémes a coefficients constants

de ce systéme qui satisfont aux conditions initiales

X1 (tO) :X?)XZ (tO) :ng")xn (tO) :ng (5'10)

ot to,x3, %5, ...,x% sont des nombres donnés.

5.5 Systemes a coefficients constants

5.6 Série d’exercices

Exercice 5.1. En se servant du critére de Mikhailov, étudier la stabilité de la solution nulle des équations
suivantes :

D2x" +7x" +7x +2x = 0.

n

2% +2x"+ 2% +x =0.

"

3) 2%V 4+ 13x" +28x" + 23x" + 6x = 0.
4)3xY +13x" +19x" +11x" +2x = 0.
5)2xY +6x" +9x" +6x" +2x =0.

6)x!V +4x" +16x" 4+ 24x’ + 20x = 0.

"

7)x" +13xV 4+ 43x" +51x" +40x" +12x = 0.
8)x” +x = 0.

9xY 4+ 3xV 4+ 2x" +x" +3x" +2x = 0.

10) 2xY +11x" + 21x" +16x" +4x = 0.
XY+ xY +xV +x" +x +x =0.

12) x4+ 9" + 32x" + 54x’ + 20x = 0.

"

13) 6xV¥ 4 29x " + 45x" + 24x' 4+ 4x = 0.

14)x" +xV 4+ 2x" + 2x" + 2x' + 2x = 0.
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5.6. Série d’exercices

15) XY + x7 4+ 3xV + 2x" +4x" + 2x' + 2x = 0.

16)x¥ + 2x + x" 4+ 2x" +x' + 2x = 0.

Exercice 5.2. Etudier la stabilité de la solution nulle des équations suivantes :
Nx" —3x +2x=0.
2)xY +ax" +7x" +6x +2x =0.
3)x" +5x" +9x +5x = 0.
HxY —2x" +x" +2x' +2x = 0.
5)xIV 4+ 7x" +17x" +17x + 6x = 0.
6)x —3x" 4+12x" —10x = 0.
7)xY +5x" +18x" + 34x" +20x = 0.
8)xV +7x" +19x" +23x" +10x = 0.
9xV +11x" +41x" +61x" +30x = 0.
10)xY + 3x!V —5x" —15x" +4x" + 12x = 0.
1)xY 4+ 7x!Y +33x" 4+ 88x" 4+ 122x 4+ 60x = 0.
Pour quelle valeur de o la solution nulle des équations suivante t-elle stable ?
12)x" +2x" + ax' +3x = 0.
13)xY +ox” +2x" +x +3x =0.
14)x"YV +2x" + ax" +x +x=0.
Pour quelles valeurs de «, 3 la solution nulle des équations suivantes sera-t-elle stable ?
15)x" 4 ox” +px +x=0.

16)xY +3x" + ax” +2x' + px = 0.

Exercice 5.3. Vérifier si les systémes de fonctions donnés sont solutions des syatémes d’équations

différentielles donnés :

dX] . 2 1
_dt — _ti], X] — tz,
dxp; _ xitt, _

at 1 X2 = tint.
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5.6. Série d’exercices

dz __ 2t
TS

dx
dt

dx — t
it = 20 x=t+e",

dz _ ., _ .. _
dt_Z X; Z=¢€

\

Exercice 5.4. Soit le systéme

X} = ax; + bxa,

x5 = exq + dx,.

Montrer a Uaide de Uécriture matricielle que x1 et x, sont solutions d’une méme équation

du second ordre a coefficients constants

Z'+oz +Bz=0

dont [’équation caractéristique est la méme que celle de la matrice du systéeme.

Exercice 5.5. 1. Soit ® : R — M,, (C) de classe C', on suppose que (Vt) @ (t) et @' (t)

commutent.

Montrer que t — exp @ (t) est dérivable et que

d

at exp® (t) = D' (t)exp D (t).

2. Soit @ : R — M,, (C) continue, périodique de période w, on suppose qu’elle admet une

primitive ® : R — M, (C), avec @ (0) = 0, telle que (Vt) O (t) et @ (t) commutent.
2.1 Montrer qu’il existe A € My, (C), telle que (Vt) exp @ (t + w) = exp @ (t) x A.

(on pourra poserY = exp @ (t) x Z(t) ).
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5.6. Série d’exercices

cost 1
2.2 Expliciter exp @ (t) et A pour @ (t) =
1 cost
X/ X
2.3 Déterminer les solutions du systeme différentiel =@ (t) , telles que
X Y

X (t+2m) = ux (1), x(t+271) = ux (t).

2.4 Déterminer les valeurs | correspondantes.

Exercice 5.6. Soit le systéme

X' = —x 4+ x% — 2xx,

x' = —2x — 5xx + x?,

utiliser la fonction de Liapounovv (x, x) = x? + x? pour étudier la stabilité de (0, 0) .
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CHAPITRE

— 6

Systeme d’équations non linéaires d’ordre 1

Contents

6.1 Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, cas non linéaire . .. ... ........ 102

6.2 Méthode des éliminations successives (réduction d’un systéme d’équations

différentielles a une seule équation) . . ... ... ... ... ... .. 109
6.3 Sériedexercices . . . . . . . . L i e e e e 115
6.1 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz, cas non linéaire
On s’intéresse au probléme de Cauchy
X' = f(t,X)
(6.1)
X(to) =xo

ouf:U — R™ avec U un ouvert de R x R™ et (to,x0) € U. {colback=green !5 Iwhite,colframe=blue
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6.1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz, cas non linéaire

Définition 6.1. On dit que f est localement lipschitzienne en X si pour tout (t1,x1) € U, il
existe un voisinage V de x1, un voisinage W de t; et k > O tels que pour tous x,x € V et tout

teWw,

f(t,%) — £(t, X)]| < kllx —x]|.

Théoreme 6.1. Sif est continue sur U et localement lipschitzienne en X, alors (6.1) admet une

unique solution maximale.

4

Définition 6.2. f est continue sur U donc (6.1) est équivalent a

t

X(t) =xo +J fuw, X(u))u. (6.2)

to

SoitV € V(xo), W € V(to) etk > 0 comme dans la définition du caractére localement lipschitzien
de f, on peut supposer W X 'V borné. On note M := sup,,,_,, T.

On se place sur un cylindre de sécurité : soit v > 0 tel que B(xo,7) C V et soit T > 0 tel que
[to — T,to + T] C W. On note F l’espace des fonctions continues de [ty — T, to + T] dans B(xo, 1)
muni de la norme infinie, il s’agit alors d’un espace de Banach.

On définit U'opérateur ® sur F par

t

DY)(t) = xo + J fu, Y(u)he.

to

Il faut d’abord que F soit stable par ©.
[D(Y)(t) —xol < [t —toM < TM

donc en choisissant T < @ (Y) est bien a valeurs dans B(xo, 1) et donc ® définit bien un opérateur

x
M’
sur 3 (ce choix garantit aussi que le cylindre considéré est bien un cylindre de sécurité).

Le but est maintenant de montrer que ® admet un point fixe en utilisant le théoréme de Picard. En

effet, I'équation (6.2) implique qu’une fonction X de classe C' est solution de (6.1) si et seulement si
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6.1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz, cas non linéaire

elle est point fixe de @.

On va montrer que @ admet une itérée contractante. Soit Y,Z € JF, montrons par récurrence sur

P € que

kPt — to[P
Vtelto—Tto+Tl, [[®P(Y)(t)—PP(Z)(H)] < THY—ZHW

Cette inégalité est vraie pourp = 0 et

[OP T (Y)(1) — @7 (Z) (1) < f Hf(u,@P(Y)(u))—f(u,d)"(Z)(u))llu’

< || K[OP(Y)(u) — <I>P(Z)(u)l|u’

Jto
K=t
<|| kY= Z[[ou
Jto p'
kp+1’t_to|p+]
- Y~ 2w,
(p+1)
d’ot le résultat. On a donc, pour toutp € et tousY,Z € T,
PTP
00Y) = (2] < =¥ = Zl

Or ¥ . 0 donc il existe p € tel que "
p—+o0 p!

o < 1. D’apres le théoréme de point fixe de Picard, ®

admet un unique point fixe X sur F, qui est donc 'unique solution de (6.1) sur [to — T, to + T].

Cette solution se prolonge en une solution maximale. Supposons qu’il existe deux tels prolongements
X7 et X, sur deux intervalles 11 et 1. L’intervalle 1; N1, est non vide car il contient [to—T, to+T]. Soit
] le plus grand intervalle inclus dans 1y N1, et contenant [to — T, to + T] tel que X1 = X, sur]. Alors |
est fermé dans 11 N 1, car X; — X3 est continue. Si ] # 11 N 15, alors on peut appliquer Uunicité locale
précédemment démontrée en ['une des bornes de | et contredire la maximalité de ]. Donc | = I; N I3,
d’ot on déduit X1 = X, sur Iy N 1, et, par définition de solution maximale, 1, = 1,. Finalement, X se

prolonge en une unique solution maximale. {colback=green !5 white,colframe=blue
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6.1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz, cas non linéaire

r

Théoreme 6.2. Théoréme d’existence ef et d’unicité de la solution du probléme de Cau-

chy. Soit donne le systéme normal d’equations difjerentielles (5.9). et soient des fonctions

fi(tyXx1,X2,...,Xn),1 = 1,2,...,m, définies dans un certain domaine D de dimensons
n + 1 dans lequel varient les varriables t,x1,X2,...,Xn, S’il existe un voisinage Q) du point
Mo (to, x9,x9, ... ,xg‘) dans levuel les fanctions f;

a) sont continues,
b) possédent des dérivées partielles bornées par rapport aux variables x1,X1,...... Xn, alors il

existe un intervalle to —h < t < to + h de variation de t dans lequel le systeme normal (5.9) a

une solution et une seule qui satisfait aux conditions initiales (5.10).

Le systeme de n fonctions dérivables

xi =% (4,Cy,Cqy...,Ch), 1i=1,2,...0 (6.3)

de la variable indépendante t et dem constantes arbitraires Cy, Ca, ..., Cy s’appelle solution générale
du systéeme normal (5.9) si :

1) pour toutes valeurs admissibles des C1,C,, ..., C,, le systéme de fonctions (6.3) transforme les
équations (5.9) en identités ;

2) dans le domaine ot sont satisfaites les conditions du théoreme de Cauchy, la fonction (6.3) résout

tout probleme de Cauchy.
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6.1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz, cas non linéaire

Exemple 6.1. Montrer que le systéme de fonctions

X1 (t) = C1e_t + C2e3t,

Xz(t) = 2C; et — 2C263t

est la solution générale du systéme d’équations

dz; o
at X1 — X2
dz; __

at —X2—4X].

(6.4)

(6.5)

Solution. Dans I'exemple considéré le domaine D est.

—o00 <t<+4+00,—00 < X7,X2 < +00.

(6.6)

En introduisant les fonctions x4 (t) et x2(t) définies par (6.4) dans le systéme dééquations (6.5) on

obtient des ideatités en t qui sont valables pour toutes les valeurs des constantes Cy of C,. Ainsi, la

condition 1) qui définit la solution générale est satisfaite.

Vérifions la réalisation de la condition 2). Remarquons que pour le systéme d’équationa (6.5) les

conditions du théorame d’existence et d’unicité de la solution du probléme de Cauchy sont satisfaites

dans tout le domaine D défini par les relations (6.6). Aussi pour les conditions initiales peut-en prendre

tout triplet de nombres to, x$,x9. Alors les relations (6.4) donnent, pour déterminer Cy et C,, le systéme

X? = Cre o 4 C2€3t°

Xg =2C et — 2C2€3t°

Le déterminant de ce systéme A = —4e?'© £ 0 ; par conséquent, ce systéme est univoquement résoluble

par rapport a Cq et C, quels que soientx9, xS et to. Cela équivaut a dire que tout probléene de Cauchy
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6.1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz, cas non linéaire

est résoluble. Ainsi le sygtebme de fonctions (6.4) est la solution générale du syatéme d’équations (6.5).

Les solutions obtenues a partir de la solution générale peur des valeurs concrétes des constantes

C1,Cy....C,, s'appelent solutions particulieres.
~N
Exemple 6.2. Connaissant la solution générale (6.4) du systéme (6.5). trouver une solution
particuliére de ce systéme qui satisfait aux conditions initiales x1 (0) = 0,x,(0) = —4,
Solution. Le probléme se raméne a la recherche des valeura des constantes C; et C, qui
vérifient les relations
0= C] + Cz;—4 :2C1 —ZCZ
Rn réaolvant ce systéme, on trouve C; = —1,C, = 1. La solution particuliére cherchée est
x1(t) = —e T+ 3t xo(f) = —2e 1 — 2e3t
. (1) () )

Remarques. 1. Ily a des systemes d’équations différentielles qu’on ne peut pas réduire a une seule

équation. Par exemple, le systéme

dX]

at — XD
dx, _
at = X2.

se répartit en deux équations indépendantes. La solution générale s’obtient dans ce cas par Uintégration
de chaque équation séparé ment :

x1 = Cye Y, x4 = Cyet.

2. Si le nombre d’équations du systéme est égal a n et le nombre de fonctions inconnues est N, tel
que N > n, un tel systéme est indelterminé. Dans ce cas on peut choisir arbitrairement N — n fonc-
tions cherchées (pourvu qu’elles solent dérivables un nombre de fois nécessaire) et définir les autres n
fonctions a partir d’elles.

3. Si le systéme comporte n équations et le nombre de fonctions cherchées est N, tel que N < n, ce
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6.1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz, cas non linéaire

systéme peut s’avérer incompsatible, c’est-a-dire n’ admottant aucune solution.

On appelle integgrale du systéme normal (5.9) une fonction\ (t,x1,X2, ..., Xy ) définie et continue

2 2

avec ses dérivées partielles du premier ordre
ot an

yk=1,2,...,n dans le domaine D si, lorsqu’on y
porte une solution arbitraine x1 (t), %1 (t),...,%xn(t) du systéme (5.9), cette fonction prend une valeur
constante, e’est-adire une fonction\ (t,Xxq,X2,...,Xn) qui dépend uniquement du choix de la solution

x1(t),x2(t),...,xn(t) et non de la variable t.

On appelle intégrale premiére du systeme normal (5.9) l’égalité

lb(t)XhXZ)-"»Xn) = C)

ot (t,x1,X2,...,Xxn) est lintégrale du systéme (5.9) et C une constante arbitraire *).
N
Exemple 6.3. Montrer que la fonction
X1
U (t,x1,%2) = T (6.7)
définie dans le domaine D : t # 0, —00 < X1,%, < +00 est intégrale du systeme d’équations
dX] X1
==
dXz 4 X1
— =X -
a T
si la solution générale de ce systéme est
x1 = Cit,x2 = Cit? + Cat. 6.9
L 1 1t,x2 =G 2 (6.9)

Solution. Ea introduisant (6.9) dans (6.7), on obtient

Cit? + Cyt
B tx,%) = (1,0t G2 + Cot) = =2 - e =G,
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6.2. Méthode des éliminations successives (réduction d’un systéme d’équations différentielles a
une seule équation)

dans le domaine D. Par suite, la fonction (6.7) est dans le domaine D Uintégrale du systéme d’équation
(6.8) et, par conséquent, une intigrale premiére de ce systeme sera 2 —x1 = C, ot C est une constanto

arbitraire.

Théoréme 6.3. Pour qu’une fonction \ (t,xq,X2,...,Xy) soit intégrale du systeme (5.9) il

faut et il suffit que les conditions

N o
E—f—];fk(t,X],Xz,...,Xn)a—Xk :O

soient satisfaites dans le domaine D.

6.2 Méthode des éliminations successives (réduction d’un sys-

teme d’équations différentielles a une seule équation)

Un cas particulier d’un systéme canonique d’équations différentielles est une seule équation d’ordre

N résolue par rapport a la dérivée d’ordre le plus élevé

x™ = f (t,x,x’,...,x(“’”)

Par introduction de nouvelles fonctions
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6.2. Méthode des éliminations successives (réduction d’un systéme d’équations différentielles a
une seule équation)

cette équation se remplace par un systéme normal de n équations

dx —1
=t =1f (4, X X1,X2y .. Xn 1) .

On peut également affirmer la réciproque, a savoir que dans le cas général le systéme normal de n

équations du premier ordre

........................................................

est équivalent a une seule équation d’ordre n. C’est la base de ['une des méthodes d’intégration des
systemes d’équations différentielles appelée méthode des éliminations successives.

Illustrons cette méthode sut [’exemple de systéme de deux équations

dx

dx
Ezax+bx+f(t), EZCX‘FdX—Fg(t), (6.10)

Ici a, b, ¢, d sont des coefficients constants ef f(t) ef g(t) sont des fonctions données ; x(t) et x(t) sont

des fonctions cherchées.

De la premiére équation du systeme (6.10) on trouve

x = % <%—ax—f(t)) (6.11)
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6.2. Méthode des éliminations successives (réduction d’un systéme d’équations différentielles a
une seule équation)

En introduisant dans la deutiéme équation du systéme le second membre de (8.7) au lieu de x et la

ax

dérivée du second membre de (8.7) au lieu de ‘f, on obtient une équation du second ordre par rapport

ax(t) :

d? d
X+B—X

A_
dt? dt

+Cx+P(t)=0

ot A, B, C sont des constantes, On en déduit que x = x (t, Cq, C2).

En introduisant les expressions obtenues pour x et % dans (8.7), on trouve y.

N
Test 6.1. Intégrer le systeme d’équations
p—
(6.12)
dx, _
ac =X+
\. J

dax

T 1, alors

Solution. De la premiére équation du systéme (8.8) on trouve x = =

ax _ dx
dt  dt?’

En introduisant (8.9) dans la deuxiéme équation du systsme (8.8), oa obtient une équation différentielle

linéaire du second ordre a coefficients constants

d?x
e 1=0 (6.13)
La solution générale de [’équation (8.10) est
x=Cre' +Coe =1, (6.14)
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6.2. Méthode des éliminations successives (réduction d’un systéme d’équations différentielles a

une seule équation)

En calculant la dérivée de (8.11) par rapport a t, on trouve

d
X=£—1=C26t+cze_t—1

La solution générale du systeme (8.8) est

x:C1et—|—C2e_t—1, x=C1et—Cze_t—1.

N
Test 6.2. Résoudre le probleme de Cauchy pour le systéeme
X — 3x 4 8x
dt
(6.15)
‘fi’i =—x —3x
x(0) = 6,x(0) = -2 (6.16)
\_ J
Solution. De la deuxiéme équation du systéme (6.15) on trouve
dxy
x=-3y— — 6.17
dou
dx dvy  d*xy
- —_32 _ ) 6.18
dt dt dt? (6.18)
. . on , . . . s, . d2X
En introduisant (7?) et (6.18) dans la premiére équation du systéme (8.12), on obtient ['équation 33 —
xy = O dont la solution générale
xy = Cjet + Cae™t. (6.19)
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6.2. Méthode des éliminations successives (réduction d’un systéme d’équations différentielles a
une seule équation)

En portant (6.19) dans (6.17), on trouve

x = —4Cqet —2Cyet (6.20)

La solution générale du systeme (6.15) est

X = —4-C1€Jt — 2C2€_t; Xy = C1et + Cze_t. (6.21)

Pour les conditions initiales (6.16) et (6.21), on obtient le systéeme d’équations permettant de déterminer
CretCsy:

6 =—-4C; —2C,
—2=C+C,
dont la résolution donne C; = —1, C, = —1. En portant ces valeurs de C; et C; dans (6.21), on obtient
la solution du probléeme de Cauchy posé
x=4e'+2e Y xy=-—e'—e "
4 )
Test 6.3. Résoudre le systéeme d’équations
d
t = —x+xyt
2d
75 = —2x + xyt
1\ J
Solution.

De la premiére équation du systéme, on tire

x dx
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6.2. Méthode des éliminations successives (réduction d’un systéme d’équations différentielles a
une seule équation)

si bien que

diy_ X 1 dx  d%*x

it 21 @l

En introduisant ces expressions de xy et &Y dans la deuxiéme équation, on obtient
at

,d*x dx dx , d%x
tr— +t— —x=—2x+x+t— ou F

=0
dt? dt dt’

En posantt # 0, on tire de la derniére équation % = 0 et apreés Uintégration on obtient x = C1 4 C;t.

On trouve maintenant sans peine que

x dx Ci +Cut C;
_x X _Bimhat o e, 2
WEL TR T2 23

La solution générale du systéeme donné est

C
x = C; + Cat, xy:TUrzcz, t£0

Exercice 6.1. En appliquant la méthode des éliminations successives, résoudre les systémes d’équations

différentielles suivants :

d dx __
@w="% | w=ytt
dy _ dy __
\ T =x T=x—t
,
& 4 3x +4y =0, G =x+5y

4 2x + 5y = 0,x(0) = 1,y(0) = 4. W = —x —3y,x(0) =-2,y(0) = 1.

d?x _ 2
df2 =X +U>

QW= xdxx x(0)=x(0)=1, y(0)=0.
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6.3. Série d’exercices

6.3 Série d’exercices

Exercice 6.2. On considére le probléeme de Cauchy suivant

2

"=1tx°,

X

x (to) = xo

1. Rappeler pourquoi, pour tout (to,xo) € R?, il existe une et une seule solution maximale x :
I — Rde(E)

2.a. On suppose xo = 0. Quelle est alors la solution maximale de (E)

2.b. On suppose xo # 0. Montrer que la solution maximale x de (E) vérifie x (t) > O pour tout

t € I ou bienx (t) < O pour toutt € 1 En déduire que dans ce cas, (E) équivaut a

=1,

le =

x (to) = xo

3. On suppose xo # 0. Résoudre (E) en précisant, suivant (to,xo) :

3.a. Uintervalle maximal 1 sur lequel est définie la solution maximale x de (E) .

3.b. l'expression de la solution maximale x de (E) .

4. En s’appuyant sur le théoréme d’existence de la solution d’une équation différentielle, indiquer

Uintervalle [ty — 0, to + 8] dans lequel Uexistence de la solution de [’équation

x = 2tx?,

x(1)=2

sur ’ensemble

D={t—1<1=aqa, [x—2/<1=b}

sera garantie.

115



6.3. Série d’exercices

Exercice 6.3. On considére une équation

() =A()t{t)+B(t),

ou A et B sont T-périodique continues. Il s’agit de montrer que cette équation admet une solution
T-périodique si et seulement si elle admet une solution bornée. On rappelle qu’en dimension finie,
lenveloppe convexe d’un compact K (c’est -a-dire ['ensemble des barycentres a coefficients positifs

d’éléments K, ou encore Uintersection des convexes contenant K) est compacte.

Exercice 6.4. Considérons [’équation différentielle

x' =x'3, (6.22)

avec pour condition initiale x(0) = 0. La fonction x — x'/3 est continue. En revanche sa dérivée n’est

pas définie en 0. Les conditions du théoréme ne sont donc pas remplies et on vérifiera que x = 0 et x =

+./8/27t3/2 sont solutions de [’équation différentielle.

Exercice 6.5.

1. En s’appuyant sur le théoréme d’existence de la solution d’une équation différentielle, indiquer

Uintervalle [ty — h, to + h] dans lequel Uexistence de la solution de [’équation

sera garantie si :

to =0, xo =x(0) =1, f(t, x) = 2tx? sur l'ensemble

>[5

Dz{(t,x):ltlé :a,lx—1!<1:b}.
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6.3. Série d’exercices

Trouver les trois premiéres approximations :

X =2x—-2t*—-3 x(0)=2

Exercice 6.6.

1. En utilisant le C-discriminant, trouver des solutions singuliéres de [’équation différentielle

3tx? —6xx' +t+2x =0, t*+ C(t—3x)+C>=0.

2. Trouver des solutions singuliéres si elles existent

2x'? + 3tx — 22X

4% —6x?+9(x—t) =0

3. Soit l’équation différentielle

X =Vx2+a

Pour quelle valeur du parameétre a cette équation a-t-elle une solution singuliére ?

117



CHAPITRE

— 7
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Dans ce chapitre, nous examinerons un certain nombre de types classiques d’équations
différentielles du premier ordre. Nous nous concentrons ici sur les techniques de résolution explicites
qui peut amener le calcul des solutions aux calculs des primitives. L étude théorique telle que l’existence
et Uunicité de solutions sera traité plus tard dans un autre chapitre.

Il n’existe pas de méthode générale de la résolution explicite d’une équation différentielle. La premiére
démarche a faire pour résoudre une équation différentielle, est de déterminer ['ordre et le type d’équation
auquel on a affaire et ensuite, si c’est 'un des types usuels, on applique la méthode standard, sinon on

peut essayer des changements de fonctions ou changements de variables.

La forme générale d’une équation différentielle du premier ordre est

F(t,x,x') =0.

Sa forme normale ou résolue s’écrit

x = f(t,x).

Nous resterons dans le cas scalaire, parce qu’il est plus facile a manipuler et a comprendre. Le cas ou F

sera d valeurs dans R*, k € N* et > 2 sera traité plus tard.

7.0.1 Incompléte en x ou absence de x ; équation du type F (t,x') =0

: Trois cas usuels :

i) Equation résoluble sous la forme x' = f (t), il suffit d’intégrer on obtient



ot C est la constante d’intégration, les courbes intégrales se déduisent de ['une d’elles par des

translations paralléles a U'axe des x.

ii) Equation résoluble sous la formet = f (x'), on posex’ = s d'out = f (s), dt = f'(s)ds, dx = sdt

donne dx = sf'(s)ds, et une intégration par parties donne

On trouve les courbes paramétrées (t,x) = (f (s), h(s) + C).

iii) Equation susceptible d’un paramétrage t = f(s), X' = g(s), on tire dx = g(s)f’ (s) ds donc

x = @(s) + C, d’ou encore des courbes paramétrées.

N
Exemple 7.1. )
Soit ’équation X’ + e* =t.
Onposex’ =sou$: =s,dout=s+e‘et 3t =1+e® N
donc % = % . % = s-+se®. Par intégration par parties
on trouve x = 152 + (s — 1) e + C.
Les courbes intégrales sont données sous forme para-
métriques par
t
(t,x) = (s+e’3s*+(s—1)e*+C),CeR.
\_ J

7.0.2 Incompléte en t ou absence de t; équation du type F (x,x') =0

Plusieurs cas sont possibles :

dx
f(x)

d’entre elles par translations paralléles a 'axe des t.

i) Sionax' = f(x) alors dt = et donct = g(x) + C. Les courbes intégrales déduites de ['une
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' (s)

if) Six = f(x'), on pose x’ = s d'oix = f(s) et donc sdt = dx = f'(s)ds. Alors dt = s ds et
f/
t:J (:)ds =@(s)+C.
iii) Paramétrage de F (x,x’) = 0 sous la forme x = f (s) et x' = g (s).
Onadx =1f'(s)ds = g(s)ds d’ou la solution donnet = @(s) + C sig(s) # 0.
4 )

Test 7.1. .. ) , _
Considérons I’équation x" = sin x.

On a dx = (sinx)dt ou dt = &

sin x

Posons s = tg 5, on obtient x = 2 Arctg (®et), it > 0

t=Logl|tg3|+C

ﬁ
t
ce qui donne
x = 2 Arctg (Ke'),u < 0
x = 2 Arctg (pne®) + 2km, k € Z.
J

4 )
Exemple 7.2. Soit I'équation x2 + (x')* — 1 =0.

dx

Posons x = sin’s, X' = cos s (sans oublier que X" = 7).

On a donc dx = (coss) ds et dx = x'dt = (coss) dt, alors (coss) ds = (cos s) dt.
(3 Sicoss # 0, ds = dt ce qui donne

s =t + pndonc
X
x=sin(t+u), p€R.
\\ \\
O Sicoss =0, s =75 + ki, donc N y
x=1loux=-—1.
\_ J
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7.1. Equations a variables séparées

7.1 Equations a variables séparées

On appelle équation d variables séparées une équation différentielle du premier ordre F (t,x,x’) = 0

qui peut se mettre sous la forme

dx
Ou encore, avec X' = — elle s’écrit

dt

En d’autres termes, les équations a variables séparées sont les équations dans lesquelles on peut regrou-

per t, dt d’une part et x, dx d’autre part. Elles s’intégrent en

Jf(x)dx = Jh(t)dt, soit F(x) = G(t) + C, C € R.

( )
Exemple 7.3.
L’équation t?x’ = e* donne

s ] dt

- ; —x _
e x—tzoublene dx 2

y ,

u>0 /

ce qui donne par intégration

1
e =—-+u peR.

t
t
nw>0
On obtient finalement
x=L t e R
=Log | ——— .
\§ J
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7.2. Equations différentielles type-homogénes

( )

Test 7.2.
L’équation tx’ = 2x lon peut

dx dt
écrire — = 2—. On intégre

X t

dx dt
alors J = JZ ce qui donne

X t
Loglx| = 2Loglt| + C ou beaucoup pe
mieux

uw>0

Log‘ﬁ' = Log|t|* ot C =Log|yl.

Finalement, on trouve

<o

x:utz, neR.

Remarque 7.1. On remarque que les équations incomplétes X' = f (t) et X' = g (x) sont des cas

particuliers des équations a variables séparées.

7.2 Equations différentielles type-homogénes

Définition 7.1 ((Equations différentielles type-homogeénes)). On appelle équation différen-

tielle type-homogéne toute équation différentielle de la forme

F (x’, %) =0. (7.1)

Elle se reconnait au fait qu’elle est invariante par le changement de (t,x) en (ut, ux), c’est-d-dire par

une homothétie de centre O. Plusieurs cas se présentent suivant la forme pratique de (7.1).

i 5 I — f(x — X 5 — r— dx ds _
a) Sion peut résoudre (7.1) sous la forme x' = f (t), onposes = 3, x =st, X' =G =s+tgg =
f (s), c’est une équation a variables séparées. On peut aussi utiliser les coordonnées polaires,

c’est-d-dire posons t = pcos0, x = psin 0 et chercher p (0).
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7.3. Equations aux différentielles totales, facteur intégrant

b) Si on peut résoudre (7.1) sous la forme x = tf (x'), on pose X' =, les variables se séparent et on

arrive a un paramétrage des courbes intégrales.

Exemple 7.4.

2 —2xx' +t =0, ou bienx = 3 (xX' + ). En posant X’ = wil vient x = % (u —I—Xlll_) et donc

dx=%(u+)+i(1—L)du=udtdon (u —1)dt=t(u?—1) 4% |1 >0

u

dt __ d Sl " .
-17# 0 alors €t = <, soit a une homothétie prés
u = ut, qui donne AN
X =1
Xy = 1 (ut + 1) nw#0
5 2 m ) . 5 =

Siu? —1=0alors u= +1 qui donne

n<o0

Siu x1 =1, et xo =—t.

7.3 Equations aux différentielles totales, facteur intégrant

7.3.1 Equations aux différentielles totales

Une équation différentielle de la forme P (t,x) + Q (t,x) x" = 0 qui s’écrit encore
P(t,x)dt+ Q (t,x) dx =0, (7.2)
s’appelle équations aux différentielle totales (ou une différentielle exacte) si

w (t,x) =P (t,x)dt+ Q (t,x) dx
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7.3. Equations aux différentielles totales, facteur intégrant

représente une différentielle totale (ou exacte) d’une certaine fonctionu (t,x), c’est-a-dire si

a—udt—i—a—udx.

Pdt + Odx = du —
+Qdx = du=Zrdt+ 3

Théoreme 7.1. Pour que [’équation (7.2) soit une équation au différentielle totale, il faut et il

suffit que dans un certain domaine D de variations des variables t et x soit satisfaite la condition

P _2Q

ox ot

La solution ou Uintégrale générale de (7.2) est de la forme u (t,x) = C.

J N

g

[E&gmfiten 73tx — 3x?) X’ 4+ x* 4+ t = 0 s’écrit

aussi (Xz + t) dt + (th — 3X2> dx = 0.

On a % = % = 2x, donc on a affaire & une X
u=20
s . , . 27
différentielle totale. En écrivant %—‘t‘ =x2+t O<pu<iz
2 2 : — B> =
et a—‘; = 2tx — 3x%, on trouve facilement que T6

u(t,x) = %tz + tx? — x> + c. Notre équation

originale est équivalente a du (t,x) = 0, donc

\

u(t,x) =t +tx* = x> +c=d.

Finalement les courbes intégrales ont pour

équation t? + 2tx? —2x3 =, p € R.

7.3.2 Facteur intégrant

Dans certains cas ou [’équation P(t,x)dt + Q(t,x)dx = O n’est pas aux différentielles totales,
on arrive parfois a trouver une fonction | (t,x) telle que . (Pdt + Qdx) représente une différentielle
totale d’une certaine fonctionu (t, x), c’est-d-dire uPdt + pQdx = du = %dt + g—‘;dx.

o(uP) _ 3(mnQ)
ox

Une telle fonction w s’appelle facteur intégrant. Elle vérifie = — = =3
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7.4. Autres types d’équations différentielles

Exemple 7.6.
L’équation différentielle

tyy' +y’ +tP+t=0ou (Y’ +t>+t)dt+tydy=0; _,

— A>0

se résout beaucoup plus rapidement avec le facteur intégrant

u(t,y) =t.Ona 2P =2yet % :y.Comme% #* %donc

)

d
9y
le procédé dans le dernier exemple ne peut pas étre appliqué.

Considérons le facteur intégrant p(t,y) = t. En multipliant

notre équation par t on obtient (tyz +3 + tz) dt+t*ydy = 0.
Cette fois on a bien & = 22 — 2ty donc on a affaire 4 une différentielle totale et en

dy ot

écrivant 3% = ty? +t3 + t? et g—: = t2y, on trouve u (t,y) = %tzyz + 1t + %t3 + ¢ donc

les courbes intégrales ont pour équation 3t* + 4t3 + 6t?y? = A\, A € R.

7.4 Autres types d’équations différentielles

7.4.1 Equation de Bernoulli

Une équation différentielle de Bernoulli est une équation différentielle du premier ordre de la forme

X =a(t)x+b(t)x™, (7.3)

ou m est différent de O et 1 et ou a et b sont des applications définies sur un intervalle ouvert I de R
et a valeurs réelles. En général, m est un entier naturel, mais on peut prendre m réel a condition de

chercher x a valeurs strictement positives. En général, a et b sont des fonctions continues.

Exemple 7.7. tx' + x —x?Logt = 0 et t*x’ + x = ty/x sont des équations différentielles

de Bernoulli.
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7.4. Autres types d’équations différentielles

7.4.1.1 Méthode de résolution

Les cas particuliers m = 0 et m = 1 donnent des équations linéaires, qui ont déja été traités ci-dessus.
Le principe de la méthode, sim # 1 et m # O, est de diviser les deux membres de (7.3) par x™. On

obtient alors

x/ 1
X—m—a(t) 1 :b(t)
On effectue un changement de fonction en posant z = an—,], il vient donc ﬁz’ —a(t)z=">b(t),alors

z est la solution d’une équation linéaire du premier ordre. On la résout et on en déduit une expression

de x.
4 )

Exemple 7.8. (m = 2) : X' = x + t*y? on divise par x?, et cela donne :—; — L —+t2 En

1
X

posant z = % on obtient z’ + z = —t? équation linéaire.

La solution de [I’équation homogene
associée est z;, = pe t,u € R. Avec la

méthode de la variation de la constante x >0

=20
on trouve

— u<0

z(t) =pe ' —t?+2t—2, neR.

Alors

1
e t—t2 42t —

x(t) 1 ueR.

7.4.2 Equation de Riccati

Une équation différentielle de Riccati est une équation différentielle du premier ordre de la forme

X =at)x*+b(t)x+c(t), (7.4)

127



7.4. Autres types d’équations différentielles

ot a, b et c sont trois fonctions, souvent choisies continues sur un intervalle commun 1 de R et a valeurs
réelles.
L’intégration d’une équation différentielle de Riccati nécessite la connaissance d’une solution particu-

liere de cette équation.

7.4.2.1 Méthode de résolution

On suppose comme solution particuliére x, et on pose x = z + x1. En remplacant x par sa valeur dans
(7.4) on trouve ' = a (t) 22 4+ (2a (t) X1 + b (t)) z, a,b et c sont des fonctions continues sur ['ouvert

I. Donc z est solution d’une équation de Bernoulli, qui a déja été traité ci-dessus.

( lEék@lmﬁmﬂgfférentielle

tt—1)x +x>—(2t+1)x = —2t,

est une équation de Riccati avec

a(t) = t(t——_‘”,b(t) = tﬁf}) etc(t) = 5.

Notons que x; = t est solution particuliére.

Enposantx =t+zilvientt(t—1)z —z+

z? = 0. En divisant par t (t — 1) on obtient

une équation de Bernoulli avec m = 2,

Z =% te—n®H
t—1
dou z(t) = , donc
ut —1
x(t)=t+ — 5 weER
\_ J
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7.4. Autres types d’équations différentielles

7.4.3 Equations différentielles de Lagrange et Clairaut

Les équations de Lagrange sont les équations qui peuvent se mettre sous la forme

x=a(x)-t+b(x),

ou a et b sont des fonctions dérivables sur un intervalle I C R.

L’équation de Clairaut est un cas particulier de ['équation de Lagrange (a (x') =x') :
x=tx+b(x).

dx

, dx .
Pour résoudre ce type d’équation on pose X' = s ou T s et on cherche une expression pour a On

ax=a(x)-t+b(x)=a(s)t+b(s) donc$E =a(s)+ta(s)+ Lb(s) dou

dx d ds d ds , ds , ds
g —a(s)+tdsa(s) dt+dsb(s) m =a(s)+ta (s) dt+b (s) i

dx
Comme — = s, alors
dt

a(s)+ta'(s) ds + b’ (s) ds

dt a°

qui est une équation différentielle pour Uinconnue t (s).
Une fois t (s) obtenu, on trouve x (s) = a(s)t(s) + b (s). On a donc un paramétrage des courbes

intégrales.
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7.5. Probleme de Cauchy

( )
Exemple 7.10. Soit I'équation x = tx’ + (x')* + 1.

I dx __ — 2 dx __ ds ds
On pose X' =sou Gf =s,alorsx =ts+s~ + et gf =s+tg} +2sG}.

dt

dx __ d ds __ >y s ds
Comme §; = s, alors s +t57 + 2557 = s, d’oli (t +2s) 53 = 0.
Onadoncsoitt—st:Osoit%:(),

Sit+ 2s = 0alors (t,x) = (—ZS,—S2 + 1),

AY 2 . . LY
d’oti x = —%-+ 1 parabole (solution singuliére X D,
2
en rouge).
Si % = 0, alors s =constante = et donc

x = put + p? + 1 famille de droites (D).

t
On peut montrer que I'ensemble des droites
(D) est Pensemble des tangentes a la para-
bole. La parabole est I’enveloppe des droites
(D). x=1-—14
\_ J

7.5 Probleme de Cauchy

Définition 7.2 ((Probléeme de Cauchy)). On appelle probléme de Cauchy la donnée d’une

équation différentielle résolue d’ordre n,

et de n conditions initiales

x (to) = %0, X' (to) = X1, , X" (to) = xpn_1.

Il arrive qu’on ne recherche pas toutes les solutions d’'une EDO mais seulement celles qui vérifient

certaines conditions, dites conditions initiales de Cauchy ou tout simplement conditions de Cauchy.
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7.5. Probleme de Cauchy

On consideére le probléme de Cauchy, ou probléme a valeur initiale

x' = f(t,x) 75)

x(to) = %o,

avect, to € I un intervalle de R, x(t), xo € R™ et f: I x R™ — R™ continue.

Définition 7.3. On dit que la fonction x : I — R™ est solution de (7.5) six € C'(I, R™),

x(to) =xp etVt € [, X' (t) = f(t,x(t)).

Définition 7.4. La fonction f : I x R™ — R™ est lipschitzienne en x s’il existe une constante

L, appelée la constante de Lipschitz de f, telle que :

Vte LVx, ze R™,|f(t,x) —f(t, z2)|| < L|x—z|.

Le théoréme fondamental de ce chapitre est le suivant.

Théoreme 7.2 (Cauchy - Lispchitz - f lipschitzienne). Soit la fonction f, a valeurs dans R™,
continue sur [to, to + a] X R™ et lipschitzienne par rapport a x. Alors, pour tout xo € R™ il
existe une unique fonctionx € C' ([to, to + al ,R™) qui vérifie

X' (t) = f(t,x(t)), Vt € [to, to + al
(7.6)

X(to) = Xp-

S 4

On verra plus tard que dans un cadre assez fréquent, les probléemes de Cauchy admettent en général

une unique solution définie sur un intervalle I de R. Considérons [’équation différentielle

x =x1/3 (7.7)

avec pour condition initiale x(0) = 0. La fonction x — x'/3 est continue. En revanche sa dérivée n’est

pas définie en 0. Les conditions du théoreme ne sont donc pas remplies et on vérifiera quex = 0 et x =
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7.5. Probléme de Cauchy

+./8/27t3/2 sont solutions de [’équation différentielle.

N
Exemple 7.11. On a une équation sous la forme :
X+ ax =x (7.8)
avec a et x constants. )
Solution de ’équation La solution générale de [’équation est :
—at x
x(t) =Ae “" 4+ — (7.9)

a

ot ! A est une constante qui se détermine a partir d’une condition initiale.

Condition initiale Admettons que 'on connaisse la valeur de x A un temps to, c’est A dire qu’on

axo tel que x(ty) = xo. On en dA©duit la valeur de la constante A :

Alors

132

(7.10)

(7.11)



7.5. Probleme de Cauchy

7.5.1 Solution maximale

X =—= (1))

avec la condition initiale x(0) = xo.

Exemple 7.12. Soit xo > 0. Calculer la solution maximale de I’équation différentielle

Soient xy > O et [’équation différentiélle (1). Alors,

xx'=—1=xdx=—dx = -x* = —x+c

d’ou

X =4+ —2x+ ¢y, otcy = 2c.

Le signe [+] car soit positif soit négatif or xo > 0 doncx(x) >0Vx € R.

Détermination de c1 :

x(0) = x0 = +/c1 = ¢ = x3.

On prend

Donc cette fonction définit quand

—Zx-l—x(z) >0=x< —x(z)

L’intervalle maximale est ] — oo, %xé . Ce qui donne la solution (\/—2x + x3,]— 00,

de (1) maximal dans R.
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7.6. Série d’exercices

7.6 Série d’exercices

Exercice 7.1. 1. Former les équations différentielle des familles de courbes suivantes :

2

a)x =cexpx, b)x* +x* =c?, ¢)x=cjexp2x+ crexp(—x).

2. Trouver des solutions coincidentes de deux équations différentielles

a) X =x* +2x —x*, b)x = —x* —x+2x+x* +x".

3. Montrer que pour [’équation

la solution n’est unique en aucun point de 'axe OX.

Exercice 7.2. 1. En s’appuyant sur le théoréme d’existence de la solution d’une équation différen-

tielle, indiquer Uintervalle [xo — h, xo + hl dans lequel Uexistence de la solution de [’équation

X' =f(x, t),

sera garantie si :

a)xo =1, x0 =x(1) =2, f(x, t) = 2xx? sur l'ensemble

D={(x,t):[x —xol <1=a, x—x0/ <1=0b}

b)xo =0, xo =x(0) =1, f(x, t) = 2tx? sur l'ensemble

>[5

D:{(X,t):|x|< :a,lx—1|<1:b}.
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Exercice 7.3. Intégrer les équations suivantes

a) (1+expt)tx’ =expt x(0) =1

b) x’sinx = xInx x(Z)=e

c)xx’ =x(Inx —Inx) x(0) =1

d) x? +xx' =x x (1) =0.
Exercice 7.4. Intégrer les équations suivantes

a) 2x2 —2tx' —2x+t2 =0

a
b)x =tx + a = const.

2x
)tx' =X+ (2x—Nx=t*+2t x; =t.
Exercice 7.5. Trouver toutes les solutions maximales des équations différentielles suivantes :

1. Equations a variables séparées :

a) (T+x)x' =t—1, b)x exp(x) =exp (t),

Indication. a) (R, x — —1+Vx2—=2x+c+1) et(R, x — =1 — VX2 —=2x +c+ 1)
avecc > 0;

(R, x —> x —2) et (R, x —> —X);

(J—o0, T—v=c[,x— =1+ VX2 =2x+c+1); (]—o0, 1 —v/=¢c[,x —> =1 — VX2 = 2x + c 1

(J14+ v=c,+oo[,x — =1 —=Vx2 = 2x+c+1); (]1 + /=c,4oo[,x — =T+ VX2 —2x + c +

avec ¢ > 0.

b) (R, x — In(c +expx)) avecc > 0 et (JIn(—c), +ool,x — In(c + expx)) avecc <
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Exercice 7.6. 2. Equations homogeénes :

x  x?

a) x’zz—h b) 2K = -+ =
X X X

Ind. a) (Rj, X —> cx—xlnx) et (]R*_, X —> cx—xlnx) avecc € R.

b) (R%, x—x), (R*, x — x), (R%, x —> 0) et (R*, x — 0) .

et (]O>c1_2[>x'_> 1-3/;) ) <]c1_2>+°°[»’“—> 1—::(\/%> (}_OOFJ_ZLX’_) T—cv/—x

<]—C1—2,+oo[,x»—> ﬁ) avecc € R*,

Exercice 7.7. 3. Equations linéaires :

1 1
a)x' + —Sx =exp (;), b)x' —2xx = —(2x — 1) exp (x), ¢) X' —

x2

Ind. a) (R%, x — (c+x)exp (1)), (R*, x —> (c+x)exp (1)) avecc € R.

1
b) (R, x — expx + cexp (x?)) avecc € R.

c) (Rj, X — x? (cexp (%) + ])), (Ri, X — x? (cexp (%) + 1)) avecc € R.

Exercice 7.8.

4. Equations de Bernoulli :

a) xx' +x —xx?In(x) =0, b) 2xx? —x +xx' =0

5. Equation de Riccati :

, 5 1 2 1
a) X' = —=xx"+ -x— — X —
X X X

2x% 4+ 2x — 1 1
b)x/:2xx2—2(2+x)x+XJ:(—ZX x»—);

Exercice 7.9.
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1. Trouver toutes les solutions maximales des équations différentielles suivantes : (Equations linéaires

du second ordre a coefficients constants)

a)x” —x"—6x = (16x — 8) exp (—x)
b) x" —x =2 (cosx — xsinx)
c) X" +x = (3cosx —sinx) exp (x)

d)x" +x = -

Cos X

2. Pour chacune des équations différentielles suivantes, trouver la solution maximales (1, @) qui vérifie

les conditions indiquées :

a) (1+x?)x"—2xx' =0 0€cl, e (0)=0ete’(0)=3.

1
(1 +lnx)x”+%:2+lnx Tel, (1) ==etq (1) =1.

2
1
xx" +x? =0 OEI,(p(O):Oet(p/(O):z.
Exercice 7.10. Nous allons résoudre [’équation suivante :
X +x>—4x+4=0: (E)

Comment appelle-t-on ce type d’équation ?
. Mettre cette équation sous la formex' = f(t, x) en précisant la fonction f et son ensemble de définition.
. Justifier que cette équation vérifie les hypotheses du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Que dire d’une solution qui prend la valeur 2 ?

Dans la suite, on considére une solution x de [’équation sur un intervalle maximal 1.

L
(z—2)*"

Déterminer une primitive de —

Résoudre (E).
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Exercice 7.11. Résoudre

(x* —4) x"? — 2xxx’ —x* =0,
et rechercher les solutions singuliéres.

2. Trouver toutes les solutions maximales de [’équation

tBx +x=1.

3. Méme question avec [’équation

—t3x +x=1.

Exercice 7.12. Soit [’équation différentielle

x' = Vx2 + a.

Pour quelle valeur du parameétre a cette équation a-t-elle une solution singuliére ?

2. Trouver toutes les solutions de ’équation différentielle

x? —4xx' + 4x = 0.

Mettre en évidence les solutions singuliéres (s’il y en a) et représenter graphiquement les

résultats obtenus.

3. des solutions singuliéres si elles existen

4x"3 —6x* +9(x —x) =0.

Exercice 7.13. Résoudre les équations différentielles suivantes (i.e. trouver toutes les solutions maxi-
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males) :

x' = x + sin (t)

2. Trouver toutes les solutions maximales de [’équation
2% +x = 1.

3. Méme question avec [’équation

—t3x +x=1.

4. Résoudre

(x* —4)p* —2xxp —x* =0,

et rechercher les solutions singuliéres.

Exercice 7.13. Trouver toutes les solutions maximales de [’équation
tx" + ]
X +x=—":
11—t

2. Méme question avec [’équation

' +x = 3t°.

Exercice 7.15. Trouver le discriminant dans chacun des cas suivant

a. X3 +tx' —x =0.

b. x=C(t—C)%.

2. Trouver toutes les solutions de [’équation ci-dessous. Mettre en évidence les solutions
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singuliéres et représenter graphiquement les résultats obtenus.

x = 2tx’ — xx/?.

Exercice 7.16. Résoudre les équations différentielles suivantes :

a)x' =x*, € R, b)x' = (1 —x)x, o) x' =tg(t)x, x(0) =1,
d)x' =Zcos(t) (T+x%), ex =tV1—x2 f) X’ sinx = 2, lim x (t) = %,

t—+

g XV1—t2+tx =0, h) (1—x*)x'=x, Dt +xLogx=0,x(1)=1.

Exercice 7.17. Résoudre les équations différentielles suivantes :

a)dxx'+t=0, b) (t—x)x +2t+3x=0, ¢ t?x' =x?,

d) tx' =x —t, e) tx' = x +vx2 —t2, f) tx' = x + tcos® X.

Exercice 7.18. Intégrer les équations différentielles suivantes :
a) (Px+x*)x + 3 +tx* =0, b) x (t* + 2x*) x' +t (2t +x*) =0,

o) 2txx’ =t+x%, p(t,x) =@ (t) d) (t+4tx+5x2)x +3t+2x +x2, p(t,x) = @ (t+x?).

Exercice 7.19. Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) X' +x = cos t, b) x' + 2tx = 4t, c)x —x =e* x € R,
d) X' — 2tx = 2te"’, e) (t—2)X =x+2(t—2)%, £ (1+)x =2tx+5(1 +1?),
gx +x=e 5 x(0)=0, h)2tx+x=1,x(1)=2, I) X' cost —xsint = 2t, x (0) = 0.
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Exercice 7.20. Résoudre les équations différentielles suivantes :

a)x’:x—\/)_c, C)X/:X2+tx+1, e)xztxl_(xl)sa

b) (B+1)x =3tx—t3, d) (B-1)x=x>2+tx-2t, fx=t(1+x)— ().

Exercice 7.21. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1
a)x’—(Zt—¥)x:1, c)x —x =tket, k€N, c)t(1+Log?t)x' +2(Logt)x =1,

d) tx +x —tx3 =0, e)t?(x*+x)=tx—1, )X =tx*+tx+]1,
g)XZ%tx’—l—e"’, h)x =(x'—1)e~, itx' =% +x,

J) (£ +e¥)x =3t k) tx' =x —t, I) X' sint = xLog x.
Exercice 7.22. Trouver des solutions singulieres si elles existent :

a)xy +y?—y =0
b) xy’? —2yy’ +4x =0, x>0

)2y(y +2)—xy?=0

e)y?2(2-3y)’ =4(1—y)

Exercice 7.23. Déterminer, sans résoudre [’équation, le lieu des extrema des solutions de X' = tx — 1.

Dans quelle région du plan sont-elles croissantes, décroissantes ?

Exercice 7.24. On considére la famille de courbes (C ,) d’équation généralet*+3x*—3 = ux, u € R.
a) Préciser la nature des courbes (C,,).
b) Déterminer [’équation différentielle pour cette famille.

c) En déduire l’équation différentielle de la famille de courbes orthogonales
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puis [’équation générale de ces courbes.

S
Exercice 7.25. Montrer que la substitutionx = T réduit ’équation différentielle (1 — tx) x = t (1 + tx) x’

a une équation a variables séparables. Résoudre cette équation.

Exercice 7.26. On s’intéresse a [’évolution d’une population. Soientx (t) le nombre d’individus de cette

X' (t)
x (t)

de cette population au cours du temps dans les cas suivants :

population et k (t) = le taux de croissance de cette population au temps t. Etudier [’évolution

a) k est constant.

b) k = x. Montrer alors que la solution explose en temps fini.

¢) k = a — bx. Montrer que x converge.
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CHAPITRE

— 8

Equations différentielles non linéaires du

deuxieme ordre

8.1 Equations différentielles du second ordre incomplétes

Ces équations se rameénent a des équations du premier ordre.

8.1.1 Equations du type x" = f (t,x/)

Si on considére la nouvelle fonction inconnue v = x/, ’équation x”” = f (t,x’) se raméne a
I’équation du premier ordre v/’ = f (t,V). La solution générale de cette derniére sera de la forme

vu (t), n € R, et on obtient donc x (t) = Jvu (t)dt+u, pypeR.

4 h
Exemple 8.1. Cherchons les solutions de I’équation x” = +x’ + 3t.

Posons v = x’ et remplagons dans notre équation, on obtient v = %v + 3t. En utilisant la

méthode de variation de la constante on trouve v (t) = 3t2 + put, p € R. Il vient x (t) =

£+ ut’ +y, ppeR
N y,
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8.1.2 Equations du type y” = f (x, x')

La méthode consiste a prendre x comme nouvelle variable et v. = x’ comme variable fonction

inconnue en la variable x, c’est-a-dire v:x — v (x) = x'.

[l peut y avoir des solutions constantes x (t) = o, auquel cas x ne peut étre choisi comme variable.

On a donc des solutions singulieres x (t) = x; avec f (x;,0) = 0.

A _ dx  dx _ dv

e " __ dv
Dans le cas général,onax” = {- = - " @& = &

-V,
L’équation x” = f (x, x’) se raméne alors a I’équation du premier ordre v& = f (x,v). La résolution
» dx ’

de cette derniére donne une solution générale v, (x),u € R. On doit ensuite résoudre x’ = v, (x)

ou —4*. = dt. D’ou la solution générale
Vi (x)
dx
J =t+u, ek
Vi (%)
( A

Exemple 8.2. Cherchons les solutions de I’équation x” = 2xx’.

Par le changement de fonction v(x) = x’, on a x” = v4¥ = 2xv qui est une équation
a variables séparées de fonction inconnue v (x) ayant pour solution v. = x? + u,u € R.
Ensuite, en résolvant I’équation X’ = x? + W, qui est une équation de Riccati, on trouve
x (t) = ptg (ut + w)etx (t) = —pcoth (ut + 1) w, 1w € R. De plus x = psont des solutions

singuliéres.

8.1.3 Equations du type x” = f (x)

C’est un cas particulier du cas précédent, mais on peut ici préciser davantage la méthode de

/

résolution. On a en effet x'x” = x'f (x), et en intégrant il vient % XY =@(x)+u LteR ol

est une primitive de f. On obtient donc

X' =£2(@ (x)+pn) oui dx = dt,

2(@(x)+u
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8.2. Equations différentielles type-homogénes du second ordre

d’ou la solution générale est sous forme

dx
:I:J =t+u pelR
2(@(x) + )

4 A
Exemple 8.3. On considére I’équation x” = 2e*.

En multipliant par x’ on ax/x” = 2x’e*, et donc en intégrant il vient % (x')* =2e*+u, neR.

Alors

dx
"= 4/ dex +2 ———=dt,p e R.
X e+ Zu, ou Vi T s U

En intégrant et apres simplification on obtient

n
t)=2Log [ ——— R.
x (t) og<cos(ut+u)), [TTRS

8.2 Equations différentielles type-homogénes du second ordre

Ce sont les équations différentielles qui peuvent se mettre sous la forme

. (t) X "_) 0. (8.1)
X X

La résolution de ces équations se fait en effectuant un changement de fonction inconnue en posant

X' (t) X' SR :
0 et donc — =u’' 4+ u”. On est alors ramené a une équation différentielle du premier
X X

ordre F (t,u,u’ +u?) = 0.

u(t) =
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8.2. Equations différentielles type-homogénes du second ordre

-
Exemple 8.4. Soit I'équation xx” — (x')* + 6tx2 = 0.
" N2 o
On peut écrire cette équation sous la forme >~ — (";) + 6t = O soit F (t, o) X?) = 0 avec
F(t,z,w) =w — z% + 6t.
X/ "
On effectue un changement de fonction inconnue en posant u = —. Dol — = u/ +u? et
X X
" N2
donc I'équation =~ — (x;) + 6t = 0 devient W + 6t = 0. Dot u = —3t%> + p,u € Ret
X/
donc — = —3t? + w qui est une équation différentielle du premier ordre axant pour solution
X
générale x = e Rt e R.
\_
8.2.1 Résoudre le systeme d’équations
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8.2. Equations différentielles type-homogénes du second ordre

Exemple 8.5. Montrer que la fonction
X1
P (t,x1,x2) = arctg o b (8.2)
2

est I'intégrale du systeme d’équations

dx x? dx X3
ol } ::_l)__£::<__£_ (8.3)
dt Xy dt X1
Solution. Dans ce cas
2 2
X X
f1 (t,x1,%2) = =5, 2 (4, %7, %) = —=2. (8.4)
X2 X1
Cherchons les dérivées partielles de la fonction ¥ (t,x7,x2). On a
o : o x2 o X1 (8.5)
ot TOxi xF+xF ok xI+x3 '

En introduisant (8.4) et (8.5) dans le premier membre de (??), on obtient

o
a_ + fl (t,X1,X2) A +f2 (t)XhXZ) A =
t 1 2
X% X2 X% X1

~——|——.—
X2 XF+x3 x1 X243

dans le domaine D : —o0 < t < 4-00,%7 # 0,%, # 0.

Ainsi, la fonction (8.2) est I'intégrale du systeme d’équations (8.3), et, par suite, I'intégrale
premiere du systéme (8.3) sera
X
arctg AL C,
X2

ou C est une constante arbitraire.
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8.3. Recherche de combinaisons intégrables. Forme symétrique d’un systéme d’équations
différentielles

Le systeme normal (5.9) a une infinité de systémes d’intégrales premieres.

Les intégrales V1,2, ..., P, du systéeme (5.9) s’appellent intégrales indépendantes par rap-
port aux fonctions cherchées x1, X2, ..., Xy si les fonctions {1,V3, ..., ne sont reliées par une
relation de la forme F ({1,1¥2,...,¥n) = 0 pour aucun choix de la fonction F qui ne dépend pas

explicitement de x1,X2,...,Xn.

Théoreme 8.1. Pour que les fonctions \q,\,,..., Py, possédant des dérivées partielles

gi’;, i,k = 1,2,...,n soient indépendantes par rapport a X1,X2,...,Xn dans un certain

domaine D, il faut et il suffit que le jacobien de ces fonctions soit différent de zéro dans le do-

maine D,

op; 9y, 0

0xq 0x2 OXn

oY, oYy 0y
D(Il)],ll)z,...;ll)n) . ox1 0x2 0Xn 750
D (X1,X2y...yXn)

0Pyn (A2 0Pn

0xq 0x) Oxn

On appelle intégrale générale du systéme normal (5.9) 'ensemble de n intégrales premiéres indé-

pendantes de ce systéme.

Si Uon connait k intégrales premiéres indépendantes du systéme (5.9), k < n, lordre de ce

systeme peut étre abaissé de k unités.

8.3 Recherche de combinaisons intégrables. Forme symétrique

d’un systeme d’équations différentielles

Recherche de combinaisons intégrables. Cette méthode d’intégration d’un systéme d’équa-

tions différentielles

ka

E:fk(t,Xth,...,Xn), k:1,2,...,n, (8.6)
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8.3. Recherche de combinaisons intégrables. Forme symétrique d’un systéme d’équations
différentielles

peut se résumer de la fagon suivante : a I’aide des opérations arithmétiques convenables (addition,
soustraction, multiplication, addition) on forme a partir des équations du systéme (8.6) des combi-

naisons dites intégrables, c’est-a-dire des équations assez faciles a résoudre de la forme

ou west une certaine fonction des fonctions cherchées x1 (t), x2(t), ..., xn (t). Chaque combinaison
intégrable fournit une seule intégrale premiére. Si on a trouvé n intégrales premiéres du systéme
(8.6), son intégration est achevée; dans le cas ou on n’a obtenu que m intégrales premiéres indé-
pendantes, m < n, le systéme (8.6) se raméne a un systeme comportant un plus petit nombre de

fonctions inconnues.
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8.3. Recherche de combinaisons intégrables. Forme symétrique d’un systéme d’équations
différentielles

Exemple 8.6. Résoudre le systéeme

2 =2 (x3+x3) t,
(8.7)

dx, _
T2 =dxaxat.

Solution En additionnant membre a membre les deux équations ou obtient

d (x1 +x2) 2

— = (x1 +x2)" 2t

dt ( 1 2) )
d’ou
1 2 | 2
—— =1 —C1 OU—+t :C1
X1+ X2 X1 + X2

En soustrayant membre a membre la deuxieme équation de la premiére, on trouve

d(x; —x1)
% =2t (x —X2)2>
d’ou
1 2
— +t"=Cy.
X1 —X2

Ainsi, on a obtenu deux intégrales premieres du systemé donné

1
11’1 (t,X1,X2):t2—|— —Ch
X1 + X2
1
Y (t,x1,%2) = t2 + = Cy,
X1 —X2

A1 by I D
D (¥1,92) | ox1 ox2 | (xi+x2)*  (xi+x2)? _
D (x1,x2) o, o, S
ox7 0%z (x1—x2)* (x1—x2)*
2
= 0.
(x3 —x3)? 7
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8.3. Recherche de combinaisons intégrables. Forme symétrique d’un systéme d’équations
différentielles

~N
Exemple 8.7. Résoudre le systeme d’équations
(
g x3=%p
dt = x3—t
dxy _ x1—%2 (8.9)
dt x3—t
d
% =x7 —X2+ 1
\_ . J

Solution. En soustrayant membre a membre la deuxiéme équation de la premiére, on obtient

w, d’ou I'on tire une intégrale premiére du systéeme (8.9)

x1 —x2 = Cy. (8.10)

En reportant (8.10) dans les deuxiéme et troisiéme équations du systéme (8.9), on obtient un systeme

a deux fonctions inconnues

ax; _ G
dt T x3—t? (8 ”)
d:;—,f =Cy+1.
De la deuxiéme équation du systéme (8.11) on déduit
x3=(Ci+1)t+Ca. (8.12)

Introduisant (8.12) dans la premiere équation du systéme (8.11), on obtient

dXz . C]
dt Cit+GCy’

x> =In|Cit+ Cy| + C3

ainsi,

x1—%x2=Cy, % =In|Cit+ Cy|+C;

x3=(Ci +1)t+Cy.
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8.3. Recherche de combinaisons intégrables. Forme symétrique d’un systéme d’équations
différentielles

On en tire la solution générale du systéeme (8.9) :

x1 =In|[Cit+ Cal+ Cy + C3yx2 =In|Cit + C2| + C3

X3:(C1+1)t+C2

N
Exemple 8.8. Trouver une solution particuliére du systéeme
dx _1_ 1
at x)
dx _ 1
dt = x—t’
qui satisfait aux conditions initiales x|,_, =1, x[,_, = 1.
\_ J

Solution. Ecrivons ce systeme sous la forme

x(& 1) =1, x4 —
ou
(x—t)%z] (x—t)%:1

Additionnons membre & membre les derniéres équations, il vient

XM + (x—t)g =0, ou %[(x—t)x] =0.

dt dt
Ou en trouve I'intégrale premiére (x —t)x = Cy. Puisque x—t =< C;/x, la deuxiéme équation

du systéme prend la forme % = C%, d’oti x = C,e'€1. Ainsi,

(x —t)x =C;, x=Ce"
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8.4. Série d’exercices

On en déduit la solution générale

C
x=t+ e Ve x=CeC
Cz

En posant t = 0 dans ces égalités, on trouve 1 = C;/C,, 1 = C;, c’est-a-dire C; = C, = 1, si bien

que la solution particuliére cherchée sera

x=t+e Lx=c¢e".

8.4 Série d’exercices

Exercice 8.1. Vérifier si les fonctions données \p sont des intégrales premiéeres des systémes donnés

d’équations différentielles :
(

dg _ xi
dt — x3? —t
1])=x1x2e .
Xy _ o .
X2 T X1;
\
dx _ e7*
dat = t
P=(T+x)e*—e Y
dy _ x.—y.
i — t¢ s
\
dx _ y+t
dt = x+y
a)1b1:x+y—t2b)1l)z:x+y+t‘
dy _ x—t
dt = x+y

Exercice 8.2. Pour les systémes d’équations différentielles qui suivent, vérifie les couples de fonctions

donnés forment les systemes d’intégraleg premiéres indépendantes :

d —
Gy xtytt=0,

dy _ x—t.,2 2 2 _
| dt_y—x’x +y +t =G,

dx __ t+y X—y __
— =G

dt x—y”’ t
dy _ t4x . t—x __
dt — x+y ° t—y Cz
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9.1 Equations différentielles et familles de courbes

9.1.1 Equation différentielle associée a une famille de courbes

On considére I'équation ¢ (t,x,n) =0, p € R, d’une famille de courbes T},. En dérivant cette

équation par rapport a t, on obtient

o 0% _
a (t,X, H) +X dx (t,X, PL) = 0.

154



9.1. Equations différentielles et familles de courbes

On essaie d’éliminer p entre les deux équations précédentes pour obtenir une équation ne faisant

plus intervenir que t,x,x’ : F (t,x,x’) = 0 qui est I’équation différentielle de la famille de courbes

..

4 A
Exemple 9.1. Cherchons I'équation différentielle de la famille de paraboles x = ut? +

x—2t x'—2

2t, pn € R.Onax’ = 2ut + 2. En éliminant p entre les deux équations . = *7— = *5:=, on
obtient
tx' = 2x — 2t.
\_ J
Y — u>0
— u=0
—u<0

A

9.1.2 Trajectoires orthogonales a une famille de courbes

Définition 9.1 (Courbes orthogonales). Deux courbes sont orthogonales si elles se coupent
et que leurs tangentes aux points d’intersection sont perpendiculaires. Notons que le produit des

pentes de ces tangentes vaut alors —1.

Définition 9.2 (Trajectoire orthogonale). On appelle trajectoire orthogonale de la famille de

courbes (C,,) une courbeT telle qu’en chacun de ses points il passe une courbe C,, orthogonale

arl.
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9.2. Méthode des fonctions de Liapounov

Notons que, si F (t,x,x’) = 0 est ’équation différentielle de la famille (C,,), alors celle des trajec-

toires orthogonales est de la forme F (t,x, ;—,1) =0.

Exemple 9.2. Cherchons les trajectoires orthogonales des droites passant par l'origine.
Cherchons tout d’abord I'équation différentielle de la fa-

mille de droites C,, : x = put, p € R.
On a x’ = y, donc x = x't. Alors I’équation différen-
tielle des trajectoires orthogonales est x = (_X—,]) t ou bien

xx’ = —t, qui s’intégre en t? + x? = K.

On obtient des courbes lorsque K = u? c’est-a-dire I, :

2 +x2 =% n e R?, qui sont des cercles centrés a

Iorigine.

9.2 Méthode des fonctions de Liapounov

La méthode des fonctions de Liapounov consiste a étudier directement la stabilité de la position

d’équilibre du systeme

dXi

Tl fi(t,X1,X2y ceryXn)yi=1,2, ..M

a I’aide d’une fonction convenablement choisie V(t, X1, ..., X ) que 'on appelle fonction deLia-
pounov et ceci sans rechercher au préalable les solutions du systéme.
Bornons-nous a examiner des systémes autonomes

dXi
dt

Zfi(t,Xth,...,Xn),i: 1,2,...,TL. (9.1)

pour lesquels x; = 0,1 = 1,2, ..., est un point de repos.

On dit qu’une fonction V(x1,X2, ..., Xn,) définie dans un certain voisinage de I’origine des coor-
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9.2. Méthode des fonctions de Liapounov

données est de signe défini (définie positive ou définie négative), si dans un domaine

|xi < h,i=1,2,...,1n, (9.2)

ou h est un nombre positif suffisamment petit, elle ne peut prendre que des valeurs de signe défini

et ne s’annule que pour x; = X2 = ... = x,; = 0. C’est ainsi que dans le cas de n = 3 les fonctions

V=xi4+x3+x5 et V=xF+2xx+2x5 +x3

seront des fonctions définies positives et la valeur de h > 0 peut étre prise ici aussi grande que I'on
veut.

On dit qu’une fonction V(x1, X2, ..., X ) est de signe constant (positive ou négative) si, dans le
domaine (9.2) elle ne peut prendre que des valeurs d’un seul signe déterminé, mais peut s’annuler

aussi pour X7 +x3 + ... + x4 # 0. Par exemple, la fonction

2 2 2
V(XI,XZ)X3) =X7+X%X5 +2X1X2 +X3

est une fonction de signe constant (positif). En effet, la fonction V(x1, X2, x3) peut se mettre sous
la forme : V(x1,%2,%3) = (x1 +%2)% + x qui montre qu’elle s’annule aussi pour x§ + x5 +x3 # 0,
a savavoir pour x3 = 0 et pour des x; et x; tels que x; = —x5.

Soit V(Xx1,X2, ..., Xn) une fonction dérivable de ses arguments et soient x1, X2, .., X;, certaines
fonctions du temps qui satisfont au systéme d’équations différentielles (9.1). Alors, la dérivée totale

de la fonction V par rapport au temps aura pour expression

dxl =
- Z XhXZ) »Xn) (9-3)

ER RS

La grandeur deflme par la formule (9.3) s’appelle dérivée totale la fonction V par rapport au
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9.2. Méthode des fonctions de Liapounov

temps composée en raison du systéme d’équations (9.1).

Théoreme 9.1. (théoréme de Liapounov de la stabilité).Si pour le systéeme d’équations diffé-

rentielles (9.1) il existe une fonction V(x1,X3,...,Xn ) de signe défini (fonction de Liapounov)

dVv

dont la dérivée totale par rapport au temps - composée en vertu du systeme (9.1) est une fonc-

tion de signe constant, inverse de V ou est identiquement nulle, alors le point de repos x; = 0,

i=1,2,...,n, du systéme (9.1) est stable.

& 4

Théoreme 9.2. (théoréme de Liapounov de la stabilité asymptotique). Si pour le systéeme d’équa-

tions différentielles (9.1) il existe une fonction de signe défini V(x1,X2,...,Xn) dont la dérivée
totale par rapport au temps, composée en vertu du systéme (9.1), est aussi une fonction de signe

défini inverse de V, alors le point de repos x; = 0 du systéme (9.1) est asymptotiquement stable.

Exemple 9.3. Etudier a I'aide d’une fonction de Liapounov la stabilité de la solution nulle

x1 =0, x2 = 0 du systeme

dxi _ 2,2
W——X] —2X2+X1X2,
3
9 —y, X2 XX
at 2 2
\_ J

Solution. Cherchons la fonction de Liapounov sous la forme V = ax§ + bx3,0ou a > 0,b > 0

sont des parameétres arbitraires.

Ona

%/ = %% + %% = —(2ax? + bx?)(2xx — x*>x?)(b — 2a).
En posant b = 2a, on obtient ‘(11—\,[/ = —2a(x2+x2) < 0. Ainsi, pour tout a > O et b = 2a 1a fonction
V = ax? + 2ax? sera une fonction définie positive et sa dérivée % formée en vertu du systeme
donné sera une fonction définie négative. Du théoréeme de Liapounov il résulte que la solution nulle
x = 0,%x = 0 du systeme donné est asymptotiquement stable.

Si 'on ne parvient pas a trouver la fonction V(x, x) sous la forme indiquée plus haut, il convient
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9.2. Méthode des fonctions de Liapounov

de la chercher sous la forme V = ax* + bx* ou V = ax* + bx?, etc.

Théoreme 9.3. (théoréme de Liapounov de Uinstabilité). Supposons que pour le systéme d’équa-
tions différentielles (9.1) il existe une fonction V(x1, X2, -.., Xy ) dérivable au voisinage de ['origine
des coordonnées et telle que V (0, 0, ..., 0) = 0. Si sa dérivée totale %formée en vertu du systéme
(9.1) est une fonction définie positive et s’il existe aussi prés que ['on veut de ['origine des coor-

données des points en les-quels la fonction V(x1, X2, ..., xn ) prend des valeurs positives,alors le

point de reposx; = 0,1 =1,2,...,m, est instable.

4

Théoreme 9.4. (théoréme de Tchétaev de Uinstabilité). Supposons que pour le systéme d’équa-
tions différentielles (9.1) il existe une fonction V(X1,X2, ..., Xn) contindiment dérivable dans un
certain voisinage du point de repos x; = 0,1 = 1,2, ...,n, et satisfaisant, dans un certain voisi-
nage fermé du point de repos, aux conditions suivantes :

1) dans le voisinage Q) aussi petit que l'on veut du point x; = 0,1 = 1,2,...,n, il existe un
domaine Q4 dans lequel v(x1,X2,....xn) > O etv = 0 en des points frontiéres de ()1 qui sont
intérieurs pour Q ;

2) le point de repos O(0, 0, ...,0) est un point frontiere un domaine Q5 ;

3) dans le domaine Q) la dérivée % formée en vertu didu systéme (9.1) est une fonction définie
positive.

Alors, le point de repos x; = 0,1 =1,2,...,m, du systéme (9.1) est instable.

4
. R . \
Exemple 9.4. Etudier la stabilité du point de repos x; = 0,x = 0 du systéme
dx
a =X
dx
\ a y
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9.3. Stabilité en premiére approximation

Solution. Prenons la fonction v(x7,x) = x§ — x2. Alors

dv B ov dx ovdx

- =" __:22 22
dt ~ 9x dt T axar ot

est une fonction définie positive. Puisqu’il existe des points situés aussi prés que I’'on veut de 'origine
des coordonnées en lesquels v > 0 (par exemple v = x> > 0 le long de la droite x = 0), toutes les

conditions du théoréme sont réalisées et done le point de repos 0(0, 0) est instable (col).

N
Exemple 9.5. Etudier la stabilité du point de repos x; = 0,x = 0 du systéme
dx1 _ 43 | 45
G =X X
dx 3 5
~: — X] + X
- a J
Solution. La fonction v = x7] — x* satisfait aux conditions du theoréme de Tchétaev :
1) v > 0 pour |x| > [x|;
2) % = (X* — x3) est une fonetion définie positive dans le domaine [x| > [x|.
Par suite, le point de repos x = 0,x = 0 est instable.
9.3 Stabilité en premiere approximation
Soit un systéeme d’équations différentielles
dx4 .
dtl = fi(x1,X2, 00, X" ),i=1,2,..0m, (9.4)

et soit x; = 0,1 =1,2,...,m, est un point de repos du systeme (9.4), c’est-a-dire f;(0,0,...,0) =0,
i=1,2,...,n. Nous supposerons que les fonctions fi(x1, X2, ..., X, ) sont un nombre de fois suffisant
dérivables a l'origine des coordonnées.

Développons la fonction f; en série de Taylor suivant x dans le voisinage de I’origine des coor-
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9.3. Stabilité en premiére approximation

données
mn
fi(X1yX2yeveyXn) = E aiiXj + Ri (X1,X2y. .0y Xn) .
j=1

- 9f1(0,0,...,0 . .
ici,ayj = % et R; sont des termes du deuxiémo ordro de petitesse par rapportaxq,x2,...,Xn.
)

Alors, le systeme initial (9.4) prend la forme

dXi
dt

n
:Zaﬁxj+Ri(x1,xz,...,xn), i=12,...,n (9.5)
j=1

Considérons au lieu du systéme (9.5) le systeme

dXi .
dt

> ayx; (i=1,2,...,m), (ay= const), (9.6)
j=1

uppelé systéeme d’équations en premiére approximation du syateme (9.4).
On peut énoncer les propositions suivantes.

1. Si toutes les racines de I’équation caractéristique

Qg —H a2 Ain
azq azg — 4 ... aon 0 ©.7)
= 9.7
an1 an2 cer Qpun — M

possedent des parties réelles négatives, la solution nulle x; = 0,1 =1,2,...,mn, du systéeme (9.6) et
celle du systeme (9.5) sont asymptotiguement stables.

2. Si au moins une racine de I’équation caractéristique (9.7) posaide une partie réelle positive, la
solution nulle du systéme (9.6) of celle da systeme (9.5) sont instables.

On dit que dans les cas 1 et 2 il est possible d’étudier la stabilité tn premiére approximation.

Dans des cas critiques, ou les parties réelles de toutes les racines da I’équation caractéristique
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9.3. Stabilité en premiére approximation

(9.7) sont non positives et la partie réelle d’au moins une racine est nulle, I'étude de la stabilité

en premiere Approximation est en général impossible (’influence due aux termes toon linéaires R;

devient considérable).
Exemple 9.6. Etudier la stabilité en premiére approximation du point de reposx; = 0,x =0

du systeme
DI — 2%y +x — 5%2, dx
x =—,(9.8)

dx 3 dt

T = tx+ 3
\. J
Solution. Le systéme en premiére approximation est

X =2x+x
(9.9)

x =3x+x%x

et les termes non linéaires satisfont aux conditions énondéts : leur ordre est supérieur ou égal a

deux. Ecrivons I’équation caractéristique du systeme (9.9) :

2—u 1
=0, ou p>—3u—1=0. (9.10)
3 T—p
Les racines de I’équation caractéristique (9.10) uy = %ﬁ, w = %ﬁ sont réelles et 1y > 0. Par
suite, la solution nulle x; = 0,x = 0 du systeme (9.8) est instable.
N
Exemple 9.7. Considérons le systeme
d
B x -,
(9.11)
dx 3
& =—x; —X
\ & y
Solution. Le point de repos x; = 0,x = 0 du systeme (9.11) est asymptotiquement stable car

pour ce systeme la fonction v = x? +x? satisfait a toutes les conditions du théoréme de Liapounov
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9.3. Stabilité en premiére approximation

sur la stabilité asymptotique. En particulier,

%—Zx(x—xz)—i—ZX(—x—xz) =-2(x*+x") <o.

En méme temps, le point de repos x = 0,x = 0 du systeme

dx __ 3
at = X+ X y
(9.12)
dx __ 3
T = —X+x
est instable en vertu du théoreme de Tehétaev: en prenantv == x%24x?%, on aura % =2 (X4 + x4) >
0.
Les systemes (9.11) et (9.12) ont le méme systéme en premiére approximation
dx __
at =%
(9.13)
dx __
at — %

L’équstion caractéristique du systeme (9.13)

possede des racines imaginaires pures de sorte que les parties réelles de ses racines sont nulles.
Pour le systeme en premiére approximation (9.13) l'origine de coordonnfes sert de centre. Les
systemes (9.11) et (9.12) sont obtenus par suite de petites perturbations des seconds membres du
systeme (9.13) au voisinage de l'origine des coordonnées. Pourtant ces petites perturbations ont
pour résultat la transformation des trajectoires fermées en des spirales. Dans le cas ((9.11)), ces
spirales s’ approchent de I'origine des coordonnées et forment un foyer stable au point O(0, 0), alors

que dans le cas (9.12) elles s’éloignent de I'origine des coordonnées et forment au point O(0,0) un
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9.4. Série d’exercices

foyer instable. Alnsi, dans un cas critique, les termes non linéaires peuvent influer sur la stabilité

du poiut de repos.

9.4 Série d’exercices

Exercice 9.1. Etudier la stabilité des solutions nulles des systémes suivants :
(

d d
Xy = —3x — 2x3, Qo = —xyx?, SL = x1 + 2x1%7,
5 ;
x5 = 2x7 — 3x3, & =xix. x — _2x + 4x3x.
3
o X1 _ X7 dxyp 3 i
X]=-—X—3 ) o = X+ X7, T = X1
I _x_ 1.3 dx 3 dx _
| X2 = X132 3%, = X1 +Xx7, i = X
(
Xy =% +x3,
Xix 4+ x3x? — 1x3, X — —2x — 3x,
) S =xx® =2 —x,x —x3.
dx __ 3 1.3 dx __
= 2 —xX0x — X7, dx L, . T=xX X
\ G = 2xx® —x + 2xq,
(
d d 2 d 5
T =xx1 — X7 +x, = -2x—x(x1 —x)%, | S =x"+x],
dx __ 4 2 3 dx __ 3 2 dx __ 3 5
G =X] XX — X7, G =3 — 9x(x —x)%, G = X7 =X,
8
dx _ 3 2
o = X7+ 2xx4,
I — x2x.
Exercice 9.2. Soitv = Vv (X1, Xs, ..., Xn) une fonction définie positive deux fois continiiment dérivable
et telle que
0) — A(0)  ov(0) -
v(0) = =...= =0.
0X1 0xn

Etudier la stabilité de la solution nulle x; = 0,...,x, = 0 du systéme d’équations différentielles

dx; . 9v

dt dx;?
........................... y
dx, __ o)

dt = Oxn
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Exercice 9.3. Etudier la stabilité en premiére approximation de la solution uulle x = 0,x = 0 des

systemes suivants :
(

Xy =x + 2x — sinx?, Xy = —x + 3x + x? sinx,
X.4 ’
x’z:—x—3x+x(67—1). Xy = —x —4x + 1 —cosx>.
| =—2x+ 8sin’ = 3x — 225 23
X] = —ZX+osin” X X = 59X sinx + X X7,
x =x — 3x + 4x3 x —sinx —5x +e* — 1.
\
(
xy = —10x + 4e* — 4 cos X2, X = 7x + 2sinx — x*,
Xy = 2e* — 2 —x + x4, X, =e? —3x — 1+ 3x?
\
Xy = —3x 4 1 sin2x — x3x, Xp =2 (ex—1)—9x+x*
xXh = —x — 2x +x* —x3. Xy = 1z —sinx 4+ x'°
\
( (
3
X} =5x +xcosx — X x = 4x — X2,
; Py X) = —2x— %2,

x? 3 3

x =3x+2x + 3 — x’ex x = —3x — x>,
xh = 2x — x>,
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CHAPITRE

— 10

Exercices de révision avec solutions

10.1 Exercices de révision

Exercice 10.1. Soit le systeme

X} = ax; + bxa,

x5 = cxq + dx,.

Montrer a laide de Uécriture matricielle que x, et x, sont solutions d’'une méme équation du

second ordre a coefficients constants
12 /
24+ oz +PBz=0

dont [’équation caractéristique est la méme que celle de la matrice du systéme.

Exercice 10.2. Soit® : R — M,, (C) de classe C', on suppose que (Vt) @ (t) et @’ (t) commutent.
Montrer que t — exp @ (t) est dérivable et que

% exp®@ (t) = D' (t)exp @ (t).
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10.1. Exercices de révision

2. Soit @ : R — M, (C) continue, périodique de période w, on suppose qu’elle admet une primitive

®:R — M, (C), avec @ (0) = 0, telle que (Vt) @ (t) et @ (t) commutent.

2.1 Montrer qu’il existe A € M,, (C), telle que (Vt) exp @ (t + w) = exp @ (t) x A.

(on pourra poserY = exp @ (t) x Z(t) ).

cost 1
2.2 Expliciter exp ® (t) et A pour @ (t) =
1 cost
x/ X
2.3 Déterminer les solutions du systéme différentiel = (t) , telles que
X/ X

X (t+27m) = ux (1), x(t+271) = ux (t).

2.4 Déterminer les valeurs | correspondantes.

Exercice 10.3. Transformer en systémes d’équations du premier ordre ( forme normale ) le systéme :
xP)=F (x, X'y ooy xP71 0, X5y X097 g
x4 =G (x, X/, ey xP7D Iy X7y X097 )

Exercice 10.4.  Soient] = [a, b] un intervalle fermé ot a et b désignent deux nombres réels (a < b),
E Uespace vectoriel des fonctions a valeurs réelles de la variable réelle x, deux fois dérivables sur 1 et F
l’espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles de la variable réelle x continues sur 1.

On considére ’équation différentielle linéaire

y"(x) + g(x)y(x) =0. (10.1)

oty (.) est une fonction réelle inconnue. On supposera que g est dans F.
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10.1. Exercices de révision

1. L’ensemble des solutions de la seule équation (10.1) constitue un sous-espace vectoriel G de dimen-

sion 2 de espace vectoriel E.
Démontrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que deux solutions Yy ety de [’équation

(10.1) soient linéairement indépendantes est que le déterminant

Ayr,y2) (x) = y

soit constant et non nul sur tout Uintervalle 1.

2. On suppose connue une solution particuliére h de (10.1) qui ne s’annule pas.
On posey (x) =h (x) z(x).
Ecrire l’équation différentielle (E) vérifiée par la nouvelle fonction inconnue z et montrer qu’d toute

solution de (E) on peut associer un réel k tel que

3. Soit g une fonction continue et négative sur [0, 1] . Montrer que, si u est une solution de (10.1) telle

queu (0) =u (1) =0, alors

1
J [u? (%) — g (x) u? (x)] dx = 0.
0

Que peut-on en déduire pour la solution . ?

4. Soit g une fonction continue de R dans R, non nulle et négative, Soit v une solution de [’équation

(10.1) , montrer que v* est convexe.
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10.1. Exercices de révision

Exercice 10.5. On considére le probléme de Cauchy suivant

Yy =xy?,
(10.2)

Y (xo0) = Yo.

oty (.) est une finction de la variable réel x.

1. Rappeler pourquoi, pour tout (xo,Yo) € R, il existe une et une seule solution maximaley : I —

R du probléme (10.4)
2.1. On suppose Yo = 0. Quelle est alors la solution maximale de (10.4) .

2.2. On supposeyo # 0. Montrer que la solution maximale y de (10.4) vérifiey (x) > O pour tout
x € L ou bieny (x) < 0 pour tout x € 1

En déduire que dans ce cas, (10.4) équivaut a

(10.3)

w

On suppose Yo # 0. Résoudre (10.4) en précisant, suivant (xo,Yo) :

Uintervalle maximal 1 sur lequel est définie la solution maximale y de (10.5) .

l’expression de la solution maximaley de (10.5) .

4. En s’appuyant sur le théoréeme d’existence de la solution d’une équation différentielle, indiquer
Uintervalle [xo — 0, %o + 0] dans lequel Uexistence de la solution de ’équation (10.5) avec (xo,Yo) =

(1,2) sur l’ensemble

sera garantie.
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10.1. Exercices de révision

Exercice 10.6.  On considére une équation différentielle du second ordre a coefficients non constants.

a(x)y”(x) + b(x)y'(x) + cy(x) = 0. (10.4)

Les fonctions a et b sont définies dans un intervalle ] et la fonction a est a valeurs strictement

positives, ¢ est un réel fixé.

1. Soientx — a (x) etx — b (x) deux fonctions définies sur un intervalle telles que a soit dérivable

et b soit continue.

On suppose qu’il existe yy : ] — R* solution de

y' +a(x)y’ +b(x)y=0, (10.5)

telle que Yy, (x) = xy7 (x) soit aussi une solution de ’équation.

Quelle relation existe-t-il entre a (x) etb (x) ?

2. Soit la fonction f € C2(]) dont la dérivée premiére est a valeurs strictement positives.

2.1. Soitz = wo f. Former une équation différentielle (E) telle que

u solutionde(E) <= zsolutionde (10.4).

Sous quelles conditions cette équation est-elle a coefficients constants ?

2.2. Appliquer Uidée de la question précédente pour résoudre [’équation

(1—x*)y"(x) —xy’(x) + 9y (x) =0, (10.6)

dans Uintervalle ] = ]—1,1[.
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10.1. Exercices de révision

3. Soit ’équation différentielle du second ordre
2x(1—x)y"+(3—-5x)y —y =0. (10.7)
3.1. Mettre ’équation (10.7) sous la forme

d , _
a[g(x)y +h(x)yl =0.

3.2. Déterminer les solutions de [’équation (10.7) .
Exercice 10.7. Soit le systéme

Xy = —x1 + x5 — 2x1%2,

(s)

Xy = —=2x1 — 5x1x2 + x4,

utiliser la fonction de Liapounovv (x1, x2) = x3 + x3 pour étudier la stabilité de (0, 0).

Exercice 10.8. Soit

1. Déterminer une matrice réguliére P vérifiant P~1AP = B.
2. Résoudre le systemeY' = BY.

2. Déterminer la solution du systéme X' = AX vérifiant X (0) = (1,4).

Exercice 10.9. Soit f une application continue de R dans R. On suppose connue une solutiony non
nulle de l’équation

Yy’ +f(t)y =0,
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10.1. Exercices de révision

s’annulant en deux points a et b vérifiant a < b. Soit enfin ¢ Uapplication définie sur R par

o(x) = (b—x)r(t—a)f(t)y(t)dt

a
b

+(x—a)J (b—1t)f(t)y(t)dt.

X

1. En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que @ = (b — a)y.
L . b
2. En déduire un minorant de [ _ |f (t)|dt.

3. Que peut-on dire deb — a si |f (t)| < 1 pour tout réel t ?

Exercice 10.10. Montrer que Uintégration du systéme
dx
— =a(x)x+Db(x)z,
dx
dz
— =c(x)x+d(x)z,
dx

se rameéne, en posant

X = UW.z,

a Uintégration de [’équation de Riccati

du
— =b+(a—d)u—cu?,
dx
et au calcul de
J (a —d) dx.
Exercice 10.11. En partant de la définition de la stabilité au sens de Liapounov, étudier la stabilité

de
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systeme d’équations suivant :

dx
a:—x—%,
%—x—z

dx ’
x(0)=2z(0)=0

Exercice 10.12. Pour quelles valeurs de &, [3 la solution nulle de [’équation suivante sera-t-elle stable ?
X//// + SX/// + “XN _|_ ZX/ + BX — O‘

Exercice 10.13. Montrer que la solution maximale du probleme de Cauchy

est définie au moins surR__.

Indication : s’intéresser a la parabole y* = x.

Exercice 10.14. Montrer que la solution maximale de

y// —1— 3y2
y(0) =0
y'(0) =0

est définie sur R et périodique.
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10.2. Solutions des exercices

10.2 Solutions des exercices
Corrigé de I’Exercice (10.1). o Soit

"

et

2/ (1) = Az (1) = A%z (t) dob (3,) + (X)) + B () = (A% + A + BI) ()

XN

D’une part, ’équation caractéristique de la matrice s’écrit

=12 —(a+b)r+ (ad —bc) =0.

D’autre part, I’équation caractéristique associée a I’équation différentielle s’écrit

z(t) = exp (ut) = (n* + ap + B) exp (ut) = (A% + «A + BI) exp (ut)

En prenant

x=—(a+b), et =(ad—bc)

On aura

(W +ap+B) =A*+ A+ BI=0.

x et y vérifient donc I’équation

Z/ —(a+b)z +(ad —bc)z=0.
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Corrigé de ’Exercice (10.2). o la commutativité de @ (t) et @’ (t) assure que

La converge normale sur tout intervalle ( les fonctions continues x sont bornées) de la série

o0 (@ (t)™

ZT’L(D,(t) T

1

assure la dérivabilité de la série exponentielle, et

% exp® (t) = D' (t)exp @ (t).

o si @ est donnée, et si sa primitive @, telle que @ (0) = 0, commute avec @, alors exp @ (t)
apparait comme solution de

Y =¢p(t)Y (ED)

En remplacant t par t + w et en utilisant @ (t + w) = @ (t) ,on voit que exp @ (t + w) est une
autre solution de

Y =¢(t)Y

On sait que t — exp @ (t) est la solution de (ED), par conséquent,

d
aexp(l)(t—kw) = O (t+w)exp® (t+ w)

= O (t)exp®@ (t+ w).
car ' (t+ w) =0’ (t).
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o SiI’on cherche une autre solution sous la forme Y = exp @ (t) x Z (t), on trouve

(Vt) @' (t)exp @ (t) X Z(t) +exp®@ (t) x Z' (t) = @ (t) exp D (t) x Z (t)

d’ou

exp® () xZ'(t)=0=2'(t)=0

Z (t) est une matrice constante, il existe donc A € M,, (C), telle que

(Vt) exp®@ (t+ w) = exp @ (t) x A.

o Pour
cost 1 sint t sint 0 0
P (t) = , @ (t) = = +
1 cost t sint 0 sint t 0
exp @ (t) = exp (sint) x I - exp (t])
01
On calcule exp (t]) ou | = , en remarquant que
10
]2 == ]'Zp — I, ]’2p+1 :I
d’ou
i 12p t2p+1
0 0 [9m L 111
2p)! 2p+1)!
()P (2p) (2p+1) cht sht
=3 U~ -
0 . tzp—l—] tzp Sht Cht
° 2p+1)! ° (2p)! |
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@ et ® commutant, les solutions de Y/ = ¢ (t) Y sont de la forme

x (t) X0
=exp @ (t)
x (t) X0
Alors
x (t + 27) X0 X0 x (t)
=exp®(t) A = pexp @ (t) =
x (t + 2m) X0 X0 x (t)

o Pourt =0 et w = 27, p apparait comme valeur propre de

ch2m sh2m

A=exp®(2n) =

sh2m ch2m

soit
W =exp (27m) et u, = —exp (27),
(xo, Xo) étant vecteur propre correspondant; on obitent, pour W, X0 = X, pour Uz, Xy =
—Xo. ]

Corrigé de I’Exercice (10.3). On pose

Alors on aura
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X' =x,
Xg_ 1 Xi) 122,...,p—1
x,_ 1 =F(x, x X X X t)
L p—1 y Ay y Ap—1y Xy y ~Aq—1) )
et
p
X' = X1,
x;_1 = Xj, J:2,,q —1

/ —
\ Xq—1 =G (Xy X1y weey Xp—1y Xy weey Xq—1, 1)

et le systeme donné sera ramené au systéme normal suivant

/
Xi1 X4y
/
Xpo1 =F X X1y ey Xp1y Xy wey Xg—1, 1), '
i=2,.,p—1,j=2,..,q9—1
/ —
/ —
Xq—1 = G (X, X1y vty Xp—1y Xy weeey Xq—1, 1)

I'ordre reste p + q.

Corrigé de I’Exercice (10.4).

1. On a

Aly,y2) (x) = =y1 (x)ys (x) —y) (x)y2 (x),
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est évidemment dérivable, on a

ALY () = (1 0Y5 00—y (w2 () =y (Y4 ()~ )y )

= Y1 (x) (—gy2) — (—gy1)yz (x) = 0.

Donc A (y1,Y2) (x) est constante.

Soit x € I fixé. On sait que I’application de G dans R?.

y— (y(x),y" (x)),

est un isomorphisme d’espaces vectoriels (théoréeme de Cauchy- Lipschitz).

Une famulle (y7, y2) est donc libre dans G si et seulement si les deux éléments de R?

(Y1 (x), 4] (x)) et (y2 (x),y5 (x)),

forment une famille libre, c’est-a-dire, si et seulement si, le déterminant

£0.

y = hz+hZ

1J// — h//Z+2h/Z/ + hZ//

donc

y// _|_ gy — Z(h// + gh) +2h/Z/ + hZ// — zh/Z/ + hZN
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Donc y est solution de (10.1) si et seulement si

2h'z +hz” =0

soit encore

h(2hZ +hz") = (R%2) =0,

alors hzz' est constante et

3. Siu est une solution du probléme

vx € [0,1],
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donc

J] [_ulz (x) +g(x) uz(x)} dx = 0.
0

La fonction 1'% — gu? est continue, positive sur [0, 1], la fonction g est négative sur [0, 1], donc :

donc

vx € [0,1], u? (x) = 0.

On en déduit que la fonction u est constante sur [0, 1], comme u (0) = 0, alors w est la fonction

nulle sur [0, 1] .

4. Lafonction v est deux fois dérivable sur R, donc la fonction v? est convexe sur R si et seulement

Si (VZ)H est positive sur R.

On a

V)" = 2(vV'v+v'?),
comme V' = —¢g (x) v, alors
vx € R: (\)2)" (x) =2 (=g (x)v* (x) + V% (x)) .

La fonction g est négative sur R donc la fonction (vz)“ est positive sur R, donc la fonction v est

convexe sur R, O
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Corrigé de I’Exercice (10.5). 1. L’application

f:RxR —R

(x,y)  — xy?

est continue, localement lipschitzienne en y. Alors pou tout (xo,Yo) € R?, il existe une et une seule
solution maximale y : I — R de I’équation y’ = xy?, définie sur un intervalle ouvert “maximal”,
telle que y (xo) = yo (d’aprés le théoréme d’existence et d’unicité de solution maximale de Cauchy

-Lipschitz).
2.1. y = O sur [ = R est la solution maximale de (10.4) correspondant a yo = 0.

2.2. S’il existait x; € I tel que y (x1) = 0O, il n’y aurait pas unicité pour le probléeme de Cauchy
relatif au point M (x1,0) : par ce point passerait en effet deux solutions (y et la solution nulle).
On a donc :y (x) # 0 pour tout x € 1.
Comme y est continue, il y aainsi deux possibilités :
y (x) > 0 pour tout x € I, ou bien y (x) < 0 pour tout x € 1.

Donc, pour y (x) # 0 (10.4) équivaut a

Yy (x0) =yYo
y/
3. L’équation 1? = X, s’intégre facilement :
LI ﬁ +c
ylx) 27
soit
1
Y (x) x2/2+c¢
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sur I’intervalle de définition de y.
- Forme des intervalles maximaux I :
I=Rsic>0;
I=RT"oul=R" sic=0;
I =]—o00,—v/—c[ ou ]—v/=c,v/—c[ ou ]y/=¢,+oo|sic < 0.

- Détermination de ¢ :

grace a la condition initiale y (xo) = yo i.e.,

] X—(Z)Jrc
Yyo 2
donc
1

- Discution suivant (xo,Yo) :
1% .
-Si—+—<0,onac>0,doul=R
Yo 2
2

1
- Si—+ﬁ>0,onac<0,d’ou
Yo 2

I:}—oo,—\/—c[si xo < Oetyp < 0.
I=]y/=c,400[sixe > 0etyo <O.
[=]—v—c,v/—c[siyo>0.

Le cas xo = 0 et yo < O est impossible.

1 x3
- Si— 4+ — =0,doncxpy #0,onac=0et
Yo 2

I =]—o00,0[sixo < O.

I =1]0,400[sixg > 0.
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4. 6 < 1‘—8. En vertu du théoréme d’existence de la solution

d <min(a,1/N,b/M),

ou
f(x,y) =xy?, N =sup of M = max |f (x,y)]
) ) b ay ) D y .

Dans notre cas,

M =18, N =12.
La solution du probléme donné est de la forme

1
V=

Ainsi, pour x — v/2, la solution esty (x) — oo. Cela signifie que pratiquement la solution existe

dans I’intervalle]O, \/Z[ qui est plus grand que 'intervalle |1 — 8,1 + 3/, (5 < 11—8) .

[l est remarquer que dans tout I'intervalle |1 — a, 1 + a[, le probléme donné (avec les conditions

initiales indiquées) n’admet pas solution. [

Corrigé de I’Exercice (10.6).

1. Remarquons que Yy, est solution de (10.5) si et seulement si x € ]
xyy (x) +2y5 (x) + a (%) (y1 (x) +xy; (x) + b (x) y1 (x)) =0

ce qui est équivalent a

2y (x)+a(x)yr (x) =0
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10.2. Solutions des exercices

En dérivant la relation pécédente nous obtenons

2y7 (x) +a’ (x)yr (x) +a(x)y) (x) =0

Alors

En utilisant le fait que y; est solution de (10.5) nous obtenons

2a’ (x) 4+ a? (x) =4b (x) (10.8)

Inversement, supposons (10.8) vérifiée. Soit A une primitive de a. Nous définissons alors

et nous vérifions directement que y; et y; sont des solutions de (10.5) .

2.1. Calculons les dérivées de

z = uof
Z = fl'uof
Z// — f//u/ of 4 f/zu// of

On en déduit que z est solution de (10.4) si et seulement si

[uWof+Mu of+cuof=0 (E)
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10.2. Solutions des exercices

avec

L = af’?, M = af” + bf’

L’équation (E) est a coefficients constants si et seulement si L et M sont des constantes. L doit

étre positive donc ( a une constante multiplicative pres)

1 1d
f/ - f// - _
Ja 243

En remplacant dans 'expression de M, on trouve que M est constante si et seulement si

—a’'+2b=0

La fonction f etant alors donnée comme primitive de \/La

2.2. Dans cet exemple

a(x)=1—x%b((x)=—x==a (x)

donc la condition de la question précédente est vérifiée.

Pour f = arcsin, I’équation (E) s’écrit alors

u' +9%u=0

[

dont les solutions sont les fonctions définies dans }—%,

NIE

t — 1y cos3t + py sin 3t

Les solutions de (10.6) sont alors les fonctions définies dans |—1, 1]

X —> Wy cos (3arcsinx) + W, sin (3 arcsin x)
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10.2. Solutions des exercices

En utilisant

cos3t = cost(1 —4cost)

sin3t = 3sint—4sin’t
on peut les écrire aussi sous la forme
x — VT —=x2 (1T —4x) + up (3x —4x°) .
3. Soit 'équation différentielle du second ordre

2x(1—x)y"+(3—-5x)y —y =0.

3.1. Nécessairement, si ’équation (10.7) se met sous la forme

d ) B
a[g(x)y +h(x)yl =0.

on a

c’est-a-dire

gix)=2x(1T—x) eth(x)=1—x.

On vérifie inversement que I’équation
d /
—X[Zx(1—x)y +(1T—x)yl=0 (10.9)

est identique a (10.7).
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10.2. Solutions des exercices

3.2. y est solution de (10.7) si et seulement si, il existe p réel tel que

2x(1T—x)y' + (1 —x)y = .

Cette équation linéaire, admet des solutions sur chacun des intervalles ] —o0, 0[, 10, 1[, ]1, 400l

et 'ona
2xy' +y = a (10.10)
1—x
I’équation homogeéne associée a (10.10) est
2xz +z2=0 (10.11)
De
z/ 1 d 1d
—=—— — (1 =—=—/1
z 2x<:> dz(n|zl) de(nlxl)

on déduit que les solutions de (10.11) ont la forme

k
z= ouk € R.
VXl
Soit u une fonction dérivable. La fonction
u(x
N (x)

Cas1. x €]0,1[oux € ]1,+oo[
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10.2. Solutions des exercices

u est une primitive de la fonction

H
NI
Le changement de variable t = /X entraine
pdx w [ 2dt uJ 1 1 mw. [T+t
JZ\/§(1—X) 2J1—t2 N AN TR R Rl F et
On en déduit
po [T+ VX
u(x) = =1 + € R.
(x) =5 In 1_\5' Ky B
Cas 2. x < 0.
u est une primitive de la fonction
0
—_
x 2V (1 —x)

On pose x = —t% avec t > 0,

JLdX— JL— arctant +
Wx(—x "Jire H K

d’ou

u(x) = parctanv/—x + p, p € R,

Il en résulte que I’équation (10.7) a sur chacun des intervalles ]0, 1], ]1,+00o[ des solutions de la

forme
T+ VX
T—/x

—Cln

Cq
+ —, avecc,c; € R

\/7_()
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10.2. Solutions des exercices

et sur 'intervalle |—o0, O[ des solutions de la forme

c c
u(x) = —— arctanv/—x + —2, avec ¢, cy € R.

V= V=
O

-2 4
Corrigé de I’Exercice (1.1). 1°) On considére M= et on pose X = (X), on alors X' =
Y
-3 5

X/
( ) et le systéeme différentiel S est alors équivalent a I’équation différentielle vectorielle X’ = MX.
Y

/

OnaXpm(A) =A2 —tr(M)A +det(M) =A? —=3A+2 = (A—1)(A —2) La matrice a deux valeurs

-3 4
propres distinctes : elle est diagonalisabla Ona M — I,= ,d’ou E(1) : =3x +4y = O,ou
-3 4
4
E(]) = Vect(s)
—4 4 1
OnaM—21I; = .douE(2): —x+4+y =0, o0u E(2)=Vect(]).
-3 3
4 1 10
Avec P= ona P 'MP= =D
31 0 2
u
.OnposeY = P 1X = ,ona X = PYet X’ = P'Y". Alors X’ = MX est équivalent a
Y

PY’ = MPY, c’est-a-dire Y/ = P"TMPY = DY, ce qui donne

u =u
v =2v
u(t) = Aet
[l existe donc un couple (A, B) tel que pour tout t de R, on ait
v(t) = Be?t

Alors, avec X = PY, on obtient : le couple (x,y) est solution de S sur R si, et seulement si, il

x(t) = 4Aet + Be?t
existe un couple (A, B) de R* tel que pour tout t de R on ait :

y(t) = 3Aet + Be?t
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10.2. Solutions des exercices

4A+B =1
La condition x(0) = —y(0) =1 est équivalente a

3A+B =-1
, Cest-a-dire A = 2 et B = —7, d’ou1 'unique solution : x(t) = 8.e* — 7.e?t, y(t) = 6et — 7.e**
2

2°) La matrice M du systeme est la méme que celle de la question 1). On pose C= Ona:

et

X'=MX+C < Y =DY+P'C.

[ 2—et
Avec P~ 1= onaP 1C-=
-3 4 —6 + 4et
uw=u+2-—c¢et
D’ou le systéme :
v/ =2v—6+4et

L’équation homogéne u' = u a pour solution u(t) = A.e', pour A € R, et on cherche

une solution particuliére de I’équation compléte par le principe de superposition : ' = uw + 2
admet pour solution particuliére t — —2 et u’ = u— e' admet pour solution particuliere t — t.e".
[l existe donc A € R tel que u(t) = Aet — 2 — teV.

De la méme facon, on trouve qu’il existe B réel tel que : v(t) = B.e?* — 3 — 4et. En revenant aux
fonctions initiales : le couple (x,y) est solution de S sur R si, et seulement si, il existe un couple

(A, B) de R? tel que pour tout t de R on ait :

x(t) =4Aet +Be?t —5—4(t+ 1)et

y(t) = 3Aet +Be?t —3 —3(t +4)et

]

Corrigé de I’Exercice (1.1). Lestrajectoires de S sont les arcs paramétrés de paramétrage (x(t),y(t), z(t)),

t € Rou (x,y, z) est solution du systéeme S.
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10.2. Solutions des exercices

4 -3 2 X

Soit A=] 6 —5 4| etX=|y |, letriplet (x,Y,z) est solution de S sur R si et seulement si

4 —4 4 z
X’(t) = AX(t) pour tout t de R.

4 =3 2
Or det(A) = 0. et plus précisément rg(A) = 2, En effet A amémerang que| o —1 2| qui
0o —1 2
4 =3 2
amémerangque | 0 —1 2 |.C’est-a-dire 2.

0 -0 0

Il existe donc une relation de dépendance entre les lignes Ly, L, L3 de A. En remontant les ma-
nipulations ayant permis d’obtenir la réduite triangulaire de A, on voit que cette relation est :2L; —
2L, + L3 =0

Ainsi, en revenant au systéme différentiel initial, toute solution (x,y, z) vérifie :

pour tout t de R, 2x/(t) — 2y’(t) + z'(t) =0

Donc il existe un réel k tel que pour tout t de R, on ait 2x(t) — 2y(t) + z(t) = k : les trajec-
toires sont de support plan, et tous les plans obtenus (qui dépendent des conditions initiales) sont

paralléles, de direction 2x — 2y +z = 0. O]
Corrigé de I’Exercice (1.1). Si (x,y) est solution de S, il existe A de R tel que x(t) = Ae" pour
tout t de R. Alors y est solution de (E) :
y—2y =3Ae".
Le coefficient de la variable t dans I'exponentielle du second membre est 1 et ce nombre n’est
pas solution de I’équation caractéristique associée a (E) qui est 1 — 2 = 0. On cherche donc un «
de R tel que y définie par y(t) = «.e' soit solution de E, on obtient —xe' = 3Ae", c’est-a-dire

o« = —3A. Donc il existe un B de R tel que
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10.2. Solutions des exercices

y(t) = Be?* — 3Aet

Il existe donc (A, B) de R? tel que I'on ait

x(t) = Aet

y(t) = —3Ae' + Be'
pour tout t de R Alors (x(a),y(ot)) = (1,2) <= (A =e %, B =5e?%), et I'on a donc:
x(t) = Aet«
Yo teR
y(t) = —3.et"* 4+ 5.t

x(u) =e*
En posant u = t — a, on obtient Y : u € R On constate que ce

y(u) = —3.e* +5.e"
\
paramétrage est indépendant de «, ce qui montre que tous les arc y, ont le méme support.
(
x(v) =v
En posant v = e, on obtient v > O et yq : et le support de y,, est donc le
p Y PP Y
y(v) = =3.v + 5v?

y = —3x + 5x?
morceau de parabole ]
x>0
Corrigé de I’Exercice (1.1). Remarque : S’il y a une fonction v (x, x) telle que dans un voisinage
de 'origine des coordonnées définie négative (or définie positive ) alors 'orignie est a.s.
Le point (0,0) est une solution nulle car les seconds membres des équations (s) sont nuls
cad :—x +x? — 2xx = 0, —2x — 5xx + x% = 0.
La fonction v (x, x) = x% +x? > 0V (x,x) # 0, v (0,0) = 0, v est définie npositive, on a

dv av% av%_

- hid __2 o 2 B
= oot T axar = % B2 —x (44 10x —2x)

Pour que cette fonction soit < 0 au voisinage de l'origine des coordonnées, il faut que les termes
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10.2. Solutions des exercices

(2—2x+4x) > 0, (4 + 10x — 2x) > 0 (voir TD)

X 0 |1 X 0|—-2/5

N|=
(&)

x=5x+2]|2 0

itbpF5.1794in3.5855in0inFigure

Dans le domaine {(x,x): —2/5 <x < Tet — 1 < x < 2}, qui contient le disque

D = {(x,x) : x* +x* < 1%}
ou

r=min{OA,O0B,O0C,0OD}=2/5

la fonction v est une fonction de Liapounov en O(0, 0) pour le systéme (s), par conséquent le point

fixe O(0,0) est asymptotiquement stable. O

beginproof[Corrigé de I’Exercice (1.1)]
Réduction d’un systeme d’équations différentielles a une seule équation :

Résoudre les systemes ci-dessous en les réduisant a une seule équation

différentielle :

a) (3 pts) Soit le systeme

/

X" —4x" +4x —x =0,

X" +4x' +4x — a?x = 0.

x=x (t), x=x (t), a>0.

\
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10.2. Solutions des exercices

On réduit le systeme a une seule équation diférentielle par rapport a I'une des fonctions, par
exemple, par rapport a x (t). En différentiant la premiére équation deux fois et en portant les

valeurs de x, x’; x” dans la seconde équation , on obtient

x4 — 8x" + (16— az) x = 0.

Pour I’équation donnée, ’équation caractéristique est de la forme

™ —8rP+16—a’? =0.

En résolvant cette équation, on trouve

1‘1,2:j:\/4—|—a, et 1"3’4::&\/4—(1.

Nous pouvons maintenant discuter :

0 Si0 < a < 4, toutes les racines de ’équation caractéristique sont réelles et distinctes et la

solution générale s’écrira

x (1) = Clef\/Ht + CzeMt + C3ef\/Ht + C4€7mt.

oSia=4,alorsr1,2:j:\/§, 13,4 =0et

x(t) = Cre V3 4 CyeV3t + C3 + Cat.
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10.2. Solutions des exercices

o Pour a > 4, les racines 13, 4 = +1/4 — a sont complexes :
r=ia—4, r,=—-1Va—4.
Dans ce cas,
x (t) = Cre VA+at 4 CreVAtat 4 Cscos (tx/ﬂ) + C4 sin <t\/m> .
La fonction x (t) est trouvée en partant de la premiére équation du systéme;

x (1) =x" —4x' + 4x.
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10.2. Solutions des exercices

b) (3 pts)Soit le systéme

tx' = —x + xt,

t2x/ = —2x + xt.

De la premiére équation du systéme, on tire

si bien que

1 X 1 / 1
X' =—=+ X +Xx.
ot

En introduisant ces expressions de x et x’ dans la deuxiéme équation, on obtient
t2x" +tx’ —x = —=2x + x + tx/,

ou

?x" = 0.

En posant t # 0, on tire de la derniére équation x” = 0 et aprés I'intégration on obtient

x = C; + Cyt.

On trouve maintenant



10.2. Solutions des exercices

La solution générale du systéme donné est

C
x=C; 4+ Cat, X=2C2+T1, t#0.

Résoudre les systemes ci-dessous sans les réduire a une seule équation

différentielle :

1) Intégration des systémes a coefficients constants :

X =x—x+1,
X =x—4x +t.

On pose

!/

dont les racines sont : 1y = —1, puy, = 3.

on peut écrire directement la forme sous laquelle se présentera la solution générale du systeme

homogene associé

xp = Cre t 4 Cyet
xp = ae ' + bedt,
En portant ces fonctions dans le systéme donné, on trouve a et b exprimés par C; et C;

On obtient alors a = 2C; et b = —2C,.
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10.2. Solutions des exercices

La solution générale est de la forme

Xh = C1e*t + C2€3t

xn = 2C4 et — 2C2€3t.

En considérant C; (t), C; (t) comme des fonctions de t , il faut les choisir de facon que les

fonctions

xp =Cy (t) et + Ca (t) e3F,
xp =2Cy (t) et —2C; (t) e3t.
représentent les solutions d’un systéme a second membre ( c’est la méthode de variation des
constantes de Lagrange ).

En dérivant ces fonctions et en les portant dans le systéme, on obtient

Ci(t) et+Cr(t)edt =1,

2C; (1) et —2C, (1) et =1t.

Il vient

14+t -5+ 3t
Ci(t)= 1 e, Co(t) = 3 e 3t
d’ou
T+t 543t ,
14+t -5+ 3t
Xp=2—p— —2——- =1t+]
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10.2. Solutions des exercices

La solution générale du systeme initial est de la forme

Xg =Xn+%xp = Cre t + Coe3t + 1t + 4,

Xg =Xn +xp =2C1e t —2Ce3t + 1t + 2.
ou Cq et C, sont des constantes arbitraires.

2) Intégration des systémes a coefficients non constants :

a)
X = —lx + Lx
2t7 227
X = 1x + lx
22t

Sachant qu’il a la solution x; =1, x; =t.

Pour chaque t > 0 ,la matrice

est inversible.

On fait le changement de variable

X =%X1Z1 = Zq

X=%X1z1+z=t.z1 +2»

le systéme associé au systeme initial devient alors

X/:—lh + = (tz1 +22) =7/

2t 2t2 b
x’:lm +l(tz1 +2zy) =z1 +tz) + 7
2 2t . -1 2-
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10.2. Solutions des exercices

d’ou on déduit le systéeme

1 1
z ZE(ZZ) o z) Zﬁ(lz)
1
h=—tz] + 5=0
Zz Z-I + zt (Zz) Zz
o . " —G
De la dexieme équation on déduit que z; = C; et de la premiere que z; = TS +C,
La solution générale du systeme initial est de la forme
—C
X = ] + Ca,
2t avec (C;, C,) € R?
X = %C] + Czt.
b) Soit le systéme
/
x’ = x.sht + x.cht, X sht cht X
x’ = x.cht + x.sht. X cht sht X

Ce systeme peut étre résolu de la méme fagon que celui donné en cours.

On note par

X sht cht

X cht sht
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10.2. Solutions des exercices

Si u et v sont des nombres réels, on a

sinhu coshu sinhv coshv

coshu sinhu coshv sinhv

coshucoshv + sinhusinhv coshusinhv + coshvsinhu

coshusinhv + coshvsinhu coshucoshv + sinhusinhv

cosh (w+v) sinh(u-+v)

sinh (W+v) cosh(u-+v)
= AWV).A(u)

On peut donc appliquer la théorie exposée dans le cours : soit B (t) la primitive de A (t) telle

que
B(X(to) :Xo) :O<:>B(t0) = 0.
Or
sinht cosht cosht+c¢y; sinht+cy
A(t) = = B(t) =
cosht sinht sinht+c3 cosht+c4
On a alors
coshty + ¢y sinhty+c; 00
sinhty + c3 coshty+ ¢y 00
On trouve
¢y = —coshty ¢, = —sinhtg
)
c3 = —sinhty ¢4 = —coshtg

il vient
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10.2. Solutions des exercices

cosht — coshty sinht—sinht,

sinht —sinhty cosht — coshtg

cosht sinht coshty sinhtg
= — = C(t) — H (to)
sinht cosht sinhty coshty
d’ou
eB(t) — oC(U—H(to) _ oC(t) p—H(to)
Montrons ( par récurrence ) pour tout n € N
n
cosht sinht coshnt sinhnt
C (t) = =
sinht cosht sinhnt coshnt
De plus
i coshnt + isinhnt ot T 1\ o
= ~ile ——=i)e
! T3¢ 272
n=0

On en déduit

© coshnt = sinhnt

1 e 1 e 1 e e
€~ + 5e e~ —5e
eC(t) — n=0 n! n—o Tn! — 2 2 2 2
o sinhnt o« coshnt . . . .
1 _e 1_ e 1, e 1_e
‘ ' ze — ze ze + ze
n=0 n! n=0 n!
De méme
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10.2. Solutions des exercices

w coshnty = sinhnty

1 et 1 eto 1 _eto 1 et
e +se se" —s5e
eH(to) — n=0 n! n=0 n! — 2 2 2 2
~ sinhmty o coshntg 1 eto eto 1 e | 1,eto
ze — ze Ee + Ee

n=0 n! n=0 n!

Calculons I'inverse de la matrice e™(to) :

1 —to to 1 —to to
T <ee + e© ) Py <ee —e® )

1 —to to 1 —to to
W<ee — e ) W<ee +e )

Finalement on obtient

Toet | 1et 1 et 1 et 1 e to eto 1 e to _ _eto
ec(t) eil(t) _ Ze + Ze Ze Ze Zee7t0 eeto (e + ¢ ) Zee7t0 eetO (e € >
et 1,et 1€t 1,et 1 e to  _eto 1 e to eto
5€ 5€ se¢ +5e To o (e e ) To o (e +e )
1 et et 1 et et
B0 soog (€€ +e ) i (ef —ef )
e = ,
1 et et 1 et et
e (€7 =€) g (e +et)
et par conséquent, La solution générale du systéme initial est de la forme
1 et et 1 et et
Y = . eB(t) Rl ] 2em (e Te ) 2ee™0 (e € ) H
1 et et 1 et et
Y 5 2¢O (e —e° ) W(e +e° ) 28

Corrigé de ’Exercice (1.1). En multipliant ’équation par y’ et en intégrant grace aux conditions
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10.2. Solutions des exercices

initiales on obtient

SY7=y—y’ =y —y")
Par conséquent toute solution du probleme de Cauchy vérifie, en tout point de son intervalle de
définition :
yl—y)>0ey<—-loud<y<]

La solution maximale est définie sur R.

On note y la solution maximale. En x =0, on a:

y(0) = 0 donc y atteint un minimum (0 <y < 1), d’ot ' y'(0) =0

Y (0)=1-3x02=1>0

Sur un voisinage a droite de 0 on a donc Yy’ > 0. L’intégrale premiére s’écrit alors sur ce voisi-

nage :

qui s’integre en

J‘-’ du .
0 \/Zu(1 —u)(1+u)

positives, est dans L' (]0, 1[) puisque

1 1 1 1
V2u(1—u) (1 +u) w0 /21 . V2u(T—u)(1 +u) w1 2V —u

etquey < 1,ona

X < f du < 400
0 v2u(l—u)(1+u)

on ne peut donc pas avoir Yy’ > O sur tout R,..
Remarquons maintenant que y est paire. En effet la fonction x — y(—x) est solution du pro-

bleme de Cauchy, par unicité de la solution maximale y(x) = y(—x).
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10.2. Solutions des exercices

Au point —x, on a donc les conditions :

® y(—xo) =y(xo) =1
* y'(—x0) = —Yy'(x0) =0
U]

Corrigé de ’Exercice (1.1). On pose g = ' 4 af. On peut alors considérer cette relation comme

une équation différentielle d’inconnue f, on obtient

t
f(t) =Ce ' + eatJ e“"g(u)dupourtoutt € R,

0

ou C est un réel quelconque (en fait f (0)).

at

Le terme Ce™ @' est évidemment borné sur R, . D’autre part, si le réel k vérifie |g (t)| < k pour

tout t de R, on a alors, pour tout t

t t t 1— efat k
e“tJ eg(u)dul < eatJ le?™g (u)|du < keatJ edu =k < =
0 0 0 a a
Donc le deuxiéme terme est lui aussi borné sur R, et donc f I’est aussi. [

Corrigé de ’Exercice (1.1). 1. Trouver P revient a déterminer une base (V7, V,) de R? vérifiant
AV1 = —V1 et AVZ = V] — Vz.
En posant V; = (a,b)

AV) =—V; <= 2a—b =0,

on choisit donc V; = (1,2).
En posant V, = (¢, d)
AV, =V; -V, <:>—2C+d:],
on choisit donc V, = (0, 1).
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10.2. Solutions des exercices

[l est clair que (V7, V2) est libre, donc est une base. La matrice P = , qui est la matrice

de passage de la base canonique a la base (V;, V3), vérifie donc bien

P~'AP = B,

d’apres les formules de changement de base.

2. Le systeme Y’ = BY s’écrit alors

Vi =Yty

Ys = —Ya.

La deuxiéme équation fournit y, (t) = Cye~* pour une y; (t) = (Cyt+ C3) e " pour une
certaine constante C,.
Les solutions du systéme sont donc les fonctions de laforme Y:t+—— e * (Cyt+ C5,Cq), ou

Cy, C; sont des scalaires quelconques.

3. Les fonctions de la forme X = PY : t —— e * (C;t + C2,2C1t +2C, + Cq), ou Cq, C; sont

des scalaires quelconques, sont alors les solutions de X' = AX.

La condition X (0) = (1,4) fournit C; = 1 et C; = 2; la solution cherchée est donc t — e *

(2t + 1,4t +4). u

Corrigé de I’Exercice (1.1). Dans I'expression de @, on peut remplacer f (t)y (t) dans les deux

intégrales par —y” (t) . Une intégration par parties donne alors
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10.2. Solutions des exercices

un calcul analogue sur la deuxiéme intégrale donne bien, apres simplification

La fonction y est en particulier continue sur le segment [a, b], donc y est bornée et atteint son
bornée. Soit M la borne supérieure de [y (x)| surla, b], et xo un point de [a, b] vérifiant [y (xo)| = M.

On déduit alors de ce qui précéde

b

(b—a)ly(xo)l < (b—xO)Jx°(t—a)rf(t)|ry(t)|dt+(xO—a)J (b— ) If (8)] 1y (1) dt
a g . X0
< M(b—xo) (xo—a) (J fld+ | rf(tndt)
(b—a)? (°
< MTL [T (t)|dt.

puisque (b — x) (x — a) atteint son maximum sur [a,b] en (a + b) /2. Si M = 0, alors y est nulle
sur [a, b], donc en particuliery (a) =y’ (a) = 0. Ainsi, d’aprés Cauchy- Lipschitz, y est la solution

nulle, ce qui est interdit par ’énoncé. On peut donc simplifier par

M(b—a)=(b—a)ly(xo)l

pour obtenir

Si|f (t)] < 1 pour tout t, ou en déduit

soit



10.2. Solutions des exercices
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