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Introduction générale

Dans le monde d’aujourd’hui, la finance joue un role des plus importants, et est parfois a
lorigine de crises économiques. Ceci vient du fait, de 'importance prise par les marchés fi-
nanciers dans les économies contemporaines. Il apparait alors important que la finance soit
basée sur des modeéles solides permettant d’évaluer les risques et les prix.

Parmi ces modeéles, on s’intéressera, dans ce mémoire, au modeéle de Black et Scholes (1973)
qui est considéré comme un modeéle en temps continu trés connu dans le monde de la finance
moderne. Puis viennent par la suite d’autres modeéles dont celui de Vasicek (1977), CIR(1985),
Hull & White (1990) et gaussien a deux facteurs(2005) et d’autres afin de modéliser 1’évaluation
de la structure temporelle des taux d’intéréts.

Dans notre travail, nous essaierons de fournir des explications et apporter des réponses a la
question suivante :

- Est-ce-que le comportement des taux d’intéréts calculé par des modeles stochastique dans
notre travail est-il proche de la réalité ?

Pour répondre a la question ci-dessus, ce travail est présenté en quatre chapitres :

Le premier chapitre, est un chapitre introductif qui présente les différents aspects des proces-
sus stochastique. On introduira le mouvement brownien et ses propriétés principales, intégra-
tion stochastique ( des notions sur le calcul d’'Ttd) et les équations différentielles stochastiques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté les concepts et définitions de base concer-
nant les options, les stratégies financiéres et couverture du portefeuille. Ensuite on donne une
bréve description du modeéle de Black-Sholes d’évaluation d’option européenne, en expliquant
les formules d’évaluation des options.

Au troisiéme chapitre, on introduit les notions des taux de base, la modélisation stochastique
a temps continu, puis nous présenterons des modéles de taux en finance a savoir le modele de

Vasicek, CIR, Hull & White ainsi que le modeéle gaussien deux facteurs.



Introduction générale

Le quatriéme et dernier chapitre, est une application des notions introduites dans les
chapitres précédents. Nous commencons par simuler les trajectoires du mouvement Brownien,
ensuite, la simulation des modéles financiers étudiés précédemment, Black-Scholes et Vasicek,

CIR, Hull & White et le modéle gaussien deux facteurs



Chapitre 1

Calcul Stochastique

1.1 Introduction

L’objet de ce premier chapitre est de donner un rappel des principales notions mathématiques

qui seront utiles dans les prochains chapitres.

1.2 Rappels de probabilité

1.2.1 Espace de probabilité filtré
Tribu

Définition 1.1. Soit Q) un ensemble quelconque, et A la famille de parties de Q) est une tribu

(ou o algébre)sur Q) si elle vérifie les propriétés suivantes :

i) Contenant [’ensemble vide et l’ensemble Q) (p € A et Q€ A ).
ii) Stable par passage au complémentaire (A€ A — A°€ A).
1) Stable par union dénombrable (A,),", C n(E:JOl A, € A

i11) Stable par intersection dénombrable (Ay), oy C QNAH € A

On dit alors que (£2,.4) est un espace mesurable.

Exemple 1. 1. Soit A={¢,Q} dite tribu grossiére ( la plus petit tribu)

2. A={P(Q)} dite tribu discréte



1.2. Rappels de probabilité

3. SiQ={a,b,c,} alors F={P(Q)} = {¢,Q,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}} dite tribu
compléte (la plus grand tribu)

Définition 1.2. Soit B une partie de P(Q2) ,l’intersection de toutes les tribus contenant B est
une tribu , elle est appelée tribu engendrée par B ou la plus petite tribu contenant B , elle est

notée

o(B) = n_ A
A(tribu),BCA

Exemple 2. Soit Q = {a,b,c} et Ac P(Q) telle que A={a} alors o({A}) = {¢, A, AY,Q}

Définition 1.3. La tribu borélienne B (X ) est tribu sur X engendrée par la famille des inter-

valles ouverts ou fermés de X.

Exemple 3. Q = R™ la tribu borélienne B( R™)est engendrée par les pavé et de plus est

engendrée par:

eles pavés de la forme [ag, by[X [ag,ba[X ... X [an,by]
eles produits de la forme [aq, +00[X [ag, +00[X ... X [an,+0o0[
eles produits de la forme Jay, +00[X ]ag, +00[X ... X |a,,+0o0]

Définition 1.4. .G une sous tribu de A est une tribu , telle que si A€ G alors A€ A. On note
GCA
Espace de probabilité

Définition 1.5. Un espace de probabilité (Q, A, P) est un espace mesurable (Q, A) muni d’une

mesure de probabilité P avec P(Q2) = 1.De maniére évidente, P est une application de A dans

[0,1], Telle que :

i) VA€ A, P(A) >0

i) P(Q) =1
iii) Pour tout suit (A, )nen d’événement deA deux & deux incompatible, la série >, P(A;)
n>0
+o00
converge et P( L>JOAn )= >_P(A,) (0 — additivité)
nz n=0

L’éspace (2, A, P) est appelé espace probabilisé

4



1.3. Généralité sur les processus stochastiques

Filtration

Définition 1.6. Une filtration est une suite croissante emboitée (F;): >0 de sous tribus de A

On dit alors que (2, A, Fy, P) un espace de probabilité filtré

1.2.2 Variable aléatoire

Définition 1.7. Soit (0, A, P) un espace de probabilité et B un ensemble borélien (B € B(R)),

une telle application X de Q) dans R sera dite variable aléatoire si
{XeB}={weQ:X(w)eB}ec A
1.2.3 Indépendance de variables aléatoires

Définition 1.8. Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

i) A et B sont deux évenement independante (A et B) si

P(AN B) = P(A)P(B)

1. (a) ii) Deux variables aléatoire X et Y sont indépendants si et seulement si les deux

évenements A € X et B € Y sont indépendants, c’est & dire

P(Ae X,BeY)=P(Aec X)P(BeY)

1.3 (énéralité sur les processus stochastiques

1.3.1 Processus Stochastique

Définition 1.9. Un processus stochastique (aléatoire)en temps continu est une famille (X;)ier
de varaibles aléatoires indicées par les éléments d’un ensemble de temps T (en général T =
R*), définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).Un processus Xi(w) dépend de deux
parameétres t (généralement le temps ) et de variable aléatoire w € Q.Out € T fixé, lapplications
w — Xy(w) est une variable aléatoire sur l’espace probabilisé (2, A, P).Pour tout w € Q fixé

t — X (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du processus, noté X;(w) =



1.3. Généralité sur les processus stochastiques

Xi(w,t). Un processus est dit continu si pour presque tout w € Q, (t,w) — Xy(w) est continue

(c’est a dire les trajectoires sont continues )

Exemple 4. Les séries temporelles sont des processus stochastiques. FElles peuvent illustrer
le nombre de morts sur la route durant une période, le nombre de vente d’huile de 5L ou de

bouteille lemonade d’une marque x sur plusieurs années.

1.3.2 Processus adapté

Définition 1.10. Soit (2, A) et (U, A") deux espace mesurables, une applications f : Q@ —
est dit (A, A')-mesurable si f~1(A) € A pour tout A € A’;ou l’on note :

fHA) = {weQ : f(w)ed} € A

Définition 1.11. Un processus X est dit mesurable si l’applications
X: OxRt —R

(t,w) — Xi(w) est mesurable

Définition 1.12. un processus stochastique X(w) est dit adapté a la filtrations (Fi)i>o si X;

est Fy—mesurable ¥Vt > 0.

1.3.3 Espérance conditionnelle

Soit (€2, F, P) un espace de probalité de G une sous tribu de F et soit X une variable aléatoire

positive intégrable

(EX = / XdP < +o0).
Q

Définition 1.13.  Soit G une sous tribu de F, [’éspérance conditionnelle d’une varaible
aléatoire (v.a) intégrable X sachant G est la (v.a) E|X/G] définies par les deux propriétés

sutvantes:

i) E[X/G|] est G-mesurable.

ii) Pour tout AeG, /XdP: /E[X/G}dP.
A A



1.3. Généralité sur les processus stochastiques

Propriétés de ’espérance conditionnelle

1. E(aX 4 BY/G) = aFE(X/G) + BE(Y/G), a,  deux constantes

2. E(E(X/G)=E(X) ( I'éspérance total)
3. B(X/G)=X si X est G -mesurable
4. E(X/G) = E(X) si X est indépendante de G

5. E(XY/G)=YE(X/G) si Y est G-mesurables

1.3.4 Martingale

Définition 1.14. Soit (Q, A, P) un espace de probabilité filtré. Un processus stochastique
adapté (M, )n>0 @ la filtration (F,)n>0 de variable aléatoire intégrable (i.e E(| M, |) < co) est

i) Une F,— sur- martingale si pour tout, n e N, E(M,.1/F,) < M,
i1) une F,— sous- martingale si pour tout , n e N, FE(M,1/F,) > M,

ii) Une F,— martingale si le processus (M, )n>0 qui est a la fois une sous-martingale et une

sur -martingale

(c’est -a-dire, E(M,1/F,) = M,, VneN)
Propriétés

1. L’éspérance d’une martingale est constant pour tout n > 0, c-a-d

E(My) = E(M)= ...
E(Mpi) = E(E(Myy1/F) = E(M,) = .......... = E(M,)

2. Le processus est complétement déterminé par sa valeur terminale, c’est -a-dire

E<MN/fn):Mn 7n<N



1.3. Généralité sur les processus stochastiques

Exemple 5. Soit (X, )n,>0 une suite de varaible aléatoire indépendants de méme loi

2

(P(X, = )=P(X, = —-1) = et FE(X;) =0, et soit Sy =0,9, = ZXt une marche
i=1
aléatoire symétrique a valeurs dans 7Z
ou R.

On note F,, = o(Xq,..cco... X,),¥n > 1. Alors (S,),>0 est une martingale par rapport a
(Frn)n>o.en effet :

i) S, est F,, mesurable V n > 1
i) E(] S, |< Z?:l E(] X, [< o0

iil) E(Sni1,/Fn) = E(Sy + Xoni1,/Fn)

= E(S,/F.) + E(Xy11,/Fn)
=S, + E(X,11/F,) (S, est F,, mesurable )
=S, + E(Xnt1) (Xn41 est indépandant de F,,)
=S, (X, sont toutes centrées)

1.3.5 Temps d’arrét

Définition 1.15. Soit (Q, F,, P) un espace de probabilité filtré .On appelle temps d’arrét une

varaible aléatoire 7:Q — NU {400} telle que {T <n} e F, pour tout n e N .

Exemple 6. Soit X,, est un processus adapté a (F,), alors pour tout aeR, la variable aléatoire

To définie par:

To = Inf{ neN, X,>o} est un temps d’arrét , car {7, < n} = {3 i €{1,........ n} tel que
{X; > a} =Ur{X;>a}eF,
Car chaque événement {X; > a} ¢ F; C F, ,du fait que le processus X, est adapté et

que ¢ < n.

1.3.6 Processus gaussien

Définition 1.16. Une varaible aléatoire gaussienne (v.a.g) de paramétre m et o est une v.a
suit la loi normale N (m, o)si elle admet pour densité

1 (t —m)?

Vi P g

t —

)



1.4. Mouvement brownien

sim=0et o =1, alors X est une varaible aléatoire gaussienne centré et réduite (ou de

loi gaussienne centré et réduite )

Définition 1.17. Le processus X = (X¢): >0 est un processus gaussien si toute combinaison

linéaire finie de (X;); > o est une varaible aléatoire gaussienne, c’est-a dire:
n
vn,Vt,1 <1 < n,Va, ZaiXti
i=1

est un varaible aléatoire gaussienne

1.4 Mouvement brownien

Définition 1.18. Les variables aléatoires Wy, , — Wy, tiy1 > t; > 0, sont appelées accroisse-

ments du processus {W; , t>0}.

Définition 1.19. Le mouvement brownien ou processus de Wiener, est un processus gaussien a
accroissements indépendants et stationnaires, ce qui veut dire que pour toute 0 < t1< .............. <
t, les accroissements {Wy,,, — W, , 0 <i < n — 1} sont indépendants, et de plus W, — W,

suit une loi gaussienne centré, de variance (t;1— t;)

1.4.1 Mouvement brownien géométrique

Le mouvement brownien géométrique ou bien le mouvement brownien exponentiel est un proces-
sus stochastique a temps continu dans lequel le logarithme de la quantité variant de maniere
aléatoire suit un mouvement brownien avec dérive .

Le mouvement brownien géométrique sert couramment de modeéle de prix d’actifs financiers
Définition 1.20. Soit {W;,t > 0} est un mouvement brownien standard
Un mouvement brownien géométrique de dérive b et de coefficient de diffusion o est un

1
X; = Xpexp ((b — 502) + O'Wt)

avec une condition initiale X

processus de la forme :

Ce processus est s’appelle aussi processus ” log —normal”



1.5. Intégrale Stochastique

1.4.2 Mouvement brownien et martingale

Si (Wy)e>0 est un mouvement brownien standard alors

i) W; est une F;— martingale
ii) W2 —t est une F;—martingale

iii) exp(oW; — %2t) est une F;-martingale

1.5 Intégrale Stochastique

Le but est de déterminer I'intégrale stochastique du type f(f 0,d B pour tous t € [0, 7] notre
probléme qui se pose c’est de donner un sens a cette variable aléatoire.
Par exemple , on a f et g deux fonction, si g réguliére et f est dérivable donc,on intégre g

par rapport a f , on obtient cette intégrale:

t t
[ st = [ gto)r s
0 0
Lorsque f n’est pas dérivable mais a variation bornée , on s’en sort & une intégrale qui

s’appelle intégrale de Stieljes sous forme:

[ otehte) = tim S gt ten) - S0

et note m, = max | t;_; —t; |
Dans ce cas , on ne peut pas définir cette limite car le mouvement brownien n’est pas a

variation bornée

1.5.1 Construction de l’'intégrale stochastique

On se donne un espace probabilisé filtré (2, F, {F:}, P) et soit (By)i>o est un F;—M.B.S défini
sur cet espace
On construit I'intégrale stochastique sur un ensemble des processus élémentaire & = £(92, F, {F;}, P)

défini sur espace de probabilité filtré (2, F,{F;}, P)

Définition 1.21. (Processus élémentaire)

10



1.5. Intégrale Stochastique

On dit que (H;)o< ¢ <7 est un processus élémentaire s’il existe une subdivision 0 = ¢y <

t < ... < t, =T ( pour tout ' € R* | T est fini), s’écrit:

Zq) 1]tz 1,t ]( )

Avec ®; est bornée et mesurable par rapport a F;,
Définition 1.22. (Intégrale stochastique)

L’integrale stochastique continue du processus élémentaire( H;)o<;<7, notée

t
/Hsst
0

et définie par, si t € |tx, tgiq] :

/Hsst: Z ¢Z(Btz —Bti71)+¢K+1(Bt—BK)

S’écrit aussi :

/HdB = S 6:(Bure — Buin)

1<i<p

1.5.2 Propriétés de ’intégrale stochastique

L’intégrale stochastique est définie sur I’ensemble des processus élémentaires &, satisfait les

propriétés suivantes :
1. La linéarité:

Soit # et 1) deux processus et a, b des constant. On a

t

t t
/ (ab, + b, )dB, = a / 0,dB; + b / b, dB,
0 0

0

2. La continuité
t

Le processus( / 0.dB,,0 <t <T) est continu a des trajectoires du mouvement brownien

0

11



1.6. Calcul d’Ito

3. Propriété de la martingale

t
Ona M, = /Gsst, est une F;—martingale si:

0
t t

E / 0.dB./F, | = / 0,dB,,Vs <t
0 0

avec Ssa moyenne et sa variance

t
E /GudBu =0
0

t t

Var / 0.dB, | = E / 02 du

0 0

4. Proprité d'isométrie

t 2

t
E / 0,dB, =F / 02ds
0

0

1.6 Calcul d’Ito

Le lemme d’Ito, ou encore formule d’Ito est 'un des principaux résultats de la théorie du calcul

stochastique.

Ce lemme offre un moyen de manipuler le mouvement brownien ou les solutions d’équations

différentielles  stochastiques

1.6.1 Processus d’Ito6

Définition 1.23. Soit (B;): > ¢ est un mouvement brownien adaptée a F sur l'espace de prob-

abilité filtré (Q, F,F;, P)
Un processus stochastique (X;); > o est dit processus d’Ito s'il s’écrit de la forme

t t
X, =Xo+ / byds + / o.dB;
0 0

D’une autre maniére
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1.6. Calcul d’Ito

dXt = btdt + O'tdBt

Xy est Fo—mesurable , (b;)~0 et (0¢);~0 sont deux processus adaptés a F;, telle que

T
/ | bs | ds < oo Pp.s
0

T
Og 2d8<OO P.[).S
| |

0

1.6.2 Formule d’Itd

Théoréme 1.1. Soit f : R — R une fonction deux fois continument dérivable et la seconde

dérivée de f est bornée.

On a

FB =580+ [ £Bgan+ [ s

Théoréme 1.2. Soit (X;);>oun processus d’Ito

t t
Xy =Xo+ / bsds + / odBs
0 0

et g(t, X;) est une fonction deux fois différentiable par rapport & X et une fois en t ( i.e de

classe C'? ), on a

t

t 1 t
%) = 9(0.X) + [ gifo X s+ [ gl XXt 5 [ gl X (X)
0 0 0
Proposition 1.3. (Formule d’intégration par partie)
Soient X; et Y; deux de processus d’It6 ,tels que
dXt = btdt + UtdBt

et

dY, = bdt + o}dB,
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1.7. Equation différentielle stochastique

Donc

XiYs = XpdYy + Yid Xy + (X, Y2)

avec la convention (X,,Y;) = [ !

/
0 0s0sds

1.7 Equation différentielle stochastique

Les équations différentielle stochastique sont la généralisations des équations différentielles
ordinaires prenant en compte un terme de bruit ¢ -a-d une perturbation aléatoire (sto-
chastique).on va définir ici la notion d’équation différentielle stochastique .Typiquement , une

équations différentielle stochastique est donné par :

{dXt = b(t, )iéldi Z o(t, Xi)dB, ((1.1))

avec b et o des applications boréliennes de R x [0, 7| sont les coefficients de ’équation(1.1)
et dB; est la différentielle d’un mouvement brownien B, x€R est la valeur initiale.
En effet ,cette équition n’a pas de sens car la différentielle d B, n’a pas de sens (le mouvement

brownien n’ est pas dérivable ).Il faudrait écrire sous forme d’intégrale :

Xy =x+ /Otb(s,Xs)ds + /Ota(s,Xs)st ((1.2))

et si I'intégrale stochastique f(f o(s, X;)dBg a un sens , donc I’éqution intégrale (1.2) a un

sens.

Définition 1.24. Soient B un mouvement brownien et Xq une varaible aléatoires sont définis
sur un espace de probabilité (), F, P), avec B et Xy sont indépendant ,et soient b et o deux

fonctions de Rt x R™.

Un processus X F;—adaptée est solution de cette équation dIfférentielle stochastique qui

s’écrit sous la forme :

¢ t
Xy=z+ / b(s, Xs)ds + / o(s,Xs)dBs
0 0

ou sous forme condensée
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1.7. Equation différentielle stochastique

d X, = [y b(t, X,)ds + [5 o(t, X,)dBs
Xo =X
Le coefficient o est appelé coeffcient de diffusion, tandis que b est appelé dérive ou drift .

La solution d’une équation différentielle stochastique (EDS) est appelée processus de diffu-

sion.
Théoréme 1.4. ( Théoréme d’existence et d’unicité)

Si b et o sont des fonctions continues et bornées dans [0,77], telle qu’il existe une constante

K ( +00 et pour tous z,y e R et t € [0,77:
2. | bt ) — blt,y) | + | olt, ) |< K (1+ | 2 )
3. E(‘ Xo |2< “+00

Alors il existe une unique solution de 'équation (1.2) sur I'intervalle [0, 7]
Cette solution est unique dans le sens que (X¢):>0 et (Y;)i>0 sont deux solutions d’EDS,

alors 0 <t < T
X;=Y, Pps

1.7.1 Exemples d’EDS

Processus d’Ornstein-Ulhenbeck

Considéron I'EDS proposé par Langevin (en 1908) qui s’appelle équations de Langevin,s’écrit

sous forme :

{dX = —cXydt + odBy

o ((13)

on peut I’écrire aussi

t

t
X=X — c/XSds + U/dBS ((1.4))
0 0
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1.7. Equation différentielle stochastique

ou o,reR et ¢> 0, et B un brownien indépendant de X, .Cette équations X; modélise le
probléme physique qui est le mouvement d’une particule en suspension dans un liquide.
La solutions unique de 'EDS (1.3) est un processus( X;);>0, ce processus est appelé le
processus d’Ornstien Uhlenbeck.

La formule d’It6 montre que cette solutions peut s’écrire sous forme d’intégrale :

t
Xi=ze 4o / e t=9dB, ((1.5))
0

Modéle de Black-scoles:

On considére L’EDS suivante:

On utilise cette EDS en mathématiques financiéres pour modéliser 1’évolutions de taux
d’intérét, de produit financier ........ ;

On peut dire que ce modele de Black-Scholes est trés utile aux marchés financiers.

La solutions unique de cette EDS (1.6) qui s’appelle le mouvement brownies géométrique,
s’écrit

X; =xexp((b— O;)t + o By) ((1.7))
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Chapitre 2

Evaluation des options

2.1 Introduction

Nous nous limiterons, dans ce chapitr, a I’étude de deux modeles. Le premier modeéle étudié sera
le modeéle binomial qui a été dévloppé indépendamment par Cox , Ross et Rubin-stein(1979),d’une
part , et par Rendelman et Barter (1979) , d’autre part.Le second sera le modéle de Black et
Scholes (1973),également développé indépendamment par Merton(1973).

Le modeéle d’évaluation des options de Black et Scholes reste le plus utilisé dans les milieux
professionnels , alors que de nombreuses extensions ont été et sont encore dévloppés dans les

milieux académique

2.2 Concepts fondamentaux

Définition 2.1. (Action)

Une action (en anglais: Stock) est définie comme une obligation financiére qui exprime le
droit de propriété d’un individu sur une petite part de la société, car cette action permet a son
propriétaire de bénéficier des actifs et des bénéfices de la société en fonction de la valeur des
actions qu’il posséde en bourse, certaines mesures de sécurité gouvernementales sont prises pour
protéger les investisseurs contre les actes frauduleux. Les personnes qui détiennent des actions
dans une entreprise sont appelées actionnaires ou associés, et I’actionnaire a le droit de prendre
sa part des bénéfices,et il peut aussi revendiquer son droit sur le capital en cas de vente de
I’entreprise, ce qui se répéte généralement. L’utilisation de certains mots dans de nombreuses

transactions financiéres, telles que : actions, actions et capitaux propres.
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2.2. Concepts fondamentaux

Définition 2.2. (couverture)

La signification de la couverture (Hedging) est un type courant de couverture dans les
transactions financiéres que les entreprises effectuent réguliérement, dans le cadre d’Edal. Les
startups sont ce que l'entreprise en cours gagne de la valeur de ’entreprise étrangere et de la
valeur des matiéres premiéres.

En conséquence, réduisant les risques encourus par les risques rencontrés dans la conduite
de la couverture dans la réalité de calibrage, les marchés financiers ont été créés dans une large
mesure pour un tel type avec sa production, sa fermeture, par exemple, peut exposer le

carburant & étre pris en son sein.
Définition 2.3. (Probléme de pricing)

Un probléme majeur apparait sur les option Call et Put ( Voir déf 2.10).Par exemple dans
un Call I’acheteur est toujours protégé car il choisit I’exercice de 'option donc il ne craint rien,
par contre le vendeur son risque est plus grand car sa perte est possiblement inférieur

Le probléme de pricing d’une option consiste a déterminer la valeur de ’option & toute date

t, souvent appelée la prime,notée C'
Définition 2.4. (Portefeuille)

Un Portefeuille est un ensemble d’actifs financiers détenus par un investisseur.

Ces actifs peuvent provenir de différentes classes : actions, obligations, produits dérivés,
matiéres premiéres, fonds, cash, etc

L’investisseur, pour diminuer son risque, procéde souvent a une diversification de ses ac-
tifs. Ces derniers possédent chacun une volatilité qui leur est propre et sont plus ou moins
corrélés entre eux. La détention de plusieurs actifs différents tend donc, généralement, a
diminuer la volatilité globale du portefeuille. Le degré de risque (nature des titres détenus,
volatilité historique, diversification), le dynamisme de la stratégie (fréquence de réajustement
de l'allocation) et le rendement obtenu sont des caractéristiques importantes, servant a com-
parer les portefeuilles boursiers entre eux .

Il s’appelle un portefeuille initial s’il n’y a pas la gestion des risques.

Mais nous on s’intéresse sur les portefeuilles autofinancés pour la couverture des options

Définition 2.5. Un portefeuille autofinancé est une stratégie d’achat ou de vente. Un porte-
feuille T1 = (¢, 1,) avec ¢, est une quantité d’actif risqué S et 1, est une quantité d’actif sans

risque R. Sa valeur est donnée par:
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2.2. Concepts fondamentaux

Ht = ¢tSt + tht

avec la condition autofinancement
dHt — gbtdSt + 77Z1tht
Définition 2.6. (Stratégie autofinangante)

On dit que une stratégie est autofinancante s’il n 'y a pas d’ajout ou de retrait d’argent
dans le portefeuille entre le temps ¢ et ¢t + 1

Pour répondre a ces problémes , on a besoin d’'une hypothése fondamentale appelée absence
d’apportunité d’arbitrage (A.O.A)

On s’intéresse a I’évolution du marché jusqu’a une date d’échéance T' fixé
Définition 2.7. ( Opportunité d’arbitrage)

On dit qu'un portefeuille est un portefeuille d’arbitrage (ou une opportunité d’arbitrage)

s’il existe un portefeuille autofinancé II tel que

=0, I, >0,Vt<T et P(Ily >0) >0

La notion d’opportunité d’arbitrage, correspond & la notion économique :"supposse qu’il
est impossible de gagner de ’argent sans prendre de risque a instant donné " Cette derniére est

reliée & une probabilité risque neutre

Théoréme 2.1. Il n’existe pas d’apportunité d’arbitrage si et seulement si il existe au moins

une probabilité risque neutre
Définition 2.8. (Production financier réplicable)

On dit qu'un produit financier est réplicable s’il existe une stratégie autofinancante de
couverture de ce produit. Autrememt dit, le produit financier S est dut réplicable si on peut
construire un portefeuille qui dépend de différents produit, du marché et qui & chaque instant

t vaut S;
Définition 2.9. (Marché complet)

On considére un marché ou I’hypotheése d’A.O.A est vérifiée, ce marché est dit complet si
tout produit financier est réplicable

On suppose dans la suite que le marché sera complet
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2.3. Les options

2.3 Les options

On s’intéresse dans ce chapitre aux options européennes

2.3.1 Définitions

Définition 2.10. ( Call Européen)

Une options d’achat européenne (Call) est un contrat qui donne le droit & son détenteur
d’acheter une certaine quantité d’actif sous-jacent (de valeur S; a l'instant ¢ ) & une certaine
date future, notée T, appelée maturité, et & un prix fixé dans le contrat, noté K, appelé strike.

L’acheteur ayant donc le droit et non pas le devoir d’exercer 'options a la maturité. Il
va exercer son options si Sy > K, si non il ne fait rien. La valeur réelle donc échangée a la

maturité, appelée le "pay-off" de 'options, est donc :
(Sp — K)" = max (S — K,0)

Définition 2.11. ( Put européen)

Une options de vente européenne (Put) est un contrat qui le droit & son détenteur de vendre
une certaine quantité d’actif sous-jacent & une date future et & un prix fixé dans le countrat.

Avec les mémes notations que le call, on obtient que le pay-off du put est :
(K — S;)" = max(K — Sr,0)

2.3.2 Les déterminans du prix d’une options

1. Le prix de D’actif sous -jacent : C’est 'actif sur lequel porte 'option de vente ou
d’achat. Il peut étre un actif physique (matiéres permiéres ou agricoles .....), ou instrument

financier (actions ,obligations ,taux d’intéréte,.....).

2. Le prix dexercice (ou strike): C’est le prix auquel 'acheteur de I'options peut aceter
lactif sous -jacent (Call), ou vendre l’actif sous-jacent (Put). Ce prix d’exercice est

déterminé lors de la négociation de 1’'option

3. La duré 7 =T — t restant & courir jusqu’ a I’échéance de I'options .
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2.4. Parité Put -Call

4. Taux sans risque : C’est le taux d’intérét d’un placement sur auquel on préte de I’argent

avec un risque de défaillance nulle.

5. La volatilité : Est le paramétre qui mesure le risque associer au rendement de l'actif

sous-jacent. Pour les options, il faut distinguer deux types de volatilités :

e La volatilité historique

Elle représente la volatilité du prix d’un sous-jacent observé au cours de séances de négo-
ciations sur une certaine période de temps dans le passé .

e La volatilité implicite

La volatilité implicite est un outil clé la gestions des riques car elle permet a partir de la
connaissance d’un prix d’options de mettre en place des stratégies de couverture et les mesures

de sensibilité associées.

2.4 Parité Put -Call

On peut construire une relation entre un Put et Call européen, dans un marché sans arbitrage,
appelé relation de parité Put-Call. Cette relation est trés pratique pour déterminer le prix de
I'un des deux dans le modeéle de Black-Scholes.

Avec le Call et le Put européen sont basés sur le méme actif sous-jacent S, de maturité T’
et de prix d’exercice (strike) K

Et pour démontrer cette relation an va considérer deux stratégies de portefeuilles présentant
le méme profil de gain & ’échéance T' donc ayant la méme valeur & tout instant ¢

Supposons qu’on achéte Call et on vend un Put avec un maturité T' et un prix d’exercice

K identique, donc notre gain ou perte a ’échéance est de

VtE[O,T] Ct—Pt:(St—K)+—(K—St)+:St—K

De plus , si on achete une action ou emprunte un montant égal a la valeur actuelle du prix

d’exercice dans un actif sans risque, on obtient la relation de parité Put-Call de la forme

YVt € [O,T] Ct — Pt = St — KeXp(T’(T — t))
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2.5. Modéle a temps discret

2.5 Modéle a temps discret

Le modele binomial était le premier modéle qui permet d’évaluer les options, développé par
Cox, Ross et Rubinstein en 1979. Ce modeéle est trés pratique pour calculer la valeur d’une
options en décomposant l'intervalle jusqu’a maturité en n parties égales pour le rendre plus
réaliste, Il repose sur I'’hypothése que le prix de 'action sous-jacent prend deux valeurs a la
période suivante, et donc pour généraliser ce modeéle on augmentant le nombre de périodes a
n périodes.

On considére un marché financier qui comporte deux actifs, un actif sans risque R qui
représente ’argent placé a la banque au taux r dont la valeur est notée R;, et son processus

de prix est donné par

R; = Ryexp(rt)

Et un actif risqué S de valeur Sy en ¢t = 0 et pour tout ¢t > 0 I'actif S peut prendre deux
valeurs différentes, une valeur haute S = u S; et une valeur baisse S¢ = dS; avec u et d deux

constantes tel que d < u, donc S; est le processus de prix de actif risqué S.

2.5.1 Modéle binomial & une période

Considérons une action du prix S; d’'un actif sous -jacent, sil’action elle cote aujourd’hui Sy (le
cours de I’actions a I'instant 0) et la valeur de l'options Cj (la prime), dans un arbre binomial
a une période [0,T] cette action peut prendre deux directions possible une hausse S%. > S; (avec

la probabilité p) et une baisse S% > Sy (avec la probabilité 1-p)

St
So /' Cf
Co\. S%
Cf

avec le couple (C%, C%) est le prix a I’échéance T.

L’objectif c’est de trouver la valeur de la prime Cjy. Dans ce cas la, il est possible de
construire un portefeuille de réplication pour valoriser le prix de I'option qui est composé a la
fois d’une certaine quantité de A action (i.e une fractions d’action d’un actif sous-jacent ) et

quantité de b (valeur d’actif sans risque ).
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2.5. Modéle a temps discret

En effet, le couple (A,b) construit un protefeuille de couverture. Donc on va calculer la

quantité de A et b par les formules suivantes :

ASYE+ (1+71)b=C¥
{AS% (4= ((21)

La solution représente la composition du portefeuille dans la modéle binomial, qui est

donnée par

e S e

A — _
Sg— 5% Solu—d)

_ Cu—Cyd  Cp—ASE  Cf—ASE

147 (u—-d)  1+r 147

Donc il aisé de déduire le prix du call en début de période :

Co=ASy+b ((2:2))

De plus, la valeur acquise de cette action s’écrit :
Co = [pCy — (1 = p)Cfle™ ((2:3))
On posant

_ Spexp(rt) —S§  exp(rt) —d
Sy -S54 u—d

Exemple 7. Considérons un Call européen qui va étre expirer dans une période pour un actif

sous-jacent une actions,

le prix de I'exercice est 61 . L’options ne verse pas de dividende ,elle cote aujourd’hui 60,
et ne peut prendre que deux valeurs a ’échéance T, soit une hausse de 72 et une baisse de 50,
avec un taux sans risque r = 5% et une maturité 7'=3 mois .

On peut illustré ces informations grace & un arbre binomial :

U = 72
So=60," Cr=11
| +Co [\ Sf =50
Cd =0
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2.5. Modéle a temps discret

Alors, le détenteur selon cette arbre va exercer son option si St s’éléve au prix de 72 dans

le cas (up), avec son gain a I’échéance T est :

v — max(Sy — K,0) = max(72 — 61,0) = 11

Donc il va vendre son Call et empocher sa valeur Cy, ot Cj est la prime versé a I'instant
t=0
Si non n’exerce pas 'option si Sy diminue au prix de 50 dans le cas (down), donc il

prend le risque de perdre Cy avec le pay-off & I’échéance T est :

C4 = max(Sy — K,0) = max(50 — 61,0) =0

On définit une stratégie pour éliminer le risque a la maturité 1" et de pouvoir couvrir son
contrat, qui détermine aussi la valeur de la prim Cj, on construit cette stratégie par un
portefruille de couverture qui contiendra respectivement A d’action (une quantité de part de
sous-jacent ) et b valeur d’actif sans risque.

D’ou la valeur de portefeuille est :

{72A +1.050 =11

50A + 1.05b = 0 ((2.4))

La solutions unique de ce systéme (2.4) de deux inconnues est

A =05
b= —23.81
Autrement dit, le détenteur achéte 0.5 d’action (%d’action) et emprunte 23.18, donc il va

encaisser a l'instant t = 0 la valeur de I'options, qui est égale a:

Cop=60xA+b=6,19

2.5.2 Modéle binomial & plusieurs périodes

On reprend la modélisation d’évolution du prix sous-jacent d’un modeéle binomial & un seul actif
risqué dans un monde a plusieurs périodes, considérons un intervalle de temps [0,7] divisé en

n périodes, pour tout i = 0......, N, t; = to+iAt, avec At > 0 est un petit réel posiitif.
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2.5. Modéle a temps discret

On a a l'instant t = 0 Dactif Sy est connu, et étant données deux réels distincts d < wu
vérifiant w.d = 1. Ce modeéle est restrictif au temps t; = to+iAt on obtient ¢+1 valeurs

possibles donné par

St:SiAtE{Sgdiij Uj, j:O, ......... ,Z}

avec j est le nombre de hausse, (i — j) le nombre de baisse.
On prend pour les paramétres u et d les valeurs suivantes u = exp(cVAt) et d =

exp(—oVAt), on peut écrire aussi de cette fagon (d = 1§, u = 1), et o est une constante

1
d
s’appelle une volatilité.

Soit une option européenne d’un Call, son pay-off a la maturité 7" est

C7p = max(S} — k,0)

Et pour calculer le prix du Call a I'instant initial, cette méthode procéde une marche arriére
sur l'intervalle du temps|0,77],

on peut écrire la formule suivante :

C; = exp(—rAt)(pC + (1 — p)CF)

Avec p est la probabilité hausse, s’écrit

exp(rAt) —d
p - -~ @@ @
u—d

ou At, égale a :

At =T/n

T : la maturité (avec la durée mensuelle on la rend annuelle)
n : le nombre de périodes
Donc , on prend par exemple l'arbre binomial sur I’évolution du prix de lactif S;, qui

corespond & trois périodes est
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

/ U3So

JurSy N\, du®S

u'Sy ' u?dS,
N, duSy N\, d*uSg

S /' u?dSy
N S oudSy N\, d*uSg

dS, ' ud?S,

N By N\ B8,
2.6 Modéle a temps continu (Black et Scholes)

ele probléeme traité par Black et Scholes est I’évaluation et la couverture d’une option eu-
ropéenne sur une action ne distribuant. De plus, il repose implicitement sur les hypothéses
supplémentaires, et notamment que :

ell n’y a pas de frais de transaction lors des achats et ventes d’actions ou d’options.

ele taux d’intérét sans risque existe et il constant.

eles actifs sont divisibles a I'infini.

eLe marché est complet.

ele temps est continu

ell n’y a pas d’opportunité d’arbitrage

eLa volatilité est conne et constante

eLe cours de 'action S suit un processus d’évolution stochastique en temps continu appelé

mouvement Brownien géométrique et défini par 'EDS suivante:

dSt = St([l,dt + Uth)

de solution explicite

2

o
Sy = Spexp(acW; + (1 — 7)75)

Les coefficients de dérive u et de diffusion ¢ sont constants et W, un mouvement brownien

standard, Sj est le cours observé a la date 0.
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

2.6.1 L’EDP du modéle de Black-Scholes

Dans ce paragraphe on va présenter une facon de résoudre le probléme de I’évaluation et de la
couverture d’une option,par la dérivation du prix d’arbitrage selon Black et Scholes.On suppose

avoir un marché financier ou il y a:

1. Un actif sans risque dont le prix S° vérifie

dS? = SOrdt ((2.5))

ou r est une constante

2. Un actif risqué dont le prix S; vérifie

dS, = S,(pdt + odW) ((2.6))

On s’intéresse a une option européenne de prix noté E; a l'instant t (0 < ¢ <T), sur actif
risqué S (ayant ’équation (2.6) comme élément représentative de I’évaluation de son prix), qui
rapporte a son détenteur H = h(S(T)) a I’échéance T' (ou h est la fonction pay-off ), alors on

a:

De plus, il existe une application u € C?([0,T] x Ry, R,) telle que pour tout 0 < t < T,

on a :

Et = U(t, St>

On peut donc appliquer le Lemme d’It6, ce qui nous donne :

ou ou o 0%u
dEt = dU(t, St> ot (t St)dt + == aSt (t St)dSt (Ust) 852 (t St)dt
en remplace dS; par ’équation (2.6), on obtient :
8 8 252 82 8
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

Etand donné qu’on est dans un marché complet, alors il existe un portefeuille qui se présente

comme suit :

Vr(X,Y) = X;S] + Y35, YVt € [0,

X; :donnant & chaque instant ¢ la quantité d’actif sans risque de zéro-coupon, noté Sy
détenus dans le portefeuille.
Y; : La quantité de actif risqué S dans le portefeuille & chaque instant, telle que la richesse

Vr associée a I'instant final T' soit :

VT(Xa Y) = h(S(T)) = Er

On suppose que

dVi(X,Y) = X,dS} + Y;dS, ((2.8))

(condition d’autofinancement)

Or en remplagant (2.5) et (2.6) dans ’équation (2.8), on trouve :

dVi(X,Y) = (rX,S} + uYSy)dt + o¥,S,dW, = dFE, ((2.9))

En comparant cette équation avec I’équation (2.7), on obtient 1’égalité suivant:

ou
O'Y;St = O'Sta—st(t, St)
D’ou
ou
Y, = —
t (95} (t7 St)
Et d’autre part
ou ou 0252 9%u
T‘XtS? + uYtSt = E(t, St) + Mstaﬁ, St) + Tta—StQ(t, St>

et on a

U(t, St) = XtS? + Y;St
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

D’ou

u(t, S¢) — Stg—;(t, St)
Xt - SO
¢

En utilisant le résultat précedent, nous obtient

ou ou 0252 0%u
ot —(t, St)‘H“Sta (t,5) + 5 852(

avec pour condition terminale u(7, St) = h(S(T))

t St) (tu St)

Tout d’abord nous transcrirons ’équation de Black et Scholes pour une option Call eu-
ropéenne, notons C(S,t), qui correspond au u précédemment, ou S représente le prix du
sous-jacent et ¢ € [0,7], T étant maturite.

oC oC o252 9*C

Y —(t,5) +rSi— BT (t,S) + 2 9% (t,S:) = rC(t,St) ((2.10))

Avec C(T, S;) = h(St) = (St — E)*
Une condition nécessaire et suffisante pour que ces relations soient satisfaites est que C' soit

solution de ’EDP parabolique suivante:

2.2 52
%(tj(t ) —l—m:%(t,x) + 27 E(t,aj) =rC(t, ) Vte[0,T],z € Ry

2 Ox?
Avec C(T,x) = h(x),Vr € Ry

C’est I’équation aux dérivées partielles de Black Scholes

2.6.2 Reésolution analytique de I’équation de Black-Scholes dans le

cas d’un Call et d’un Put européen

Pour résoudre 'EDP de Black-Scoles, on va procéder a divers changement de variable pour se

raméne & une équation de la chaleur de type:

du _ 9%u
or — 0zx2
{U(%U) = up()

De solution v définit comme suit:

{U(I,T) = 5= [ u(y, 0) exp(— L dy
u(z,0) = ug(x
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

Pour abtenir ce type d’équation, on procéde tout d’abord a un changement de variable qui
permet de supprimer les coefficient de S et S? de I’équation de Black-Scholes. Pour ce faire

on pose :

S = Eexp(x)
C(S,t) = Ev(r,x)
Alors a partir de ce changement de variable on a :
1 2T

v(T,7) = EO(E exp(z), T — ;)

avec x = In(S/FE) et 7 = %2(T — 1)
Ensuite on dérive I'expression C(E exp(z),T — 3—2) une fois par rapport a 7 et deux fois par
rapport a x :

epar rapport a 7 :

ov_1 00 ocos 2 oc
or E 0t or 0So0r’  o2E ot
D’ou :
oc__PEO
ot 2 Ot

-par rapport a x

ov_ 1 oCor 0CaS  SoC
or E‘0t 0z 080z’ FEO9S

D’ou :
oc _ B
dS S Ox
v _ 0 0v_ 0 500 0 50005 _SIC  5°0°C
or2  Ox 0xr’ 0Ox E9S’ 0OS'EJS'0r EOJS E 052
D’ou:

po_ #v o E
9S82 Ox? Oz~ 52
En introduisant ces équations dans 'EDP de Black-Scholes (2.10) on obtient :
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

o?E Ov E@U o’E  0*v  Ov

"o TPt 2 lge ) B0
On divise sur —%
ov 0% ov

avec a = 2%
ag

Ainsi pour résoudre ’équation, on passe du domaine

te0,7)
SeR,

Au noveau domaine

{r € 0,27

z e R

Nous avons alors comme condition initiale (en 7 = 0 puisque la condition est en t = T')

v(z,0) = %C’(E exp(z),T) = %max(E exp(x) — E,0) = max(exp(z) — 1,0)

On applique un changement de variable, soit a et 8 deux réels on cherche v sous la forme

v(z, 7) = exp(ax + B1)u(z, T)

On dérive v par rapport & 7 une fois et deux fois par rapport a x :

ov ou
3 = exp(ax + BT)(E + Bu(z, 7))
ov ou
e exp(azx + 67’)(% + au(z,T))
0*v 0?u du
ke = exp(az + 57')(— + 2048— + ®u(x, 7))
On remplace cela dans ’équation (2.11)
v 0%u ou 5
E_@+(1_a_2&)8_+(ﬂ_a +a—aa+a)u=0

On doit éliminer les termes en “ et u, pour cela on résolue le systeme :
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

l-a—-2a0=0
f—a?+a—aa+a=0

Ce qui donne

(oo
_ _ (1+4ae)?
f=- 4

D’ou

)T)u(x, T) ((2.12))

Elle est ici complet la condition intiale v(z, 7 = 0)

L= am)v(m, 0) = exp(1 _ a) max(exp(z)—1,0) = max(exp(1 i am)—exp(a !

u(z,0) = exp(

), 0)
u vérifie alors

_ %
T 0x?

{u(:p, 0) = exp(5%z) max(exp(z) — 1,0)
La solution analytique de cette équation est :

du
or

u(z, 1) = %/_O:O exp(1 ; ay) max(exp(y) — 1,0) eXP(_(y;—Tx)

)dy
On note que

e Siy < 0:max(exp(y) —1,0) =0 donc u(z,7) =0

eSi y > 0 : max(exp(y) — 1,0) = exp(y) — 1 donc

o) = 5= [ wles- Ty

On utilise le changment de varaible b = @;\/24?, sachant que y = bv/2r+x et donc dy = v/2r db

On détermine

b2

w(z,7) = —= /0+00 uo(bV27 + 1) eXp(_T)db
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

+oo
+oo + 2 1 a—1 b2
u(z,T) 2\/_/ exp(( 5 — ) (bV21+1)) exp(—— 5 )db—ﬁ z exp((T)(b\/ZH—x))exp(—E)db
TE

On détaille le calcule de la primaire intégrale I; (celui de Isest similaire ), dont on va essayer

de le ramener a la loi de réparatition normale centrée réduite :

n= f / exp((“L) 02 + ) exp( )b

Qf
Nous avons la relation (2.12) dont on lui ajoute la quantité exp(%ﬂ, ce qui donne:
1+a)? b?
)(b\/ 21 + x)) exp(( ) 7)exp(——)db

12\/’/ 2
~3F

Aprés simplification on obtient

“+o0o

exp(%510) exp( L5 7) Ly ol s
I = ——(b— 2 db
1 o [ exp(-506 - “EVar )

,2\95/;
Onpose: p=0b-— @\/QW, et donc dp = db

T

Lorsqu ’on b — —\/% ona p— ——= - “*1\/27 donc l'intégrale devient :

exp(%lzﬂ + —(12(1)2 T) [T v?

I = ——)d
1 S T

Nous notons que la fonctions de répartition de la loi normale centrée réduite s’écrit sous la

forme suivante :

x

N(m):# / exp(—%)ds

-in fty
On pose également d; = &= + otd\/2r

On obtient alors:
1 1 2
h=ea( e B0 vy

Or, pour tout d; € R, on a N(d;) + N(—d;) =

Finalement :
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2.6. Modéle a temps continu (Black et Scholes)

{Il = exp(“Ha

Dou wu(z,7)=1; — I,
Maintenant on calcul la valeur de C(S,t) a partira de u(z, 7).

On a

C(S,t) = Evu(r, z)

et
v(z,7) = exp(ax + BT)u(x, T)
alors
C(S,t) = Eexp(ax + fr)u(z, T)
Ainsi que :

1—a (1+a)? S o?
a 9 B 4 y & n—, 7 92 ( t)
On dévloppe notre solution
1-— 1 2 1 1 2
C(S,t) = FEexp( 5 G- ( Za) 7) <exp(a; x + ( Za) T

= Fexp(z)N(dy) — Eexp(—ar)N(dy)
D’ou
C(S,t) = SN(dy) — Eexp(—r(T — t))N(dz)
Avec

2

Ins+(r+ ) (T —t)

di —
! oV —t
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2.7. Changement de probabilité

In2 + (r— ) (T —t)
dy = —E£ 2 =dy —oVT —t
2 oVl —t 1=

Nous avons trouvés ’équation qui caractérise le prix d’une option Call européenne, main-

tenant on peut utiliser la relation Call-Put pour obtenir I’équation d’un Put européenne (de

méme maturité et de méme Strike F).

O(S.t) — P(S,t) = S — Eexp(—r(T — 1))

Donc:

P(S,t) = SN(dy) — Eexp(—r(T —t))N(ds) — S+ Eexp(—r(T — t))

Aprés simplification on trouve :

P(S,t) = Eexp(—r(T — t))N(—dy) — SN(—d;)

2.7 Changement de probabilité

Définition 2.12. On dit que P* est une probabilité risque neutre associée a P si :
i) P(A)=0«<= P(A) =0
ii) (St), > ¢ est une martingale sous P*.

Théoréme 2.2. (Radon — Nikodym)

Etant donné deux mesures de probabilité équivalentes P et Q (c-a-dire si elles ont le méme
ensemble d’événements impossible) construites sur I’espace probabilisable (2, F), il existe une

variable aléatoire Y & valeurs positives telle que

Q(A) = E°(Yda)

Cette variable aléatoire Y est souvent notée ‘fl%. Et pour tout A € F, 4 dénote la fonction

indicatrice de ’événement :

0 sinon

5A:{1si we A
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2.7. Changement de probabilité

Théoréme 2.3. (Cameron — Martin — Girsanov)

T
Soit v = {7, : t € [0,T]}, un processus {F;} —prévisible tel que E¥ {exp (% / yfdt)l <
0
0

11 existe une mesure @ sur (2, F) telle que

1. @ est équivalente a P

2. 9Q _ - ' daw’kl — 1 ' 2t
- p = &Xp Ye@VVy B Vi
0 0
T

3. Le processus W< = {Wt@ :t €[0,7]} deéfini par Wl = WtP—i-/ v,ds est un ({F:},Q) —
0
mouvement brownien.

T
La condition E¥ [exp <% / 'yfdt)] < oo est une condition suffisante mais pas nécessaire.
0
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Chapitre 3

Modéles Stochastique des taux

d’intérét

3.1 Introduction

L’incertitude sur les mouvements futurs de taux dintérét est une partie importante du finance-
ment, parce qu’ils affectent la majorité des agents qui ont une certaine aversion au risque, et
le risque est lié en particulier au taux d’intérét.

Pour permettre aux agents d’anticiper les risques futurs et contrent tous dangers éventuels
qui peuvent menacer leur investissement, ils doivent effectuer une étude sur la structure par
terme de taux d’intérét.

Afin d’étudier le comportement des taux d’intérét dans un environnement incertain stochas-
tique, nous avons estimé qu’il est bon d’aborder dans la présent chapitre, la notion de taux

d’intérét et ses types, et quelques autres notions et points nécessaires pour nous faciliter.
)

3.2 Définition et notation des taux de base
Définition 3.1. (La structure a termes des tauz)

La structure par terme des taux d’intérét (ou courbe des taux) est la fonction qui, & une

date donnée, associe pour chaque maturité le niveau du taux d’intérét associé.

Définition 3.2. L’intérét consiste en une rémunération du capital prété, versé par l’emprunteur

au préteur, il est fize lors de la conclusion du contrat comme un pourcentage du capital prété.[10]
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3.2. Définition et notation des taux de base

Un taux d’intérét est un prix qui s’applique & une somme d’argent prétée ou empruntée.
Pour emprunteur ou débiteur, le taux d’intérét est le priz qu’il faut payer pour emprunter
de l’argent. Pour le préteur ou créancier, c’est la rémunération pour le service qu’il rend a
lemprunteur ainsi que pour le risque qu’il encourt de ne pas étre remboursé.Ce taux est calculé

en pourcentage de la somme empruntée ou prétée. Le taux d’intérét se détermine ainsi

_Sr—pr

TR
Sp

100

avec

TR : taux d’intérét

.Sr : somme remboursée

.Sp : somme prétée

Ce taux dépend des conditions du marché, de la longueur du prét (court terme, moyen

terme, long terme) et de la réputation de ’emprunteur.
Définition 3.3. (Le taux d’intérét instantané [20] )

Le taux r(t) est le taux instantané au comptant, porté par un prét devant étre remboursé

un instant aprés ( la durée de cet instant étant infiniment petite ). Il peut donc étre défini

W B(t,T)
T—t

comme la limite du taux d’intérét R(t,T) = , quand la maturité T tend vers t.

Formellement, on écrira

In B(t,T
)= fim(.T) = D

Définition 3.4. ( Taux d’intérét forward )

Un taux d’intérét forward est un contrat effectué a l'instant ¢, on dit qu’il est instantané

pour la maturité T' la quantité

dln B(t,T)

Et on a

T
B(.T) = exp(~ [ ftu)du
t
On peut définir les prix de zéro-coupon forward a la date t pour I'expiration 7" et la maturité

S par
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3.2. Définition et notation des taux de base

B(t,T,S) = %

B(t,T,S5) est la valeur vue & la date ¢ du montant & payer a la date T pour acheter

I’obligation zéro-coupon qui versera un euro a la date S .
Définition 3.5. ( Tauzx court et tauz long )

Le taux d’intérét est varié avec la durée de 'emprunt. Communément:

le taux court terme est un taux appliqué aux opérations dont la période n’excéde pas deux
ans

le taux moyen terme est un taux appliqué aux opérations dont la période est comprise entre
deux et cinq ans

le taux long terme est un taux appliqué aux opérations dépassant les cinq ans
Définition 3.6. (Taux zéro-coupon)

Le coupon correspond & la somme d’argent versée par ’emprunteur aux dates fixées a
I’ i d A des intéré 1 hé
avance, et qul correspondent & des intéréts sur le marché
Le taux zéro-coupon est le taux d’intérét obtenu sur un investissement qui n’engendrera

aucun détachement de coupon intermédiaire jusqu’a la maturité
Définition 3.7. (Obligation zéro-coupon)

Une obligation est un titre de créance négociable ou un actif financier de durée déterminée
rapportant un intérét généralement fixe appelé coupon ( les coupons sont payables & des inter-
valles de temps réguliers, tous les ans, tous les semestres, voire tous les trimestres ), émis par
des entreprises publiques ou privées, elle est représenté comme une dette financiére & moyen,
long terme.

On dit que l'obligation est de zéro-coupon lorsqu’elle ne verse aucun coupon pendant la

durée de vie du titre, en effet les intéréts sont versés en totalité a I’échéance de I'emprunt.
Définition 3.8. ( Risque de taux d’intérét )

Le risque de taux d’intérét correspond & deux possibles pertes économiques dues au désin-
vestissement ou au réinvestissement des flux monétaires. Il occasionne un risque de moins-value

temporaire ou définitif en capital.
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3.3. Equation aux dérivées partielles des taux

3.3 Equation aux dérivées partielles des taux

Nous pouvons obtenir une EDP reliant aux prix des zéros-coupons dans le cas du modeéle
Black-Scholes, sous la probabilité historique P on suppose une dynamique générale du taux

spot

dry = p,(t,r)dt + o.(t,r)dW; ((3.1))

avec p le drift du processus ( 7;)irs et o sa volatilité, W, est un mouvment brownien
standard. Le prix zéro-coupon est une fonction du taux court (spot) : B(t,T) = B(t,r,T)
oll B est une fonction réelle, en supposant la fonction B soit réguliére et de classe C?, on a

par la formule d’Ito (T fixé) :

0B oB 1 ,0°B 0B
(825 e —|—§JTW)(t r T)dt—i—ara

= B(t,T)ult,r, T)dt + B(t,T)o(t,r, T)dW,

dB(t,T) (t,r, T)dW,  ((3.2))

ou

t,r, T L~(98 4 11, 98 4 15288y (¢ 1 T))dt
{u( ) = 551 (% uar 52 )( ) (33))

o(t,r,T) = =L 0, 2B (¢ r T)dW,

B(t,r,T) 0-7" or
D’aprés le théoreme de Girsanov, on suppose qu’il existe une prime de risque, fonction du
temps de taux court (A(t,7), (t,7) € Ry x R), tel que

t
W, =W, + //\(s,r)ds
0
est un mouvment brownien sous (). L’équation de diffusion de r sous la mesure risque neutre

() est donnée par,

dry = (u,(t,7) = XNt r)o(t,r))dt + o,.(t,r)dW;

La dynamique du prix zéro-coupon sous () est

dB(t,T) = B(t. T)(u(t,r,T) — \t,r)o(t,r, T))dt + B(t, T)o(t,r, T)dW, ((3.4))

On note que le prix actualisé¢ B(t,T)/S? est une @) -martingale, le terme de tendance de

B(t,T) doit étre égal a r; sous @, soit
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

u(t, 7, T) = A(t ) (t,r, T) = 74

Remplagons les expressions de p et o trouvées en (3.3), on obtient

(‘3B+ 8_B
ot Hr or

2828) N

oz ) "M

= =B ((3.5))

L1
20’

B B 1 ,0°B
) %) 2By g
.

E—l—(,ur— /\O'T>E+§O' 52

Cette EDP est associée a la condition terminale B(T',r,T) = 1.

3.4 Modélisation des taux d’intérét

! !

Les modéles de taux d’intérét sont utilisés principalement pour " pricer " et couvrir des oblig-
ations et des options sur obligations. Il existe deux catégories principales de modeles : les
modeles d’équilibre et les modeéles sans arbitrage.

Dans la partie suivante, nous présenterons certains des modeles de taux d’intérét les plus

utilisés & un facteur et & deux facteurs.

3.4.1 Modéles de taux d’intérét a un facteur
Modéles d’équilibre

I) Modéle de Vasicek

Le modele de Vasicek (réalisé en 1977) est le modele d’équilibre classique. Il permet de
modéliser le taux instantané a court terme, on utilise le processus d’Ornstein Uhlenbeck, qui

est défini par la formule suivante :

dry = b(a — ry)dt + odW; ((3.6))

avec

e a, b et o sont deux constantes positives et W un mouvment brownien.

e (1) : le taux au temps t.

e ¢ : correspond a la valeur d’équilibre, la valeur moyenne de long terme du taux r.
e b : étant la vitesse de retour & la moyenne de long terme.

e 0 : est la volatilité du taux court.
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

Le terme dt du processus d’Ornstein Uhlenbeck s’'interpréte classiquement comme un retour
a la moyenne long-terme a avec une vitesse de retour & la moyenne b. Ceci veut dire que si
(r¢) est supérieur a a, alors, le terme b(a — ;) est négatif et 7, diminue dans le temps pour se
rapprocher de la valeur moyenne a, a la vitesse b. A l'inverse, si r; inférieur a a, dans ce cas
le terme b(a — 1) est positif et r, aura tendance & augmenter pour se rapproche de la valeur
moyenne a .

On a vu que la solution de 'EDS du taux court est :

t

re =a+ (r, —a)exp(—bt) + U/GXP(—b(t — 5))dW, ((3.7))

On voit que le taux court est Gaussien, de moyenne et de variance :

E(ry) = a+ (ro — a) exp(—bt)

V(r) = 25 (1 — exp(~20t))

e Passage a la mesure risque-neutre:

Nous prenons une prime de risque constante, A tel que dW, = dW, — Adt, cela donne :

dre = bla—r)dt + o(dW, — \dt)
= bla—oA/b—r)dt + odW,

On voit donc que sous (), le processus du taux court reste un processus d’Ornstein —
Uhlenbeck, de mémes volatilité et vitesse de retour a la moyenne, mais la valeur d’équilibre

modifiée :

a=a—o\/b

L’EDS du taux court sous () est donc :

dry = b(a — ry)dt + odW, ((3.8))

1. 1) La solution de ’EDS
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

t

re =a+ (ro — a) exp(—bt) + a/exp(—b(t — 5))dW, ((3.9))
0
ou ro représente le taux a I'instant 0.
Preuve. On va démontrer que la solution de 'EDS précedente du modeéle de Vasicek est

(3.9). On applique le lemme d’It6 & f(r,t) = r exp(bt), ce qui donne, aprés simplification :
df (ry, t) = baexp(bt)dt + o exp(bt)dW,

Aprés intégration, nous avons :

¢
exp(bt)r, = ro + a(1 — exp(bt)) + U/exp(bs)dWs
0

t

re =a+ (ro — a) exp(—bt) + J/exp(—b(t — 8))dW;
0
D’une maniére générale,
t
re=a+ (rs —a)exp(—b(t — s)) + a/exp(—b(t — w))dW, ((3.10))

s

On remarque que 7, est alors un processus

gaussien sous () (en supposant que 7 est gaussien) de moyenne et de variance :

E(ry) = a+ (ro — a) exp(—bt)

Vird =5

(1 — exp(—20t)) ((variance inchangee))
t
/ exp(—b(t —s))dW, est conditionnellement & F, une martingale gaussienne de moyenne nulle

0
t

et de variance /exp(—Zb(t —))ds =

0
2) Le prix de zéro-coupon

Le prix d’un zéro-coupon de maturité 7', noté B est donné par la formule

B(t,T) = Eq | exp( / rods) /)

t

T
Pour valoriser un zéro-coupon, nous avons besoin de calculer / reds.
t
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

T T T
/rsds = /b(d —r5)ds + /UdVT/t
t t t
T T
TT—TtZ—b/rsds—l-bd(T—t)—i—/adVTQ
t t
T T
b/rsds:rt—rT—l—bEL(T—t)—i—/ath
t t

En remplagant r¢ par sa solution (3.10) nous obtenons

T T

/rsds — (- )iz eXp(_bb(T =) ar—n+ /01 - eXp(_bb(T D, (3.11)

t t

T
ry est un processus gaussien, l'intégrale / rsds est également gaussienne conditionnellement

t
T

a F;. On peut calculer directement la moyenne et la variance conditionnellement a F, de / rods

t

E /rsds/}} ~ (- @) eXp(_bb(T =) L ar—p

t

T T 2

1 — exp(—b(T — 5)) .~
Var /Tsds/}"t = F /O’ exp bb( S))dWS /F

t t

= o’ 2 (1 - eXP(—bb(T _ 8)))2d8

= —20—; (1 —exp(=b(T —t)))* + 2_2 (T 4 1- eXp(—bb(T — t)))

(Rappel : Si X ~ N(u,0?), alors E(exp(X)) = exp(u + 10?)

En utilisant les calculs précédents, la formule de zéro-coupon devient :
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

T T
1
B(t,T) = expl —F /rsds/ft +§Va7“ /rsds/]-'t
t t

(@ — ) =2RCHT) (T ) — 2% (1 — exp(—b(T — 1)))?

+% (T i 1fexp(fb(Tft))>

Ra(T 1) 4 (Rog — )PP T - t)))Q}

= exp

= exp

—N

N o~ 0'2
ou R =0 — g3

Du prix d’un zéro-coupon on peut extraire directement le taux zéro-coupon,par la relation

Rt T) = ——=207) lnTB_(tt’ )
= R (e =)t (- explUT - )

3) Limites du modéle de vasicek

L’avantage de modéle est

ela distribution est connue et facile & manipuler (gaussienne).

eles formules sont explicites pour les obligations et taux zéro-coupon et donc la simulation

est aisée.

Les inconvénients de ce modele sont :

eles taux courts instantanés peuvent prendre des valeurs négatives car il est gaussien.

eLes taux des différentes maturités sont parfaitement corrélés entre eux (probléme de tous
les modéles de taux court

a 1 facteur ).

eImpossibilité de reproduire exactement la courbe des taux initiale du marché (aprés passage
a la mesure risque

neutre ). Les trois parameétres a, b et o ne suffisent en général pas pour correspondre au
prix du modéle et au prix du marché.

Supposons simplement que la courbe des taux soit plate

B(0,t) = exp(—dt) Vt)0e R0,)= & V)0

pour une constant 6 > 0, en regardant l’expression de R(0,t), que ce n’est tout simplement

pas possible dans le modéle de Vasicek.
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

Remarque 3.1. Le calcul des options sur obligations se fait facilement dans le modéle de

Vasicek, grice au caractére gaussien du processus d’Ornstein — Uhlenbek
IT) Modéle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

Le modele CIR a répondu au probléme de la positivité du taux court. Ce modeéle a été
proposé par Cox — Ingersoll — Ross en 1985.
On suppose que sous la probabilité risque neutre (), le taux court instantané r est modélisé

par ’équation différentielle stochastique suivante :

dry = bla — ry)dt + o/ridW,; ((3.12))

Ou W est un processus de Winer,

avec b, a et o des constantes positives vérifiant la condition 2ba > 0% qui permet de s’assurer
la positivité du processus r;.

Contrairement au modele de Vasicek car le terme en dt de I’équation est suffisamment
important cela signifie que le taux court ne prendra pas des valeurs négatifs et des qu’il atteindra
0, il revient sur le champ positif.

De plus, le drift du processus CIR s’interprete le retour & la moyenne comme dans le cas
de modele précédent.

La solutions de I’équation différentielle stochastique n’est pas explicite, mais on peut calculer
explicitement le prix d’un zéro-coupon.

1) Le prix du zéro-coupon

Supposons que \; = \,/r; comme prime de risque, soit dWW, = dW, — A/ridt  sous la

probabilité risque neutre le taux court suit une dynamique de la méme forme :

d’l“t = B(EL — Tt)dt + U\/T_tth

. ~ b
avecb—b—l—)\aeta—bJr‘;(7

On utilisons I’équation aux dérivées partielles des taux satisfaite par le prix zéro coupon

B(t,T) = B(t,r,T) dans le modele CIR est

oB - _ oB 1, 0°B B
E—i—b(a—n)a—i—ia TW—TB—O ((3.13))

avec la condition terminale B(T,r,t) = 1
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

Pour résoudre cette EDP, on cherche la solution du prix B de la forme

B(t,r,T) = ®(T —t)exp(A(T — t)r) ((3.14))

Ensuite, on note 7 = T' — ¢ et en remplagant dans 'EDP précédente (3.13), on obtient

—®'(1) + ®(1)A'(T)r — l;(& —r)®(1)A(T) + %(727@(7)142(7) —r®(r) =0

L’identification des coefficients de r dans la relation ci-dessus conduit aux EDO satisfaites

par ® et A:

{A’(T) +bA(T) + $02A%(1)—1=0
—&'(7) — baA(T)®(1) = 0

avec les conditions initiales #(0) =1 et A(0) =0

((3.15))

La résolution de ces équations différentielles ordinaires donne des expressions explicites de
A, ® et donc B(t,r,T)

La premiére équation du systéme (3.15) est une équation de Riccati, donc c’est possible de
lui trouver une solution,

que I'on réinjecte dans la deuxiéme équation pour déterminer A.

*Equation de Riccati

Elle porte ce nom en I'honneur de Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) et de son fils
Vincenzo Riccati (1707-1775).

Une équation de Riccati est une équation différentielle ordinaire de type

y' = a(x) + b(x)y + c(x)y?

ol a et b sont des coefficients différents de zéro. FEn général, nous ne pouvons pas la ré-
soudre,mais il existe une méthode de résolution dés que ’on en connait un solution particuliére.

Donc par un changement de variable z = ¢(z)y, on obtient alors

2 =22+ 2(b(x) + () )e(x) + c(x)a()

Ainsi, on pose z = —u'/u

D’ou

u" — (b(z) + ' (x)/c(x)u' + c(z)a(z)u =0
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

En effet, la solution de I’équation initiale est y = —u'/(c(x)u), et cette équation est utile
pour valoriser le prix du zéro-coupon dans ce modele CIR.

La solution générale des fonctions ® et A est,

B 2(exp(pr) — 1)
A = B D el — 1) + 2

Preuve.

_ (2pexp((b+p)7T/2)
o) = ((exp(pr) — 1)+ 2p)

Dans le systéme (3.15), on a la seconde équation dépend des fonctions ® et A d’otl on ne peut
pas la résoudre avant qu’on résoud la premiere équation, il s’agit d’une équation de Riccatt

elle uniqument écrite en fonction de A, donc on a

A(r) = 1-BA(r) — 5o%rA%(r)

Appliquons la méthode classique de ’équation, on obtient
" I..1 1 2
u +bu —-oc"u=20
2
Le polynéme caractéristique associé est
2 7 L,
v+ bv — 50 = 0

Les racines du polyndéme sont

r+t =

—b4 Vb2 + 202
2

Les solution de u est de type
u = A exp(ri7) + Ag exp(ra7)

En effet, on a A= —u'/(—55u), donc on déduit que

A1 exp(ri7T) + Agrg exp(raT)
—202(Aexp(r17) + g exp(roT))

A(r) =

En utilisant la condition initiale A(0) = 0, on trouve

A1 ]

A2 1

Remplagons dans A(7), on obtient

) T
0%\ —2exp(r17) + exp(ra7)
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

En posant p = v/ b2 + 202 et aprés quelques simplifications on obtient le résultat

2 -1
A7) = — (exp(pr) — 1)
(b+ p)(exp(pr) — 1) +2p
En injectant cette solution de A(7) dans la deuxiéme équation, on en déduit

2ba

a(r) = <2p exp((b+ p)7/2) ) -

(explpm) — 1) + 29

Finalement la courbe des taux dans le modéle CIR, est alors

R(t,T) = ~7 1_ ; In B(t,T)
_ 1t - In(@(T — ) exp(A(T — t)r))

AT —1)  In(®(T —1t)
T —¢t

2) Limites du modéle CIR

I” avantage du modele CIR est que le taux d’intérét est toujours positif.

Les inconvénients de ce modéle sont :

eles taux de ce modeéle correspond a des maturités différentes sont parfaitement corrélées.

eLe modeéle ne se calibre pas parfaitement sur la courbe des taux initiale.

Remarque 3.2. Les modéle de Vasicek et de Cox — Ingersoll — Ross (CIR) présentent un
grand défaut :

Les prix générés a l’aide de ces modéles ne correspondent pas toujours aux prixz du marché.Ce
probléeme fut résolu par modéles sans arbitrage dans ces modéles contrairement aux modéles
d’équilibre, le drift et l’écart-type instantané des équations différentielles sttochastiques dépen-

dent du temps .

IIT) Autre modéle & un facteur :

II1.1) Le modéle de Ho et Lee (1986)
Est utilisé pour déterminer le taux d’intérét court. Il suit la dynamique suivante :
d?} = Qtdt + odW't

avec !
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

; : moyenne du taux court evoluant dans le temps

o: volatilit e du taux court

.Limite de modéle:
[’avantages du modéle Ho et Lee :
eSimple

ef en fonction du temps

Les Inconvénients de ce modéle sont :
e Taux négatif possible

e Aucun retour a la moyenne

3.4.2 Modéle sans arbitrage

II. Le modéle de Hull White a un facteur ( Vasicek étendu)

Ce modele a un facteur, proposé par Hull and White (en1990), est une simple extension
du modele de Vasicek. En effet,

la différence réside pour le parameétre de moyenne a long terme a, constant dans le modéle
de Vasicek, qui varie maintenant en fonction du temps. Ils ont supposé que sous la probabilité
risque neutre (), I’évolution du taux d’intérét court r représenté par le processus de retour a

la moyenne suivante:

dry = (az — br(t))dt + odW, ((3.16))

ou

a; une fonction positive déterministe dépendant du temps. Ce parameétre contréle le moyen
long terme.

Le paramétre b une constante positive corespondant a la vitesse de retour & la moyenne .

Le paramétre o une constante positive corespodant a la volatilité du taux court.

W, est le mouvement brownien .

Notons :

e BM(0,t) le prix de I'obligation zéro-coupon de maturité T observé sur le marché a la date
o fM(0,t) le taux instantané forward associé f(0,t) = 2 In(BM(0,t))
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

L’intérét du modele c’est que le modéle Hull W hite reproduit exactement la courbe de taux

zéro-coupon de marché a ’aide de la fonction déterministe suivante :

an 2
57 ——(0,t) + bfM(0,t) + 50

1) La solution de ’EDS

a; = —(1 — exp(—20bt))

En utilisant le méme procédé que pour le modele de Vasicek, et donc, le processus

d’Ornstein Uhlenbeck, nous pouvons trouver la solution de (3.16) :

t t
re = 1o exp(—bt) + exp(—bt) / ar exp(bs)ds + o exp(—bt) / exp(bs)dW;
0 0

On peut réécrire cette équation de la forme suivante :
t
re =rsexp(—b(t — s)) + ax — asexp(—b(t —s)) + a/ exp(—b(t — u))dW, ((3.17))

avec
2

_ fM 2
0 = FH(0,1) + 51— exp(~b)
On conclut de lexpression (3.17) que dans le modele de Hull and W hite, le taux court r(t)

est gaussien, de moyenne et de variance :

Eq(ri/F) = rsexp(=b(t — s)) + . — asexp(—b(t — s))
{ Varg(r/F) = % (1 — exp(=2b(t — 5)))”
2) Le prix du zéro-coupon
Le prix du zéro-coupon de maturité 7' a la date ¢, pour le modéle de Hull — W hite est

donné par I'équation

!

B(t,T) = FE(exp(— / reds))
T 1 T
= exp{E(— / rsds) +§Var(—/ reds)}
t

avec
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

T T
1 — exp(—b(T — 1 — exp(—b(T —
/Tudu = exp( bb( 2) +/as exp( bb( S))ds ((3.18))
t t
y 1 b(T
+/o _eXp(_b (T=9) . (3.4.1)
t
y b(T y b(T
FE —/Tudu = —rtl — exp(=b(T' — 1)) —/asl — exp(—b( _S))ds
b b
¢ t
T T ,
Var —/rudu = / (%) (1 — exp(—b(T — 5))?ds
¢ ¢
D’ou
T
_rtlfexp(fbb(Tft)) _/ aslfexp(fbb(Tfs))dS
B(t,T) = exp t

- /T (2)? (1 — exp(=b(T — s))2ds
¢
3) Limite du modéle Hull and White a un facteur

L’avantage de ce modéle :

eLe modele se calibre parfaitement sur la courbe des taux initiale.

Les inconvénients:

ePossibilité de taux négatifs (on peut refaire la méme extension que dans le modeéle de

Vasicek : CIR+ +)

eModele & un facteur, parfaite corrélation entre taux de différentes maturités

3.4.3 Modéle de taux d’intérét & deux facteurs

Les modeéles & un facteur sont particuliers. Ils ont des limites quand on parle des produits
de taux avec différentes maturités. Ces modeles impliquent que les taux évoluent de fagon
parfaitement corrélés, donc la corrélation de deux taux zéro-coupon de maturité 71 et T2
distinctes est égale & 1. Cette propriété est évidemment loin de la vérité.

La figure ci-dessous (3.1) reproduit une matrice de corrélation par terme de variation quo-

tidiennes de taux zéro-coupon [13].
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

1w 1Im 6m 12m dans  30ans
1w 1
1im 0.976 1
6m 0.960  0.961 1
12m 0.953  0.952  0.999 1
bans 0.935 0.907 0943 0.946 1
30ans 0772  0.789  0.797  0.795  0.802 1
FIGURES.1 - Matrice de Corrélation d’obligation francaises & différentes maturités . Don-
nées journalieres du 02/01/12 au 31/07/13
Nous voyons que des taux de maturités proches, comme le taux de maturité 1 mois et celui
de maturité 12 mois sont trés corrélés, tandis que des taux de maturité éloignées (par exemple
le taux 5 ans et le taux 30 ans) le sont trés peu.
Ces observations montrent la nécessité et 'importance de 'introduction des modéles multi-

factoriels

Modeéle gaussien a deux facteurs (G2++)

Ce modéle a été proposé par Brigo & Mercurio en 2005. On suppose ici que sous la mesure

risque-neutre () la dynamique du taux court est donnée par :

=ty + o, 1T0=0 ((3.19))

ou les deux facteurs z(t) et y(t) sont deux processus stochastiques, et ¢(t) représente une

fonction déterministe.

dzy = —ax.dt dw} =0
{:ct axidt + odW}, g ((3.20))

dyy = —by,dt +ndW2, yo =0

Ou

- a, b :coefficient de retour a la moyenne.

- 0,1 : volatilités des processus.

- ces parametre sont tous positifs et constants.

-corrélation entre les deux mouvement browniens W' et W?2: dW}dW? = pdt avec —1 <

p<l1
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

1) La solution de L’EDS
Les processus (2;)4r €t ( Yt )wer suivent des processus d’Ornstien Uhlenbeck. Donc on peut

écrire aisément le taux court dans ce modeéle sous la forme :

t

= asexp(—alt — ) + ys exp(=b(i — 5)) + 0 / exp(—al(t — u)dW!  ((3.21))

s
t

—i—n/ exp(—b(t — u))dW? + &, (3.4.2)

Il est clair que r;, conditionnellement & son historique, est gaussien de moyenne et variance

E(ri/Fs) = x5 exp(—a(t — s)) +ys exp(=b(t — s)) + ¢, ((3.22))

02 n2
Var(ry/Fs) = 2—@(1 —exp(—2a(t —s))) + 2—b(1 —exp(—2a(t — s))) ((3.23))
+2pa0—_fb(1 —exp(—(a+b)(t—s))) (3.4.3)

2) Le prix du zéro-coupon

Par la méthode qui a été déja utilisée dans le cas du modéle de Vasicek, on peut donc
calculer le prix de 'obligation zéro-coupon.

Dans le modeéle gaussien a deux facteurs, le prix d’un zéro-coupon B(t,T') a l'instant ¢ de

maturitié 7" est donnée par :

B(t,T) = exp —/qbudu _1- eXp(_aa(T —t,, 12 eXp(s(T b)) %V(t,T)
VET) = (T —t+ ;exp(—a(T —1)) - % exp(—2a(T — 1)) — %)
+Z—2 (T —t+ %exp(—b(T —t)) — %exp(—?b(T —t)) — %)
+2/OZ_Z <T s eXp(—a(T;— t)—1 N exp(—b(ﬂ;— t) =1 exp(—(a —l—fi(f —t)) — 1)
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

Le modele gaussien & deux facteurs est calibré sur la courbe B (0,T) du prix zéro-coupon

observés sur le marché si et seulement si la fonction ¢ est définie par :

b1 = 0.7+ 2 (1 —exp(~aD)+ (1 exp(~HD)+ 97 (1 expl(~aT))(1 -exp(~1T))

2a? 202
((3.24))

Ce modele n’est qu'une généralisation en deux dimensions d’'un modeéle de Hull and W hite
a un facteur.

3) Limites du modéle gaussien & deux facteurs

- L’avantage du modéle est la possibilité de réglage de la corrélation entre les maturités
grace au parametre p.

- L’inconvénient du modele est comme dans le modéle a un facteur du modéle Hull et

W hite, des taux négatifs présents dans le modéle gaussien a deux facteurs.

Autre modéle a deux facteurs

1. Le modeéle de Fong et Vasicek

Dans ce modeéle, deux variables d’état sont utilisées :

Taux court :

dry = a(b—ry)dt + /v(t)dWy(t)

Variance du taux court :

dvy = (¢ — vy)dt + E/v(t)dWs (1)

avec :
b, c : la moyenne long-terme du taux instantané et de sa variance

o,y : vitesses de retour a la moyenne pour le taux court et sa variance

.Limites du modéle de Fong et Vasicek
*Les avantages du modéle sont

o2 variables d’état,

eRetour a la moyenne,

eTaux court toujours positin
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3.4. Modélisation des taux d’intérét

*L’inconvénient de ce modele est de Variance complexe

2. Le modele de Longsta et Schwartz

Les dynamiques données par les deux variables d’état sont des processus d’Ornstein —

Uhlenbeck -

dXt = a(b — Xt)dt + cv/ XtdWQ(t)

dY; = a(e = Y,)dt + f/YidWs(t)

Le taux instantané s’exprime au moyen de ces deux processus par :

dry = (uXy + 0Y,)dt + o/, dWy (t)
ou :
eIV est non-corrélé avec Wy et Wi,

o0 > o2 assure la non-négativité de r .
Limites du modéle de Longsta et Schwartz

*Les avantages du modéle sont
o2 variables d’état

eFormule fermé

*Les inconvénients de ce modéle
eBeaucoup de paramétres : 11

ePas de discrétisation exacte
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Chapitre 4

Simulation

4.1 Introduction

Nous allons dans ce chapitre, décrire des méthodes permettant la simulation des modéles

financiers étudiés précédemment, Black-scholes, Vasicek, CIR, HW et G2++.

4.2 Discrétisation des processus de diffusion

Prenons I’EDS suivant :

{dXt = u(Xt,)gdt: 4{; o ( Xy, t)dW, ((4.1))

ou sous forme d’intégrale

t t

Xe=x+ /p(Xs,s)ds + /(j(Xs,s)alI/VS ((4.2))

0 0

On peut simuler le processus considéré par une discrétisation exacte dés que l'on peut
résoudre explicitement ’équation différentielle stochastique qui lui est associée, si non par un
développement d’'Ito-Taylor de I’équation sous sa forme intégrale nous permet de disposer d’une

version discrétisée approximative
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4.3. Simulation des trajectoires du mouvement brownien

4.2.1 Discrétisation approximative

Dans le cas stochastique, les shémas d’Euler et de Milstein sont les procédés les plus répandus
pour discrétiser un processus continu sous-jacent, lorsque la discrétisation exacte n’existe pas
.Tous les deux a des ordres différents, d’ordre 1 pour Euler et d’ordre 2 pour Milstein.

En effet, on dira que le schéma de discrétisation X converge fortement vers le processus

continu X; lorsque ’erreur moyen absolue est négligeable.

VT )0 lim E(] XE-X,)=0

e Schéma d’Euler
[’approximation d’Fuler consiste & utiliser une discrétisation réguliérement espacée du
temps. Le schéma d’Euler est analogue a celui que 'on a pour les EDO.

Le schéma d’Euler pour EDS est donnée par:

Xt+h = Xt + M(Xh t)h + O'(Xt, t)\/ﬁg

ol € est une varaible aléatoire de loi normale centrée réduite, h est le pas de discrétisation
retenu.

e Schéma de Milstien

Pour obtenir une méthode fortement convergente on pousse plus loin dévloppement du terme

o (X, t)dW;, on obtient alors :

. - - - A X o (X, t
Kon = Kot (Ko O+ 0( Ky, )V e + T2l ;(’( 082 1)

ol am()z't, t) désigne la dérivée par rapport au premier argument de la fonction U(X't, t).

4.3 Simulation des trajectoires du mouvement brownien

D’abord, nous allons intéresser a la simulations des trajectoires du mouvement brownien W,
sur un intervalle [0,7] pour T fixé, qui est la base de la simulations approchée des diffusions
stochastiques.

Le mouvement brownien standard W, est une variable aléatoire qui dépend continument
du temps (0 < ¢ < T'), on I’a simule simplement car elle suit une loi normale gaussienne de
moyenne nulle et de variance ¢, et on sait que le mouvement brownien est & accroissements

indépendants donc on peut simuler la trajectoire en des instants.
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4.4. Simulation des trajecoires des processus de diffusion

Considérons (W})g < + < 7 un mouvement brownien discrétisé définie sur [0,1], soit 0=tq ( #;
(.{ t, =1 une subdivision de intervalle [0.1], on se donne le pas de discrétisation At = L
pour N est un entier positive, et soit Wy, on le note W; avec t; = jAt , j=1,....., N.

La condition initiale est P(W, = 0) = 1, on calcule la suit par :

W, = W, 1 + AW,

avec AW, ~ N(0, At), s’écrit aussi AW, ~ v AtN(0,1)

On donne la simulation d’une trajectoire du M.B.S sur [0,1] dans le programme 1 en Matlab
(voir programme 4.1).

Le résultat de la simulation est illustré dans la figure (4.1) ci-dessous (Voir FIGURE 4.1)

Dans le deuxiéme programme, c’est la simulation d’une trajectoire du M.B.S dans deux
dimensions (voir programme 4.2).

Le resultats de la simulation est illustré dans la figur (4.2) (Voir FIGURE 4.2)

En effet, le troisieme programme c’est une simulation de N trajectoires d’un mouvement

brownien (voir programme 4.3).

Le résultats de la simulation est illustré dans la figure(4.3) (voir FIGURE 4.3)

4.4 Simulation des trajecoires des processus de diffusion

4.4.1 Modéle de Black-scholes

On va simuler la trajectoire de mouvement brownien géométrique en discrétisation du temps.

- discrétisation exacte :

1
Ty = Toexp (u - 502) dt + odW,

- discrétisation par le shéma d’Euler :

Tyin = Ty + pxy + oxV he,
- discrétisation par le shéma de Milstien:

2
o
Tiph = Ty + (Ut + oxVhe; + 7xth(ef —-1)
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4.4. Simulation des trajecoires des processus de diffusion

La simulation de modele de Black-Scholes est illustré dans le programme ci-dessous (voir
programme 4.4)

Le résultat est illustré dans la figure (4.4) ci-dessous (voir FIGURE 4.4)

4.4.2 Modéle de Vasicek

La formule de discrétisation de Vasicek est :

- discrétisation exacte :

(]_ _ 672bh)

Teon = ree " 4 a(l— e_bh) + 0o 5

&t

A travers le programme suivant nous avons le résultat de la solution exacte du modele
Vasicek dans le programme (4.5)

Le résultat est illustré dans la figure (4.5)

4.4.3 Modéle de CIR

La formule de discrétisation de CIR est :

- discrétisation par le schéma d’ Euler :

Tt+h =T + b(a — Tt)h/ ‘I— ag Tthgt

- discrétisation par le schéma de Milstien:

2
Tin =10+ bla —r)h + ov/rihey + azh (62 — 1)

A traver le programme suivant nous avons les résultat de la solution approximée par le

shéma d’Euler, le shéma de Milstien de modele CIR (voir Programme 4.6).

Le résultat est illustré dans la figure (4.6) (voir FIGURE 4.6)

Application :

Considérons maintenant un placement d’un produit financier, le taux d’intérét initial est
de 1%, nous essayons de projeter le taux d’intérét sur les dix prochaines années.Dans un cadre
préliminaire, nous fixons une volatilité de court terme o de 5%, une vitesse de retour a la
moyenne de 0.6 et une moyenne long terme du taux de 0.01. (Voir programme 4.7)

Le programme ci-dessus est 1’évolution de taux court avec les modeles de Vasicek, CIR avec

les mémes parametres (voir programme 4.7).
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4.4. Simulation des trajecoires des processus de diffusion

Le résultat est illustré dans la figure (4.7) (voir FIGURE 4.7)
Interprétation:
On remarque la présence de l'effet de retour & la moyenne dans la simulation des deux

trajectoires avec possibilité de valeurs négatives pour le modele de Vasicek contrairement a

celui de CIR.

4.4.4 Modéle de Hull & White

La formule de discrétisation de Hull and White est:

- discrétisation exacte :

(1 _ 672bh)

—bh —bh
Tivh = Tt€  + Qgyp — e " + 0 %

&t

avec

o2
a; = fw(t) + @(1 — e h)2
A travers le programme suivant nous avons le résultat de la solution exacte du modéle Hull
& white (voir programme 4.8).

Le résultat est illustré dans la figure (4.8)(voir FIGURE 4.8)

4.4.5 Modéle de gaussien a deux facteurs

La simulation des taux courts est effectuée avec la formule discrétisée du modele G244

1— e—2ah

Tpn = xe " 4o (2—a)5%
- 1 _ ¢2bh

Yirn = e 40 %53

2

2
o —a n _ on —a _
= fwt) + 551 =) + o5l —e ) +p—(l—e ) (1 —e™)

Ty =Ty + Y+ Oy

Le programme ci-dessous illustre la simulation la simulation du taux d’intérét de ce mod-
¢le.(Programme 4.9)

Le resultats est illustré dans la figure (4.8)(voir FIGURE 4.8)

61



4.5. Simulation de trajectoire réelle et estimé

4.5 Simulation de trajectoire réelle et estimé

Remarque 4.1. Les paramétres réelles et estimées nous les avons pris de [6].

4.5.1 Modéle de Vasicek

Le programme Matlab suivant permet de simuler la trajectoire de Vasicek par les paramétres
réelles et les parametres estimés. (voir programme 4.10)

Le resultats est illustré dans la figure 4.10 (voir FIGURE 4.10)

4.5.2 Modéle de CIR

Le programme Matlab suivant permet de simuler la trajectoire de CIR par les paramétres réelles

et les parametres estimés. ( voir programme 4.11)

a = 0.1 b=0.2 s =0.05

a = 01003 b=02253 §=0.0566

Le résultats est illustré dans la figure (4.11) (Voir figure 4.11)

er=

0.0249

Interprétation :

D’apres la simulation des trajectoires réelles et estimées sur les modéles des taux d’intéréts
stochastique . On remarque que I'erreur obtenue par le modéle CIR est le plus petit par rapport

au modele de Vasicek, donc la trajectoire du modele CIR est la plus proche a la courbe réelle

4.6 Les programmes et les figures

62



Conclusion générale

62



Bibliographie

63



4.6. Les programme et les figures

i
2
3
4
S
6
7

w

dw(j)=sqgrt (dt) *randn;
w(j+1l)=w(3)+dw(])
endfor
plot(t,w,
xlabel (
vlabel (
legend |

T T Y SO S
b W N O

9
h

Programme 4.1

1
[— Simulation d'une trajectoire d'un mouvemsant bro'm‘.‘en]

\

»V

Wyl

Figure 4.1-Simulation d’une trajectoire de M.B.S
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4.6. Les programme et les figures

=17
N=1000;
dc=T/N;
t=[{0:dt:T}:

w(i)=0;

v(il)=1;
for j=1:N

dw(j)=sqgrt (dt) *randn;
dv (j)=sqgrt (dt) *randn;
w(i+l)=wi(j)+dwi(j)
v(j+i)=v(j)+dvi(3i)

endfor

plot (w, v,

xlabkel (

yvlabel (

legend/(

Programme 4.2

T T T T

—— Simulation dune trajectoire dun mouvement brownien dans ZDJ

Figure 4.2 — Simulation d’une trajectoire de M.B a deux
dimension
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4.6. Les programme et les figures

"%Fxcgranmeﬁ: simulation de: N trajectoire: du mouvement
clear all

H=1000;
de=T/HN;
En=100;
t=[2:dc:T]:
for j=i:n
WL, F3y=0;
for i=i:N

g
2
3.
4
5
&
-
8
9

dw{i,d)==sgrt{dt)*randn;
Wiit+l,j)=wii,jy+dwi(i,d):
-endfor
—endfor
plot (Tt,.wW)
xlabel |
yvlabel |

Programme 4.3

Figure 4.3 — Simulation de N trajectoires de M.B.S
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4.6. Les programme et les figur

i %?rbé&éﬁﬁé é:simula:ié: de mouvement bicw:ie: ééé&a:ridﬁé

2 clear all

3¢ irandn(’'=state' ,100)

4: N=100;T=1i;

5 dt=T/N;

6 t=[0:dt:Ti}:

T mu=0.2;8=0.5;

8 x(lL)=l:;xe(l)=l;xm(l1)=1;

9 w(l)=0;

10 [-]for i=1:N

11 w(i)=sqgrt (dt) *randn;

i2 X(i+l)=x(1i) *exp( (mu-0.5%s"2) *dt+s*w (i) )’

i3 xXe(i+l)=xe (i) +mu*xe (i) *dt+s*xe (i) *w (i) ;

14 Xm(i+l)=xe (i)+mu*xm(i) *dt+s*xm(i) *w(i)+(s*s*xm(i) /2) *dt* (w(i)"2-1):
15 tendfor

16 hold on

17 plot(t,x, (L, Xe, T, Xm, )

18 xlabel('z')

19 ylabel |(': )

20 legend| > : <3 & G = Lt 53> B = )

Programme 4.4

— golution exacte
- solution d Euler

— solution de Mistein

x(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 4.4 — Simulation de modele de Black-Sholes
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4.6. Les programme et les figures

SErogr

clear all

randn (
T=17N=
dt=T/N;

W m <)o, ;b Wl

(S
- o

for i=i:N
w=sqgrt (dt) *randn;
rii+l)=r(i)*exp(-b*dt)+a*(.l-expi(-b*dt))+s*sqrt((.-expi-2*b*dt) ) /2*b) *w/=sqrt(dt);

endfor

hold on

plot(t,r,

xlabel (

vlabel (

legend (

L T S S S SO SO SO S o
O WM, s W N

Programme 4.5

[—la solution exacte de modéle Vasicek

wol ‘\“\V

taux d intéret simié

Figure 4.5 — La solution exacte pour le modele de
vasicek
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4.6. Les programme et les figures

$Programmeé: Solutio
clear all

randn (

T=17N=

dt=T/N;

t=[0:dt:T};

8= sa=

r(i)=

W mJ o b W

x(1)= =
for i=i:N

w(i)=sgrt (dt) *randn;
r(i+l)=r(i)+b*(a-r(i))*dt+s¥*(sgrt(r (i) *dt)) *w(i) /sqgrt(dc):;
X(i+1)=x(1i)+b*(a-x(1))*dt+s* (sqgrt(x(1i)*dt))*w(i)/sqgrc(dt)+|( *g~2/4)y*de* ((w(il)/sqgrc(dt))"2-1);
endfor
hold on
plot(t,r,
plot(t,x,
xlabel|
ylabel (
legend (

Programme 4.6

—— ciscrétisation d Euler
—— discrétisation de Mistein

taux d intéret similé

Figure 4.6 — Simulation de taux d’interét a ’aide de
modele CIR
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4.6. Les programme et les figures

clc,clear al
T=10;N=¢
dt=T/N;

Drde:

W m -J o b W N

for i=1:N
w(i)=sqgrt (dt) *randn;

s
WN o

endfor
hold on
plot (t,r,
plot(t,x,
xlabel (
ylabel (
legend |

[ S S
W m o s

r(i+l)=r(i) *exp(-b¥*dt)+a¥* (1-exp(-b¥*dt) ) +s*sqrt((l-exp(-2*b¥*dt) ) /2*b) *w (i) /sqrt(dt);
X(i+1)=x(i)+b*(a-x(1i)) *dt+s* (sqrt (x(1i) ®*dt) ) *w(i) /sqrt (dt):;

Programme 4.7

taux d intéret similé

— la trajectoire de modéle Vasicek
~— |a trajectoire de modéle CIR

Figure 4.7 — Simulation de taux d’intéerét par les modeéles (Vasicek,

CIR)
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4.6. Les programme et les figures

m = 0 bW N

alpha(i)=fw(i)+(8"2/2%b"2) * (L-exp(-2*b*t (1)))"2;

endfor
for i=12N>
w=sqrt (dt) *randn;
r(i+l)=r(i)*exp (-b*dt)+alpha(i+il)-alpha (i) *exp (-b*dt)+s*sqrt( (1-exp(-2*b*dt)) /2*b) *w/sqrt (dt) ;
endfor
hold on
plot (r,
xlabel (
vlabel (
legend (

Programme 4.8

—— la trajacicire da madala HW

/

temps d intéret simils

Figure 4.8 — Simulation de taux d’intéeréet a ’aide de
modele Hull and White
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4.6. Les programme et les figures

clear all

randn ( +50)
T=1;N=10;dt=T/N ;t=[0:dt:T];sl=
fu=[

M=) s W N

fori=2 N-
v=dt*i
phi{i)=fw(i)+ *((sl/a)"2%({1-exp(—-a*v)) "2+ (s2/b) 2% (1-exp(-b*Vv))"2)+(s8l*s2*rho* (1-exp(a*v)) *( —expx—b'v)\i;[a*b);‘

endfor

for i=2:N-
w(i)=sqgrt (dt)*randn;x(i)=x(i-1) *exp(-a*dt)+sl*sqrt((il-exp(-2*a*dt))/2*a)*w(i)/sqrt(dt)’
vi(i)=y(i-1) *exp(-b*dt) +s2*sqrt((il-exp(-2*b*dt))/2%*b) *w(i) /sqrt(dt) ;r(i)=x(1i)+y(1i)+ph(i):
endfor
hold on
plot(r,
plotix,
plot (v,
xlabel |
ylabel (
F”legend[

Programme 4.9

——latrajectore der
—— la trajectowe de x
latrajectore dey

temps d intéret similé

Figure 4.9- Simulation de taux d’interét a ’aide de
modele gaussien a deux facteurs
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4.6. Les programme et les figures

clear all

randn (

Te= ;

dt=T/n ;dw=sqgrt (dt)*randn(i,n);
w=randn(1i,n)

a= b= 5;,8=

aest= ;best=

rest=rzero;

W W J o Wb WwN e

[
o

YeX=rzerxro;

o
b

for i=2:n

[
N

rex (i)=rex(i-1) *exp (-b*dt) +a* (1-exp (-b*dt) ) +s*sqrt((1-exp(-2*b*dt) )/ (2*b) ) *dw (1) ;
rest(i)=rest(i-1)*exp(-best*dt)+aest* (1-exp(-best*dt) ) +sest¥*sqgrt( (i1-exp(-2*best*dt))/ (2*best) ) *dw (i)
endfor

(R
s W

plot([{0:dt:T}, [rzero, rex], }) ;hold on

(=
o

plot ([0:dt:T}, [rzero, rex], } (hold on
er=sum(abs (rex-rest))/n

xlabel ( )

ylabel (

legend |

[
O W o 3

— Courbe réel
— Courbe astimé

taux d intéret similé

Figure 4. 10- Simulation de trajectoire de taux
d’interet par Vasicek
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4.6. Les programme et les figures

clear all

randn (

T=100;n=1000;

dt=T/n;dw=sqgrt (dt) *randn (

w=randn (i,n)

a=0.1;b=0.2;8=

aest=0.1003;best=

rest=rzero;

reul=rzero;

for i=2:n
reul (i)=reul (i-1)+b* (a-reul (i-1)) *dt+s* (sqgrt (reul (i-1)*dt) ) *dw(i) /sqgrt(dt):;
rest (i)=rest (i-1)+b* (a-rest(i-1)) *dt+s* (sqrt (rest (i-1)*dt) ) *dw (i) /sqgrt (dt);

endfor

plot ([0:dt:T}, [rzero,reul], ) hold on

plot ([0:dt:T}, [rzero, rest], }) ,hold on

er=sum(abs(reul-rest))/n

xlabel | )

ylabel (

legend |

W <] o b Wk

S S S S SR S U S S oY
O Wm0 m s W RO

taux d intéret simié
o

Figure 4.11- Simulation de trajectoire de taux d’interét par
CIR
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Conclusion générale

Conclusion générale

Ce mémoire nous a permis d’avoir des connaissances sur les produits
derivés et commentes valoriser, grace au modele de Black et Scholes. Comme
on a pris connaissance que le taux d’intérét peut étre volatil et qu.il existe
plusieurs modélisant le taux d’intérét a court terme. On a choisi dans notre
étude quatre modeles (Vasicek, CIR, H-W et G2++) et essayé de déterminer le
modele le plus réaliste.

Le concept fondamental de Black et Scholes fut de mettre en rapport le
prix implicite de [’option et les variations de prix de [’actif sous-jacent. Ce
succes est du a la simplicité de ces formules. Mais, d’un coté ce modele ne peut
étre appliqué qu’aux options de type européen, car il n’est pas adapté pour
celles de type américain. D un autre coté, le modele de Black-Sholes est basée
sur des hypotheses qui ne sont pas toujours .ables sur les marchés .nuanciers
par exemple [’instabilité des taux d’intéreét.

Jusqu’a présent, aucun modele n’a pu s’imposer comme modele de
référence au méme titre que le modele que le modele de Black et Scholes pour
les options sur actions. Les trois premiers modeles sont des modeles a un
facteur, faciles a comprendre en théorie et qui présentent ['avantage de donner
des expressions analytiques a un zéro-coupon. Ces expressions sont facilement
imprésentables du point de vue informatique, et connaissant les parametres,
on peut obtenir le prix tres rapidement. Comme il nous permet d’obtenir une

formule de prix zéro coupon. Cependant, ['un des principaux défauts de ces
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Conclusion générale

modeles est qu.il existe une relation parfaite corrélation entre les taux des
différentes maturités.

Pour remédier a ce défaut, nous avons tenté de présenter un modele a deux
facteurs G2++. L’avantage de ce modele permet de donner une bonne
représentation de la courbe des taux. Et son inconvénient comme dans le
modele de Vasicek, le taux court instantané peut toujours prendre des valeurs
négatives.

Pour pallier au défaut du modeéle gaussien a deux facteurs qui est la
negativité des taux, plusieurs modeles de taux ont été proposés en littérature

financiere tels que le modeéle de CIR2++ qui constitue un theme de recherche

tres interessant.

74



Bibliographie

Bibliographie

[1] Ait-Hocine Fadila, Modélisation stochastique en finance, Modeéles de taux d’évaluation d’actifs,

Meémoire de Magister UMBB, 2007

[2] Bertrand Jacquillat, Bruno Solnik, Marchés financiers, Gestion de portefeuille et des risques,

2¢eme édition, 2014.
[3] Broquet. Cabbaut, Gillet. Van den BERG, Gestion de portefeuille, 3¢me édition, 9 Aoiit 2004.
[4] Christophe Lunven, Projet-modeéle-de-taux, 29 Fevrier2012.

[5] Dominique Foata, Aimé Fuchs, Processus de Poisson, Chaines de Markov et martingales,

octobre 2004

[6] Equation différentielles stochastique, Estimation et simulation, M2, 2018.

[7] Frédéric Planchet, Modéles financiers en assurance et analyses dynamiques, Version 5.6, Mai
2021.

[8] Haneche Mohamed mémoire de magister UMBB, Processus stochastique et Equations aux

derivées partielles, 2008-2009

[9] loane Muni Toke, Interest Rates Models-Lecture Notes, Modéles stochastique de taux d.intéréts,

11 janvier 2011.
[10] Jean-Louis ReiCers, Théorie de la structure par terme des taux d’intéréts, 14mars1994

[11] Khaldi Yamina mémoire de magister UMBB, Interprétation probabiliste des EDP et processus
de diffusion, 2007.

77



Bibliographie

[12] Meddahi Samia mémoire de magister UMBB, Estimation des paramétres des EDS : Modele de
Black-Scholes, 2009

[13] Alexis Fauth, Modéle de taux surface de volatilité et introduction au risque de crédit, 2015.

[14] Monique Jeanblanc, Cours de Calcul stochastique, master 2IF EVRY, Septembre 2006.

[15] Mohamed Eddahbi, Marché .nancier et modeéles des taux d.intéréts en temps discret et continu,

2003

[16] M.Sakarovitch, Technique mathématiques de la recherche opérationnelle, V-Processus

aléatoire, 2016/2017.

[17] Olivier Leveque, Cours de probabilités et Calcul stochastique, EPEL, 2004/2005.

[18] Romuald Elie & Idris Kharroubi, Calcul stochastique appliqué a la finance

[19] Robert Cobbaut,Roland Gillet, Georges Hubner, La gestion de portefeuille, Instruments,

stratégie en et performance.

[20] Trari-Medjaoui Hocine, Des limites de la finance conventionnelle a I’Emergence de la finance

alternative

[21] Vlad Bally, Modéles de taux d’interéts, 2008

77



	République Algérienne Démocratique et Populaire
	remerci corrige
	didacas nawel corrigé
	Dédicaces zahra corrigé
	Mémoire Finale
	Programme 1
	Programme 2
	Programme 3
	Programme 4
	Programme 5
	Programme 6
	Programme 7
	Programme 8
	Programme 9
	programme 10
	programme 11
	Conclusion générale
	Bibliographie

