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Préambule

Ce polycopié de cours du module ‘Systémes asservis échantillonnés SAE’ s ‘adresse aux
étudiants de premiére année Master en Commande Automatique, du département
Automatisation des Procédés Industriels et Electrification de la Faculté des Hydrocarbures et

de la Chimie.

Les informations contenues dans ce cours ont été choisies et organisées de la meilleure
fagon possible afin d’étre exhaustives tout en étant également assimilable par [’ensemble des
étudiants. Une organisation particuliere a été mise sur la forme de ce manuel en respectant le

canevas officiel de notre tutelle, ce qui permet d’en faciliter la compréhension.

Ce cours est organisé en quatre chapitres, dans le premier, on presente les bases
génerales sur les systémes asservis échantillonnés. En deuxieme chapitre, on traite la
transformée en Z directe et modifiée ainsi que ces principales propriéteés. Le chapitre trois est
consacré a | ‘étude de la stabilité et les performances des systemes échantillonnés, et on termine

ce cours par le dernier chapitre ou on va aborder la synthése des systemes a temps discret.

En outre, toutes les parties traitées dans ce polycopié sont renforcées par plusieurs
exemples afin de permettre a [’étudiant d’effectuer des applications sur chaque méthode ou

technique présentée.



Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

Chapitre 1 : Bases générales sur les systémes asservis échantillonnés

1. Introduction

Jusqu’a présent, vous avez étudié¢ que des systémes continus (linéaires ou non linéaires),
dont la principale fonction consistait a traiter continment, en temps réel, des signaux eux-
mémes continus, ¢’est-a-dire des signaux représentés par des fonctions continues du temps. On
parle alors de signaux et de systémes a temps continu.

Dans la réalité industrielle, la complexité des systémes, ainsi que celle des traitements a
réaliser, nécessite souvent le recours a des outils numériques de traitement : ordinateurs,
calculateurs, systemes numériques en tout genre. De tels outils ne peuvent en aucun cas
s’accommoder de signaux continus ; ceux-ci doivent étre transformés en suites de nombres pour
pouvoir étre traités (figure 1). De méme, ces systémes délivrent, a leur sortie, des suites de
valeurs numériques, autrement dit, des signaux numeriques.

e(t) Transformation

A 4

€1, €2, ,,,,€n, Dispositif de traitement S1, 82, 1,,Sn,
L. —
numérique

Figure 1.1 : Traitement numérique d’un signal.

2. Principes fondamentaux de I’échantillonnage des signaux
2.1 Définition

L’échantillonnage d’un signal temporel s(t) consiste a transformer celui-Ci en une suite
discréte s (nTe) de valeurs prises a des instants nTe.

Te est appelée période d’échantillonnage.
Les instants nTe sont appelés les instants d’échantillonnages.

Pratiguement, échantillonner un signal revient a le multiplier par une fonction
d’échantillonnage p(t), nulle partout, sauf au voisinage des instants nTe. Cette fonction, qui
porte souvent le nom de peigne, est représentée sur la figure 1.2. Le résultat d’une opération
d’échantillonnage, visible sur la figure 1.3 est :

sT(1) = p(t)s(t)

p(1)
SENESNER
o 7, 2T nT,

Figure 1.2 : Fonction d’échantillonnage.
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Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

5(1) 5 (1)

Figure 1.3 : Echantillonnage d’un signal quelconque.

L’échantillonnage produit donc, a partir d’un signal s(t), la suite :

s(0), s(Te), s(2Te), ..., s(nTe)
Que I’on note, en général :

sHt) ={s0, s1,s2,...,sn}
Ou encore :
s(k) ={s0, s1,s2, ..., sn}

3. Exemple de signaux échantillonnées simples
3.1 Impulsion de Dirac
Cette fonction est définie par :

Glk)=0 VkA£0;  4(0)

A A

1

Figure 1.4 : Impulsion de Dirac.

&1 i)
11

0 2T

C B

w =

Figure 1.5 : Impulsion de Dirac unité.
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Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

3.2 Echelon unité

On définit I’échelon unité échantillonné par le signal

ux(t) ={L11, ..., I
Autrement dit : u(k) =0vk=>0
u(k) =0vk<0

La figure propose une representation schématique de cet échelon unité

A

Figure 1.6 : Echelon unité discret.
Cet échelon unité n’est rien d’autre que la somme d’impulsion unités décalées dans le temps
u (t) =8 (t)+5 (t—Te)+5 (t—2Te)+....

u (t) = Zn:é‘* (t—KTe)

On pose parfois :

Ce qui nous conduit a la notation :
u* (t) = 25k
k=0
3.3 Rampe

Elle est définie par 1’équation suivante :

r(k) =0vk <0
{r(k) —k Vk >0

Lachekhab Fadhila cours SAE



Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

-

la sortie
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Figure 1.7 : Rampe discréte.

4. Aspect mathematique de I'échantillonnage

L’¢échantillonnage d’un signal continu f(t) consiste a remplacer f(t) par une suite
discontinue de ses valeurs f{(t) aux instants d’échantillonnage :

t=nT telque n=0,1,2,3........

(1) : : s (1) : .
4 Signal continu A Signal discret

- ’ 1 |

Figure 1.1 Echantillonnage d’un signal quelcongue s(t).

Figure 1.8 : Echantillonnage d’un signal quelconque s(t).

Pour obtenir une expression mathématique de
f*(t), on utilise les concepts d’impulsion-unité ou impulsion de Dirac §(t) a I’instant t=0
avec :

- Largeur égale a zéro
- Hauteur infinie
- Aire égale aun
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Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

3(t)

d(t)=lim (créneaux)

Une impulsion d’arc f(nT) apparaisse a 1’instant t=nT peut alors étre considérée comme une
impulsion d’aire f(nT) a I’instant t=0, retardée de t=nT: on peut donc la représentée par :

f(nT).8(t— nT)
Comme f*(t) représente la collection de toutes les impulions

f(nT).8(t—=nT) pour N=0,1,23.......

On peut donc écrire :

fr(®)= En=o f (nT).8(t- nT)

Remarque : Pour les besoins de calcul, on détermine la transformée de Laplace de F*(p) du
signal échantillonné f*(t) donc :

() ——F (p)
L[s(t)]=1
L[ft-7)]=e"PL[ ()]
L[ f(nT).8(t—nT)]= f(nT)L[S(t—nT)]
= f(nT)e"PL[5(1)]
= f(nT)e "™P
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Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

Donc
F*(p) = L[f*(t)] =L i f(nT).8(t-nT)
n=0
:iL[f(nT).c’)‘(t—nT)]
n=0
Alors

F (p)= i f(nT)e™"P
n=0

F () est la transformée de Laplace du signal échantillonné f (t),on I’appelle la transformée

de Laplace échantillonnée de f(t).

Remarque

La définition que I’on a donnée de 1’échantillonnage suppose que le prélevement du signal
est instantané, ce qui n’est pas possible physiquement.

L’échantillonneur que I’on considére est un opérateur mathématique en pratique ; un
échantillonneur rée fournit des créneaux de durée h.

5. Spectre d’un signal échantillonné

Supposons qu’un signal s(t) a échantillonner soit a énergie finie et posséde, par
conséquent, une transformée de Fourier :

+00

S(f) = Is(t).e‘j‘”tdt oo W=27f
0

Calculons alors la transformée de Fourier S (f) du signal échantillonné S (t). La signal

p(t) étant périodique, il possede une décomposition en série de Fourier que nous pouvons
écrire, sans la calculer :

+00
p)= D AT Qe =271 fe

N=—c0

()= SOPW) = 5(0).Y A"
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Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

D’ou
v X . .
S™(f) = j s(t) > At ™t
o N=—c0
+00 B —+00 - -
S*(f) = Z A, J‘ S(t)eJnQete—Jwtdt
N=—o0 —o0
too | oo )
S*(f)= Z A, J- S(t)e—(w—JnQet)dt
N=—o0 —o0
Soit :

avec 1€=Qe/27 =1/Te
La transformée de Fourier du signal échantillonné apparait donc comme une superposition des
transformées de Fourier de S(t) aux points T —Nf€¢étant la fréquence d’échantillonnage
choisie. Pour n=0, on retrouve le spectre |S( f )| du signal initial. Pour n non nul, on retrouve
ce méme spectre, mais décalé, par rapport a |S( f )| de Nfe avec N€Z | On dit aussi que

S(f)est périodique de fréquence fe La figure présente les spectres comparés de S(t) de

s'(t) .

1S07)| 150

0 —z,f L0

Figure 1.9: Spectre d’un signal échantillonné.

6. Théoréme de Shannon

Un des objectifs essentiels de 1’échantillonnage consiste a ne pas perdre d’information
lors de la discrétisation dans le temps, ce qui peut se traduire par le fait qu’il doit étre possible,
a partir du spectre du signal échantillonné, de reconstituer simplement celui du signal original.

nous montre que cela est possible s’il n’existe aucun recouvrement entre

Le spectre ‘S*( f)

les différents segments de spectre.
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Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

S ()

-/ -80 B f-Bf

Figure 1.10: Spectre d’un signal échantillonné.

Si B est la largeur spectrale du signal S(t) ,autrement dit sa limite fréquentielle supérieur, le

premier segment décale, dans le spectre de S (1) qui se trouve centreé sur la frequence fe—B

a fe+B la condition de non recouvrement est donc :

B< fe—-B
fe>B

Cette inégalité constitue le théoréme de Shannon qui peut également s’énoncer de la manicre
suivante :

Pour préserver, lors de son échantillonnage, l'information contenue dans un signa, la

fréquence d’échantillonnage fe doit étre supérieur au double de la largeur spectrale du signal.

1

0.8 *

0.6 N

0.4 7

0.2 N

ot

la sortie

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1

. 1 L . L L . L
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6
echantillons

Figure 1.11: fréquence d’échantillonnage trés petite.

Pour reconstituer la composante fréquentielle maximale du signal fm il faut au moins
deux échantillons par période.
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Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

la sortie

echantillons

Figure 1.12: Choix de la fréquence d’échantillonnage

fm . |a plus haute fréquence contenue dans le signal initial.

| On déduit :

- Pour avoir une information significative, la fréquence d’échantillonnage doit étre au moins
(06) fois plus grande que la plus grande fréquence du signal initiale.

- On peut alors reconstituer le signal initial a 1’aide d’un filtre passe-bas de fréquence
de coupure égale a la fréquence maximale de son spectre.

- 1l est bien évident que la condition de Shannon est insuffisante, le filtre devant étre

parfait pour supprimer la fréquence fe— fm

En pratique on choisit des fréquences d’échantillonnag : 5.fm< fe<25.fm ... ™).

» Exemple 1

- Soit le systéme de premier ordre :
F(p):; la fonction de transfert d’un systéme de premier ordre
1+1p

Ca pulsation de coupure Wc= % donc la plus haute fréquence est fm =<

21T

En appliquant (*) on trouve : 5/ 2nt < fe=1/Te <25/ 2nt

On prend souvent 0,25t <Te< .

Lachekhab Fadhila cours SAE 9



Chapitre 1 : Bases genérales sur les systémes asservis échantillonnés

» Exemple 2

- Soit le systéme de second ordre :

1

F(p)= ————
() 1+2%p+‘fnf2

La pulsation de coupure d’un systéme second ordre

We=wn,/(1 — 282) + V(1 — 282)"2+1
Si £=0,7, ce qui est le cas le plus souvent en régulation automatique (faible dépassement et
temps de réponse minimum) alors wc=wn

5wn 25wn

Donc — < 1/Te <
21

On prend souvent 0,25 < Te* wn <1,25

Lachekhab Fadhila cours SAE 10



Chapitre 2 : La transformée en Z

Chapitre 2 : La transformée en Z
1. Objectif

La transformée en Z est le formalisme de base utilisé pour exprimer les équations
representant les systémes discrets.

2. Déefinition
La transformeée en « Z », joue, vis & vis des systémes linéaires échantillonnés, le méme réle
que joue la transformée de Laplace « p » vis a vis des systémes linéaires continus.

3. Notation
La transformée en Z notée F(z)ou Z[f(t)], TZ[f()].

F———————

On a F(z)= F*(p)=Y_, f(nt)e ™7 posons z = eT?
Alors la transformée en z du signal f(t) est: F(z)=),_of (nt)z‘”J

4. Calcul de la transforméen Z
4.1 Exemple 1

Calculer la transformée en Z de la fonction échelon

u(t)

v

A

Figure 2.6 : Echelon unité discret.

Lachekhab Fadhila cours SAE 11



Chapitre 2 : La transformée en Z

e Par application de la définition

Ona:

F(2) = ZIF (kD] = ) fle)z™
n=0

Alors
Fz)=1+4+z14z72+z3+ -
D’autre part on a aussi 1’égalité suivante :
a
l1-q
1

1—2z71

a+aq+aq*+aqg®+- =

F2)=1+z'+z2+z3+...=

e Soit la méthode

F() = ZIf (D] = ) flt)z™
n=0

=1+4+z1+z%+2z3+.

z W F@)=z'A+z +z%2+z3+-)=(E 1 +z2%+z3+2z7%.)
F(z) =z 'F(z) =12 F(z) = —

4.2 Exemple 2

Calculer la transformée en z de
f(kt)=e~ T

Ona : F(z) = Z[f(kT)] = 3% e kT 7=k

1+e Tz 147327772 4 ...
1
F(z) = 1 _e-al,1

Lachekhab Fadhila cours SAE 12



| Chapitre 2 : La transformée en Z

4.3 Exemple 3

Calculer la transformée en z de la fonction cos

Solution

e/t = cos(wt) + j sin(wt) ; e Wt = cos(wt) — j sin(wt)
eJWto—jwt eJWt_g—jwt
cos(wt) = ——— ; sin(wt) = 2

ejwt_|_e—jwt_1

On a: F(z) = Z[cos (kT)] = Z[ . (Z["'] + Z[e ™))

2
On sait que :
U2
Z[ejw ] T {—e—aT,-1
1 1 1
F(z) = 2 [1 — ejwtz-1 T 1-— ethz‘l]

Apres simplification on trouve :
1—z"1cos (WT)
1—2z"1cos(wt) + z~2

4.4 Exemple 4

F(z) =

Calculer la transformée de Z de la fonction cos amorti
f(t)=e~% cos(wt)
On trouve

1-z"le~%Tcos (WT)
1-2z"1e~aTcos(wt)+e—2aTz—2

F(z)=

4.5 Exemple 5

Calculer la transformée de Z de la fonction f(t)=1- e "%t

F(2)=Z[f(kT)] = Z[1 — e~ %] = Z[1] — Z[e~ %]
On trouve le résultat suivant

1 _ (1-e™9T)z71
1—e‘atz‘1_(1—2‘1)(1—e‘aTz‘1)

1
F(z)= 1-z71
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Chapitre 2 : La transformée en Z

5. Théorémes et propriétés
5.1 Lalinéarité

Soit :

{Z (Xm]=X@) zeR_ [ax(n) +by(n)] = aX (2) +bY (2)

Z[ym]=Y(@) zeR,
5.2 Théoréme du retard (Shifting theorem)

La transformée en z de f(t) est F(z), trouver la transformée en z de

f(t—=nT)

Z[x(n)] =X (2) = Z[x(n+ny) |=Z" X (2) zeR,
Si f(t) = 0 pour t < 0 a la transformée en z F(z), alors :

Z[ft—nT)]|=Z""F(2)

Z[ft+nT)]=2"" {F(z)—i f(kT)Zk}
k=0

Démonstration

f(KT —nT)Z K =D f(kT —nT)z kz"™"

M

Z[f(t—nT)] = 3
k k=0

Il
o

f(kT —nT)z=*"Mz=" =27 "> f (kT —nT)z &
k=0

M

=
Il
o

Posons m=k—n

Z[ft-nT)]=2"> f(KT-nT)Z" &M =23 f(mT)z™"

o0 o)
k=0 m=—n

Comme f(mT) =0 pour m<0, alors :
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Chapitre 2 : La transformée en Z

o0

Z[ft-nT)]=2" > f(mT)z™" =z—”i f(MT)Z ™™ =Z"F(2)
m=0

m=—n

Si une fonction est retardée de nT, sa transformée en z est multipliée par Z "

5.3 Multiplication par une séquence exponentielle

La transformée en z est donnée comme suit :

Z[x(n)]= X(2) R <|z| < Ry,
U
z [a”x(n)} = X(a™'2) z e|al.R,

5.4 Inversion

On peut la déduire comme suit

Z[x(n)]=X(2) zeR,
U
Z[x(=n)]= X (z") zell/R,

5.5 Theoréme de valeur initiale et finale
» Théoreme de la valeur initiale

lim £ (k) = lim F(2)=(0)

» Théoreme de la valeur finale

’lim fk) = lirr11(1 -z HYF(2)
—00 zZ—>
5.6 Somme d’une fonction

Z{T-0 f(M}==F(2)

5.7 Changement d’échelle
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| Chapitre 2 : La transformée en Z

z{a" f(n)}=F()
5.8 Multiplication par n
Z{nf(n)}=- 752

6. Les transformée en z importantes

Les Transformees en z

Sequence Transformee-z RdC
8(1) 1 Tous les z
8(n - m) __» Tous les z exception en 0 (si m>0)
- - or » (si m<0)
1
u(n) 1o lz]>1
1
—u(-n-1) 1 z]<1
1
a"u(n) - gz lz]5al
1
—a"u(-n-1) 1—qz"! zl<al
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| Chapitre 2 : La transformée en Z

Transformee

en z

Sequence Transformee en z

[cos wyn]u(n)

1-[cosw, ]z~

1-[2coswy ]z + 277

[sinw,n]u(n)

[sinc, ]z

1

1-[2coswy ]z +27°

[#" coswyn]u(n)

1-[r COSUJD]:'I

1-

[1" sin e nu(n)

1 2_-2

[2rcoswy]z™ +71z

- -1
[Fsmw, ]z

1-[2rcosmy ]z + 12z

Ja” O<n=N-1
'10 otherwise

1-a¥z "

1-az!

7. Méthodes de calcul de la transformée en z

7.1 Par la formule de définition

z|=0

La formule de calcul de la transformée en z est donnée par :

F(2)=2n=o f(nT)z™"

e Exemplel

f(t) =e™

Solution

F@)=Xim0 f(nT)z ™" = Eiiee™ Tz

1 _ z

T 1-eATz=1 z_eAT

Lachekhab Fadhila
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Chapitre 2 : La transformée en Z

7.2 Par la théorie des résidus

Soit &; les pdles de la fonction de transfert F(p)
Deux cas se présentent :

1. Si F(&) = % a des poles simples p; alors :

_ N(p;) 1
F(Z)_Zpl D’(pl) 1—eTpiZ_1

dD(f)

Avec : D’(E)=

2. Si  F() = ("t) a des poles multiples alors :

3.
Le résidu r; relatif au pole p; d’ordre m a pour valeur

_ 1 dn-1 F()
= = [ (= P)" o )

§=pj
_ fci FE)
F(z)=Xp [résidus de m]
Remarque
Toutes ces relations sont valables aussi pour les poles

p; réels que pour les poles p; complexe

e Exemple 01

Calculer la TZ de f(t)=e~%tu(t)

Solution
-1
Ona F(p)—p+a

< A partir de la définition, on trouve :
F@@)=Xn=0 f(NT)=Er=oe 27"
=Yieo(e™ 27"
1

_1_e—aTZ—1
zZ

T z—e—al
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Chapitre 2 : La transformée en Z

+ Par la théorie des résidus
_ 1 _N@_ L
Ona F(p)—p+a=> F(&) = D) Fra 2UN pole simple:
N(¢)=1
=
D(¢)=¢+a = D'(¢)=1

_ N(p;) 1 — 1 -z
Alors F(Z)—Zpi DI(p;) 1—eTpiZ_1_ 1_e—aTZ—1_Z_e—aT

e Exemple 02
lculer la TZ de F(p)=————
Calculer la TZ de F(p) ST TD)
Solution
N(&)
F() =—=
®) =55
N(§)=1 = [ p,+b=0=p,=-b
D'(§)= 2&+a+b { p;+a=0 =p;=-a
— N(py) 1
_N(-a) 1 N(-b) 1
“D'(-a) 1-eTPiz 1  D'(-b) 1-eTPiz~1
1 1 L1 1

b-al-e 18 z-1 a—h1-e-Thz-1

e Exemple 03
Calculer laTZ de f(t) = t.u(t)

Solution
Ona F(p):p—l2

< A partir de la définition, on trouve

F(2)=Xn=0 f(NT)z™"=X5- o nTz"
=T Xn=onz™"
. 1
On aznzoz n Tlagad e (D)
On dérivant (1) par apport a z on trouve :

Z—Z

Yo (—m)zT1 = (1:2_1)2en multipliant

Les deux membres par (-z) on trouve Y ,_,nz™" = E=—

Donc F(z)= (:—i)z
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Chapitre 2 : La transformée en Z

« Par la théorie des résidus

F(p) posséde un seul pole double a I’origine = n =2
1

F(&)
N = aioila E" 1{(5 P o, }]

§=pj
N()_
(E)_D(f) 62
=il )67 O e (]

£=0
Apres le développement on trouve :

F(2)=

(z— 1)2
7.3. Par Putilisation de la table

On décompose la transformée de Laplace du systéme en éléments simple, puis a I’aide de
la table de la transformée en z en calcul la TZ du systeme.

e Exemple
Calculer la TZ de F(p)=P—1Z - Pi en utilisant la table.

Solution

TZ( %
T2(-) = - 1)
TZFO) = e oy

8. La transformée en Z inverse
Soit
b +bz ' +bhz+---b z"

Fz) = ZLf (KD)]=Z[f (D] = t——F—F—"—;

1 2
l+az +az " +--az

-1 -2 -
a|b, +bz" +bz" +--b z

F(kT) = Z7'[F(2)] = lsaz 202"+ 07"
o 1 n
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Transformeée en z Inverse

Transformeée en z

N B i
Transformeée en z Inverse

# / - _\"-.
’
] v/

Définition

La transformée en Z inverse permet de retrouver la seérie temporelle de
f(kT) uniquement. Par contre ne permet pas de retrouver le signal d’origine. De
nombreuse fonctions f(t) sont candidates.

9. Méthodes de calcul de la transformée en z inverse :

Il existe quatre méthodes, deux sont analytique et fournissent donc un résultat sous la
forme d’une relation mathématique x(t) continue vis a vis de la variable t.

Les deux autres sont de types numériques et ne donnent de x(t) que les valeurs
numériques de la fonction aux instants d’échantillonnage t = nT.

9.1 Méthodes analytiques :
9.1.1 Meéthode des résidus
f(nT) = ¥ résidus de F(z)z" !

n-1 _N(2)

> Dans le cas ou g(z)=F(z)z “p@ "€ possede que des pdles simples z; alors :
_ v N@=)
fT) = X5 o5
n-1 _N®@)

> Dans le cas ou g(z)=F(z)z posseéde des poles multiples d’ordre n :

D(z)

n-1

1
FT) = ooy gt (= "8 M

Lachekhab Fadhila cours SAE 21



Chapitre 2 : La transformée en Z

e Exemple
FO s z (Z“) S calculer TZ- 1
Solution

n-1 _N(z) 22" 1(z+1)
0@D=F ()" = =)

N(2)=z*""'(z +1) = N(2)=z*""(z + 1)
D(z)=(z—a)(z— D) = D'(z)=2z—a—-b

g(z) adeux pbles simplesaetb

f(TlT) _a*™ Ya+1), b2 (b+1) _ a® a+1), b H(B+1)
2a—a—b 2b—a—-b a—-b b-a

9.1.2. Développement en fraction simple :

La méthode consiste a :

1. Décomposer —= F®) en éléments simples
2. Rechercher les racines du dénominateur Z1,Z2................. 7n
. F(z cl c2 ck

3. Construire @)_ + o

z z—-z1 2z-z2 z—lfk

z cl zc2 Zc
4. Calculer F(z) = LT
Zl z—2z2 z—zk

5. Puis en utlhsant TZ= [Zz—a]za”

6. on obtient f(nT)=c;2™; +C2Z 5 +.iiiiiiiiiiiiiiiinn.n, CrZ™x
e Exemple
-z -1
F(z) = 1) (Z ) calculer TZ
Solution
F(z) 2 A

B . . .
—= = = +
. DEs) D | @os PH identification on trouve

F(z) _ 4 4
z  (z-1) (z-0,5)

F(z)= —-—— on obtient  f(nt)=4(1")-4(0,5™)=4(1-0,5")
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9.2 Méthodes numériques

9.2.1. Division suivant les puissances croissantes de Z ™1

Lorsque F(z) se présente sous la forme de fraction rationnelle simples en zouen Z~1 :

alz + aZZZ + a3Z3 +
b1Z + szZ + b3Z3 +

11 suffit de diviser le numérateur par le dénominateur pour obtenir une série en z 1

e Exemple

Z

F(z)= P la division du numérateur par le dénominateur donne
z z>—3z+2
—z+3-2z1 Zz 143 z7247273+152 74431275
0+3-2z71

-349z71 — 6272

0+7z71-6 z72
-7z 14+ 212z7% — 14773

0+15z72-14 z73
-15272445z73 — 30z~*

0+31z73-30z~*

Donc F(z)=z 143 z72+7z73+15z" 4431z >+..............
Et comme z ¥est la transformée de §(t — kT), on peut donc écrire :
f()=6t—-T)+35(t—2T)+ 76t —3T)+ ...
9.2.2. Méthode de I’équation aux différences

Cette méthode consiste a déduire la valeur de 1’échantillon f(nT) de la connaissance des
¢chantillons précédents aux instants (n-1)7, (n-2)T....................

La méthode s’appuie sur la formule :
TZ Yz 1F(z)}=A(n -k)T}= f((n -k) avec k entier positif
Remarque

La résolution d’une équation aux différences exige la connaissance des conditions
initiales.
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e Exemple

Calculer la fonction originale de F(z) a partir de X(2)_03% ,vec condition initiale : X

Y(z) z-0,2
X(=1)=0 etY(nT)=1V n=0,1,23............

Solution
On a

X(z)_03z _ 03
Y(z) z-02 1-0,2z71

deux membres X (n)=0,2X(n — 1)+0,3 Y(n) équation aux différences

= X (2)=0,2z"1X(2)+0,3 Y(z) on calcule la transformée en Z inverse des

Ona X(—1)=0 condition initiale on compléter le tableau suivant :

n | X(n-1) | Y(n) | X(n)=0,2X(n—1)+0,3Y(n)

010 1 0,3
1103 1 0,36

2 | 0,36 1 0,372
310,372 1 0,3744
4 | 0,3744 1 0,3788

La derniére colonne du tableau constitue la transformée en z inverse de la fonction X(z)
10. Transmittance (Fonction de transfert) échantillonné

La fonction de transfert (transmittance) d’un systéme échantillonné est la transformée
en z de sa réponse impulsionnelle discréte.
Soit un systéme continu et linéaire, de transmittance G(p), qui est attaqué par un signal
¢chantillonné e*(t).

ol (t) e*(t) G(p) S(t)
E(p) E*(p) S(p)

La sortie S(t) du systéme continu est un signal continu présent a chaque instant.
Dans le domaine de Laplace, elle s’exprime sous la forme :

S(p)=E"(p)-G(p)
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Cette expression contient des termes en P et eT?, ce qui rend 1’étude plus complexe.
Pour simplifier I’analyse des systemes échantillonnés, on procede de la manicre suivante :

Puisque on ne s’intéresse qu’aux valeurs prises aux instants d’échantillonnage, cela
revient a dire un échantillonneur fictif, synchrone du premier (méme période d’échantillonnage)
a la sortie.

T

e (1) >: e*(t) G(p) S(t)

E(p) ; E*(p) )
‘ E(2) ’

Synchronisation des
échantillonneurs

Méme période d’échantillonnage

11 Calcule des transmittances échantillonnées
11.1 Transmittance en série
11.1.1 Premier cas
On suppose que les trois échantillonneurs sont supposés synchrones. D’apres la
définition de la transmittance échantillonnée :

X(z)=G1(z).E(z)

S(2)=G2(z). X(2) = %zGl(z).Gz(z)
A EO L X0 | SO
E(p) E() X0 X(@) T s

S(z)

Remarque :

Si les deux éléments continus G1 et G2 sont séparés par un échantillonneur, la
transmittance échantillonnée équivalente est égale au produit des transmittances
échantillonnées.

Lachekhab Fadhila cours SAE 25



Chapitre 2 : La transformée en Z

11.1.2 Deuxiémes cas

On suppose que les deux éléments continus non séparés par un échantillonneur

T
B0 e [X0 | Gap)
E(p) E(z)

S(p)

X(p)=G1(p). E*(p)
S(p)=G2(p)-X(p) =>%ZZ[GHP)-GMP)]

Remarque :
Si les deux éléments continus G1 et G2 ne sont séparés par un échantillonneur, la transmittance
échantillonnée équivalente est égale a la transformée en z du produit des transmittances G1(p).et

G2(p).

11.2. Transmittance en boucle fermée
- Détecteur d’écart (comparateur)

- e(t) P
> & > @ > &)
e(t) e(t) ;

m*(1) m(1)

& (ty=e"()-m’()

& (=(e(t)-m(t)*

—— Q) 5@) o |0 S'®
Ep)  F & & S@)
R(p) 1w

Les propriétés de linéarit¢é de 1’échantillonnage permettent d’obtenir le schéma
fonctionnel équivalent suivant :
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T T
L N 78 Y om0 s
E(p) E(z). &(z) S(2)

T
Koy The |
R(2)

£ (29=E(2)-R@)
R@2)=HG(2). £ (z) = &@)=E@)-HG(®). £ (2)
Tel que HG(z) la transformée en z de H(p).G(p)

E(z)

£ (2)=—=—et S(2)=G(2). £(2)

1+HG(z)
Donc la transmittance en boucle fermée est :

s@_ _6@
E(z) 1+HG(2)

12. Transformée en z modifiée
La Transformée en z modifiée consiste a introduire un retard fictif AT en amont du
préleveur fictif de période T :

T e
e | T
. | 3 - 0 Sx(t- AT
() b e—/lTp S(t ,,,,,,,,, \; 777777777 * ( )
Retard fictif Préleveur
G(z. 1)

La transformée en z modifiée est un moyen d’obtenir des informations entre deux
instants d’échantillonnage consécutifs avec 0<A<1

A

S() S(t—AT)

2T

v

T ;
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La sortie échantillonnée de ce systéme s’écrit :
S*(t- AT)=Y ;= S(nT — AT) &(t- AT)
Donc S(z, A)=Y g0 S(NT — AT) z™"

On pose m=1-4
S(z,m)=S(z, A) = Yo SMT-T +mT) z™"

En utilisant la propriété de la TZ suivante :

ZIf(t = nT)] = 27"F(2)

Donc: S(z,m)=z"1 Y% o S[(ntm)T] z "=Z,,[S(t)]
Zn[S(t)] représente la transformée en Z modifiée de S(t)

Remarque

La TZ modifiée est utilisée par exemple pour calculer la fonction de transfert
échantillonnée d’un systéme comportant un retard pur, qui n’est pas un multiple entier de la
période d’échantillonnage.

Pour calculer la transformée en Z modifiée, on utilise la méthode des résidus donnée par

mTg
F(z,m)=z7' %, [résidus de f_(?:zz-l]‘z:Pi

Avec F(§) lafonction de transfert de f(t)

Deux cas se présentent :

1. Si F(é) = % a des pbles simples :

—— N(py) emTé .
F(ZI m)_Z 1[Zpi D,(pi) 1— TEZ—l]E_Pl

2. Si F(é) = % a des pbles multiples alors :

1

B an-1 F mTg
F(z, m)=z 1[(n—1)! [W{(E —p)" 153?52‘1 }] ]E
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e Exemple

Calculer La TZ modifiée de F(p)= - ;

1.0n décompose F(p) en éléments simple

B Cc
=+
p (p+1)

F(p)=—

_A
p (p+1) p

On trouve C=1 et A =-1 et B=1

Donc :

1

1
2 (p+1)

-1
p p

F(p)= —

p (p+1)

h(g)e™T?
1-eT§z-1

Zom [i]:z‘1 Y.piTésidus de {

ot D) en utilisant la méthode des résidus

}E=Pi

N
he) =55
Avec N(§)=1 et D'(é$)=1
Zy [E1h (2, m)=z[ {222 < e e
im Dr(pi) 1—-eTéz~1 £= 11— z‘1
. L _ 1 N(pi) emTE _1 1 -mT
Lm [Rn2e m= L G0 e | =2 ]

-mT

Zom [—=1=2

p+1" z—eT

1

© Ly [UpP17H3 (2 M)z s [

o Zsm [1/p?]=h3 (z, m):Z‘l[

(2- 1)'

Aprés simplification on trouve

-2
mTz™ Tz _mT

§=pi

F(®e™T

_eTE,-1

{8 )
a{e-0r =

§=pj

£=0

T

Z3m [1/p ] 1—z-1 -L(l—z_l)"Z_Z—l ' (z

—-mT
—1+mT+ T +e7n
z-1 z—-1 (z—1)*2 z—-e~T

On obtient: Z,,=

-1)"2
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Chapitre 3 : La stabilité des systemes échantillonnés

1. Condition de stabilité :

La stabilité¢ des systémes linéaires exige que tous les pdles P; aient leurs partie réelle
négative :

RC(Pi): (Xl'<0
Pour transposer cette condition de stabilité dans le domaine z il suftit de faire le changement
de variable z = TP, il vient donc:
Z; = eTPi,
Donc z; = eTel ™

Pi= o; Hjw;

Donc lorsque
;<0 donc eT*%<1 donc |z;|<1

2. Définition

Un systeme échantillonné est stable si et seulement si tous les poles de sa transmittance
H(z) sont de module inférieur a 1.

3. Transformée en w

Afin de pouvoir étendre, au cas des systemes échantillonnés, les méthodes d’étude de
la stabilité des systémes continus, on peut faire la transformée suivante :

S
Il
N
K
.
1l
N
Il
n
+
E

N
+
SN
[
|
<

Grace a cette transformation, la condition de stabilité se résume comme suit :

. . "
Stable Z//%; S“D > % R
2 A
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4. Critere de stabilité
4.1 Critére de Shur-cohn
Ce critere permet de savoir si les racines de I’équation polynomiale D(z)
(le dénominateur de la transmittance échantillonnés) H(z) = M2 3 ses racines inférieures a 1

D(2)
en module
Avec D(2)= byt D1Z...ooveiiiiiiiii, by_1z" 1+b,z"=
Etb; = ¢; +jd;

A cet effet on considére les n déterminants
Le critére de Shur-cohn consiste donc :
D(z)=0 a ses racines inférieurs a 1 en module si

Ar<O0 pour k impair
A>0 pour k pair

> Pour k=1
by_1=b
by, b - _
= A=l |=bybg -b,b, avec b, =c; — jd,
bn bO
by _k+1=bn
> Pour k=2
br-1=ho
b() 0 bn le—l
. by bo|l0 by
— = No=| +— . —
2 bn 2 bo ﬁ
bn—l bn 0 bo
_ bp—g+1=bn—1

e Exemple
Soit le systeme asservi échantillonné suivant :
1- Calculer la transmittance échantillonnée en boucle fermée.
2- Déterminer, a partir du critéere de Shur-cohn, la condition que doit vérifier k
pour que ce systéme soit stable.

T
A X* Bo(p) k y(p)
- p(p+1)

e(t)

1-e7TP
P
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Pour simplifier les calculs on prend T=1s.

Solution
= -Tp = =T
ey 1)] =kTZ[(1-e ) 1=k(1-z )TZ[p (p+1)]
-1 Tz . z
=k(l-z )(z 1 (z D2 z-e T)
Y@= _ 6= _
Donc H(z)= ) 116 pour T =1s
_ k(0,372+0,26)
H(Z) 2z2+2(0,37k—1,37)+(0,37+0,26k)
2- D(z)=z% + z(0,37k — 1,37) + (0,37 + 0,26k)
On an=2
Pour k:]. B bk_1:b0
b, b,
- = Al:b_n bo bobo b b
L bp_k+1=bn
Avec by, by, b, sont des réels, donc
AM<O = bo® -byp® =(by-by) (by + bp)<0

Avec

by=0,37 + 0,26k

b,=b, =1
A1=(-0,63+0,26k)(1,37+0,26k)<0

-0,63+0,26k - - +

1,37+0,26k - + +

Produit I = +
Donc : M<O0 = -527<k<2,42
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Pour k=2 { bk_1=b1

by +1=bn—1

b() 0 b2 bl
b1 bo 0 b2
d Ao=|— R
onc A2 b_2 2 bo b1
b1 b2 0 b_o
A0 o (bo — by) *[(by + by) * — (by) *] > 0 donc revient a étudier

(bg +by) % — (b)) * >0
Avec b,=0,37+0,26k
b,=0,37-1,37k
b,=1

Apres remplacement et simplification on trouve :

k(1,37-0,07k)>0

k - < +
1,37-0,07k + + -
Produit = + -

Donc A,>0 = 0<k<19,57

D’apres 1 et 2 on peut conclure :
Pour que le systéme soit stable il faut que : 0<k<2,42

4.2 Critére de Jury
Ce critere c’est une forme simplifiée du critére de Shur-cohn, valable pour les polyndmes

a coefficient réels
Avec D(z)= g+ Q1Z ..o, +a,z"=0 et a,>0
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1 a a, a,

An-1 an
2 an An_1 a, ao
3 b, b, b,_4
4 bn—l bn—2 bO
2n-5 P, P, P, P
2n-4 P P, PP,
2n-3  qo q1 q
1%  Qn-k 1% @ _|Po Ps _|Po P2
Avec by = |an ag |’ n-1 |an an_1|’ D=|p, Pl PN, P
_|Po P1
q; = P3 PZ

Le polyndme D(z)ait des racines de modules inférieurs a un si toutes les conditions
suivantes
Sont satisfaites :
" |ao| <a,
= D(1)>0,(—1)"D(-1)>0
" |bo| > |by-4l

Pour n=1, on a |a,| <a,

Pour n=2, on a Avec D(z)= ag+ a,z+a,z?* alors : lay| <a,
{ ap,ta;ta, >0
a,—a,ta, >0
Pour n=3, on a Avec D(z)= ag+ a z+a,z*+azz3 alors |ag| <as
apta;ta, +a; >0
{ao—a1+a2—a3 <0
ay?- az? < aga,-a,a;
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e Exemple
Appliquer le critére de Jury sur le systéme de I’exemple précédent ?

Solution
k(0,372+0,26)

H(Z):zz+z(0,37k—1,37)+(0,37+0,26k)
D(z)=( 0,37 + 0,26k) + (0,37k — 1,37)z + z*

n=2
I 7 N P PSP (D
e D(1)=(0,37 +0,26k) + (0,37k = 1,37) + 1> 0uvvvveeeereeeene, 2)
« (-1)"D(-1)>0=0,37+0,26k —(0,37k —1,37)+1>0......... 3)

De(l)= k<242

De(2)=> k>0

De(3)= k<242

Donc le systéme est stable si 0<k<2,42

3. Critére de Routh hurwitz

Ce critére permet de savoir si toutes les racines d’une €quation polynomiale sont a partie
réelle négative.
Pour appliquer ce critére au systeme échantillonné, il faut construire le polynome D’(w).

avec:
1+w

D’ (w)=(1-w)"D(-—)
1-w
=a'" A W a  w'l +a wh
0 n-1
Le tableau de Routh associé¢ au polynome D’(w) est:
! ! !
a
1 a n a n-2 n—4
! ! !
2 a n-1 a n-3 n->5
3 b, b, b,
4 G G C,
n+1 d,
a’ n—1a’ n—z_a, na' n-3 a’ n—1a, n_4—a' nal n-s boa n—3_al n—1P1
avece bO_ al D bl_ al s CO_ b 5
n-1 n-1 0
!
C _boa n—s a n—1b2
1 b

Le systéme est stable si :
- Tous les termes de la premiere colonne du tableau sont de méme signe ;
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Sinon, cette méme colonne donne le nombre de poles instable de la transmittance il est égale
au nombre de changement de signe affectant la colonne lue de haut en bas.

e Exemple
Reprenons le systeme de 1I’exemple précédent
Ona
D(z)=( 0,37 + 0,26k) + (0,37k — 1,37)z + z>

1+w

D’(w)=(1-w)"D ()
D’(w) = (2,74 — 011k)w? + (1,26 — 052K)w + 063

On construit la table de Routh de n+1 lignes :
1 2,74—-011k 0,63k

2 1,26-0,52k 0
3 0,63k

Les termes en rouge dans la table de Routh doivent étre tous de méme signe, pour
trouver la condition sur k on construit le tableau suivant :

2,74-0,11k ,

1,26-0,52k -
+

4L -

0,63k +
- + +

Nbre de pdles instable 1
du systéme 1 0 2

On peut conclure que la condition de stabilité sur k est :  0<k<2,42.
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o. Précision en régime permanent des systémes échantillonnés

- Précision en absence de perturbation

Considérons le systéme de la figure suivante :

T>; §(z) co) B

E(t) V(P) v(2)

La précision d’un systéeme est définie a partir de I’erreur £ entre la grandeur de consigne et
la grandeur de sortie.

La précision statique (régime permanant) est donnée par :
() = lim &(nT) = lim &(¢) =lim(1 — 2")&(2)
&(2)=E(2)-y(2)

Y(p)=G(p). £'(p)

Y(2)=G(2).¢ (2)

Donc

E(z)
1+G(2)

&(2)=

E(2) ]
1+G(2)

E(o0)=lim[(1—2z71)

z-1
Cette expression montre que I’erreur en régime permanent dépend de fct de transfert en BO
et de type de signal d’entrée E(z).

a) Echelon de position

z

e(t)=1, E(z)=

z—-1

Donc

i 1y E@ g qpzml E@ g 1 1
&p(0) lzlinl[(l Z ) e 121211[2 +6(@) Tre() 14Kp

Kp est appelée constante de I’erreur de position

Kp=lim[1+G(2z)]

z-1
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b) Echelon de vitesse (entrée rampe)

T
e(O=t B~ %

Donc
Y z-1 Tz Y T Y T . T
§V(m)_lzlgll[( z )(z—1)2(1+6(z))] lzlin1[(z—1)+(z—1>6(z>] lzlinl[(z-lm(z)] kv
Avec
Kv=lim[(z — 1)G(2)]
z-1
¢) Echelon d’accélération
1.5 _T?z(z+1)
e(t)_zt >E(Z) 2(2_1)3
Donc
I z-1,T?z(z+1) 1 2 z+1 1 . T?
ga(o)=lim(( z ) 2(z-1)3 (1+G(Z)] =T lzlinl[Z(z—nZ G(z)] " Ka

z-1
Avec Ka= (z — 1)2G(z)
e Exemple

On considére le systeme échantillonné suivant :

y(2)

. ) G(p)
E(z)
G(2)=—= S . k0

1- Calculer la fonction de transfert en BF ?
Et étudier les conditions de stabilité de ce systéme en BF ?
2- calculer I’écart de position en fonction de k ?

Solution

N G(z) _ Kz
L y@@ 146(z) (K+1)z—0,9

Le pole de la fonction de transfert est z=%

Le systéme est stable si le module de ce pdle est inférieur a 1 donc %ﬂ alors k> - 0,1
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Alors le systéme est toujours stable quelle que soit la valeur positive de K

2. Calcule de I’écart de position

&p=, Kp=lim[14G(2)]= lim[1+-“2]=1+10k

z-1 z-1

Donc

&p =1/1+10k
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Chapitre 4 : Synthese des systemes échantillonnés

1. Introduction

Dans le cas ou les performances obtenues sont jugées insuffisantes (rapidité, stabilité
précision) il est nécessaire d’introduire un correcteur et de calculer celui-ci de fagons que le
systeme échantillonné corrigé respect les spécifications souhaitées.

2. Régulateur numérique
Le régulateur discret élabore une grandeur de commande discrete y*(t) en fonction de I’écart

*
de réglage discret é/ (t) du systtme a commander. Comme dans le cas des régulateurs
continus qui réalisent genéralement la relation :

YO = KO+ j c@at+7, SV

On cree des régulateurs discrets standard qui traduisent en valeur discrete cette expression.
Les régulateurs les plus courant sont du type PI, PD, PID.

2.1 Les différentes actions
a. Action intégrale |
Le régulateur I intégre I’écart de réglage en fonction du temps. Dans le domaine
des régulateurs discrets 1’intégration et remplacée par une sommation de 1’écart

*
de réglage discret é/ (t) :
Equation discréte :

y'(nT) = Kiznlg”(jT) avecK; = —
j=0

Equation de récurrence

y' (nT) = y'[(n—DT ]+ K;&(nT)
On peut écrire :
y' =y 1 +Kig
Fonction de transfert
V'@ _ 2 1

=Kji—=Ki——=
£ (2) z-1 1—771

Ci(2)=
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b. Action dérivée D
L’action dérivée se traduit par un terme proportionnel a la différence des écarts de

réglage aux instants d’échantillonnages nT et (n _1)T

Equation discréte :

y'(nNT) =Ky [¢(nT) =< (n-DT)] avecKy =

|

On peut écrire :

yd =Ky [éy_é/—l]

Fonction de transfert

Y@ L, oz-1
Ca@) =2 0 =Ke 5=y -2

2.2 Les régulateurs standards :
a. Le régulateur proportionnel intégral Pl

Le régulateur PI est une combinaison d’un régulateur P et d’un régulateur I.
Equation discréte :
n
y(nT) = K& (NT)+K; D < (iT)
j=0
L’action intégrale peut s’exprimer par :
n n-1

Ki D ¢(T) =K D () + K& (nT)

j=0 j=0

Donc :

y(nT) =y' [(n-DT [+ (K, + K (nT)

Fonction de transfert
Ona:

yi = yin—l +(Kp + Ki)g
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La transformée en Z donne :

y(2) =27y (2) + (K, + K¢ (2)

On a aussi
iy K. _ .
yi ’ n—1_:' i < =Yy (2)= Kl_l ¢ (2)
y' (2) =7y (2) + Ki{(2) 1-z
Donc
-1
YD) = T @)+ (K, + KD
_y(2) K _
C(z) = ON Z_1+(Kp +K;)
(K, +Kj)z-K,
- z-1
:% avec b =K, +Ki by =-K,
Remarque :

On regle b_l_ et b_l_, on augmente la précision du systetme par la présence d’un
intégrateur

b. Le régulateur proportionnel dérivé PD
Le régulateur PD est une combinaison d’un régulateur P et d’un régulateur D.

Equation discréte :
y(nT) =K, & (nT)+ Ky [S(nT) =< ((n-DT)]
y=Kpd+Ky[¢ i ]
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Fonction de transfert
Ona:

y = Kp§+ Kg (g_é/n—l)
N 4
¥(2) =K () +Ky | $(@)-27¢(@) ]

y(2) -
c(z) = 0" K, + Kq [1_2 1]

Remarque :

On régle ert Kd , 0n augmente la stabilité du systeme.

c. Le régulateur proportionnel intégral dérivé PID
d.
Le régulateur PID se base sur le régulateur Pl au quel on ajoute une composante
dérivée.
Equation discréte :
n
y(n"T) =K, £ (T) + K; D" C(T) + Ky [£(nT) = (n-D)T)]
j=0
soit
y =Yy [(-DT]+(K, +K; + Ky )£ (0T) = +Ky¢ (n-1)T
y :(Kp +Ki +Ky )§+ y' - Kely

Fonction de transfert
Ona:
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y:(Kp+Ki+Kd)§+yi—1—Kd§_1

U w4

¥(2) =(K,+Ki+Kq)¢(@)+27y(2) —Kaz7¢(2)
Ki

1-z71

donc  y(z) =(K,+K;+Kyq ){(z)+%§(z)— Kqz ¢ (2)

avec y'(z) =

£(2) = N2 £ (2)
z-1

K, _
C(Z)=%=(Kp+Ki+Kd)+z—Kdz 1

(Kp+Ki +Kq )22 =(K, +2Ky ) 2+ K,
- z(z-1)

Donc

b,z° + bz +hby
z(z-1)

C(2) =

Avec

by =—(K, +2Ky )
by = Kg

Remarque :

On régle bzet b_Let bo , on augmente la précision et la rapidité du systéme.
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3. Méthodes de synthese de correcteurs
3.1.Méthodes de ZDAN (p6les dominants)

Cette méthode est bien adaptée aux processus simple ¢ a d modélisable par un systéeme
continu de degré maximum égal a 2 avec ou sans retard. Elle fournit un correcteur
entiérement numérique. Son but est d’obtenir un systéeme en BF dont le comportement
soit encore voisin de celui d’un systéme du second ordre. Le systéme corrigé sera
caractérisé par :

e Son régime transitoire :

Amortissement 68

Pulsation propre @n

>
>
» Dépassement D dérivé
>

Temps de réponse tr ou temps du premier maximum tpic

o Son régime permanent :
Erreur statique nulle pour :

» Un échelon de position
» Un échelon de vitesse

Pour un systeme de 2°™ ordre on a :

_ A2¢m, T
21'22 =€ n

2y +2, = 267" cos(@,T1-&2)

e Calcul de correcteur :

Pour répondre au cahier de charge ci-dessous, le correcteur devra répondre aux impératifs
suivants :

a) Il doit compenser les poles et les zéros dominants de la FTBO, C-a-d ceux situés a
I’intérieur du cercle unitaire (a 1’exclusion de z=0).
Ceci implique que C(z) comporte le terme C1(z) tel que :

A-RzH(A-PzY)........
A-zzH(A-2z,27h).........

Ci(2)=
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b)

Ou les PI et Zi représentent les poles et les zéros dominant de la FTBO

Pour annuler 1’écart de position et I’écart de trainage, il faut que le systéme soit de
classe 2. Donc C(z) comporte le terme C(z) tel que :

1
@L-z )

Ou q est le nombre d’intégrateurs de la FTBO.

C,(2)=

Enfin C(z) comportera autant de parameétres que de spécification demandée :
amortissement, temps de réponse, dépassement, etc....
Il contiendra donc un terme de la forme :

1Az HE-AZ Y.
Ca(2) = 1-AzHA- Az D.........

Ou A1 correspondent, chacun, ¢ une spécification.

Donc la FT du correcteur s’écrit :

C(2) = KC,(2)C,(2)C;(2)

Ou K est une constante
Si nous considerons le systeme de la figure suivante, 1I’équation caractéristiques est :

1+C(2)G(z2) =0
T y(p)

@ e SRR (15 ) N

e(t)

Si cette équation est de degré n on pourra I’écrire :

8y +aZ Ay e, a,z"=0

Les coefficients i étant en fonction des parameétres a déterminer AI :

On identifiera les coefficients a ceux de 1’équation caractéristique désirée et a ceux
découlant de I’expression :
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A-2z20-22 D, A-z,z7"

ou & et Zo  sont les poles dominants et 23 weeenns Zn des poles que 1’on doit

rendre négligeable de fagons que le systeme se comporte comme un systeme de
deuxiéme ordre. On pourra prendre par exemple

v' Exemple
On considere le systeme suivant :

y(p)

) T
D ]V\; C(z) 7; Boz | | k

p(p+1)

e(t)

On desire que le systéeme se comporte comme un systeme du 2™ ordre ayant :
- Une fréquence propre du systeme non amortie de 0.1 Hz
- Un coefficient d’amortissement de 0.5.

Calculer le correcteur C(z)

v" Solution
P
G(2)=TZ|Boz.— " |=1z| 128 K
p(p+1) P p(p+l)
= KQ1-z1TZ ZL
p°(p+1)

037Kz '(1+0.72z7h)
1-z1@-0.37z71Y

Avec

2, +2, = 26" cos(w, T[1-&£2) =1.22

a) Comparer les zéros et les pdles dominants :
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(1-0.37z7%)
1+0.72.z7Y)

Ci(2)=

b) le systeme corrigé doit étre de classe 2 en BO

1 1

CZ(Z) - (1_ Z—1)2—1 - (1_ Z—l)

c)Ona
w, =0.628
£E=0.5

C(z2) =C(2)C,(2)C5(2)
KaC(2) = Ky4C,(2)C,(2)C5(2)

Alors

B 1 (l_ Alz_l)
) = S T - A

Avec
K. =KyK

L’equation caractéristique en BF est :
=) IV 1+K,C(2)G(z) = (1-z71)*A-Az 1)+ 037K 2z a-Az™)

L’equation du second ordre est :
A-zzHA-2,2Y=1-(z,+2,)z2  +22,2? =0

Par identification on trouve :
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—A =0
—A, —2+0.37Ke = (2, + 2,) = ~1.22

On obtient
{Al =0.59
Kc=2.10
Alors
C, =(1-0.59z71)
Donc

C(2) =C(2)C,(2)C5(2)

(1-0.37z7') 1-0.59z71)
1-072z"YH @a-z9H

C(2) =

2/ Synthese a temps d’établissements fini

*
Une synthése est dit a temps d’établissement fini si I’erreur é/ (t) s’annule en un nombre
m
fini d’échantillons, pour une entrée E(t) =1 spécifié

Synthese a temps minimal absolu :

y(p)
D\ Y e 6(2)

E(p)

Temps d’établissement fini = é’(Z) est un polynéme en z fini.

E(z)

_ -1 -n
TC06D O +M)z +£(nT)z

¢(2)=
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E(Z) peut-étre un échelon de position ou de vitesse ou d’accélération,........ ces entrés
typiques ont les expressions suivantes respectivement :

z Tz T2%z2(z+1)
z-1"(z-1)?" (z-1)°

On peut généraliser I’expression de I’entrée sous la forme :

T"B(z*
E(z) = E1 nzl
1-z)
ot 6 (Z) est un polynome d’ordre n
Onadonc:
SN Tcotelca
1+G(2)C(2)

Ou F (Z) la transmittance en boucle fermee du systeme (BF)

[1-F(@)]T"B(z™)

@ =[-F@IE@ = h

-1
Comme le polyndme B(Z ) est fixe, pour que é’(Z) soit un polynéme il suffit que

1-F (Z) contienne le terme (1_ Z_l)n+l

en facteur, c-a-d
1-F(2)=(1-zHY"K(@2) = ¢(2) =K(@)T"B(z )
Donc é’(Z) est de degré fini et minimal pour K(Z) =1

=¢(2) = B(z™)
Le systéeme est dit dans ce cas, minimal absolu.
1 —F(z)
(1—z-1)n+t =

=1-F()=>0-z1H"!

K(z) =
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:)F(Z) =1 — (1 — Z—1)n+1

D’autre part :

F(z)
G(2)[1=F(2)]

C(z) =

Remarque :

. 1 : n
- Le correcteur C(z) contient le terme T en facteur, il compense donc les poles et les
zZ

zéros de G(z) ce qui limite son application qu’aux systémes possédent des poles et des
zéros stables.

*
- é/ (t) s’annule au bout d’un nombre fini d’échantillons, soumis pas é, (t)
Resumé :

1- Vérifier si le systeme a tous ses pdles et zéros stables
2- Prendre K(z) = 1 pour la réeponse minimale absolue et calculer

F(z)=1—-(1-z"Hnt!

F(z)

3- Calculer le correcteur

C(z) =
G(2)[1—-F(2)]
v' Exemple :
- Soit le systéme suivant :
T=0.1s y(p)
D | c@ Boz | 10
E(p) - @+DE+1D
Avec :
6@ = Boz|—— ]
Z) = Db0Z
(p+D(p+2)

- Calculer C(z) qui donne une réponse minimale absolue pour une entrée échelon
unitaire.
- Solution :

10

D(p+2)
0,0453(z + 0,9048)

~ (z—0,9048)(z — 0,8187)

6z =(1-2"1)TZ [p o3
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E(z) = Z 1
SO Sy
Donc :
Q1—zHMl=(1-z1H>n=0
K@) =g %=1 2ka=77]
) = —F@ ____ (z-09048)(z — 08187)2"!
2 T G =F@)]  0,0453(z + 0,9048)(1 — z-1)
Clg) = (z— 0,9048)(z — 0,8187)
(2) = 0,0453(2 + 0,9048) (z — 1)
Donc :
1
C(2).G(2) =——

z—1

4. Synthése d’un systéme a réponse plate (pile)
Cette méthode nous permet de concevoir un systeme échantillonné astatique a temps
de réponse minimal, ¢’est-a-dire un systéme pour lequel I’erreur s’annule au bout d’un
nombre fini minimal de périodes d’échantillonnage.

1.4

1.2

1r ¥ * ¥ * *

la sortie
o o
o)) [o4]

o
IN

o
N

o

. L . .
3 4 5 6 7
echantillons

o
a b
N
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Soit le systéme suivant avec :

G(p) = By(p).H(p)

T = T rt) y(p)
DS OTcry 180z || O
e(t) - ¢(2)
La transmittance échantillonnée du systeme en BF est :
Z C(z).G(z
pp = Y@ __C@.6@
E(z) 1+C(2).G(2)
_ F(z) 1
= C(z) = 1-F(z) " G(2)
Pour déterminer F(z), on se base sur la réponse indicielle souhaitée.
y(z) Z
. Z) = —_ . = . = —
ona: $(2) = E(z) —y(z); F(2) E(z)'E(Z) —;

= ¢(2) = ﬁ [1—F(2)]

La condition impose

lim ¢(0T) = lim {(1-2z71).{@}=1-F(1) =0

n—->00
= F(1) =1

La condition de réponse plate

La condition de réponse plate exige que la sortie y(nT) , donc U (NT) aussi, se

stabilise au bout d’un nombre N fini de périodes d’échantillonnage donc la variation du
signal de commande est donnée par :

AU(nT) = U(nT) — U([n — 1]T)
TZ[AU(nT)] = Y2, AU(MT)z™".......... (*)
TZ[AU(nT)] = U(nT) — U([n — 1]T)
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La condition AU(nT) = 0 a partir d’une certaine valeur finie de n équivaut a :
TZ[AU(NT)] = X2 AUMT)z™.......... (*)

L’expression (*) est un polyndme composant d’un nombre fini de termes.

On a aussi :
TZ[AU(T)] = TZ[U(T)] — TZ[U(n — DT]
= (1 - z”HTZ[U(nT)]
Et:
U()_y(Z)_E(Z).F(Z)_ 7 F(Z)
T @ 2-16@
Donc :
TZ[AU(nT)] = 28 _ F(zl\tlzzc)(z)
On pose :
| oo - Ne@
- Dq(2)

On pose aussi : _F(z) = K(z).Ng(2) dans ce cas AU(nT) est un polynéme fini

de termes ; alors :

TZ[AU(nT)] = K(z).D¢(z)

Donc pour que la réponse plate soit obtenue en un nombre minimal de période
d’échantillonnage, il faut que TL[AU(nT)] soit de degré minimal, ce qui donne :

K(z) = ky = cst

Remarque :

Tous les polynémes considérés [ F(z) , K(z) , ... ] sont des polyndmes de la variable
-1
zZ .
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Exemple

Soit le systéme suivant :

T:O./ls y(p)
D |c@ |- | Boz 45

e(t) - p(p+4)

Calculer le correcteur C(z) permettant d’obtenir une réponse pile a un échelon.

Solution
G(p) = TZ |Boz(p)- ———5| = (1 =27 TL [—]
p 0z\P p(p + 4) p*(p +4)
Zz+0.885
=G(z) =0,2 "22-1.67240.67
_ F(@ 1
= (C(2) = 1-F(2)  G(2)
Avec : F(z) = Ky.Ng(2) ; F(1) =1

=F(z) =K,.0,2z"1(1+0,885z71); 0,2K,.1,885 = 1
#KO == 2,65
Donc: F(z) = 0,53z71 + 0,47z72

(0,53z71+0,47z7%) (22 —-1,67z+ 0,67)
(1-0,53z71-0,47z"2)" (0,2(z + 0,885))

C(z) =

0,79(1-0,67z7") 1,85(1—-0,67z"") U(2)
0,426(1+0,47z7Y)  1+047z71 £ (3)

C(z) =

La réalisation effective de ce correcteur a 1’aide d’un calculateur consisterait a programmer
I’équation aux différences suivante :

U, =185%n —1,24S%n1 — 0,47U,,_,

Les valeurs de la sortie aux instants d’échantillonnage sont obtenues a partir de 1’équation aux
différences suivantes :
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Z
F(z) = y(2) =0,53z"1 + 0,47z~
E(z)
Donc :
Vn = 0,53e,_4 + 0,47¢,_,
Alors
0,53e,_1 0,47e,_, Yn
n
0 0 0 0
1 0,53 0 0,53
2 0,53 0,47 1
3 0,53 0,47 1

La figure suivante représente I’allure du systeme :

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

la sortie

0.4

03

02

0.1

0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

echantillons

Remarque :

L’erreur aux instants d’échantillonnage est nulle au bout de 2T
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