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Notations

1. → indique la convergence.

2. ∂

∂x
: dérivée partielle.

3. H : espace de Hilbert.

4. ||.||H : norme dans l’espace H.

5. < ., . >H : produit scalaire dans l’espace H.

6. δ(x) : fonction de Dirac.

7. H(x) : fonction de Heaviside.

8. Lp(R) : espace des fonctions p-intégrables locales sur R avec la norme ||.||p .

9. Wm
2 : espace à noyau reproduisant.
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Notations vi

10. Ry(x) : noyau reproduisant.

11. A∗ : opérateur adjoint de A.

12. L(H1, H2) : ensemble des opérateurs linéaires bornés défini de H1 dans H2 .

13. u = (u1, u2)T ∈ Wm
2
⊕
Wm

2 c’est à dire u1 ∈ Wm
2 et u2 ∈ Wm

2 .

14. ψij(x) est obtenue par orthogonalisation de Gram-Schmidt de système ψij.

15. βij
lk : les coefficients d’orthogonalisation.



Résumé

On considère le système non linéaire de problèmes aux limites du second ordre :



u′′
1(x) + a1(x)u′

1(x) + a2(x)u1(x) + a3(x)u′′
2(x) + a4(x)u′

2(x) + a5(x)u2(x) +N1(u1, u2) = f1(x)

0 ≤ x ≤ 1

u′′
1(x) + b1(x)u′

1(x) + b2(x)u1(x) + b3(x)u′′
2(x) + b4(x)u′

2(x) + b5(x)u2(x) +N2(u1, u2) = f2(x)

0 ≤ x ≤ 1

u1(0) = u1(1) = 0 ; u2(0) = u2(1) = 0
(1)

où N1, N2 sont deux fonctions non linéaires de u1, u2 telle que u1 et u2 dans W 3
2 [0, 1],

fi −Ni ∈ W 1
2 [0, 1], i = 1, 2 et aj(x), bj(x) sont continues, j = {1, 2, 3, 4, 5}.

D’abord on a transformé le système vers un système matriciel :
Au = f(x) −N(u1, u2) 0 ≤ x ≤ 1

avec u(0) = u(1) = 0
(2)

avec A un opérateur linéaire borné.

La méthode du noyau reproduisant est décrite afin d’obtenir la solution analytique pour

le problème posé (2).

Les solutions analytiques sont obtenues sous la forme d’une série de fonctions conver-

gente pour des conditions aux limites approchées dans l’espace W 3
2 [0, 1], tandis que deux

fonctions de noyau reproduisant continus sont utilisées tout au long de l’évolution de ce

travail. Quelques exemples du noyau sont présentés pour illustrer l’obtention des solutions.
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mots clés : Le noyau reproduisant, RKM, l’espace à noyau reproduisant, système non li-

néaire, résoudre problème non linéaire .



Introduction

Dans l’univers, il existe plusieurs phonèmes qui attendent d’être compris. Pour les com-

prendre, il faut d’abord les modéliser. Ces phonèmes présentent sous deux formes :

problème aux valeurs initiales (IVP) et problème aux limites (BVP). Dans une grande va-

riété de domaines tels que la dynamique des fluides, les circuits électriques, la théorie du

contrôle,... etc.

Les systèmes différentiels ordinaires sont des outils importants pour résoudre et étudier

les problèmes du monde réel. Une grande variété de phénomènes naturels sont modélisés par

des systèmes différentiels ordinaires, ils ont été appliqués à de nombreux problèmes.

Dans ce mémoire on va résoudre le problème intitulé "Résolution d’un système non linéaire

de problèmes aux limites du second ordre". Beaucoup des méthodes numériques classiques

utilisées ne peuvent pas être appliquées pour les problèmes aux limites du deuxième ordre et

la méthode des différences finies peut-être utilisée pour résoudre des problèmes de valeurs aux

limites linéaires du deuxième ordre mais elle peut-être difficile de résoudre des problèmes de

valeurs aux limites non linéaires. Il existe peu des méthodes valides pour obtenir des solutions

de ce problème.

Pour cela, on va utiliser la méthode du noyau reproduisant. La théorie des noyaux repro-

duisants a été utilisée pour la première fois par "Zaremba" au début du le vingtième siècle, elle

a des implémentations significatives dans l’analyse numérique, les équations différentielles,

les probabilités, les équations différentielles fractionnaires...etc.
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Introduction 2

L’établissement initial de la théorie générale du noyau reproduisant a commencé avec

les recherches d’Aronszajn et d’Bergman qui ont trouvé que la méthode est très efficace.

De nombreux chercheurs ont appliqué cette méthode à plusieurs types des problèmes, par

exemple le livre publie par Cui et al [3] sur la théorie du noyau reproduisant qu’est une étude

complète.

On a aussi les noyaux reproduisants sont la base de cette méthode pour approcher la

solution, cette solution approchée est le terme générale d’une suite de fonction un(x) à n

termes, ensuite on prouve qu’elle converge vers la solution analytique.

Ce mémoire est organisé de la manière suivante :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions, théorèmes et propriétés. Pour l’uti-

lisation dans les chapitres suivants.

Chapitre 2 : On présente la théorie de l’espace à noyau reproduisant et les noyaux reproduisants.

Chapitre 3 : le dernier chapitre, on étudie la méthode d’implémentation pour résoudre un système

non linéaire du deuxième ordre valeur au limite.

On termine ce mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1
Préliminaire :

Le but de ce chapitre est de faire un court rappel de quelques définitions, théorèmes et

propriétés qui nous seront d’une grande utilité dans les chapitres suivants.

1.1 Espaces de Hilbert :

On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel H (réel ou complexe) muni d’un produit

scalaire

Définition 1.1.1. [1] Un espace de Hilbert réel est un R-espace vectoriel, associé aux données

d’un produit scalaire.

(x, y) ∈ H ×H →< x, y >∈ R.

C’est-à-dire une application à valeurs réelles :

(i) symétrique, < x, y >=< y, x > pour tous x, y dans H .

(ii) < x, x >> 0 pour tout x ∈ H.

(iii) < x, x >= 0 si et seulement si x = 0 .

De plus, l’espace vectoriel normé (H, ||.||), où

||x|| =
√
< x, x >,

est un espace complet (c’est-à-dire un espace de Banach).

3



1.2. Orthogonalité, Bases orthonormées, procédé d’orthonormalisation de
Schmidt : 4

Définition 1.1.2. [1] Un espace de Hilbert complexe est un C-espace vectoriel, associé aux

données d’un produit scalaire.

(x, y) ∈ H ×H →< x, y >∈ C,

C’est-à-dire :

(i) la symétrie, c’est à dire : < x, y >= < y, x > pour tous x, y dans H .

(ii) < x, x >> 0 pour tout x ∈ H.

(iii) < x, x >= 0 si et seulement si x = 0 .

Exemple 1.1.1. Soit E un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur E est une forme

bilinéaire symétrique définition positive sur E × E . Un espace vectoriel réel de dimension

finie muni d’un produit scalaire est appelé espace euclidien. Si (x, y) →< x, y > est le produit

scalaire sur E, la norme euclidienne d’un élément x ∈ E est :

||x|| =
√
< x, x >.

-Le produit scalaire usuel sur Rn :

Si x = (x1, ........, xn) et y = (y1, ........, yn) sont deux vecteurs de Rn alors on a < x, y >=∑n
i=1 xiyi et ||x||2 = ∑n

i=1 x
2
i > 0 quand x ̸= 0.

1.2 Orthogonalité, Bases orthonormées, procédé d’or-

thonormalisation de Schmidt :

1.2.1 Orthogonalité :

Définition 1.2.1. [9] Soit deux éléments f et g dans H muni par le produit scalaire < f, g >

sont orthogonaux si :

< f, g >H= 0, et on écrit f ⊥ g.

Propriété 1.2.1. [9] Si f ⊥ g alors :

||f + g||2 = ||f ||2 + ||g||2.



1.2. Orthogonalité, Bases orthonormées, procédé d’orthonormalisation de
Schmidt : 5

Démonstration. On sait que si < f, g >H= 0 alors < g, f >H= 0, et donc :

||f + g||2 =< f + g, f + g >= ||f ||2+ < f, g >H + < g, f >H +||g||2.

donc

||f + g||2 = ||f ||2 + ||g||2.

Définition 1.2.2. [9] Soient H un espace de Hilbert, E un sous-ensemble de H et u un

vecteur de H. On dit que l’ensemble E et le vecteur u sont orthogonaux dans H si u est

orthogonal à tout vecteur de E.

E∗ = {u ∈ H;< u, v >= 0,∀v ∈ E} .

(i.e. l’ensemble E∗ formé des vecteurs de H qui sont orthogonaux à tout vecteur de E).

1.2.2 Bases orthonormées :

Définition 1.2.3. [12] Soient E un espace de Hilbert et X = {u1, u2, ..., un} une base de E.

La base X est dite orthogonale si :

< ui, uj >= 0, pour tout i ̸= j.

La base X est dite orthonormée si :

< ui, uj >= δij, pour tout i, j ≤ n.

Proposition 1.2.1. [12] Soient E un espace de Hilbert et {u1, u2, ..., un} est une base or-

thonormée de E.

Alors :

∀x ∈ E, x =
n∑

i=1
< x, ui > ui et ||x||2 =

n∑
i=1

| < x, ui > |2.

Lemme 1.2.1. [7] Soit {xn}N
n=1 est un système orthonormal dans un espace de Hilbert E et

soit {an}N
n=1 est une séquence composée d’un nombre fini d’éléments. Alors ∀x ∈ E,∥∥∥∥∥x−

N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
2

= ||x||2 −
N∑

n=1
| < x, xn > |2 +

N∑
n=1

|an− < x, xn > |2.



1.2. Orthogonalité, Bases orthonormées, procédé d’orthonormalisation de
Schmidt : 6

Corollaire 1.2.1. [7]

1-
∥∥∥∑N

n=1 anxn

∥∥∥2
= ∑N

n=1 |an|2.

2-
∥∥∥x−∑N

n=1 < x, xn > xn

∥∥∥2
= ||x||2 −∑N

n=1 | < x, xn > |2.

3- ∑N
n=1 | < x, xn > |2 ≤ ||x||2.

4- Si {xn}∞
n=1 est un système orthonormal, alors pour chaque x ∈ E, la série∑∞

n=1 | < x, xn > |2 converge et ∑∞
n=1 | < x, xn > |2 ≤ ||x||2.

1.2.3 Procédé de Gram-Schmidt :

Le procédé de Gram-Schmidt est une méthode essentielle en algèbre linéaire qui permet

de construire une base orthonormée à partir d’une base quelconque.

Théorème 1.2.1. [4] Soient E un espace de Hilbert de dimension n et {u1, u2, ..., un}

une base de E. Alors il existe une unique base orthonormée {v1, v2, ..., vn} à partir de

{u1, u2, ..., un}

Démonstration. La preuve est constructive, dans le sens qu’elle donne la méthode pour

construire une base orthonormale à partir d’une base quelconque.

- 1 ère étape, normalisation de u1 :

v1 = u1

||u1||
.

- 2 ème étape, on projette u2 en direction de v1 :

v2 = u2− < u2, v1 >

||u2− < u2, v1 > ||
.

- n-ème étape, par itération :

vn =
un −∑n−1

j=1 < un, vj > vj

||un −∑n−1
j=1 < un, vj > vj||

.



1.3. Fonctions absolument continues et quelques propriétés : 7

Définition 1.2.4. [7] {xi}i>0 est un système dans un espace de Hilbert E est complet si

< y, xi >= 0, ∀i > 0 implique que y = 0.

Théorème 1.2.2. (Le théorème de représentation de Riesz)[9] Si L : H → R est une

fonctionnelle linéaire bornée, alors il y a un vecteur unique u0 ∈ H tel que L(u) =< u, u0 >

pour tout u ∈ H. De plus ||L|| = ||u0||.

1.3 Fonctions absolument continues et quelques pro-

priétés :

Définition 1.3.1. [3] Soit f(x) une fonction définie sur l’intervalle [a, b], et Soit (ak, bk)n
k=1

un ensemble d’intervalles ouverts disjoints (ak, bk) ⊂ [a, b] si pour tout ϵ > 0, ∃δ > 0 telle

que :
n∑

i=1
|f(bi) − f(ai)| < ϵ ,

n∑
i=1

(bi − ai) < δ,

alors la fonction f(x) est absolument continue sur l’intervalle [a, b].

Proposition 1.3.1. [3]

Toute fonction absolument continue sur l’intervalle [a, b] est une fonction continue sur

[a, b].

Proposition 1.3.2. [3]

Soit f(x) une fonction définie sur l’intervalle [a, b], si |f ′(x)| ≤ M , ∀x ∈ [a, b], alors f(x)

est absolument continue.

Démonstration. Pour un ϵ > 0 arbitraire, on choisit δ = ϵ
M

. Soit {(ak, bk), k ∈ {1, 2, 3, ..., n}}

un ensemble d’intervalles ouverts disjoints (ak, bk) ⊂ [a, b] satisfaisant ∑n
i=1(bi − ai) < δ.

On a :

|f(bk) − f(ak)| = |f ′(ck)|(bk − ak) < M(bk − ak), ck ∈ [ak, bk] ⊂ [a, b],

donc
n∑

k=1
|f(bk) − f(ak)| < M

n∑
k=1

(bk − ak) < M
ϵ

M
= ϵ.



1.4. Accroissements finis : 8

Corollaire 1.3.1. [3]

Si f(x) est une fonction de classe C1 sur [a, b], alors f(x) est absolument continue.

Proposition 1.3.3. [3]

Si f(x) est intégrable sur l’intervalle [a, b], alors la fonction
∫ x

a f(t)dt est absolument

continue sur [a, b].

Démonstration. Par continuité absolue d’intégrale, pour ϵ > 0, il existe un δ > 0, telle que∫
E f(t)dt < ϵ pour m(E) <δ.

On suppose que {(ak, bk)}n
k=1 est un ensemble des éléments intervalles ouverts disjoints

telle que : (ak, bk) ⊂ [a, b], pour chaque k ∈ {1, 2, ..., n}, satisfaisant ∑n
i=1(bi − ai) < δ :

n∑
k=1

|
∫ bk

a
f(t)dt−

∫ ak

a
f(t)dt| =

n∑
k=1

|
∫ bk

ak

f(t)dt| ≤
n∑

k=1

∫ bk

ak

|f(t)dt| =
∫

∪n
k=1(ak,bk)

|f(t)|dt < ϵ.

1.4 Accroissements finis :

Théorème 1.4.1. [8] Soit f une fonction continue de [a, b] dans R et dérivable dans ]a, b[.

Alors il existe au moins un point c ∈]a, b[ tel que :

f(b) − f(a) = f ′(c)(b− a).

Proposition 1.4.1. (Inégalité des accroissements finis) [8]

On suppose que f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.

Si ∃M ∈ R, ∀c ∈]a, b[, |f ′(c)| ≤ M, alors |f(b) − f(a)| ≤ M(b− a).

1.5 Espace Lp

Définition 1.5.1. [6] Pour un exposant p satisfaisant : 1 ≤ p < ∞, d ∈ N∗.



1.6. Opérateur : 9

L’espace Lp(Rd) est constitué des fonctions mesurables de puissance p-ème intégrable au

sens de Lebesgue :

Lp(Rd) =
{
f : Rd → R : f est une fonction mesurable et satisfait

∫
Rd |f(x)|pdx < ∞

}
De même, pour p = 2 :

L2(Rd) =
{
f : Rd → R : f est une fonction mesurable et satisfait

∫
Rd |f(x)|2dx < ∞

}
est un espace vectoriel normé complet.

Le produit scalaire dans l’espace L2(Rd) est :

< f, g >L2=
∫
Rd
f(x)g(x)dµ(x), µ est la mesure de Lebesgue.

et la norme est donnée par :

||f ||2 =
(∫

Rd
|f(x)|2dx

) 1
2
.

Proposition 1.5.1. (Inégalité de Hölder)[6]

Soit p, q ∈ [1,∞[ des exposants conjugués, f, g : Rd → R des fonctions mesurables et
1
P

+ 1
q

= 1, alors :
∫
Rd

|fg|dx ≤
(∫

Rd
|f(x)|pdx

) 1
p
(∫

Rd
|g(x)|qdx

) 1
q

.

L’intégralité de Hölder peut s’écrire :

||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q.

1.6 Opérateur :

1.6.1 Opérateur linéaire :

Définition 1.6.1. [13] Soit E, F deux E.V réels ou complexes et g : E → F une applica-

tion.On dit que :

1- g est additive si g(x+ y) = g(x) + g(y), ∀x, y ∈ E.

2- g est homogène si g(λx) = λg(x), ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K.
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1.6.2 Opérateurs linéaires bornés :

Définition 1.6.2. [13] Soit (E, ||.||E) et (F, ||.||F ) deux E.V.N. L’opérateur linéaire

g : E → F est dit borné s’il existe M>0, tel que ∀x ∈ E :

||g(x)||F ≤ M ||x||E.

1.6.3 Opérateur Adjoint :

Définition 1.6.3. [13] Soit H1 et H2 deux espaces de Hilbert. On appelle adjoint de l’opé-

rateur T ∈ L(H1, H2) l’opérateur T ∗ : H2 → H1 tel que :

∀u ∈ H1,∀v ∈ H2 < T (u), v >H2=< u, T ∗(v) >H1 .

où L(H1, H2) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés défini de H1 dans H2.

Propriété 1.6.1. [13] Soit H1 et H2 deux espaces de Hilbert et A ∈ L(H1, H2) avec A une

application linéaire continue. Il existe une unique application linéaire continue

A∗ ∈ L(H2, H1) telle que pour tout u ∈ H1, v ∈ H2 on a :

< Au, v >H2=< u,A∗v >H1 .

De plus ||A|| = ||A∗|| et A∗∗ = A.

L’application A∗ est appelée l’application adjointe de A (ou bien l’opérateur adjoint de

l’opérateur A).



Chapitre 2
Noyaux reproduisants :

Dans ce chapitre on définit l’espace à noyau reproduisant avec son produit scalaire, sa

norme et quelque propriétés [3]. Ensuite on construit la fonction à noyau reproduisant

pour chaque produit scalaire [10],[11],[14]et[5].

2.1 Espace à noyau reproduisant :

Définition 2.1.1. [3] Soit

H =


f(x)|f(x)est une fonction de valeur réelle ou une fonction complexe

avec x ∈ X, X un ensemble


un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

< f(x), g(x) >H ; f(x), g(x) ∈ H.

S’il existe une fonction Ry(x), pour tout y ∈ X fixé, alors Ry(x) ∈ H, et pour tout f(x) ∈ H :

< f(x), Ry(x) >H= f(y), (2.1)

alors Ry(x) est appelée le noyau reproduisant de H et H l’espace de Hilbert à noyau repro-

duisant.

Exemple 2.1.1. [3] Rn est un espace à noyau reproduisant.

Rn = {a|a = (a1, a2, ..., an), ai ∈ R} .

11



2.1. Espace à noyau reproduisant : 12

em(i) =


0, i ̸= m (i,m ∈ N)

1, i = m (m ≤ n)

est un noyau reproduisant de Rn car em = (0, ..., 1m, ..., 0), et < a, em >= am.

Similairement,

L’espace

l2 =
{
a|a = a = (a1, a2, ...), ai ∈ R,

∞∑
i=1

a2
i < ∞

}
est un espace à noyau reproduisant.

em(i) =


0, i ̸= m

1, i = m (i,m ∈ N∗)

est un noyau reproduisant de l2.

Exemple 2.1.2. [3] Soit H un espace de Hilbert, {ei}n
i=1est base orthonormale, c’est à dire

< ei(t), ej(t) >H= ei(t)ej(t) =


0, i ̸= j

1, i = j (i, j ∈ N)

Rs(t) = ∑n
i=1 ei(t)ej(s) est le noyau reproduisant de H.

f(t) ∈ H donc s’écrit comme combinaison linéaire de la base, f(t) = ∑n
i=1 aiei(t), avec

ai sont des nombres complexes.

< f(t), Rs(t) >H =<
n∑

i=1
aiei(t),

n∑
j=1

ej(t)ej(s) >

=
n∑

i=1
ai < ei(t), ei(t)ei(s) >

=
n∑

i=1
aiei(t)ei(t)ei(s)

=
n∑

i=1
aiei(t)ei(t)ei(s)

=
n∑

i=1
aiei(s)

= f(s)
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donc H est l’espace à noyau reproduisant de .

2.1.1 Propriétés fondamentales des noyaux reproduisants :

Propriété 2.1.1. [3] Si H est un espace à noyau reproduisant, alors le noyau reproduisant

Ry(x) dans H est symétrique conjugué c’est -à-dire :

Ry(x) = Rx(y).

Démonstration.

Ry(x) =< Ry(.), Rx(.) >H= < Rx(.), Ry(.) >H = Rx(y).

Propriété 2.1.2. [3] Si H est un espace à noyau reproduisant alors le noyau reproduisant

Ry(x) est unique dans H.

Démonstration. Soit Qy(x) un autre noyau reproduisant de H alors,

Qy(x) =< Qy(.), Rx(.) >H= < Rx(.), Qy(.) >H = Rx(y) = Ry(x).

Propriété 2.1.3. [3] Si Ry(x) est le noyau reproduisant de H, alors pour chaque x ∈ X

Rx(x) ≥ 0 et Rx(x) = 0 si et seulement si H={0}.

Démonstration. Pour Ry(x) est le noyau reproduisant dans H, ∀x ∈ X on a :

Rx(x) =< Rx(.), Rx(.) >H= ||Rx(.)||2H ,

donc Rx(x) ≥ 0.

Propriété 2.1.4. [3] Le noyau reproduisant Ry(x) est un noyau défini positif, c’est -à-dire :
n∑

i,j=1
Rxi

(xj)ϵiϵj ≥ 0 pour toute xi, xj ∈ X,

où ϵi, ϵj sont des nombres complexe (i, j = 1, 2, ......., n).
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Propriété 2.1.5. [3] Soit H l’espace de fonctions. H est un espace à noyau reproduisant si

seulement si pour tout x ∈ X, la fonctionnelle linéaire I(f) = f(x) est bornée.

Démonstration. Condition nécessaire, comme H est un espace à noyau reproduisant, il existe

un noyau reproduisant Ry(x). Pour toute fonctionnelle linéaire I(f) = f(x), on a :

|I(f)| = |f(x)| = | < f(.), Rx(.) >H | ≤ ||f(.)||H ||Rx(.)||H ,

|I(f)| ≤ ||f(x)||H
√
Rx(x) ≤ Mx||f ||H avec M2

x = Ry(x), donc Mx > 0. (2.2)

Condition suffisante, pour f(x) ∈ H, on a I(f) = f(x) est une fonction linéaire, d’après le

théorème de Riesz1.2.2 il existe un unique Rx(.) ∈ H, de sort que, f(x) = I(f) =< f,Rx >H .

Donc Ry(x) est l’unique noyau reproduisant dans l’espace H.

2.2 L’espace Wm
2 [a, b] et son noyau reproduisant :

2.2.1 Wm
2 [a,b] est un espace de Hilbert :

L’espace de fonction Wm
2 [a, b] avec m ∈ N∗ est définie comme suit [3] :

Wm
2 [a, b] =

{
f |f (i) sont absolument continues i = {0, 1, ...,m− 1} , f (m) ∈ L2[a, b], x ∈ [a, b]

}
.

(2.3)

Le produit scalaire dans l’espace de fonctions Wm
2 est :

< f, g >W m
2

=
m−1∑
i=0

f (i)(a)g(i)(a) +
∫ b

a
f (m)(x)g(m)(x)dx. (2.4)

et la norme dans l’espace de fonctions Wm
2 [a,b] est donné par :

||f ||W m
2

=
√
< f, f >W m

2
. (2.5)

Pour toutes fonctions f, g ∈ Wm
2 [a, b].
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Théorème 2.2.1. [3] Wm
2 [a, b] est un espace de Hilbert.

Démonstration. On montre que Wm
2 [a, b] est complet.

Supposons que fn(x) (n = 1, 2, 3...) est une suite de Cauchy dans Wm
2 [a, b], c’est à dire :

||fn+p − fn||2W m
2 [a,b] =

m−1∑
i=0

(f (i)
n+p(a) − f (i)

n (a))2 +
∫ b

a
[f (m)

n+p(x) − f (m)
n (x)]2dx −→

n→∞
0

donc :

||f (i)
n+p(a) − f (i)

n (a)||W 3
2

−→
n→∞

0, i = 0, 1, 2...,m− 1,

et

||
∫ b

a
[f (m)

n+p(x) − f (m)
n (x)]2dx||W 3

2
−→
n→∞

0,

d’où : f (i)
n (a) est de Cauchy dans R, i = {1, 2, 3...,m− 1} .

et f (m)
n (x), (n = 1, 2, ...) est de Cauchy dans L2[a, b].

Puisque R et L2[a, b] sont complet muni respectivement par la valeur absolue et la norme

de L2, alors :

Il existe un nombre réel unique λi (i = 0, 1, ...,m− 1) et une fonction unique

h(x) ∈ L2[a, b], tel que :

f (i)
n (a) −→

n→∞
λi, (i = 0, 1, 2, ...,m− 1) (2.6)

et ∫ b

a
f (m)

n (x)dx −→
n→∞

h(x). (2.7)

On suppose que :

g(x) =
m−1∑
k=0

λk

k! (x− a)k +
∫ x

a

∫ x

a

∫ x

a

∫ x

a
...
∫ x

a
h(t)(dt)m

donc :

g(m−1)(x) = λm−1 +
∫ x

a
h(t)dt.

Puisque h(x) ∈ L2[a, b], alors h(x) ∈ L1[a, b] ce qui veut dire que h(x) est intégrable d’après

la proposition 1.3.3, g(m−1)(x) est absolument continue sur [a, b] et

g(m)(x) = h(x) ∈ L2[a, b], sur [a, b]
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d’où : g(x) ∈ Wm
2 [a, b] et g(i)(a) = λi (i = 0, ...,m− 1).

On doit montrer que : fn(x) −→
n→∞

g(x) dans Wm
2 [a, b].

On a :

||fn(x) − g(x)||2W m
2

=
m−1∑
i=0

(f (i)
n (a) − g(i)(a))2 +

∫ b

a
[f (m)

n (x) − g(m)(x)]2dx

=
m−1∑
i=0

(f (i)
n (a) − λi)2 +

∫ b

a
[f (m)

n (x) − h(x)]2dx −→
n→∞

0, d′après (2.6) (2.7).

De là : l’espace de fonction Wm
2 [a, b] est un espace de Hilbert.

2.2.2 Wm
2 [a,b] est un espace à noyau reproduisant :

Théorème 2.2.2. [3] Wm
2 [a,b] est un espace à noyau reproduisant.

Démonstration. Posons I(f) = f(x), x ∈ [a, b], I est une fonctionnelle linéaire de Wm
2 [a,b]

et f(x) ∈ Wm
2 [a, b], on a :

f (m−1)(x) = f (m−1)(a) +
∫ x

a
f (m)(t)dt

et

|f (m−1)(x)| ≤ |f (m−1)(a)| + |
∫ x

a
f (m)(t)dt| ≤ |f (m−1)(a)| +

∫ b

a
|f (m)(t)|dt

En utilisant l’inégalité de Hölder :

∫ b

a
|f (m)(t)|dt ≤

[
(b− a)

∫ b

a
|f (m)(t)|2dt

] 1
2

= M0

[∫ b

a
|f (m)(t)|2dt

] 1
2

≤ M0

[
m−1∑
i=0

[f (i)(a)]2 +
∫ b

a
|f (m)(t)|2dt

] 1
2

= M0||f ||W m
2

avec M0 = (b− a) 1
2 et pour tout i ∈ {0, 1, 2, 3, 4...,m− 1}

|f (i)(a)| ≤
[

m−1∑
i=0

[f (i)(a)]2 +
∫ b

a
|f (m)(t)|2dt

] 1
2

= ||f ||W m
2

(2.8)

Donc

|f (m−1)(x)| ≤ M0||f ||W m
2

+ |f (i)(a)|
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|f (m−1)(x)| ≤ M0||f ||W m
2

+ ||f ||W m
2

|f (m−1)(x)| ≤ M1||f ||W m
2
, où M1 = M0 + 1 (2.9)

on note que :

|f (m−2)(x)| ≤ |f (m−2)(a)| +
∫ x

a
|f (m−1)(t)|dt ≤ |f (m−2)(a)| +

∫ b

a
|f (m−1)(t)|dt

d’après (2.8) et (2.9),on a :

|f (m−2)(x)| ≤ ||f ||W m
2

+ (b− a)M1||f ||W m
2

= M2||f ||W m
2

(2.10)

De même, nous avons :

|I(f)| = |f(x)| ≤ Mm||f ||W m
2
. (2.11)

Donc I est une fonctionnelle bornée dans Wm
2 , d’après la propriété (2.1.5) on a Wm

2 [a,b] un

espace à noyau reproduisant.

Pour tout y ∈ [a, b] fixé et tout f(x) ∈ Wm
2 [a, b], Ry(x) doit satisfaire :

< f(x), Ry(x) >W m
2

= f(y). (2.12)

En appliquant (2.4), on trouve :

< f(x), Ry(x) >W m
2

=
m−1∑
i=0

f (i)(a)∂
(i)Ry(a)
∂(i)x

+
∫ b

a
f (m)∂

(m)Ry(x)
∂(m)x

(x)dx.

par l’intégration successive par partie, on trouve :∫ b

a
f (m)∂

mRy(x)
∂xm

dx =
m−1∑
i=0

(−1)if (m−i−1)(x)∂
m+iRy(x)
∂xm+i

]b

x=a

+ (−1)m
∫ b

a
f(x)∂

2mRy(x)
∂x2m

dx

de plus :
m−1∑
i=0

(−1)if (m−i−1)(x)∂
m+iRy(x)
∂xm+i

=
m−1∑
i=0

(−1)m−i−1f (i)(x)∂
2m−i−1Ry(x)
∂x2m−i−1 , par le changement i = m−i−1.

d’où

< f(x), Ry(x) >W m
2

=
m−1∑
i=0

f (i)(a)
[
∂iRy(a)
∂xi

− (−1)m−i−1∂
2m−i−1Ry(a)
∂x2m−i−1

]

+
m−1∑
i=0

(−1)m−i−1f (i)(b)∂
2m−i−1Ry(b)
∂x2m−i−1

+ (−1)m
∫ b

a
f(x)∂

2mRy(x)
∂x2m

dx = f(y).
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A partir de (2.12), on a les conditions suivantes :

(−1)m∂
2mRy(x)
∂x2m

= δ(x− y) (2.13)


∂iRy(a)

∂xi − (−1)m−i−1 ∂2m−i−1Ry(a)
∂x2m−i−1 = 0

∂2m−i−1Ry(b)
∂x2m−i−1 = 0, i = 0, 1, 2, 3, ...,m− 1.

(2.14)

-Pour x ̸= y, Ry(x) est la solution générale de l’équation différentielle homogène linéaire à

coefficients constants d’ordre 2m, c’est -à-dire :

(−1)m∂
2mRy(x)
∂x2m

= 0 (2.15)

la solution générale de l’équation(2.15) est :

Ry(x) =


l
∑2m

i=1 ci(y)xi−1, x < y

r
∑2m

i=1 di(y)xi−1, x > y
(2.16)

On va calculer les coefficients ci(y) et di(y) où i = 1, 2, 3, ..., 2m.

À partir de :

(−1)m∂
2mRy(x)
∂x2m

= δ(x− y)

on a
∂ilRy(y)
∂xi

= ∂irRy(y)
∂xi

; i = 0, 1, 2, 3, ..., 2m− 2 (2.17)

et

(−1)m

(
∂2m−1lRy(y+)

∂x2m−1 − ∂2m−1rRy(y−)
∂x2m−1

)
= 1 (2.18)

Les conditions (2.14), (2.17) et (2.18), ont donné 2m équations à 2m inconnus à trouver.

-i.e. Les inconnus sont les coefficients ci(y) et di(y), (i = 1, 2, 3, ..., 2m) de (2.16).

Proposition 2.2.1. [3] Soit Ry(x) le noyau reproducteur de l’espace Wm
2 [a, b], alors

∂i+jRy(x)
∂xi∂yj

∈ L2[a, b] ; i+ j = 2m− 1

Démonstration. Par l’équation (2.13), pour tous x, y ∈ [a, b] :

∂2mRy(x)
∂x2m

= (−1)2mδ(x− y)
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donc :
∂2m−1Ry(x)
∂x2m−1 = (−1)2m(x− y)0

+ + c1(y)

avec

(x− y)0
+ =


1, x > y

0, x ≤ y

et c1 est une constante

on dérive par rapport à y :

∂2mRy(x)
∂x2m−1∂y

= (−1)2m−1δ(x− y)

on intègre par rapport à x, on trouve :

∂2m−1Ry(x)
∂x2m−2∂y

= (−1)2m−1(x− y)0
+ + c2(y), c2 est une constante

c’est à dire :
∂2m−1Ry(x)
∂x2m−2∂y

∈ L2[a, b]

pour 2m− 1 = i+ j, donc :
∂i+jRy(x)
∂xi∂yj

∈ L2[a, b]

Corollaire 2.2.1. [3]
∂i+jRy(x)
∂xi∂yj

; 0 ≤ i+ j ≤ 2m− 2.

est une fonction absolument continue dans [a,b] par rapport à x ou y .

Théorème 2.2.3. Proposition 2.2.1 et corollaire 2.2.1 nous donne

∂i+jRy(x)
∂xi∂yj

∈ Wm
2 ; i+ j = m− 1

par rapport à x ou y.

Théorème 2.2.4. [3] Soit Wm
2 [a,b] est un espace à noyau reproduisant, fn(x) ∈ Wm

2 [a, b]

(n = 1, 2, 3...). Si fn(x) converge vers f(x) au sens de ||.||W m
2

alors f (k)
n (x) converges vers

f (k)(x) uniformément pour 0 ≤ k ≤ m− 1.
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Démonstration. Soit Ry(x) est le noyau reproduisant de Wm
2 et f(x) ∈ Wm

2 , donc

fn(x) − f(x) =< fn(y) − f(y), Rx(y) >W m
2

f (k)
n (x) − f (k)(x) = ∂k

∂xk
(fn(x) − f(x)), 0 ≤ k ≤ m− 1.

= ∂k

∂xk

(
< fn(y) − f(y), Rx(y) >W m

2

)
.

=< fn(y) − f(y), ∂
k

∂xk
Rx(y) >W m

2
.

et ∂kRx(y)
∂xk ∈ Wm

2 [a, b] par théorème2.2.3, on obtient :

|f (k)
n (x) − f (k)(x)| ≤ ||fn(y) − f(y)||W m

2

∥∥∥∥∥∂kRx(y)
∂xk

∥∥∥∥∥
W m

2

et
∥∥∥∂kRx(y)

∂xk

∥∥∥
W m

2
est continue pour tous x ∈ [a, b], alors :

|f (k)
n (x) − f (k)(x)| ≤ M ||fn(y) − f(y)||W m

2
, où M > 0

donc

lim
n→∞

fn(x) = f(x) ⇒ lim
n→∞

f (k)
n (x) = f (k)(x).

2.3 L’espace à noyau reproduisant W 1
2 [0, 1] :

On définit[10] :

W 1
2 ([0, 1]) =

{
u(x)|u(x) est une fonction absolument continue u′(x) ∈ L2([0, 1])

}

le produit scalaire de W 1
2 ([0, 1]) est défini par :

< u(x), v(x) >W 1
2 ([0,1])= u(0)v(0) +

∫ 1

0
u′(x)v′(x)dx. (2.19)

et la norme est défini par :

||u(x)||W 1
2 ([0,1]) =

√
< u(x), v(x) >W 1

2 ([0,1]).
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Théorème 2.3.1. [10] L’espace W 1
2 [0, 1], est un espace à noyau reproduisant

Autrement dit, pour tout u(x) ∈ W 1
2 [0, 1] et chaque y ∈ [0, 1] fixé, il existe

Ry(x) ∈ W 1
2 [0, 1] et x ∈ [0, 1], tel que :

< u(x), Ry(x) >W 1
2
= u(y). (2.20)

Donc le noyau reproduisant Ry(x) est donné par :

Ry(x) =


c1(y)x+ c2(y), x < y

d1(y)x+ d2(y), x > y
(2.21)

Démonstration. Suivant intégration par partie de (2.19), on trouve :

< u(x), Ry(x) >W 1
2 [a,b] = u(0)Ry(0) +

∫ 1

0
u′(x)R′

y(x)dx.

= u(0)Ry(0) + u(x)R′
y(x)

]1
0

−
∫ 1

0
u(x)R′′

y(x)dx.

= u(0)[Ry(0) −R′
y(0)] + u(1)R′

y(1) −
∫ 1

0
u(x)R′′

y(x)dx.

puisque Ry(x), u(x) ∈ W 1
2 [0, 1] et d’après (2.20), on a les conditions suivantes :

−R′′
y(x) = δ(x− y)

Ry(0) −R′
y(0) = 0

R′
y(1) = 0

(2.22)

pour trouver la formule du noyau reproduisant, il faut trouver la solution de l’équation

différentielle suivante :−R′′
y(x) = δ(x− y), pour x ̸= y nous donne la formule (2.21)

et pour trouver les ci, di i = 1, 2, on applique les conditions (2.17), (2.18) et (2.57)

Ry(0) −R′
y(0) = 0

R′
y(1) = 0

Ry(y+) = Ry(y−)

R′
y(y−) −R′

y(y+) = −1

(2.23)

Après les calcules, on trouve :

c1 = 1, c2 = 1, d1 = 0, d2 = y + 1
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Donc (2.21) devient :

Ry(x) =


x+ 1, x < y

y + 1, x > y
(2.24)

2.4 L’espace à noyau reproduisant W 1
2 (R) :

Pour la variable x ∈ (−∞,+∞) il faut construire l’espace de noyau reproduisant.

Par exemple pour cette variable, on définit[3] :

W 1
2 (R) =

{
u(x)|u(x)est une fonction absolument continue u′(x) ∈ L2(R)

}

le produit scalaire et la norme de W 1
2 (R) sont définis par :

< u(x), v(x) >W 1
2 (R)=

∫ +∞

−∞
[u(x)v(x) + u′(x)v′(x)]dx. (2.25)

||u(x)||W 1
2 (R) =

√
< u(x), v(x) >W 1

2 (R)

Pour trouver la formule de noyau reproduisant Ry(x) dans W 1
2 (R).

D’abord, d’après (2.25) et par intégration par partie, on a :

< u(x), Ry(x) >W 1
2 (R) =

∫ +∞

−∞
[u(x)Ry(x) + u′(x)∂Ry(x)

∂x
]dx

= u(x)∂Ry(x)
dx

]+∞

−∞
+
∫ +∞

−∞
u(x)

[
Ry(x) − ∂2Ry(x)

dx2

]

Ensuite, pour tout y ∈ (−∞,+∞) fixé et tout u(x) ∈ W 1
2 (R), donc Ry(x) doit satisfaire :

< u(x), Ry(x) >W 1
2 (R)= u(y).

Ce qui veut dire que : 

Ry(x) − ∂2Ry(x)
∂x2 = δ(x− y)

lim
x→−∞

∂Ry(x)
∂x

= 0

lim
x→+∞

∂Ry(x)
∂x

= 0

(2.26)
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si x ̸= y, Ry(x) est la solution de l’équation différentielle de deuxième ordre homogène linéaire

à coefficients constante :

Ry(x) − ∂2Ry(x)
∂x2 = 0. (2.27)

avec les conditions aux limites : 

lim
x→−∞

∂Ry(x)
∂x

= 0

lim
x→∞

∂Ry(x)
∂x

= 0

Ry(y+) = Ry(y−)

R′
y(y−)−R′

y(y+) = −1

(2.28)

la solution de l’équation différentielle (2.27) est sous forme eλx, donc l’équation caractéris-

tique est 1 − λ2 = 0 et ses valeurs propres sont : λ = 1 et λ = −1,

la solution générale de l’équation (2.27) est donnée par :

Ry(x) =


c1(y)ex + c2(y)e−x, x < y

d1(y)ex + d2(y)e−x, x > y
(2.29)

D’après les conditions (2.28), on obtient les coefficients suivants :

c1(y) = e−y

2 , c2(y) = 0, d1(y) = 0, d2(y) = ey

2 .

donc (2.29) devient :

Ry(x) = e−|x−y|

2 .

2.5 L’espace à noyau reproduisant W 2
2 [0, 1]

On définit l’espace[3] :

W 2
2 [0, 1] =


u(x)|u, u′ sont des fonctions à valeurs réelles absoluments continues

u′′ ∈ L2[0, 1]


On définit le produit scalaire dans W 2

2 [0, 1] :

< u(x), v(y) >W 2
2 [0,1]= u(0)v(0) + u′(0)v′(0) +

∫ 1

0
[u(2)(x)v(2)(x)]dx (2.30)
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et la norme :

||u||W 2
2

=
√
< u, u >W 2

2
avec u, v ∈ W 2

2 [0, 1]

Théorème 2.5.1. L’espace W 2
2 [0, 1] est un espace à noyau reproduisant.

C’est-à-dire, pour tout u(x) ∈ W 2
2 [0, 1] et chaque y ∈ [0, 1] fixé, il existe

Ry(x) ∈ W 2
2 [0, 1], x ∈ [0, 1] tel que :

< u(x), Ry(x) >W 2
2
= u(y) (2.31)

alors le noyau reproduisant Ry(x) est donné par :

Ry(x) =


c1(y)x3 + c2(y)x2 + c3(y)x+ c4(y), x < y

d1(y)x3 + d2(y)x2 + d3(y)x+ d4(y), x > y
(2.32)

Démonstration. D’après le produit scalaire (2.30), on trouve :

< u(x), Ry(x) >W 2
2
= u(0)Ry(0) + u′(0)R′

y(0) +
∫ 1

0
u(2)(x)R(2)

y (x)dx (2.33)

on pose :I =
∫ 1

0
u(2)(x)R(2)

y (x)dx, par intégration par partie :

I =
[
u′(x)R′′

y(x)
]1

0
−
[
u(x)R(3)

y (x)
]1

0
+
∫ 1

0
u(x)R(4)

y (x)dx.

= u′(1)R′′
y(1) − u′(0)R′′

y(0) − u(1)R(3)
y (1) + u(0)R(3)

y (0) +
∫ 1

0
u(x)R(4)

y (x)dx.

Donc (2.33) devient :

< u(x), Ry(x) >W 2
2

= u(0)[Ry(0) +R(3)
y (0)] + u′(0)[R′

y(0) −R′′
y(0)]

+ u′(1)R′′
y(1) − u(1)R(3)(1) +

∫ 1

0
u(x)R(4)

y (x)dx. (2.34)

puisque Ry(x), u(x) ∈ W 2
2 [0, 1] et d’après (2.31), on obtient les conditions suivantes :

R(4)
y (x) = δ(x− y).

Ry(0) +R(3)
y (0) = 0.

R′
y(0) −R′′

y(0) = 0.

R′′
y(1) = 0.

R(3)
y (1) = 0.

(2.35)
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La solution de l’équation différentielle suivante R(4)
y (x) = δ(x − y) pour x ̸= y, nous donne

la formule du noyau (2.32)

avec les conditions suivantes :

R(k)
y (y+) = R(k)

y (y−), k = 0, 1, 2. (2.36)

et

R(3)
y (y+) −R(3)

y (y−) = 1. (2.37)

de (2.35),(2.36) et (2.37), on obtient les coefficients de (2.32) :

c1(y) = 1
6 , c2(y) = −1

2y, c3(y) = −y, c4(y) = −1.

d1(y) = 0, d2(y) = 0, d3(y) = −1
2y

2 − y, d4(y) = 1
6y

3 − 1.

2.6 L’espace à noyau reproduisantW 3
2 [0,1] :

L’espace est défini comme suit[10] :

W 3
2 [0, 1] =


u(x)|u, u′, u′′ sont des fonctions à valeurs réelles absoluments continues

u(3) ∈ L2[0, 1], x ∈ [a, b], u(0) = u(1) = 0


< u(x), v(y) >W 3

2 [0,1]= u(0)v(0) + u′(0)v′(0) + u(2)(0)v(2)(0) +
∫ 1

0
u(3)(x)v(3)(x)dx (2.38)

et la norme :

||u||W 3
2 [0,1] =

√
< u, u >W 3

2 [0,1] avec u, v ∈ W 3
2 [0, 1]

Théorème 2.6.1. [10] L’espace W 3
2 [0, 1] est un espace à noyau reproduisant.

Pour tout u(x) ∈ W 3
2 [0, 1] et chaque y ∈ [0, 1] fixé, il existe Ry(x) ∈ W 3

2 [0, 1] et x ∈ [0, 1],

telle que :

< u(x), Ry(x) >W 3
2
= u(y) (2.39)
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alors le noyau reproduisant Ry(x) est donné par :

Ry(x) =


c6(y)x5 + c5(y)x4 + c4(y)x3 + c3(y)x2 + c2(y)x+ c1(y) x < y

d6(y)x5 + d5(y)x4 + d4(y)x3 + d3(y)x2 + d2(y)x+ d1(y) x > y
(2.40)

Démonstration. D’après le produit scalaire (2.38), on trouve :

< u(x), Ry(x) >W 3
2
= u(0)Ry(0) + u′(0)R′

y(0) + u′′(0)R′′
y(0) +

∫ 1

0
u(3)(x)R(3)

y (x)dx (2.41)

on pose : G =
∫ 1

0
u(3)(x)R(3)

y (x)dx par intégration par partie, on trouve :

G =
[
u(2)(x)R(3)

y (x)
]1

0
−
[
u′(x)R(4)

y (x)
]1

0
+
[
u(x)R(5)

y (x)
]1

0
−
∫ 1

0
u(x)R(6)

y (x)dx.

= u(2)(1)R(3)
y (1) − u(2)(0)R(3)

y (0) − u′(1)R(4)
y (1) + u′(0)R(4)

y (0)

+ u(1)R(5)
y (1) − u(0)R(5)

y (0) −
∫ 1

0
u(x)R(6)

y (x)dx.

Donc (2.41) devient :

< u(x), Ry(x) >W 3
2

= u(0)[Ry(0) −R(5)
y (0)] + u′(0)[R′

y(0) +R(4)
y (0)]

+ u′′(0)[R′′
y(0) −R(3)

y (0)] + u′′(1)R(3)
y (1) − u′(1)R(4)

y (1) + u(1)R(5)
y (1)

−
∫ 1

0
u(x)R(6)

y (x)dx. (2.42)

puisque Ry(x), u(x) ∈ W 3
2 [0, 1] et d’après(2.39), on a les conditions suivantes :

−R(6)
y (x) = δ(x− y)

Ry(0) = 0

R(2)
y (0) −R(3)

y (0) = 0

R′
y(0) +R(4)

y (0) = 0

R(3)
y (1) = 0

R(4)
y (1) = 0

Ry(1) = 0

(2.43)

La solution de l’équation différentielle suivante −R(6)
y (x) = δ(x− y) pour x ̸= y, nous donne

la formule du noyau (2.40)
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avec les conditions suivantes :

R(k)
y (y+) = R(k)

y (y−), k = 0, 1, 2, 3, 4. (2.44)

et

R(5)
y (y+) −R(5)

y (y−) = −1. (2.45)

A partir des conditions de (2.43),(2.44) et(2.45), on obtient les coefficients inconnus de (2.40) :

c1(y) = 0.

c2(y) = 5
516y

4 − 1
156y

5 − 5
26y

2 − 5
78y

3 + 3
13y.

c3(y) = 5
624y

4 − 1
624y

5 + 21
104y

2 − 5
312y

3 − 5
26y.

c4(y) = 5
1872y

4 − 1
1872y

5 + 7
104y

2 − 5
936y

3 − 5
78y.

c5(y) = − 5
3744y

4 + 1
3744y

5 + 5
624y

2 + 5
1872y

3 − 1
104y.

c6(y) = 1
120 + 1

3744y
4 − 1

18720y
5 − 1

624y
2 − 1

1872y
3 − 1

156y.

d1(y) = 1
120y

5.

d2(y) = − 1
104y

4 − 1
156y

5 − 5
26y

2 − 5
78y

3 + 3
13y.

d3(y) = 5
624y

4 − 1
624y

5 + 21
104y

2 + 7
104y

3 − 5
26y.

d4(y) = 5
1872y

4 − 1
1872y

5 − 5
312y

2 − 5
936y

3 − 5
78y.

d5(y) = − 5
3744y

4 + 1
3744y

5 + 5
624y

2 + 5
1872y

3 + 5
156y.

d6(y) = 1
3744y

4 − 1
18720y

5 − 1
624y

2 − 1
1872y

3 − 1
156y.
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2.7 L’espace à noyau reproduisantW 3
2 [0, 1] :

L’espace W 3
2 [0, 1] est défini comme suit[5] :

W 3
2 [0, 1] =


u(x)|u, u′, u′′ sont des fonctions à valeurs réelles absoluments continues

u, u′, u′′, u(3) ∈ L2[0, 1], avec u(0) = 0 u(1) = 0


On définit le produit scalaire dans W 3

2 [0, 1] :

< u(x), v(y) >W 3
2 [0,1]=

∫ 1

0
(36uv + 49u′v′ + 14u′′v′′ + u(3)v(3))dx (2.46)

et la norme :

||u||W 3
2

=
√
< u, u >W 3

2
avec u, v ∈ W 3

2 [0, 1]

Théorème 2.7.1. [5] L’espace W 3
2 [0, 1], est un espace à noyau reproduisant.

C’est-à-dire, pour tout u(x) ∈ W 3
2 [0, 1] et chaque y ∈ [0, 1] fixé, il existe

Ry(x) ∈ W 3
2 [0, 1], x ∈ [0, 1], tel que :

< u(x), Ry(x) >W 3
2
= u(y), (2.47)

alors le noyau reproduisant Ry(x) est donné par :

Ry(x) =


c1(y)ex + c2(y)e−x + c3(y)e2x + c4(y)e−2x + c5(y)e3x + c6(y)e−3x x < y

d1(y)ex + d2(y)e−x + d3(y)e2x + d4(y)e−2x + d5(y)e3x + d6(y)e−3x x > y

(2.48)

Démonstration. Par plusieurs intégrations par partie pour (2.46), alors :

< u(x), Ry(x) >W 3
2
=
∫ 1

0
(36u(x)Ry(x) + 49u′(x)Ry(x)′ + 14u′′(x)Ry(x)′′ + u(3)R(3)

y (x))dx

< u(x), Ry(x) >W 3
2

=
∫ 1

0
u(x)(36Ry(x) − 49R(2)

y (x) + 14R(4)
y (x) −R(6)

y (x))dx

+ u(x)
[
49R(1)

y (x) − 14R(3)
y (x) +R(5)

y (x)
]1

0

+ u′(x)
[
14R(2)

y (x) −R(4)
y (x)

]1
0

+
[
u′′(x)R3

y(x)
]1

0
(2.49)
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puisque Ry(x), u(x) ∈ W 3
2 [0, 1] et d’après l’équation(2.47) :

36Ry(x) − 49R(2)
y (x) + 14R(4)

y (x) −R(6)
y (x) = δ(x− y) (2.50)

et 

Ry(0) = 0, Ry(1) = 0

14R(2)
y (0) −R(4)

y (0) = 0

14R(2)
y (1) −R(4)

y (1) = 0

R3
y(0) = 0, R3

y(1) = 0

(2.51)

Lorsque x ̸= y donc la solution de l’équation (2.50) sous forme eλx, l’équation caractéris-

tique associée à (2.50) :

λ6 − 14λ4 + 49λ2 − 36 = 0

on peut obtenir les racines de l’équation caractéristiques :

λ1 = 1 , λ2 = −1 ,λ3 = 2 λ4 = −2 , λ5 = 3 et λ6 = −3, alors le noyau donné par :

Ry(x) =


c1(y)ex + c2(y)e−x + c3(y)e2x + c4(y)e−2x + c5(y)e3x + c6(y)e−3x x < y

d1(y)ex + d2(y)e−x + d3(y)e2x + d4(y)e−2x + d5(y)e3x + d6(y)e−3x x > y

ce noyau doit satisfaire les conditions suivantes :

R(k)
y (y−) = R(k)

y (y+), k = 0, 1, 2, 3, 4. (2.52)

et

R(5)
y (y−) −R(5)

y (y+) = −1. (2.53)

A partir de (2.51), (2.52) et (2.53), les coefficients inconnus de (2.48) peuvent être obtenus.

2.8 L’espace à noyau reproduisant W 1
2 [0, 1] :

L’espace de W 1
2 [0, 1], est défini par [5] :

W 1
2 [0, 1] =


u(x)|u est une fonction à valeur réelle absolument continue

u, u′ ∈ L2[0, 1]


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Le produit scalaire et la norme dans W 1
2 [0, 1] sont comme suit :

< u(x), v(x) >W 1
2
=
∫ 1

0
(u(x)v(x) + u′(x)v′(x))dx (2.54)

||u(x)||W 1
2

=
√
< u(x), u(x) >W 1

2

où u(x), v(x) ∈ W 1
2 [0, 1].

Théorème 2.8.1. L’espace W 1
2 [0, 1], est un espace à noyau reproduisant

C’est-à-dire, pour tout u(x) ∈ W 1
2 [0, 1] et chaque y ∈ [0, 1] fixé, il existe

Ry(x) ∈ W 3
2 [0, 1] et x ∈ [0, 1], telle que :

< u(x), Ry(x) >W 1
2
= u(y). (2.55)

Donc le noyau reproduisant Ry(x) s’écrit sous forme :

Ry(x) =


c1(y)ex + c2(y)e−x, x < y

d1(y)ex + d2(y)e−x, x > y
(2.56)

Démonstration. Par intégration par partie de (2.54), on trouve :

< u(x), Ry(x) >W 1
2 [0,1] =

∫ 1

0

[
u(x)Ry(x) + u′(x)R′

y(x)
]
dx.

=
∫ 1

0
u(x)Ry(x) + u(x)R′

y(x)|10 −
∫ 1

0
u(x)R′′

y(x)dx.

= u(1)R′
y(1) − u(0)R′

y(0) +
∫ 1

0
u(x)[Ry(x) −R′′

y(x)]dx.

Puisque Ry(x), u(x) ∈ W 3
2 [0, 1] et d’après (2.55), on a les conditions suivantes :

Ry(x) −R′′
y(x) = δ(x− y)

R′
y(0) = 0

R′
y(1) = 0

(2.57)

La solution de l’équation différentielle suivante Ry(x) − R′′
y(x) = δ(x− y) pour x ̸= y, nous

donne la formule du noyau (2.56)
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avec les conditions suivantes :

R′
y(0) = 0

R′
y(1) = 0

Ry(y+) = Ry(y−)

R′
y(y+) −R′

y(y−) = −1

(2.58)

A partir des conditions de (2.58), on obtient les coefficients inconnus de (2.56) :

c1(y) = eye−1 + e−ye

2eye−y(e− e−1) .

c2(y) = eye−1 + e−ye

2eye−y(e− e−1) .

d1(y) = e−1(ey + e−y)
2eye−y(e− e−1) .

d2(y) = e1(ey + e−y)
2eye−y(e− e−1) .

Après des simplifications, (2.56) devient :

Ry(x) = 1
2sinh(1) [cosh(x+ y − 1) + cosh(|x− y| − 1)] (2.59)



Chapitre 3
Applications de la méthode du noyau

reproduisant sur un système non

linéaire

Dans ce chapitre, on considère la méthode du noyau reproduisant pour trouver la solution

analytique d’un système non linéaire du deuxième ordre.

On considère le système non linéaire du deuxième ordre avec des conditions aux limites

dans l’espace à noyau reproduisant [5] :

u′′
1(x) + a1(x)u′

1(x) + a2(x)u1(x) + a3(x)u′′
2(x) + a4(x)u′

2(x) + a5(x)u2(x) +N1(u1, u2) = f1(x)

0 ≤ x ≤ 1

u′′
1(x) + b1(x)u′

1(x) + b2(x)u1(x) + b3(x)u′′
2(x) + b4(x)u′

2(x) + b5(x)u2(x) +N2(u1, u2) = f2(x)

0 ≤ x ≤ 1

u1(0) = u1(1) = 0 ; u2(0) = u2(1) = 0
(3.1)

Où N1, N2 sont deux fonctions non linéaires de u1, u2 telle que u1 et u2 dans W 3
2 [0, 1],

fi −Ni ∈ W 1
2 [0, 1], i = 1, 2 et aj(x), bj(x) sont continues, j = {1, 2, 3, 4, 5}.
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On pose que :

A11u1 = u′′
1(x) + a1(x)u′

1(x) + a2(x)u1(x),

A21u1 = u′′
1(x) + b1(x)u′

1(x) + b2(x)u1(x),

A12u2 = a3(x)u′′
2(x) + a4(x)u′

2(x) + a5(x)u2(x),

A22u2 = b3(x)u′′
2(x) + b4(x)u′

2(x) + b5(x)u2(x),

avec A =

 A11 A12

A21 A22

, u = (u1, u2)T , f = (f1, f2)T et N = (N1, N2)T

donc le système (3.1) devient :
Au = f(x) −N(u1, u2) 0 ≤ x ≤ 1

avec u(0) = u(1) = 0
(3.2)

Où f−N ∈ W 1
2 [0, 1]⊕W 1

2 [0, 1] et u ∈ W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1], c’est à dire (u1 ∈ W 3
2 [0, 1] et u2 ∈

W 3
2 [0, 1]).

Le produit scalaire et la norme sont donnés comme suit :

< u, v >W 3
2
=

2∑
i=1

< ui, vi >W 3
2
,

||u||W 3
2

= (
2∑

i=1
||ui||2)

1
2 .

telle que

u, v ∈ W 3
2 [0, 1]

⊕
W 3

2 [0, 1].

Comme W 1
2 [0, 1] et W 3

2 [0, 1] sont des espace de Hilbert (déjà vu dans le chapitre précé-

dent), donc le produit de deux espaces de Hilbert est un espace de Hilbert, cela signifie que

W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1] et W 1
2 [0, 1]⊕W 1

2 [0, 1] sont des espaces de Hilbert.
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3.1 Les solutions analytique et approchée du système :

Dans cette section, on va donner la solution analytique de problème (3.2), et la méthode

implémentée dans l’espace à noyau reproduisant W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1] [5].

Lemme 3.1.1. [5] Si Aij : W 3
2 [0, 1] → W 1

2 [0, 1], i,j=1,2, sont des opérateurs linéaires bornés

alors :

A : W 3
2 [0, 1]

⊕
W 3

2 [0, 1] → W 1
2 [0, 1]

⊕
W 1

2 [0, 1],

est un opérateur linéaire borné.

Démonstration. Pour tout u ∈ W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1]

Au =
2∑

i=1

2∑
j=1

Aijuj

donc

||Au||W 1
2

=
 2∑

i=1
∥

2∑
j=1

Aijuj ∥2

 1
2

≤

 2∑
i=1

 2∑
j=1

||Aij|| ||uj||

2


1
2

≤

 2∑
i=1

 2∑
j=1

||Aij||

2 2∑
j=1

||uj||

2


1
2

Comme :
[(∑2

j=1 ||uj||W 3
2 [0,1]

)2
] 1

2
= ||u||W 3

2 [0,1], et on sait que : ||u||W 3
2 [0,1] < ∞, avec Aij sont

des opérateurs linéaires bornées donc :

∃Mij > 0, i, j = {1, 2} tel que Aij ≤ Mij.

||Au||W 1
2

≤

 2∑
i=1

2∑
j=1

M2
ij

 1
2

, ||u||W 3
2 [0,1] < ∞.

||Au||W 1
2

≤ k||u||W 3
2
, où k ∈ R.
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cela signifie que A est borné, ainsi que son opérateur Adjoint est :

A∗ =

 A∗
11 A∗

21

A∗
12 A∗22


où A∗

ij est l’opérateur adjoint deAij.

A est un opérateur linéaire borné de W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1] → W 1
2 [0, 1]⊕W 1

2 [0, 1].

On pose :

ϕij(x) = Rxi
(x)e⃗j =


(Rxi

(x); 0)T , j = 1

(0;Rxi
(x))T , j = 2

(3.3)

et : ψij(x) = A∗ϕij(x); j = 1, 2. i = 1, 2....

Où Ry(x) est le noyau reproduisant de W 1
2 [0, 1], A∗ est l’opérateur adjoint de A et e⃗j la

base canonique.

Le système orthonormal
{
ψij(x)

}(∞;2)

(1;1)
de W 3

2 [0, 1]⊕W 3
2 [0, 1],

où :

ψij(x) =
i∑

l=1

j∑
k=1

βij
lkψlk(x); j = 1, 2. i = 1, 2, .... (3.4)

-ψij(x) est obtenue par orthogonalisation de Gram-Schmidt de ψij.

-βij
lk sont les coefficients d’orthogonalisation.

Théorème 3.1.1. [5] Pour l’équation (3.2), si {xi}∞
i=1 est dense sur [0,1], alors {ψij(x)}(∞,2)

(1,1)

est le système complet de W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1].

Démonstration. Pour tout u ∈ W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1] fixé.

Soit < u(x), ψlk >W 3
2
= 0

< u(x), ψlk >W 3
2

= 0,

< u(x), A∗ϕij >W 3
2

= 0,

< Au(x), ϕij >W 1
2

= 0. (3.5)
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On note u(x) = ∑2
j=1 uj(x)e⃗j

u(x) =
2∑

j=1
< u(.), Rx(.)e⃗j >W 3

2
e⃗j

Au(xi) =
2∑

j=2
< Au(y), ϕij(y) >W 1

2
e⃗j, i = 1, 2, ...

d’après (3.5) Au(xi) = 0, {xi}∞
i=1 est dense dans [0, 1] et de plus A matrice inversible alors

u(xi) = 0, ∀xi ∈ [a, b], d’après la définition1.2.4 {ψij(x)}(∞,2)
(1,1) est le système complet de

W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1].

Théorème 3.1.2. [5] Si {xi}∞
i=1 est dense sur [0, 1] et la solution de (3.2) est unique, alors

la solution est donnée sous la forme :

u(x) =
∞∑

i=1

2∑
j=1

i∑
l=1

j∑
k=1

βij
lkFk(xl, u1(xl), u2(xl))ψij(x), (3.6)

où F (x, u1(x), u2(x)) = f(x) −N(u1(x), u2(x)) = (F1, F2)T

Démonstration. Soit u(x) est la solution du problème (3.2), on applique le théorème 3.1.1

et
{
ψij(x)

}(∞,2)

(1,1)
est la base orthonormée complète de W 3

2 [0, 1]⊕W 3
2 [0, 1].

On a :

u(x) =
∞∑

i=1

2∑
j=1

< u(x), ψij(x) >W 3
2
ψij(x)

=
∞∑

i=1

2∑
j=1

< u(x),
i∑

l=1

j∑
k=1

βij
lkψlk(x) >W 3

2
ψij(x)

=
∞∑

i=1

2∑
j=1

i∑
l=1

j∑
k=1

βij
lk < u(x), A∗ϕlk(x) >W 3

2
ψij(x)

=
∞∑

i=1

2∑
j=1

i∑
l=1

j∑
k=1

βij
lk < Au(x), ϕlk(x) >W 1

2
ψij(x)

=
∞∑

i=1

2∑
j=1

i∑
l=1

j∑
k=1

βij
lk < F (x, u1(x), u2(x)), ϕlk(x) >W 1

2
ψij(x)

=
∞∑

i=1

2∑
j=1

i∑
l=1

j∑
k=1

βij
lkFk(xl, u1(xl), u2(xl))ψij(x). (3.7)
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La solution analytique du problème linéaire peut être obtenue à partir de (3.7).

Cependant la solution du problème non linéaire (3.2), on va l’obtenir à partir de la

procédure suivante :

3.2 la méthode d’implémentation :

Pour simplifier l’écriture, on pose F (x, u(x)) = F (x, u1(x), u2(x))

donc (3.6) peut être notée par :

u(x) =
∞∑

i=1

2∑
j=1

Bijψij(x)

où

Bij =
i∑

l=1

j∑
k=1

βij
lkFk(xl;u(xl)).

Soit x1 = 0, il s’ensuit que u(x1) est connu à partir des conditions aux limites de l’équation

(3.2). Donc F (x1, u(x1)) est connu en considérant le calcule suivant.

Nous posons u0(x1) = u(x1) et définissons l’approximation à n termes de u(x) par :

un(x) =
n∑

i=1

2∑
j=1

Bijψij(x). (3.8)

où B1j =
j∑

k=1
β1j

1kFk(x1, u0(x1)), j = 1, 2.

u1(x) =
2∑

j=1
B1jψ1j(x).

B2j =
2∑

l=1

j∑
k=1

β2j
lkFk(xl, ul−1(xl)), j = 1, 2.

u2(x) =
2∑

i=1

2∑
j=1

Bijψij(x).

.

.

.
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un−1(x) =
n−1∑
i=1

2∑
j=1

Bijψij(x). (3.9)

Bnj =
n∑

l=1

j∑
k=1

βnj
lk Fk(xl, ul−1(xl)) j = 1, 2. (3.10)

Ensuite, la convergence de un(x) sera démontrée en utilisant deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.1. [5] Si u(x) ∈ W 3
2 [0, 1] alors |u(x)| ≤

√
3||u(x)||W 3

2
et |u′(x)| ≤

√
3||u(x)||W 3

2
.

Démonstration. On remarque que u(x) − u(y) =
∫ x

y u
′(t)dt, donc u(x) = u(y) +

∫ x
y u

′(t)dt

|u(x)| ≤ |u(y)| +
∫ x

y
|u′(t)|dt

de plus

|u(x)|2 ≤ |u(y)|2 +
(∫ 1

0
|u′(t)|dt

)2
+ 2|u(y)|

∫ 1

0
|u′(t)|dt (3.11)

On intègre (3.11) par rapport à y de 0 à 1 et on utilise inégalité de Hölder, alors :

|u(x)|2 ≤
∫ 1

0
|u(y)|2dy +

∫ 1

0
|u′(t)|2dt+ 2

∫ 1

0
|u′(t)|dt

∫ 1

0
|u(y)|dy.

≤||u(y)||2W 3
2 [0,1] + 2||u||W 3

2
||u||W 3

2
.

≤3||u||2W 3
2
.

donc |u(x)| ≤
√

3||u||W 3
2
, et de la même façon, on obtient que |u′(x)| ≤

√
3||u||W 3

2

Lemme 3.2.2. [5] Si un

||.||
W 3

2−→
n→∞

u, ||un|| est bornée, xn −→
n→∞

y et f(x, u(x)) est continue, alors

f(xn, un−1(xn)) −→
n→∞

f(y, u(y))

Démonstration. Soit :

|un−1(xn) − u(y)| = |un−1(xn) − un−1(y) + un−1(y) − u(y)|

par l’inégalité des accroissements finis, on trouve :

|un−1(xn) − u(y)| ≤ |u′
n−1(ϵ)| |xn − y| + |un−1(y) − u(y)|, tell que xn ≤ ϵ ≤ y
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On a :

un −→
n→∞

u, c’est-à-dire : |un−1(y) − u(y)| −→
n→∞

0

et d’après lemme 3.2.1, il s’ensuit que : |u′(x)| ≤
√

3||u||W 3
2

En termes des limites de ||un||W 3
2

donc on obtient :

|un−1(xn) − u(y)| → 0, lorsque n → ∞

et comme f est continue, alors :

f(xn, un−1(xn)) → f(y, u(y)), lorsque n → ∞.

Théorème 3.2.1. [5] On suppose que ||un||W 3
2

est bornée dans l’équation (3.8) et le problème

(3.2) admet une solution unique.

Si {xi}∞
i=1 est dense sur [0,1], alors le terme générale de la suite des solutions approchées

un(x) converge vers la solution analytique u(x) de l’équation (3.2) et

u(x) =
∞∑

i=1

2∑
j=1

Bijψij(x).

où Bij est donné par (3.10)

Démonstration. Au début, on va démontrer la convergence de un(x).

De (3.8), on déduire que :

un(x) =
n∑

i=1

2∑
j=1

Bi,jψi,j(x)

un+1(x) =
n+1∑
i=1

2∑
j=1

Bi,jψi,j(x)

un+1(x) =
n∑

i=1

2∑
j=1

Bi,jψi,j(x) +
2∑

j=1
Bn+1,jψn+1,j(x)

un+1(x) = un(x) +
2∑

j=1
Bn+1,jψn+1,j(x) (3.12)
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Grâce à l’orthogonalité de
{
ψi,j

}(∞,2)

(1,1)
, le lemme1.2.1 et le corollaire1.2.1 on a :

||un+1||2 = ||un(x)||2 +
2∑

j=1
B2

n+1,j = ... =
n+1∑
i=1

2∑
j=1

B2
i,j (3.13)

de (3.13), on considère que :

||un+1|| ≥ ||un||

Comme ||un|| est bornée, ||un|| est converge donc il existe une constante tel que :

n+1∑
i=1

2∑
j=1

B2
i,j = c

Ce ci implique que
{∑2

j=1 B
2
i,j

}∞

i=1
∈ l2

Si m > n, alors :

||um − un||2 =||um − um−1 + um−1 − um−2 + um−2 + ....+ un−1 − un||2

||um − un||2 ≤||um − um−1||2 + ||um−1 − um−2||2 + ....+ ||un+1 − un||2 (3.14)

On remarque que ||um − un||2 = ∑2
j=1 B

2
m,j d’après (3.13),

par conséquent : ||um − un||2 = ∑m
l=n+1

(∑2
j=1 B

2
l,j

)
−→
n→∞

0

comme l’espace W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1]est complet, donc un −→
n→∞

u.

Ensuite, on va montrer que u est la solution de l’équation (3.2).

En prenant les limites dans (3.8), on obtient :

u = lim
n→∞

un

u(x) =
∞∑

i=1

2∑
j=1

Bijψij(x).

On note que :

(Au)(x) =
∞∑

i=1

2∑
j=1

BijAψij(x)
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et

(Au)k(xl) =
∞∑

i=1

2∑
j=1

Bij < Aψij(x), ϕlk(x) >

=
∞∑

i=1

2∑
j=1

Bij < ψij(x), A∗ϕlk(x) >

=
∞∑

i=1

2∑
j=1

Bij < ψij(x), ψlk(x) >

donc

l∑
l′=1

k∑
k′=1

βlk
l′k′(Au)k′(xl′) =

∞∑
i=1

2∑
j=1

Bij < ψij(x),
l∑

l′=1

k∑
k′=1

βlk
l′k′ψl′k′(x) >

=
∞∑

i=1

2∑
j=1

Bij < ψij(x), ψlk(x) >

=Blk.

Avec Blk = ∑l
l′=1

∑k
k′=1 β

lk
l′k′Fk′(xl′ , ul′−1(xl′)), alors (Au)k′(xl′) = Fk′(xl′ , ul′−1(xl′)).

Si l=1 alors, (Au)k(x1) = Fk(x1;u0(x1)), k=1,2. C’est-à-dire Au(x1) = F (x1;u0(x1))

Si l=2 alors, (Au)k(x2) = Fk(x2;u1(x2)), k=1,2. C’est-à-dire Au(x2) = F (x2;u1(x2))

De même Au(xn) = F (xn;un−1(xn)).

Comme {xi}∞
i=1 est dense dans [0, 1], pour tout y ∈ [0, 1], il existe une sous suite {xnj}∞

j=1

tel que xnj −→
n→∞

y.

On sait que Au(xnj) = F (xnj;un,j−1(xnj)), quand j → ∞, d’après lemme 3.2.2 et la

continuité de F , on a :

(Au)(y) = F (y;u(y)) (3.15)

De (3.15), il s’ensuit que u(x) est la solution de (3.2).

Puisque ψij(x) ∈ W 3
2 [0, 1]⊕W 3

2 [0, 1] et u(x) satisfaire les conditions aux limites du pro-

blème (3.2) donc u(x) est la solution de l’équation (3.2), comme u(x) vérifie les conditions

aux limites du problème (3.2), alors la solution est unique.
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La solution du problème (3.2) est :

u(x) =
∞∑

i=1

2∑
j=1

Bijψij(x). (3.16)



Chapitre 4
Conclusion

En conclusion, le système non linéaire du deuxième ordre en valeurs aux limites a été

résolu par la méthode de noyau reproduisant.

Dans cette approche, des espaces de noyau reproduisant sont construit dans les-quelle

les conditions aux limites données dans le problème peuvent être impliquées et les solutions

analytiques du système ont été calculées sous la forme d’une série convergente.

Dans l’espace W 3
2 [0, 1] à composantes calculables dans l’intervalle, les solutions à n-termes

sont obtenues et il est prouvé qu’elle converge vers la solution analytique.

La méthodologie est basée sur la génération de la base orthonormée à partir des noyaux

obtenus, tandis que la base orthonormée se construit pour formuler et exploiter les solutions

sous forme d’une série dans l’espace W 3
2 [0, 1].

Quelques exemples pour l’obtention du noyau sont présentés pour illustrer l’obtention

des solutions.

Les idées de base de cette approche peuvent être utilisées pour résoudre d’autres systèmes

non linéaires. Cette voie est validée par simulation numérique et comparaison des solutions

approchées avec les solutions exactes.
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