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Introduction Générale

Les chaines de Markov sont des outils puissants pour modéliser et analyser les phéno-
meénes aléatoires dynamiques. Elles sont largement utilisées dans de nombreux domaines
tels que les sciences de I'informatique, les sciences économiques, la biologie et bien d’autres.
Une chaine de Markov est une séquence de variables aléatoires qui évoluent selon une regle
de transition probabiliste dépendant uniquement de I'état présent, et non des états passés.
L'une des questions fondamentales dans I'étude des chaines de Markov concerne le com-
portement a long terme de ces processus. Les théoremes limites d’'une image de chaine de
Markov sont des résultats clés qui permettent de comprendre et de caractériser cette conver-
gence asymptotique.

L'objectif de ce mémoire de fin d’étude est d’explorer en détail les théoremes limites d’'une
image chaine de Markov dans le cas discret. Nous examinerons les concepts, les définitions
et les résultats fondamentaux associés a ces théorémes, en mettant 'accent sur le cas discret
ou l'espace d’états et le temps sont tous les deux discrets. Nous étudierons les conditions
requises pour I'application de ces théorémes et les méthodes de démonstration qui les sous-
tendent. Nous présenterons également des exemples concrets pour illustrer 'application
pratique de ces théorémes dans différents domaines.

En plus des aspects théoriques, nous discuterons également des applications potentielles
des théoremes limites d’'une image de chaine de Markov dans des domaines tels que la
modélisation du trafic, 'analyse financiére, la biologie des populations, etc. Nous aborderons
les avantages et les limitations de ces théorémes, ainsi que les perspectives de recherche
future pour leur extension et leur application dans des contextes plus complexes.

Ce mémoire est structuré par trois chapitres Dans le premier chapitres nous étudions les
chaines de Markov dans le cas général .

Ce chapitre est partagé en deux parties :



Table des figures Table des figures

La premieres partie est consacré pour les définitions et les propriétés ainsi que la carac-
térisations des états d'une chaine de Markov.

La deuxiéme partie, on a donné quelques résultats sur le comportement asymptotique
, les théoremes limites d'une chaine de Markov . On termine ce chapitre par un exemple
d’application en finance .

De méme pour le deuxieme chapitre on a deux parties :

La premiére partie concerne I'image d’une chaine de Markov en général , en particulier
la chaine de Markov image.

La deuxieme partie est 'objectif de notre travail , consiste a appliqué les résultats qu’on
a donné dans le premier chapitre sur I'image d’'une chaine de Markov , en particulier sur la
chaine de Markov image.

Le troisiemes chapitres est consacré pour I'application sur Matlab des théories étudiées

dans les chapitres précédents.
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Chapitre

Chaine de Markov

1.1 Introduction

Les chaines de Markov constituent un des exemples les plus simples de suites de variables
aléatoires X,,. Les variables X, sont a valeurs dans un ensemble E appelé espace d’état.

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (X,,n € N) qui permet de
modéliser I'évolution dynamique d’un systéeme aléatoire : X,, représente I’état du systéme a
I'instant n. La propriété fondamentale des chaines de Markov, dite propriété de Markov, est
que son évolution future ne dépend du passé qu’au travers de sa valeur actuelle. Autrement

dit, conditionnellement a X, (X, ..., X,,) et (X(n+k)) sont indépendants.[7]]

keN*
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.2. Définitions et Propriétés

1.2 Définitions et Propriétés

1.2.1 Chaine de Markov

Définition 1.2.1 Soit (X,),n € N, une suite de variables aléatoires. a valeurs dans un espace
E fini ou dénombrable, appelé espace d’états. On dit que (X,),n € N est une chaine de Markov

si et seulment si :
p(X(TH—l) = ]an = i’X(n—l) = i(n—l)’ .. "Xl = i13XO = lo) = P(X(n+1) :] |Xn = l) ..... (1)

pour tout entier n € N, pour tout état j et pour toute suite d’états i, ,...,1,_,, 1 pour lesquels la

probabilité conditionnelle a un sens, i.e
p(Xn == iJX(n—l) == i(n—l)) "‘9X1 B il’XO - lo) > O

Remarque 1 Une réalisation du vecteur aléatoire (X, ,,...,X,) est parfois appelée trajectoire

de la chaine de Markov X,,n > 0.

Remarque 2 B [état du processus a Uinstant (n + 1) ne dépend que de celui a Uinstant n

précédent, mais non de ses états antérieurs.

B On dira qu’un tel processus est sans mémoire .

1.2.2 Chaine de Markov homogene

Une chaine de Markov est dite homogene (dans le temps), si la probabilité suivante

définie par p; ;(n) = p (X,;; = j/X, =1) ne dépend pas de n. ie,
pi,j(n):p(Xn+1 =jlXn= i):pi,j =pX1=jlX0=i),n=>0

Dans toute la suite, on considére un chaine de Markov homogene (X, ),, d’espace d’états.

1.2.3 Probabilité de transition :

Définition 1.2.2 On définit la probabilité de transition de Uétat i a Uétat j entre les instants n

et n + 1 par la quantité
pii =Xy =J | X, =1),Vi,jEE

12



Chapitre 1. Chaine de Markov 1.2. Définitions et Propriétés

Ot, P;; : probabilité pour que le systeme soit dans Uétat j a Uinstant n+1 sachant a Uinstant n

il se trouvait a l'état i.[10]

1.2.4 Matrice de transition :

Définition 1.2.3 On appelle matrice de transition de (X,,), la matrice :
P=(p)i,j€EE:

Divjo Pigjy Pip.js
P=|Pij Pij Pij

La matrice de transition P de la chaine de Markov discret (X,,) est une matrice carrée.[4]

Exemple 1.2.1 On invente un dé magique : Il se comporte comme un dé normal au premier
lancer; puis par la suite ne peut pas prendre 2 fois la méme valeur d’affiler (et tombe de maniére

équiprobable sur les cinq autres valeurs a chaque lancer). On note la distribution initiale u, :

w=(1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 )

Si on pose (X,) la valeur du dé du (n + 1)-éme lancer, alors (X, )est une chaine de Markov
homogéne d’espace d’états E = {1,2,3,4,5,6} et la matrice associée a cette chaine de Markov

est :
( 0 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2\
0.2 0.2

0 0.2 02 0.2
02 02 0 02 0.2 0.2
02 02 02 0 02 02
0.2 02 02 02 0 0.2
\ 02 02 02 02 02 O )

1.2.5 Les propriétés d’une matrice de transition :

Proposition 1.2.1 Toute matrice de transition vérifie les propriétés suivantes :
e pour tout couple (i,j) de E, 0 < p; ; < 1;

e pourtouti € E, ona ZjeEpi,j =1

13



Chapitre 1. Chaine de Markov 1.2. Définitions et Propriétés

Preuve 1 Les nombres p; ; sont des probabilités, donc le premier point est évident. Le second
point découle du fait qu’on somme les probabilités sur toutes les valeurs possibles d’'une variable

aléatoire.

Proposition 1.2.2 Soit P une matrice stochastique. Alors P admet 1 comme valeur propre; le
vecteur V ayant toutes ses composantes égales a 1 est un vecteur propre associé a cette valeur

propre .

1.2.6 Graphe de probabilité :

Définition 1.2.4 Un graphe de probabilité est un graphe orienté pondéré tel que :
B Tous les poids appartiennent a Uintervalle [0; 1 ].
B La somme des poids des chemins issus d’'un sommet est égale a 1.

La matrice d’adjacence d’'un graphe de probabilité est une matrice stochastique.

Par exemple le graphe d’une chaine de Markov a trois états :

I)l'. C
I/'_"\-.
[
//. A
//
pr‘y/ / fnr-, b
/ pu, ]

/// ph‘ ¢ \\\
¥ p!l.u .\h'
L —

!) 7 p:!.f! pr.h

i, a

)

FIGURE 1.1 — Graphe d’une chaine de Markov a trois états

Exemple 1.2.2 Pour la matrice de transition suivante d’une chaine de Markov d’espace d’états
E={AB,C}:
0.25 0.55 0.2
P = 1 0 0
0 0.15 0.85

14



Chapitre 1. Chaine de Markov 1.3. Distribution de transition :

0,25
()
L ]
0,55 0,2
1
B -\__—//o C )0,85
0.15

FIGURE 1.2 — Graphe de la chalne de Markov de exemple 2

Remarque 3 On pourra définir une chaine de Markov par un graphe de probabilité .

1.3 Distribution de transition :

1.3.1 Chapman-Kolmogorov :

On peut décomposer la probabilité de transition de I’état i vers I'état j entre la date 1 et
la date [ + m en fonction de ’état occupe a une date intermédiaire [ + n(1 < n < m). Dans

le cas général (non homogene), on a :

Ll+m __ Ll+n_l+n,l+m
Py _Zpi,k Prj -
keE

Cas particulier : Dans le cas d'une chaine de Markov homogéne, ’équation générale est :

I+m __ l m
bi; = Z D; xPx;
(k€E)

= Z P{iPh,j

(k€E)

1.3.2 Relation Chapman-Kolmogorov

Théoreme 1.3.1 Soit une chaine de Markov homogéne et P = (p; ;) sa matrice de transition.

Si on note P"" = plfl].i,j, on a alors pour tout entier n € N*

pi;=pX,=1)X, =)

15



Chapitre 1. Chaine de Markov 1.4. Loi de probabilité de X,

Corollaire 1.3.1 Léquation de Chapman-Kolmogorov implique l'inégalitéé suivante pour tout
ijetk:
[+m I m
Pij = Pijok,
Preuve 2 pll. kpfj n'est qu’un des éléments du terme de droite de U'équation
l+m __ I .m
Hj‘Zhﬂm
keE

dont tous les termes sont positifs.

1.4 Loi de probabilité de X,

L'analyse du régime transitoire d’'une chaine de Markov d’espace d’états dénombrables

consiste a déterminer le vecteur pfn) des probabilités d’états qu’on note généralement
(n) _ —
pi - p(Xn - l)

Pour que la chaine (X,,n € N) se trouve dans I'état i aprés n pas. La distribution de X, peut
étre décrite sous la forme de la vecteur ligne : 7, = (pgn), pg"), ..), dont la somme des termes
vaut 1 :

Pour calculer le vecteur 7, il faut connaitre soit la valeur prise par X,,, c’est-a-dire 'état

initial du processus, soit sa distribution initiale et les probabilité de transitions.

0 0 0
Ty = (pg )7pg ):pl( ):)

D’apres le théoreme des probabilités totales, on a

pX, =)= > p(Xo=j).p(X, =X, = )

(JEE)

pin) =Y pi(0).P,;(n)

(JeE)

Nous avons aussi la notation matricielle de la relation qui est donnée comme suit :

7 = 7O

De facon analogue, on obtient :

p™ = 7@ p®

16



Chapitre 1. Chaine de Markov 1.5. Classification des états :

1.5 Classification des états :

1.5.1 Classes d’états communicants :

© Etat accessible : Soient i et j deux états d’'une chaine de Markov X, d’espace d’états
dénombrable E. On dit que 1’état j est accessible a partir de i si et seulement si la

probabilité de passer de i a j est non nulle :

dn=0,p}; =pX,=jlX,=1)>0

© Etat communiquant : On dit que les états i et j communiquent et on note i <— j si et

seulement si j est accessible a partir de i et i est accessible a partir de j.

o {H]-
L ] &

j=i

1.5.2 Classes d’équivalence sur les états

Il est important de noter que la communication entre états est une relation d’équiva-

lence :
* la réflexivité vient du fait que Vi : py, =1
% la symétrie vient du caractere symétrique de la définition elle méme,
% la transitivité se démontre en utilisant le corollaire 1 précédent,

{i—>j,j—>k}:>EI(l,m):pij>0,p;’fk>0

I+ l
=P ZPy;Pj >0

=>i—>k

Et symétriquement pour "i —k "

La communication induit donc des classes d’équivalence dans 'ensemble des états : on peut
découper I'ensemble des états en classes d’états communiquant entre eux, ces classes ne

communiquant pas entre elles.

17



Chapitre 1. Chaine de Markov 1.5. Classification des états :

Exemple 1.5.1 On considere une chaine de Markov de matrice de transition P :

0 0.8 0 0.2

1 0 0 O
P =

0 0 0.1 09

0 0 06 04

Cette chaine posséde deux classes de communication : C; = {1,2} et C, = {3,4}. Ces classes
ne communiquent pas entre elles : on peut passer de C; a C, mais pas le contraire. Le graphe

associé a cette matrice est présent dans la Fig 1.3.

ﬂ
AR
—_——m e e — =

Q=2

[

_____

S

FIGURE 1.3 — Graphe avec classes de communication

1.5.3 Récurrence et transience :

Pour tout état j, désignons par T; le temps d’atteinte de I'état j a partir de l'instant 1;

autrement dit T; = inf{n > 1,X, = j} et N;= le nombre de passage la suite X, en x

Définition 1.5.1 On dit que Uétat j est récurrent si, partant de Uétat j, la probabilité que la

chaine de Markov retourne a lUétat j en un temps fini est égale a 1, i.e. si

p;(T;<+00)=p(T;<+00 |X,=j)=1.
Sinon, lorsque p(T; < +00 | X, = j) < 1, létat j est transient ou transitoire.

Définition 1.5.2 Un état j € E est récurrent positif si E;[T;] < co.

Si un état est récurrent et n'est pas récurrent positif, il est dit récurrent nul.

18



Chapitre 1. Chaine de Markov 1.5. Classification des états :

Proposition 1.5.1  { Si j est récurrent, le nombre de passages en j en partant de j est

presque stirement infini : p;(N; = +00) =1, et E; [Nj] = oo.

<& Sij est transient, le nombre de passages en j en partant de j (c’est-a-dire N; conditionné
par X, = j) suit une loi géométrique et est donc presque siirement fini, et d’espérance
finie. De plus, si j est transient, le nombre de passages en j en partant de i est également

p.s. fini et d’espérance finie. [2]]

Exemple 1.5.2 le graphe ci-dessus explique les différents types d’état pour une chaine de Mar-

kov

Y

R 7

Y

/ M/ Récurrent
« 4

kﬁ / O Transitoir
2

\J :

FIGURE 1.4 — les différents types d’état pour une chaine de Markov

1.5.4 Irréductible :

Définition 1.5.3 S’il n’y a qu’une seule classe pour la relation de communication, autrement

dit, si tous les états communiquent entre eux, la chaine est dite irréductible.

Théoreme 1.5.1 Soit X, une chaine de Markov homogéne irréductible, les trois propositions

suivantes sont équivalentes :
» tous les états sont récurrents positifs,
» il existe au moins un état récurrent positif,
» X, admet une probabilité invariante .

Si l'une de ces conditions est réalisée, 1 est unique :

ViGE,TCi:
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.5. Classification des états :

Le théoréme précédent établit que la récurrence positive (resp.nulle) est une propriété de classe
et donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une chaine de Markov homogeéne irré-

ductible soit récurrente positive.

Exemple 1.5.3 Soit une chaine de Markov d’espace d’état E = {0,1,2} et de la matrice de

transition :

NI—= Wl V=
O Wi NI

NI— Wik Wi

Cette chaine est irréductible. Tous les états communiquent,

1/6

1/3 1/3

1/2 1/3

FIGURE 1.5 — Graphe de transition de exemple 5

1.5.5 Périodicité :

Définition 1.5.4 La période d; de 'état i € E est par définition, d; = PGCD{n > 1; p;;(n) > 0},
avec la convention d; = +00 s’il n’y a pas d’indice n > 1 tel que p; ;(n) > 0 (on ne revient pas

eni). Sid; =1, Uétat i est dit apériodique, sinon on que la chaine est périodique.
Théoreme 1.5.2 Si les états i et j communiquent, ils ont la méme période.

Preuve 3 Comme i et j communiquent, il existe des entiers m et n tels que p; ;(m) > 0 et

pi,j(l) > 0. Pour tout k > 1,
pii(m+nk+1) = p, ;,(m)(P; ;(k)np; ;(1)

(En effet, un chemin tel que (XO =1,X00 = J, X(mik) = J» oos X(mank) = J> X (menk+1) = i) est un
des moyens parmi d’autres d’aller de i a i en m + nk + [ étapes).
Donc, pour tout k = 1 tel que p; ;(k) > 0, on a p;;(m + nk +1) > 0 pour tout n = 1. Par

conséquent, d; divise m+nk+1 pour tout n > 1, et en particulier, d; divise k. On a donc montré

20



Chapitre 1. Chaine de Markov1.6. Comportement asymptotique d’une chaine de markov :

que d; divise tout k tel que P; ;(k) > 0, et en particulier; d; divise d; .

Par symétrie, d; divise d;, et donc, finalement d; = d;.

1.6 Comportement asymptotique d’une chaine de markov :

Dans cette section , notre objectif est d’étudier le comportement asymptotique d’une
chaine de Markov (X,),cy, » En outre , nous posons deux questions spécifiques sur le com-

portement de cette chaine de Markov :

v/ Sin est grand, que peut-on dire de la loi marginale 7, = m,P"? Y-a-t'il une conver-

gence en loi 7t,, — 7 pour une certaine mesure de probabilité y ?

v/ On peut considérer la moyenne en utilisant une analogie avec la loi des grands nombres

n
M) =~ F(x)
ni3
d’une fonction f : E — R, le long d’une trajectoire de la chaine de Markow.
Siles X; sont des variables i.i.d., on sait que M, (f ) — E(X;) presque sirement (par exemple
pour une fonction bornée; c’est la loi des grands nombres classiques).
Y-a-t’il le méme genre de résultats avec une chaine de Markov?
Ces deux problémes font intervenir les mémes éléments pour leur résolution : les mesures
invariantes (ou stationnaires) d’'une matrice stochastique . Nous devons d’abord nous pen-

cher sur I’étude de ces mesures.

1.6.1 Mesures invariantes :

Dans tout ce qui suit, la suite (X, )n € N représente une chaine de Markov évoluant sur
un espace d’états E et dont la matrice de transition P est constante. On peut définir une
mesure 7t sur un espace d’états E dénombrable de maniére pratique en utilisant un vecteur

ligne donné n = (7);),i € E ou 7; = 7(i).

Définition 1.6.1 Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov homogeéne, on dit
qu’une mesure 1 sur E est invariante par P si et seulement si elle est positive et satisfait 'équation
matricielle TP = m.

Lintérét pour les mesures invariantes est justifié par la proposition suivante :
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Chapitre 1. Chaine de Markov1.6. Comportement asymptotique d’une chaine de markov :

Proposition 1.6.1 ® (X,)nen, est une chaine de Markov homogéne et que Tt est une pro-
babilité invariante telle que la loi de X, soit égale a u a un instant k, alors la loi de X,

est également égale a u pour tout instant ultérieur m > n.

e Lorsque E est un espace d’états fini et que pour tout couple (i,j) de E2, P"(i,j) converge

vers L;(j), alors L; est une probabilité invariante de P

Preuve 4 & Il est facile de vérifier que si u est la loi de X, alors uP est la loi de X ;1)

& Si la suite de matrices P" converge vers la matrice L, alors PV converge également vers
L. Comme P = P"P | la matrice limite L satisfait L = LP (en raison de la linéarité
du passage a la limite, E étant fini), ce qui signifie que chacune de ses lignes Li satisfait
L,=LP.

Il convient de chercher les mesures limites possibles parmi les mesures invariantes.

Théoreme 1.6.1 Toute chaine de Markov homogéne récurrente irréductible posséde une me-
sure invariante strictement positive sur E, et toutes les mesures invariantes sont proportion-

nelles.

1.6.2 Mesure réversible :

Définition 1.6.2 Soit m = (7)(cp) une mesure de probabilité sur E. On dit que T est une
mesure réversible pour la chaine de Markov de matrice de transition B ou que la matrice P est
m—réversible, si :

TP;j = TPj ;> Vi,j € E...(1)
Observons tout d’abord qu’une mesure réversible est nécessairement stationnaire. En effet si on

somme par rapport a j Uéquation (1) on obtient :

Tci = Z chpj,ia Vl:] €E

JEE

qui est la condition de stationnarité.
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.7. Distribution d’une chaine de Markov :

1.7 Distribution d’une chaine de Markov :

1.7.1 Chaine de Markov Stationnaire :

Définition 1.7.1 Une chaine de Markov est dite stationnaire si la distribution T, est indépen-
dante du temps n :
En d’autres termes si la distribution initiale 1, est une distribution stationnaire de la chaine de

Markov en question.

1.7.2 Distribution stationnaire :

Définition 1.7.2 Supposons que p < 1, et soit m = (7, 7o, ....7,) la distribution de la chaine

de Markov . Il ne sera généralement pas possible de trouver la distribution 1 elle-méme,
nP=m

Une distribution de probabilité discréte m = (71, 7o, ....T,,) est dite stationnaire par rapport a
une matrice stochastique P si :

nmP=m
1.7.3 Calcule de la distribution stationnaire :

Pour calculer la distribution stationnaire d’'une chaine de Markov d’espace d’états fini,

on résout le systéme d’équations linéaires suivant :

{ nmP=m <:>{ ﬂ]:Z:lzlﬂ:lpl]’]eE

Z?:l =1 Z?:l ni=1

Théoreme 1.7.1 Si la distribution initiale d’une chaine de Markov homogéne est la distribu-

tion stationnaire, la chaine de Markov homogéne est stationnaire

Théoreme 1.7.2 (I’existence d’une distribution stationnaire ) Pour une chaine de Mar-

kov d’espace d’états fini, il existe toujours au moins une distribution stationnaire.

Théoreme 1.7.3 (I’'unicité de distribution stationnaire ) La distribution stationnaire si elle

existe, n’est pas nécessairement unique. Son unicité dépend de nombre de classes récurrentes.
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.7. Distribution d’une chaine de Markov :

Donc pour chaque classe récurrente C;, il existe une distribution stationnaire 7., et les coor-

données . sont nulles pour touts les états i n‘appartenant pas a C;..
. p pp p i

Exemple 1.7.1 Chaine de Markov a 2 états. Lespace d’état est E = {1,2} et la matrice de
( 1—a a )
P =
B 1-p

n, =m(1a) + 7, p

transition est :

oua,Bfe[0,1],0na:

T, = mya+ my(1—B).

Ce systéme dépendant se réduit a une seule équation m,a = 7,3 a laquelle il faut ajouter

7, + 1, = 1 qui exprime que Tt est une probabilité. On obtient :

T, = P
! a+p
a
Ty =
2 a+p

1.7.4 Distribution limite :

On dit qu’une chaine de Markov converge vers 1 ou posséde une distribution limite 7 si :

. n __
lim, ,n"=m

et cela indépendamment de la distribution initiale 1, [10l]

1.7.5 Différence entre distribution limite et distribution stationnaire :

Si m* est la distribution limite d’une chaine de Markov alors ©* est l'unique distribution

stationnaire de cette chaine (7* = 1) . La réciproque est fausse.

Remarque 4 une chaine de Markov irréductible posséde une unique distribution stationnaire

ne possede pas nécessairement une distribution limite.
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.8. Théoremes limites :

1.8 Théoremes limites :

Soit (X,),ey une chaine de Markov dans Uespace d’états E, u, la loi initiale de X, et P

matrice de transition .

7 . ’ g N,
Théoreme 1.8.1 i est un état récurrent, alors sous P; on a -* — ﬁ
1 1

1.8.1 Convergence en loi :

Soit (X,,) ey Une chaine de Markov homogéne irréductible apériodique pour laquelle il existe

une probabilité invariante m. Alors, pour toute loi initiale u,

P, (X, :J')’H—cx; ;.

En particulier, pour tout état i, P"(i, j) —— m; [8l].
n—oo

Théoreme 1.8.2 Soit (X,,),en Une chaine de Markov a valeurs dans un ensemble Q2 de matrice
de transition P et de loi initiale u,. Soit n € N et (fi;)o<k<n des fonctions de Q2 dans C. Alors,

pour tout k € Q

E(l_[ SeX)) = wo(foP (f1P(f2p (... (fr—a P£)))))(1)
k=0

ol * représente le produit terme a terme de vecteurs (i.e le produit de fonctions). Ce théoréeme
nous conduira assez vite (en remplagcant f;...... f.—1) par la fonction constante égale a 1, que
U'on notera 1 ) a nous poser la question du comportement de P, quand n devient grand.

C’est l'objet du théoreme de Perron Frobenius.

Preuve 5 Tout d’abord on remarque que pour tout n € N et (f;)o<i<, des fonctions de Q2 dans

C, alors

E(ﬁfl(xl)) = Z“O(G)E( l—[ X)Xy = O‘) .(1.1)
=0 oen 0<i<n

On démontre alors le résultat par récurrence :

v/ Pour n=0,le théoréme de transfert indique que Uespérance de (f,(X,)) est simplement le

produit de vecteur ligne u, par le vecteur colonne (f,(X,)) .on a bien le résultat attendu.

v/ Pour n=1, on a pour ¢ € w fixé :
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.8. Théoremes limites :

E(fo(xo)f1(x1)IXg=0) = ZP(U’j)(fo(O')fl(j))

JEQ
= fo(@Ip(o, NAHG)
JEQ
=fo(0)(2p(0,j)f1(j))

JEQ

et la propriété est bien vérifiée grace au résultat (1.1)

Soit n > 1, supposons que le résultat est vrai au rang n-1,alors en posant x, =0 :

n

E (ﬁfi(xi)|xo = U) = Z fo(U)l_[fi(xi)P(xi—pxi)
i=0

X15eeesXn €Q i=1

- Z (ln;[p(xi_l,xi)fi(xi))-p(xn_l)fn(xn)

i=1

=folo) >, (]_[p(xi_l,xi)fi(xi))-fn(xn_l)

e X €02\ i=1

On pose pour tout i € {0,.......,n}

fa ifi<n—1
foa (- fo) fi=n—1

8&i =

On a alors par hypothése de récurrence :

E (l;[ﬁ(xmxo = o) =E (l_[ (X)X, = a)
= go(o)p(g:-p(g2- ... (graP(gn1))..))(0O)
= fo(a)p(fi-p(fa: ...  (faur - P(fD)) .. )(O)

Quelques conséquences

Proposition 1.8.1 Soit n € N, etiy,...,i,, € 2, alors :
]P(XO == io, ...,Xn == ln) == ll'l’opio,il"'P

Ip_1,1°

Preuve 6 On pose, pour tout i € [0,n], fi, = 1,,.

26



Chapitre 1. Chaine de Markov 1.8. Théoremes limites :

On remarque que :

P(X, = ig, ..., X, =i,) =E (]_[ ﬂik(Xk)) (1)
i=0
On peut alors appliquer le théoréme précédent :

P(Xo = igy ooes Xp = i) = pioio) (1, P(1,.P(...(1; . .PT; )))..) (o)

Or, on remarque que 1; .P1; =P 1, . On montre alors par récurence que :

1 Lslntl ~ ln

n—1
P(1,.P(1,,P(..(1;, , P1,)))..)Go) = | [P,
k=0

1) Initialisation :Léquation (1) est vérifiée pour n=0,

2) Hérédité : Supposons (1) vraie pour un certain n, alors :

P(1..(1; .P1; )) (i) =P (15 (P *1; ) o) (o)

=P, ;  xP(1;....(1;)...) ()
=p

fosin** P,
Proposition 1.8.2 Pour toutes fonctions f, g de Q dans C et tout n € N,

E(f (X0)§(X,)) = uo(f-P"g))

ol . encode le produit de fonctions.[11]

Preuve 7 Onpose fy=f,fi=1pour1<i<n—1letf,=g.Onaalors:

E(f (X0)g(X)) = E(f (Xo)g(X1)-.. /(X))
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.8. Théoremes limites :

Donc avec le théoréme précédent :

E (f (X6)g(X,)) = E(f (X6)g (X1)... (X))
Zuo(zkm (f (Xo)g(X)-w-FulX,) | Xo = )

Zuo(lk)P(flp(fzp( (facaPFID)- (i)

uo(i)(f-P"g))(ix)

Il
Ms I

?r
Il

1

pof .(P"g)

Proposition 1.8.3 Pour toutes fonctions g de Q dans C et tout n €N,
E(g(X,)) = uo (P"8).

[11)]

Preuve 8 Il suffit d’appliquer la proposition précédente avec f = 1.

Définition 1.8.1 Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X suit la loi normale d’es-
pérance u et d’écart-type o, noté X ~ N (u,c?) si X admet comme densité de probabilité la

fonction f définie par :

1 —1/x—u
Vx €R,f(x)= ex (—( ))
Fe=——=exp( 5 (o
Corollaire 1.8.1 : Sous P; avec i récurrent, les suites de variables aléatoires :

Trt1—1
(Terr — Tk = Det Y. FX),k>1
i:’Ck

sont iid.

Définition 1.8.2 Un état récurrent positif et apériodique est dit ergodique. Une chaine irré-

ductible, apériodique et récurrente positive est dite chaine ergodique. [12]]
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1.8.2 Théoreme ergodique :

Théoreme 1.8.3 Soit P une matrice de transition irréductible et récurrente positive, T son

unique distribution stationnaire et f : E > R. Si ».._. | f(i) | ©(i) < oo, alors pour toute

i€E

distribution initiale 1, On a :

—Zf(Xk)—> 7 (1) = EA(f (X))

i€E

De plus, si i est récurrente positive de probabilité invariante 1, pour toute fonction f : E —» R

bornée (Le résultat peut se généraliser a f (m —intgrable).

—Zf(xk)—> mf (i) = E(f (X)), n — 00.[9].

i€E

Preuve 9 En écrivant
1 n n 1 n n NJIC‘[
XD =D F 0= ) X =x =Y )=
n k=1 k=1 n k=1 k=1 n

Et en utilisant le fait que % - ﬁ et que ﬁ = 7(x) par le Théoréme 1.8.1 et que
NP 1
T BT,

), lUintuition est claire. Pour la preuve formelle, on suppose sans perte de généralité

quef > 0 et on utilise la décomposition en cycles. Soit (T,) les instants de visite successifs de x

fixé et

Tr+1—1

Uy = Z fX)

i:Tk

Alors les (U, k = 2) sont i.i.d par Markov fort (corollaire précédent), et

N{ NZ+1

—’?i U, < Zf(X)< . >u
n No &t ‘ n Nr+l&d!

avec N; le nombre de visites en x entre O et n.

N PS
Onavuque —* — 3 (T 5 et donc la loi forte des grands nombres donne

1< ps 1 1 =
7 20 00 = Gy U0 = s D L f ()

Proposition 1.8.4 Les moyennes de Césaro des matrices P, d’'une chaine de Markov homogéne
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irréductible convergent :

1

E,(T,)

- 1S pkgs
V(i) €Ex E;— > P(i,j) —
n n—oo
k=1
avec la convention— = 0 pour les états j transients ou récurrents nuls. [5/]

Définition 1.8.3 Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On
dit que (X,,) converge en loi vers X si pour toutes fonction continue bornée ¢ sur E a valeurs

réelles :

E(px,) = E(¢(X))

Définition 1.8.4 Soit X une variable aléatoire réelle. On définit alors la fonction caractéris-
tique pyde X :
Vt €R, x(t) = E(e').

Le théoréme central limite joue un role essentiel pour démontrer la convergence en loi d’'une
variable aléatoire spécifique. C’est pourquoi le théoréme suivant revét une importance capitale

dans les démonstrations du théoréme central limite.

Théoreme 1.8.4 (Théoréme de Lévy) Soit (X, ), une suite de variables aléatoires réelles in-
dépendantes et de méme loi et X une variable aléatoire réelle. Il y’a équivalence entre les 2

assertions suivantes :
& (X,,), converge en loi vers X .

& (¢px )n converge simplement vers ¢y.

Remarque 5 Pour la démonstration, on réfere le lecteur a l'on trouve une application du théo-

réeme de Lévy, une version renforcée de la loi faible des grands nombres. [6]]

1.8.3 Théoreme central limite pour les chaines de Markov

Théoreme 1.8.5 Soit (X,,), une chaine de Markov de matrice stochastique P associée primitive.
Soit F une application de 2 dans R, soit 7t l'unique mesure stationnaire de P (donnée par le

théoreme de Perron Frobenius) et supposons que F = 0. On note :

o(F) = n(F?) + 22 n(F - P"F)
k=1
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.9. Exemple d’application d’'une chaine de Markov en
finance :

Posons :

n—1
Su(F) = D F(Xy).
k=1
La suite (S,(F)) converge en loi vers X ~ (0, c0%(F))

Preuve 10 [11]]

1.9 Exemple d’application d’une chaine de Markov en fi-

nance :

Modélisation des tendances de marché [3]]
Introduction :

Les chaines de Markov sont largement utilisées dans le domaine de la finance pour modéliser
les tendances de marché et prévoir les mouvements futurs des prix des actifs financiers. Dans
cette application, nous allons créer un modele de chaine de Markov pour prédire les tendances
du marché boursier en utilisant des données historiques des prix des actions. Nous allons fournir
des détails sur la construction du modéle, y compris la matrice de transition, les probabilités de

transition et le graphe de probabilité associé.

* Collecte de données :
Pour construire notre modele, nous collectons des données historiques des prix des actions
sur un marché boursier spécifique. Ces données peuvent étre obtenues a partir de sources
financieéres telles que les bases de données de transactions ou les services de données finan-
ciéres.

* Prétraitement des données :
Nous effectuons un prétraitement sur les données pour les rendre adaptées a Uapplication
de la chaine de Markov. Cela peut inclure des étapes telles que la normalisation des prix,
la discrétisation en intervalles de temps et la division en périodes (par exemple, jours,

semaines ou mois).

* Création de la matrice de transition :
La matrice de transition est un élément clé de la modélisation des chaines de Markov.
Dans notre cas, chaque état représente une tendance du marché, telle que "haussiére",
"baissiére" ou "stable". Nous créons une matrice de transition qui représente les probabilités

de transition entre ces états. Par exemple : on prendre : Haussiére =H , Baissiére =B,
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Chapitre 1. Chaine de Markov 1.9. Exemple d’application d’'une chaine de Markov en
finance :

Stable =S
0.6 0.3 0.1

P=|(02 0.7 0.1
0.1 0.2 0.7

Cette matrice indique que la probabilité de rester dans un état haussier est de 0.6 , de

passer d’'un état haussier a un état baissier est de 0.3, et ainsi de suite.

* Estimation des probabilités de transition : Nous estimons les probabilités de transition
a partir des données historiques des prix des actions. Par exemple, si nous observons que,
historiquement, 60 % des périodes haussiéres ont été suivies d’une autre période haussiére,

nous fixons la probabilité de transition correspondante a 0,6.

* Vérification de la propriété de Markov : Nous vérifions si notre modéle satisfait la
propriété de Markov en analysant les données historiques. Nous nous assurons que les
transitions futures sont indépendantes des transitions passées, ce qui est une hypothése clé

de la modélisation des chaines de Markov.

* Construction du graphe de probabilité : Nous construisons le graphe de probabilité
associé a notre modele. Chaque nceud représente un état (tendance du marché) et les arcs
représentent les probabilités de transition entre les états. Ce graphe permet de visualiser

les flux de probabilité et facilite 'analyse du modéle.

0.7

FIGURE 1.6 — Graphe de transition
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1.10 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de comprendre les concepts fondamentaux des chaines de Markov,
en mettant Uaccent sur les états , les probabilités de transition et la propriété de Markov . Nous
avons exploré différentes propriété et caractéristique de ces chaines .

On a réchire notre étude par les théoréemes limites d’une chaine de Markov. Mais la question

qui ce pose est-ce-que ces théoremes sont applicables pour l'image d’'une chaine de Markov ?
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Chapitre

Chaine de Markov image

2.1 Introduction

Ce chapitre, constitié deux parties. Dans la premier partie on s’intéresse a trouver une
réponse a la questions suivante : Limage d’'une chaine de Markov est-elle aussi une chaine de
Markov? Dans le cas général l'image d’une chaine de Markov n’est pas une chaine de Markov,
comme le montre U'exemple suivant.

Dans le cas d’'une chaine de Markov surjective, chaque état de la chaine a une probabilité
non nulle de passer a un autre état. Cependant, il est possible de construire un exemple ot
limage d’'une chaine de Markov n’est pas une chaine de Markov. Considérons une chaine de

Markov simple a trois états : A, B et C. Les probabilités de transition sont les suivantes :
* DeAaB:1
* DeBacC:1
* DeCaA:l

Et matrice de transition :

p:

— O O
oS O
S ~ O

Dans cette chaine de Markov, a chaque étape, Uétat change de maniére déterministe. Cependant,
si nous considérons l'image de cette chaine de Markov en éliminant Uétat A, nous obtenons une
chaine avec seulement deux états : B et C.

Les probabilités de transition pour la nouvelle chaine sont :

e DeBacC:1
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.2. Les définitions d’'une application injective -
surjective - bijective

e DeCaB:1

Maintenant, examinons la propriété de Markov pour cette nouvelle chaine. La propriété de
Markov stipule que la probabilité d’arriver a Uétat futur dépend uniquement de U'état actuel et
non de Uhistorique des états précédents.

Cependant, dans notre exemple, si nous sommes a Uétat B dans la nouvelle chaine, la probabilité
de passer a Uétat C est de 1. Mais si nous connaissons Uétat précédent, nous savons qu’il s’agit
forcément de C, car C est le seul état qui peut passer a B. Donc, la probabilité de passer a Uétat
C dépend de Uhistorique des états précédents, ce qui viole la propriété de Markov. Ainsi, l'image
de la chaine de Markov dans cet exemple n’est pas une chaine de Markov, méme si la chaine

d’origine lest.

2.2 Les définitions d’une application injective - surjective

- bijective

Soit f : E — F une fonction :

f est dite injective si seulement si :
Vxi,x, €E, f(x1) = f(x2) = x1 =X,

Ce que équivalent a dire que : pour tout y dans F ,3 au plus x € E tel que :
y = f(x)(Téquation y = f(x) admet au plus une solution dans E).

f est dite surjective si et seulement si :
VyeF3Ixe€E|f(x)=y

(ou bien Uéquation y = f (x) admet au moins solution dans E .)

f est dite bijective si seulement si : f injective et surjective et on a U'équivalence suivante :

{ Vxp,x, € B f () = f(x,) = X1 = x,
Vy € F,3x|f (x) = y)|

2.3 Chaine de Markov image :

Dans certains cas spécifiques, l'image d’une chaine de Markov soit également une chaine

de Markov. Cela se produit lorsque la chaine de Markov initiale satisfait certaines propriétés
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particuliéres.

2.3.1 Cas injective(bejctive)
Soit X,, une chaine de Markov d’espace d’etat E et f : E — F une application

e Proposition 2.3.1 Si f injective et Y,, = f(X,) , alors Y, est une chaine de Markov de matrice

de transition
Qey) = Pr1m, 1)

pour tout x et y dans F tel que f~'(x) existent .
De plus si (X,,), posséde une distribution stationnaire (7;);cg alors (Y,), posséde une distribu-
tion stationnaire 1w’ = (') cr

tel que :
M =Ty SifH(x)existe
. =0 sinon.

Preuve 11 Soient yy, ¥q,....-- s Y Yns1 €EF. Ona y, = f(i,), 1, donc:

r p(Yn+1 = Yn+1/Yn = Yn" . ')YO = YO)
=P(Xpy1 = f T (Voi1)/X = F Y, -, Xo = FTH(X))...(1)

1 (2.1
P(Y,,=Y,,/Y,=Y,,...,.Y,=Y,)

=PXp1 = [ (Ya)/ X = FH(Y)).(2)

\
(1) f est injective

(2) (X,) est une chaine de Markov

Exemple 2.3.1 Soit (X,,) une chaine de Markov de loi initiale

wo=(1/3 1/3 1/3)

e distribution stationnaire :

n=(1/5 2/5 2/5)

e matrice de transition :
0o 1/2 1/2

P=| 1/4 1/2 1/4
1/4 1/4 1/2



Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.3. Chaine de Markov image :

e graphe de trasition :

1/2
.
-
0 A B 12
N 1/4 «
1;2\\ 7’
b Y ;’
C
1;'4\_/ 1/4
1/2

FIGURE 2.1 — Graphe d’une chalne de Markov a trois états (A,B,C), cas f injective

Soit f : E={1,2,3} et F = {1,2,3,4} une application injective (bijective) tel que

f)=3-f2)=1-f3)=2.

® Qyy =Prampy

=

© Qi1 =Praqyrqy=Pa2 =

1
© Qi2 =Py = Poz =13

e

© Qs =P =P =
© Qa2 =P =P =3
® Qa1 =Py =P =3
© Qa3 =Pra@y1m) =Ps1 =7
© Q33 = P13 =P, =0
© Q31 =Pra@piy=Pr2=3

1
© Q32 =Pragyp1) = P13 =73

111
2 4 4
Q=1 1 1
12 2 2
11
2 2 0

v/ La matrice Q est une matrice stochastique
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.3. Chaine de Markov image :

v/ La distribution stationnaire image est :
/ — . —_—
n' = (m,) avec : T, = Ty,

- =T = =

- Ty = Ty = T3 =

dil= N dlN

- M= Ty =Ty =
_(2 2 1
n=(%%1)
Exemple 2.3.2 Soit f une fonction injective tels que : f : {1,2,3} — (1,2,3,4} : avec f(1) =

1;£(2) =3; f(3) = 2, tels que :Y, = f(X,,).
0 01
La matrice de transition de X,est :P=| 0 1 0 |Ondonnen = (%, %,

1 00
festunefonctioninjective,alorsY, = f(X,) est une chaine de Markov de matrice de transi-

W=

tion image(avec une restriction sur F = {1,2,3}, car y, = 4 ne posséde aucun antécédent)

|
Qu =P, =1]Y,=1)=PX,,, =1|X,=1)=P; =0
Qu=P(Yy=2Y,=1)=P(X,;; =3|X,=1)=P3 =1
Qi3 =P(Y,;1=31Y,=1)=P(X,,; =2|X,=1)=P;, =0

|
(Q21:P(Yn+1:1|Yn:2):p(Xn+1:1|Xn:3):P31:1
{QZZZP(YH-H:2|Ynzz):p(Xn+1:3|Xn:3):P33:O
Qa3 =P(Yp1=31Y,=2)=P(X,;1; =2[X,=3)=Py3 =0

|

(Qg1 =P(Vyy1y=1Y,=3)=P(X,1 =11X,=2)=Py; =0

{ Qs =P(Y,y1=2|Y,=3)=P(X,;; =3|X,=2)=P;; =0

kQBSZP(Yn-H:3|YHZB)ZP(Xn+1:2|Xn:2):P22:1

La matrice Q est stochastique

Q
Il
o = o
©c O =
— O O

2.3.2 Cas surjective

Si f : E — F est surjective tel que : Y, = f(X,). On ne peut rien dire sur le caractére

markovien de la suite Y, car dans le cas général, la surjection n’assure pas cette propriété.
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.3. Chaine de Markov image :

Proposition 2.3.2 (condition nécessaire et suffisante) Soient (X, ),y une chaine de Mar-

kov homogeéne et f une application mesurable surjective telle que :

Y, = f(X,)

Si Vi,j €E: f(l) = f(]) - ZkeE/f(k):x)p(i: k) - Zk’eE/f(k’):x P(j, k/) .

Alors (Y,,), est une chaine de Markov de Matrice de probabilité de transition :

Qx.y)= Y. p(iJ)

JEE/f(j)=y

Telle que :f (i) =x,x €F

Proposition 2.3.3 Si 7 est une distribution stationnaire pour la suite(X,), alors 1’ est une

distribution stationnaire pour la suite (Y,) telle que :
TC/ = (TE; )yeF

/I
et ', =iy T

Preuve 12 7’ = (n’y)y est une distribution stationnaire si et seulement si :

/ / _ /

YEF X€F

DT =D D0 T

YEF YEF f(i)=y

-S',

jEE

=1 carE=|Jf({y})

YEF

PP IEDILI

i€E f(i)=y f)=y

= Z Tr-1(y)

fG>=y



Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.3. Chaine de Markov image :

Exemple 2.3.3 (1.C) Soit une fonction surjective tel que : f : {1,2,3} — {1,2} avec: f(1) =
1;f(2) = f(3) = 2 et soit (X,,) une chaine de Markov de loi initiale u, = (%, %, %), de distri-

bution stationnaire T = (}‘, %, %) et la matrice de transition :

0O 1 o0
P=|1/2 0 1/2
1/2 1/2 0

Qll :p(Yn+1 = 1/Yn = 1) :p(Xn+1 = 1/Xn = 1)

=pn =0
Q12 :P(Yn+1 =2|Y,=1)

=pXp1 =21X,=1)
_ pPXp1 =2;X,=1)+pX, 1, =3;X,=1)
pX,=1)
_ Py =DpXp =21 X, =D +pX, = DpX,y =3[ X, =1)
pX,=1)
=pXp1=2|X,=1)+pX,1; =3|X,=1)

=pn1t+piz=1
Q5 :P(Yn+1 = 1/Yn =2)

=pX,1 =1X,€{2,3})

_PXp1 =1X, =2)+pXppy = 1;X, = 3)

- p(X, €{2,3})

_ p(X,, = 2)py + p(X,, = 3)px

pX, =2)+pX,=3)

OE+EE) 3+ 1
(3) ;2

Qg2 =p(Yo1 =2/Y,=2)

= p(Xpi1 €1{2,3}/X, €{2,3})

_ p(Xp1 €142,31,X, €1{2,3))

a p(X, €{2,3})

_ p(X, =2)p(X,yy = 2/X, = 2) + p(X, = 3)p(Xp1 = 2/X, =3)

B p(X, =2)+p(X, =3)

_ p(Xp1 €142,31,X, €1{2,3))

B p(X, €1{2,3})

_ p(X, =2)p(X,,; = 2|X, = 2) + p(X, = 3)p(X,,,; = 2|X,, = 3)

B p(X, =2)+p(X, =3)

o P = 2)pKy = 31X, = 2) 4 p(X, = 3)p(X,y = 31X, =3) _ 1
p(X, =2)+p(X,=3) 2
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.4. Caractérisation d’une chaine de Markov image :

Donc :

e

Il
~
N O
N[—= =

)

fG)=y
1
= Z ;=1 =
f()=1
> 1 1 3
T, = 7'CJ=Z7T]=7'52+7t3——+—=—
- — 2 4 4
f()=2 j=2
Donc

2.4 Caractérisation d’une chaine de Markov image :

2.4.1 Injective

Proposition 2.4.1 Soit (X, ),cyune chaine de Markov f : E — F une fonction bijective , et

x € F on pose :i = f (x)
e Siiétat récurrent alors x récurrent.

e Sii état transitoire alors x transitoire .

Preuve 13 Soiti € E, et x € F tel que f (i) = x.

. Z:il qe(n) = Zzl Pr100f-100(M) = > pu(n) =00 (car Uétat i est récurrent),

donc x est récurrente

o > Q) =200 Pririo(M) = 2o Pi(n) < 00 (car Uétat i est transitoire),
donc x est transitoire
Proposition 2.4.2 Soit (X,),cy chaine de Markov irréductible , et f : E — F une fonction

Alors : la chaine de Markov (f (X,,)),>0) est irréductible.
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.4. Caractérisation d’une chaine de Markov image :

Preuve 14 Soit x,y € F donc 3i,j € E tel que x = f(i),y = f(j).
- (X,,) est une chaine de Markov irréductible < Vi, j € E,3n,m € N* tel que plflj > 0 et p;.’l? >0

- La chaine de Markov (f (X)), est irréductible < Vx,y € F; Eln;p)’;y et Elm;p;’fx >0ona:
Qy, =Py =P >0 (car (X,), est irréductible)

q;’fx = p}"_l(y) ) = pl."; >0 (car (X,), estirréductible)

Proposition 2.4.3 Soit (X, ),y Une chaine de Markov, i € E récurrent positive , et f : E — F

une fonction bijective alors : f(i) est aussi récurrent positive de (Y,,),.

Preuve 15 Soit i un état récurrent positive et x=f(i)

E(T,) =) np"(f "(x)f "'(x)) = > ,npli < 00

n=0 n=0

Alors x récurrent positive.

2.4.2 Bejictive

Proposition 2.4.4 Soit (X, ),y une chaine de Markov irréductible, et f : E — F une fonction

injective , avec p(Y, =y, .., Yy = ¥o) # 0. Alors chaine de Markov (f (X))o est irréductible .

Preuve 16 Soient y,,...... , Ynertel quep(Y, = ¥y e oo e o, Yo = ¥0)O0.
f (X )nso est irréductible < Vx,y € F,3n: p;y >0etdm: p;”x >0,x,y€F

Ona:

(X, )n>o est irréductible < Vi,j € E,3n: p?j >0etdm: p:’} >0,

q" = p}[l(x)ffl( )= p?j > 0 (car (X,,) est irréductible)
x,y€E= 7 g

m

Oy = Pa(yyp) = Pij > 0 (car (X,) est irréductible)

Proposition 2.4.5 Soit (X,,),cy est une chaine de Markov, et f : E — F une fonction injective
, Vi€ E,3!x €F tel que f (i) = x.
Alors :

v/ Siiestun état récurrent = x est récurrent.

v/ Siiestun état transitoire = x est transitoire.
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.4. Caractérisation d’une chaine de Markov image :

Vi€ E,dx € F tel que f(i) = x.

° foil Grx(n) = Z,c:l pffl(x)ffl(x)(n) = Z:Zl pii(n) =00

(car i est un état récurrent) = x est récurrente
oo oo o0
¢ anl Qux() = Zn=1 P11 = Zn=1 pii(n) < oo

(car i est un état transitoire) = Xx est transitoire

Proposition 2.4.6 Soit (X,),cy est une chaine de Markov i € E récurrent , et f : E — F une

fonction injective , avec p(Y, = y,.. Yy = ¥,)0. Alors : f(i) est récurrent positive de (Y,),

E(T) =D p(Te =)= D np} oy = D, npjy < 00

n=>0 n=>0 n>0

Alors : x récurrent positive

Remarque 6  * On a donc le nombre de classe récurrente (transitoire) pour (X, ), égale au

nombre classe récurrente (transitoire) pour (Y,),

* (X,), irréductible < il existe une seule classe de communication pour (X,), < existe

une seule classe de communication pour (Y,), < (Y,), irréductible .

Proposition 2.4.7 Soit (X,,),ey une chaine de Markov, f : E — F une fonction injective. Soit

i€cE,x=f(i)eF
{ 1 apériodique < x apériodique

{ i périodique < x périodique
Preuve 17 Soiti € E,x =f(i)€F
d(x) =PGCD{n > 1;Q’; > 0} = PGCD{n > 1;p}1_1(x)f_1(x) >0} =d(i)

¢ d(i)=1 si(X,),estapériodique <= d(x)=1 pourtoutx = x estapériodique

¢ d(i)>1 si(X,),estpériodique <<= d(x)>1 pourtoutx = Xx estpériodique

Remarque 7 SiF fini et (Y,), est irréductible , alors (Y, ), récurrente positive .
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.4. Caractérisation d’une chaine de Markov image :

Exemple 2.4.1 La matrice de transition p d’une chaine de Markov X,, :

0O 1 O
p=|1/2 0 1/2
0O 1 O
- Le graphe de transition de (X,,),, :

1/2 1/2

FIGURE 2.2 — Graphe de transition de (X,,),, (cas inejctive)

La chaine (X,,),, contient une seule classe d’équivalence < (X,,), irréductible )

La matrice de transition de Y, est :

0 1/2 1/2
Q=|1 O 0
1 0 0
Son graphe :
1/2 172

s

ONE OO
N

1 1

FIGURE 2.3 — Graphe d’'une image de chaine de Markov (Y,,),, cas inejctive
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.4. Caractérisation d’une chaine de Markov image :

2.4.3 Surjective

Proposition 2.4.8 Si (X, ),cy est une chaine de Markov homogeéne irréductible vérifie la condi-
tion de la proposition (2.4.7) et f une application surjective tel que Y, = f(X,,) alors

La chaine de Markov (f (X,,))ns0 est aussi irréductible.

Preuve 18 soient x,y €F, i,j€Eque f(i)=xet f(j)=Y

v (X)) est irréductible «— (Yi,j € E),(In,m € N*) tels que (p?j > 0) et (pg.‘ > 0).

v (Y,),) est irréductible «<— (Vx,y € F),(3In,m € N*) tels que (Qiy > 0) et (Q?y > 0).
Ona

O Q’;y = ZjeE,f(j):y pi; >0 (car (X,,) est irréductible)

O Q) =2licr f(j)=y P} > 0 (car (X,) est irréductible)
Donc (Y,), est irréductible .
Proposition 2.4.9 Soit (X,,),cy une chaine de Markov homogéne et f une application surjective
tel que Y, = f(X,) une chaine de Markov Soit x €F et i € E tel que i € f '({x}) alors :

€ i état récurrent «— x récurrent

¢ i état transitoire < Xx transitoire

Preuve 19 Soit x € F, alors : f'({x}) #0,3i € f'({x})
* Siiétat récurrent alors Z:il p;;(n) = oo,donc :
Z::Zl Q.x(n) = Z:; ZjeE/f(j):y pii(n) =00
* Si i état transitoire alors Z:ilpii(n) < oo,donc :

Z:il Qux(n) = Z::l ZjeE/f(j):y pii(n) < oo

Exemple 2.4.2 On considére Uexemple précédent (exemple 1.C)
1
.3)

* La distribution stationnaire de Y,est :1’ = (}‘, %)

N|=

* La distribution stationnaire de X,, est : T = (%,

e La matrice de transition est :

=

Il
N= D= O
Ni= O =
O nvim O

* Le graphe de transition de X, est :
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B 2] ]

1/2 1
FIGURE 2.4 — Graphe d’une chaine de Markov (X, ),, cas surjective

D’apreés le graphe on déduit que la chaine (X,,),cy contient une seule classe de communication

donc elle est irréductible.

* La matrice de transition de (Y,), est :

9

Il
N\
ENT I )
Dlw =
N—

* Le graphe de transition :

] 2 )o

1/4

FIGURE 2.5 — Graphe d’'une image de chaine de Markov (Y,,),, cas surjective

La chaine (Y,), contient une seule classe d’équivalence « (Y, ), est irréductible.

2.5 Classification d’état

Proposition 2.5.1 Si (X,,), est une chaine de Markov irréductible, alors la chaine de Markov
f (X, )n=o est aussi irréductible Soit x,y € F,i,j € E tel que f(i)=x et f(j)=y.
Ona:

Ty = Z pi>0 (X)), (car (X,), irréductible)
J€E/f(j)=y

= > pr>0 (X)), (ar(X,), irréductible
JEE/f()=y
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Proposition 2.5.2
Vxe€FetVYic€Etelqueiec f'({x})

a) i état récurrent =—> x récurrent
b) i état transitoire —> Xx transitoire

¢) irécurrent positif = x récurrent positif

Preuve 20 Soit x € F, alors f *({x}) #0 =i e f1({x})

.. 7 oo
* Siiestrécurrent alors ), _, p;(n) = 0o,
o n __ o n __ Je
Donc 3, "1 Q% = Doy Dick/f(j)—y Pii = 09, alors x est récurrent.

* Sii est transitoire alors Z:Zl pii(n) < oo,

Donc Zzl Aoy = foil ZjeE/f(j)zy p;; < 09, alors x est transitoire.

© E(T)=2,50np(Ty=1) =2 -, aneE/f(j):y Py = ZjeE/f(j):y Yinso Py < 00,

Alors x est récurrent positive.

Proposition 2.5.3 Soit (X, ),y une chaine de Markov f : E — F une fonction injective (bi-
jective).

Soiti € E,x =f(i)€F
{ 1 apériodique < x apériodique

{ ipériodique < x périodique

Preuve 21 Soiti € E,x =f(i)€F
d(x)=PGCD{n>1|Q", >0} =PGCD {n >1 ‘ Pl > 0} =d(i)

v d(i) = 1((X,,), est apériodique ) < d(x) =1 => x est apériodique .

v d(i) > 1((X,,), est périodique ) < d(x) > 1= x est périodique .

Exemple 2.5.1 Soit X,, une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi initial p,tel

_(1 1 1)
Ho=\3°3°3

que :

jae]
ENTEWN T )
Bl= NI N=
Nl= A= N

N
]
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Soit f une fonction surjective f : E = {a,b,c} — F = {0,1} tel que f(a) = 0;f(b) =
fle)=1

Le graphe de transition :

1/2

1/2

FIGURE 2.6 — Graphe d’une chaine de Markov (X, ),), cas surjective

D’apeért le graphe on déduit que la chaine (X)), contient une seule classe de communication

0 1
Q=11 3
4 2

donc elle est irréductible .

Le graphe :

(O
=/

FIGURE 2.7 — Graphe d’'une image de la chaine de Markov (Y,,),), cas surjective

La chaine (Y,), contient une seule classe d’équivalence —(Y,,), irréductible.
d(i) = PGCD {n >1 | pL > 0} comme X, irréductible, d(a) =d(b) =d(c)=1
Car pl =0, p? >0, p> >0, p? >0, donc la chaine X, est apériodique.
d(x) =PGCD {n >1 | pr. > O} comme Y, irréductible, d(0) =d(1) =1

Car Q},>0,Q% >0, Q3, >0, Q% >0, donc la chaine Y, est apériodique.
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Chapitre 2. Chaine de Markov image2.6. Le comportement asymptotique d’une chaine de
Markov image

2.6 Le comportement asymptotique d’une chaine de Mar-

kov image

2.6.1 Dans le cas générale

e Cas injective (bijective)
Soient (X,), une chaine de Markov d’espace d’état E fini, de distribution limite 1 et f une
application injective (bijective) tel que Y, = f (X,) une chaine de Markov image d’espace d’état
F et de distribution limite 1’ = (ﬂ’y)yeF tel que 7'5; = ()
e Cas surjective
Soient (X,),, une chaine de Markov d’espace d’état E fini , de distribution limite T et f une
application surjective tel que f : E — F et Y, = f(X,,)
Si la chaine (Y,,), satisfait la condition nécessaire et suffisante alors (Y,), est une chaine de

Markov image d’espace d’états F , de distribution limite 1’ = Y, 7; et de matrice de

JEEf(j)=Yy

transition Q ., = ZjEE/f(j):y pij f(D)=y.

2.6.2 Les cas particuliers
Chaine de Markov irréductible apériodique

Distribution limite

¢ Injective (bijective) :
Une chaine de Markov image est dite irréductible si, a partir de n‘importe quel état image,
il est possible d’atteindre n'importe quel autre état image en un certain nombre de transi-

tions. Elle est apériodique si les transitions ne se produisent pas selon un schéma périodique
fixe.
Proposition 2.6.1 Si (X,), est irréductible apériodique alors la chaine de (Y,), est irré-

ductible apériodique et

/

. n - : n —
Vx,y €F lm Q= lm pi.)ea) =y,

n—,oo

Si la chaine (Y,), est ergodique on a :

lim Q" =Q*

n—o0
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Ou Q* est une matrice dans tout les lignes égales a 1’

4 Surjective :
Si (X,), est irréductible apériodique alors la chaine de (Y,), est irréductible apériodique

VX,_)/ €F, nll>r£lo sz = nll)rgo Z pan = Tr-1(y)
JEE/f()=y

-Si la chaine (Y,), est ergodique on a

lim Q"=Q*
n—oo
Ol Q* est une matrice dans tout les lignes égales a mp_y) =1’
Exemple 2.6.1 Soit (X,),ey Une chaine de Markov tel que :
( 3 8 4 )
n=\-=- ==
15°15° 15
et de Matrice de transition :

p:

ENE RN -]
Nl NI= N
SIEREN RN

Soit f une application surjective f : {1,2,3} — {1,2} tel que f(1)=1;f(2) =f(3) =2

(Y,),, est une chaine de Markov image de matrice de transition .

0 1
Q=11 3
4 2

Le graphe :

3/4
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Markov image

FIGURE 2.8 — Graphe de la chaine de Markov (Y,),), cas surjective

Chaine de Markov irréductible périodique :

Soit (X,) une chaine de Markov irréductible périodique . et f une fonction tel que f : E —

FetY, = f(X,,) est une chaine de Markov .

a) Injective (bijective) :

Soit (Y,)n) irréductible périodique (de période d > 1)
) _ d. SifYx),f (y)appartiennent a la méme classe
lim r" = lim pj’}

e Ty = MO P10 = 0 Sinon

n _ .nd
Ty =Py

Ona
n 1 d
I Ci
i 3= 1357
k=1 i=1
Exemple 2.6.2 Soit X, une chaine de Markov de matrice de transition :
102
0 3 50
1 1
p 3 00 3
1 3
2 003
11
0 3 50

Ona:
1< 23 11 16
lim —an = (—, —, —)
R 50’50 50
Soit f : {1,2,3,4} — {1,2, 3,4} une application injective tel que
S =3f(2)=1fB)=4f(4)=2

- Etudier le comportement de (Y,),en

Solution :
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Markov image

f injective donc (Y, ),enest une chaine de Markov : La matrice de transition :

o

Q

I
O wirk NIk O
wiv © O NI

A, ©O O NI
Hlw NI

o

Le graphe de transition :

12

3/4
2/3

12
13 v\@
1/2
oy
1/2

FIGURE 2.9 — Graphe d’'une image de chaine de Markov (Y, ),), cas injective

La chaine est apériodique car d(x) > 1

Les classe :

° Dl :f(l)zf(4):2:3
° D2:f(2)zf(3): 1:4

5 7

n 00 3

5 3

=Y 880
2 1

o 21o

11 11

2% 0 0 5

2200
2 1

|33 00

Ooil

12 12

11 13

o0 4 B
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Markov image

La distribution stationnaire de la 1€ classe :

r /
ny="m,=0
__ _ 16
<TC/2—7T4_E 37I(D1)=(01—620)
ﬂ:g =, = % 257 25
\n; =mn;=0
La distribution stationnaire de la 2°™¢ classe :
( 11
=1y =5
A —_
[Tt :n(Dl)z(E 0,0 E)
7.5/3:7.51:0 257 7 7725
\Tcgf =my= 5
Alors :
n 2
1 1 179 11 14 16 9 11 15 16
lim — e =< TC(Di) = _(_, A0 e _) = (_: PR R _)
n*wn; k 2(; 2\ 2525 25 25 50" 50 50 50

on calculons :

. n _—1s 2n 1 2n 13 n _ 11 _ 22
= lim,_, o 1}, =lim, o Q7] =lim, oo p3y =1lim, Q) =2X 7T, =2 X 55 =55
: n o_1; 2n _ 13 2n __1; n o __ _ 14 __ 28
= lim,_, o 1, =lim, o Q1) =1lim, o, p3s =1lim,,, Q}, =2X T3 =2X 55 =55
: n —1s 2n 13 2n 1z n _ 9 _ 18
= lim,_, o 1y =lim, o Q53 =1lim, oo pyy =1lim,, o, Q3, =2X 7 =2X 5 =5

: n —1s 2n 13 2n 1z n _ 16 __ 32
= lim,_, o 1y, =lim, o Q55 =1lim, oo pyy =1lim, o Q}, =2X Ty =2X%X 55 =55

H n __1; n __14 n __14 n __14 n _14 n __
= lim,_, oo 1, =lim,_, o 1], =lim,_, o 1), =lim,_, o 7, = lim,_, o r3; =lim,_, o 13, =

] n _—14 n __
lim,_, oo 1y, =lim, o 7); =0

(car x,y n’appartiennent pas a la méme classe)

b) Surjective : Y, est une chaine de Markov de matrice de transition :

= Quy = Qjcr/r)=y Pij

_ _ d., Sif ' (x),f Y(y)appartient a la méme classe,
lim r)’Zy = lim Pl.’]l.d =
e " jeElfGr=y 0,  Sinon.

n — n _ n
~ Ty = 2iier/f =y P ij = 2uier/f =y P ;d
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.7. Théorémes limites pour I'image d’une chaine de
Markov

Chaine de Markov réductible :

Soit (X, ),eny une chaine de Markov, f une application telle que f : E — F. (Y,),ey Une
chaine de Markov réductible ne contient pas une seule classe d’équivalence (ou de commu-

nication)

Proposition 2.6.2 Soit une état x € F , la probabilité de se trouver dans un état y a

Uétape n est :

rO, Sif ~1(y) est transitoire,
lim Q" = 4 0, Si f71(x), f~}(y) appartient & deux classes récurrentes différentes,
n—oo XY Tpagy, Sif7'(x)et f~'(y) sont récurrentes et appartient a la méme classe,
(T Sif ~1(x) est transitoire et f ~*(y) est récurrente.

OuA,, = Zyec Piwf-1) T Daker Pr-1(okAre Probabilité de passer de x vers y

2.7 Théoremes limites pour I'image d’une chaine de Mar-

kov

Proposition 2.7.1 (Temps d’arrét pour 'image d’une chaine de Markov) Soit (X,),cn
une chaine de Markov dans d’espace d’états E, (Y, ), l'image de la chaine de Markov X, tel
que x,y €Feti,j€E.

On note N,.; nombre de passage de la suite Y, en x, T, ; le temps d’arrét de la suite Y,

Ny = Z ly,= = Z Lirx,)=x)

neN* neN*
N > X1 si f est bijective
Gef) . . .
e Lx efipy St et seulement si f est surjective
N . N(f—l (x)) Slf est bijective
(e.f) —

> fiy=xNi St f est seulement surjective
T,=m < inf{n=1;X,=j}=m VmeN

Top=m << inf{n=1;Y, =x}=m
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Markov

1) Cas injective (bijective)

n21Ly,=x}={n21X,= ()} = T p)= Ty

px(Y,=y)=p,,(f(X) =)
=p(fX)=y/|fXo)=x)
=p(X, =f'(¥) 1 Xo=f7(x))

= P& =) = Ty

B)Cas surjective

p(YnzleOIX)
p(Y,=y|Yy=x)=
° p(Yy =x)

_ 22 =y fymx P =1, X0 = 1)
Zf(k)=xp(X0 =k)

_ Z (Zf(i):xp(Xn =j|Xo=1pX, = i))

Zf(h):x p(X, =k)

f(=y

E(T)) = Zpi(Ti =n)

neN

E(Tf)= Y pT.=m)= > E(m)

Nx,f = Z jlYn:x

neN*

= Z Lf(x,)=x

n
= Z Ix,ef104xh
S Y

£ ()=x neN-

:ZNk

fl)=x

NX _ Nk R Z 1
nooe e BT
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Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.7. Théorémes limites pour I'image d’une chaine de
Markov

2.7.1 Convergence en loi

Soit X, une chaine de Markov homgeéne irréductible apériodique pour laquelle il existe une

probabilité invariante . Alors pour toute loi initiale u,

Py, (Y, = x) — 1’

Proposition 2.7.2 (Formule de I’espérance) Soit (Y, ),y Une chaine de Markov image
de X,, a valeur dans un ensemble F de Matrice de transition Q et de loi initiale w,. Soit

n € N et (g1 )o<k<n des fonction de u dans C ,k € F.

E (l_[ gk(Xk)) = U (80Q (g1Q(82Q (... £,-1Q8gx))-- )
k=0

2.7.2 Théoréme ergodique

Soit q une matrice de transition irréductible et récurrente positive, ' son unique distri-
. . . . . / . . .
bution stationnaire et f : E — E Si D, | g(x) | n’(x) < oo alors pour toute distribution

initiale u, on a:
1 n
=g = > 1 f (k) = En(8(Y)
n
k=1 keE

Si X, est récurrente positive de probabilité invariante 7 pour toute fonction f : E — F

n}_l(x) si f est bijective
7 2t 8(Y) = Dy g (k) = E(8(Y,)),  sinon

2.7.3 Théoréme central limite pour I'image des chaines de Markov

On suppose que p est irréductible et positive récurrente et on note 7’ son unique distribu-
tion invariante.

Soit g : E — F fonction avec n’(g) = 0. Alors

(%) +2 > E(g(Y,)g(Yy)) € [0, 00]

n>1

56



Chapitre 2. Chaine de Markov image 2.8. Conclusion

Si bien que I’ on peut définir

o(g) =m'(g2) +2 ) E(g(V,)g(¥,)) € [0, 00]

n>1

Si en outre 0’ < 00, alors pour toute distribution initiale ’ on a :

2= D65 5 NGs0)
k=1

2.8 Conclusion

Apres les recherches qu’on a fait. on peux répondre a la question qui dit (est-ce que l'image
d’une chaine de Markov est une chaine de Markov) ?

Limage d’une chaine de Markov par la fonction f peut étre une chaine de Markov dans
certains condition qui garde les propriété particuliéres de Markov, et cela est relié aux type
de fonction (injective, surjective).

Apres avoir confirmé que les théorémes limite pour une chaine de Markov sont applicable

sur chaine de Markov image dans le cas (injective, surjective).

On dit que si la chaine de Markov satisfait les théorémes limites, alors chaine de Markov

image vérifié ces conditions.
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Chapitre 3. Application sur Matlab 3.1. Introduction aux Matlab

3.1 Introduction aux Matlab

2013

R2013a (8.1.0.604)
§4-hit (winG4)

February 15, 2013
License Mumber; 874166

MATLAB

. Protected by ULS. and international

} MathWorks
FIGURE 3.1 — MATLAB

Matlab pour « MATtrix LABoratory », MATLAB est un langage de programmation de haut
niveau et un environnement de développement développé par MathWorks. Il est particulie-
rement performant pour le calcul matriciel car sa structure de données interne est basée sur
les matrices. Il dispose également de grandes capacités graphiques pour, par exemple, la vi-
sualisation d’objets mathématiques complexes. Son fonctionnement repose sur un langage
de programmation interprété qui permet un développement trés rapide. Pour des applica-
tions nécessitant un temps de calcul plus élevé, un langage compilé comme le C++ ou le
fortran, est mieux adapté.

Matlab a été initialement développé a la fin des années 70 par Cleve Moler, professeur de
mathématique a Uuniversité du Nouveau-Mexique puis a Stanford, pour permettre aux
étudiants de travailler a partir d’'un outil de programmation de haut niveau et sans ap-
prendre le Fortran ou le C.

MATLAB offre un ensemble complet d’outils et de fonctions pour les calculs numériques,
Uanalyse de données, la visualisation et le développement d’algorithmes.

Avec MATLAB, vous pouvez effectuer une large gamme de tdches, notamment :
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Chapitre 3. Application sur Matlab 3.1. Introduction aux Matlab

© Analyse de données : MATLAB offre des outils pour importer, manipuler et analyser
des données. Vous pouvez effectuer des analyses statistiques, visualiser des données et
effectuer des prétraitements de données facilement.

© Calcul numérique : MATLAB excelle dans le calcul numérique. Il prend en charge un
large éventail d’opérations mathématiques, notamment la manipulation de matrices,
la résolution d’équations, Uinterpolation, lintégration et les équations différentielles.

© Développement d’algorithmes : MATLAB vous permet de développer et d'implémenter
des algorithmes de manieére efficace. Vous pouvez créer des fonctions personnalisées et
des scripts pour automatiser des calculs complexes et des simulations.

© Visualisation : MATLAB propose des outils puissants pour la visualisation des données
et des résultats. Vous pouvez créer des graphiques en 2D et 3D, des histogrammes, des
graphiques de dispersion, et personnaliser leur apparence pour présenter efficacement
vos résultats.

© Développement d’applications : MATLAB vous permet de créer des applications auto-
nomes avec des interfaces graphiques utilisateur (GUI). Vous pouvez construire des

outils interactifs et les déployer pour les utilisateurs finaux.
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Chapitre 3. Application sur Matlab 3.2. Un exemple pratique

3.2 Un exemple pratique

Dans cette exemple on s’intéresse sur une compagnie d’assurance et qu’on souhaite de
modéliser le comportement des sinistres automobiles pour évaluer les risques et esti-
mer les primes d’assurance . on utilise les chaine de Markov pour étudier les transition
entre différents états des sinistres ,tels que « pas de sinistre », « sinistre mineur »,et «

sinistre majeur » On a Uespace d’état E=-1,0,1 et une matrice de transition :

0.9 0.08 0.02
P=|06 04 0
0.3 0.7 0

Avec distribution initiale u, = 0.95 0.04 0.01 Donc la définition d’'une fonction
f:E—>FouF={1,23}:

e f(-1=1

e f(0)=2

e f(1)=3
Dans ce chapitre nous utiliserons toujours la matrice mentionnée dans U'exemple pra-

tique.

3.3 Les étapes de l’algorithme

3.3.1 Définir une chaine de Markov

Soit (X,,), une chaine de Markov d’espace d’états E, de loi initial u,, de matrice de
transition P et de distribution stationnaire . On note u= Mu dans Ualgorithme que

nous avons les traiter.

CMm =

1 tdéfinir la matrice de transition d'une chaine de Markov

== n=3;

3= for i=l:n

4 - for 3=1:n

= P{i,j) = input('donner les wvaleurs de la matrice P:'}:
6 — end

T - end

= disp(F)

Kl fdonner la loi initial de cette chaine
10 - for i=l:n
1T = mu (i) = input ('donner la wvaleurs de la loi initial mu:'}):;
12 - end
13 - disp (mu)

FIGURE 3.2 — Définir la chaine de Markov X,
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3.3. Les étapes de l'algorithme

» CM
donner les
donner les
donner les
donner les
donner les
donner les
donner les
donner les
donner les

0.9000
0.8000

0.3000

donner la
donner la
donner la

0.0850

valeurs de
valeurs de
valeurs de

de
de
de
de
de
de
de
de
valeurs de matrice
0.0800 0.0200
0.4000 0
0.7000 0

la
la
la
la
la
la
la
la
la

valeurs matrice

valeurs matrice

[ = Y &
[N

valeurs matrice

valeurs matrice
valeurs matrice

valeurs matrice

[

valeurs matrice

valeurs matrice

W m mm mmomom oo
[ T Y R O O [ R I
e

la loi initial mw:0.095
la loi initial mw:0.04
la loi initial muw:0.01

0.0400 0.0100

FIGURE 3.3 — offigure

Exécution de la chatne de Markov

3.3.2 Calcule de la distribution stationnaire et de la distribu-

tion limite de la chaine

Avant de calculer la distribution limite de la chaine (X,,), il faut évidemment s’assurer

qu’elle existe. Vérification de Uexistence d’'une distribution limite

Vérification de ’existence d’une distribution limite

P=[0.9 0.08 0.02;0.6 0.4 0;0.3 0.7 0]
mu=[0.95 0.04 0.01]

1l'existance d'une distribution

w7 ication de

for k=1:100
Pk = P*k;

end
disp (Pk)
if Pk>0
disp('la chaine possedes une D5')
N=1;
else
disp('la chaine ne possede pas une D5')
end

FIGURE 3.4 — Vérification de I'existence dune distribution stationnaire de la chaine X,
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3.3. Les étapes de l'algorithme

>> DS
P =
0.5000
0.€6000
0.3000
mu =
0.8500
k=
2
0.8640
0.7800
0.6500

la chaine possede une D3

0.0800
0.4000
0.7000

0.0400

0.1180
0.2080
0.3040

.0100

.0180
-01z0
.00&0

FIGURE 3.5 — Exécution de vérification de lexistence dune distribution stationnaire de la
chaine X,

3.3.3 Caractérisation d’une chaine de Markov

L’irréductibilité

Lalgorithme :

1= P=[0.9 0.08 0.02;0.6 0.4 0;0.3 0.7 0]
2 - B

3= Z=Zeros(legthip)):

4= ]

5 for (i=l:length(p)

a — for j=l:legthi(p)

ml= if p(i,3)>0 Z(i,3)=1;

g - end

i end

L = end

11 I={eye (length(p) +Z) " (length(p) -1) ;
12 = I

13| = if I=0

14 - disp('la chaine de Markov

15| = else

16 — disp('la chaine de Markov est
17 — end

est irréductible ')

réductikle ');

FIGURE 3.6 — Irréductibilité de la chaine X,

>> IR
P =
0.9000 0.0800
0.8000 0.4000
0.3000 0.7000
z =
Q Q Q
a a a
a a a
I=
€ 5 3
4 5 1
4 4 2

la chaine de Markov est

Exécution :

0.0200

irreductible
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Chapitre 3. Application sur Matlab 3.3. Les étapes de l'algorithme

FIGURE 3.7 — Exécution de la Irréductibilité de la chaine Xn

Périodicité

Lalgorithme :

% Matrice de transition P

P = [0.% 0.08 0.02; 0.6 0.4 0; 0.3 0.7 0]
$périodigue

n=10;

if ~isempty(find (diag(P)))

disp("la chaine de Markov est apériodigue"):
else

I=F:k=0:

for i=2:n

I=I*P;

if ~isempty(find(diag(I)))

=k+l;

MP(k,1l:1length (P))=zeros(1l,length(P)):
MP (k,find(diag(I))>0)=1;

end

end

d=0;

for i=l:n

d= min (MP, [1,"all");

end

ne de Markov est périodigus'):
Fergodique

if P {{length(P)-1)"2+1)>0

disp("la chaine de Markov est exgodigues"):

else
ne de Markov n est pas ergodique "):;

FIGURE 3.8 — Périodicité et ergodicité de la chaine Xn

> periodigue

F =
0.59000 0.0800 0.0200
0.e000 0.4000 0
0.3000 0.7000 0

la cha??ne de Markov est ap?riodigue

la cha?ne de Markov est ergodigue
Exécution :

FIGURE 3.9 — Exécution de la périodicité et ergodicité de la chaine Xn
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3.3.4 Chaine de Markov image

Définir la fonction f

Afin de pouvoir calculer l'image d’une chaine de Markov. nous avons besoin de définir

une fonction f : E — F Lalgorithme :

P=[0.9 0.08 0.02;0.6 0.4 0;0.3 0.7 0]

mu=[0.95 0.04 0.01]

%Definir la fonction £ de 1l'image de la chaine de Markow
E=input ('do

r 1 ensemble de depart E:')
F=input ('don

1 ensemble d arrivet F:')

e=length (E);%ca
Fgu
f=length (E) ;%ca

fdetermination de la nature de fonction de la fonction £

C=0;
if e<=f
c=1
disp("'f est une fonction injective (kijective),¥Yn est une chaine de Markov image ")
else
Cc=2
disp('f est une fonction surjective,il faut verifier la CHN5 ')
end

%initialisation des wvaleurs de £

X=input (" 1 ensembkle des antécédents Xi:')

T=input {'d 1 enszemble des image ¥Yi ascocle aux antécédent Hi:')

Exécution :

x> ICHM
F =
Q.9000 Q.0800 0.0200
0.e000 0.4000 Q
0.3000 0.7000 Q
ma =
0.9500 0.0400 Q.0100

donner 1 ensemble de depart E:[-1 0 1]

donner 1 ensemble d arrivet F:[1 2 3]

F =
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f est une fonction injective (bijective),¥Yn est une chaine de Markov image
donner 1 ensemble des ant?c?dents Xi:[-1 0 1]

donner 1 ensemble des image Yi ascocie auxX ant?c?dent Xi:[1 2 3]

¥ =

FIGURE 3.10 — Exécution de la Définition de la fonction f pour une chaine de Markov
image

Si la fonction f est surjective il faut vérifier les CNS(condition nécessaire et suffisante)

Lalgorithme :

1 ¥ vérification du caractére Markovien de ¥n dans le cas surjective.
2 if c==2

3 P1=0;

4 P2=0;

L H=0;

[ for i=l1l:e

7 i=1:

g c=i+1:;

9 if Y(1)==Y(c)

10 P1=P1+P{1l,1); %calcul du premier terme.

11 P2=P2+FP(c,1): %calcul

12 end

13 end

14 if Pl==P2

15 disp('¥n est une chaine de Markov image.')
1& H=1:

17 else disp('¥n n est pas une chaine de Markov image.')
18 return

15 end

20 end

21

FIGURE 3.11 - les condition nécessaire et suffisante pour le cas surjective

3.3.5 Matrice de transition et distribution stationnaire de chaine

de Markov image

Soit Y, = f (X,,) est une chaine de Markov, Nous calculons sa matrice de transition et
sadistribution stationnaire.
Voici Ualgorithme qui permet et calcul quelque soit le cas dans lequel on se trouve :

Lalgorithme :
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1 % vérification du caractére Markovien de ¥n dans le cas surijectiwve.
2 if c==2

3 P1=0;

4 B2=0;

L H=0;

[ for i=l:e

7 i=1;

8 c=i+1;

9 if Y({1)==Y|(c)

10 P1=P1+P({1,1i):

11 P2=P2+P(c,1i):

12 end

13 end

14 if P1==P2

15 disp('¥n st une chaine de Markov image.')
16 H=1;

17 else disp('Yn n 3t pas une chaine de Markov image.')
18 return

15 end

20 end

21

FIGURE 3.12 — Matrice de transition et distribution stationnaire de chaine de Markov image

Exécution :

>» Distribution

F =
Q.9000 Q.0800 0.0200
0.e000 0.4000 Q
0.3000 0.7000 Q
ma =
0.9500 0.0400 Q.0100

donner 1 ensemble de depart E:[-1 0 1]

donner 1 ensemble d arrivet F:[1 2 3]

F =
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FIGURE 3.13 — Exécution de la matrice de transition et distribution stationnaire de chaine

3.4 Théoremes limites pour une chaine de Markov

f est une fonction injective (bijective),¥Yn est une chaine de Markov image

donner 1 ensemble des ant?c?dents Xi:[-1 0 1]

donner 1 ensemble des image Yi ascocie auxX ant?c?dent Xi:[1 2 3]

dsQ

=]
o
s
w
)

0.1331 0.0170
la distribution image n' est pas stationnaire
ans =

0.8499

0.1331
Q.0170

de Markov image

3.4.1 Théoréme ergodique

Soit P une matrice de transition irréductible et récurrente positive, mson unique distri-

bution stationnaire et fE — R. Si Y. | f (i) | m(i) < 00, alors pour toute distribution

initiale m,,

Ona

%Zf(Xk)[]p.sZ . f (1) = E(f (X))
k=1

i€E
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De plus, si X est récurrente positive de probabilité invariante 1, pour toute fonction

f : E = R bornée[|9] (Le résultat peut se généraliser a f (r —intgrable).

%kz;:f(Xk) — p.sz m.f (1) = E.(f (X,)),n — oo.

i€E
Voici Ualgorithme qui permet de vérifier les conditions de ce théoréme pour une chaine

de Markov :

Lalgorithme :

I k=]
P=[0.5 0.08 0.02; 0.6 0.4 0; 0.3 0.7 0]

% Calcul de la distribution stationnaire pi
[V, D] = eig(P')

pi = WVi{:, 1)°"

pi = pi / sum(pi) % Normalisation

% Calcul de la somme sum|f(x) |pl(x)
sum check = abs(L(1l))*pi(l) + abks(L£(2))*pl(2) + abs(L(3))*pl(3)

if sum check < Inf

disp('La somme sum|f(x)|pi(x) est finie.')
% Etape 4: Calcul de
% Parametres pour le calc
n = 1000000; % Nombre
x = zeros(n, 1)
Distribution initiale mu

3

w = [0.95; 0.04; 0.01]
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Chapitre 3.

Application sur Matlab ~ 3.4. Théoremes limites pour une chaine de Markov

% Génération des états de la chaine de Markow
for k= 1:n
if k=1
x (k) = randsample([1, 2, 3], 1, true, mua);
else
x (k) = randsample([1, 2, 3], 1, true, P({x(k-1), :)):
end
end
% Calcul de la moyenne ergodigue

mean ergodic = mean (f(x))

itape 5: Comparaison de la moyenne ergodigue avec la waleur pi (f)

o e

lcul de la waleur pi(f)

pi £ = £(l)*pi(l) + £({2)*pi(2) + £(3)*pi(3)

disp(['Moyenne ergodigue: ' numZstr(mean ergodic)])
disp(['Valeur pi(f): ' numZscr(pi f)])

% Vérification de la convergence

if abs(mean ergodic - pi f) < le-6

disp('La movenne ergodigue converge wvers pi(f)."):
else
disp('La movenne ergodicgque ne converge pas wvers pi(f).'}):
end
else
disp('La somme sum|f(x)|pi(x) =3t infinie. Le théoréme ergodigque ne = appligque pas.'):

end

FIGURE 3.14 — L'algorithme qui vérifie les condition de théoréme ergodique pour une

chaine de Markov

Exécution :

>> applicationEEEE

F =
Q.9000 Q.0800 0.0200
0.e000 0.4000 Q
0.3000 Q.7000 Q

Vo=
-0.9878 -0.6814 0.4234
-0.1547 0.7303 -0.8163
-0.01%8 -0.048%9 0.382%

o=
1.0000 Q Q
Q 0.2785 Q
Q Q 0.0215
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Chapitre 3. Application sur Matlab 3.5. Théorémes limites pour I'image d’une chaine de

Markov

-0.1547 -0.01%8

0.1331 0.0170

sum check =
1.1671

somme sum|f (x) |pl(x) est finie.

0.9500
0.0400
0.0100

mean srgodic =

1.1873
pi £ =

1.1871
Moyenne ergodigue: 1.1&73
Valeur pi(f): 1.1&671

La

moyenne ergodigue ne converge pas vers pil(f).

FIGURE 3.15 — Exécution de I'algorithme qui vérifie les condition de théoréme ergodique

pour une chaine de Markov

3.5 Théoremes limites pour I'image d’une chaine de

Markov

3.5.1 Théoréme ergodique

Soit P une matrice de transition irréductible et récurrente positive, T son unique

distribution stationnaire et f : E — E Si Y, | g(x) | ©’(x) < oo alors pour toute

distribution initiale u0) on a :

D f ) = E.(g(Y,))

keE

1 n
_Zg(Yk) -
L
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Chapitre 3. Application sur Matlab 3.5. Théorémes limites pour I'image d’une chaine de
Markov

Si X est récurrente positive de probabilité invariante 1 pour toute fonction f : E — F

1< /
n ;g(X") - Z m.g(k) =E.(g(Xp)), n— o0

keE

Voici Ualgorithme qui permet de vérifier les conditions de ce théoréme pour une chaine
de Markov image Yn :

Lalgorithme :

% Calcul de la distribution stationnaire transposée

[V, DI = eig(P")

pi_prime = V(:, 1)°"

pi_prime = pi prime / sum (pi_prime)

% Vérification de la somme sum x |g(x)|pi_prime (x)

g = [£(-1) £(0) £{1)}1:

sum_ch = abs(g(l))*pi_prime(l) + abs(g(2))*pi_prime(2) + abs(g(3))*pi_prime(3)

if sum g pi < Inf
disp('La =omme sum

% Simulation de la chaine de M

n = 1000; % nombre
num states = size(P, 1):

d'i ions

¥ = zeros(l, n);
X(1l) = randsample (num states, 1, trus, mu);
for k= 2:in

X (k) = randsample (num states, 1, true, P(X(k-1), :)):
end

Calcul de la moyvenne ergodigue

mean ergodic = mean(g (X))
dispi([

igque: " num2str(mean ergodic)]):

r E pi prime (g(X 0))

% Calcul

g_X0 = g(X(1))

expected value = g(l)*pi_prime(l) + g(2)*pi_prime(2) + g(3)*pi_prime(3)
disp(['Valeur attendue E pi prime (g(X 0)): " num2str(expected value)])|;
else
disp('La somme sum x |g(x)|pi_prime(x) est infinie. Le me ergodigque ne s appligue pas.

end

FIGURE 3.16 — L'algorithme qui vérifie les condition de théoréme ergodique pour une
chaine de Markov image

Exécution :
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Chapitre 3. Application sur Matlab 3.5. Théorémes limites pour I'image d’une chaine de

Markov

>>» correctIM
'\i’:
-0.9878 -0.6814
-0.1547 0.7303
-0.0158 -0.0489
D=
1.0000 Q
Q 0.2785
Q Q
pili_prime =
-0.9878 -0.1547
pili_prime =
0.845%9 0.1331
sum ch =
1.1671

La somme sum X |g(x)| pi_prime (x)

mean_ ergodic =
1.1660
Moyenne ergodigue: 1.166

g_X0 =

expected value =
1.1671

Valeur attendue E pi prime

==

Q.
. 8163

4234

3529

L0215

Q170

(g(X 0)): 1.1671

23t

FIGURE 3.17 — Exécution de I'algorithme qui vérifie les condition de théoréme ergodique

pour une chaine de Markov image
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Conclusion général

En conclusion, le théoréme limite de l'image d’une chaine de Markov est un
résultat clé qui permet de comprendre le comportement a long terme de ces proces-
sus probabilistes. Ce théoréme énonce que, sous certaines conditions, U'évolution de la
distribution de probabilité de la chaine converge vers une distribution stable indépen-
dante de la distribution initiale.

Le théoréeme limite de limage d’une chaine de Markov fournit un cadre so-
lide pour comprendre la convergence et le comportement asymptotique de ces pro-
cessus stochastiques. Son application pratique offre des perspectives précieuses pour
Uanalyse et la modélisation de nombreux phénoménes complexes, contribuant ainsi a
Uavancement des connaissances et des applications dans divers domaines scientifiques

et techniques.
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