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Introduction Générale

Depuis fort longtemps, la loi gaussienne s’est impossée a I'attention des observateurs
et des techniciens dans les disciplines les plus diverses : statistique, physique, biologie...
En statistique, cette loi est largement utilisée. Ses propriétés, comme la stabilité, le fait
que deux parametres (moyenne et variance) suffisent a la caractériser ou bien encore le
théoreme de la limite centrale fait que cette loi s’adapte bien a de nombreuses situations.
Malheureusement, la loi normale échoue a décrire ’évidence empirique dans les marchés
financiers. Une alternative possible est d’introduire les lois « stables. Ces lois ont entre
autres la propriété d’autoriser des queues de distribution plus épaisses que la loi normale
et permettent ainsi une meilleure prise en compte des évenements les moins probables.
Les lois stables ont été généralisées aussi au cas multivarié ou elles peuvent étre utiles
pour exprimer des dépendances trés complexes.

En finance, les lois a-stables sont souvent utilisées pour modéliser les fluctuations des
actifs financiers tels que les actions, les devises, les matieres premieres, etc. Elles sont
particulierement utiles pour modéliser les queues lourdes et les événements extrémes qui
sont fréquents dans les marchés financiers.

L’objectif de cette étude est de mettre en évidence 'utilité des lois stables pour la modé-
lisation financiere en fournissant les outils mathématiques nécessaires a leur étude.

Ce travail est présenté en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous traitons les lois stables, nous donnons plusieurs défi-
nitions et caractéristiques des lois univariées et nous abordons le probleme du test d'une
variance finie ou infinie ainsi que ’estimation des parametres caractérisant ces lois. Dans
le cas multivarié, nous traitons particulierement certaines quantités, la covariation, le co-

éfficient de covariation et la codifference sont introduites ainsi que leurs propriétés.

Le deuxieme chapitre est consacré aux processus stochastiques solutions d’équations
différentielles stochastiques a-stables (o« EDS) connu sous le nom de processus de diffusion

a-stables. Nous introduisons la construction de l'intégrale stochastique d’It6 qui permet
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de donner un sens a la différentielle d’'un mouvement a-stable, notion importante sur la-
quelle repose la théorie des a EDS. Ensuite, nous proposons un modele simple d’évaluation
des options dans le cas ou l'actif sous jacent satisfait une @ EDS. A la fin du chapitre,
nous donnons de brefs rappels sur la théorie des options en particulier les options eu-
ropéennes et le modele de Black-Scholes (B&S). Dans ce contexte, nous considérons un

modele d’évaluation d’un call européenne ou le processus des prix vérifie une o EDS.

Dans le dernier chapitre, nous présentons les méthodes et graphes de simulation, nous
étudions numériquement la solution d'une o EDS selon les deux shémas Euler et Milstein
puis nous calculons la valeur de 'option avec les modeles étudiés B&S et o« EDS . Toute

la simulation se fera avec le logiciel Matlab.



Chapitre 1
Lois a-stables

Les lois stables forment une famille de lois de probabilité tres importantes dans le
domaine des mathématiques. La théorie générale des distributions stables a été initiée
par Paul Lévy en 1924, en trouvant les transformées de Fourier de toutes les distributions
strictement stables. Une approche nouvelle de toute la théorie a été développée avec la
découverte des lois infiniment divisibles en 1937. A partir de ses travaux les lois a- stables
se sont progressivement vulgarisées.

Dans les années 60, un nouveau modele de variation des prix repose sur des lois qui s’ins-
pirent des « Lois de Pareto ». Ce sont les « lois - stables » ou lois a queue lourde. Les
domaines d’application de ces lois sont entre autres la finance, les télécommunications,
internet...

Plusieurs livres sont consacrés a ces lois, en 1986 Zolotarev a étudié les lois alpha-stables
dans le contexte univarié et Samorodnitsky et Taqqu (1994) ont étudié de maniére appro-

fondie beaucoup de propriétés de ces lois dans le cas univarié comme dans le cas multivarié.

1.1 Lois stables univariées

Il existe plusieurs fagons de caracteriser une loi a-stable, nous présentons dans cette

section quatre définitions équivalentes des distributions stables .

Définition 1.1. Une variable aléatoire (v.a) X est dite stable si et seulement si pour tout

réels positifs C et Cy, il existe un réel positif a et un réel b, tel que
C1X1 +CoXy L aX 40

Ou X et X, sont deux variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

eton < £ > symbolise ’égalité en distribution. Si b = 0, on dit que X est strictement
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stable.
Définition 1.2. Une variable aléatoire X est dite stable si et seulement si pour tout
k € N*, il existe un réel positive a; et un réel positive by tel que

Xi4 o+ X Zap X + b (1.1)

Ou Xy, ..., X} sont des v.a indépendantes de méme loi que X.

L’orsque b, = 0, X est dite strictement stable.

Remarque 1.1. I existe une constante réelle a, 0 < o < 2, tel que pour tout k € N*,
ajp — kl/a

Le réel a est unique et ne dépend que de la v.a X, d’ou la nomination "a-stable’.

Définition 1.3. (propriété de stabilité)
La distribution d’'une v.a X est stable si pour toute suite Cj, k € N* et toute famille
Xy, X, ..., Xy iid (indépendante et identiquement distribués) de méme loi que X, il

existe ap > 0 et b, deux réels ,tel que
ClX1+CQX2++Cka gakX—i—bk (12)

Définition 1.4. Une variable aléatoire X est appelée stable s’il existe une suite des

nombres réels positifs a; et une suite des nombres réels by, tel que

(X1 +Xo+ ..+ Xp) — by 4,

k—o00

ag

. d . R
Ou < — ~> symbolise la convergence en distribution.

1.1.1 Fonctions caractéristiques

Les lois stables sont couramment définies a partir de leurs fonctions caractéristiques.
Il existe dans la littérature plusieurs paramétrisations des distributions a-stables. La plus
connue est celle décrite par Samorodnitsky and Taqqu. Cependant, la plus utilisée semble

étre celle définie par Zolotarev.

Définition 1.5. (SAMORODNISTSKY ET TAQQU)
Une variables aléatoire X est dite a-stable, notée X ~ S, (3,7, i), si sa fonction carac-

téristique s’écrit sous la forme :
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exp(itp — |yt|*[1 —iftan(Z2) sign(t)]) si a#1

2 (1.3)
. . 2 . .
exp(itp — |yt|[1+if Zsign(t) log|t]]) sia=1.

Vs (B (1) = {

avec les contraintes pour les parametres o €]0;2], § € [—1;1], v € R™, u € R et sign la

fonction signe.

1 t>0
sign(t) =< 0 t=0
-1 t<0

On peut interpréter les 4 parametres précédents de la maniére suivante :

a est appelé 'exposant caractéristique ou indice de stabilité. Il permet de caractériser
la queue de la distribution.Par exemple, plus « est proche de 2 et plus la probabilité
d’observer des valeurs de la variable aléatoire loin de la position centrale est faible et
inveresement.

B correspond au parametre d’asymétrie (appelé skewness). Si f = 1, la distribution est
dite totalement asymétrique a droite. De méme, la distribution est dite totalement asy-
métrique a gauche si § = —1.

~ désigne le parametre de dispersion. Il permet de mesurer la dispersion de la loi autour
du parametre p.

i est appelé le parameétre de position. Il permet de positionner la loi suivant l'axe des

abscisses.

Exemple 1

Dans le cas ou 8 = 0 et « = 1 I’équation (1.3) est égale a

Vs, (8. (t) = exp (ip t — [tv])

qui coincide avec la fonction caractéristique d’une distribution de Cauchy avec des
parametres et .
Exemple 2
Sifg=0eta=2ona
Vs (s.an(t) = exp (it = (11)%).
qui coincide avec la fonction caractéristique d’une distribution normale avec moyenne
et variance 2.

Définition 1.6. (ZOLOTAREV)

Une variable aléatoire X est dite stable, notée X ~ S, (3,7, 1) si sa fonction caractéristique
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s’écrit :

cap(ity — [vt|*[1 + i tan(5) sgn(t)([t]' = 1)]) sia#1

exp(itp — |yt|[1+iB= sign(t) loglt[]) sia=1

PSalBv1) (t) = {

Remarque 1.2. La paramétrisation proposée par Samorod-nitsky et Taqqu n’offre pas la
continuité de la fonction caractéristique auzx points ou o =1 et § =0, alors que celle de

Zolotarev est continue par rapport a tous les parametres.

Théoréme 1.1. (Théoréme de limite centrale généralisé)
Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires i.i.d. Il existe une suite ar > 0 et une suite

br € R tels que la quantité :
(X1 + ...+ X))

Qg

+ by (1.5)

converge en loi vers une loi stable.

Définition 1.7. ( LEVY-KHINCHIN )

Si X a une distribution stable, alors sa fonction caractéristique s’écrit :

exp (z’ut — 7t [1 + % i sign(t) log|t|D sia=1

exp (iut — |t {1 +1i0 sign(t) tan a—Q’TD sia#1 (1.6)

1.1.2 Variables aléatoires stables symétriques

Nous poursuivons la description de la loi stable dans le cas ou les parametres 3 et u
sont nuls, on appelle alors cette loi, loi symétrique par rapport a 3 et u que nous noterons
X~ SaS pour indiquer que X suit une loi stable symétrique.

Proposition 1

Une v.a stable X~ S, (8,7, 1) est symétrique si § = pu = 0. X est symétrique par rapport
a psi §=0. La notation SaS (symétrique a-stable ) signifie que X ~ S,(0,7,0).
D’aprés la définition (1.6) et la proposition 1, on voit que si X est Sa.S, alors sa fonction

caractéristique s’écrit sous la forme suivante
Dx (1) = exp(—*[t|%)

1.1.3 Densité de probabilité

Pour la plupart des lois connues, nous avons une forme explicite de la densité (Normale,
Cauchy, Gamma,...). Pour la loi a-stable, nous n’avons que la forme explicite de la fonction
caractéristique. A I'aide de la transformée inverse de la fonction caractéristique, donnée

par :
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Frlz) = = / T cap(—ite) @, (t)dt (1.7)

"o )
Nous pouvons obtenir la densité d'une loi a-stable symétrique sous la forme d’une intégrale

comme suivant :

1

+oo
fx(@) == /0 eap(—t*) cos[zt + B 1 w(t, a)]dt

ou

-2 sia=1
s

w(t.a) { tan(5*) sia#1

La forme explicite de la densité de probabilité de lois a-stables n’existe que dans les
trois cas importants suivants :
La loi de Gauss S2(0,7, ) de densité

1 (z — p)?
erp(————
VAary? 42

La loi de Cauchy S1(0,7, 1) de densité

fx) =

).
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0.5
a=0.5 N
a=1 || 'III
0.4 a=2 A

Figure 1.1: Densités des lois stables de parametres o € {0.5,1,2}, 5 € {1,0,0}, v € {1,1, 1},
p=20

Remarquons que

le graphe la densité d’une distribution de levy de parametres («

asymétrique et présente des queues lourdes.

= 1) est forcement

le graphe de la densité d'un distribution de Cauchy (o = 1) est symétrique et présente une

courbe en forme de cloche, mais les queues sont plus loures que la densité de distribution
de loi Normale.

le graphe de la distribution de loi Normale (a = 2) est symétrique et présente une courbe
en forme de cloche.
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0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figure 1.2: Densités des lois stables symétriques a € {0.5,0.75,1,1.5,2}, 3 =0,v=1let u = 0.

1.1.3.1 Influence des parametres sur la représentation de la densité de pro-

babilité
1.2
a=0.25
1 a=0.75
a=1
a=1.25
0.8 a=
0.6¢f
0.4} x\
0.2¢
O L o E%?;-_.EE
6 -4 -2 0 2 - 6

Figure 1.3: Densité des lois stables de parameétres a€ {0.25,0.75, 1, 1.25,2},5=0.6, u=0 et y=1.
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0.35
—_— }5:'1
03f |—— p=0.2
— =02 \
0.25/ p=0.6
51
0.2
0.15 )
/
0.1 /
0.05!
D L
6 4 -2 0 2 4 6

Figure 1.4: Densité des lois stables de parameétres a=1, f€ {—1,-0.2,0.2,0.6,1},7=1 et u=0.

0.35
y=1
0.3t y=1.5
r=2
§ y=2.5
0.25 =4
0.2
0.15¢}
0.1
/. / AN
0.05 // K
0
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figure 1.5: Densité des lois stables de parametres a=1, =0.2, v€ {1,1.5,2,2.5,4} et u=0.
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0.35

0.3}

0.25(

0.2}

0.15¢

0.1}

0.05(

-6 -4 -2 0 2 4 6
Figure 1.6: Densité des lois stables de parameétres a=1, =0.2, v=1, et u € {0,0.3,0.8,1.3}.

Interprétation
On remarque que chaque parametre influe de maniere différente sur la représentation de

la densité de probabilitie d’une loi a-stable.

— Sia est petit la courbe est plus pointue et a des queues de distribution épaisse.
Si a = 2 la distribution est celle de la loi Normale. voir Figure 1.3.

— Quand [ vaut zéro alors la distribution est symétrique.
On remarque la symétrie a droite pour =1 et a gauche § = —1.
Lorsque f est positif (resp.négatif), la queue de distribution est plus épaisse a
droite (resp.a gauche). (Figure 1.4)

— Si vy tend vers 0 la courbe de densité est plus pointue et a densité de probabilité
grand (Figure 1.5).
Plus v est grand, plus les données sont volatiles.

—  permet de translater la distribution sur ’axe des abscisses.
Lorsque g est positif (resp négatif), la courbe décale vers la droite (resp vers la
gauche) ( Voir Figure 1.6).

11
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1.1.4 Propriétés des lois a stables

1.1.4.1 Stabilité

Propiete 1

Pour « # 1, nous avons ’équivalence suivante

XNSa(ﬁ,’Y,,U)@Y: _1 NSa(BaLO)'

Preuve de propriete 1

Tout d’abord, remarquons que

Px4p(t) =E {@it(mX+p)}

= Py (mt)
Condition nécessaire
prenons m = - et p = — % Nous avons alors
'ya ’yH
it t

Dy (t) = exp (——1) Px(—)

itu it t
=erp\——z |erp\ T — 7|1
f}/'y ’)/a ’Ya

Y Ve
Or  sign(-%) = sign(t) car v > 0 donc
'\/C!

«

[1 - iﬁsign(%) tan OgTD

”:
Dy (1) = eap | ~[t]* |1+ iBsign(t) tan 7|

qui est bien la forme de la fonction caractéristique d’une loi S, (0, 3, 1).

Condition suffisante : la démonstration est similaire a la condition nécessaire en pre-
nantm:ﬂyé et p=pu.
1.1.4.2 Queues Lourdes

Définition 1.8. La loi de probabilité d’'une variable aléatoire réelle (v.a.r) est dite a
queue lourde d’indice « s'il existe un nombre a €]0,2[ et une fonction h a variation lente

, C’est-a-dire

12
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pour tout ¢ € RT tel que

Propriété 2

Soit X une v.a.r S, (8,7, i), on a les deux résultats suivants :

s _ 1+p
tl}eroot P(X >t)=~C(a) 5
e B 1-p
Jim ¢ P(X < —t) =~C(«) 5

tel que
-1

Cla) = (/OJFOO x”“sinzdx )

1.1.4.3 Calcul des moments

Propriété 3

Si X suit une loi S,(5,7, 1), et p € N; les moments d’ordre p sont :
1. sia=2,Vp, E[X|P < 0.

V 0<p<a, EXP<+o0.

2. 510 < <2,
Vp > a, E|X P = +o0.

Remarque 1.3. 1. Si a < 2, la variance d’une loi a-stable est infinie. Dés que a < 1,
c’est la moyenne qui devient infinie.

2.51 a > 1, la moyenne d’une loi a-stable est égale d pu.

Exemple

Nous avons simulé 900 réalisations de loi SaS pour différentes valeurs de o, 5 =0, v =1
et 4 = 0. Le tableau ci dessous représente la moyenne et la variance empirique des 900
réalisations.

Les résultats du tableau confirment que lorsque a décroit vers 0, la variance explose et

lorsque a devient plus petit que 1, c¢’est la moyenne qui va exploser.

o 0.1 0.5 1.5 2
Moyenne 55.9972 25.07 -0.3086 | -0.1440
Variance 2238600 719250 241.629 | 151.554

13
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1.1.5 Estimation des paramétres

Il existe quatre grandes familles d’estimateurs dont découlent plusieurs méthodes fon-
dées sur :
— les quantiles.
— la fonction caractéristique.
— le maximum de vraisemblance .
— les moindres carrés.
Dans cette section, nous allons présenter deux méthodes permettant d’estimer les para-

metres des distributions a-stables.

1.1.5.1 Méthode des moments

Cette méthode est basée sur une transformation de la fonction caractéristique. Pour

tout «,
|2(t)| = exp(—"[t*)

log|(®(1)] = —*[t]"

Pour a # 1 :

On prend deux valeurs non nulles t; et t5, avec t; # to
log|(®@(t;)] = —*[t;]*

Pour j = 1,2, on résoud le systéeme d’équation de « et 7 , en remplagant ®(t) par &)(t)

telque ®(t) = 30 exp{itX;}. On arrive a

log|®(t1)|

~ log |®
b = —re el (1.8)
log ]
. log (—log|®(t1)]) log|t,| — log(—log|®(t1)]) log|ts]
log 4 = o) (1.9)
199 Gog(ts)

Pour l'estimation de 3 et p on considere pu(t) = I'm (log®(t)).
ou Im est 'imaginaire de la log fonction caractéristique.

Alors  p(t) = put —~* |t|*B sign(t) tan <.
On prend deux valeurs non nulles de t3 # t, il vient

Hj o a— am
t]:M—(’Y [t tan2> B.
J

14



CHAPITRE 1. LOIS o-STABLES

Pour j = 3,4
o 1k (1E
(b(t) =\z ZCOS(mi) +| - Zsm(txi)
ki ks
Alors )
' cos(tx;
tan fi(t) = Z; 1 Cés( zi)
S sin(tx;)
Donc
) Ata) _ filts)
f=rg— A (1.10)
{t4 \t3|0‘*1} A% tan

\t4|@_1 pts) |t3\5‘_1 A(ta)

t3
o= el

ta (1.11)

=

quand o = 1 est plus simple, en suivant le méme raisonnement, on arrive aux résultats

suivants : 2
log|®(t
5= _loglot)] (1.12)
|t1]
Aats)  pta)
A~ + t
- 23[7:4 (1.13)
x 1095,
Alts) fi(ts)
i log|ts| 2222 — log]ts| 22 (1.14)
log %

1.1.5.2 Meéthode de McCulloch

Fama et Roll ont proposé une méthode basée sur les quantiles empiriques pour 1’esti-

mation des parametres a et v des lois symétriques stables, lorsque 1 < a < 2. La méthode
de Fama et Roll est simple a implémenter, mais elle a le desavantage que les estimateurs
soit biasés, pour cette raison, McCulloch a généralisé cette méthode en utilisant les quan-
tiles empiriques.
Soit F la fonction de répartition d'une v.a stable X ~ S,(8,7, i), et soit z, le quantile
d’ordre p, c’est-a-dire F'(x,) = p et Z, le quantile empirique correspondant. Pour évi-
ter une fausse asymétrie, I’echantillon doit étre ordonné de facon croissante en posant
Toe) = 2, oU (i) = 22

Puis, on effectue une interpolation linéaire pour obtenir #, a partir de £4¢;) et £4¢41) ol

q(i) < p < q(i+1). L’estimateur obtenu Z, est un estimateur convergent de x,,.

15
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McCulloch définit
_20.95 — L0.05

Zo.75 — L0.25

Ve

vg = T0.95 + T0.05 — 2705 (1.15)
L0.95 — L0.05

et montre que ces indices ne dépendent pas de v ni de p. De plus ils sont respectivement
des fonctions décroissante et croissante de a et 3. Cette relation peut s’inverser, donc les

parametres a et § peuvent étre vus comme des fonctions de v, et vg, soit :

a:gl(vavvﬂ)v BZQQ(Uaav,B)

McCulloch construit ensuite deux nouveaux indices :

_ Zo.r5 — T0.25

p+ BytanT si a#1

W si a=1

On peut démontrer que ve et v, dépendent seulement de o et B c’est-a-dire : ve =
93(0575) U’Y = 94(@,5)

Si les fonctions g¢;, pour ¢ = 1,2, 3,4, sont connues, alors 'algorithme d’estimation des

ou &=

quatre parametres peut étre défini comme ci-dessous.
1. Ordonner I’échantillon.
2. Calculer les quantiles empiriques Zgo5, Zo.25, o5, Lo.75 €t To.95.

3. Estimer les indices v, et vs :

_ Z0.95 — 20.05
y = —=

Zo.75 — L0.25

Z0.95 T T0.05 — Z0.5
Uﬁ =

Zo.95 — Z0.05
4. Estimer « et [ :
a = 91(1704, @ﬁ)a B = 92(@047 @,3)

5. Estimer 7y :
Zo.75 — L0.25

T 93(@73)

16



CHAPITRE 1. LOIS o-STABLES

6. Estimer ¢ :

£ =fos+4 qu(a, )

7. Estimer p :

A
A

== B4 tan T

Comme %, est un estimateur convergent et asymptotiquement de loi normale de z,, et
que les fonctions g; sont continues, alors les estimateurs des parameétres sont convergents

et asymptotiquement de loi normale.

1.1.6 Algorithme de simulation

Pour simuler les lois stables, il existe un algorithme développé par Chambers et al
(1976). Celui-ci permet de générer une loi S,(5,1,0). Pour obtenir une loi S, (53, x,7); il

suffit de faire un changement de variables.

Premiere étape

Elle consiste a générer une loi U uniforme sur [—7, 7] et une loi Q exponentielle de

parametre 1. Pour cela, il faut d’abord générer deux variables aléatoires réels. uniformes

sur |0; 1] (notées Uy et Us), Puis en utilisant le changement de variables suivant

T
U= 7TU1 — 5
Q = —log(1 —Uy)

Deuxiéme étape

Elle consiste a calculer différentes quantités (en fonction de U et de Q).

e=1—-«
a= tan(g)
eU
b= tan(—
an( 5 )
T = —e tan(al))

17



CHAPITRE 1. LOIS o-STABLES

2
g cos(eU — tan(aly) sin(el)
N Q cosU
Zi= —1
d g

Troisieme étape
Elle consiste a générer une loi Y stable S, (3,1, 0). Pour obtenir cela, il faut utiliser la

proposition suivente :
Proposition

Soit U une loi uniforme [—7, 7] et Q une loi Exponentielle de paramétre 1. On pose

2 ((’g + BU) tan(U) — 8 log(zw)> o1

Y = (1.16)

l1—a

sin(a(U—Uyp)) (cos(U—a(U-Up))\ « .

cos(U)é ( Q ) St 7£ 1
tel que :
1—|1—
g—_ ™ 1-l1-qf
2 o

alors la v.a.r Y suit une loi S,(5,1,0).

Exemples Dans le cas ou o« = 1 et § =0, nous avons

Y =tanU

formule connue, qui permet de simuler une loi de Cauchy.

cas SaS -
sin(al) (cos((l - a)U))2
a (cosU)a Q
cas o = 2 .
v — sin(2U) <cos U>2
~ VeosU Q
Y =2,/QsinU.

18
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1.1.7 Statistique des lois symétriques a-stables
1.1.7.1 Tests sur la variance

Nous allons présenter deux méthodes pour tester les parametres d'une loi Sa.S, afin

de voir si on est en présence d’'une loi a variance infinie ou non.

Test graphique 1 Ce premier test est tres simple et se décompose en 2 étapes :

1. Calculer la variance empirique (s2) pour différentes valeurs de n

A | n )

2. Tracer le graphique (n, s2).

Exemple Nous avons repris les simulations sur 900 réalisations de loi SaS avec deux valeurs
de o, v € {1,1.5}. Les graphiques des figures 1.7 et 1.8 représentent le test graphique 1,

on remarque que le cas a = 1 fait converger la variance et pour a = 1.5 il y a divergence.

10*
127

10

o
e

[y ESY
f/....-"' -
/
|

x10*

Figure 1.7: Test graphique 1, sur ’échantillon de 900 réalisations d’une loi Sa.S pour o = 1.
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0 200 400 600 800 1000
Figure 1.8: Test graphique 1, sur I’échantillon de 900 réalisations d’une loi Sa.S pour o = 1.5.

Test graphique 2

Ce deuxieme test est basé sur le fait que :

lim t*P(|X]| > t) =~vC(«a)

t——+o0

d log P(|X|>t)

est équivalent a «, La aussi, 2 étapes sont nécessaires :
d logt ’ )

Donc en +o0,

1. Fixer t et calculer la quantité g(t) = log (% >y 1|Xi|>t). Ot 1 la fonction indica-

trice.

2. Tracer le graphique (log(t), g(t)) et voir si la pente devient finie & partir d’une

certaine valeur de t.

1.2 Lois stables multivariées

Définition 1.9. Le vecteur aléatoire X = (X7, ..., X,,) est a-stable si pour tout k et pour

tout vecteur XM, ..., X*) de méme loi que X, il existe a; > 0 et D) tels que :
X g 4 x® Ly x4 ph)

Lorsque D®) est le vecteur nul, on parle de loi strictement stable.

Remarque 1.4. a. L’égalité en distribution des vecteurs précédents entraine [’égalité en

distribution de chaque composante, c’est-a-dire :
1) k) d k)
XMW+ L+ XM Eq X, + DWL
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b. Une conséquence de la proposition sutvante est que le parameétre ay joue le méme role

que dans le cas univarié. 1l existe alors une constante o, 0 < a < 2 | telle que ap = k.

1.2.0.1 Fonction caractéristique

Soit X = (X1, Xy, ..., X4) un vecteur aléatoire a-stable dans R? et soit

d
Ox(t) = Px(t1,....tq) = Fexp{li <t,X >} =F lemp{iZtk Xk}]
k=1

sa fonction caractéristique.

Théoreme 1.2. X suit une loi a-stable multivariée, 0 < a < 2, si et seulement si il
existe une mesure finie I' sur le sphére unité Sq € R4Sy = {s,||s|| = 1}) et un vecteur de

“décalage” u° € RY telle que :
D (1) = eapli(t, i) — [ |(t.5)|"(1 — isigni(t, )W (a5, ))D(ds)). £ € R
Sq
ot (.,.) représente le produit scalaire et

tan’s* sia#1
W(a,s,t) =
Zlog|(t,s)] sia=1

Le couple (T, u°) est unique.
La mesure I' est appelé mesure spectrale du vecteur a-stable X. Elle contient d’information

relative aux parametres d’échelle et aux parametres d’assymétrie.

Exemple
Supposons que d = 1. Alors, S; = {—1,1} et la mesure spectrale I" sera con centrée sur

ce deux points. Si a # 1, ®x(t) devient

O x(t) = exp{itu® — |t|*[0(1) + T(=1) — isign(t)(T(1) — F(—l))t(m%]}.

est la fonction caractéristique d'une v.a X ~ S, 5(p,7)

de parametres

Q~

7= (1) +T(=1))
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o= p
Le parametre [ est égal a zéro si I' est symétrique sur Sy, i.e. I'(A) = I'(—A) pour tout

ensemble de Borel A de Sy.

Le théoreme suivant est relatif aux vecteurs strictement stables symétriques.

Théoreme 1.3. Soit X un vecteur a-stable, on a les résultats suivants.

1- 57 toute combinaison linéaire des composantes de X a une distribution strictement
stable, alors X est un vecteur strictement stable.

2- Si toute combinaison linéaire des composantes de X a une distribution symétrique -
stable, alors X est un vecteur Sa.S.

3- Si toute combinaison linéaire des composantes de X a une distribution a-stable, ot

a > 1, alors X est un vecteur a-stable.

1.2.1 Mesure de dépendance

La mesure de dépendance d’un vecteur aléatoire gaussien (o = 2) est complétement
spécifiée par la fonction d’autocovariance. Une telle simple description n’est pas possible
lorsque a < 2 car la covariance est infinie. Les notions de covariation, le coefficient de
covariation et de codifférence (quand 0 < a < 2) définissent des mesures naturelles de
la dépendance lorsqu’on s’intéresse a des distributions multivariées a queues tres épaisses

comme les lois stables multivariées.

1.2.1.1 Covariation

La notion de covariation peut remplacer la covariance lorsque 1 < a < 2.. Dans ce

paragraphe, nous citons quelques propriétés utiles de la covariation.

Définition 1.10. Soient (X7, X3) un vecteur SaS bivarié avec « strictement supérieur a

1, la covariation de X; sur X, est la quantité :

[Xl,Xg]a:/ r125 P Td(z)
Sl

ou

a~"” = sign(a) |a|’

Définition 1.11. Soit (X, X3) un vecteur SaS,et soit y(6q,02) le parametre d’echelle

22



CHAPITRE 1. LOIS o-STABLES

d’une variable aléatoire Y telle que Y = 6; X1 + 6, X5. ou 6; et 05 sont deux nombres réels.

a,ya(el’ 62)

1
X1, X9 = — ——————24, —0.6o=1-
[ 1 2]01 o 691 |91—0,92—1

Propriétés
A présent nous donnons quelques propriétés de la covariation.

L [X, X, = Goiea),

. Si X et Y sont deux v.a.r indépendantes alors,
[X,Y],=0.

. La covariation n’est pas additive en général sur son argument, i.e pour (Xi, Xs, X3)
conjointement Sa.S, (X1, Xo + Xsla # [ X1, Xo)a + [X1, Xs]a

. la covariation induit une norme |||, sur I'espace lineaire S,, des variables aléatoires conjoin-
1

tement SaS (« > 1). La norme ||||, est définie pour tout X, par || X1]a = ([X1, Xa]a)a =
vx1, Ou vx1 est le parametre d’échelle de Xj.
1.2.1.2 Coefficient de covariation

Soit (X,Y) un vecteur SaS o « est strictement supérieur a 1.

[Xa Y}a
[Y7 Y]a

{X, Y} =
ou [X, Y], est la covariation entre X et Y.

Propriété

Le coefficient de covariation entre X et Y n’est pas symétrique et n’est pas borné.

Preuve

Prenons par exemple, X = aY ; avec a # +1, il est aisé de voir que :

_ [aY Y],

(X,Y], = AN
_ [YaY], 1
WX = v, =2
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et donc que {X, Y}, # {Y, X}, . La symétrie n’est donc pas vérifiée.
Gardons le méme exemple qu’au-dessus, on a vu que {X,Y }, = a.

Le coefficient de covariation n’est donc pas borné.

1.2.1.3 Codifférence

Pour toute cette partie, nous supposerons que 0 < o < 2.
La codifférence fait partie des quantités qui permettent de mesurer la dépendance entre

deux v.a.r a-stables symétriques.

Définition 1.12. La codifférence entre X et Y est la quantité
mxy = [ X[[S + YIS = [[X = YI[3

Propriétés
1. Comme le coefficient de covariation, dans le cas ou « est égal a 2 | la codifférence est

liée a la covariance.
xy = Cov(X,Y)

2. De plus, la codifférence est symétrique 7xy = 7Ty x.

3. les X,Y sont indépendantes < 7xy = 0.

Preuve

1. On a .
(X, Y]y = §COU(X, Y)

et
1 X]la = [X, X]a

Ceci entraine que
1
IX] = [X, Y], = Cov(X, X)

1
IXIB = SV ()

et donc

1 1 1
XY = §Var(X) + §Var(Y) — §Var(X -Y)

Var(X =Y)=Var(X)+ Var(Y) —2Cov(X,Y)
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ce qui donne le résultat souhaité soit
Txy = Cov(X,Y)
2. Pour la symétrie, il suffit de montrer que
IX =Yla =Y = X[
Or on a vu que ||.||o est une norme et donc que quelle que soit X v.a.r SaS, on a
1 XTo = I = X]la
Il suffit d’appliquer ce résultat a la v.a.r X — Y pour démontrer la symétrie.

laX{lo = [alyX

= lal [[X]]a-
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Chapitre 2
Processus de diffusion a-stables

L’utilisation des lois a-stables en finance offre de nouvelles perspectives pour modéliser
les phénomenes financiers complexes et capturer les comportements extrémes observés sur
les marchés. Elle permet une meilleure compréhension et gestion des risques financiers,

tout en ouvrant de nouvelles voies de recherche dans ce domaine passionnant.

2.1 Processus stochastiques

Soit un espace de probabilité (€2, F, P), un espace mesurable (F, &) et un ensemble T.

Définition 2.1. On appelle processus stochastique, ou processus aléatoire, une famille
(X})ier de variables aléatoires a valeurs dans F. Autrement dit, pour tout ¢t € T', I'appli-
cation w — X;(w) est une application mesurable de (§2, F) dans (E, ).

On appelle F I'espace d’états du processus, et T  représente I’ensemble des temps possibles.

Définition 2.2. Lorsque T'= N ou 7' = Z on dit que (X})ier est un processus a temps

discret. Lorsque T = R ou intervalle de R, on parle de processus a temps continu.

2.2 Processus de Lévy

Soit (X¢):>0 un processus stochastique défini sur un espace de probabilité complet
(Q, F, P). muni d’une filtration (F})o<t<co-

Définition 2.3. On dit que X est un processus de Lévy (issu de 0) si :
1. X = 0 presque stirement,

2. X est a accroissements indépendants et stationnaires,
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3. X est stochastiquement continu : pour tout € > 0et ¢t > 0 :
llm P(|Xt+h — Xt| > 6) =0.
h—0

Définition 2.4. Un processus stochastique X = (X;);>0 & valeurs dans RP est un proces-

sus de Lévy si sa fonction caractéristique s’écrit sous la forme suivante :

Eleap(i(A, X(1))] = exp(—t®(A)) (2.1)

B(0) = i(1,0%) + Q) + [ = epli, @) + T 2) Lgza)o do

Q est une forme quadratique définie positive (elle représente la partie brownienne) et

v(dx) est la mesure de Lévy de X; ,i.e. une mesure de Radon positive sur R?— {0} vérifiant

/(1 lz2)o(de) < oo

Cette derniere représentation est connue sous le nom de Lévy-Kchintchine

2.3 Processus stable

Un processus stochastique (X;):>o est appelé processus stable a valeurs dans R? | si
1. (X¢)e>0 est un processus de Lévy a valeurs dans RP

2. Pour tout a > 0 il existe b > 0 et ¢ € RP telle que
{X,t: te[0,00)} £ {bX,+tc:t>0}

(Xt)e>0 est appelé processus strictement stable a valeurs dans RP, s’il est un processus

de Lévy telle que pour tout a > 0 il existe b > 0 vérifiant
{X(at) :te€[0,00)} L {bX(t) :t>0} (Propriété dauto— similarité)

Formes canoniques
— Premiere forme canonique : la fonction caractéristique d’un processus a-stable, a €
(0,2) ; peut s’écrire sous la forme
r(s,x), dr , 0
) atas) + i)
(2.2)

E leap(i(h, X ()] = eap{t l / /O Slexplir(sz) —1—i
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— Deuxiéme forme canonique :
Soit 0 < a < 2. Si X; est un processus a-stable a valeurs dans R, alors il existe une

mesure finie ' sur S, et ¢ € R telle que

Elexp(i(\, X;)] = exp{t [2’()\,00) - /Sd |(A,8)]* (1 —i sign((\, s)) W(a,s,\)) T'(ds) |}
(2.3)

Ou

tan 5% st a# 1

—2 log |(A\,s)] si =1

Wi(a, s, \) = {
Remarque 2.1. Sip = 1, (2.2) peut s’écrire sous la forme
Elexp(i X X(t))] = exp[tlic) |y|*(1 — i sign(A\) W(a,N))]], A €R (2.4)
Oiu~vy>0,0€R, ge[-11] et

tan &% si o a# 1

Wi(a,\) = { 2

—2log|<As>| si a=1

2.4 Mouvement a-stable

Définition 2.5. Un processus stochastique {L,(t) : t € [0,00)} est appelé mouvement
a-stable (standard) (ou mouvement a-stable de Lévy ) si :

1. Ly(0) =0 p.s.

2. L,(t) est & accroissements indépendants et stationnaires.

3. La(t) — La(s) ~ S, (0, (t — s))a pour tout 0<s<t<o0.

Notons que lorsque a = 2, My(t) = /2 B(t) on {B(t) : t € [0,00)} est un mouvement
brownien standard.

Les mouvements a-stables sont Sa.S si § = 0.
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2.5 Intégrale stochastique a-stable

Soit (L4 (t))i>0 un mouvement a-stable avec 1 < a < 2. Nous rappelons dans ce para-
graphe la construction de I'intégrale stochastique [ X dL, pour une classe des processus
a valeurs réelles X (¢, w) Fi-adapté.

Soit L* 'espace de tous les processus, X = {X(t,w)}=0 sur Q x [0,00), adaptés a la
filtration {F;} et telle que pour tout 7' > 0 :

1X | = |E [/OT X (5, w)|" ds )] < 00 (2.5)

De la méme maniére, nous définissons L la famille de tous les processus X sur 2x [0, +00)

Fi-adaptés telle que pour tout 7" > 0,

T
/0 | Xs|% ds < oo p.s (2.6)

“ représente l'ensemble de tous les processus X (t);>9. Fr-adaptés a trajectoires dans

D|0, 00) telle que pour tout 7' > 0 la norme faible L est finie, i.e :

A>0

(sup A% P{Sup|X( )| >)\})a < o0 (2.7)

¢ désigne la classe de toutes les fonctions X : Ry x 2 — R qui sont des combinaisons

linéaires des fonctions indicatrices. X € ( peut étre exprimé de la forme :
X( ) (I)() 1{0} + Z q) tz7ti+1] (t) (28)

ou {t,}2° est une suite des nombres réels avec 0 = tg < t1... < t,,, lim, o t, = 00, et ¢,

est F,, mesurable. L’intégral [ X dL, est construit a travers les étapes suivantes :

1. Construction de [ X dL, quand X € ¢
Lorsque X € (, l'intégrale [ X dL, est définie comme suit :

t
/XdL Z O:(La(tivt) — La(t)) + ®(La(t) — La(ty))  si tn <t < tns
0

et
/XdL Oi(La(t Atis1) — La(tAL)) si 0<t<oo  (2.9)

2. Extension au cas ou X € L% :
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Le théoréme suivant, permet d’étendre la construction de [ X dL, de X € ( a X € L.

Il existe deux constantes ci,co > 0 telle que pour tout processus simple X € L et
tout 7"> 0 , .
a E {/ | X | ds} <supA* P{sup| [ X dL,| > \} (2.10)
0 A>0 t<T JO

L’application X — [ X dL, peut étre étendue a un plongement isomorphe de
L, dans A pour chaque X € L, il existe un processus stochastique dans A%, noté
J5 X dLg, t > 0 vérifiant (2.9) et qui coincide avec l'intégrale stochastique (2.10) pour
X ee.

3. Extension au cas ou X € Ly,
Pour chaque, X € Ly, on définit les temps d’arrét par :

t
Tn:inf{t,/ | X|*ds >n} An
0

n € R™ de telle sorte que 7, croit vers oo p.s

Pour X € L*

p.s)
cOté, nous avons :

il est possible de montrer que Vn € N*, 150X € L% D’un autre

tATH t
| X dLa= [ 14,<y dL
0 0 N

Pour X € L*

p.s
les trajectoires dans D]0, 0o]. Il sera appelé intégrale de X par rapport a L,.

le processus {f; X dL,,t > 0} est bien défini et admet presque toutes

2.6 Equations différentielles stochastiques (EDS) a-
stables

Définition 2.8. Nous considérons les équations de type Itd exprimées sous la forme

suivante :

¢ ¢
Xt:A—i-/ W (X, s) ds +/ c(Xs, s) dLqys. (2.11)
0 0
p: R"xR—R
c: R"xR—R.

A : est une variable aléatoire stable.
Fo-mesurable, {L,(t) : t > 0} est un mouvement F;-a-stable symétrique avec
l<a<?2

Nous appellons (2.11) une Equation Différentielle Stochastique par rapport a un mouve-
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ment a-stable (a- EDS). La solution de (2.11) est appelée diffusion.

Définition 2.9. la solution de ’équation (2.11) est un processus stochastique F; adapté

vérifant :

1. Pour tout ¢ > 0, les intégrales [j u/(X,,s) ds et [J c(X,,s) dL,s sont bien définies
t t
/ |1 (s, Xs| ds < 400 et / (s, X,)|* ds < 00 p.s
0 0
2. {X;}is0 vérifie (2.11);
¢ t
Vit >0 Pp.s Xy = A—I—/ W (X, s) ds —I—/ c(Xs, s) dWys.
0 0

Remarque 2.2. 1. L'a-EDS (2.11) peut étre écrite sous la forme suivante :

dXy = p/(t, Xs)dt + c(t, Xs)dLa (1)
XO — A

2. Les a-EDS sont des cas particuliers d’équations différentielles stochastiques plus gé-

nérales par rapport a des semimartingales, i.e. des équations de la forme
t
X, = A+/ F(X,) dY, (2.12)
0

ou {Y;} est un processus semimartingale.
L’existence et l'unicité de la solution de (2.12), provient des théorémes généraux sur

lexistence de solutions d’EDS par rapport a des semi martingales.

2.7 Modéle d’évaluation des options

2.7.1 Les options

Une option est un contrat qui confére a son titulaire le droit, mais non [’obligation,
d’acheter ou de Vendre une certaine quantité de l’actif sous-jacent a un prix convenu a
l'avance une période de temps donnée. En contre partie, l’acheteur verse immeédiatement
au vendeur une prime (le priz de l’option).

On distingue deux types d’options : options d’achat (Call) et options de vente (Put)
Call est un contrat qui donne a son d’étenteur le droit d’acheter une certaine quantité
d’un actif sous-jacent a un prixz prédéterminé pendant une période donnée.

Put est un contrat qui donne a son détenteur le droit de vendre une certaine quantité
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d’un actif sous-jacent a un prixz prédéterminé pendant une période donnée.
1l existe deux types d’option ,option américaine qui peuvent étre exercées tout moment et
loption européenne sont exercable uniquement a l’échéance définie dans le contrat.

On s’intérese a l’option européenne dans ce chapitre en utilisent ces notions

- Sy est le cours actuel de l'actif sous-jacent, peut étre une action, une obligation, une
devise...
- Le priz d’exercice (strike) K de option est un priz prédéterminé auquel se fait la tran-
saction en cas d’exercice de [’option.
- T est une date d’échéance qui limite la durée de vie de l’option.
- Le taux d’intéret sans risque que les investisseurs peuvent obtenir sans prendre de risque.
La volatilité de prix de lactif (o) est la mesure de la variation des priz de cet actif sur le

marché.

2.7.2 Modeéle de Black et Scholes

Soit un actif risqué de priz X (t) a la date t, et le priz de laction S(t) a linstant t,
I’évolution du cours de lactif sans risque et de ['action est régi par l’équations différen-

tielles stochastiques suivantes

Xt = TXt dt, (213)
dSt = ,M/St dt + O'St th (214)

Ou W est un processus brownien standard dans l’espace {Q, F, P}

et i’ > r le tauzr de rendement attendu sur lactif risqué S.

La solution de l’equation ordinaire (2.13) est Xy = Xoexp(rt), pour tout t > 0.
La solution de l’équation (2.14) est

2

Sy = Sy exp(p't + Wy — %t).

Dans ce modeéle la valeur d’une option a l’instant d’expiration T est :

Cr = maz{Sr — K, 0}.
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2.7.3 Le modeéle a-stable

Considérons un actif sans risque X, a linstant t, et une action de priz Sy a la date t.
On suppose que la dynamique de priz de ces actifs est décrite par les équations différen-

tielles sutvantes.

dSt = M/St dt ‘I— g StdLa(t), (215)

avec la condition initiale Sq = sg, ou s est une constante donnée.

L’équation (2.15) peut s’écrire sous la forme suivante :

t t
Sy = So+ 1 /0 Suds + /O SodLa(s)

Remarque 2.3. Dans le cas ot v = 2, Ly(t) = V2W (t) ety = 7 on retrouve le modéle
de Black Sholes.

Considérons maintenant une option d’achat europeenne de prix d’exercice K, de matu-
rité T dont l'actif sous jacent est solution d’une o EDS. Le priz Cy de l'option a ['instant
t est définie par

Cy = E*[e " T Imaz{S(T) — K,0)}/Fi (2.16)

ou E* est l’esperance sous une probabilité P* risque neutre.i.e une probabilité équi-
valente a la probabilité objective P sous laquelle le processus des prix actualisés est une

martingale.
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Chapitre 3

Simulations

3.1 Simulation d’une loi a-stable

3.1.1 Cas asymétrique

La simulation ce fait en quatre étapes :

167¢ étape : générer une variable aléatoire U de distribution uniforme U ~ U-%.5].

2fme tape : générer une variable aléatoire Q de distribution exponentielle de paramétre 1

indépendante de U.

3¢me étape : calculer la variable Y
Sia#1
e
sin(a(U + Cap)) [cos(U —a(U 4+ Cap))|
Y =Vugs T :
(cos(U))a Q
Ou
o arctan(B tan<y")
S T QP

et )

Vo = {cos (arctan(p tan(ogr)))] :
Sia=1

Y =

SN

o)

l(ngﬁU) tan(U) — 8 log( T

4éme étape : poser
¥ yéY +u st a#1
VY + 2 8 plog(y) si a=1
Pour générer une v.a de loi So(B,7, 1) d partir de cet algorithme il suffit de générer

une v.a de loi S,(5,0,1) puis la multiplier par v et d’ajouter p.
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Ce programme présente la simulation de la loi a-stable. Cas asymétrique.

function X=alpha_stable(al,b,k)
% on donne les valeurs de al,b et k
U=-(pi/2).*rand(k,1)+(pi/2);
Q=exprnd(1,k,1);
B=atan(b*tan(pi*al/2))/(1-fix(1-al));
s=(1+b"2*tan((pi*al/2)~2))"-1/al;
if al~=1
Y=s*(sin(al*(U+B))./cos(U)."(1/al)).*((cos(U-al*(al+B)))./Q).~((1-al)/al);
else
Y=(2/pi).*((pi/2+b*U).*tan(U)-b.*log(Q.*cos(U))./(pi/2+b.*U));
end
for i=1:k
if rand<e.5
X(1)=-Y(1);
else
X(1)=Y(1i);
end
end

3.1.2 Cas symétrique

Pour une variable aléatoire symétrique Y ~ S, (0,1,0) ; alors lalgorithme se reduit en

trois étape.

167¢ étape : générer une variable aléatoire U de distribution uniforme Ul-%,5%]
2¢me btape : générer une variable aléatoire Q ~ U(0,1).
3¢me étape : calculer Y par :

11—«
sin(al) cos((1—a)U)\ "o .
X = cos(U)é ( —logQ ) si a#1
sin(al)
cos(U)

st =1

Pour générer une variable aléatoire a-stable symétrique S, (0,7, 1) d partir de cet
algorithme il suffit de générer une variable aléatoire de la loi S,(0,1,0), puis la multiplier

par vy et d’ajouter p :

function s=alpha_stable_sym(alpha,k)

%on donne alpha 'alpha=' et le nombre d'echantillon k
U=((-pi)/2)+(pi*(rand(k,1)));

Q=rand(k,1);

alphabis=(1-alpha)./alpha

X1l=(sin(alpha.*U))./(cos (U).*(1/alpha))
X2=(cos((1-alpha).*U)./(-1log(Q))).*alphabis

s=X1.*X2

end
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3.2 Simulation d’un mouvement a-stable

Discrétisation du temps
Pour simuler le mouvement alpha-stable qui est un processus a temps continu, il faut
d’abord discrétiser le temps. Il s’agit de repartir l'intervalle [0,T] en N périodes égales.
Soit At la longueur d’une période de temps tel que At = %
Nous simulerons le mouvement stable au temps 0,t, 2At, 3A€, ...

La propriété d’indépendance de la définition du mouvement stable implique que :
A A
{ Loafn - La,t(n—l) A N}

est une suite de v.a iid de loi So(3,0, (t — s)=)
Pour simuler une trajectoire du mouvement stable jusqu’a Uinstant [T = (At N)|, i suffit

de générer N v.a qui sont i.i.d de loi a-stable

La(0) =0

L3 = L +(AD%Z,, ne{l,2,..,N}

%mouvement brownien alpha stable

al=0.5; %alpha

b=0.2; %beta

T=1;

n=100e0;

dt=T/n;

t=0:dt:T;

dl=zeros(1,n);

L=zeros(1,n);

dl(1)=((dt)~(1/al))* alpha_stable(al,b,n);

L(1)=d1l(1);

for i=2:n
dl(i)=((dt)~(1/al)).*alpha_stable(al,b,n);
L(1i)=L(i-1)+d1(1);

end

plot(e:dt:T,[o,L])

La figure suivante représente la trajectoire de mouvement a-stable pour o = 0.5 |
B=02,v=1 et u=0 de n =10000 simulations.
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10 ”Lf,;’“l

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.1: La trajectoire de mouvement a-stable.

3.3 Simulation des équations différentielles stochas-

tiques a-stables

1l s’agit d’approcher numériquement la solution de l’équation diférentielle stochastique
a- stable
dXt = M,(Xt,t> dt + U(Xt,t) de)z (31)

Supposons que la solution du probléme (3.1) sur l'intervalle [0, T] est un processus a-stable
{X(t);t € [0:T]} a trajectoires continues, vérifiant pour tout t € [0,T]

X(1) —X0+/0t 1 (s, X () ds +/0ta(s,X(s)) dr: (3.2)

Pour approcher cette solution, on utilise deur méthodes de simulation Schéma d’Euler-

Maruyama et Shéma de Milstein.

3.3.1 Schéma d’Euler-Maruyama

Cette méthode consiste a calculer une approximation de X(t) sur une discrétisation de
Uintervalle [0,T7] .
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Soit X (t)o<i<t le processus de diffusion a-stable solution de (3.1).

Fizons un pas de temps t > 0, et notons 7; la suite des instants de discrétisation.
i =JAt;  j=>0

Soit (AL;) la suite des incréments de la discrétisation correspendante du mouvement
stable {Ly; ; t>0}:
AL+ — L% 52>0

Le shéma d’Euler -Maruyama est donnée par :
Xjp = Xj + 1/ (X5, 1) At +0(X;,t;) (ALY) (3.3)

Par défnition du mouvement stable, la suite (AL’) est une suite de vecteur aléatoire
indépendants et de méme loi. Chacune des coordonnées de ALI suit la So (53,0, (t — s)=)

pour tout 0 < s <t < oo. Donc le schéma d’Fuler-Maruyama devient :
Xj1 = X+ 1(X;,15) At +0(X;,5) (A7) Z (3.4)

On Z sont des variables i.i.d de loi Sq(B,0, (t — s)a).

A titre d’exzemple on applique le schéma d’Euler-Maruyama sur le mouvement stable

dXt = ,U/, Xt dt = O'Xt dLg
XO == 1

Ou 1 et o sont des réels constants, par identification avec l’équation (3.4)
W(X;,t) At =cX; et o(Xj,t;) At = sX;.

La solution analytique ou explicite de ce probleme est connue :

X(t) = X(0) eap(1/ = 5)t) + sLa(t).

3.3.2 Schéma de Milstein

On propose une approximation du second ordre qui utilise a nouveau le calcul stochas-

tique différentiel.
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le schéma itératif est le suivant

o ) | |
X = Xt (X, 1) At (X, 1) (Lo L3 )45 0 (X, 1) a%(Xj,tj) [(LZZ“ +L7)* — At}

Ouj=1,2,...n tel quen € N
Le programme de simulation de méthode d’Euler-Maruyama et Milstein est le suivant,
pour 100 itératif de a« = 0.8, B = 0.6, u=0.5, vy =0.5 et T' = lans.

T=1;

n=100;

dt=T/n;

mu=e.5;

al=6.8;

k=1;

b=0.6;

t=[0:dt:T];

sigma=6.5;

Xe(1l)=1;

Xu(l)=1;

Xm(1)=1;

for i=1:n
dL=((dt)~(1/al))*alpha_stable(al,b,n);
Xe(i+1l)=Xe(i)*exp((mu-0.5*sigmar2)*dt+sigma*dL); %exact
Xu(i+1)=Xu(i)+mu*Xu(i)*dt+sigma*Xu(i)*dL; %euler
%Xm(i+1)=Xm(i)+mu*Xm(i)*dt+sigma*dL*Xm(i)+@.5*sigma2*dL(1i)*(dL"2-dt);% milsten

end

hold on

plot([@:dt:T],Xe, 'b")

plot([@:dt:T],Xu,'g")

%plot([@:dt:T],Xm,'r")

hold off

14571

exact
14 Milstien

135

1371

126

1 . . . . . )
0 20 40 60 80 100 120

Figure 3.2: Schéma de Milstein et solution exacte de 'EDS « stable pour o = 0.8
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1.7

exact
euler

0 20 40 60 80 100 120

Figure 3.3: Schéma d’Euler et solution exacte de 'EDS « stable pour o = 1.6

3.4 Simulation des options européennes

3.4.1 Simulation du modéle de Black et Scholes

Nous voulons simuler la solution de ’équation de Black-Scholes (le mouvement brow-
nien géométrique) :
dXt = /J,/Xt dt + O'Xt th

Avec la solution explicite :

2
o
Xy = Xg exp | (' — ?)t+ o W,

Le programme de simulation est le suivant :
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%simulation de la trajectoire de black-scholes
rng('default');

mu=1;

sigma=e.3;

s@=100,

T=1,

n=18000;

dt=T/n;

dw=sqrt(dt)*randn(1,n);

w=mbstandard(dt,dw); % 1'appel de fct de mouvement brownien
st=s@*exp((mu-8.5*sigma”2)*([dt:dt:T])+sigma*w);
plot(@e:dt:T,[se,st],'b")

La figure 3.4 représente la simulation de Black et Scholes de 10000 simulations pour

les parmétres ' = 1, o = 0.3 et lactif de sous-jacent So = 100.

240

220 F
200 %Wﬂﬂm
180}
160} W
140} MwNM v
120} ﬂ/

Wk

100

80 : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.4: Trajectoire de Black&Scholes.

Sitmulation du prixz d’un call

La solution de I’équation d’un call de priz du sous-jacent Sy de strike K et de maturité T

est :
C(t,5) = S N(dy) — K eap(—r(T - )) N(dy) (3.5)
O i A O'2 —
O dy = EEOZ T oy gy = dy — o/ T— 1

N (.) est la distribution cumulative de la loi normale.

Le programme suivant représente la simulation du priz d’achat européen.
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S©=100;%prix initial du sous -jacent

K=78; % prix d'exercice d'option

T=1; % echéance de 1l'option

sigma=e.2;

r=0.05;

div=0; % le taux dividendes
dl=(log(Se/K)+(r-div)*T)/(sigma*sqrt(T))+sigma*sqrt(T)/2
d2=dl-sigma*sqrt(T)
rep=Se@*exp(-div*T)*normcdf(dl)-K*exp(-r*T)*normcdf(d2) %prix de call

Pour Sy = 100, K =70, T =1 ans, 0 = 0.2, u = 1 et r = 0.05. On obtient :
Cps = 33.5401
Ou Cpg désigne le priz du call européenne du modéle de Black & Scholes.

Simulation de l’option d’achat avec différentes valeurs de prix d’exercice
K de Uoption
On veut voir Uinfluence de K sur le prixz de l'option call avec n = 101, o = 0.1, Sy = 100,

T =10 etr =0.06

50=100;%Prix initial du sous_jacent

T=1; %Temps jusgu'ad l'expriration de l'option

r=0.06; %Taux d'intérst =ans risgue

sigma=0.1; FVolatilité du sous_jacent

div=0; %Taux de dividende

K=linspace (50,150,101} ; %Création d'un vecteur de prix d'exercice
dl=(log (50./E)+(r-div+sigma."2/2)*T) ./ (sigma. *sqrtc (T) ) :
d2=dl-=sigma.*sgrt (T):

Call=S0.%exp (-div.*T) . *normcdf (dl) -K.*exp (-xr.*T) . *normcdf (d2)
plot (K,Call) ;

xlabel ('Prix d"exercice de 1l"option'):

vlabel ("Prix de 1"option'):

title('Prix de 1l"option d"achat en fonction du prix d"exercice');
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8U

Prix de 'option
on (] |
o [s=] o

.
o

20
50 100 150

Prix d'exercice de l'option

Figure 3.5: Graphe de simulation du call avec différentes valeurs de K

Simulation du prix d’un put
La solution de l’équation d’un put de prix du sous-jacent S; de strike K et de maturité T

est :
P(t,S;) = K N(—dg) — Sy exp(—r(T)) N(—dy)

Ou dy et dy donnés précédement.

N () est la distribution cumulative de la loi normale.

Le programme suivant représente la simulation du priz de vente européen.

S@=100; %prix initial du sous -jacent

K=70; % prix d'exercice d'option

T=1; % echéance de 1l'option

%parametres initiaux

sigma=0.2;

r=0.e5;

div=e; % le taux dividendes

%calcul des di
dl=(log(Se/K)+(r-div)*T)/sigma*sqrt(T)+sigma*sqrt(T)/2
d2=dl-sigma*sgrt(T)
rep=K*exp(-r*T)*normcdf(-d2)-Se*exp(-div¥*T)*normcdf(-d1)% le prix du put

Pour So =100, K =70, T =1 ans, 0 = 0.2 et r = 0.05. On obtient Pgg = 6.9040

Ou Pgg désigne le prix du put européen du modéle de Black-Scholes.
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Simulation de l’option de vente avec différentes valeurs de prix de sous-

jacent S, de l’option

$5aisir les paramétres d'entrée
50 = 100; %£Prix initial du sous-jacent
K = 100; %Prix d'exercice de 1'option
T = 1; %Temps jusgu'd l'expiration de 1l'option
sigma = 0.2; ¥Volatilité
r = 0.05; %Tauxr d'intérét sans risgue
div = 0.0; %Taux de dividendes

%Calculer les valsurs de l'option de wvente pour différentes wvaleurs du prix initial du sous-jacent
50 = linspace (50, 150, 100); %Vecteur de valeurs du prix initial du sous-jacent

dl = (log(S0./K) + (xr — div + sigma.”2/2)*T) ./ (sigma .* sgrt(T)):

d2 = dl - sigma .* sqgrt(T):

Put= H.*exp(-r.*T).*normcdf (-d2)-K.*exp (-div.*T) . *normcdf (-d1) ;

%Tracer le graphique correspondant
plot (S50, Put);
Xlabel ('Prix initial du sous-jacent');

ylabel ('Prix de 1''option de vente suropeenne’');
title('Prix de 1''option de vente européenne en fonction du prix initial du| sows-jacent'):
.-/__ - T
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"
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Prix initial du sous-jacent

Figure 3.6: Prix de put en fonction du prix de sous-jacent

Intervalle de confiance
Considérons une v.a X de loi uniforme sur |a,b[, la méthode de Monte carlo consiste a

approcher une intégrale I de fonction f définie sur l'intervalle |a,b|, tel que :

I= /abf(x) dx avec I = (b—a)E[f(x)]

La wvaleur numérique de E[f(x)] est souvent difficile a obtenir. C’est pour cela qu’on

Uestime par la méthode de Monte Carlo. L’espérance I = E|[f(x)] est approzimé par la
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moyenne arithmétique I = L3 f(x). Ou N échantillon de la v.a X;

La loi forte des grands nombres. Si (X;) est une suite de v.a i.i.d intégrable. Alors
1L
lim -3 () = E[f(x)
i=1
le théoréme central limite. Si f(x) est de variance finie, alors

NG

lim ~—

1o — 1] ~ N(0, 1)

Donc, aprés n simulations, cette approximation permet d’obtenir un intervalle de confiance

1C = jn_ﬂw[]l_%’ _fn_|_1/w U1—g

Ui—g désigne le quantile de la loi normale centrée réduite de niveau 5.

de la forme

Le programme de simulation est le suivant :

achat par la Methode de Monte carlo

£T:tcemps avant 1'é

%n:le nombre de tra
clear all;
rng{'default")
n=input {"donner la waleur n="};

£31%31%%%%%Parametres initial values T:ELETLLETEL

50=50; E=55; T=1; r=0.05; sigma=0.2; dt=T,/mn;

EE3%:3%3%%la formule de BlackiaSholesTETdississs

dl={log(S0/K)+(x)*T)/ (sigma*sqgrt(T)+sigma*sgrt (T)/2);
dZ=dl-gigma®*=sgrc (T):

CallTH=S0*normcdf (dl)-K*exp (-x*T) *normcdf (d2) ;

EEEEEEFEEESimulation du mouvemsnt brownien géométrigquediE:
5=S50%exp((r-0.5%3igma"2) *T4+sigma*sgrt (T) *randn(l,n)):

$:53:%%%caloul de la waleur actuslisée du "payoff” de 1l'opyiondisisss
payoff=exp (-r*T) *max (S-E*ones (1,n),zexos(1l,n)):

CallSIM=mean (payoff) ;

TEEEELEREEEE%Calcul de l'intervalle de confiance de niveau 95%%%%%
Inf=Cal15IM-1.%&* (std (payoff) ./ sgrtin));
Sup=Call5IM+1.%&* (std (payoff) ./ sgrtin));

IC=[Inf, Supl:

Le tableau suivant représente les intervalles de confiance a 95% obtenus, en fonction

du n nombres de simulation, lorsque SO =50, K =55, r = 0.05, v = 0.2, T' = lans.
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n CallTH CallSIM IC (intervalle de confiance)
100 3.0189 4.4229 [2.7380,6.1078]
250 3.0189 3.2689 [2.4079 :4.1299]
100000 3.0189 3.0019 [2.9660,3.0377]
1000000 3.0189 3.0223 [8.0109,3.0557]

3.4.2 Simulation de Black et Scholes a-stable

Considérons des options d’achat avec divers priz d’exercice K, de maturité T=1. Le
taux d’interét r est choisi égale a 5%, la volatilité de l'actif sous-jascent o vaut 20% et
a = 2, ceci correspond a un paramétre d’echelle v = % = 14.14%.

Le tableau (3.1) donne les valeurs des options d’achat calculées par la formule de Black
Scholes et leurs prixz simulés par le modéle 2-EDS. Il montre que les prix des options
donnés par B&S sont proches de leurs priz simulés par le modele 2-EDS et les erreurs
absolues d’approximation commises par le modele 2-EDS par rapport auz valeurs obtenues

en utilisant le modéle de Black Scholes sont minimes.

So K B&S 2-EDS |/

40 45 2.86 2.75 0.0081

50 52 548 5.4 0.002

60 63 06.25 6.19 0.003

70 73 7.51 7.5 0.001

Table 3.1: Les prix des options donnés par la formule B&S et leurs prix simulés par le modele
2-EDS

Evolution du prix de l’option selon l’indice de stabilité o
1l est intérissant de voir comment varie la valeur d’un call [’orsqu’on fait varier l’indice

de stabilité o.

Prenons par exemple un call avec un priz d’exercice K = 100, o = 0.2, v = 14.14%,
r =0.05, S = 100, p/ = 1000, n = 100 et o varie de 0.5 jusqu’a 2.
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% Paramétres du modéle

50 = 100; % prix initial de 1l'actif sous-jacent
H 100; % prix d'exe
r 0.05; % taux 4"
gigma = 0.2; % volatilité de l'actif sous-jacent

= de 1l'option

&t =Zans risgue

T =1; % durée de l'option en a
N = 100; % nombre de jours de n
dt = T/N; % pas de temps

M = 1000; % nombre de simulations de Monte Carlo

dans une année

alpha = 0.5:0.01:2; % plage d'indices de stabilité alpha

% Calcul des prix d'options pour chague wvaleur d'alpha
for i = 1l:length(alpha)
a = alpha (i)

b= 1;
dl = (log(S0/K) + (r + (sigma™2)/(2*a))*T)/(sigma*sgrt(T/a));
dz = dl - sigma*sqgrt(T/a):
CallPrice (i) = S50*normcdf (dl) - Efexp(-r*(T/a))*normcdf (d2)
end
% Tracer de la courbe de prix d'options en fonction de 1'indice de stabilitg alpha

plot(alpha, CallPrice):
xlabel ('Indice de stabilité al

ha'):

ylabel ('Prix de 1'"'option d''achat européenne');

En executant le programme, on obtient les valeurs de ['option données dans le tableau

sutvant

«  prix de l'option
2 6.80
1.9 7.02
1.8 7.36
1.7 7.53
1.6 7.82
1.5 8.14
1.4 8.5
1.3 8.9
1.2 9.34
1.1 9.9

1 10.45
0.9 11.14
0.8 11.99
0.7 13
0.6 14.29
0.5 15.97

Tableau 3.2: Les prix d’option d’achat selon I'indice de stabilité «
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Prix de I'option d'achat européenne

Indice de stabilité alpha

Figure 3.7: Graphe de prix d’option d’achat en fonction de «

Le tableau 3.2 ainsi que la figure 3.12 montrent que la valeur simulée de call augmente

lorsque o décroit de 2 a 0. Ceci signifie que le modéle 2-EDS sous-évalue [’option.

Facteurs influencant le prix de l’option européenne

Influence du prix d’exercice K
On fize les parameétres So = 50, r = 0.05, 0 = 0.2, T' = lans, a = 0.5, et on varie le prix

d’exercice K.

K 50 55 60 100
Priz de call 5.2253 3.0200 1.6237 | 0.0024

Plus le prixz d’exercice est élevé, plus la valeur de 'option d’achat est faible.

Influence de la maturité T de l’option
On fize les parameétres SO = 50, r = 0.05, 0 = 0.2, K =55, a = 0.5 et on varie priz le

T, on obtient

T ans 1 5 10 50
Prixz de call 3.02 12.2731 20.6117 | 45.8074

Plus la maturité de 'option est élevée , plus la valeur de l’option d’achat est élevée.
Influence du prix de l’actif sous-jacent S

On fixe les parametres K =55, r =0.05, 0 = 0.2, T =1, a = 0.5 et on varie le Sy, on

obtient
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So

50

70

100

150

Prix de call

3.02

18.073

47.6847

97.6824

Plus le priz de l'actif sous-jacent Sy est élevée, plus la valeur de l’option d’achat est

élevée.

Influence du taux d’intérét sans risque r
On fize les parametres SO = 50, K = 55, 0 =

d’intérét , on obtient

02, T =1, a = 0.5 et on varie le tauz

r 5 10 50 90
Priz de call 3.02 4.0915 16.7057 | 27.6387

Plus le taux d’intérét r est élevé, plus la valeur du call est éleveée.
Influence de la volatilité du prix de l’option
On fize les paramétres So = 50, r = 0.05, K =55, T =1, a = 0.5 et on varie la volatilité

g.

volatilité 10 40 50 90
Priz de call 1.0870 7.0021 8.9812 | 16.6291

Plus la volatilité de 'actif sous-jacent est élevée, plus il y a des chances que la valeur

du call soit élevée.
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Conclusion Générale

Ce travail de mémoire nous a permis de se familiariser avec les notions des lois «
stables qui sont caractérisées par quatre paramétres. Le parametre o, compris entre 0 et
2, représente [’exposant caractéristique des lois stables. Lorsque celui-ci est strictement

inférieur a 2, la variance de la loi stable est infinie.

Nous avons étudié numériquement la solution des o EDS selon deux schémas d’ap-
proximation Euler et Milstein. Cette derniere méthode améliore les instabilités numériques
par rapport a Fuler.

Nous avons proposé un modéle simple en temps continu d’évaluation des options euro-
péennes dont le sous jacent évolue selon une équation différentielle stochastique gouvernée
par un mouvement « stable. Nous avons montré a partir de simulations des prixz des op-
tions que le modéle Black Sholes qui correspond au modéle de 2-EDS sous quote (sous

évalue) ’option.

Le travail abordé dans ce mémoire donne la possibilité a plusieures perspectives
Dans le domaine des séries chronologiques, il serait intéressant d’étudier les processus
ARMA (auto regressive moving average) avec inovations stables.
1l serait intéressant aussi d’utiliser les processus fractionnaires stables pour introduire les

processus des variations des prix des actifs financiers.
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