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RESUME : La modélisation des procédés de mise en formeidesgpmécaniques est
devenue une nécessité dans le contexte industtiedlaLes méthodes sans maillage,
développées depuis maintenant une dizaine d’anpémagttent d'éviter de construire
la solution a partir d’'un maillage d’éléements, eanant seulement en compte le nuage
de noeuds.

Dans ce travail, nous exposons deux méethodes saillages C-NEM et MLS avec
comparaison, nous exposons un test de convergerlaemiéthode MLS en utilisant un
probleme de poutre encastrée en élasticité lindaargolution numeérique est comparée
a la solution exacte du probleme avec propositenalivelles fonctions de poids
apportant plus précision. Ensuite, nous préseremngesultats de la modélisation
mécanique et numérique du probleme de mise en fpanforgeage en déformation
plane d’un métal rigide-plastique avec validatiom@rique de plusieurs exemples de
complexités variables. Nous avons développé un dedmlcul pour la simulation de
cette méthode avec logiciel MATLAB.

Mots-clés: simulation numérique des procédés, méthodesrsaitisge, matériaux
rigide plastiqgue, méthode MLS.

ABSTRACT: The modeling of forming processes of mechanicaisgzas become a
necessity in the current industrial context. Methotimeshless expanded past ten
years, avoid building the solution from a meshlefreents, taking into account only the
cloud of nodes.

In this work, we present two methods of meshle$¢EBA and MLS with comparison,
we outline a test for convergence of the MLS methsidg a beam in linear elasticity.
The numerical solution is compared to the exacitgwi of the problem with proposing
new weight function features providing more acaeirdhen we present the results of
the mechanical and numerical modelling of the probbf forming by forging in plane
deformation of a metal rigid-plastic numerical dafiion of several examples of
varying complexity. We have developed a computeedor simulation of this method
with MATLAB software.

Keywords: Forming processes numerical simulation, meshletbads, rigid plastic
metal, MLS methods
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Introduction générale

La modélisation des procédés de mise en formeidespmécaniques est
devenue une nécessité dans le contexte industtidlaComme ces procédés sont tres
complexes, il est difficile, méme impossible, deti@iter par des méthodes analytiques.
En 1960, la méthode des éléments finis (MEF) anétéduite et a permis de résoudre
de nombreux problemes de mécanique et de génleBdaucoup de travaux ont été
consacrés a ce domaine. En mécanique des matdaadiF est encore la plus utilisée
pour résoudre les équations aux dérivées parti@ies que cette méthode soit basée
sur un fondement trés solide, sa mise en ceuvre déftile et colteuse dans un certain
nombre de problemes, notamment dans le domaire edélisation des grandes
déformations en formulations Lagrangiennes.

En effet des procédures de remaillage sont nécessan grandes déformations
car le maillage est nécessairement trés défornmé @gair conséquences : une perte de
précision, des problemes de convergence ou méragémntempestif de la simulation.
Les méthodes sans maillage ont été développéedalbutd’alléger les probléemes liés
aux étapes de remaillage dans la MEF et sont baséeles méthodes d’interpolation
purement nodales (c’est-a-dire sans recours atlamd’élément). L’absence de
remaillage est un avantage important en termeshedg précision et de gain de temps
de calcul.

Le but de notre travail est de proposer un codeattail permettant la
modélisation et la simulation d’'un procédé de neisdorme par forgeage d’'un matériau
rigide-plastique en deux dimensions avec une métksads maillage sous
environnement MATLAB et trouver les moyens d’augtaéion de la performance de
la méthode.

Ce présent travail est composé de trois chapitsesld premier traite des
généralités et des fondements mathématiques sordésdes sans maillage avec une
description et une comparaison des deux granddsoned de type sans maillage a
savoir : la méthode des éléments naturels NEM miglnode des moindres carrés
mobiles (moving least squares) MLS. Le second ¢teapstun rappel approfondi des
différentes lois de comportement en mécanique disum continus. La notion de
déformation en mise en forme et ses parametrestiss est définie avec des
exemples simples a traiter, ensuite, des formulatmincipales et générales sur le
procédé de mise en forme ont été exposées. Dahapétre trois, nous exposons un test
de convergence de I'une des méthodes citée ci-sl¢BHLE) en utilisant un probléeme
de poutre encastrée en élasticité linéaire. Latisolmumérique est comparée a la
solution exacte du probleme avec proposition develtes fonctions de poids apportant
plus précision. Ensuite, nous présentons les ggsude la modélisation mécanique et
numerique du probléme de mise en forme par forgeagiformation plane d’un métal
rigide-plastique avec validation numérique de Euss exemples de complexités
variables.



Chapitre I.
Methode sans maillage

Nous débutons ce chapitre par des généraitéses méthodes des éléments finis
et lintroduction a la méthode sans maillage. &tesnous décrivons deux meéthodes
sans maillage, la méthode des éléments natur@dNet la méthode des moindres
carrés mobiles (MLS). Dans la derniére partie, aifmisons une comparaison des deux
méthodes suivie d’une conclusion.




[.1. Généralités

Nous débuterons ce chapitre par la présentatida oethode des éléments fini§ |
(définitions et théorémes principaux), car c’estriéthode la plus courante au sein du
milieu scientifique et notamment en mécanique d#ggs déformations. Ensuite, nous
exposerons la méthode sans maillage et ses ajpphisat

1.1.1. Présentation générale de la méthode des ékémts finis
1.1.1.1. Méthode de Galerkin

Divers problémes d’équations aux dérivées partigitsuvaient se mettre sous la
forme vibrationnelle suivante :

o déterminerud E tel que - a(u,v) =L(u), OvOE (1.1.2)

Avec : a(u,v) Forme bilinéaire,
L(u) Forme linéaire,
E  Espace vectoriel normé de dimension infinie.

Soit E, U E un sous-espace vectoriel Bele dimension finien; on
considérera quE, est engendré par les fonctions de lz;qére), ouj=1,..,mOn
cherche la solution du probléme, qu’on notgrapour spécifier qu’elle appartieni&a,
sous la forme d’une combinaison linéaire des fomstitestg (x)OE,, soit :

u,(x) =3 44, (x) (11.2)

Et I'on considere le probleme en dimension finieog#e au probleme (1.1.1), que I'on
écrit comme suit :

« détermineru, OE, tel que - a(u,,v,)=L(u,), Ov, OE, (1.1.3)

Théoréme 1 La forme bilinéaire étant symétrique, alors lsotétion du probléeme
(1.1.3) aboutit a la résolution d’'un systeme aligple linéaire dont la

matriceA = (a(g i )) est symétrique.

Théoreme 2 Soitu la solution du probléme (I.1.1) &f,celle du probleme (1.1.3), on a
alors la majoration :

M.
lu=uy|| s?lnfmu ~Vy|c, Ov, O Eh} (1.1.4)



[.1.1.2. Introduction des éléments finis en 2D

On effectue une « triangulation » du domde c’est-a-dire que I'on suppose
que I'on peut découp€r enM triangleK; , tels que les conditions suivantes soient

vérifiées :
" @
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Figure 1.1.1. Exemple de maillage par des triangles

Théoréme 3 Soit un triangle&k dont les sommet§ ont les coordonnégs, Y, ). Alors

il existe un unique polynérrm(x, y)

O P, de degré inférieur ou égal a un, prenant des

valeurs données arbitrairps aux sommets, , aved <i < 3.

Théoréme 4 SoitM un point quelquonge de coordonnés (x, y) intérieur au
triangleK de sommets non alignés ; soit(x, y, ), les coordonnées des sommets du

triangle. On appelle coordonnée

pointsA , les scalaired (M) = A (x,

barycentrique duotdd par rapport aux trois
y), vérifiant les relations ci-dessous :

(xy)=1

24

gxi/‘i (X’ y) =X

iZ:,Yi/‘i (X’ y) =Yy

,aved<i< 3 (1.1.7)

-7 -



Théoreme 5 Les coordonnées barycentriques du peint, (x, y) sont des polynébmes
de degré 1 er et eny, vérifiant de plug, (Aj ) =9 ,.Le polynémep(x, y) de degré un
prenant les valeurs données arbitrapesaux sommets s’exprime au moyen des
coordonnées barycentriques de la fagon suivante :

pmw=gnmuw (1.1.8)

Et la restriction de(x, y) pour un point appartenant au coféA, est un polynéme de
degré 1 qui ne dépend que des valgumstp, .

1.1.2. Notion de la méthode sans maillage

La méthode est dite sans maillage car elle ne déengu’un ensemble de
noeuds et une description de la frontiére pourtcoms une solution approchég||
Cette opposition entre la méthode sans mailla¢gereéthode des éléments finis est
schématisée sur la figure 1.1.2. Dans cette dexnikfaut découper le domaine en
éléments. La valeur d’'une certaine fonction appéeatn un point du domaine dépend
de I'élément auquel ce point appartient par intkejpan entre les valeurs de la fonction
aux noeuds qui appartiennent a cet élément. Damgtlaode sans maillage, on associe
a chaque noeud une fonction poids, non nulle syretibhdomaine appelé domaine
d’influence. La valeur de la fonction approchéauarpoint dépend des noeuds dont le
domaine d’influence comprend le point par approxioma partir des valeurs de la
fonction aux noeuds par une technigue appeléerpation au sens des moindres
carrés mobiles (ou moving least squares approxamagpproximation MLS).

(@) (b)

Figure 1.1.2. (a) Méthode des éléments finis nfi@thode sans maillage
1.1.3. Généralités sur les méthodes sans mailladestorique

Depuis de nombreuses années, la méthode des édsiinéntla méthode des
différences finies, ou des volumes finis se somas&es pour la résolution des
équations aux dérivées partielles décrivant legesyss physigues et mécaniques.
Cependant, ces techniques souffrent de limitajans certaines classes de problemes.



Ces inconvénients ont entrainé le développemeptiisien certain nombre d’années,
d’'une nouvelle classe de méthodes appetegbodes sanmmaillage

Dans toute méthode numérique de résolution degiégaaux dérivées partielles,
une étape nécessaire est la recherche de la sotlutiprobleme dans un espace
fonctionnel de dimension finie, en se basant géeent sur une discrétisation spatiale
du domaine. Ceci permet d’obtenir un nombre fimebnnues dans le probleme.
Contrairement a I'approche éléments finis dansddgliapproximation est liée aux
eléments, dans les méthodes sans maillage I'appatixin est construite exclusivement
a l'aide des données nodales. Méme si certaingsepgs sans maillage comme la
NEM utilisent néanmoins un maillage sous-jacenufpt&finir les connectivités et
réaliser une partition du domaine pour I'intégrajiccelui-ci n’est pas utilisé pour
construite I'interpolation, et sa qualité n’infldenc pas sur la qualité des résultats. En
contrepartie, un certain nombre de difficultés apizaent dans les méthodes sans
maillage. Néanmoins, ces techniques semblent pteusets pour remédier aux
difficultés rencontrées dans la méthode des élé&nfams. Nous présentons ici un bref
historiqgue des méthodes sans maillage les plusads. Bien que l'origine des
méthodes sans maillage remonte a la fin des am@gd'effort de recherche consacré a
ce théme jusqu’au début des années 90 est restaitrke. Les méthodes sans maillage
furent initiées en 1977 avec la méth@taoothParticle Hydrodynamic$SPH) B], qui
fut créée a l'origine pour la simulation des phéeass astrophysiques non bornés tels
gue I'explosion des étoiles ou encore les mouvesndguis les nuages de poussiére. Le
nombre de publications concernant cette méthodaldus modeste et seules quelques
améliorations furent apportées a cette péridfid%], sans réelles études concernant la
gualité de la solution obtenue pour la résolutiea équations aux dérivées partielles.
Plus tard, Swegle, Hicks and Attawd®} pnt montré I'origine de certains problémes
numeriques de la méthode, tels que le phénomenstatiilité sur les bords libres
(tensile instability et ont proposé d’inclure une viscosité artifidgdour stabiliser le
phénomene. Johnson et Beissg&ldnt proposé une technique pour améliorer le ¢alcu
des contraintes. L'avancée la plus notable futrtiduction d’'une fonction de correction
dans le noyau d’approximation par Liu ef&]l pour pouvoir obtenir la consistance
linéaire (voir chapitre suivant pour la définitiom) d’ordre supérieure. Liet al ont
egalement étendu la méthode aux formulations vania¢lles, alors que la méthode
SPH est une méthode de type collocation. L'intrdidmcd’'une fonction de correction
dans le noyau d’approximation des méthodes SPHhaé&loaissance a la méthode
Reproducing Kernel Particle Methd®KPM). Partant d’'une idée différente, Nayroles,
Thouzot et Villon P] ont proposé d'utiliser une approximation de typeindres carrés
mobiles dans un schéma de discrétisation de typerkda La méthode fut alors
baptiséanéthode des éléments diffua technique dite Element Free Galerkin (EFG)
[10] proposée par Belytschlai al.est une modification de la méthode des éléments
diffus dans laquelle les dérivées des fonctionfodee sont calculées exactement (il
faut souligner cependant que les dérivées au stuas sont plus simples a calculer et
convergent vers les dérivées exactes). Cette aiesseethodes est convergente et
stable, mais plus colteuse que la méthode SPHré&damment une avancée dans la
compréhension théorique de ces méthodes a étddarace aux travaux de Duarte et
Oden [L]] et de Babska et Melenk 12]. Ces auteurs ont montré que lorsque les
fonctions de forme d’un schéma d’approximation forment ypertition de

I'unité (Zi”:lg :1), il est alors possible d’enrichir ces fonctionsfalene avec d'autres
fonctions quelconques, reproduites alors exactepane schéma d’approximation.



Ces auteurs ainsi que Liu eff 8] furent également les premiers a prouver la
convergence de cette classe de méthodes.

Les avantages et inconvénients de ces méthodéséodiscutés et compareés par
Belytschkoet al.[13], [14], Liu et al[8], [15], et dans le cas de quelques problemes non
linéaires par Chen et Fl6]. Belytschko a également montré dahg|| que les

meéthodes sans maillage basées sur les moindrégsanobiles (EFG, RKPM)
construisent des approximations strictement idaetgD’autres approches ont été
proposées comme la méthode des différences figérglisées, pouvant étre
appliguées pour des nuages de noeuds quelconquesidd contributions les plus
anciennes fut proposée par Perrone et H8ph fnais la plus robuste de ces méthodes
fut développée dans les années 80 par Liszka é20ik9]. Récemment, les
ameliorations apportées a ces méthodes les ragroda plus en plus des méthodes de
type moindre carrés mobiles et de type partitiofiudeté. Breitkopf et abnt amélioré

la convergence de ce type de méthodes (consistpiackatique) par le biais d’une
double grillepour construire I'approximatior2().

Une méthode sans maillage basée sur des princfadsnent différents a émergé tres
récemment sous le nom dethode des éléments natul@d], [22], [23].

Cette technique utilise des fonctions de forme pirticulieres, basées sur les
constructions géométriques telles qudilgramme de Voron@i latriangulation de
Delaunay

Nous détaillerons cette méthode dans la partieCtte techniqgue, comme nous le
montrerons par la suite, offre presque tous leatages des méthodes sans maillage
tout en éliminant un grand nombre d’'inconvéniebs plus, les fonctions de forme,
bien que construites uniqguement a partir des noeledsennent linéaires sur les bords
du domaine, ce qui permet de les substituer dimeeté aux fonctions de forme
eléments finis (dans le cas des éléments finigilieg) dans un code de calcul concu au
départ sur la base d’'une interpolation éléments.fin

1.1.4. Application de la méthode sans maillage

Les méthodes sans maillage ont été utilisées ax@es dans un trés grand
nombre d’applications ou I'utilisation de la métkeades €léments finis est limitée par
les problemes de remaillage incluant, de maniéneexxbaustive : I'étude de la
fissuration statique et la propagation des fissnoscoincidentes avec le maillagd]|
[14], [25], [26], [17], 'analyse des matériaux hyperélastiques engrasdes
déformations27], [28], la mise en forme des matériaux métalliques epdastique en
grandes déformationg9], [30], [31]..., les probléemes de grandes déformations
dynamiques3?], [33], la propagation des bandes de cisaillem&8f, [34], [35)],
I'apparition de plis dans I'emboutissage des tf8&}, la fissuration ductile avec
endommagemen8[], le traitement de problemes d’interaction flustedcture dans
lesquels une formulation lagrangienne est utilgég décrire le mouvement du fluide
[38], I'injection des polymeéres3p], la simulation de I'usinagetp] ou encore
I'extrusion des métauwdf].
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1.2. Méthode des éléments naturels (NEM)
1.2.1. Diagramme de Voronoi et voisins naturels

Les notions de voisins naturels et d’interpolatiasée sur les éléments naturels
ont été introduites par Sibsof] pour réaliser des interpolations a partir d’ensles
de points tres irréguliers. Cette interpolationbestée sur les constructions
géométriques connues sous le nom de diagramme @d@t de triangulation de
Delaunay. Le concept de diagramme de a été intradigrigine par les
mathématiciens (Dirichlet, 1850 ; Voronoi, 19083][et plus tard appliqué dans de
nombreux domaines scientifiques.
Le diagramme de Voronoi est défini de la maniéiegasitie : un diagramme de
Voronoi d'un ensemble de points daRS divise I'espace de dimensiomen
régionsl, , chacune associée a un naeydelles que tout point a I'intérieur d’'une de ces
régions soit plus proche du nceud définissant laleejue de n'importe quel autre

nceud. Un exemple de diagramme de Voronoi dans|2Rast présenté dans la figure
l.2.1.

(b)

Figure. 1.2.1. (a) Diagramme de Voronoi d'un enslendle points dans le plan ; (b)
Triangulation de Delaunay associée et cercle cgoadina un triangle.

Le diagramme de Voronoi est unique pour un ensedfmints donné. I

réalise une partition de I'espace et peut étredéténn’importe quelle dimension. Le
diagramme de Voronoi est formellement défini par :

T ={xOR™:d(x x)<d(xx )0j #i}, Oi (1.2.1)

ou T, est une cellule de Voronoi associée a un ngguckst la position d’'un point
quelconquex, x définit les coordonnées du noeydet d(x,x,) est la distance entre le
nceudn, et un point.
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Les voisins naturels d’un nceud sont les nceudsiassaax cellules de Voronoi
voisines, ou encore qui sont connectées au nceuthparéte d’un triangle (tétraedre
en 3D) de Delaunay. On peut remarquer que danddsuss, méme lorsque la
disposition des nceuds est irréguliére, que lanist entre noeuds est importante dans
certaines zones ou encore que la distribution eoeistl fortement anisotrope,
'ensemble des voisins naturels d’'un nceud représenjours le meilleur choix
possible de nceuds voisins. Ces nceuds sont dorandecandidats pour définir un
schéma d’interpolation locale.

[.2.2. Fonctions de forme éléments naturels

Les fonctions de forme éléments naturels ont étédnites par Sibsortp] pour
construire une interpolation a partir de nuagesaeids quelconques. Les concepts de
voisin le plus proche et de voisins naturels seabeiés aux cellules de Voronoi
décrites précédemment, appelées encore cellulpeeduer ordre. Par extension, on
peut définir des cellules de Voronoi d’ordre sugéri(a I'ordrek, k > 1). Le cas de
I'ordre 2 a un intérét particulier. Une cellule \deronoi du second ordr§; est associée

a un couple de nceudsr{ceuds pour I'ordrk), telle queT; est la zone dans laquelle
tout pointx a pour plus proche voisin le nceodet pour deuxiéme voisin le plus proche
le nceudh, . La cellule du second ordi est definie formellement pa42

T, ={xOR™:d(x,x)<d(xx,)<d(xx)Ok#i,0k#j,i#j} (22

Si I'on considére I'exemple2de la figure 1.2.2, la cellule du premier ordrgassociée
au pointx est le polygonebce) et la cellule du second ordie, associée au pointet
au noeudh, est le polygoneapcd.

() (b)

Figure. 1.2.2. (a) Calcul des fonctions de formeSdeson; (b) Calcul des fonctions de
forme de Laplace.
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Pour calculer la valeur de I'interpolation en umnpa, on construit la cellule de
Voronoi associée au poixtdans le diagramme de Voronoi du nuage de points.
L’expression des fonctions de forme est donnéessaus.

[.2.2.1. Fonctions de forme de Sibson

Soit k, une mesure de Lebesgue (longueur en 1D, aire eudtiine en 3D) de
la cellule du premier ordr&, et k,, la mesure de Lebesgue de la cellule du second
ordreT,,. La fonction de forme calculée au paxdssocié au nceud est défini comme
le rapport entrek,; etk,, soit :

n

kxzzkxi’

i=1

k.
a(x) =k—x' (1.2.3a, b)

( )_ kxi,j _Q(X)kx,j
A= K ojj =12.

X

Si I'on considere I'exemple 2D de la figure 1.2&),(la fonction de forme calculée en
et associée au noeuest donnée par :

()= Aire(abcd)

~ Aire(bcef) (k2.

1.2.2.2. Fonctions de forme de Laplace (omon-Sibsonienneps

Il existe d’autres fonctions de forme similairestgee €léments naturels,
appelées fonctions de forme de Laplace ou fonctien®rme non-Sibsoniennel].
Soit f, la mesure de Lebesgue de la face de Voronoi (kurgen 2D et aire en 3D)
séparant le pointdu nceudn, et d, la distance euclidienne entxeet n, (voir
figurel.2.2 (b)). Les fonctions de forme sont aldos\nées par I'expression suivante:

(%) 10 1.2(5)

>a;(x)

=1

n étant le nombre de voisins naturels. Les fonctadmfrme de Laplace sont moins
colteuses a calculer que les fonctions de forntgilokon, car elles ne nécessitent que
I'évaluation de longueurs (aires en 3D), alors lggefonctions de forme de Sibson
nécessitent I'évaluation des aires (volumes end#)intersections entre cellules de
Voronoi. Cependant, les fonctions de forme de lapfossédent seulement une
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continuité C° sur les cercles de Delaunay alors que les fonctler8ibson son€*sur
ces mémes cercles.

1.2.3. Support des fonctions de forme éléments nakls

Toutes les fonctions de forme de type élémentgelataitées précédemment
possedent un support (domaine d’'influence) détimme I'union des n cercles
(sphéres en 3D) passant par les sommets des aésaftétraedres en 3D) de Delaunay
contenant le nceud. Ce support est local (compact) et est automatigume défini par

le voisinage d’un nceud, aucun parametre associé a sa taille n’est im@liqu

contrairement au support des fonctions de formiyme moindres carrés mobiles ou
RKPM. Ce support représente toujours le meilleusinage, méme lorsque la
distribution relative des nceuds est fortement utiége ou anisotrope. Une comparaison
entre les supports NEM et moindres carrés mobgedannée dans la figure 1.2.3

Figure. 1.2.3. Supports d’éléments naturels.

1.2.4. Propriétés de l'interpolation éléments natuels

Braun et Sambridge2p] ont été les premiers a appliquer les fonctionfodme
de Sibson dans un schéma d’approximation de typerkdapour résoudre des
eéguations aux derivées partielles dans lequeblestibns d’approximation et les
fonctions test sont toutes deux évaluées par heditins de forme de Sibson. Ces
auteurs ont nommeé cette méthode la méthode degdiematurels (Natural Element
Method). Par la suite, nous désignerons cette rdéthous le sigle NEM.

Ainsi, I'interpolation d’une fonction quelconqué‘(x) (scalaire, vectorielle. . .) est

donnée par :

u"(x) = exu, (3.
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ot u, (i O[L...,n]) représentai(x ) (x sont les coordonnées du noaydl n est le
nombre de voisins naturels du pamet ¢, (x )est la fonction de forme associée au
noeudn, et donnée par I' équation (1.2.4) ou (1.2.5).

» La propriété du delta de Kroenecker

Les fonctions de forme NEM partagent la propriéigante avec les fonctions de forme
éléments finis :

alx)=9, (1.2.7)

Ce qui impliquemh(xi ) =u, . Ainsi, avec la propriété de linéarité de l'intelation sur

les bords convexes (voir ci dessous), 'impositimecte des conditions aux limites de
type Dirichlet (déplacements, températures. .t.Jliesct pour les nceuds concernés, ce
qui est une des principales difficultés rencontdaass les méthodes sans maillage
habituelles.

 La partition de l'unité

Par construction nous avons la relation suivante :

n

Y g(x)=1 OxOQ (1.2.8)

i=1

Cette propriété assure la reproduction des chaommstants, mais autorise surtout
I'enrichissement de ces fonctions de forme aveanmdrte quelle autre fonction dans le
cadre de la partition de I'unité proposée par MelenBahiska [L2].

* Consistance linéaire

Sibson 2], Piper B4] et Hiyoshi et Sugihara [HIY02] ont démontré gas fonctions
de forme NEM possédent par construction la consistéinéaire, c’'est-a-dire :

X:Z¢,(x)xi (1.2.9)

ce qui implique qu’avec I'équation (1.2.8), les &ions de forme NEM peuvent
reproduire exactement I'espace des champs linéaires

Une autre propriété particulierement intéressastda linéarité des fonctions de
forme sur les bords des domaines convexes (voiodstration dans[l]), ce qui,
combiné avec la propriété du delta de Kroneckeid témposition des conditions aux
limites de type Dirichlet comme dans le cas demsétds finis. Cependant, la propriété
n'est plus vérifiée sur les bords des domainesonomexes, comme nous le détaillerons
plus tard.
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* Linéarité sur les bords convexes

Les fonctions de forme NEM sont les seules fonetide forme meshless
strictement linéaires sur les bords convexes duaittan Nous reprenons ici pour le cas
bidimensionnel la démonstration faite par Sukur@dy fle cette propriété. Soit un
domaine convex@ modélisé par un ensemble de noeud N et dont tkoSbrde
I'enveloppe convexe CH(N) est discrétisé par urestide de segments lin€aires. Sur le

bord du domaine convexe, la fonction d’approximati®(x) est strictement linaire
entre deux noeuds appartenant a un segment du®orcherche a évaluer la fonction
d’approximatioru“(f) au point le long de l'aréten, —n, (voir figure 1.2.4). Comme
on le voit sur cette figure, le poigt a quatre voisins, car la cellule du premier ofdge
partage les faces avec les noengds,, n, etn,. Nous utilisons un systéme de
coordonnées locales le long de I'aréten, — n, telle que = 0 au noeudh, et & =1

au noeud, . Par définition, les fonctions de forme sont da&mdans ce cas par :

A&)= A (€)1 A¢) (1.2.10)

| | N2 n3

Figure 1.2.4. Linéarité des fonctions de forme NE les bords.
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Les cellules de Voronoi des noeuds du bord congerénon bornées. Nous pouvons
alors exprimeA , A,, A, A, comme suit :

A =LE+S, Alé)=LE, +9,

A(¢)=0, INGEE) (1.2.11)

Oué, =(1-¢)2, {2 =(&)I2 et, 0,,0,,0, etd, sont finies. Par exemple, sur la figure
3.4,

0, est donnée par l'aire du triangle, .. En utilisant 'Equation. (1.2.10), nous pouvons
ecrire :

(€)= tim L8 20
Lee L +20, +20, +20, +20,
o (&) = Lim L¢ +20, (1.2.12)
Lee L +20, +20, +20, +20,
A()=Lim =
Lew L +20, +20, +20, +20,
20,
a¢)=L :

im
Lee L +20, +20, +20, +20,

En prenant la limité — o dans les équations précédentes, on obtigr{f) =1- ¢,
@ (&)=¢, @(f)=@(&)=0. Ainsi, le long de I'aréte, - n,, seules les fonctions de

forme associées aux noeudsetn, sont non nulles. Ce résultat est valable pour un

nombre de voisins quelconque. En utilisant I'équaprécédente, la fonction
d’approximation est bien linéaire et s’écrit :

u"(&)=[1- &), + Eu, (1.2.13)

Associée a la propriété donnée par I'Equation.q},2n peut remarquer que bien
gu’étant de continuit€” a [lintérieur du domaine (sauf sur les cerclePDelaunay et
aux noeuds), les fonctions de forme NEM dégéneaneribnctions de forme linéaires
sur les bords convexes

1.2.5. Intégration numérique

Récemment, de nouveaux schémas d’intégration énhttbduits dans le cadre des
meéthodes sans maillage. Les schémas d’intégratilisant un schéma de type Gauss
ne sont pas adaptés aux méthodes sans maillagérezalement, le support des
fonctions de forme ne coincide pas avec la cetliigégration choisie. Une autre
source d’erreur provient du fait que les fonctidedorme sont non polynomiales, ce
qui rend l'intégration de Gauss non optimalé][ D’'un autre cote, I'intégration nodale
directe, en utilisant les noeuds comme points djnattion, conduit a des instabilités
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numériques6]. Dans cette étude, nous utilisons le schémaéijiation proposé par
Chen et al27] : I'intégration nodale stabilisée (Stabilized Gamning Nodal
Integration -SCNI). Dans cette approche, un lisshggradient au nceud est effectué
dans le but de stabiliser I'intégration nodale.

Dans la méthode d’intégration de type SCNI, un igr&dnoyen est défini au point
d’intégration (nceud)7] :

ﬁu“(x):%J'Du“(x)dQ (1.2.14)

ou lesx, sont les coordonnées du noapét Q. son domaine représentatif (cellule de
Voronoi), A étant sa mesure.

Ainsi la déformation (exprimée sous forme de vegteat donnée, dans le contexte de
I'élasticité plane en HPP, par :

ou; (x)

0X,

- _ 1 _1 au;(x)

e (x)= A ie (x)dQ = A [ o dQ (1.2.15)

our'(x) , auj(x)
0X, 0x,

Qi

A présent, en appliquant le théoreme de la divergeon obtient :

T uy (X)Vl
e (x) =ij u? (x)v, dr (1.2.16)
A0 L v, + 2

ou comme indiqué précedemmet est la cellule de Voronoi contrainte associée au
noeudn, dont le bord est noté p&r (avecy, etv, les composantes du vecteur unitaire
normal al’;), A étant son aire.

On obtient aprés intégration :
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(1.2.17)

Ou blj (x) et b;j (x ) sont définis par :

by (%)= %J.ri PVi (x)ar
(1.2.18)

03 0¢)= ], v (e

On peut remarquer que la plupart des composantiesndatriceB, sont nulles grace au
support compact des fonctions de forme (les sedegposantes non nulles
correspondent aux nceuds voisins du peint

Chen et al.27] ont proposé d'utiliser I'intersection entre legramme de

Voronoi et le domaine pour définir les domainest@gratiorQ, . Nous étendons cette
définition de maniére immeédiate aux cellules dedvii contraintes, mieux adaptées a
représenter des domaines dans le voisinage des bondconvexes.

En plus, l'utilisation du théoreme de la divergeguée le calcul des dérivées des
fonctions de forme, ne nécessitant que le calcsifalections de forme sur les bords des
cellules de Voronoi contraintes. Le fait d'intégees fonctions (plus régulieres que
leurs dérivées) sur des éléments de dimensionsaunfés (sur des arétes en 2D),
permet d’obtenir une trés bonne qualité d’intégrattomparée aux autres techniques
[46]. Elle permet méme de passer le patch test, avegrande précision, alors que les
fonctions de forme ne sont pas polynomiales.

1.2.6. Stratégie de raffinage

Nous proposons la stratégie suivante : a partmalconfiguration de référence
(instant, ), on effectue un nombre fixé d’incréments dansalgre d’'une procédure

Lagrangienne, jusqu’a un tentpsPour les cellules (nceuds) dépassant le seuiledierr

toléré, des nceuds sont ajoutés entre le nceud ebisass naturels dans la configuration
de référence. Le calcul est repris au tetppavec de nouveaux nceuds.
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Tableau 1.2.1. Procédure de raffinement adaptatitde cadre de la méthode NEM
pour les problémes non linéaires avec variablestbine.

TANT QUEt < t
(1) Actualiser la configuratio , (X), a™

finale

(2) Effectuer la simulation a I'aide de la procé&luagrangienne jusqu’au
tempg,,
x=X+u(X,t)

(3) Evaluer I'erreur globale a posteriori.

(4) SI ERR>TOL

a) Rajouter des noeuds de coordonn€etans la configuration de
référence

Q. X<=X1UX;

b) Actualiser le pas de temps

c) Interpoler les variables internes des nouvea@uds a partir des

variables dans la configuration de référencéX ) = Zn:qq(x)a'{‘Ef :
i=1

d) Interpoler les variables internes des nouvea@uds
e) Retourner en (1)
SINON Aller en (5)

ref

(5) Initialiser : X = x,a"™ =a™ et retourner en (1)

On va ensuite de nouveau jusqu’au tergpsttainsi jusqu’a ce qu'il n'y ait plus
de cellules dépassant le seuil d’erreur toléer@uSempsil n’y a plus de cellules a
subdiviser, la configuration est actualisée au et devient la nouvelle
configuration de référence. Le résumeé de cettequhare est montré sur le tableau 1.2.1.
En partant d’'un nuage de nceuds initial, on cortsttabord le diagramme de Voronoi
associé. On reconstruit le diagramme de Voron@cSsu nouveau nuage obtenu, et
ainsi de suite jusqu’a ce que I'erreur globale soits la tolérance fixée.
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Figure. .2.5. Stratégies de raffinement nodal baséir les cellules de Voronoi, nceuds
additionnels, (a) Méthode de Sibson, (b) Méthodeajsace.

1.2.7. Procédé informatique numérique pour fonctiors de forme de NEM
1.2.7.1. Aire de triangle

Considérons un triangtg(A, B, Q avec des pointa (a), B (b), etC (c), ou a= (a,,

a,),
b=(b,,b,), etc=(c,, c,) (figure 1.2.6). L’air A__ est donné par:

A= (al _Cl)(bz _Cz);(bl ~ Cl)(aZ _CZ) (1.2.19)

Si a=a(x) = (@,(x), a, (x)), b=b(x) = (b,(x), b, (X)), et €,, c,) sont indépendant de
alors les dérivés d& peuvent étre écrites comme suit:
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()= B0 =)pay () + (b (x) =z Jay, (4) _ (Bu(x) =), () + (@ x) =, )b (X
A () 5 >

otli=1,2, (1.2.20)

.. \
SV )

e . At
R.-~ R
- Y

N
b
Tah,

Alaya) Biby, b

Figure. 1.2.6. Centre et rayon d’un triangle

1.2.7.2. Centre et rayon d’un triangle

Considérons un triangtgA, B, Q (figure 1.2.6). Le cercle circonscrit d&,;. estle

cercle qui passe par les trois sommets du triaggle.centre estv (v,, v,) et son

rayonR est le rayon de triangle.
En considérant les arétAS€ etBC dans la figure 1.2.6, un systéeme de deux équations
linéaires est obtenu. A la mise en oeuvre de latisol et apres quelques manipulations

algébriques, nous obtenons les expressions sus/grdar le centre dA ;. :

(aiz_clz+azz_sz)(bz_Cz)_(blz_clz+b22_czz)(a2_cz)
D

(b2 -c?+b2-c2)a,—c)- (a2 -c? +a2 ~cZ )b, - c)
D

<

(1.2.21 a, b)

Vv, =

Ou D= 2[(31 _Cl)(bZ _CZ)_(bl _Cl)(aZ _Cz)] (1.2.22)

Du point de vue de I'efficacité informatique (ftioanements réduits de
multiplication), la différence carrée de deux lbiesidans les équations ci-dessus est
représentée comme produit de leurs sommes etafiffés dans I'exécution numérique.
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Par exemple, a¢-c) dans I'équation (1.2.21 a) est calculé comme-(c,) (a, +c,),
etc.

Si le point d'intersectio(c) coincide avec le poin lorsquex=(x,, X, ), doncc,=x,
etc,=x,.

Supposons que les coordonneégsa, , b,, etb, sont indépendantes ae etx,, Les

dérivés des coordonnées du centre de trianglegpéalors étre écrits sous la forme
simplifiée suivante:

Vll(x) = D (X)
- (0’ X D,1(X) - V1(X)D 2 (X))
Vie (X) D X)
()_GO+MDZH—W&WA@) (.2.23a, b, ¢, d)
T p()

Ouv,(x), v, (X), etD(x) sont données dans I'équation (1.2.21)

Avec :
a :(bl+a1)(bl_a1)+(b2 +a2)(b2 _az) (1.2.24)
1 (X) = 2(a2 - bz)
D,(x)=2(b, -a,) (1.2.25 a,
b)

Par définition, le rayon est la distance du cedtrériangle a un point d'intersection
deA ,;. . Par conséquent le carré du rayon peut étre éontme suit:

R*(x) = (&, — v, (x))* +(a, - v, (x))* (1.2.26)
[.2.7.3. Calculs de fonction de forme

L’ensemble nodal original, le diagramme de Vorofigines tirées), et les cercles
circonscrits de voisins naturels sont montrés fignse 1.2.7. Le poink est introduit en
jeu, et les voisins naturels geomme les valeurs des fonctions de forme den®isi
naturels et de leurs dérivés par rappocdaivent étre calculées. La méthodologie
informatique pour I'évaluation des fonctions derfe est basée sur le fait que la cellule
Voronoi de second ordre suffigure 1.2.2) peut étre calculée comme addities dirs
des triangles. On suppose que la connectivitélaguaur chaque triangle de Delaunay
est stockée dans l'orientation (sens contrairadgslles d’'une montregt par
conséguent le signe approprié est automatiquerheigiquand l'air d’un triangle est
calculé. Pour calculer la fonction de forme, iltfdéterminer le nombre de voisins
natureln, . Le moyen simple de déterminer que I'un des noestdsnevoisin naturel d'un
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pointx, est d'utiliser le critére vide de cercles ciromiits, si le polygone de la distance
euclidienne dex au centre du cercle circonscrit d'un voisin ndt{lie aux nceuds,,

n, etn,) plus petitque le polygone du rayon du cercle circonscrititameudsn;, n,
et n sont les voisins naturels du poxat

Jv-x"<R?
(1.2.27)

'E-;..., e

4
",
e, §
[
v

Figure. 1.2.7. Calcul des fonctions de forme poaisins naturels.

Nous avons un triangle avec des points d'iatdien p, g, 1) et de centre, ou

p= (P, P,),0=@,,q,), r=(,,r,)etv=(v,,V,). Pour chaque triangkede Delaunay
choisi sur la base de I'équation (1.2.2¥us formons un nouvel ensemble de trois
triangles §,, t,, t;} ou chaquex et deux points de la sommets de trianglent leurs
points d'intersectiorEn considérant les points d'intersectigndes nouveaux triangles
t,. Nous pouvons écrire le centre des nouveaux tearansi construit et leurs dérives
sous la forme compacte suivante :

c(x)=0la,,a,.x)

Cm(X)= G),m(aj ,ak,x) (1.2.28), (1.2.29)
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Ou m=1, 2 eti, j, etk sont les permutations dans le sens contraireigasles de
répétition de 1,2,3. Dans les équations ci-desSust ©  sont les représentations
fonctionnelles pour le centre d’un triangle etsds dérivés qui sont données par les
équations (1.2.21), (1.2.22) et (1.2.23), respestnent. Les points,,c,,C, sont les

centres des triangles des points d'intersectian3, £, (3, 1,x), et (1, 2X),
respectivement.

La prochaine étape comporte la construction desdies secondaires en utilisant des
combinaisons de la collectionc{(x), ¢, (X), c5(X), v}, tels quev apparait dans tous les

triangles secondaires. Ici la permutation cycligeel23 est maintenue. Clairement,
trois tels triangles secondaires peuvent étre tagits a savoird, (x), ¢, (x), v) [nceud

3], (€, (X), c5(X), v) [nceud 1], etd, (X), c;(X), v) [nceud 2], ou l'association nodale est

indiguée dans le crochet. Les airs de ces triarsglesndaires et leurs dérivés peuvent
étre écrites comme suit:

() =w,(c,(x)c. (V) (1.2.30), (1.2.31)

Ou m= 1, 2 eti, j, etk sont des permutations dans le sens contrairaigesles de
répétition de 123. Dans les équations ci-dessust, W | sont les représentations

fonctionnelles pour 'air d’un triangle et sesidés qui sont données par les équations
(1.2.19) et (1.2.20), respectivement.

La contribution de I'air & chaque nceud globahehse a compte ont fait par les taches
symboliques conceptuelles suivantes:

B (X) - B (X)"'O'H(X)
B n(X) < B () +a,, (%) (1.2.32), (1.2.33)

Ou S, (x) et S, ,,(x) sont placés a zéro pour tous les voisins nistareant les calculs

de fonction de forme. Le procédé ci-dessus est poiw touts les trianglesde
Delaunay {=1,2,...,t ). Par conséquent I'air de la cellule du seconceovronoi et

ses dérivés sont maintenant indiquées par :

(x)= 25, (x) (1.2.34), (1.2.35)
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Pourm=1,2 etl = 1,2,...,nnous avons

(1.2.36), (1.2.37)

J=AK
() A;x)( - a0 (1.2.38), (1.2.39)
7 o)=L

Remplagons A(x), A, ,(X), A(x), et A (x) dans les équations (1.2.34), (1.2.35),

(1.2.36), et (1.2.37), respectivement. Dans lesaéigus ci-dessus, la fonction de forme
¢, (x) et ses dérivég,  (x) sont calculés pour tous les voisins natuiEfsutilisant

figure 1.2.7 pour illustrer l'application des aalE de fonction de forme. En notant le
local » global nodal associations, nous obtenons lestatsiduivants:

(x) llJ(cglx, Cios 123)+ llJ(c41X, Caiys 134) Alrequadrllatere(lzx 123-134- 41x)
A, (X) = W(C,y 1 Cpayr Vs ) = Airetriangle(12x - 23x-123
A (x) = W(c,, ., Cop ,vm) +W(Cpy,, oy Vyas) = Aire.quadrolatée(134-123- 23x- 34x)
A, (x) = W(cy,,,Cayer Vias) = Airetriangle(34x - 41x-134)

(.2.40 a, b, c, d)
N@:iAbo (1.2.41)
a(x)= A‘A((:)) €1, 2, 3, 4) (1.2.42)

Comme indigué dans I'équation ci-dessus, les ifametde forme pour chaque nceud
sont justes les airs normalisés en ce qui condarsigrface totale2p] a employé cet
algorithme pour calculer la fonction de forme @ésins naturels dans leur
application. Cette méthode est robuste, et estcatybé a un point quelconque du
domaine pour des calculs de fonction de forme.
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1.3. Méthode des moindres carrés mobiles (MLS)
1.3.1. Approximation classique au sens des moindrearrés

Considérons une certaine fonction inconawge la variablecdont on connait
quelques valeurg aux points d’échantillonnage, appelés noeuds, en nombie
Nous cherchons I'équation d’'une fonction approch%() en nous basant sur ces

guelques valeurs. Dans un des cas les plus sinmaas,cherchons une fonction
approchée linéaire. Cette situation peut se reneopar exemple pour déduire une loi
linéaire a partir de quelques résultats expérimentiispersés, obtenus pour certaines
valeurs d’une grandeur caractéristique. L’approxiomeest

u"(x)=a, +a,x (1.3.1)

ou a, et a, sont des paramétres a déterminer. Pour obtediplte qui approxime les

valeurs échantillonnées au sens des moindres canm@sie sur la figure 1.3.1, on forme
la norme d’ordre 2 de I'écart entre la solutionragpée et les valeurs connues aux
points d’échantillonnage :

5= [, +ax ~u (13.2)

: L . 0S
Et on obtienta, et a, en minimisant cette somme. Les deux equat+aens: 0 et

a,
0S : . :
% = 0 sont suffisantes pour trouver les deux inconnaest a, . Il est possible

d’accorder un poids différent a chaque valeur esratrant plutét a minimiser
o 2
S=Y wla, +ax -u] (1.3.3)
i=1

ou w, est le poids que I'on donne a la valeur Ce poids doit étre positif pour que la

fonction d’approximation s’approche bel et bien dakeurs connues et non gqu’elle s’en
éloigne. Cette situation se rencontre par exemyliadice de confiance en certains
résultats expérimentaux est plus élevé qu’en dsutr

Nous réécrivons ces expressions sous forme velieguiur faciliter I'extension
a des fonctions non-linéaires et/ou a plusieurmkbes. L'approximation est donnée
par

u"(x)= p’(x)a (1.3.4)

Avec les deux fonctions de base
p"(x)=[1,] (1.3.5)
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Figure. 1.3.1. Approximation au sens des moindegsés de certains points par une
droite

et les deux coefficients

a= {‘ﬂ (1.3.6)
a
La norme pondérée vaut
N
s=>w[p"(x)a-uf (1.3.7)

gu'’il convient de minimiser pour trouver les coeiiints

E =0 (1.3.8)
oa

soit

> 2w.plx o (x)a-u]=0 139

Nous trouvons les coefficients en résolvant leesyst linéaire suivant
Aa=b (1.3.10)

ou la matrice carréd est donnée par la somme pondérée des produitsoyeddes
fonctions de base aux points d’échantillonnage :

A= ZWi-p(Xi )p"(x) 3((11)

b=> w.p(x)u, (1.3.12)
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Il est possible d’approximer au sens des moindre®s par une fonction non
linéaire. Ainsi, pour approximer par une parabilsyffit de prendre les trois fonctions
de base suivantes

P (x) = [Lx,x?] (.3.13)

et les equations (1.3.10), (1.3.11) et (I1.3.12ylessus restent valables pour déterminer
les trois coefficients. De méme, pour une foncterplusieurs variables, ces équations
demeurent a condition de remplacer le scalairer xiparecteux = (x, Y)- Par exemple,

une fonction de deux variables est approximée palan en utilisant la base a trois
fonctions

p’ () =[LxY] (1.3.14)

avec trois coefficients a déterminer par les équatci-dessus et par une fonction
guadratique en utilisant la base a six fonctions

" (X) = [Lx,y, X2, y2,xy] (1.3.15)

avec six coefficients a déterminer.
Pour que la matrica soit inversible, il faut que les noeuds soient embre
suffisant : N > mou mest la taille du vecteur des fonctions de haskn outre, il ne

faut pas gu’ils occupent une configuration dégéméyéai dépend de la base choisie.
Par exemple, pour la base linéaire a deux dimessibne faut pas que led nceuds x
soient tous alignés. Ces deux conditions s’exprimpkrs mathématiquement comme

suit : il faut au moins m parmi lel matrices des produits dyadiqueéx, )p” (x;)

linéairement indépendantes. Il faut remarquer dages ces conditionsh est
symétrique définie strictement positive puisqguaeht, en utilisant (1.3.10),

y' Ay =Y w(p(x )y)’ >0 (1.3.16)

i=1
car les poids sont positifs.
1.3.2. Définition de I'approximation MLS

D’abord, nous cherchons a construire une approximaacale, au voisinage
d’un certain poink , sous la forme

Ubeaz (X) = P (x)a(X) (1.3.17)

ou les coefficients a dépendent du potrgutour duquel I'approximation est construite.
La norme de I'écart entre I'approximation autourdet les valeurs connues s'écrit
comme pour I'approximation classique au sens deadnes carrés mais dépend
naturellement de ce point:

(%)= > w (®)[p" (% )a(x)-uJ (1.3.18)
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Dans cette norme, chaque noeud contribue a I'appedion avec un poids, plus ou
moins important selon la distance qui le séparpaintX . C'est la raison pour laquelle
nous écrivonw;, (X). Pratiguement, chaque fonction poigsest positive comme dans le
cas de I'approximation au sens des moindres calaésique et non nulle uniqguement
sur un petit domaine entourant le nogLaiiquel elle correspond. Ainsi, la somme dans

I'équation (1.3.18) se limite & un petit nombretdemesn* qui est plus petit que le
nombre total de noeud. La minimisation deSpar rapport aux coefficienésnous
donne la valeur de ces coefficients comme dansdagon précédente.

Ensuite, nous construisons une approximation géofal vaut en tout point
I'approximation locale que nous venons de décco@struite autour du point considéré.
Soit

u(hglobal) (X) = uIr(;cal,x (X) = pT (X).a(X) (|319)

La minimisation de I'erreur permet de trouver legfficients :

A(x).a(x) = 2Wi (x) p(xi ).ui (1.3.20)
A= 3 (ol o () (1.3.20)

En inversant I'équation (1.3.20) et en utilisaduation (1.3.19), nous aboutissons a la
forme suivante pour I'approximation MLS ou nous tiores désormais l'indice «
global » :

(9= 7 (A 3w (<ol (:3.22)
i=1
gue nous réécrivons
N
u"(x)=> dx)u, 3R3)
i=1
ou la fonction de forme associée au noeest donnée par
@ (x) =T (x)-p(x Jw; (x) (1.3.24)
avec
c(x) = A™*(x).p(x) (23)
Une illustration a une dimension de I'utilisatioesdfonctions de forme MLS est

représentée par la figure 1.3.2. Cing noeuds soifibumément répartis sur l'intervalle
[0, 4]. Les valeurs d’'une fonction a approchyesont donnes par tableau 1.3.1.

Dans la colonne de gauche, I'interpolation par élés finis est illustrée pour
comparer.
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» Tableau 1.3.1 Valeurs d’'un objet

X; 0 1 2 3 4

u 1 2 4 3 2.5

La figure (a) présente les fonctions de forme d@ménts finis linéaires construits
sur les noeuds et montre en gras la fonction dedatu noeud central. La figure (b)
présente l'interpolation de la fonction inconnu¢esiie en multipliant les fonctions de
forme par les valeurs connues et en sommant legslmations. Dans la colonne de
droite, trois figures illustrent I'approximation M. Les fonctions poidsy, (x) choisies

sont présentées sur la figure (¢) en mettant ageauen évidence le noeud central. Les
fonctions de formeg(x) construites & l'aide de celles-ci sont préserséesa figure

(d). Enfin, 'approximation MLS de la fonction ineoue, obtenue en multipliant les
fonctions de forme par les valeurs connues et emsmt les contributions par
application de (1.3.23), est illustrée sur la fige). Le support d’'influence d’'un
élément de moindre carré mobile en deux dimensehmontré sur la figure 1.3.3.

1 \
s | bt
0
0 4
' T, .-':: hY i
l.'-._ .' ."-I _.". _.".
05 A 0.5 4 A
\ ..."\_ iy x
.l': \'\
ol 0
0 4 0 4
4 =k 4 —f—
--__ ‘- r - o b
3 /l‘ Fe 3 ¥ *
= / -
2t ' ar
e
14 14
0 . . . 0 : : .
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(b (e

Figure 1.3.2. Interpolation par éléments finis gp@oximation sans maillage, (a)
Fonctions de forme de méthode des éléments fhid, ihterpolation par méthode des
eléments finis, (c) Fonction de poids de méthodes saaillage MLS, (d) Fonctions de
forme de méthode sans maillage MLS ,(e) L'interpolapar méthode sans maillage

MLS
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Figure 1.3.3. Support d’élément de moindres camébiles

1.3.3. Propriétés des fonctions de forme MLS

La premiéere propriété des fonctions de forme Mufdter est qu’elles ne
dépendent effectivement d’aucun maillage. Seulgaateur de fonctions de base

p(x) et un ensemble de noeuds a chacun desquels cardespe fonction poids
w, (x)sont nécessaires. En un point donné, les fonctlerfsrme sont toutes construites

simultanément. Les trois étapes de cette construsbint :

* la construction de la matrica par la formule (1.3.21) en ajoutant la contributaben
chaque noeud au point considéré (en pratique, B=uleuds de poids non-nul en
ce point contribuent) ;

* I'inversion de la matriceA;

* la calcul de chaque fonction de forme par les fdes(l.3.24) et (1.3.25).

D’autres propriétés remarquables des fonctiorfesiee MLS sont :

* Localité

La fonction de forme(x) est nulle en-dehors du support de la fonction
poidsw; (x). Cela se voit immédiatement sur I'équation (1.3 24r la présence du
facteuw, (x). C’est la raison pour laquelle nous nous sommesiaés & faire la

somme (1.3.23) jusquél plutdét quen”® car cela revient a ajouter des termes nuls.
Notons que(x) peut-étre négatif alors que (x)est toujours choisi positif.

* Condition d’existence

La fonction de formag(x) est bien définie sur le domaiiz de

I'approximation si et seulement ﬁ(x) est inversible en tout pointdu domaine. Pour

gue ce soit le cas, de maniere semblable a I'appedion au sens des moindres carrés
classique, il faut que chaque point soit couvertgoemoins m supports dont les

matrices p(x )p" (x )associées sont linéairement indépendantes. Unéticond
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nécessaire est* = m en tout poink. Pour une base linéaire a deux dimensions par
exemple, il faut et il suffit que chaque point smuvert par au moins 3 supports de
noeuds non-alignés. Pratiquement, cette conditiggose une limite inférieure a la
taille des supports : il faut que les supportsraciesuffisamment » grands pour que
chaque point soit « suffisamment » couvert.

» Absence d’interpolation

A la différence des fonctions de forme de la méthdes éléments finis, les
fonctions de forme MLS sont différentes de 1 au cieawguel elles sont associées et ne
sont pas nécessairement nulles aux autres noeuds :

alx )%, (1.3.26)

C’est pour cette raison que I'approximation MLS efé¢ctivement une approximation
et non une interpolation :

u"(x)#u,

(1.3.27)

Cet effet est visible sur la figure 1.3.2(e) : taucbe qui approxime ne passe pas par les
points d’échantillonnage.

» Consistance

Les fonctions de forme MLS peuvent reproduire estaeint toute fonction
appartenant au noyau dé() En effet, une fonction du noyau qlléx)a la forme

u(x)= p" (x)a (28)

Si nous prenons comme coefficieafs) = a, la normeSest nulle. Sachant qu® est

par définition positive ou nulle, notre choix desfficients est bien celui qui minimise
S et I'approximation est donnée par

u"(x)= p" (x)a =u(x) (1.3.29)

Par exemple, si les poinfg;,u,) sont alignés et qu’une base Iinéﬁim] est utilisée, la

fonction approchée" est la droite passant par ces points, quelles gjeatdes
fonctions poids choisies.

« Continuité

Les fonctions de forme ont le méme degré de coméimue la fonction la moins
continue parmi la fonction de base et les fonctjpwisis. Formellement, si leg(x)

(i =12....,n) sont bien définies (c’est-a-dire si la conditidexistence est satisfaite) et
Si

p,(x) (j=12..m0Oc'(Q) (1=0) (1.3.30)
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et
w(x) (i=22..n0c%Q) (q=0) (1.3.31)
alors

a(x)  (i=12..n)ocm™d(q) (1.3.32)

Les démonstrations de la condition d’existencesdfigropriété de continuité se
trouvent dans Duarte et Odet]].

[.3.4. Choix des fonctions de base

Si en théorie, n'importe quelle fonction peut girésente dans le vecteur des
fonctions de base, en pratique, dans la quasi-mmindes travaux présents dans la
littérature, le choix est limité a 'ensemble desndmes jusqu’a un certain ordre. Ce
tableau reprend les bases constantes, linéaicpgdtatiques a une, deux et trois
dimensions.

Tableau 1.3.2 Différentes fonctions de base dedthode MLS

1D 2D 3D
Constant 1] [l 14
Linéaire [1,x] [1,%,y] [Lx,y, 2]
Quadratiq x| | [Lxy. X, y2,xy) ILx,y,2,X%,y?, 2, Xy, Xz, y2
ue

Puisque toutes ces fonctions de base appartieéﬁ?é?(ﬂ), les fonctions de forme
MLS ont le méme degré de continuité que les fonstimoids. Comme la fonction
constante est toujours présente dans I'ensemblfodesons de base, la propriété de
consistance implique que

Ya)=1 Ox0Q (1.3)33

Notons que cette propriété est partagée par lesiéms de forme de la méthode des
éléments finis classique. Voyant dans cette prtprtié partage par les fonctions de
forme de la fonction constante unitaire, MelenBabuska 47] ont baptisé celle-ci :
partition de l'unité. Le cas particulier de I'apgnmation MLS avec une base constante
est 'approximation de Shepardig, qui est en fait bien antérieure a I'approximatio
MLS. Elle donne une expression des fonctions daégplus simple car la
matriceA(x) est réduite a la taille 1 x 1 :

(ashepard(x): Wi X)

nx

2w (x)

=1

(1.3.34)

Dans la suite, nous utilisons une base linéairérmaution contraire. Les raisons
de ce choix, qui est le choix habituel dans léd#ture, sont doubles :
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* une base constante est plus économe en tempscdéroais I'approximation n’est
alors pas capable de représenter exactement urpdhregaire, ce qui est requis
pour le champ de déplacement dans une méthodeldkiGa

* une base quadratique demande a ce que chaquelpaomaine soit couvert par un
nombre plus important de supports et une ma&i@énverser en chaque point de
taille plus importante que pour une base linédimeeurcolt de temps de calcul
conduit a un rapport colt/performance qui se répkis important a 'usage.

1.3.5. Choix des fonctions poids

Le choix habituel pour les fonctions poids est fometion qui décroit avec la
distance avec le noeud auquel elle est assocté posseéde la forme d’une cloche.
A une dimension, sgest la distance normalisée entre un noieeidun point

x quelconque, on aura :

X =X
= 1.3.
q (1.3.35)
* une spline d’ordre 3
, si [g<t
Z-4s? +4s® 2
3
f,(s)= g—4s+4sz —253 si %<|§s1 (1.3.36)
0
si |§>1
* une spline d’ordre 4
_[1-65*+85°-3s* si |[g<1
1=2(s)-{O i 351 (1.3.37)
* une gaussienne tronquée
L
f,(s)=1° st [g=1 (1.3.38)
0 si |§>1
* une gaussienne modifiée
1) _&f
e el G st
f,(s)= {17 = (1.3.39)
1-e\“
0 si |9>1
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qui a le désavantage d’étre discontinueserl bien que cette discontinuité passe
inapercue numériguementa@i est suffisamment grand ;
ou d, est la taille du support du noeud i, quelques cloixants poumw, (x)sont
L’expérience montre que les résultats obtenus napeu selon la fonction poids
choisie. Par la suite, nous utiliserons cette @eenspline d’ordre 4. L'illustration a une
dimension de la figure 1.3.2 utilisait déja la sglid’ordre 4.

A deux ou trois dimensions, une des fonctions sisds est choisie et les
fonctions poids ont soit un domaine circulaire

w,(x) = f[”:—)ﬁ”j 3(40)

soit un domaine rectangulaire

w (x) = f{|x_xi|]f{|y_y‘|] (1.3.41)

d” d’

a deux dimensions et

_ o [Px=x ly-vil |2- 2]
wi(x)—fa( o f & f & (1.3.42)

a trois dimensions.

Par la suite, sauf a la section 2.5.2, nous atiBsun domaine circulaire.

Une illustration a deux dimensions est représepagédes figures suivantes. Sur
la figure 1.3.4, nous montrons I'ensemble de noatiisé et leur support5x Boeuds
sont distribués uniformément dans un domaine c{arﬂé 2]><[— 2, 2J et les fonctions
poids sont des splines d’ordre 4 définies sur unaloe circulaire de rayon 1, 4. Sur la
figure 1.3.5, nous tracons a gauche le poids duda@entral, dont le support est mis en
évidence sur la figure précédente, et a droiteriatfon de forme associée a ce noeud
par utilisation d’'une base linéaire. Le calcul tsctions de forme est possible car tous
les points sont bien recouverts par au moins sopgports, grace au rayon de longueur
choisi suffisant. Nous remarquons que I'aspecaderiction poids et la fonction de
forme associée est semblable, méme si 'amplitedeed fonctions est différente (les
échelles pour 'élévation sont différentes surdeax graphes). D’autres graphes de
ressemblance entre la fonction de forme et la fongioids se trouvent dans Atluri,
Kim et Cho f9]. Pour comparer, nous montrons sur la figure Il&fbnction de forme
associée au noeud central, appartenant a I'ensatablonctions de forme construites
sur les éléments finis triangulaires linéairesmaillent I'ensemble deSx roeuds de
la maniere illustrée sur la figure 1.3.6.

Sur la figure 1.3.5 a deux dimensions comme préoédent sur la figure 1.3.2,
nous avons utilisé un ensemble de noeuds équithstanc des poids identiques mais
insistons sur le fait que ce n’est pas une obbgaties noeuds peuvent bien entendu
étre dispersés irrégulierement. De méme, les gmedsent varier autant en forme
(circulaire, rectangulaire ou autre), en ta(ltl?) et en nature (spline d’ordre 4,

exponentiel ou autre). Les seules contraintesgpamies poids soient tous positifs et
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gu’il y ait suffisamment de poids non nuls en tpaint pour que I'approximation soit
bien définie. Cette liberté dans les poids trararex le choix de 'ensemble des
fonctions de base : celui-ci est unique pour tbaggroximation.

Figure. 1.3.4.

Poids Farmes=

Figure. 1.3.5. (a) Fonction poids ; (b) Fonctiomsfdrme

Figure. 1.3.6. Maillage éléments finis sur 5 x Suuse
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Farme

Figure. I..3.7. Fonction de forme éléments finis
Finalement, il est possible de calculer les désvéles fonctions poids de
maniére analytique. Pour la spline d’ordde défini sur un domaine circulaire par
exemple, nous avons, en notant

X, — Xy

w,, (x)= f, — (1.3.43)
avec,
£ (x, = x )(x —x o
W :(u/ _?4)( K X.Sk%(;ﬁ Xn).,. f, sdkliz (1.3.44)
- 2 _ 3 H
f, ( )={0125+24S 12s Z: Iji (1.3.45)
— - 2 i <1
f) (S)={ 12+485-485" si |9 (1.3.46)
0 si |§>1
g s _ . i _ 120,
dont la définition enx = x; est bien unlquewi’k(xi ) =0 etw, (xi ) ST

1.3.6. Algorithmes pour le calcul efficace des forions de forme MLS

Nous décrivons deux algorithmes dont la mise ecepést indispensable en
pratique pour utiliser une méthode sans maillagelss problémes réels, surtout a trois
dimensions.

» Sélection des nceuds

Le calcul des fonctions de forme MLS en un pointdesiné par la formule
(1.3.24) qui repose sur les formules (1.3.25) 68.01). Ce calcul demande de former la
matrice.
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A en sommant des contributions apportées par chdesimoeuds dont le support
recouvre le point considéré. Il est essentiel petficacité de la méthode de trouver
rapidement quels sont les noeuds qui jouent unddhes le calcul des fonctions de
forme MLS en un point. Contrairement a ce que pidgat certains articles de la
littérature, c’est bien cette étape de sélectiamteuds qui est la plus colteuse en
temps de calcul et non I'inversion de la matriséqui est simplement de taille 3x3 pour
une base linéaire a deux dimensions par exemple).

Nous expliquons d’abord la méthode de sélectioauk dimensions et
généralisons ensuite. Le principe de notre métiestie suivant :

* nous construisons avant tout une liste de carggsidlis, dont I'union recouvre tout
le domaine, auxquel est associée la liste des saeeet le support desquels ils ont
une intersection non vide ;

* ensuite, pour chaque point considére, nous détemairapidement le carré auquel il
appartient et nous prenons comme liste réduitendesds qui peuvent influencer
ce point la liste associée au carré trouveé ;

* nous calculons le poids de chacun de ces noeud&egntour a tour, ignorons les
noeuds de poids nul et retenons le poids des nalupgsids non-nul.

Le découpage du domaine en carrés se fait de neai@i@ursive et les données sont

conservées dans un arbre. A chaque noeud de laniwes retenons les coordonnées
d’'un carré et la liste des qui ont une intersection non-nulle avec le cdres étapes

de la procédure récursive sont les suivantes :

* Initiation
Au sommet de 'arbre sont associés un carré dauelée domaine est inscrit et la
liste de 'ensemble des. Ce noeud de 'arbre est le noeud courant ets@gar

I'étape de division.

* Division
Si le critere d’arrét est vérifié pour le noeud @, remonter d’un niveau dans la
procédure récursive : le noeud courant devienb&ud pere. S’il n’est pas vérifié,
 créer 4 noeuds fils du noeud courant, découpearte& en 4 carrés égaux et associer
chacun a un fils ;
* pour chaque fils, parcourir la liste dgset insérer dans la liste du fils lesqui ont

une intersection non-nulle avec le carré associ&fds (certainsx, se retrouvent
dans plusieurs listes);

« faire passer au premier fils I'étape de divisiom, devient le noeud courant;

« faire de méme pour les trois autres fils tour & tou

 supprimer la liste deg. devenue inutile une fois la répartition parmi4efds
effectuée ;

 la division de ce noeud achevée, remonter d’'unanivat sortir si le noeud courant est
le sommet.

 Critere d’arrét

Le critéere d’arrét est vérifié si 'une des deux@iions suivantes est vérifiee

La principale condition est de cesser de divisé Rille de la liste deg, du noeud
courant est inférieure a une certaine valeur fix&ste valeur résulte d'un
compromis : si elle est trop grande, la listexdesandidats pour un point donné est
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trop importante et si elle est trop petite, I'arBrparcourir pour obtenir la liste
desx, candidats est trop profond. Le compromis a faéeethd de la taille des

supports des : avec de grands supports, il y a des recouvreytenhombreux

supports et il est préférable de choisir une limpltes haute que pour des petits
supports. D'apres I'expérience, une liste de taillximale de 48 a deux

dimensions et 8% a trois dimensions convient.

 La condition précédente n’est pas suffisante praluee une récursion infinie. La

division est arrétée également si la taille duédu nceud courant est inférieure a

une certaine limite.

Une fois I'arbre construit, étant donné un poinpagpenant au domaine, nous
pouvons rapidement descendre dans I'arbre du sojstpt’a la feuille du carré auquel
appartient le point considéré et obtenir les caatdid| suffit de comparer les
coordonnées du point avec les coordonnées du auntrarré du noeud courant pour
choisir le bon fils parmi les quatre a chaque &tag taille de la liste des candidats
diminue exponentiellement puisqu’elle est approxiveanent divisée par quatre a
chaque étage. Pour donner un ordre de grandeur)atyge d’ensembles deque

nous utiliserons en pratique dans nos exempleédistats, la profondeur de I'arbre est
de 5 niveaux environ. Donc, environ 5 simples ojp@mna de comparaison des
coordonnées de deux points (le point considérésaténtres des carrés), nous réduisons
ainsi la liste des candidats de plusieurs centaine® vingtaine.

. lIs sont aisément introduits au sommet de I'apanis descendus de maniere
récursive jusqu’aux feuilles qui possedent lesésaqui ont une intersection non-nulle
avec leur support.

Le type d’arbre que nous venons de décrire s’apeladtree De maniere
similaire a cet arbre a deux dimensions ou il @shé& de carrés a diviser en quatre, il
est possible d’accélérer la sélection des noeuttdidats en pratiquant des découpes en
deux sur des segments a une dimension et a despascen huit sur des cubes a trois
dimensions. A trois dimensions, I'arbre porte lenndioctree

Nous détaillons 'algorithme sur 'exemple de Igufie 1.3.8 pour clarifier. Dans
un carré, 45 supports circulaires sont présentsaqu plus nombreux et petits dans le
coin supérieur droit. Pour cet exemple, nous cksisis une limite de 25 par feuille

de I'arbre. L’algorithme débute avec le grand cauiéest associé aux 45 supports.
Celui-ci est divisé en 4 carrés A, B, C et D. Cetdes fils du grand carre.

Nous faisons une boucle sur A, B, C, D pour letritater les supports parmi les

45 avec lesquels ils ont une intersection. Il La@pports a attribuer a A. Nous
descendons en A, constatons que le critére d'estétérifié et remontons aussitoét.

Il'y a 27 supports a attribuer a B, qui sont repnéss en trait plein (fin ou gras).

Nous descendons en B et constatons que la divisgsh pas finie. Nous divisons B en
4 carrés (a, b, c et d) et attribuons a chacusupports parmi les 27 avec lesquels ils
ont une intersection. Le critére d’arrét est vérgfour chacun. Par exemple, ily a 21
supports attribués a b, qui sont représentés gmplea gras. Nous pouvons supprimer
la liste des supports en B qui n'est plus nécessllious remontons d’'un étage ou nous
traitons C (14 supports) puis D (21 supports). Nousvons a présent supprimer la liste
associée au grand carré. Nous remontons alorsatiage mais comme nous sommes a
la racine, I'algorithme s’acheve. Désormais, sisioierchons les fonctions poids au
point représenté par une étoile, il est trés ragaleomparer ses coordonnées avec
celles du centre du grand carré pour déterminer appartient a B, puis de les
comparer au centre de B pour conclure qu’il apeatth b.
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Figure. 1.3.8. Quadtree pour sélectionner les nceuds

Nous cherchons donc simplement les poids potestielht non nuls en ce point parmi
les 21 supports candidats de b, plutdt que susderble initial des 45 supports.
Evidemment, le gain sur un exemple réel possédstement plus de noeuds est plus
important que sur ce petit exemple.

* Implémentation des formules

L’expression utilisée dans I'équation (1.3.24) ptaifonction de forme sépare
les facteursc(x) qui dépend du point d’évaluatiom(x. ) qui dépend du noeud et

w, (x)qui dépend des deux. Pour rappel :

@(x) =" (x)p(x Jw; (x) (1.3.47)

Avec
c(x) = A*(x).p(x) (1.3.48)

Cette expression facilite le calcul efficace dexfmns de forme et de leurs dérivees.
En effet, elle met en évidence le fait que, enaintpdonné, il est préférable de calculer
le vecteur ¢ dans un premier temps puisqu’il estéene pour tous les noeuds, ce qui
nécessite une seule inversion de la mafiqaiis seulement de faire une boucle sur les
noeuds de poids non-nul au point considéré pogutalleur fonction de forme. Elle

est différente de I'expression originale de Nayspleouzot et Villon 9] qui a été

reprise par Belytschko, Lu et GL{] puis dans tous les articles sur la méthode sans
maillage :
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@(x)= z p, (x)(A‘1 (x).B(x)) i (1.3.49)

Avec
B(x) = [, (x)p(x, ), w, (x)p(x,)....., wi (%) p(x,, )] (1.3.50)

Ou on suggeére au contraire de faire une substitatinére pour chaque noeud.

Plus encore, si les dérivées des fonctions de feonenécessaires comme c’est le cas
guand I'approximation MLS est utilisée pour résaudes équations aux dérivées
partielles par une méthode sans maillage, la désivae I'équation (1.3.24) montre
gu'’il n’est nécessaire de factoriser qu’une segig fa matriceA et de faire une
substitution arriere une fois pauet une fois pour chacune des dérivges

avedk =1...,n,,. En effet, les dérivées sont données par :

2, (x) = ¢} (%) px Jw; (x) + ™ (x).p(x Jw , (x) (1.3.51)
¢, ()= (A7), (x)-p(x)+ A*(x).p, (x)
==A"(x).A, (x)A™(x).p(x)+ A*(x).p, (x) (1.3.52)
= A (x)[- A, (x)c(x)+ p, (X)
Et

A= 2w (bl ) (x) (359

Nous remarquons encore que dans les équatioral(l & (1.3.53) les matrices
symétriques des produits dyadiquels; )p” (x ) qui interviennent ne dépendent pas du
point ou nous cherchons a évaluer les fonctiorfemee. C’est aussi le cas pour les
vecteurs p(xi )qui interviennent dans les équations (1.3.24) .8t3L).

Donc, si la taille du probleme le permet, il estspéfficace de calculer une fois pour
toutes ces grandeurs et de les conserver a chague a c6té des grandeurs qui
définissent le noeud que sont les coordonnées eudnet le pointeur vers la fonction
poids. Finalement, en remarquant que la premiégdatetions de base est la fonction
unité et qu’elle est suivie des fonctions linéaskek base est au moins linéaire, on peut

astucieusement se contenter de conserver uniquep(enp’ (x )et dy retrouver
p(x ) et les coordonnées. Par exemple, pour une base linéaire bidimensitmne
produit dyadique est

1 Xi y|
p(x )p"(x)=Ix x* xy, (1.3.54)
yl XI yi yl
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Il suffit de conserver la partie inférieure de eettatrice au nceuddans un tableau

1.3.3

Tableau 1.3.3. Base linéaire bidimensionnelle

Constant Linéaire Quadratique
1 X Y, X XYW

Et de programmer de telle sorte que le tableagidesents 2 et 3 soit retourné si les
coordonnées sont demandées et que le tableauémesnds 1, 2 et 3 soit retourné si les
fonctions de base sont demandées.

L'algorithme détaillé pour calculep et ¢, en un pointxdonné est le suivant :

» Trouver la liste des noeuds candidats a I'aideatbre.

* Initialiser les matrices symetriqueset A, (k=1...,n,,) ao0.

 Faire une boucle sur les noeuds candidats et ealleupoids de ce noeud et ses
dérivées em. Si ce poids est non-nul,

(0]
0]
(0]

retenir le numéro de ce noeud dans le tableauasds d’'influence ;
conserver la valeur du poids et de ses dérivées ;

ajouter la contribution de ce noeud?3 (1.3.21) etA,, (1.3.53) pour
k=1,...,n,,a l'aide des matrices des produits dyadiques picHés.

Calculer la factorisation de Cholesky AeNous pouvons utiliser la factorisation de

Cholesky, plus efficace que la factorisatidn plus générale, caf est symétrique
définie positive.

« Evaluerp.
« Calculerc = A™.ppar substitution arriére sur la matriéefactorisée.
e Pourk =1,...,n,.,,

o évaluerp,;

0]

calculerc, = A‘l[— AcC+ p’k] par substitution arriere sur la matrise
factorisée.

 Faire une boucle sur les noeuds d’influence retariigtape 3(i = l2,...,nx):

(0]

Calculerd =c" p(x ) & I'aide du vecteup(x, ) pré calculé,

Calculerg = d.w, (xi) grace au poids que nous avons conservé a I'étape 3
Pourk =1...,ny,, calculerg , par (1.3.51) connaissadtc,, le

vecteurp(x, ) pré calculé et les valewrs(x) etw, (x) retenues plus haut.
Les dérivées secondes sont données par

A0 (x) = ¢y (%)-p0x Jwg (x) + ¢y (%) p(x Jwi, (%) + €] (x):px Jw (%)

+c' (x)p(x )-Wi,kl (x) (1.3.55)
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Avec
Cu (X) =A™ (X)[ P (X) - A,k (X)C,l (X) - A,I (X)C,k (X) - A,kl (X)C(X)] (1.3.56)

Et
Ay (X) = Z Wi (X) p(Xi )pT (Xi ) (1.3.57)

L’algorithme pour obtenir les fonctions de formdest deux premieres dérivées est
semblable a I'algorithme précédemment décrit pewalcul des fonctions de forme et
des dérivées premiéeres. Il fayljouter le calcul dav,, a I'étape 3, deA, a I'étape 8,

de c,, comme étapec/et deg,, comme étape 8d.

1.3.7. Imposition des conditions aux limites esseietles

1.3.7.1. Principe variationnel modifié avec des mtiplicateurs de Lagrange
supplémentaires

Cette méthode, proposée par Belytschko, Lu etl®)y $§e base sur la forme
faible suivante, ou des multiplicateurs de Lagrasm# utilisés pour imposer les
conditions aux limites sur le déplacement. Le gansique des multiplicateurs de
Lagrange est la réaction a la fixation.

« Déterminer les déplacements H*(Q), les déformations (1 H°(Q), les contraintes
o OH(Q) et les multiplicateurs de Lagrangél H°(Q) qui sont tels que le
principe variationnel suivant est vérifié pour tawtl H*(Q) et A OH°(Q).

[Osa™ 1 odQ - [dubdQ - [dutdr - [&1fu-u)dr - [aAdr =0 (1.3.72)
Q Q rt fu fu
Cette forme faible est discrétisée en utilisant amgroximation MLS pouwr etdu

comme ci-dessus et une interpolation pour le chaenmultiplicateur de Lagrange
(défini seulement suir, )

A=Y, (s)A, (1.3.73)
N =Yy (s)A, (1.3.74)

Ou legy, sont des fonctions de forme d’interpolation dentéariable est la coordonnée

curviligne s le long dE, . En substituant les approximations dans le pracip

variationnel, nous aboutissons a un systeme lie@gir permet de déterminer les
inconnuesy, etA, :
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B ﬂ{j} ) {ﬁ} (13.75)

Avec, comme précédemment

K, = [B"[D]B,dQ (1.3.76)
Q
g, = [gbdQ+[gtrdr (1.3.77)
Q rt
Et, en plus,
G, =—[q@w,Sdr (1.3.78)
lu
h, = - j W,.Sudr (1.3.79)
lu

Ou S est une matrice diagonale dont I'élém@&ntaut 1 si le déplacement est imposé
selonx; et 0 sinon.

Remarquons que le systeme linéaire complet a rés@stl symétrique mais non
défini positif.

1.3.7.2. Principe variationnel modifié sans multipicateurs de Lagrange
supplémentaires

Cette méthode, proposée par Belytschko, Lu etl®}y fepose sur la forme
faible précédente ou les multiplicateurs de Lagessunt identifiés des le début a la
réaction a la fixation. Celle-ci s’énonce alors :

« Déterminer les déplacementsl H(Q), les déformations 0 H °(Q) et les
contrainteso [JH 0(Q) qui sont tels que le principe variationnel suivest vérifié
pour toutdu O H*(Q)

[Osa™ :odQ - [aibde - [autdr - [&lu-u)dr - [aurdr =0 (1.3.80)
Q Q rt ru ru
aved = (D:Ogu)n etd =(D:0gdu)n.

En substituant les approximations dans le prinegr@tionnel, nous aboutissons a un
systeme linéaire qui permet de déterminer les incesy,

Kg=g (1.3.81)
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e K, = [B7[D]B,d2 - [(gSIN]D]B, +B[D]'[N]'sg; Jar  (1.3.82)

g = [gtdr +[gbdo- [BT[D]'[N]" sudr (1.3.83)
It Q ru

ouN est donné par (1.3.18b) a deux dimensions eP@l8.a trois dimensions.

Le systeme linéaire a résoudre est plus petit gnéapméthode précédente. La
matrice est encore symétrique non définie pos{teatrairement a ce qu’écrivent Lu,
Belytschko et Gu).

1.3.7.3. Principe variationnel modifié avec une péalité

Cette méthode, proposée par Belytschko, Gu et 894l consiste a ajouter un
terme de pénalité a la forme faible :

[Osa™ :odo - [aubda - [ dutdr —g.&(ﬂ‘u —GHZ.drj =0 (.3.84)
Q Q It u

Qui conduit au systéme linéaire habituel

Kg=g (1.3.85)
Avec
K, =[B"[D]B,d2 - B[ g dr (1.3.86)
Q fu
g, = [gtdr +[@bdQ - B[gudr (1.3.87)
rt Q fu

Il faut bien entendu faire un compromis sur la ualdef : trop élevé, le systeme est

mal conditionné ; trop faible, la condition suidé&placement n’est pas précisément
imposeée.

1.3.7.4. Connexion a un maillage éléments finis

Krongauz et BelytschkdlB] proposent une méthode couplée entre la méthode
sans maillage et la méthode des éléments finiss Daa région du domaine, le
déplacement est approximé a I'aide des fonctiorfemmiee MLS et dans une autre, il est
approximé par les fonctions de forme des élémémits {Jne couche de transition est
nécessaire pour garantir la continuité du déplaocénhe déplacemeny est approximé

par Ru 1-R ou Rest une fonction rampe variant de 0 a 1 de la

sans maillage + ( )'uelements finis
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région eéléments finis a la région sans maillagda Sontiérel’, borde uniquement la

région éléments finis, les conditions essentiglsvent étre imposées comme dans la
meéthode des éléments finis. Cette technique est atile pour limiter la région sans
maillage, ou le calcul est plus colteux, a la né@io I'on souhaite profiter des
avantages que cette méthode offre.

1.3.7.5. Propriété d’interpolation grace a des foriions de forme singulieres

Pour obtenir la propriété d’interpolatiq{xi ) =9, qui permet d’égaler

directement les degrés de liberté aux déplacenrapissés, Kaljevic et Saigab(]
proposent d’utiliser des fonctions poids singulsaieles que

lim w; () = oo (1.3)88

X Xi

Nous constatons directement sur les fonctions dedae Shepard (1.3.34) que nous
avons bien
lim ¢ (x) =1 (1.9)8

X— Xl

Dans ce cas puisque le poids au numérateur cnait’irdini de maniére égale la
somme des poids au dénominateur. Il est aisé deev@ue c’est aussi le cas pour les
fonctions de forme générales (1.3.24). L'inconvénige cette méthode est la perte de
continuité des dérivées des fonctions de forme.

1.3.8. Intégration

Le calcul de la matrice de raidd€iret du vecteur de charge g par les formules
ci-dessus demande I'évaluation de certaines ingEgrBes intégrales sur certains
contours sont nécessaires pour la contributiorfatess de surface au vecteur de charge
et, éventuellement, pour la contribution a la ncatde raideur de I'imposition des
conditions aux limites essentielles selon la mé&hdtbisie. Une intégrale sur le
domaine est nécessaire pour la contribution deg$ode volume au vecteur de charge

et pour la contribution principale a la matricerdigleur erj' B’ DB;dQ .
Q

Les intégrations sur le contour s’évaluent numéngent sans difficulté
puisqu’une description des frontieres est connue,ag soit de maniére analytique ou
comme sortie d’'un outil de CAO. Il est aisé de dpe les frontieres en petits
intervalles sur lesquels une intégration de Gastsgéalisée. A deux dimensions, les
intervalles sont des morceaux de courbe sur lesqum intégration de Gauss simple est
réalisée alors qu’a trois dimensions, les inteesaflont des morceaux de surface sur
lesquels une intégration de Gauss double est ééalis
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Figure. 1.3.9. Intégration

L’évaluation numeérique des intégrales sur le domaist moins aisée. En effet,
nous connaissons seulement la piéce par la deeargié ses frontiéres a l'intérieur
desquelles un ensemble de noeuds est distribuéortraire de la méthode des
eléments finis, nous ne possédons pas le maill@gee pour construire les fonctions de
forme et qui convient en plus naturellement comeamelpour intégrer, en réalisant une
intégration de Gauss sur chaque élément. Les déthxoates d’intégration les plus
communes sont présentées a gauche et au milieufigeide 1.3.9 dans le cas
bidimensionnel. A gauche, une découpe de la pidazkules est effectuée et une
intégration de Gauss est réalisée sur chague&e8ur cette figure, la découpe illustrée
est celle d’'un maillage d’éléments finis constauit 'ensemble des nceuds de
'approximation MLS. Ainsi, la densité des points @auss sera plus élevée la ou
'espacement nodal local est faible, autremeniaditi les intégrantes varient le plus
rapidement. Il s’agit de la maniere de procédeithallement utilisée mais il faut
préciser que la découpe en cellules ne doit passsazement satisfaire les mémes
exigences gu’un maillage en éléments finis. Auenilile la figure est illustrée une
deuxieme technique qui consiste a utiliser unesdaini uniforme en cellules carrées
dans laquelle est inclue la piéce. L'intégratiorGriss est réalisée sur chaque cellule
en attribuant un poids nul aux points de Gausseguiouvent en-dehors de la piéce.
Plutbt que d'utiliser des cellules uniformes, nposirrions aussi partir du quatre
construit préecédemment et réaliser une intégrateoauss sur chacun des carrés
disjoints dont I'union recouvre la piéce.
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I.4. Comparaison entre les méthodes NEM et MLS

Nous avons exposeé deux méthodes sans maillag&thede des éléments naturels
NEM et la méthode des moindes carrés mobiles MIeS. Geux méthodes ont des
propriétés communes et distinctes, qui impliquest avantages et inconvénients
communs et distincts. Elles sont basées sur larcmtion des fonctions de forme en
chaque point, le calcul de leurs dérivés, I'imgosiides conditions aux limites et enfin
lintégration comme c’est le cas en méthode déséhts finis. Le tableau 4.1 montre
une comparaison entre les deux méthodes avec geargainconvenients par rapport a
la méthode élément finis.

Tableau 1.4.1. Propriétés des méthodes NEM et MLS

NEM MLS
Présence d’interpolation Absence d’interpolation
W(Xj):a_ij W(Xj)ia_ij

Le support est défini comme unionnle | Le support est défini par un cercle,
cercle, figure 1.2.3. figure 1.3.3.

Linéarité sur les bords convexes

Propriétés

La partition de l'unité

ang(x):l OxOQ

i=1

Consistance linéaire

x=§fﬂ.(><)>ﬁ

Continuité de fonction de forme
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Tableau 1.4.2. Avantages des méthodes NEM et MLS

Avantages

NEM MLS

La non-nécessité de raffinement
permet de réduire une part importan
de calcul.

e

Le codt de calcul pour définir le
support d’influence de chaque nceud
n’existe pas, car, le support est
indépendant des positions des noeu

IS,

Le support relativement large des
fonctions de forme permet de reméd
a un certain degré aux problemes de
blocages rencontrés dans les
problémes d’'incompressibilité.

ier

La non-nécessité de construire un maillage poootetruction de
I'approximation permet de traiter des domainesé&mntgtries complexes, en
utilisant seulement le nuage de noel88. [

La qualité de la solution est beaucoup moins sénaila position relative des
noeuds, autorisant, dans les formulations lagramgie actualisées, de construir
la solution a partir de positions relatives engerioeuds interdites dans la MEF

D

Dans les formulations lagrangiennes, totales I'afgérr gradient de la
transformation calculé en un point d’intégratioh@mstruit sur la base d’'un
voisinage de noeuds généralement plus importanteguseuls noeuds de
I'élément dans la MEF3}].

Les fonctions de forme sont généralement tresdpes, et réduisent
considérablement le probléme de la dépendancelardiection des bandes de
cisaillement ou des fissures et la direction dullage.

La possibilité d’insérer, ou de retirer des noeés facilement, la position

relative des noeuds entre eux étant trés peu imtusur la qualité de la solution.
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Tableau 1.4.3. Inconvénients des méthodes NEMLS

NEM MLS

Le support doit couvrir un nombre
suffisant de particules pour que la
méthode soit stable et donc étre
suffisamment large. Au contraire, un
support trop large entraine des colts
de calcul plus importants et une qua
fortement dégradée.

La difficulté liée a I'imposition des
conditions aux limites. En effet, pour
pouvoir imposer les conditions aux
limites de type Dirichelt de maniére
directe comme dans la méthode des
éléments finis, il est nécessaire

(a) que I'approximation construite
passe par les valeurs nodales
(interpolation stricte)

(b) que l'influence des noeuds
intérieurs s’annule sur le bord du
domaine.

La difficulté de traiter les problemes
de trois dimensions.

Le second inconveénient est lié a
I'intégration numérique. En effet,
dans la majorité des cas, les
fonctions de forme meshless ne sont
pas polynomiales mais rationnelles,
ce qui rend les schémas d’intégratipn
tres fins pour minimiser I'erreur due
a la non-coincidence entre le support
des fonctions de forme et les cellules
d’intégration, entrainant des codts de
calcul excessifs a cause d’'un nombre
de points d’'intégration nécessaire
tres important.

Les difficultés apparaissent pour des
géometries non convexes, comme
par exemple la présence d’un bord
concave, d’'une cavité ou d’'une
fissure, Le probléme essentiel lors de
la présence de bords non-convexe
est lié une fois encore a la définitio
du support des fonctions de forme
(domaine d’influence d’'un noeuds)

Inconvénients

U

-
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|.5. Conclusion

La simulation des procédés de mise en forme esrgl&ment caractérisée par des
modeles de géométries complexes, pouvant forteéwertier si de grandes
transformations interviennent, avec d’éventuelissahtinuités matérielles. Face a ces
difficultés, la génération automatique des mailtagens le cadre de la méthode des
eléments finis se heurte toujours aujourd’hui asides géométries complexes
tridimensionnelles, spécialement dans le cas o&ldesents hexaédriques sont utilisés,
leur qualité étant meilleure que celle des élémentaédriques. Les méthodes sans
maillage, développées depuis maintenant une dizkamnées, permettent d’éviter de
construire la solution a partir d’'un maillage di@kénts, en prenant seulement en compte
le nuage de noeuds. La majorité des méthodes saillaga est cependant associée a
des temps de calcul beaucoup plus importants queldaadre de la MEF, et de
difficultés dans I'imposition des conditions aumiies. Malgré ces problémes, les
meéthodes sans maillage ont été appliquées aveeésdans de nombreuses simulations
de procédés tres difficiles a traiter par la mééhdds éléments finis. Nous avons
présenté et comparé deux méthodes de type saagediNEM, MLS). La méthode
MLS présente certains avantages particuliers comme

* Le raffinement n’est pas nécessaire ;

» Le support est indépendant de la position des sgeud

 Le support relativement large des fonctions de éopmrmet de remédier a un certain
degré aux problémes de blocages rencontrés dapsol@gmes

d’'incompressibilité.

Donc, nous choisirons la méthode MLS pour la sitmeet modélisation
mécanique de la mise en forme d’'un matériau rigldstique en 2D.
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Chapitre II.
Modélisation mécanique de la mise en
forme de matériaux rigide-plastique

Nous débutons ce chapitre par un rappel ma#tigue sur la déformation en mise
en forme avec des exemples simples, ensuite, nousik les formulations principales
et générales sur le procédé de mise en forme. &maht, nous exposons deux méthodes
de calcul appliquées aux matériaux a comportenragitie- plastique.




Il.1. Rappels mathématiques sur la mise en forme

L’expérience de la déformation d’un corps est cotg&t permet une
compréhension intuitive de la notion de déformatiara différence d’'un mouvement
de corps rigide, on dit qu’un corps s’est déforinésdistances relatives de ses points
matériels ont varié au cours du mouvement. Celdwoa introduire de maniere
relativement simple la mesure de la déformationroertfiétude des variations de
longueurs et d’angles d’éléments de matiere, ossrau cours du mouvement. Dans
cette partie, nous allons donner quelques idéeSrgi&s sur les mesures mathématiques
possibles de la déformation, que nous comparerandes exemples simples, et nous
ferons le lien avec la simulation physique.

[I.1.1. Tenseur de déformation
[1.1.1.1. Tenseurs de déformation lagrangiens

Considérons le schéma de la figure 1.1. Au teh¥p8, chaque point
materielM , est repéré dans un repére fixe de I'espace paecteurX décomposable

suivant les axes 1, 2, 3 BNX,, X;.
Au tempg =t, , apres une déformation qui amene le peiptenM, le pointM est

repéré par le vecteur positi@nAu cours du mouvement, chacun des points s’est
déplaceé ; on définit le champ de vecteur déplacémeiuis son gradient, et le tenseur
F ou application linéaire tangente tels que :

u=x-X (n.1.1)
ou
radiu) =— 11.1.2
grad(u) === (1.1.2)
F=X_1, grad(u) (1.1.3)
0X

On définit letenseur de déformation de Cauchy-Green droit :
C=F'".F =1+grad(u) + grad’ (u) + grad™ (u).grad(u) (11.1.4)

On rappelle$1] que :
* les termes diagona@ représentent les rapports de longueurs de vecteurs

initialement unitaires et paralléles aux axes ghere (figure 11.1.1) :
C,=(,/L) (11.1.5)

* les termes non diagonaQx,i # j, représentent les variations d’angles entre deux
vecteurs initialement unitaires portés par les akeeepere :
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. Cij
sina;; = (11.1.6)

En I'absence de déformation (mouvement de corpdajgt = 1. On utilisera donc
plutét le tenseur de Green-Lagrargejui s'annule s’il n’y a pas déformation :

L= %(C -1)= %[grad(u) +grad” (u) + grad” (u).grad(u)] (1.1.7)

En négligeant les termes d’ordre 2, on retroutenseur de petites déformations bien
connu :

£ =%[grad(u)+ grad’ (u)] (1.1.8)
X
t=0
o,
T_.. Xq (t =1
M, (X) NV Mo/
L, F‘I

Figure I.1.1. Définition de la déformation d’'unlrau continu

[1.1.1.2. Tenseurs de déformation eulériens

De la méme facgon, on définitienseur de Cauchy-Green gauche
B=F.F'" =1+ grad(u) + grad” (u) + grad’ (u).grad(u) (11.1.9)
dont on tire le tenseur de déformation d’Euler-Ahsia

:%(1_ B) (1.1.10)

sachant queE ™ = a_x
0x

[1.1.1.3. Autres mesures tensorielles de la déforntian

On montre que le tensekbmpeut étre décomposé de deux fagons en une rotation
pure (matriceR) et une élongation pure représentée par une reayimétriqueld ou

V) :
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F=RU (11.1.11)
ou F=VR (11.1.12)

U est le tenseur d’élongation drdit]e tenseur d’élongation gauche de cette
décomposition polaire. On notera que, puiSU&R = RR" =1:

C=U? (1.1.13)
B=V? (11.1.14)

On introduit alors deux familles de tenseurs dedh@ation :

|, :%[U a —1] (Lagrangiens). Par continuité, on définjt=1log(U) (11.1.15)

Vv, i[U a —1] (Eulériens). Par continuité, on défir = log(V) (11.1.16)
a

On remarque que=1, et queE = e, . En pratique, seuls ceux-la et les formes
logarithmiques sont employeés.

Remarque: nous employons ici le symbole Log pour indiggeiil s’agit du
logarithme d’'une matrice.

[1.1.2. Mesure scalaire de déformation
[1.1.2.1. Normes des tenseurs de déformation

Par exemple :

”w:JLL:(injj. (1.1.17)

i,j=1

Remarque :on emploie ici le signe : pour indiquer le prodioublement contracté de
deux tenseurs.

On dispose ainsi, aviid|, |E|, |1, ] et|e,| d'une infinitéde mesures scalaires de la

déformation, mesures toutes aussi correctes lesqueeles autres, mais différentes, les
unes étant lagrangiennes (rapportées aux longuetiates), les autres eulériennes

(rapportées aux longueurs couranqb#).elle, est une approximation utilisable
seulement pour de petites déformatiofag €< 1).

-56 -



11.1.2.2. Déformation plastique équivalente

s , du e .
On considere de nouveau la wte«%sea, dont on définit le gradient :

grad(v) SOV F.F™ (11.1.18)
0X
Le tenseur (symétrique) de vitesse de déeformatémris:
1 .
£= E[grad(v) + grad (v)] (11.1.19)

La vitesse de déformation généralisée (scalaiéeyis”

L[240 2.
5—\/;||£|| J61¢ (11.1.20)

Le facteur arbitraire 2/3 n’est présent que potroter une vitesse de déformation
€gale & /| en traction simple sur éprouvette cylindrigifeéfant la vitesse de traction
et la longueur finale).

La déformation cumulée s’écrit :

(11.1.21)

)]
1
O —y
B
2

On démontre que :

£= j\/éTr([(:‘l(t).(':(t)]2 )dt (11.1.22)

N : e . dC __ .
ou C est la dérivée partlculaleet—;C ! est la matrice inverse dg.

Remarque :la définition ci-dessus de la vitesse de défornmadiguivalente n’est
valable que pour un matériau rigide-plastique (sdasticité), isotrope et
incompressible (par exemple un matériau de type Mmes). Dans le cas d’'un
comportement régi par une loi d’anisotroB@][ou de compressibilitésB], on peut
définir des vitesses de deformation equivalefigsvariables conjuguees des

contraintes equivalentes, (c’est-a-dire que le produir,,.£,, est égal a la puissance

dissipée). Mais leur définition fait nécessaireniatdrvenir des propriétés plastiques du
matériau (coefficients d’anisotropie, fonctions ridemnt la compressibilité plastique).

On conclut donc que, si le tenseur de vitesse firdéation est une variable purement
cinématique, la vitesse de déformation équivalaptBest pas, sauf dans le cas
particulier d’'un comportement rigide-plastique ispe et incompressible. Il en est de
méme pour les déformations équivalentes que I'ant @lers définir par :

t
£ =jé dt (11.1.23)
0
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11.1.3. Exemples numériques

[1.1.3.1. Traction simple

Considérons la figure 11.1.2. On tire sur le matéra la vitess¥ ; on

poseld =1/L, et on suppose le matériau incompressible :

(a- AN(X/ A) = /A -1)x = (a- A)(x/a)

u, ;(a ANYIA) = (1/\/_ 1)Y (@a-A)(y/a)
uz=(l L (z/L)=(A-1z=(-L)(zNn)
=-Vx/2
=-Vy/2
=-Vz/2

En appliquant les équations ci-dessus nous avons:

5 ~1+1/4/2 0 0
o 0 -1+1/4A 0 |=¢
oX
0 0 A-1
) 1-J1 0 0
a—“: 0 1-44 o0
1 o 0 1-1/4
/A 0 o0
F=| 0 1/4JA 0
0 0 A
/12 0 O
B=C=| 0 1/1 0
0 0 XN
(-1+1/2) 0 0
L= 0 (-1+1/4) 0
1
0 0 il L
L)

-58 -

(Il.1.24a,b,c)

(11.1.25a,b,c)

(11.1.26)

(11.1.27)

(11.1.28)

(11.1.29)

(11.1.30)



1
=(@-2 0 0
~1-1)
E=| 0 %(1—)1) 0 (1.1.31)
0 o th-ur)
2
—%Iog(A) 0 0
U=V =F - logU =logV =F = 0 —%Iog(/]) 0 (1.1.32)
0 0 log(A)

\E”L” =%(/1 ~1(A +2)2 + 2/ 2°
\E”E” :%u [+ 2

(11.1.33a,b,c,d)
2p g1, 2
2= L0 2 (a7 )
\E”Iog(u )| =In(1)
A
A
= Imix, ¥, 2
, o (PMIX Y 2 § ¢
Y ]Z

lv

Figurell.1.2. traction simple
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On notera que toutes ces mesures sont équivakemtes quand! tend vers 1
(déformations infinitésimales). Quant a la déforioratumulée, il est facile d’écrire le
tenseur de vitesse de déformation et la vitessiftgmation équivalente :

_X O O
2l

. Vv .

=) 0 -0 0|- &=V (11.1.34)
0 0 \|/_

Tableau I1.1.1. Comparaison numérique des mescedaies

A Ezln(A):gmin 2 — \/5 \F \/E
Poso) =g | (2|22
1,0 0 0 0 0 0
1,01 0,00995 0,00995 0,00998 0,01000 0,0099
1,1 0,09531 0,09531 0,0977% 0,1000%2 0,0914
1,25 0,22314 0,22314 0,23776 0,25704 0,2059
15 0,40547 0,40547 0,45996 0,5453P 0,3671
2,0 0,69315 0,69315 0,88377 1,2583]1 0,636

11.1.3.2. Cisaillement simple

Considérons la figure 11.1.3 avec un cisaillememtpde en déformation plane a la
vitesseV ; on suppose le matériau incompressible.

On posey =c/a:
u =xyY=xy
u,=0 (y=Y) (1.1.35a,b,c)
u, =0 (z=2)
v, =-Vyla
v, =0 (11.1.36a,b,c)
v, =0
O x O
N_lp o o|=NM (1.1.37)
0 0x
0 0O
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1 ¥ O
=0 1 O (11.1.38)
0 01
x/2 0
)(/2 0 (1.1.39)
1 X 0
=ly 1+x2 0 (11.1.40)
0 0 1
xl2 0
)(/2 Xx?12 0 (1.1.41)
0O O
1+)( x O
X 10 (1.1.42)
0 0 1
xl2 0
)(/2 -x?12 0 (11.1.43)
0 0

En décomposark en une matrice orthogonale de rotation et une ogasymeétrique, on
trouve :

cosf -sing O
R=|sing cosB 0| avectanf=-x/2 (1.1.44)
0 0 1
L 1 x/2 0
U=s————| x/2 1+x?/2 0 (1.1.45)
J1+ x?2 14 0 0 1
1+ x*12 xl2 0
Vv S X2 1 0 (11.1.46)
1+ x% 14 0 0 1
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2000 120 _ X 2

o= 2= X e

21 = X

-4

(oo = Fntr 1245778 = st

(I.1.47a,b,c)

On notera que toutes ces mesures sont équiva@mﬂe@ quandy tend vers O
(déformations infinitésimales). Quant a la déforioratumulée, il est facile d’écrire le
tenseur de vitesse de déformation et la vitessiftemation équivalente, puis la
déformation cumulée :

0o ¥
2a
&= v 0 (11.1.48)
2a
0
—C.| v
——
rL
A e M (X ¥) O x s mix, vl
Z
L L
Figure I1.1.3.Cisaillement simple
Tableau I1.1.2. Comparaison numérique des mesoedagies
X E=x/3 \F \F \F 2
—|lloglU )| = €. —||&] —|IL —I|E
g =2w | 2l | M| |l
0,0 0 0 0 0 0
0,01 0,00577 0,00577 0,00577 0,0057y 0,00577
0,1 0,05774 0,05771 0,05774 0,05788 0,05788
0,25 0,14434 0,14396 0,14434 0,14658 0,146%8
0,5 0,28868 0,28575 0,28868 0,30619 0,30619
1,0 0,57735 0,55566 0,57735 0,70711 0,70711

II.2. Modélisation mécanique du cas général
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A I'échelle macroscopique, on assimile le métadr@yér, occupant un domaine fiRj &
un milieu continu et homogénB4]. Le modéle mathématique du probleme est donc
basé sur les équations fondamentales de la méeadégumilieux continus, a savoir
I’équation de conservation de la matiére et I'éaqumatle I'équilibre dynamique. Pour
gue le probleme soit correctement posé, des éaqsatadatives aux conditions aux
limites sont introduites.

[1.2.1. Equation de I'équilibre dynamique

Pour un solide occupant un domaine §hil'’équation de conservation de la
guantité de mouvement s’écrit :

divo+F, = p[% + (Gradv).v} (1.2.1)

ouo est le tenseur symétrique des contrainmgesst la masse volumique du matériau,
est la vitesse de la matietesst le temps &i, désigne les efforts volumiques décrivant

les forces de la gravité.

Pour le probléme de la mise en forme de matéridest courant de faire les deux

hypothéses suivantes :

* les forces de la gravité sont négligeables dewnefforts de la plasticité.
Soitg, la contrainte d’écoulement d’un lopin en aciehdeateur, etg est

I'accélération de la pesanteur, on suppose alors :

phY g (11.2.2)
0-0

En effet, pour les aciets, est de I'ordre d&0° Pa, la masse volumique est de 'ordre

de6.10°Kg.m™. Si g=~ 10m/ s’ alors la hauteur du lopimdoit atteindre 100 métres

pour que les forces de gravité soient de I'ordrealdement 6% de la contrainte

d’écoulement de l'acier.

* les forces d'inerties sont aussi négligeables deearefforts de la plasticité.
Soitv la vitesse de la matiére, on suppose alors :

2

Py <<1 (1.2.3)
JO

Pour que les forces d’'inerties soient de I'ordrel@& des forces de plasticité il
faut que la vitesse de la matiere atteigne/4l

Ces deux hypothéses reviennent a dire qu'au caupsatédé de forgeage, le
matériau se déforme uniquement sous l'effet deefoimposées par les outillages.
L'équation d’équilibre du probléeme mécanique s&ftnalement:

divo =0 (1.2.4)
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I1.2.2. Equation de I'incompressibilité

L’équation de conservation de la masse s’écrit :
0 B
E+dlv(pv)—0 (1.2.5)

En considérant, d’'une part, I'hypothése de casostadire, la dérivée par rapport au
temps de la masse volumique s’annule. D’autre paot) suppose que le matériau est
parfaitementncompressibléon néglige sa déformation élastique), ce qui revéedire
gue sa masse volumique est constante, I'équatidimdempressibilité découle de
I'équation de conservation de la masse et s’écrit :

divw=0 (11.2.6)

[1.2.3. Les conditions aux limites

On désigne paQ 0 IR? la frontiére du voluméQ O IR® occupé par le
matériau a forger, qu’'on appeltgpin. Cette frontiére peut étre décomposée en plusieurs
parties disjointes (voir figure 11.2.1) : une frae libre notéd, Q , une frontiére a

chargement imposé est nof&€2, une frontiere a vitesse imposée natg@ et une
frontiére en contact avec les outils nage .
00=0,Q00,Q000,Q00.Q (1.2.7)

* sur la frontiére libr@d, Q on écrit que la contrainte normale est nulle.

on=0 (11.2.8)

ou n est la normale sortante a la surface de tzgiir figure 11.2.1). Sur la frontiére
chargéed; Q on écrit que la contrainte normale est égale ateve contrainte imposée
T:

on=T (11.2.9)

* sur la frontiere, Q , on écrit que la vitesse est €gale a la vitespesée V.
* sur la frontier@ .Q on considére deux types de conditions imposées :

— une condition relative au contact de type unilaténdre la piéce et les
outils : ce type de contact est décrit par les ttamgs de Signorini :

(u - u°“‘).n <0
(onn=0,<0 (11.2.10)
[(u -u™ ).n - 5]Jn =0

ouu®™ est le déplacement de I'outit, est la pression de contacteest une distance

de pénétration calculée dans la direction normelkodtil. En effet, Au cours d’un
incrément de calcul, un nceud de la zone de copéartquitter le contact ou pénétrer
dans l'outil :
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noeudal' extérieurdel'outil: <0
noeudalasurfacalel outil: =0 (1.2.11)
noeudntérieural' outil : 0>0

T : chargement

impose
Vc-ut aTﬂ i p
Q

0 |

IIII

By f,///
s

Wy - vitesse imposée

Figure I1.2.1 : Conditions aux limites

— une condition relative au frottement entre la piéckes outils est écrite
dans la direction tangentielle et permet d’introeua cission de
frottement :

r=o.n-(onn)n (11.2.12)

[1.2.4. Les lois de comportement
11.2.4.1. Les lois rhéologiques

Les lois rhéologiques sont des modélisations dmlfement de la matiere au
cours de sa mise en forme. Pour établir un modéelogique fiable, le comportement
du matériau face a différentes sollicitations mépaes et thermiques est analysé afin
de dresser le bilan des paramétres qui caractégsarcomportement. Une loi
rhéologique est généralement représentée sous tume relation reliant la

contraintes a la déformatios , la vitesse de déformati@net la températureT? :

o=ole,sT°,P) (1.2.13)
P est I'ensemble des coefficients intervenant danesilrhéologique appelés
«parametres rhéologiques». La fiabilité d’'une @pend de la forme de la relation
(11.2.13) et de I'ensemble des parametPes

Le tenseur des contraintes est décomposé en utie griatoriques et une partie
sphériquepl :
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og=pl+s (1.2.14)

sest le déviateur des contraintegst le tenseur identité @test la pression
hydrostatique définie par:

p:(01+02+03)/3
S, =0, - p520'1/3—(a2 +0'3)/3

(11.2.15)
s,=0,-p=20,/3-(0,+0,)/3
s,=0,-p=20,/3-(0,+0,)/3

Le tenseur des vitesses de déformatic®@écrit :
1 t
€= grad(v) + grad(v) (11.2.16)

Des représentations unidimensionnelles de la dotgrat de la déformation sont
données par :

* la contrainte équivalente de Von Mises :

o, = \/g(sf +s,” + sj) (1.2.17)

* le taux de déformation équivalente :

£, = \/g (ef +&,°+ 532) (1.2.18)
* la déformation équivalente :

E =

e

adt (11.2.19)

O ey

Selon la température du procédé on distingue éifitdrtypes de lois
rhéologiques. Pour les procédés a chaud la défammalastique est souvent négligée et
le comportement du matériau est modélisé par unasilcoplastique. Dans le cas de
procédeé a froid I'élasticité ne peut pas étre &gl des lois de type élastoplastique,
élasto-viscoplastique ou thermo-€élastoviscoplastspnt considérées.

[1.2.4.2. Elasticité
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L’élasticité se manifeste par un comportement ineéet réversible. La
rhéologie d’'un matériau linéaire élastique et Hotrest représentée par la loi de Hooke

0 =C.g® =22 + Atrace £ )l (11.2.20)

A etu sont les coefficients de Lamé qui sont constpats un matériau homogene :

E j etA=, ¥V (1.2.21)

YT L+ v)L-2v)
E est le module de Young eest le coefficient de poissaif est la vitesse de
déformation élastique et est la dérivée particulaire du tenseur des carirai
Remarque

Sous 'hypothese des petites déformations nousas la dérivée particulaire
du tenseur des contrainigset non la dérivée objective (telle que la dériggesens de
Jaumann).
La forme inverse de la loi de Hooke s’écrit :

£° =C‘1a'=“?"a'—%trace(a')| (11.2.22)

11.2.4.3. Elastoplasticité

La loi de comportement élastoplastique modéligadéalogie d’'un matériau a froid.

Le comportement élastoplastique peut étre résuntet maniere suivante :

« tant que la contrainte est inférieure a une contrainte donagecontrainte
d’écoulement) le matériau a un comportement puréglastique décrit par la loi
de Hooke (11.2.20).

 dés que la contrainte atteint la valeyrle comportement du matériau contient une
partie plastique. La vitesse de déformation tadaledécompose en la somme d’une
déformation élastique et une déformation plastique

g=g%+¢" (1.2.23)

La partie élastique de la vitesse de déformativeasulée par la loi de Hooke
(1.2.22).

Cette additivité des déformations est bien vérifiéar les métaux ou les
déformations élastiques sont petites face aux ohefions plastiques. La contrainte
d'écoulementr, est la contrainte nécessaire pour provoquer ufegrdation plastique.
Celle-ci est généralement déterminée par un esdaaction uni-axiale d'une
éprouvette métallique.

11.2.4.3.1. Critére de plasticité
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Le comportement élastoplastique est résolu pani ldel Prandt-Reuss avec le
critéere de
Von Mises. Le critére de plasticité est défini pae surface de charfiePour un
matériau isotrope et écrouissable il fait intervémitenseur des contraintgset la
contrainte d’eécoulement, :

do,0,)<0 (11.2.24)

Le comportement plastique apparait lorsque la aortgo annule le critere (11.2.24).
Ainsi, le critere de plasticité délimite le domaitiélasticité :

0g,0,)<0 Comportemet élastique
Ao.0;) P L (11.2.25)

do,0,)>0 Comportemet plastique

Selon le critere de Von Mises, la surface de chihegt représentée par I'équation d’'un
cylindre a base circulaire de ray@/ o, et axé sur la trisectrice du repére des

contraintes principaleéUI N ):
Y= (U| — 0y )2 +(U|| —Oy )2 +(U| 0y )2 _20'5 (1.2.26)
On démontre que dans un repere quelcongue %) le critere de Von Mises s’écrit :
p=(0,-0,) +(0,-0,) +(0,-0,) +60% +6.0% + 602, - 202 (1.2.27)

ou encore en utilisant la décomposition (I1.2.143 dontraintes principales le critére
(11.2.26) s’écrit :

¢:3(s|2 +8) +5, )—20§ (11.2.28)
L’écoulement plastique apparait donc si :

%0’5 =(sl2 +s)° +%2) (11.2.29)
En utilisant la définition de la contrainte équimatle (11.2.17) I'équation (11.2.29) s’écrit
=0, (11.2.30)

La fonctionf du critére de plasticité s’écrit finalement scaigdrme simple :

p=0, -0, (1.2.31)

11.2.4.3.2. Loi d’écoulement plastique : regle de armalité
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En plasticité associée, le taux de déformationtiojas est défini par la loi

d’écoulement :

o OF
0o

P =4

(11.2.32)

L’écoulement plastique se produit dans la directiormale a la surface de plasticité

avec une intensité donnée par le scalifire
La déformation plastique étant incompressible, @it alors :

(é’pll +&P, +£'p|3)=0
Pour un matériau de Von Mises I'équation (11.2.82rit :

n3S
20,

P =4

et le déviateur des contraintes pour un matériastigjue est donné par :

En résumé, les équations de I'élastoplasticitéris’ét :

£=¢%+¢g"
£ =D7"0
gP' :jpli
liloj
f(o,0,)=0
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11.3. Méthode de calcul en rigide plastique

Les méthodes de calcul en plasticité ont profonaém@eolué ces dix derniéres
annees, a partir des travaux des pionniers enplasticité p5| [56] [57] et en
élastoplasticitéq8]. Les méthodes utilisées jusque la : méthoderdeslies, méthodes
extrémales, méthode des lignes de glissement, chétt® viscoplasticite, sont
progressivement remplacées par la méthode des miefireés dont la puissance et la
souplesse permettent de prendre en compte des gjEsw@mplexes, des
comportements de plus en plus réalistes, et ddajfiper des codes de calcul utilisables
dans l'industrie. Ces changements ont été rendssiles par 'augmentation
spectaculaire des performances des ordinateursid@lbordable par une entreprise
moyenne, et par I'apparition des stations de tta@anportant un terminal graphique
évolué. Néanmoins les anciennes méthodes, outretévét historique, conservent un
intérét pédagogique indéniable et leur applicatibelligente a des problemes
complexes, en simplifiant au maximum les conditiphgsiques, permet d’obtenir des
ordres de grandeur utiles, qu’il est souvent irstgsat de comparer aux modeles
sophistiqués dans lesquels une erreur de donn@essble, et parfois difficile a
détecter. Dans ce qui suit, certaines de ces meshetont donc rappelées brievement
en donnant les éléments indispensables a leuraniseuvre.

[1.3.1. Méthode de tranches

Cette méthode s’applique essentiellement aux progiats, mais nous
présenterons également un exemple différent daoelleette condition n’est pas
vérifiée, mais ou la méthode permet encore d’obtemrésultat intéressant,
gualitativement en accord avec des observation8rerpntales. Bien que des
justifications théoriques puissent étre dévelopgéethode de Hill, ou intégration des
éguations exactes pour obtenir une moyenne swi$g@ur), nous nous bornerons ici a
illustrer par des exemples de plus en plus génétasiyrincipes de base de la méthode.

11.3.1.1. Bipoingonnement en déformation plane : ppduit mince

Cette configuration, représentée sur la figui@ 1l.est un test de laboratoire
frequemment utilisé non seulement pour détermeephtrainte d’écoulement du
matériau bipoingconné, mais également pour dédeiceefficient de frottement en
effectuant des essais sous différentes chab@s [

Dans la pratique, la largelrde la téle poingonnée est assez grande par ragpeort

largeur du poincon& pour que I'on puisse considérer que I'écoulenagntours de

I'écrasement correspond a une déformation plamma delplarOxy, comme cela est

schématisé sur la figure 11.3.2.

Compte tenu de la symétrie du probleme, on congtagda matiere s’écoulera vers la

droite de I'axé@y pourx > 0, et vers la gauchesk 0, I'axe Oy lui-méme correspond

a une ligne neutre ou la composante horizontale ditgesse est nécessairement nulle.

Nous supposerons que le matériau est rigide plestmy’il obéit au critere de von

Mises, que toute la zone sous le poingon est fistt que le frottement a l'interface

poincon-téle est de type Tresca.

A ce stade nous ajouterons les hypothéses propaesiéthode des tranches :

* Les axe®©x, Oy sont des axes principaux pour les contraintes tiarts la zone
déformée plastiquement ;

* les contraintes sont constantes dans I'épaissene, @épendent donc quexie
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Nous analyserons donc la partie que I'on décongeaches verticales
infinitésimales comme indiqué sur la figure 11.3.2.
L’équilibre de chaque tranche est ensuite envigtgére 11.3.3).

Figure 11.3.1. Schématisation du bipoinconnemeunndroduit plat

Figure 11.3.2. Bipoingonnement d’'un produit platécoupage en tranches
verticales

=n n

X ¥ +dx

Figure 11.3.3. Analyse d’une tranche

Compte tenu de nos hypothéses, le tenseur desardas prend la forme simple :
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a{axa(x) O} (11.3.1)

Il faudrait évidemment y ajouter la composante :

O, :%(O'XX +Jyy) (1.3.2)

Cette forme n’est pas rigoureuse, en particuligx,iaterfaces tole-poingon ou le
frottement introduit une cission non nulle, maisimadmettons que la perturbation
n'affecte qu'une épaisseur négligeable.

Nous écrirons alors le bilan des forces horizostaleg chaque tranche, en considérant

une longueur unité selon la directidm (dans le cas contraire, il suffira de multiplier

toutes les forcesobtenues par la longuely :

« face verticale correspondant a I'abscisse x : tanate sortante est dirigée vers es
négatifs ; on aura donc :

f.=-o,(x)2h (11.3.3)

X
« face verticale correspondantxat dx : ici la normale est portée selon :

fog =0, (x+dx)2h (1.3.4)

x+dx

« faces horizontales : comme indiqué sur la figui2 3|, la tranche de matiere étant
animée d’'un mouvement dirigé seldr, les forces de frottement sont résistantes,
soit :

df, =-2r.dx (11.3.5)

ou la cission de frottement est donnée par ladoliesca, soit :

r=moe (1.3.6)

V3

avecm coefficient de frottement de la loi de Tred@ m<1) ;
o, contrainte d’écoulement en traction monoaxiale.
En I'absence de force d’inertie nous écrirons donc

f,+f

X x+dx

+df, =0 (1.3.7)
ce qui permet d’écrire aprés simplification :

Aoy _ 155 % (1.3.8)
dx h 3
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On supposera que les bords de la tole sont libeegui se traduit en particulier
paraxx(a) =0 et permet d’intégrer I'’équation différentielle péélente en :

o =—%r_n 0 (a-x) (1.3.9)

XX

£l

Pour obtenir la composandg, nous utiliserons I'expression du critere de ptatgtide
von Mises en déformation plane, qui s’écrit :

— 20-0

NE

En observant que le procedé correspond a une cesiqne on doit obtensr,, <0
pour0< x<1, ce qui conduit a:

o, -0 (1.3.10)

xx|

20, [ m }

g, =- 1+ —(a—-x (1.3.11)
yy /3 ( )

Tenant compte de la symétrie du probléme, I'alties courbes’, (x) etayy(x) est

donnée sur la figure 11.3.4 : on parle de « colliil@epression » pour caractériser I'allure
deo,,.

L'effort de bipoingonnement est obtenu en intégogpét en tenant compte de la
symeétrie, soit :

F, = 2fo—yy(x)dx= - 4\%0 a(1+ mfhj (1.3.12)

0

On observe que le terme dépendant du frottementdeenir prépondérant lorsque le
rapport% devient grand, et que le coefficient de frottemesitimportant (a chaud on

estime quén varie entre 0,3 et 0,5).

Remarque :il est possible de réaliser des calculs pour difféstaux d’écrasement, il
est alors préférable de prendrecempte I'écrouissage du matériau : on montre que
lorsquel’épaisseur passe tiga h I'hypothése de déformatidmomogene permet

d’écrire :
. _h : '
=& =E<O et&E=—— (11.3.13)

avecé,,,¢,, composantes du vecteur des vitesses de deformatio

XX

£ vitesse de déformation généralisée ;
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_ =2 h
d'ou E=—In— 11.3.14
N -

On voit que la prise en compte de I'écrouissageape se fait naturellement en
introduisant o,(£)dans les formules (11.3.9), (11.3.10), (11.3.11)(ét3.12).

Une autre loi de frottement trés utilisée en ptitgtiest la loi de Coulomb, elle s’écrit :

T =ulo, (11.3.15)

ou o, estla contrainte normale, qui doit étre de corsgiom,
M est le coefficient de frottement de Coulomb,
r est la cission de frottement .

Il est possible de conduire la méme analyse ad’delcette loi en écrivant :

r=-uo, (1.3.16)
on obtient alors :
_ 20, (a— x)
o, = _ﬁ eXF{IUT} -1 (”317)
- _%ex /,j(a—;)()} (1.3.18)
F, :—%%{ex{y%}—l} (.1.3.19)

Remarque : On suppose qué/,lexp{,u%j <1, sinon le calcul est un peu plus

compliqué).

-3 0 a

Figure 11.3.4. Colline de pression
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Un raisonnement analogue peut également étre adajtigpoingonnement
axisymétrique : chacun des poincons est un cyliddreayorR . Il est facile de voir que
pour un frottement de

Tresca on obtient :

F, = —zﬂzao(1+—5j (11.3.20)
Ozétant I'axe des cylindres.

[1.3.1.2. Bipoingonnement d’'une tole épaisse

Ici on supposera= a, ce qui interdit d’adopter un découpage en trasiche
verticales. On utilisera alors des tranches hotedea comme indiqué sur la figure
11.3.5.

On supposera que le repérey est principal mais, compte tenu de l'orientaties d

tranches, on imposerarg eto,, de n’étre fonction que de et on écrira I'equilibre des
forces verticales powyr=0 :
» force sur la face située a la cgte

f, =-0,(y)2a (11.3.21)
« force sur la face de coyetr dy
f.q =0, (y+dy)2a (11.3.22)
» force sur les faces verticales :
20
df =—2d (11.3.23)
N y

en effet les tranches correspondapta ontlun mouvement orienté vers le bas, auquel
. . o N R 0.
s’oppose une cission, qui est la cission limitéedmatiere sur elle-méme, s??: .
3

Le bilan de ces forces conduit a I'équation :

do, __10,

(1.3.24)
dy a+/3
Si le matériau est homogéne dans I'épaisseurijttrede plasticité s’écrit :
20,
O =0, = 73 = Cte (1.3.25)
3
d'ou
do
99y _ Oy 10y (11.3.26)

dy  dy a+/3
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L’intégration de ces équations introduit une com&aue I'on peut éliminer en écrivant
que la résultante des forces horizontales surre ¢hmit (non poingonné) est nulle, en
I'absence de traction sur I'échantillon, soit :

2[0,(y)dy=0 (11.3.27)

¥+ dy y+dy

—1——"-
-

Figure 11.3.5. Bipoinconnement d’'un produit épatecoupage en tranches horizontales

On obtient finalemer{y > 0) :
o, 1

o, = Tz—(z y-h) (1.3.28)
_0o 1 _
aw_\/§2a(4a+2y h) (11.3.29)

On observe que la force de bipoingonnement (pdé wia longueur) est donnée par
I'expression :

=_% h
F, = 7 (4a).(1+ 4aj (11.3.30)

Mais il est également intéressant d’observer I'deapression a mi-épaisseur de
I'échantillon (poury =0) :

O, =—— (11.3.31)
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o, :ﬁ(ﬂ— j (1.3.32)

. : h , : )
On a toujourg, >0, mais Iorsqu%—>1 on a également,, >0, on obtient alors un état
a

de bitraction a coeur comme indiqué sur la figlu® 6.

Cet état de bitraction est particulierement endogeaat pour le matériau lorsqu'il est
associé a une déformation plastique notable :ut penduire a des décohésions a coeur,
alors que I'état de contrainte en surface est cessift Ce calcul approché permet de
comprendre, par analogie, la possibilité du detauthevron observé en filage avant
(figure 11.3.7).

Figure 11.3.6. Bipoinconnement d’'un produit épaisprésentation des contraintes dans
I'épaisseur (cas d’une bitraction a coeur)

i

Détaut @n chevran

Figure 11.3.7 — Défaut en chevron en filage avant

11.3.1.3. Laminage a froid de tbles minces

La géométrie du procédé est schématisée sur leefl§3.8, ou nous n’avons
considéré que le cylindre et le demi-produit Sugés.
L’épaisseur du produit étant supposée faible gapod a la longueur de 'emprise
(partie déformée plastiquement), nous introduinamslécoupage en tranches verticales,
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la position des faces verticales des tranches gtpatée soit par son abscisse X, soit par
I'angle polairgp , comme indiqué sur la figure 11.3.8.

Demi-thle
supérieure

Figure 11.3.8 — Schématisation du laminage de pitsglats
On constate que I'on a la relation :

X =Rsing (1.3.33)
et que la demi-épaisseur du produit correspondanést donnée par :

h=h, + R{1-cosg) (1.3.34)
si h, est la demi-épaisseur de sortie.
Nous introduirons également la contrainte norragle —s l'interface tole-cylindre, qui
permet d’écrire la loi de frottement de Coulomb :

T=xU.S (11.3.35)
avec 1 cission de frottement,

1 coefficient de frottement.

Le signe dépendra de la vitesse relative tdle-dgdin nous admettrons I'existence d’un
point neutre ou téle et cylindre vont & la mémesse. A droite du point neutre, la tole
est accélérée par la réduction d’épaisseur ebteefnent est résistant € 0) ; & gauche
du point neutre, la tble se déplace a une vitegédeure a celle du cylindre et le
frottement est moteurr(> 0). Dans ce qui suit nous poserons0, il suffira de changer
le signe devant les termes contenant le facteyour obtenir I'expression a droite du
point neutre. Le bilan des forces est schématistadigure 11.3.9, la principale

difficulté réside dans le fait que le bord supérige la tranche n’est plus horizontal : il
est parallele au vectetide composantes (c@s sing ) et sa normale estde

composantes (-sin, cosp ).On constate alors que la projection sur I'@xede
I'ensemble des forces agissant sur la demi-trasapérieure conduit a I'équation :
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dx
cosy

~h($)0,,(#) + (g + dp) o, (6 + dg) + ssing +ﬂ-sc05¢£—:¢=0 (11.3.36)

Pour éliminer l'inconnue supplémentasreue nous avons introduite, nous écrivons
I'égalité des forces verticales sur la facette sepée. En projetant s@y la force
normale et la force de cission, on obtient :

dx

df, = —s.cosg

cosgp

. dx
+ussing—— (1.3.37)
cosgp

Mais on peut également exprimer cette projectiparéir de la composante verticale du
vecteuiT = g.n, ce qui donne apres multiplication par I'élémeatsdrface de la facette

dx
df, =o,, cosp coss (1.3.38)
L’égalité de (11.3.37) et (11.3.38) permet d’écrire
-0
s=— P (11.3.39)
1- utang

Si I'on utilise encore le critere de Von Mises @fatmation plane, on obtient :

2.0,
-0 +

xx vy \/é

et a partir de (11.3.36) et (11.3.39), et en utlng (11.3.33) on peut écrire :

d [h(ayy + 2% H =R, SNPHCOP 3 47y

(11.3.40)

dg J3 )| Y 1-utang

Cette équation peut étre intégrée analytiguemeemuant certaines approximations
(ou bien numériquement telle quelle), en utilidastconditions aux limites aux deux
extrémités de la zone déformée plastiquement’absdnce de traction et de contre-
traction nous aurons :

0,.(#.)=0,(0)=0 soita, (4,)=,,(0) =~ Zjé’ (11.3.42)

On intégrera donc (11.3.41) pogrcroissant d¢, a 0, qui n’est valable que pour des

tranches a gauche du point neutre. Nous intégrergalement I'équation (11.3.43)
correspondant a un frottement résistant soit :

d 20, )| _ sing — ucosg
df {h(ayy + 7 H =Ro,, 1t otand Jtang (1.3.43)
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Pourg décroissant de Oga. Le point neutre est déterminé par l'intersecties deux
courbes comme cela est schématisé sur la figud 0.

d
fon

H:Hh

"f F'=psl

-

fip) o4 o) hipg+dela,, lp+dp)

¥ X+ dx

Figure 11.3.9. Laminage de produit plat : équililofene tranche

% |

Point neutre
!
1

s

[=1
S8

b 1

Figure 11.3.10. Laminage de produit plat : colliuhe pression

La force d’écartement des cylindres est obtenusakmulant l'intégrale :

o (g9
Fe = Jl ayy(¢)COS¢ (1.3.44)

On peut alors observer qualitativement I'effet ésuractionF;
on aura dans ce cas :

o, (0)=—= (11.3.45)

(on suppose toujours que la largeur de la tolEeste).
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L’intégration de (I1.3.43) est inchangée, celle(d8.44) doit étre réalisée a partir de la
condition limite :

o (0)=-2%+ I (11.3.46)

J3 2h,
On voit aisément que la courbe correspondanteadigure 11.3.10 est translatée vers le
haut, ce qui a pour effet :
 de déplacer le point neutre vers la gauche ;
* de diminuer la force d’écartemdft des cylindres.

Cette modélisation est tres utilisée dans I'indestans la mesure ou différents
phénomeénes peuvent étre pris en compte : écroeiséigticité, déformation du

cylindre [AYA84].
.___._,—-'
—=& 1>

Seclion Tranche

Figure 11.3.11. Découpage d’'une aube de compregsesections puis en tranches

[1.3.2. Méthodes extrémales

La méthode de la borne inférieuet laméthode de la borne supérieure
découlent de I'application des théoremes extréndgaatylis pour les matériaux dont le
comportement est décrit par I'approximation rigidi@stique. En toute rigueur, ces
théoremes ne donnent acces qu’a des grandeurdagolfarces et couples, et ils ne
fournissent d’information ni sur la distributiongdeontraintes, ni sur les déformations
locales ou globales. Toutefois, dans de nombresxaeatype d’information a pu étre
approché grace a ces méthodes, a condition d'éeg/eésultats par une confrontation
avec des relevés expérimentaux sur un certain reddbcas particuliers.

[1.3.2.1. Méthode de la borne inférieure

La méthode repose sur le théoreme de la bornaaafér elle peut étre
schématisée de la fagon suivante :

» Construction d'un champ de contrainte approchéexgant éventuellement de
parametres, et vérifiant les hypothéses du théofemelibre, condition sur le
critére, conditions aux limites en contrainte) ;

 Calcul de la puissance des efforts extérieurs &saocce champ de contrainte soit :
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W' = jT*v dO (1.3.47)
x

avec Vv® vitesse imposée définie sur la surfac@de
W’ puissance dissipée approchée,
T° vecteur contrainte approché,
0Q surface limitant le corp® .

dont on sait qu’elle constitue une borne infériquwar la valeur correspondant a la
solution exacte ;

* Le cas échéant, optimisation de la valeur de ggrar aux parametres : le théoreme
permet d’affirmer que la valeur la plus procheagdleur exacte est celle qui
correspond a son maximum, pour I'ensemble des rabkes parametres introduits
dans le champ de contrainte approché.

Remarque: L'emploi systématique de la méthode de la bamférieure se heurte a

deux difficultés principales :

» Construire un champ de contrainte en équilibrejusdimite souvent la recherche a
des champs de contraintes constants par morceaux ;

» Respecter la condition non linéaire imposée paritere de plasticité.

v
2a

O ©

VP vitesse de descente du poingcon

® |

Figure 11.3.12 — Poingonnement d’'un massif semnirgn déformation plane

Le schéma de principe est identique a celui deylad 12. Nous allons cette fois
introduire un champ de vitesse dit par blocs rigigmur lequel la déformation se fera
uniquement aux interfaces entre ces blocs.
11.3.2.2. Méthode de la borne supérieure

On utilise ici le théoreme de la borne supériegoe permet d’envisager la
meéthode selon les étapes suivantes :
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« Construction d’un champ de vitesseincompressible (tel qLda'v(v*): 0), vérifiant
les conditions aux limites et dépendant éventuatgrd’un ensemble de
parametres ;

 Calcul de la puissance approchée des efforts extsrisoit :

A =jo—o§*dv—dev*dD (11.3.48)
Q X

» Sachant que la puissance dissipée correspondarsiodution exacte est inférieure a

cette valeur approchée, la meilleure solution@sti@rchée en minimisawi” par
rapport aux parametres.

La figure 11.3.13 indique le principe général dwantp de vitesse proposé : il
dépend du parameétre h qui caractérise la profordiela zone déformée plastiquement.

D @a GD ; (.
. : @ B

c A@C

VP yitasse de descente du poingon

Figure 11.3.13 — Poinconnement d’'un massif semninfdécoupage en blocs
rigides

[1.4. Conclusion :

Nous avons représenté dans ce chapitpilespes généraux de la mécanigue des
milieux continus et les lois de comportement aguagmant la mise en forme visée
dans notre travail. Le détail des calculs pour neai& a comportement rigide plastique
est largement exposé. Quelques méthodes de cadpdé mplastique appliqguées au
laminage et au bi poingconnage des corps massiquest® développées et sur le plan
pratique et sur le plan théorique.
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Chapitre llI.
Analyse des erreurs et simulation de la
mise en forme de mateériaux rigide-
plastique

Dans ce chapitre nous allons d’abord testecdnvergence de la méthode MLS, en
utilisant une barre encastrée, ensuite nous pr&ens la méthode de calcul plastique
avec la méthode MLS avec validation numériquephigieurs exemples de complexité
variable.




Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

lll.1. Test de convergence de la méthode MLS

Pour tester la convergence de la méthode, nousakmisi 'exemple d’une poutre
encastréed]] (figure 111.1.1) & élasticité linéaire et analgsén utilisant la méthode des
moindres carrés mobiles MLS avec différentes famsti de poids. La solution
numérique du probleme est ensuite comparée aultigokexacte.

[11.1.1. Poutre de Timochenko

Dans cette section, la poutre encastrée de comnmpenteglastique linéaire est analysée
en employant la méthode MLS. La solution numérigsieensuite comparée a la
solution exacte pour illustrer I'exécution et laeergence de la méthode MLS. La
poutre a comportement élastique linéaire est #@diccomme indiquée sur la

figure.lll.1.1. Elle est articulée aux points de:mbannée%), * %)et (0,0).

La solution exacte du probléme est :

Py , D?
u, = —— x(6L —3x)+ 2+ V). -—— "n.1.1
=2 o2 -5 )| .L)
P ) ) 4+5v) .,
u, =——| x“(3L —x)+3vy“{L —x)+ D“x 1.1.2
e - (o )
Avec
D3
=— 1.1.3
5 ( )
v
I
A
~]O D ‘ X
b
L]
_— L o

Figure Ill.1.1. Poutre a élasticité linéaire sotée en cisaillement.
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Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

Les efforts correspondant aux équations. (Ill.&t1()JI1.1.2) sont

o, :—l—P(L—x)y (11.1.4)
o,=0 (I1.1.5)
__P(D*_ .

Le probleme est résolu en contrainte plane avec :

P =100QE = 30x10",D =12 L = 48;(la largeur de la poutre étant égale a l'unité) ;
e Deux matériaux de modules de Poisson 025 et 0.4999 sont utilisés.

 Les conditions de frontiere sont choisies commetnéasur la figure 111.1.1 ;

* La distribution réguliere des noeubls,.N, = (7x11) est utilisé ;

 Dans tous les cas, le rayodu sub-domain&€, est pris der=1.3har=6h, ou

les valeurs dé sont donnés par:

h= MAX[%ND _1) %NL _1)}. (I1.1.7)

Résultats :
On remarque :

* Une bonne symétrie de la distribution de contraip@ rapport a I'axe, avec des
contraintes positives au dessus de la fibre neitrdes contraintes négatives au

dessous de la fibre neutre.
* La ligne moyenne de la poutre n’est soumise ara@ollicitation, ce qui est

exprimé mathématiquement par la formule (1.6),
* Les valeurs maximales de la contrainte suivangldagont localisées au niveau des

articulations aux points (¥/2) et (0, B/2).
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Chapitre Ill : Analyse des erreurs et simulatiodaMEF de matériaux rigide- plastique

Sigma XX
1500
1000
I — S 5
S K}
m._ L 4-500
—-1000
-1500
Figure II.1.2. Distribution de contraintes dangtautre.
N ES * b b be " L L
N ES kS ¥ [ 1 i L ]
BiS ¥ * E * %
ES >* pa s N 4 ;
] ) 1 T ki * *® A * ¥
K E3 Sk N N N N N
L B3 ES 2 * x % % %

Figure I11.1.3. Distribution de nceuds dans la peutr
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Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

l11.1.2. Analyse des erreurs de la méthode MLS

Afin d’évaluer les erreurs et les études de coramrg, la norme de déplacement
|lu| est calculée. Cette norme est définie par

1/2
ul = UuT .u.de (111.1.8)
Q
L'erreur relativer, pouru| est défini par
gnum — e
r, = (I11.1.9)
u

Le tableau 1.1 donne les parametres utiliséesuded les conditions aux limites
essentielles (avec et sans Lagrange), valeur déoteet de Poisson, type de fonctions
de poids (spline d’ordre 3, spline d’ordre 4, gaeisne tronquée et gaussienne
modifiée, sont mentionnées par les formules 1.3.888,39). Les résultats des erreurs

correspondants aux déplacements nodaux sont cajgaitda méthode MLS et
représentés par les figures. 111.1.3, 111.1.4,1lket 111.1.6.

Tableau Il1.1.1. Codification des méthodes de satiahs.

Imposition des conditions aux limites Coefficient de Fonction de Poids
essentielles Poisson v w

S1 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,25 Spline d’ordre 3
S2 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,25 Spline d’ordre 3
S3 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 Spline d’ordre 3
S4 Sans des multiplicateurs de Lagrande 0,4999 Spline d’ordre 3
S5 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,25 Spline d’ordre 4
S6 Sans des multiplicateurs de Lagrande 0,25 Spline d’ordre 4
S7 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 Spline d’ordre 4
S8 Sans des multiplicateurs de Lagrande 0,4999 Spline d’ordre 4
Gl Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,25 Gaussitromquée
G2 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,25 Gaussitronquée
G3 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 Ganssitronquée
G4 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 Gaussikronquée
G5 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,25 Gaussiemodifiée
G6 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,25 Gaussimodifiée
G7 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 Ganssienodifiee
G8 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 Gaussimodifiee
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Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

Support

Figure 111.1.3. Erreur pour le probleme de poutneastrée avec la fonction de poids :

Spline d’ordre3.

Inallo

Support

Figure II.1.4. Erreur pour le probléeme de poutneastrée avec la fonction de poids :
Spline d’ordre 4.
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Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

—+— G2

0.9/ —* Gl

Support

Figure 111.1.5. Erreur pour le probléme de poutneastrée avec fonction de poids :
Gaussienne tronquée.

Inallo

2.5

1.5

Support

Figure 111.1.6. Erreur pour le problemeptritre encastrée avec fonction de poids :

Gaussienne modifiée.
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Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

Analyse des résultats :

Les figures 111.1.3, 111.1.4, 1Il.1.5 et lll.1.6 eprésentent I'erreur en fonction de la
taille du support du domaine d’influence de chaigmetions de poids : spline d’ordre
3, spline d’ordre 4, gaussienne tronquée et gaussimodifiée, respectivement.
Chaque figure présente quatre courbes de couldtgsedtes désignant chacune les
conditions numériques de I'imposition des condigi@ux limites essentielles ainsi que
la valeur du coefficient de Poisson. On peut remarque :

* |l est possible de partager les quatre figuresas rones,
Zone (1) :Le nombre nceuds inclus dans le domaine d'influesténsuffisant et la
précision est faible, cette zone correspond &effirdlle :
* 11,0 1,5] pour les figures lll.1.3 et 111.1.4 ;
* 11,0 2,0] pour les figures lll.1.5 et 11.1.6 ;

Zone (2) :La courbe est stabilisée sur une bonne précisaite zone correspond

a l'intervalle:

* 11,5 3,0] pour les figures lll.1.3 et 111.1.4 ;

* 12,0 3,5] pour les figures lll.1.5 et 111.1.6 ;

Zone (3) :Le courbe est instable et présente une précissrfaible, a cause du grand
nombre de nceuds inclus dans le domaine d’influeaapii a pour effet d’augmenter
divergence entre la solution numérique et la smuéxacte, cette zone correspond a
l'intervalle :

* 13,0 6,0] pour les figures lll.1.3 et 111.1.4;

* 13,5 6,0] pour les figures lll.1.5 et 111.1.6 ;

» Toutes les courbes sont semblables dans les zate® alors que, alors que dans la
zone 3 elles sont distinctes.

 La précision d’interpolation par la fonction de g®iGaussienne a une meilleurs
stabilité que la précision d’interpolation par ¢en€tion de poids spline en fonction
des conditions numériques utilisées.

» L’interpolation avec I'imposition des conditionsxalimites essentielles avec
multiplicateurs de Lagrange est plus précise que saultiplicateurs de Lagrange.
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Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

l11.2. Proposition de nouvelles fonctions de poids

11.2.1. Analyse des erreurs suivant la forme généta des nouvelles fonctions de
poids

Nous avons constaté que la fonction de poids jou®le considérable par rapport a
la précision dans la méthode MLS. Pour atteindree meilleure précision, nous avons
joué sur les valeurs des parametres A et B desfdemules (111.1.10) et (111.1.11).

Les formules f,(s) et f,(s) seront notées T1 et T2, respectivement. On aura
ainsi :

e une fonction T1

f(g)=1e S [9=1 (111.1.10)

« une fonction T2

f(s)=l"—p— s |gs1 (1111.11)
0 si |§>1

Pour déterminer la fonction de poids minimisantréer, nous avons choisit des
valeurs pour chacun des parametre A et B allaidt @ 3,... jusqu’a 30 pour A et de
0.5,1.0, 1.5, 2.0, 2.5 et 3.0 pour B. En utilidastdeux fonctions T1 et T2 comme
fonction de poids avec la valeur de suppe®®, Les figures 111.1.7-8 représentent les
courbes d’erreurs en fonction du parametre A pbague valeurs B, avec imposition
des conditions aux limites essentielles avec midéfeurs de Lagrange et coefficient
de Poisson de 0.25 pour les fonctions T1 et T2(110,11), respectivement.

Analyse des résultats :

On a tracé plusieurs courbes d’erreurs de la solutumérique de
I'interpolation par la méthode sans maillage MLSipplusieurs fonctions de poids
définies par leurs parametres (A, B) pour les denktions T1 et T2. On peut constater
que :

*Ces fonctions de poids présentent plusieurs dedeeprécision, notamment,
pour les valeurs de A inférieures a 20 ;

*On remarque que certaines fonctions de poidsor@pt une meilleure
précision que celles apportées par les fonctiorsogs gaussienne et spline.

Pour analyser cette différence, on choisit destfons de poids ayant plusieurs
degrés de précision. Ces derniéres sont classé&esrg@ décroissant dans tableau
l11.1.2 (c'est-a-dire de la plus mauvaise a la leeike précision). Ces fonctions sont
représentées par les figures 111.1.9 et 111.1.10.
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Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

paramatre A

Figure I11.1.7.Erreur de calcul avec imposition desditions aux limites essentielles

avec multiplicateurs de Lagrange, coefficient des§n v

0.25 et fonction de poids

T1.

Inals

paramatre A

Figure I11.1.8.Erreur de calcul avec imposition desditions aux limites essentielles

avec des multiplicateurs de Lagrange, coefficienPdissonv=0.25 et fonction de

poids T2.
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Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

Tableau IIl.1.2. Classification des fonctiaespoids

Pour la fonction delpd2

Erreur

0,3446
0,2586
0,1700

0,0089

B

2,0
3

2,5

2,5

22

F5
F6

F7

F8

Pour la fonction de poids T1

Erreur

0,9099
0,5540
0,2045
0,0089

2,0
2,5
0,5

2,5

22

\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

0.8~

0.2

0.4

-0.6

-0.8

F1

F2

F3
F4

Figure I11.1.9. Courbes des fonctions de poids T1.
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Figure 111.1.10. Courbes des fonctions de poids T2.
94 -



Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

Les figures 111.1.9 et 111.1.10 représentent lesides des fonction de poids T1 et
T2 avec différents parameétres A et B, on peutfjastie perte de précision soit
par manque de continuité au paat, (c'est-a-dird (1) n’est pat nul), ou par la forme
de la courbe (comme c’est le cas de la fonction F3)

[11.2.2. Analyse des erreurs des nouvelles foncti@de poids

Parmi toutes les fonctions de poids étudiées, remarquons que ce sont les
fonctions F4 et F8 des fonctions de poids T1 eteBpectivement qui minimisent
I'erreur.

Pour ces raisons, nous avons sélectionné les émsck4 et F8 pour la modélisation des

erreurs et pour la prochaine interpolation puidguivaient la meilleure précisioBlles
sont données par :

* Fonction F4

I

fy(s)=4° si [gs1 (11.1.12)

si|94>1
» Fonction F8

2y
e -e .

f()={"qgz — S lss1 (111.1.13)
0 si |94>1

Le tableau III.1.3 présente les codifications destées cas suivant I'imposition des
conditions aux limites essentielles, coefficientRigsson et fonctions de Poids. L’erreur
d’interpolation est représentée par les figured.iil et 111.1.12.

En comparant toutes les courbes des figures Il.&t1111.1.12 avec celles des
figures 111.1.3 a IIl.1.6, il est clair que les nalles fonctions de poids ont meilleures
précision et stabilité pour les conditions numésgjimposeées.

Tableau 111.1.3. Codification des méthodes de satiahs.

Imposition des conditions aux limites  Coefficient de | Fonction de Poids

essentielles Poisson v w
P1 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,25 F4
P2 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,25 F4
P3 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 F4
P4 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 F4
P5 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,25 F8
P6 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,25 F8
P7 Avec des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 F8
P8 Sans des multiplicateurs de Lagrange 0,4999 F8
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Support

Figure 111.1.11. Erreur pour le probléme de la pewncastrée avec fonction de poids

T1.

Inallo

Support

Figure I11.1.12. Erreur pour le probléme de la fpewencastrée avec fonction de poids

T2.
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[11.3. Modélisation de matériaux rigide-plastique

Nous avons appliqués la méthode sans maillage Miu$ gtudier un probleme de
mise en forme de métaux. Pour cela nous avonssbdycomportement rigide-
plastique d’une piéce forgée en déformation plane.

[11.3.1. Modélisation mécanique de mise en forme dmatériaux rigide-plastique

Dans le domaine€ d'une déformation plane d’'un probléme de miséoeme
[61], la déformation dans une directionx,( par exemple) est nulle, par regle

d’écoulement, la contrainte dévia torique relatévecette direction est aussi nulle
(s,=0).
Donc

o,=p=(1/2)o, +0,). (11.2.1)

Et, I'équation (111.2.15) du chapitre Il devient :

p=(01+02)/2
Slzal_pE(Jl_UZ)/z
SZZUZ—pE(UZ—O'l)/Z
$;=0,-p=0

(I1.2.2)

De méme a partir des équations (111.2.17) et (1118 du méme chapitre, nous tirons :

* la contrainte équivalente de Von Mises :

o, =73\_01—02J (11.2.3)

* le taux de déformation équivalente :
+s,?) (111.2.4)

Les équations partielles de I'équilibre mécaniceievpnt étre exprimées par

00,, , 00,
—l+ 12 =0 11.2.5
oxt  ox? ( )
0og,, 00,,
T2 4 7722 - 111.2.6
oxt  ox? ( )
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Oug,,, 0,, et g,, sont les composants d'effort. Par le conceptfeeard a I'origine

(non linéaire) du solide visqueux, I'équation datren du vecteur d'effor&r et vecteur
déformationg peut étre écrite sous la forme :

o =De¢ (111.2.7)
ou

o=[o, 0, 0,] (11.2.8)

E=[e, €np Enl (11.2.9)

Le critere de Von Mises devient :
p=(0,-0,) +40% -40, (111.2.10)
et

& — ) _
(1/ 2)(01 - J2) (1/ 2)(01 - 02) O,

(I1.2.11)

Pour les matériaux rigides plastiques :

200
D:&éo 2 0 +[1—§j1 10 (I11.2.12)
“1%0 0 1] ‘9 Yo o

oug, est la contrainte équivalentg,est le taux de déformation équivalentg est

une constante matérielle (fonction de densité nadli€pour les matériaux Iégérement
compressibles).

L'équation de rapport de déplacement et taux demétion peut étre écrite sous
forme :

ou'
£y =F (11.2.13)
ou®
£y ZW (11.2.14)
ou'  au®
1 ZW W (11.2.15)
ou U et U* sont les composantes du vecteur déplacement.
L'équation non-linéaire de I'équilibre mécaniquedemnée par
O%+f =0 (11.2.16)
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Ouu est le vecteur déplacement

1

u=[u* u?’ (11.2.17)
Et

f=[f 2] (111.2.18)

En substituant les équations (111.2.13), (lll.2.24)111.2.15) aux équations (I11.2.5),
(11.2.6) (111.2.17) et (111.2.16), nous obtenons:

1 _[3,1)0¢, 1 do0, 10¢& 3 2 1 do, 1 0¢,
fr=—+ 1 t— 1 Aol 2‘911"' il IV e 2 . a2 €12
g 3)ox g, ox &, OX g 3 g, 0x~ &, OX

(11.2.19)
, (3 1)0¢, 1 do, 1 o0&, 3 2 1 do, 1 o0&,
o=l =t ot a2 T | Xt S 6 | T Tt [
g 3)ox g, 0X~ &, 0X g 3 g, ox &, OX
(111.2.20)
g, est le taux de déformation volumétrique
E, =&, FE, (1.2.21)

[11.3.2. Analyse numérigue de mise en forme des matiaux rigide-plastiques

Dans le sub-domairfe, , et par approximation MLS5[], le vecteur
déplacement de I'équation. (111.2.16) peut étre écrit sousher:

ut=ul =N'G (11.2.22)
u?=u?=N"0% (11.2.23)

Par substitution des équations (111.2.22) et (IR3® dans I'’équation (111.2.16), les
équations partielles sur les composantes nodaldémglacement’ et (i* dansQ, sont

O°NTat + £(dt,62)

0 (I11.2.24)
O°NTa2 + £2(6*,0%)=0 (111.2.25)

En déformation plane, les équations partiellesasis peuvent étre obtenues pour tous
les points considérés (nceuds) dans le domaine dhtie

0PNy Gt + FA@4G2)=0, k=12...L (I11.2.26)
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02Ny G2 + £2(05,02)=0, k=12...L (11.2.27)

OuL est le nombre de nceuds déns
A la frontiere deQ (surl") et sur les nceuds frontaux, on peut écrire :

» La condition de déplacement de frontiere :

DN =ug (11.2.28)

D NG =ug (11.2.29)

Ol ug etu? sont les composantes du déplacement de frontiére.
* Les efforts de frontiere :
Pn = Pnc (111.2.30)

P = Pe (11.2.31)

Oup, etp, sont les efforts normal et tangentiel, respeatimet.

P, = %E[(an - nj)gll + (2n§ -n’ )522 + 3nln2512] +é£v} (11.2.32)
p, = %%[annz (£,, — &)+ (nf -n? )512] (111.2.33)

e

n, et n, sont les cosinus directeurs normal et tangenéidtahtierep, . etp,. sont les

efforts normal et tangentiel, respectivement.
dans le cas ou la frontiere une surface libre :

P =0 (11.2.34)

pe =0 (11.2.35)

L'état de frontiere de frottement est :

p, = UK (111.2.36)

Ouu est le facteur de frottement,ketest I'effort de cisaillement de rendement du
matériel.
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Les équations. (111.2.26) a (111.2.31) et (lll.2)3peuvent étre résolues par la méthode
Newton— Raphson itérativement jusqu'a ce qu’un ghaadal stable de déplacement
soit obtenu.

Il est possible de réaliser des calculs pour difiestaux d’écrasement, il est alors
préférable de prendre enmpte I'écrouissage du matériau : on montre grsgjie
I'épaisseur passe tiga h,I'hypothése de déformatidmomogéne permet d’écrire :

2 dh

dh d
_511:4'922:?<0 et fe:_ﬁr (|||237)
Ou dh est I'incrément de pénétration du processus,
-2, h
D’ou &, =—=In— (11.2.38)
V3 h

-101 -



Chapitre 11l : Analyse des erreurs et simulationad®EF de matériaux rigide- plastique

[11.3.3. Pseudo code pour mise en forme de matérigolastique par MLS

Début

Début

Effacer toute les donnés précédent

Les donnés d'entrés

Nombres des nceuds suivant X,
Nombres des nceuds suivant Y,

La déformation initiale est nulle,

Pas de descente de matrice de forgeage,
Fonction de poids et taille de support,
Imposition des conditions aux limites essentielles,
Caractéristiqgue du matériau.

Dimensions des pieces D et L

S@~ooo0oTp

Fin

Début

Incrémenter les nceuds adjacents de la matricergedge

Calculer la matrice de la raideur et le résidu

Début

a. Calculerget ¢, en un pointxdonné est le suivant

» Trouver la liste des noeuds appartiens aux suppbnfiinence.
* Initialiser les matrices symétriqueset A, (k = l...,ndim) ao.
 Calculer le poids de ce noeud et ses dériveas en

» Calculer la factorisation de Cholesky Ale

« Evaluerp.

* Calculerc=A".p

 Pouk=1...,ny,,

* évaluerp,;

* calculerc, = A‘l[— AcC+ p’k] par substitution arriere sur la matrise
factorisée.

« Calculerd =c" p(x ) & I'aide du vecteup(x, ) pré calculé,

» Calculerg =d.w, (xi) grace au poids que nous avons conserve a I'étape 3

» Pourk=1...,n,,, calculerg, connaissart,c,, le vecteup(x ) pré

calculé et les valeurg (x) etw,, (x) retenues plus haut.
Fin

Début

b. Par assemblage ¢x , calculerK

c. Par (111.2.19-31), calculer vecteur de déplacement
Par (111.2.37) calculer déformation et noedllistribution nodales

Fin
Si descente de matrice est supérieura D
Fin

Fin
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[1l.4. Validation numérique
[11.4.1. Matériau choisi

La constante du matériguest supposée égale a 0.007, la contrainte d’éoeume
caractéristique du matériau est donnée par I'sxfme p1]:

o, =58986£2"*MPa (g, = 0.002) (11.3.1)
o, = 400MPa (£, <0.002) (11.3.2)

Ou &, est la déformation equivalente.

600 7

500 7

400 -

300 7

containte

200 - a

100 - a

0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07 08 0.9 1

déformation équivalent

Figure 111.3.1. Contrainte d’écoulement en fonctaala déformation équivalente.

[11.4.2. Conditions aux limites

La piece a forger est représentée par la figurg. 2l C’est une piece
parallélépipédigue de dimensions L x D = 20cm x20it s’agit d’'une mise en forme
en déformation plane puisque I'épaisseur de lagpasst prise trés grande par rapport
aux deux autres dimensions. Les matrices de foggefige et mobile sont semblables.
Vu la symétrie de la piece et celle du chargemestrfiatrices de forgeages fixe et
mobile semblables), seul le quart de la piece aiatalé. Le coefficient de frottement
M entre la piece et les matrices de forgeages isségal a 0.3. L'incrément de
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réduction est de 2% d2. La matrice mobile se déplace a une vitesse aotest
V=0,4m/s.

Partie simulée

X=0
D =10cm

Y=0

A\ 4

L =10cm

Figure I11.3.2. Conditions de frontiéres et dimems initiales de la piece a forger.
[11.4.3. Choit des paramétres numeériques

Pour la simulation du forgeage de la piéce, noossutilisés les conditions
numerigques suivantes :
* Approximation au sens des moindres carrés mslfiteéthode MLS)
* Base quadratique.
* Fonction de poids T1 (donnée par la formule h@&c les paramétres A=22 et B=2.5.
* Densité nodale : 100nGix n =10x10).
Le remaillage de la méthode de MLS n'étant passsaire et le rayandu sub-

domaineQ, est pris égal &2.5n, ouh :ﬁ =10/9 , (figure I11.3.3).

Figure [11.3.3. Distribution de nceuds.
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l11.4.4. Exemples d’application

Nous avons traité cinq exemples de mise en fororg€hge) de métal a
comportement rigide-plastique avec la méthode sailage MLS. Pour les différents
exemples, Les pieces a forger ont les mémes foetdisnensions mais les matrices de
forgeages ont les formes et dimensions suivantes :

* Matrices de forgeages de forme plate et de longsapérieure a 2L

* Matrices de forgeages de forme plate et de longégale a 2L/3

* Matrices de forgeages de forme cylindrique etajen L

* Matrices de forgeages de forme cylindrique etajen L/2

* Matrices de forgeages de forme plate avec bridage
Les caractéristiques du matériau sont donnédsa paurbe de la figure 111.3.1.

Nous avons appliqué les mémes conditions auxdsreét numeériques citées ci-dessus
pour chacun des cing exemples. Pour chaque cas avons utilisé quatre taux
d’écrasement différents.

Résultats :

Les courbes ci-dessous donnent les taux de défiomaquivalente, les contraintes
équivalentes et les champs de déplacement des mueudies différents taux
d’écrasement et les différentes formes de matdedsrgeages. La simulation de la
piece montre plusieurs zones de déformation (otra@ioe), de couleurs allant du bleue
jusqu’au rouge suivant I'ordre croissant de valelasléformation (ou contrainte).

Pour ce probléeme de grande déformation, nous aagpigjué I'algorithme de

Newton Raphson, la procédure de remaillage n’est ngcessaire et le colt de
calcul est réduit.
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Exemplel Matrices de forgeage de forme plate et de longuesupérieure a 2L

v

Y.

v

X

Figure 111.3.4. Matrices de forgeage de forme pkttde longueur supérieure a 2L

- N
(a) (b)
.
i
(©) (d)

Figure 111.3.5. Taux de déformation équivalentear@se en forme sous matrices de
forgeage de forme plate et de longueur supérie@te avec descente de : (a) 1%,
(b) 10%, (c) 25%, (d) 35%.
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Figure 111.3.6. Contraintes équivalentes avec meiséorme sous matrices de forgeage

de forme plate et de longueur supérieure a 2L, descente de : (a) 1%, (b) 10%
(c) 25%, (d) 35%.

(©)

$ o o @ @
# o o @ °

%o oo °°

Figure 111.3.7. Champs de déplacement des nceudsraige en forme sous matrices de
forgeage de forme plate et de longueur supérie@te avec descente de 35%
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Exemple 2: Matrice mobile de forme plate et de longueur L3

A

L/3

A

v
X

Figure 111.3.8. Matrices de forgeage de formdelde longueur 2L/3

(@) (b)
(©) (d)

Figure 11.3.9. Taux de déformation équivalentecargse en forme sous matrices de
forgeage de forme plate et de longueur supérie@ié¢3 avec descente de : (a) 1%,
(b) 10%, (c) 25%, (d) 35%.
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\ ‘
(@) (b)
(d)

Figure 111.3.10. Contraintes équivalentes avec reiséorme sous matrices de forgeage
de forme plate et de longueur supérieure a 2L/&; aescente de : (a) 1%, (b) 10%,
(c) 25%, (d) 35%.

==Y

=g

f=i=t=1

(c)

P S Y Y G G G Gy
B —a—%——%
o

Figure 111.3.11. Champs de déplacement des ncewatsraise en forme sous matrices
de forgeage de forme plate et de longueur supéree@t/3, avec descente de 35%.
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Exemple 3: Matrice de forme cylindrique et de rayon L

v

Figure 111.3.12. Matrices de forgeage de formemytique et de rayon L

(a) (b)
(© (d)

Figure 111.3.13. Taux de déformation équivalent@agse en forme sous matrices de
forgeage de forme cylindrique et de rayon L, avescdnte de : (a) 1%, (b) 10%,
(c) 25%, (d) 35%.

T
[u]
i
i}
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(b)

@

a0

(€)

Figure 111.3.14. Contraintes équivalentes aveceneis forme sous matrices de
forgeage de forme cylindrique et de rayon L, avescdnte de : (a) 1%, (b) 10%,
(c) 25%, (d) 35%.

S N e S e

Figure 111.3.15.Champs de déplacement des nawels mise en forme sous matrices de
forgeage de forme cylindrique et de rayon L, avescdnte de 35%.
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Exemple 4: Matrices de forgeage de forme cylindrique et daayon L/2

A

> X

Figure 111.3.16. Matrices de forgeage de formeraiique et de rayon L/2

Figure 111.3.17. Taux de déformation équivalente@mise en forme sous matrices de
forgeage de forme cylindrique et de rayon L/2, adescente de : (a) 1%, (b) 10%,
(c) 25%, (d) 35%.
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b

" (b)

AR

(c

Figure 111.3.18. Contraintes équivalentes avec reiséorme sous matrices de forgeage
de forme cylindrique et de rayon L/2, avec descdate(a) 1%, (b) 10%, (c) 25%,
(d) 35%.

==Y

=g

f=i=t=1

e

Figure 111.3.19. Champs déplacement des nceudsraigecen forme sous matrices de
forgeage de forme cylindrique et de rayon L/2, alescente de 35%.
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Exemple 5: Matrices de forgeage de forme plate avec bridage

Dans cet exemple la piéce est fixée par Bride€psiies matrices de forgeage
fixe et mobile (voir figure 111.3.20).

A
; Y4
] Il
» X
] —
F F
i~

Figure 111.3.20. Matrice de forme plate avec bgda

0. as
[
0. 3=

() (b)

(©

Figure 111.3.21. Taux de déformation équivalente@mise en forme sous matrices de
forgeage de forme plate avec bridage, avec desdenté) 1%, (b) 10%, (c) 25%.,
(d) 35%.

ll
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(@) (b)

(©) (d)

Figure 111.3.22. Contraintes équivalentes avec reiséorme sous matrices de forgeage
de forme plate avec bridage, avec descente del%ajb) 10%, (c) 25%, (d) 35%.

888855 & &
o
o]
@

Figure 111.3.23. Champs de déplacement des ncelatsraise en forme sous matrices
de forgeage de forme plate avec bridage, avec diesde 35%.
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[1.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué un test deecgence de la méthode sans
maillage en fonction des parameétres numériquescaousiste a comparer la solution
numeérique du probleme élastique de la poutre emeasn élasticité linéaire et la
solution exacte, il nous a permis de détermineplgametres agissants sur la précision
de calcul, et mettre la lumiére sur les nouvelleacfions de poids ayant plus
d’efficacité numérique. Par suite, nous avons gpglila méthode « sans maillage MLS
» aux matériaux a comportement rigide-plastique. temps de calcul est plus
économisé puisque avec cette méthode la procédurailage et remaillage est évitée.
Nous avons effectué une modélisation mécaniqueéérrrdation plane sur une piéce
mécanique forgée par compression et dont le compertt est rigide plastique. Vu la
symétrie géométrique de la piece et du chargersent,le premier quart de piece a été
simulé. Les conditions aux limites utilisées solat ligne centrale horizontale suivant
'axey, et la ligne centrale verticale suivant I'axe

La simulation montre les zones de grande déformatém rouge, et les zones de
petite déformation en bleu, le taux de déformagoiiintensité de contrainte évoluent
fonction du pas de la matrice mobile, et de lan®rdes matrices de forgeage (fixe et
mobile). Les résultats de simulation sont raisblesgdu point de vu évaluatif.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Les méthodes sans maillage, développées depuigemaitt une dizaine d’années,
permettent d’éviter de construire la solution atipat’'un maillage d’éléments, en
prenant seulement en compte le nuage de noeudsndj@rité des méthodes sans
maillage est cependant associée a des temps dé bekucoup plus importants que
dans le cadre de la mise en forme, et de diffisul@ns I'imposition des conditions aux
limites. Malgré ces problemes, les méthodes sarage ont été appliquées avec
succes dans de nombreuses simulations de procégeglifficiles a traiter par la
meéthode des éléments finis, puisqu’elles ont agstavantages comme:

e La génération de maille et le remaillage ne sostnEessaires;

* La possibilité d’'insérer, ou de retirer des noewés facilement ;

* La qualité de la solution est beaucoup moins sénaila position relative des
nceuds.

Deux méthodes sans maillage (méthode dessélématurels NEM et méthode des
moindres carrées mobiles MLS) ont été étudiéesraparées et par suite le choix de la
méthode MLS pour la modélisation numérique a éie plaisque celle-ci est plus
avantageuse pour les raisons suivantes :

» Le raffinement n’est pas nécessaire ;

* Le support est indépendant de la position des ngeuds

* Le support relativement large des fonctions de éoparmet de remédier a un
certain degré aux problémes de blocage rencordes|lds problemes
d’'incompressibilité.

Nous avons traités le probléme de poutre élastigéaire en utilisant la méthode
MLS pour un support de domaine d’'influence convénale la fonction de poids, par
suite, nous avons proposé deux nouvelles fonctidaspoids dont la précision
d’interpolation est meilleure que celles des famtdi de poids Spline et Gauss. Nous
avons exploité le meilleur support de domaine tliefice avec la nouvelle fonction de
poids sélectionnée pour le probléeme de mise endorm

Dans le cadre des méthodes de calcul plastiques aoons présenté une méthode
MLS et sa validation numérique dans la mise en éoem cas de déformation plane de
matériau rigide-plastique non linéaire. Nous avo@geloppé un code de calcul pour la
simulation de cette méthode avec logiciel MATLABa modélisation étant réalisée en
deux dimensions en raison de simplification du [@ole. Plusieurs résultats ont été
visualisés dans le cadre de la validation de lahou# étudiée et du code de calcul
utilisé.

De futurs travaux pourraient étre envisagés engmtean considération les points

suivants :

» Enrichissement du code de calcul réalisé et inttidn du probléme en trois
dimensions,

» Utilisation de plusieurs types de matériaux et carapon entre les différents
comportements,

» Elargissement de I'étude vers le domaine viscoipjast

* Recherche des moyens mathématiques ou numériques ggmenter les
performances de la méthode,

* Possibilité de couplage avec un code d’optimisatfoomme les algorithmes
génétiques) en vue de la résolution de certainsigmues plus complexes.
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Annhexe:

Al). Erreur de solution calculée par méthode MLSosrection du support du domaine
(Figure 111.1.3,4,5,6).

h
1,3 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,% 6,

Ul

S$1/0,0522 0,0257/0,0096 0,0152 0,0266 0,1147 0,0871] 0,0995 0,1991] 0.2208 0,2747

S2(0,0520 0,0255 0,0137, 0,0488 0,2155 0,3220, 0,1870 0,1942 0,6749 0,8029 0,7456

S3/0,0416 0,0210 0,0097/0,0180 0,0290 0,12800,0971/0,11420,2231] 0,2604 0,2999

S4(0,0415 0,0206/ 0,0143/ 0,0480 0,2191] 0,3469 0,2012 0,2158 0,6782 0,8058 0,7807

$5/0,0410 0,0171/0,0094 0,0149 0,0257 0,0393 0,0825/ 0,0994; 0,2048 0,2269 0,2943

S6|0,0408 0,0169 0,0254 0,0153 0,0435 0,0708 0,0964{ 0,1448 0,2465 0,3086 0,3548

S7/0,0328 0,0140 0,0098 0,0197] 0,0292 0,0533| 0,0988 0,1219 0,2249 0,2489 0,3146

S8(0,0326 0,0137,0,0260 0,0195 0,0469 0,801 | 0,11370,16340,2666| 0,3324 0,3747

G1|0,0743 0,0667/0,0349 0,0145 0,0099 0,0127 0,0249 0,0792 0,3602 0.9544 0,9998

G2|0,0737,0,0662 0,0347,0,0145 0,0101 0,0161] 0,0495/ 0,1875/0,9172 0,8262 1,000

G30,0593 0,0536 0,0286 0,0121) 0,0096 0,0138 0,0288| 0,0902 0,3314 0,9798 0,9999

G4|0,0581] 0,0526/ 0,0282 0,0120 0,0098 0,0177| 0,0580 0,22920,9415 0,9415 1,000

G5/0,0746 0,0668 0,0349 0,0149 0,0099 0,0126| 0,0251] 0,0555] 0,3942 0,9014 0,9999

G6|0,0740 0,0663 0,03470,0145 0,0101 0,0161] 0,0526/ 0,1940 0,5746 0,9671] 1,000

G7]0,0596 0,0537/0,0286 0,0121) 0,0096 0,0137 0,0289 0,0585 0,3252 0,9204 1,000

G8|0,0584 0,0527 0,0282 0,0120 0,0098 0,01770,0612 0,2468/ 0,7320 0,9825 1,000

A2) Erreur de calcul avec imposition des conditiang limites essentielles avec
multiplicateurs de Lagrange, coefficient de Poisse.25 et fonction de poids T1
(Figure 111.1.7).

B/A|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,5 | 0,6629 0,4336| 0,2367| 0,0782| 0,0471| 0,1304| 0,1811]| 0,2045| 0,2088| 0,2014

1,0 | 0,5874 0,3268| 0,1629| 0,0688| 0,0185| 0,0226| 0,0406| 0,0532| 0,0616| 0,0671

1,5 | 0,5518 0,3574| 0,1502| 0,0626| 0,0270| 0,0133| 0,0116| 0,0136| 0,0161| 0,0188

2 0,5263| 0,3656| 0,3287| 0,7178| 0,9099| 0,6890| 0,1404| 0,0297| 0,0143| 0,0114

2,5 | 0,5267 0,4655| 0,5540| 0,4475| 0,1039| 0,0470| 0,0300| 0,0243| 0,0198| 0,0158

3 0,4986| 0,5133| 0,6688| 0,7313| 0,6861| 0,2167| 0,1162| 0,1138| 0,0949| 0,0842

B/A |11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0,5 | 0,1878 0,1714| 0,1544| 0,1379| 0,1226| 0,1087| 0,0964| 0,0857| 0,0767| 0,0691

1,0 | 0,0702 0,0716| 0,0715| 0,0704| 0,0686| 0,0665| 0,0642| 0,0619| 0,0599| 0,0581

1,5 | 0,0217 0,0248| 0,0281| 0,0313| 0,0343| 0,0371] 0,0397| 0,0419] 0,0439| 0,0456

2 0,0104| 0,0100| 0,0099| 0,0101| 0,0106| 0,0115] 0,0126| 0,0140| 0,0156| 0,0174

2,5 | 0,0132 0,0117| 0,0109| 0,0106| 0,0104| 0,0101| 0,0097| 0,0095| 0,0093| 0,0091

3 0,0767| 0,0716| 0,0602| 0,0451| 0,0331| 0,0248| 0,0193| 0,0161| 0,0146| 0,0140

B/A | 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

0,5 | 0,0630 0,0582| 0,0546| 0,0520| 0,0503| 0,0494| 0,0491| 0,0495| 0,0502| 0,0514

1,0 | 0,0566| 0,0555| 0,0548| 0,0545| 0,0545| 0,0548| 0,0554| 0,0562| 0,0573| 0,0585

1,5 | 0,0472 0,0485| 0,0498| 0,0510| 0,0521| 0,0531| 0,0541| 0,0551| 0,0560| 0,0570

2 0,0193| 0,0213] 0,0234| 0,0254| 0,0275| 0,0295| 0,0315| 0,0335| 0,0354| 0,0374

2,5 | 0,0089 0,0089| 0,0089| 0,0090| 0,0093| 0,0097| 0,0102| 0,0108| 0,0116| 0,0124

3 0,0139| 0,0139| 0,0138) 0,0138| 0,0136| 0,0134| 0,0131| 0,0128] 0,0124| 0,0120
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A3). Erreur de calcul avec imposition des condgianx limites essentielles avec
multiplicateurs de Lagrange, coefficient de Poisse.25 et fonction de poids T2
(Figure 111.1.8).

B/A|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,5 | 0,0401 0,0476| 0,0686| 0,0880| 0,1176| 0,1465| 0,1686| 0,1809| 0,1835| 0,1788

1,0 | 0,0362 0,0268| 0,0245| 0,0261| 0,0310| 0,0383| 0,0466| 0,0546| 0,0613| 0,0664

1,5 | 0,0852 0,0410| 0,0238| 0,0184| 0,0158| 0,0146| 0,0145| 0,0153| 0,0168| 0,0191

2 0,3446| 0,1561| 0,1488| 0,1895| 0,1437| 0,1168] 0,0521| 0,0179| 0,0134| 0,0114

2,5 | 0,1611 0,1700| 0,1525| 0,1131| 0,0618| 0,0397| 0,0310| 0,0250| 0,0200| 0,0159

3 0,1548| 0,1768| 0,2329| 0,2586| 0,1990| 0,1490| 0,1200| 0,1136| 0,0952| 0,0844

B/A |11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0,5 | 0,1694 0,1573| 0,1440| 0,1305| 0,1174| 0,1052| 0,0941| 0,0842| 0,0757| 0,0686

1,0 | 0,0696 0,0711)| 0,0712| 0,0702| 0,0685| 0,0664| 0,0642| 0,0619| 0,0598| 0,0581

1,5 | 0,0218 0,0249| 0,0281| 0,0313| 0,0343| 0,0371| 0,0397| 0,0419| 0,0439| 0,0456

2 0,0104| 0,0100| 0,0099| 0,0101| 0,0106| 0,0115| 0,0126| 0,0140| 0,0156| 0,0174

2,5 10,0132 0,0117| 0,0110| 0,0106| 0,0104| 0,0101| 0,0097| 0,0095| 0,0093| 0,0091

3 0,0767| 0,0716| 0,0602| 0,0541| 0,0331| 0,0248| 0,0193| 0,0161| 0,0146| 0,0140

B/A |21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

0,5 | 0,0627 0,0580| 0,0544| 0,0519| 0,0502| 0,0493| 0,0491| 0,0494| 0,0502| 0,0514

1,0 | 0,0566 0,0555| 0,0548| 0,0545| 0,0545| 0,0548| 0,0554| 0,0562| 0,0573| 0,0585

1,5 | 0,0472 0,0485| 0,0498| 0,0510| 0,0521| 0,0531| 0,0541| 0,0551| 0,0560| 0,0570

2 0,0193| 0,0213| 0,0234| 0,0254| 0,0275| 0,0295| 0,0315| 0,0335| 0,0354| 0,0374

2,5 | 0,0089 0,0089| 0,0089| 0,0090| 0,0093| 0,0097| 0,0102| 0,0108| 0,0116| 0,0124

3 0,0139 0,0139| 0,0138| 0,0138| 0,0136| 0,0134| 0,0131| 0,0128| 0,0124| 0,0120

A4). Erreur de la solution calculée par la méthbtes en fonction du support du
domaine avec les nouvelles fonctions de poids (Eigu11).

h
1,3 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 55% 6,

Ol

P1]0,0677 0,0746 0,0531 0,01670,0089 0,0104 0,0138 0,0251] 0,0385| 0,0579 0,0984

P2]0,0672 0,0743 0,0530 0,0173 0,0108 0,0164 0,0190 0,0312 0,0906| 0,2472 0,3961

P3[0,0537 0,0584 0,0425/0,0126 0,0081] 0,0106 0,0151 0,0301) 0,0538 0,0818 0,1068

P4[0,0525 0,0576/ 0,0422/0,0134{0,0111/0,0178 0,0207/0,0345 0,0948/ 0,24970,4120

P5]0,0677 0,0746 0,0531 0,0167| 0,0089 0,0104 0,0138 0,0251] 0,0385| 0,0579 0,0984

P6|0,0672 0,0743 0,0530 0,0173 0,0108 0,0164 0,0190 0,0312 0,0906| 0,2472 0,3961

P7[0,0537 0,0584 0,0425/0,0126 0,0081] 0,0106 0,0151 0,0301) 0,0538 0,0818 0,1068

P8]0,0525 0,0576 0,0422/0,0134{0,0111/0,0178 0,0207/0,0345 0,0948/ 0,2497 0,4120
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