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Résumé

Dans ce meémoire, on a définit un nouveau systeme Elambda qu’est une extension de
lambda calcul classique par I’ajout de deux constantes P et IT qui repsentent respectivement
I’implication et la quantification universelle. Le systeme obtenu est assez riche, dans le sens
ou les deux constantes introduites sont suffisantes pour exprimer et définir le reste des

connecteurs et quantificateurs logiques.

La consistance du systeme Elambda est garantie grace a I’affection d’un nouvel attribut
appelé «niveau du terme »; qui nous a permet d’avoir une nouvelle définition de la
substitution, ou le terme (M [N/x]) est définit uniqguement quand le niveau du terme « N » est

inférieur ou égal a celui de « X ».

Cette restriction nécessite une définition propre du mécanisme de réduction, appelé
Ebeta_reduc, qui verifié la proprieté de Church-Rosser (la preuve du théoreme de Church-
Rosser est donnée en utilisant I’assistant de preuve Coq) et offre un moyen pour éviter le

paradoxe de Curry.

Mot clés: A-calcul, la logique d’ordre supérieur, la logique combinatoire illative, le

paradoxe de Curry, la substitution, la confluence, la beta-réduction.



Abstract

In this paper we define an extension of the classical A-calculus by adding two constants P
and IT which represent respectively the implication and the universal quantifier. The obtained
system Elambda is consistent, which the two constants introduced are sufficient to define
other logics connectors.

The idea behind the consistency proof is to introduce a notion of level of terms that allows
an appropriate definition of substitution. The term M [N/x] is defined only when level (N) <
level(x).

This restriction on substitution induces a new reduction (Ebeta reduc) in EA which is

proved to have Church-Rosser property by using the proof system Coq.

Keywords: A-calculus, higher order logic, lllative combinatory logic, Curry's paradox,

substitution, confluence, beta_reduction.
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Introduction

Contexte et objectifs de ce mémoire

Le Lambda-calcul est une théorie de la fonctionnalité, introduite a la fin des années 30 par
le logicien Alonzo Church, qui procéde d’un point de vue intentionnel. Les fonctions du A-
calcul sont des fonctions anonymes, construites par abstraction (fonctionnelle) d’une variable
(A x.) dans un terme. Ce sont donc des fonctions d’une (seule) variable. Elles peuétre
appliquées a n’importe quel terme du A-calcul, y compris a elles-mémes.

Le A-calcul pur, est une théorie intéressante de plusieurs points de vue. Tout d’abord, du
point de vue de la calculabilite, les termesiu -calcul représentent exactement toutes les
fonctions récursives partielles (résultat de Kleene). Du point de vue de la programmation, le
A-calcul est un outil essentiel puisqu’il s’agit d’un systéme formel qui décrit la construction et
I’évaluation des fonctions. Il apparait ainsi comme le prototype des langages de
programmation dits fonctionnels (ou de la partie fonctionnelle des autres langages). Dans ces
langages, un programme est d’abord une fonction. Il est donc trés naturellement modélisé
comme une expression du A-calcul. L’expression (Ax.a) repésente la fonction de parameétre
formel x, de corps a, le terme (Ax.a) b correspond a I’appel de cette fonction sur le parameétre
effectif b. Le résultat de cet appel est une valeur, celle du corps de la fonction a, dans lequel
on a remplacé toutes les occurrences du paramétre formel x par la valeur effectivement

fournie b. Cette évaluation est exprimée dans le A-calcul par la régle de B-réduction :

(Ax.a) b —p a{b/x}

a {b/x} est le résultat de la substitution de x par b dans a.

Le résultat fondamental dans ce domaine est le théoreme de confluence, dit encore

propriété de Church-Rosser, pour la B-réduction. Il signifie que I’ordre dans lequel les
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différentes étapes de B-réduction sont menées, donc I’ordre dans lequel les évaluations sont

effectuées, n’a pas d’importance : on parvient toujours a la méme valeur.

La logique combinatoire et le lambda-calcul sont des théories analysent successivement la
notion de calcul effective. Cependant les fondateurs originaux de ces deux théories Curry et
Church ont toujours comme but de fournir une base pour la logique et les mathématiques.
Malheureusement, Kleen et Rosser(1935) ont montré que le lambda calcul et la logique
combinatoire étendus sans restriction par les regles d’introduction et d’élimination
d’implication sont inconsistants. Ce qui a conduit Curry a chercher de définir un nouveau
systeme vérifiant la propriété de consistance. Ce dernier est appelé « Logique Combinatoire
Illative (ICL). ».

La logique combinatoire illative c’est la logique combinatoire (ou lambda-calcul pur) étendue

par des constantes supplémentaires et un ensemble d’axiomes et régles de dérivation.

Le principal objet de ce travail est « la formalisation du systeme Elambda ». 1l s’agit d’une
extension du lambda-calcul classique permettant d’interpréter la logique d’ordre supérieur. Le
systeme Elambda est obtenu en étendant le lambda calcul classique par deux constantes P et
IT qui repésentent respectivement I’implication et la quantification universelle. Le systéme
obtenu est assez riche dans le sens ou les deux constantes introduites sont suffisantes pour
définir le reste des connecteurs et quantificateurs logiques.

La consistance du systeme E-lambda est garantie grace a I’affection d’un nouvel attribut,
appelé « niveau » d’un terme, utilisé pour introduire une nouvelle définition du processus de
substitution ; ou le terme (M [N/x]) n’est definit que si le niveau du terme « N » est inférieur
ou égal a celui de « X ».

Cette restriction nécessite une définition propre du mécanisme de réduction, appelé
Ebeta_reduc, qu’on a prouve qu’elle vérifié la propriété de Church-Rosser par la méthode de

réduction parallele, en utilisant I’assistant de preuve Coq.

Coq est un systeme permettant de faire des preuves dans une logique trés expressive, dite
d’ordre supeérieur. Ces preuves sont construites de fagon interactive, assisté par des outils de

recherche automatique de preuve.

Pour arriver a notre objectif qu’est de démontrer que la relation Ebeta_reduc est confluente,

on a définit les termes et les prédicats sous forme inductive, telle qu’elle est requise par le
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systeme Cog. Puis on a prouvé tout les lemmes intermédiaires nécessaires pour la preuve du
théoréme de Church-Rosser pour éviter de démontrer la méme propriété plusieurs fois,
d’ écourter la preuve et de la rendre lisible et smple a maintenir dés le changement de la
spécification associée. Findement, on a démontré la confluence de Ebeta reduc par la
méthode de William Tait et Per Martin-L6f (réduction paralée) tel que:

[1].On a crée une nouvelle relation nommée MCD tel que betared ¢ MCD c
Ebeta reduc

[2].0n aprouvé que MCD est fortement confluente.

[3].0On acréelafermeture réflexive-transitive de larelation MCD (mcd_star).

[4].0n aprouveé gque larelation MCD est confluente

[5].0n adémontre |’ égalité entre Ebeta_reduc et med_star. D’ ou on a conclut

qu’ Ebeta_reduc est confluente.

Pour atteindre mon objectif j'ai adapté le plan suivant :

Plan :

Chapitre 1 : Le sujet de chapitre 1 est d’introduire le lambda calcul comme étant un modéle

formel de calcul, ainsi de donner un apercu sur la logique combinatoire et la logique

combinatoire illative.

Chapitre2 : Le sujet de chapitre 2 est de donner un apercu sur la logique constructive et les
concepts de base utilisés dans la mécanisation d’un processus de déduction. Nous nous
intéressons particuliérement a la déduction naturelle et le systéme de preuve Cog. Ainsi on va
donner une idée sur l'interprétation des A-termes comme les preuves et les type assignés a ces
termes comme les formules de la théorie. Cette idée est connue sous le nom « Curry-Howard

isomorphism ».

Chapitre 3 : Présenter le systtme Elambda, en définissant les diverses notions de termes,

niveau du terme, la relation de substitution et la relation de réduction Ebeta_reduc, ainsi les

regles d’inférence.

Ainsi on a démontré que la relation Ebeta_reduc est confluente en utilisant I’assistant de

preuve Cog.
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CHAPITRE |
THEORIE DU LAMBDA-CALCUL

I ntroduction

En tant que théorie générale des fonctions mathématiques, le lambda-calcul fut introduit
par Church (1933-1934) dans le cadre de recherches des fondements des mathématiques [22].
Bien que Kleene et Rosser (1936) ont démontré I’inconsistance du systéeme original de
Church, le lambda-calcul est une approche couronnée de succés en ce qui concerne un effort
de formalisation Iégerement moins ambitieux et qui avait lieu au méme moment : la
formalisation du calcul. Church (1936) avait déja proposé la notion de lambda-définissable,
basée sur le lambda-calcul, comme un candidat a la définition formelle de la notion
d’effectivement calculable. Un peu plus tard quand Turing (1936, 1937) proposa sa propre
analyse des machines de calcul par les notions universellement acceptées de Machines de
Turing et de Turing Calculable, il prouva lui-méme que cette derniere notion était équivalente
a la notion de lambda-définissable.

Aujourd’hui le lambda-calcul en tant que modele de calcul est un outil performant pour
I’informaticien théorique. En effet et contrairement a I’approche bas niveau de Turing, le
lambda-calcul se base sur des notions haut niveau qui sont des pierres d’angles de la plupart
des langages de programmation : les variables représentent les données et les abstractions
(fonctions) représentent des procédures.

Par conséquent, il peut se révéler utile de construire la traduction d’un langage de
programmation vers le lambda-calcul afin de donner une sémantique formelle au langage.
C’est ce que proposait déja Landin (1965) pour le langage ALGOL en 1965.

Le succes du lambda-calcul par cette approche mena alors a la définition de langages
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de programmation fonctionnels comme OCaml (Leroy et al., 2009) ou encore

Haskell (Peyton-Jones, 2003) qui ne sont plus reliés a la couche matérielle qu’au travers de la
compilation. Ces langages sont directement inspirés par la syntaxe et la sémantique du
lambda-calcul et par conséquent bénéficient de son grand pouvoir expressif. Le pont construit
par Turing entre le lambda-calcul et le calcul bas niveau n’a cependant pas comblé la breche :
c’est en effet toujours aujourd’hui un domaine de recherche actif qui a produit des techniques
tres efficaces comme les indices de De Bruijn (1972) ou les substitutions explicites (Abadi et
al., 1991; Bloo et Rose, 1995; Benaissa et al., 1996).

A I’instar des informaticiens, les logiciens n’ont pas non plus abandonné le lambda-calcul.
En effet De Bruijn (1968) proposa un systeme informatique appelé Automath dédié a la
construction de preuves mathématiques formelles. Le métalangage qu’il utilisa pour
formaliser les preuves est tres proche du lambda-calcul.

Beaucoup plus tét, Curry (1934) avait observe que les combinateurs de sa Logique
Combinatoire (un systéme équivalent au lambda-calcul) correspondaient en fait aux schémas
d’axiomes de la logique intuitionniste implicationnelle, puis (1958) qu’un fragment de la
Logique Combinatoire coincidaient avec un fragment des systéemes déductifs a la Hilbert.

Enfin Howard (1980) observa que la déduction naturelle intuitionniste de Gentzen peut étre
interprétée comme une variante typée du lambda-calcul : a travers d’un systeme de typage, les
preuves en déduction naturelle sont mises en correspondance avec une certaine classe de
lambda-termes (les termes simplement typés). Ce qu’on appelle la correspondance de Curry-

Howard.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les concepts de base utiles pour la compréhension de
la suite de notre mémoire. Nous rappelons trés brievement la théorie du lambda-calcul pur, la

théorie de lambda-calcul typé et la logique combinatoire.

1.1. Lambda-calcul pur :

1.1.1. La syntaxe des A-expressions:
Le lambda calcul est caractérisé par :
1. L’ensemble des A-expressions ou A-termes.

2. Les regles de reécriture permettant de modifier ces A-expressions.
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Définition 1.1 :

Le lambda calcul définit des entités syntaxiques que I'on appelle des lambda-termes et qui
se rangent en trois catégories :

[1]. Lesvariables: x, y... sont des lambda-termes ;

[2]. les applications : u v est un lambda-terme si u et v sont des lambda-termes ;

[3]. lesabstractions : A x.v est un lambda-terme si x est une variable et v est un lambda-

terme.
L application peut étre vue ainsi : si u est une fonction et si v est son argument, alors (u v)
est le résultat de I'application de la fonction u a v.
L’ abstraction AX.v peut étre interprétée comme la formalisation de la fonction qui, ax,
associe v, ou v contient en général des occurrences de X.

Ainsi, la fonction f qui prend en paramétre le lambda-terme x et lui ajoute 2 (c'est-a-dire en
notation mathématique courante la fonction f: x— x+2) sera dénotée en lambda -calcul par
I'expression A x.x+2.

L'application de cette fonction au nombre 3 s'écrit (A x.x+2)3 et s’évalue (ou se normalise)
en l'expression 3+2.

Avant de donner les régles de réécriture nous avons besoin d’introduire quelques notations

et définitions.

Notations :
En général, on n’écrit pas les parentheses les plus externes et on utilise la notation suivante :
1. On regroupe les abstractions successives sous un seul « A » :
Ax1x2...xn.M = Ax1Ax2... xn.M =(Ax1(Ax2...(Axn.M)...)).
2. Les applications sont regroupees implicitement a gauche. Donc M N1 N2... Nre
(-..((M N1)N2)... Nn) .
3. Dans la suite =g et = designent respectivement I'égalité définitionnelle et

I'identité syntaxique.

Définition 1.2 (longueur d’un terme)

La longueur d’un terme notée Lg(t) est définie par induction comme suit :
[1]. Pour toute variable x, Lg(x) =1.
[2]. Lg(M N)=Lg (M) +Lg (N).
[38]. Lg(x.M) =1+Lg(M).
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Remarque 1.1
Raisonner par induction sur la structure d’un A-terme est équivalent & raisonner par induction
sur Lg (t).

Définition 1.3 (I’ensemble des sous termes)
L’ensemble des sous-termes d’un terme t est I’ensemble des termes obtenus au cours de la
construction de t, on le définit formellement par induction sur la structure de t.

[1]. S(X) =aer {X}.

[2].  S((u)v) = aer {(U)V} US(u) US(V).

[3]. S(Ax.u) = ger {Ax.U} US(u).

Dans les expressions mathématiques en général et dans le lambda calcul en particulier, il y a

deux catégories de variables : les variables libres et les variables liées (ou muettes).

Définition 1.4 (les variables libres) On définit I'ensemble FV(t) des variables
libres d'un terme t par induction sur la structure de t :

[1]. Sitestune variable alors FV(t) = {t}

[2]. Si t=(uv), alors FV(t) = FV(u) U FV(v)

[3]. Sit=Ax.u, alors FV (Ax.u) = FV(u) \{x}

Définition 1.5 (les variables liées)
Une occurrence liée de t est une variable apparaissant dans t derriére le symbole A.
L’ensemble des variables liées est donné par induction sur la structure du terme comme suit :
[1]. BV(x) = ®.
[2]. BV (M N)=BV (M) +BV (N).
[3]. BV (Ax.M) =BV (M) + {x}.

Définition 1.6 (terme clos)

Un terme clos (appelé aussi combinateur) est un terme qui n'a pas de variable libre.
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Exemple 1.1:
Dans Ax.xy, la variable X est liée et la variable y est libre. On peut réécrire ce terme en At.ty.

Axyzt.z(xt)ab(zsy) est équivalent a Awjit. i(wt)ab(isj).

1.1.2. Curryfication :

L'abstraction en lambda calcul se fait selon une seule variable. Il n'y a pas a proprement parler
de «fonctions a plusieurs variables”. En mathématiques, la situation est identique, et on
utilise a la place d'une fonction selon les variables a et b une fonction sur le couple (a, b) (on
a alors un seul parametre, le couple). Les couples ne sont pas accessibles dans le lambda
calcul de base, donc la solution choisie est différente : on représente une fonction a deux
arguments comme une fonction selon le premier argument, qui renvoie une fonction selon le
deuxieme argument, qui renvoie le résultat final. On appelle cette transformation la
curryfication (en mathématiques, pour A, B et C des ensembles, elle correspond a
I'isomorphisme entre (A x B) — Cet A — (B — C)).

1.1.3. Les regles de réécriture :

1.1.3.1. La substitution :

La substitution a la variable x du A-terme t dans le A-terme M, notée M [t/x] (Penser « M
avec t pour x »), correspond a un remplacement des occurrences de X par t dans M.
Il faut cependant prendre garde au phénomeéne de capture qui rend la définition formelle de la
substitution un peu plus délicate : on veut que seules les variables libres de M soient
remplacees, et que des variables libres de t ne deviennent pas liées dans M. Par exemple, si on
remplace naivement x par y dans « A y. X » (intuitivement, la fonction qui & y associe x), on
obtient «ly. y», qui est la fonction identité: l'occurrence libre de y est devenue liée (on dit

qu'elle a éte capturée), ce qui change la signification du A-terme.

1.1.3.1.1.  Substitution avec renommage :

On définit la substitution par induction sur la structure du terme M :
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I. SiM=xalors M[t/Xx] = ge t

I1. Si M est une variable et M # x alors M[t/ X] = gt M

II. SiM = (AB) alors (AB)[t/Xx] =gt A[t/x]B[t/x]

IV.SiM=(ly.E) etx & FV(M) alors (Ay.E)[t/X] =gt AY.E

V. SiM=(ly .E)ety & FV(t)alors (ly .E)[t/X] =gt Ay. (E[t/X])

VI.SiM =y .E)ety €FV(t) alors (Ay .E)[t/x] =def z. (E[z/y][t/x])
ouz €FV(M) etz £FV(t).

Exemple 1.2 :

1. (Ax.xy)[a/y] =gt Ax.Xa
2. (Axxy)[x/y]=det Az.zX
3. (Axxx)(Ax.xx) [t/ x ] =gef (AX.XX)( AX.XX) .

1.1.32. L’o-équivalence:

Le lambda-calcul a originellement été propose comme une formalisation de la théorie des
fonctions mathématiques. En I’occurrence, les lambda-termes symbolisent des fonctions. Par
exemple le lambda-terme Ax.x représente la fonction identité qui associe & n’importe quel
objet M le méme objet M. Dans I’expression Ax.x, le symbole x est une variable représentant
« n’importe quel objet M » qui pourrait étre I’argument de la fonction identité. Nous aurions
pu d’ailleurs choisir un autre symbole de variable : par exemple si nous avions choisi y, nous
aurions obtenu Ay.y. C’est d’ailleurs une autre représentation syntaxique de la fonction
identité.

Les lambda-termes qui different seulement par le changement d'une variable liée sont dits a-

congruents (a-convertibles). L'a-congruence (élémentaire) est définie par:
x.P =, Ay.P[y/x] ouy & FV(P).
Nous dirons aussi que le A-terme X est congruent au A-terme Y (X est a—convertible a Y),

noté
X=,Y
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Exemple 1.3

1. AX. AY.Y =¢ AXAXX.

2. (AY. MXXY)XZ =4 (AY.AX X Y)XZ,

3. (AXAXXX)X =¢ (AX. AY.YY)X =a (AZ. AXXX)X.

4. XY #4 AX.X SI X et y sont des variables distinctes.

Remarque 1.2
=a est une relation d'équivalence c'est-a-dire que:
= =q estréflexive:u=,u,
» =o estsymeétrique:u=,V=>V=,U,
= =@ esttransitive iU =4V, V=W = U=, W.
Il est immédiat que, si u =, u’ alors :
1. u’ est de méme nature que u (variable, abstraction ou application).
2. uetu’ ont la méme longueur, les mémes variables libres et les mémes occurrences de
variables libres.

3. Si une contient pas de A alorsu =u’.

1.1.3.3. Substitution et convention de Barendregt :

1.1.3.3.1. Laconvention de Barendregt :

C’est une convention sur les variables libres d’un terme dans un énoncé mathématique [20].

Il n’existe aucun sous-terme dans lequel une variable apparait a la fois libre et liée.

= On suppose que dans tout théoréme que I’on énonce, on suit la convention de
Barendregt.
= Sil’on a un terme qui ne satisfait pas la convention de Barendregt, on s’y raméne par
I’a-conversion.
Avec la convention de Barendregt, la définition des substitutions devient beaucoup plus

simple.

-10 -
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I. SiM=xalorsM[t/x] = g t

I1. Si M est une variable et M # x alors M[t/ X] = gt M

II. SiM = (AB) alors (AB)[t/Xx] =gt A[t/x]B[t/x]
IV.SiM=(ly.E) etx & FV(M) alors (Ay.E)[t/X] =gt Ay.E

V. SiM=(ly .E)ety & FV(t)alors (ly .E)[t/X] =gt Ay. (E[t/X])

1.1.34. Lap-réduction

Le mécanisme le plus important du lambda-calcul est appelé la béta-réduction.
C’est le mécanisme qui permet d’évaluer une fonction Ax.M appliquée a un certain argument

N.
Un A -terme de la forme “( x.M) N” est appelé B_redex®, il lui correspond le B_contractum

M [N /x].

Une étape de calcul a l'intérieur d'un terme t, consiste a choisir un redex arbitraire et a le
remplacer par son réduit.

On écrit t —po U si U est obtenu a partir de t en effectuant une étape de réduction.

Cette relation est définie comme suit :

[1]. ((Ax.t)u) —po t[u/x].

[2]. Sit —p0 U alors (tv) —>p50 (uv).
[38]. Sit —p u alors (vt) —p (vu).
[4]. Sit —p u alors Ax.t —p Ax.u.

La relation t —g+ u (t se B-réduit sur u) est définie comme la fermeture reflexive-transitive

de la relation — o, C'est-a-dire comme la plus petite relation telle que :

[1]. Sit—pgu alorst —su,
[2]. t—pt,

[3]. Sit—puetu—pv alorst—p«v.

La relation t =g u (t est B-equivalent a u) est définie comme la fermeture réflexive-
symétrique —transitive de la relation —po, c'est-a-dire comme la plus petite relation telle que:

! Le mot redex veut dire en anglais redex expression

-11 -
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[1]. sit—poualorst=gu,
[2] t:B t,
[3]. sit=gualorsu=gt,

[4]. sit=guetu=gvalorst=gv.

Exemple 1.4:
- (AX X Y)N — go (X(xy)) [N/ x] = N(Ny).
- (AxY)N—p YIN/X]=y.
- (AxXX)(AYYIN—p (XX)N[Ly.y/x]
= (Ayy) (LyyN
—p YN[AYY/Y]
=(AyyN
— o YIN/Y]
= N

1.1.35. Bn-réduction:

On appelle n-redex un A -terme de la forme “A X.Mx” ou x € FV(M). Son contractum est

M. La n -réduction est I'extension de la Ap -réduction obtenue en introduisant I'axiome (n):

M) AX MX — M x €FV(M).

1.1.4. Normalisation

Un A-terme X qui ne contient aucun B-redex est dit en p-forme normale (B-fn).
Si M se B-réduit a N et N est en -forme normale alors N est appelé la -forme normale de M.
La question de savoir quels sous-termes réduire en premier n'est pas forcément évidente :
quand on veut réduire « mécaniquement » les sous-termes au lieu de le faire a la main (par
exemple si I'on code un interprete ou compilateur pour un A-calcul ou langage deérive), il faut
choisir une procédure décidant du sous-terme a réduire le premier. On appelle ces procédures
des stratégies de réduction. Le choix de la stratégie de réduction peut étre trés important

dans un langage de programmation.?

2 Pour plus de détail consulter la section 1.5 « stratégies de réduction » du chapitre 1.

-12 -
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Définition 1.7 :
= Un terme u est fortement normalisable si et seulement si toutes les réductions
partant de u sont finies.
= Un terme u est faiblement normalisable si et seulement si au moins une réduction

partant de u est finie.

Exemple 1.5:
= Posons 4 = Ax.xx, Q = (Ax.xx)(/x.xx) = AA.

Le lambda terme Q n'est non seulement pas fortement normalisable, il n'est méme pas

faiblement normalisable, car sa réduction boucle indéfiniment sur elle-méme.

(7x.xx) (Ax.xx) — (Ax.xx)(Ax.xx).

»  (x.x)((Ly.y)z) est un lambda-terme fortement normalisable et sa forme normale est z.

»  (Jx.y)(44) est normalisable et sa forme normale est y, mais il n'est pas fortement
normalisable car la réduction du terme (4x.y)(44) peut aboutir au terme y mais aussi au
terme (Ax.y)(44).

" (Axxxx) (Ax.xxx) = (Ax.xxx) (Ax.xxx) (Ax.xxx) —  (Ax.xxx) (Ax.xxx)(Ax.xxx) (Ax.xxx) —
... crée des termes de plus en plus grand.

Tous les termes fortement normalisables sont faiblement normalisables, mais le contraire n'est

pas vrai.

1.1.5. Confluence

Church et Rosser(1936), ont énoncé la confluence dul -calcul muni de la B-réduction, c'est-
a-dire que pour deux réductions issues d'uri. -terme t quelconque atteignant des termes u et
v, on peut toujours trouver un A -terme w ou elles se rejoignent. L’importance de ce résultat
de confluence vient de deux conséquences fondamentales de ce théoréme. En effet, la
confluence assurant que si un terme posséde une forme normale, celle-ci est unique, il
entraine que :

= lathéorie de la B-équivalence est consistante ;
= la notion de forme normale peut étre prise comme notion de valeur dans les versions

opérationnelle du A -calcul.

-13 -
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1.1.5.1. Diverses notions de confluence

Définition 1.8 (Confluence, confluence locale (ou faible), confluence forte) :
Soit R une relation binaire sur un ensemble A. On deéfinit les notions suivantes :
» R est confluente si pour touta, b,c € A; aR*b & aR*c
=> |lexisted € A; bR*d & cR*d;
= R est localement confluente si pour touta,b,c€ A; aRb&aRc
=> llexistede A;bR*d & cR*d;
= R est fortement confluente si pour touta, b,c € A; aRb&aRc
=> ilexisted e A;bRd&cRd.

On désignera par R* la fermeture réflexive-transitive de la relation R.

1.1.5.2. Larelation entre les différentes formes de confluence

On désignera respectivement par CR, WCR et SCR les propriétés de confluence, confluence
locale et la confluence forte.

On a la chaine d'implications suivante : SCR = CR = WCR

1.1.5.3. Le théoréme de Church-Rosser et ses conséquences
La pB-réduction est confluente c'est-a-dire pour tout A-termes u Vq Vo, Si U —pg« Vi €t U —p+ Vo
alors il existe un A-terme w tel que vy —p« W et vo —p« W.

On utilisera pour écrire ce théoréeme la notation diagrammatique plus parlante:

B B
V1 S , 2
N ’
\\ 7
N ,’ "
B o, B
R
W

Ou les lignes pleines indiquent des réductions universellement quantifiees, et les lignes

pointillées des réductions dont I'existence est affirmée.

Corollaire 1: Si M a une forme normale, celle-ci est unique.

Corollaire 2 : SiM =N, alors il existe P tel que M — g« P et N — g« P.

-14 -
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1.2. Lambda-calcul simplement typé :

Remarquons qu’avec la définition de lap -réduction, définie sur les expressions du lambda-
calcul pur, il est possible d’appliquer un terme a un terme quelconque, ce qui peut aboutir a
des résultats inconsistants. Pour éviter quelques anomalies de cette application, le lambda-
calcul typé peut intervenir [13]. Typer un lambda-terme revient a déterminer son type dans le
but de vérifier s’il est correct et dans quel contexte I’utiliser, et aussi pour assurer la
terminaison du calcul. Ce phénomene permet de restreindre les expressions du langage a une
classe particuliére de fonctions.

Par exemple I’expression du lambda-calcul simplement typé suivante :
A(fi—=1) Ax:i0).(fx)

ou i est un type arbitraire. Cette expression dénote la fonction qui prend en argument «f »
(une valeur fonctionnelle) de type «i — i» et x de type «i», et retourne le résultat de
I’application « fx ».

Le A-calcul simplement typé est un formalisme fortement lié & la déduction naturelle.® Avec
une telle interpréetation les termes du A-calcul représentent les dérivations de la déduction
naturelle ; c’est-a-dire a chaque nceud, de I’arbre de dérivation, correspond uk -terme et les
types des A-termes representent les formules de la déduction naturelle.

1.2.1. Syntaxe :

Considérons un langage dont les termes contiennent des informations de type. Plus
précisément, le type d’un paramétre sera défini lors de la construction d’une abstraction. Il
s’agit d’une représentation du lambda-calcul simplement typé dite représentation a la
Church. 1l est possible de garder les mémes termes du lambda-calcul pur (aucune information
de type dans les termes), cette représentation est dite a la Curry.

Les types considérés sont un type de base Var et les types fonctionnels : z— 77 (types

des fonctions dont le parametre est de type zet le résultat de type 7°).

T:=1|T->T
La fleche est associative a droite : ainsi I’expression de type Ty » T, —» T3 selit T; » (T,
- T3)

® Pour plus de détail consulter la section déduction naturelle de chapitre 2.
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La syntaxe des lambda-termes du lambda-calcul simplement typé est définie par la
grammaire suivante :
<Term> — X:@a
| AX :a.<Term>

|<Term> <Term>

1.2.2. Systéme de type:

Un systeme de type est composé d’un langage de type et d’un ensemble de réegles de
typage. Le langage de type a déja été donné et les informations de type relatives aux variables
non liés des expressions sont maintenues dans un environnement de typage.

Un environnement de typage peut étre vu comme une fonction partielle des variables vers
des types qui associe a une variable son type.

Les regles de typage décrivent pour chaque construction du langage, les conditions qui
permettront de confirmer que cette construction est bien typée : par exemple la construction
de type « MN » est bien typée si I’expression « M » est bien typée et a le type fonctionnel de
la forme « T — T’ » et si « N » est aussi bien typé et de type « T ». Le prédicat « Est Bien
Typé » est défini inductivement en fonction de I’environnement de typage, le lambda-terme

et le type de ce dernier. Les séquents de typage sont indiqués dans la figure suivante :

(VAR) T F X:oa

ru{x:a}-M:p

(ABS)
''EXxM:a-
'-M:a—-f T'EFN:a
(APP) TFMN:p

Figure 1-1 : les régles de typage

I' + x:adésigne le type associé a la variable x dans I’environnement I

I' U {x: a} pour étendre un environnement avec une nouvelle hypothése.

-16 -
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L’écriture T' M : o indique que le lambda terme « M » a le type a relativement a

I’environnement I'.

Un terme M a le type o dans I’environnement I, si le séquent I' = M : a est dérivable dans

le systeme formel formé par les trois regles de typage.

Exemple 1.6 :
Le terme Ax :a.x est bien type, il a le type « a — a » dans I’environnement vide. En effet

on peut construire I’arbre de dérivation suivant :

X:a)FX:a

FAXx:ox):0—a

De méme le terme « Ax :i.Af :i— i— i.fxx » est un terme bien typé de type :

«i = —=i=)=i»

x:i)f:ioioi)rfiinioi, xi)fiioi—oi)F X LX) (i i) Fx

x)(f:i—oi—i) )i —i

x:)(F:i—oi—i) (X))

xXNVFAf: i -i—=ifxXxX):(i—=i—i)—=i

Ax A0 — 0 — LX) — i — )=

En revanche, il est impossible de construire une dérivation permettant de montrer que le

terme «Ax :a.xx » est bien typé (quelque soit le type o).

1.2.3. Normalisation forte :
La normalisation forte d’un terme est la propriété qui affirme que le processus de réduction
se termine. Cette propriété est satisfaite dans les calculs de substitutions explicites pour les

termes typables.

-17 -
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Pour réduire les termes nous conservons les mémes régles de Béta-réductions. Le calcul
reste confluent. Si on restreint aux termes bien typés, la terminaison du calcul est assurée.

Si un terme est bien typé, alors il admet une forme normale et une seule [13].

1.3. Extension de lambda-calcul :

L’utilisation du paradigme type as formula, pour interpréter la logique est limité a la logique
propositionnel. Dans le but d’interpréter les logiques d’ordre supérieur des extensions pour le
lambda-calcul typé sont définies. Parmi ces extensions nous présenterons dans ce qui suit le

systeme polymorphique du second ordre A2 et le calcul des constructions inductives.

1.3.1. Le systéeme polymorphique du second ordre A2 :

Il s’agit d’une extension du systéme de Curry introduite par Girard et Reynolds . Il est
défini comme suit :

1. L’alphabet de ce systeme est defini par deux ensembles :

= propvars = ensemble des variables propositionnelles

= termvars = ensemble des variables de termes.

2. Lasyntaxe formelle des expressions de A2 est définit par la grammaire suivante :

<proposition> ::= <propvars> |
(<proposition> — <proposition>) |

(V <propvars>) <proposition>

<term> = <termvars> |
(<term> <term>) |
<term>{<proosition>} |
(A<termvars> : <proposition> . <term>) |

(A<propvars>. <term>)

<formule> = <term> : <proposition>

Figure 1-2 : Syntaxe formelle du systéme 2.

* Pour plus de détaille consulter le chapitre 16 du [15].
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3. Axiome : aucun.

4. Les regles d’assignation de type dans le systeme A2 est données par le tableau suivant :

Introduction

Elimination

'EM:A,TEFN:A—>B

rx:A)-M:B
- IEax - AM : A—B I'FMN:B
M:A I'=M:vpA(p)
1
FAP:M : (Vp) A '+ M{B} : A[B/p]

Condition : x n’est pas libre dans aucune hypothese non déchargée

Figure 1-3 : Regles d’inférence du systeme A2

Soit par exemple le terme Dag =Ax: ALy :B2Az: A - (B - p). z x y défini en fonction

de deux propositions A, B. Le terme

propositions A et B donne la valeur Dag.

D = Ap Aq.Dag est la fonction appliquée aux

Mais si nous voulons définir une fonction f telle

que f {A}HB} = A A B, nous nous heurterons aux limites de la syntaxe du langage du

systeme A2. Le terme AAB = V p((A - (B — p)) — p) appartient au systeme A2 mais le

terme Au. Av.Vp ((u — (v — p)) — p) ne peut étre engendré par la grammaire du langage.

Cette difficulté est contournée en introduisant la possibilite de quantifier sur le domaine des

propositions. Ceci est possible dans le calcul des constructions.

1.3.2. Le calcul des constructions :

1. La syntaxe formelle des expressions de ce systeme est définit par la grammaire

suivante :
<term> =

<formule> ::= <term> : <term> | <term>: Type

<var> |

Prop |

(<term> <term>) |

A <var>: <term>.<term> |
(V <var> : <term>) <term>

Figure 1-4 : Syntaxe formelle du calcul des constructions
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2. Axiome : Prop : Type.
3. Lesregles de construction des types pour cette extension sont comme suit :

Ix:aFB:Prop I' a :Prop (P V1) ILx:akp:Prop I' Fa:Type (P V2)

(V x :a)B : Prop (V X :a)p : Prop

I,x:0FpB:Type T Fo :Prop TV [x:akP:Type I'a:Type  (y

(V X :0)B : Type (Vx:a)B : Type

Condition : x n’est pas libre dans a et dans aucune hypothése non déchargée.

4. Les regles d’assignation de type pour cette extension sont comme suit :

Introduction Elimination

I'x:a -M:B Tk a:Prop
(VP)

I' - Ax:o.M: (V X:a)B '-N:a TFM:(VX:0)p

v Ix:a FM:B T'+aType I' =M N : B[N/x]

(V)

I' - Ax:aM: (V X:0)p

Condition : x n’est pas libre dans a et dans aucune hypothése non déchargée.

Figure 1-5 : Regles d’assignation des types dans le calcul des constructions

1.4. Programmation en A-calcul

1.4.1. Codage de données simples

Tel quel, le A- calcul a I'air d'étre un langage théorique d'étude des applications de fonctions.
Il semble difficile d'y programmer (ou plutdt d'y décrire des programmes) concrétement, du
fait du manque d'opérations primitives. Il n'y a méme pas de symboles de constantes !

Quand on étudie un langage particulier, il arrive d'étendre le A-calcul de base avec de

nouvelles constructions, ou des opérations et des constantes supplémentaires.
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Cependant, le langage donné suffit en fait a construire la plupart des objets « classiques »
des langages de programmation : il s'agit de représenter des concepts (ici, des structures de
données : booléens, entiers naturels, etc.) sous forme de A -termes. On parle de codage ; les

codages présentés portent le nom général de church encoding.

1.4.2. Booléens

Pour commencer a représenter des programmes en lambda-calcul, on aimerait disposer
d'une instruction conditionnelle. On voudrait encoder une structure de la forme (IF p THEN a
ELSE b), qui vaut a si le booléen p est vérifie, et b sinon. Il s'agit de choisir une représentation
des booléens en A -calcul qui rende cette forme naturelle (et qui existe !).

L'idée la plus naturelle est d'utiliser une application de fonctions. On voudrait pouvoir
écrire ce test tout simplement p a b, ce qui revient a représenter les deux valeurs booléennes,

« vrai » et « faux », par des fonctions a deux arguments.

vrai:=41ab.a
faux:=1ab.b

Cet encodage permet effectivement de représenter les booléens. On peut alors écrire avec
les fonctions booléennes usuelles. La forme (si p a b), équivalente a
(IF p THEN a ELSE b), est par construction particulierement simple.
si:=Apab.pab
On peut aussi représenter la disjonction, la conjonction et la négation.
et:=1p.4q.pqfaux
ou:=ip.AqQ.pvraiq
non:=ip.Ala.Ab.pba
Il faut noter que cet encodage n'est pas unique : on pourrait par exemple inverser les

définitions de vrai et faux, et on pourrait toujours definir ces opérations (il suffirait d'inverser

« et » et « ou », ainsi que si et non).
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1.4.3. Entiers

On peut aussi représenter les entiers naturels. L'idée sous-jacente est de représenter I'entier n

par I'opération d'itération n fois d'une fonction : f —(x —f"(x))

0:=Afx. X
1:=21fx fx
2 := 1 1x. f(fx)

Plus géneralement, on peut définir une fonction succ qui prend en parametre le code d'un

entier, et renvoie le code de son successeur.

succ := A n. Afx. f(nfx)

Enfin, on peut coder un prédicat iszero qui renvoie vrai si I'entier fourni est nul, et faux
sinon. Il suffit d'itérer n fois la fonction qui renvoie toujours faux, en lui donnant vrai comme
valeur initiale : si n > 0, la fonction sera appliquée et renverra faux, sinon f " est I'identité et
renvoie vrai.

iszero := A n. n (4 x. faux) vrai

Enfin, on peut coder facilement diverses fonctions numériques usuelles.

plus:=2Anmifx.nf(mfx)

mult:=2nm.Af.n(mf)

Pour des raisons de lisibilité, on notera (a+b) et (a x b) au lieu de (plus a b) et (mult a b)

respectivement, mais cela reste des termes du A-calcul pur.

1.4.4. Paires

Enfin, on voudrait pouvoir représenter des couples de A-termes. On sait déja représenter des
entiers, donc on pourrait imaginer d'implémenter l'usuelle bijection de N? vers N, pour
représenter un couple d'entier par un simple entier. Pour généraliser a tout A-terme, il suffit
de choisir un Godel-codage sur les A —termes pour les représenter par des entiers. Cependant,

il faudrait alors pouvoir reconstruire le lambda-terme correspondant a son Godel-codage, soit
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en substance implémenter un méta-évaluateur (de A-calcul en A-calcul). Pour commencer, on
ne sait méme pas coder la fonction pred (qui a 0 associe 0, et a n associe n - 1).
Il existe une solution beaucoup plus simple et naturelle. Il suffit de représenter les couples

comme une application partielle attendant les deux membres du couple comme arguments :

pair :=Axy.Af.fxy

(pair a b) construira donc un A-terme qui prend en parametre une fonction f et I'applique aux
deux éléments du couple. En particulier, si I'on veut obtenir I'un des deux éléments, il suffit de
lui passer une fonction de sélecteur qui renvoie soit le premier, soit le second de ses

arguments. Par chance, nous avons déja rencontré ces fonctions, ce sont les booléens.

fst :=Ap. pvrai
snd := /1 p. p faux

Pour des raisons de lisibilité, on notera (a, b) au lieu de (pair a b).
Il devient alors possible de coder plutot simplement la fonction pred. L'idée est d'associer par
itérations un couple valant (pred n, n) a I'entier n : pour 0 il suffit de donner (0, 0), et ensuite
d'itérer n fois I'opération (a, b) — (b, b + 1).

succpair := A p. ((A n (n, succ n))(snd p))
pred := An. fst (n succpair (0, 0))

On peut aussi généraliser le codage des couples a des dimensions supérieures.
Pour n entier, on peut représenter le constructeur de n-uplet (couple a n membres) et les

projections.

prodn :==Af. AX. .. Xn X1 ... Xy

proji" :=Ap.p(Axl...X,. X)

1.4.5. Récursion :

1.4.5.1. Fonctions récursives primitives

Gréce au codage de Church des entiers naturels, on peut définir une notion de calculabilité

des fonctions de N dans N selon le A-calcul : une fonction f* : N> N est A-calculable s'il
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existe un A-terme f tel que pour tout entier naturel n” de code n, le résultat de I'évaluation (par
B réductions successives) du terme (f n) est le codage de I'entier f* (n’).

Les fonctions récursives primitives sont A-calculables : on sait représenter les fonctions
constantes, n-uplets, et projections. Il est clair que I'on peut écrire les projections de fonctions
(pour les fonctions d'arité 1, fo g= A x. f (g x)). Il reste a prouver que I'on peut représenter en

A-calcul la fonction h, définie par recursion primitive a partir de deux fonctions fet g :

h(0, X1, ..., Xn) = f(X1, ..., Xp)

h(n+lyxl,---,Xn):g(h(nyxly---yxn),xl,---,xn)

Nous traiterons le cas des fonctions d'arité 1, la généralisation ne posant pas de difficulté. Si
le terme c représente une constante entiere (ou fonction d'arité 0), et g une fonction NxN — N
A-calculable, on voudrait un A-terme h vérifiant
h(0) =ceth (n+ 1) =f(h(n), n).

Si on avait h (n + 1) = f(h(n)), il s'agirait en fait de I'itérée de la fonction h, que l'on peut
représenter facilement en A -calcul. Il manque cependant le paramétre n supplémentaire. On
va utiliser la méme méthode que pour pred :

On transmet le couple (h(n), n) a la fonction itérée.

succf := A p. p(A x n. (f x n. succ n))
h:=/n.fst (n (c, 1) succf)

1.4.5.2. Combinateur de point fixe

On voudrait maintenant pouvoir définir des fonctions récursives. L'exemple le plus courant

est la fonction factorielle :
fac ?= A n. (iszero n 1 (n x fac(pred n))))

Une telle définition ne serait pas correcte puisqu'elle utilise le terme fac qui n'est pas défini.
On peut la modifier légerement pour remplacer l'appel récursif de fac par I'appel d'une
fonction f passée en paramétre.

fac' :=Afn. (iszeron 1 (n x f(pred n)))

Cette fonction fac' n'est pas la factorielle : pour obtenir une factorielle, il faudrait I'appeler
en lui donnant « elle-méme » en argument :
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fac = fac'(fac) = fac'(fac'(fac)) =. . .

Autrement dit, on cherche le point fixe de I'opératior-f fac' f. Plus généralement, on
voudrait (afin de pouvoir écrire toute fonction récursive, et pas seulement fac) disposer d’un

combinateur de point fixe, c'est-a-dire un A-terme vérifiant I'équation suivante :

Y () =1(Y ()
Il se trouve qu'il est possible de définir ce terme en A-calcul.

auto := A X. x X
Y := A f. auto (4 x. f(auto x))

Le terme verifie bien I'équation demandee :

Y (f) = (A f. auto (4 x. f(auto x)))f
=g auto (4 x. f(auto x))
=4 f (auto (4 x. f(auto x)))
=f(v ()
On peut alors définir fac.
fac := Y (fac’)

Il est en fait possible de définir fac plus simplement, comme une fonction récursive primitive.

Conclusion Nous constatons que le A-calcul posséde un pouvoir expressif qui lui permet de

représenter tout les objets nécessaire pour un langage de programmation fonctionnel.

1.5.  Stratégies de réduction

On a vu qu'un A-terme pouvait contenir plusieurs redex. Si I'on vu calculer la forme normale
d'un terme u (si elle existe), on va pouvoir I'obtenir en choisissant un redex dans u, en le
contractant, et en répétant le processus jusqu'a ce gqu'il n'y ait plus de redex. 1l y a donc deux
problémes a résoudre [18].

= Si un terme possede une forme normale, existe-t-il une stratégie de dérivation qui y

ameéne a coup sar?
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= Parmi toutes les dérivations menant a la forme normale, y en a-t-il de meilleures?

(Que veut d’ailleurs dire “meilleure™?).

Exemple 1.7
SoitA=Ax. xxetl=4yy
Examinons les deux dérivations suivantes:
A(IX) —p Ax —p XX
A(IX) =5 (IX)(IX) =5 xX(I1X)—=p XX
La premiére dérivation qui réduit d’abord les radicaux les plus internes (les plus profonds
dans I’arbre) est donc plus courte que la dérivation réduisant d’abord le plus externe.

Considérons ensuite les dérivations suivantes:
AXXD)AY. (A (2)) =20 (A XXI) (AY.(y2)(y2)) = (A y.(y2)(y2)) | =5 (12)(12) — z z.

AXXD)AY.(A (v2) =pAY.AG2) —pA(12) 52Az >z z
La dérivation réduisant toujours le radical le plus interne est cette fois plus longue que la

seconde dérivation. Trouver une stratégie optimale n’a donc rien d’évident.

1.5.1. Stratégies internes

Prenons le cas d'un langage de programmation usuel, comme OCaml ou Pascal ou C. Dans
ces langages, un terme de la forme « u v » (noté u(v) en Pascal ou en C) s'évalue typiquement
en calculant d'abord la valeur f de u, qui doit étre une fonction, puis en calculant la valeur a de
v, puis en appliquant f a a. (En genéral, u est un identificateur qui dénote déja une fonction,
sans qu'on ait a calculer quelle fonction c'est exactement.)

Remis dans un cadre A-calculatoire, on peut dire qu'on a d'abord réduit les redex de u, puis
quand il n'y en a plus eu, on a réduit les redex de v, enfin on regarde ce qu'est devenu u, et s'il
est devenu un terme de la forme « A x . t », on applique cette derniére fonction a v pour donner
t [v/x], et on continue.

Ce genre de stratégie est appelée une stratégie interne (innermost en anglais), parce qu'elle
réduit d'abord les redex les plus a l'intérieur des termes d'abord. La stratégie particuliere
présentée préfere de plus les redex de gauche a ceux de droite: elle ne réduit les redex de

droite que quand il n'y en a plus a gauche. Il s'agit d'une stratégie interne gauche. Une
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stratégie interne droite est évidemment envisageable, et se rapprocherait de la sémantique

d’OCaml. Un petit test qui le montre est de taper:

leta =ref0;;

letfxy=();;

f(a:=1) (a:=2);;

a;;

qui crée une référence (une cellule de valeur modifiable par effet de bord), puis une fonction
bidon f qui ignore ses deux arguments. Ensuite on calcule f appliquée a deux arguments qui
affectent respectivement 1 et 2 a a.

Le langage étant sequentiel, la valeur finale de a permettra de savoir lequel des arguments a
été évalué en dernier. En OCaml, la réponse est 1, montrant que c'est I'argument de gauche
qui a été évalué en dernier.

Evidemment, en A-calcul on n'a pas d'affectations, et le fait qu'une stratégie interne soit

gauche ou droite ne change rien au résultat final.

1.5.2. Stratégies externes

On peut aussi décider d'utiliser une stratégie externe, qui réduit les redex les plus externes
d'abord. Autrement dit, une stratégie interne réduit (A x . u) v en normalisant A X .u vers A X.
u0, en normalisant v vers v0, puis en réduisant uO[ v0O / x ], par contre une stratégie externe
commence par contracter (A X. u)v en u[ v/ x], qu'il réduit a son tour.

En fait, le A-calcul pur est une sorte de langage-machine. Il est utilisable notamment pour
modéliser des phénomenes de compilation. Mais il permet de simuler a bas niveau les types
avec les opérations usuelles. Pour raisonner & plus haut niveau, on cherche a typer les A -
termes, ce qui permet d’ailleurs d’éliminer des termes comme A dont la sémantique n’a rien
d’intuitif,

1.6. Logique combinatoire :

La logique combinatoire est une notation introduite par Moses Schonfinkel et Haskell
Curry pour supprimer le besoin de variables en mathématiques, pour formaliser
rigoureusement la notion de fonction et pour minimiser le nombre d'opérateurs nécessaires
pour définir le calcul des prédicats a la suite de Henry M. Sheffer. Plus récemment elle a été
utilisée en informatique comme modele théorique de calcul et comme base pour la conception

de langages de programmation fonctionnels.

-27 -

——
| —


http://fr.wikipedia.org/wiki/Moses_Sch%C3%B6nfinkel�
http://fr.wikipedia.org/wiki/Haskell_Curry�
http://fr.wikipedia.org/wiki/Haskell_Curry�
http://fr.wikipedia.org/wiki/Haskell_Curry�
http://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques�
http://fr.wikipedia.org/wiki/Henry_M._Sheffer�
http://fr.wikipedia.org/wiki/Programmation_fonctionnelle�

Chapitre | Théorie Du Lambda-Calcul

Le concept de base de la logique combinatoire est celui de combinateur qui est une
fonction d'ordre supérieur; elle utilise uniquement [I'application de fonctions et
éventuellement d'autres combinateurs pour définir de nouvelles fonctions d'ordre supérieur.
Elle a des liens tres forts avec le lambda calcul et avec lalogique intuitionniste grace a

la correspondance de Curry-Howard [17].

1.6.1. Réduction faible :

L'alphabet de la logique combinatoire (CL) se compose:

= Unensemble de variables x, v, z, ...

= Des constantes S, K, | appelées combinateurs de base.
A partir des variables et des combinateurs de base S, K et | les termes de CL (CLtermes) sont
définis inductivement par:

» K, S, | et chaque variable est un CL-terme

= si XetY sontdes CL-termes alors (XY) est un CL-terme.

Chaque occurrence d'un CL-terme de la forme KUV, SUVW et IU est appelée redex faible
(w-redex). Contracter un CL-terme est I'action de remplacer dans ce CL-terme un
redex KUV, SUVW ou U respectivement par son contractum U, UV(VW) ou U. Une suite
de contractions de ce type est appelée réduction faible. Si cette suite est finie et qu'elle
permet a partir d'un CL-terme M d'obtenir un CL-terme N, nous dirons que M se réduit
faiblement a N, et nous le notons

M—. N

Définition 1.8 : La réduction faible — est définie par les axiomes et régles suivants :

(S) SXYZ —w XZ(YZ)

(K) KXY —u X

M X —w X

(P) X —w X

W X > Y = ZX — ZY
V) X -wY=>XZ — YZ
(r) X

—>w YetY - Z = X > Z
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On appellera longueur d'une réduction le nombre d'applications daxiomes et de régles
utilisés dans cette réduction.
Les CL-termes de la forme S, K, I, SUV, KU, SU sont appelés des termes fonctionnels (fnl).
Un CL-terme ne contenant aucun w-redex est dit sous forme normale faible (w-fn).
De méme que pour le lambda-calcul, le théoréeme suivant entraine l'unicité de la forme

normale faible, quand elle existe.

Théoreme 1. Les propriétés de Church Rosser sont satisfaites pour CLw.

1.6.2. Abstraction :

On peut introduire dans CL I'analogue de l'abstraction de lambda-calcul. En effet, pour
chaque CL-terme X on peut trouver un CL-terme X qui ne contient pas la variable x et tel
que:

XX —ew X
Ces CL-termes X sont construits & partir des combinateurs S, K, | et du CL-terme X & l'aide

d'algorithmes dits d'abstraction. On donne un exemple de deux algorithmes d’abstraction :

Algorithme d'abstraction (abcgf)

a) [X]gM =1siM =x

b) [X]gM = KM six n’appartient pasa M

) [x]gM x = M si M fonctionnel et x n’appartient pasa M
f) [x]gM N = S([x] g M) ([X] g N) si non.

Algorithme d'abstraction (abcyf)

a) [X]aM =1siM =x

b) [X]yM = KM six n’appartient pas a M

) [X]sM x = M si M fonctionnel et x n’appartient pasa M
f) [X]nM N = S([x] g M) ([X] g N) si non.
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1.6.3. Cpn-réduction et extensionalité.

La notion de réduction forte a été introduite dans la logique combinatoire comme I'analogue
de la ABn-réduction dans le lambda-calcul. L'équivalence entre les deux théories CL et
A-calcul a suggeré la definition de la Cpn-réduction. Cette derniére est obtenue en ajoutant

dans la définition de la réduction faible la régle (&n):

X —=w Y= [XInX —w [XInY

Théoreme 2 : Un CL-terme X est dit en cfn-forme normale ssi :
= X =aouaestune variable quelconque ou
= X =aXl1..Xnoua est une variable et Xi est un CL-terme en cfn-forme normale

(I<=i<=n)ou
= X = [XInYouY estun CL-terme en cfn-forme normale.

Théoréme 3 : Les propriétés de Church Rosser sont satisfaites pour —yy et —¢gn.

1.7. La logique combinatoire illative :

La logique combinatoire et le lambda-calcul sont des théories analysent successivement la
notion de calcul effective. Cependant les fondateurs originaux de ces deux théories Curry et
Church ont toujours comme but de fournir une base pour la logique et les mathématiques.
Malheureusement Kleene et Rosser (1935) ont montré que le lambda calcul et la logique
combinatoire étendus sans restriction par les regles d’introduction et d’élimination
d’implication sont inconsistants. Ce qui a conduit Curry a chercher de définir un nouveau
systeme vérifiant la propriété de consistance appelé « la logique combinatoire illative (ICL). »
La logique combinatoire illative c’est la logique combinatoire (ou lambda-calcul) étendue par

des constantes supplémentaires et un ensemble d’axiomes et regles de dérivation [10].
1.7.1. Le systeme ICL | de Curry :

Nous présentons le systéeme de la logique combinatoire illative I, c’est le premier et le plus

simple systéeme ICL.
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I.  L’ensemble des termes de systeme | est défini comme suit :

T=V|E|TT|AV.T

Avec V est ’ensemble des variables et = est une constante. Alors I’ensemble des termes

de systeme I c’est I’ensemble des termes de lambda-calcul pur étendu par la constante Z.

Il.  La Bn-réduction est donnée par les régles de contraction suivantes :

Ox.M)N — MINK]
JxMXx — Msix & FV(M)

I1l.  Un jugement de systeme | est un élément de T et un contexte est un ensemble de

termes.
IV.  Soit I' un contexte et X un jugement, on dit que X est dérivable a partir de I', noté I' |

X, si I' +X peut étre produit par le systeme de déduction naturelle suivant :

(@) XEI = IFX

(b) 7FX,X=Y = 7 FY,

(© I FEXY, I FXZ = I }FYZ

d) Z;Xx FYx, x€ EV(/ X, Y) = 7 FEXY.

Remarque 1.9:

a) La pn-réduction et la fn-convertibilité sont notées respectivement par - et =.
b) Le terme XZ est interprété par ‘Z € X’ ou ‘Z satisfait le prédicat X’.
c) Leterme E X Y est interprété par ‘X € Y’ ou ‘ (Vx € X) Y x’.

Définition 1.9 : Soient X, Y € T, on peut écrire :

i) XoY=5K X)KY),
i) Vx€XY=EXAuY).

Les dérivations suivantes sont des consequences directes de la définition du systéme I.

@ 7/FXDY, I FX =7 FY.
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(b) ;X FY =7 FXDY.
© "'FYu€X Y I'FXt=/FY[t].
(d) Z,XuFY,ug FV(/ X) =/ FVYu€XyY.

Maintenant, il est possible d’interpréter les fragment { o, V} de la logique des prédicats de
premier ordre dans systéme |. Par exemple la formule « (V x € A, Rx DRX) « est traduit dans
le systeme | par « 2 A (A x. (K (R X))(K (R x))) » (avec K = A p q. p) et elle est prouvable
dans le systeme I. Malheureusement cette interprétation n’est pas compléte car le systeme |
est inconsistant (c.-a-d. toute formule est dérivable dans le systéme | a partir d’un contexte
vide).

Soient X et Y deux termes de systéme I telque Y = (L y. (yy 2 X)) (A y.(y y 2 X)), alors

Y = Y D X. Les régles de dérivation de systéme | montrent que —X de la maniere suivante :

QDY ~Y,

(2 YFY DX carY=Y 25X,
(3) Y ~X, d’apres la regle (a),
(4) FY o X, d’apres la regle (b),
(5) FY,carY oX=Y,

(6) ~X, d’aprés (4) + (5) + (a).

1.7.2. Des systéemes ICL consistants :

Maintenant, nous présentons les quatre systemes ICL IP IF IG IZ tel que ‘IP’ et “IF’

traitent la logique propositionnelle PROP et ‘IG’ et ‘IZ’ traitent la logique des
prédicats PRED.

Soit T = A (E, L) est un ensemble des A-termes étendu par deux constantes = et L
(@) . Les constantes P, F, G, H sont définies de la maniere suivante :

» P=lxy.EK Xx)(KY),
» F=Axyz EX(Y 02),
» G=lxyz.EX(Sy2),
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= H=L oK
AvecK=Apqgp,MoeN=Ax. M(Nx)etS =Apqr.pr(qr).

Le terme P X Y est interprété comme’ X D Y, F X Y est interprété comme ‘Y*. et G X Y
est interprété comme’ Vx € X, Y x’.

Tous les quatre systemes possédent les deux regles de dérivation suivantes :

[1XEr =17 FX;
2.7 FXX=BpY=7TF Y.

Les regles de dérivation spécifiques au systéeme | P sont :

(Pe) [ FXDY, I FX=>7I FY;

(Pi) XY, FHX =7 FXDY;

(PH) X FHY,I FHX =7 FH(X>Y).
Les regles de dérivation spécifiques au systeme | = sont :

(5.) S FEXY, T FXV = I FYV;

(Gi) I, Xx FYX [ FLXxEFV({,XY) = " FEXY;

(EH) 7[,Xx FH(Yx), FLXxEFV(/,XY) = /I FH(EXY).
Les regles de dérivation spécifiques au systeme | F sont :

(F.) I'FFEXYZ/[ XV = I FY(2V);

(F) 5XxFY(Zx), I'F LXxEFV{I,XY,2) = [ FFXYZ;

(F.) ILXxFLY, I FLXxZFV{7,XY) = I rL(FXY).
Les regles de dérivation spécifique au systeme | G sont :

(G.) I FGXYZ I'FXV = I rYV(ZV);

-33-

——
| —



Chapitre | Théorie Du Lambda-Calcul

(G) I XxFYx(Zx), I FLXXEFV({LXY,2Z) = FGXYZ;

(G) I XxFL(Yx), 7 FLXxEFV{/,XY) = /I FL(GXY).
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CHAPITRE II

L’ASSISTANT DE PREUVE
COQ

Introduction

Le développement de programmes sdrs exempts d'erreurs offre aujourd’hui diverses
possibilités d'applications dans le monde industriel. Les méthodes formelles de validation de
programmes ont constituées des approches appropriées pour ce genre de probléeme. Une des
approches qui se révele aussi fructueuse est celle de considérer I'activité de programmer
comme celle de prouver des propriétés. La garantie de sdreté serait donc assurée par la preuve
mathématique de la spécification. La théorie des types, rend possible I’objectif de développer
des programmes a partir de leur preuves [21].

Pour cela, il serait intéressant de présenter un apercu sur la logique constructive et les
concepts de base utilisés dans la mécanisation d’un processus de déduction. Nous nous
intéressons particuliérement a la déduction naturelle et le systéme de preuve Cog. Ainsi on va
donner une idée sur l'interprétation des A-termes comme les preuves et les type assignés a ces
termes comme les formules de la théorie. Cette idée est connue sous le nom « Curry-Howard

isomorphism ».
2.1. Logique constructive et Déduction naturelle :

L’objectif de la logique constructive (appelée souvent logique intuitionniste) n’est pas celui
de savoir si une telle proposition est vraie ou hon, comme dans la logique classique, mais son

intérét est de savoir si une telle proposition posséde ou non une preuve.
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La valeur de verité du calcul propositionnel dans la logique classique peut étre definie a
I’aide des tables de vérité. Dans la logique constructive nous avons besoin d’introduire une
sorte de calcul pour les preuves.

Dans la logique intuitionniste la loi du tiers exclu n’est pas valable, ainsi certaines
démonstrations qui sont valables en logique classique ne le sont pas en logique intuitionniste.
D’une maniére genérale :
= Toute proposition vraie en logique intuitionniste est aussi vraie dans la logique
classique.
= Toute proposition vraie en logique classique peut étre vraie en logique intuitionniste

en ajoutant I’axiome du tiers exclu.

2.1.1. Lasémantique de Heyting et Kolmogorov

Pour donner un sens a cette approche dite constructive, une nouvelle réinterprétation des
connecteurs logiques doivent étre nécessairement introduite.
Pour définir le connecteur de négation on introduit dans le langage l'objet L qui signifie
I'absurde (par exemple 0 = 1). On pose par definition: = A=A — L.
= Une preuve de A A B consiste en preuve de A et une preuve de B. C'est donc une paire
formée de la preuve de A et de la preuve de B.
= Une preuve de A v B consiste en une preuve de A ou en une preuve de B.
= Une preuve de A — B est une construction ¢ qui transforme toute preuve de A en une
preuve de B. Si d prouve A alors (c d) prouve B.
= Une démonstration de ¥ x € A . P (x) est une fonction qui prend en argument un
élément quelconque de A et rend une preuve de P (x). On vait ici le paradigme "les
preuves sont des objets” (proof as object).
= Unepreuvede 7 x& A. P(x)est unepaire < a h >, ou aest un éément particulier
(Letémoin) de A et h une preuve de P (a). Comme pour la digonction, c'est lanotion
intuitionniste de I'existentielle qui est expriméeici : pour prouver une formule existentielle, il
faut exhiber un témoin.
= Une preuve de : = A est donc une construction qui transforme une preuve p de A en

une preuve de L.

34

——
| —



Chapitre Il I’ Assistant De Preuve Coq

2.1.2. Déduction naturelle :

Les systemes de deduction naturelle interviennent pour remeédier aux défauts des systemes
de Hilbert® et offrent une stratégie, a travers les régles de déduction, permettant la
manipulation de I’ensemble d’hypotheses. Le mécanisme de base de la déduction naturelle

peut étre présenté sous des formats différents mais tous sont équivalents.
2.1.2.1. Contextes et jugements :

Un contexte est une liste de formules.

Un jugement est une expression de la forme :

' A

= T estle contexte d’hypothéses.
= | est le symbole de déduction.

= A est une formule qui correspond a la conclusion du jugement.

2.1.2.2. Regles de la déduction naturelle :

Le systeme utilisé pour démontrer une formule a partir d’autres formules est appelé
systeme de dérivation. Un systeme de dérivation est un systéme contenant des régles
d’inférence sur des termes d’un langage, représentées par des déductions d’un ou plusieurs
jugements vers un autre. Les regles, pour la logique du premier ordre, sont classées selon la

symétrie introduction/élimination (figure 2.1).

L’ application de ces regles en série nous permet de dériver des formules et donc faire des

preuves.

Par exemple, si () est une dérivation qui prouve la proposition A, et (t’) est une dérivation

qui prouve la proposition B, alors la dérivation suivante prouve la conjonction A A B :

> Sont les systémes permettant la recherche de théorémes. Une preuve en format de Hilbert est une
suite de propositions, qui sont des axiomes ou des conséquences de propositions précédentes, déduites

par des régles de preuve bien définies.
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A B
(A1)
AAB
La regle d’introduction du connecteur de conjonction (A I) permet de construire, a partir de
deux preuves des formules A et B, la preuve de la conjonction de ces derniers. Dans I’autre

sens les regles (A E;) et (A E) permettent de prouver une des sous formules d’une

conjonction déja prouvée.

Introduction Elimination
A B ) ANB aE) ANB (AEy)
AAB A B
[Al;
A A—B
(= E)
B Cl)] B
A-B
[Ali [B]i
A (v 1y) B (v I2)
AVB AVB AVE ¢ ¢ (VE)
C
[Al;
A - A
(=EB)
BA-B
_2ATP (=) B
-A
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vx A(X) A(t)
A(b)
Alb) an
A
3 x A(X) Ax A(x) @E
C

Figure 2-1 : Regles de la déduction naturelle

La regle d’élimination de la négation a comme conclusion une formule arbitraire : a partir
d’une contradiction, ou on a les preuves d’une formule et de sa négation, nous pouvons
déduire n’importe quelle proposition. Les autres regles s’expliquent d’elle-méme, sauf celle
qui appellent la notation [ ]i (= 1), (= 1) et (v E). Les crochets représentent une hypothese qui
a eté dechargée. Par exemple la regle d’introduction de I’implication (— 1) qui peut étre

interpréte par :
Si (m) est une preuve de B utilisant A comme hypothése, soit si :

A

(1)

Alors nous pouvons deduire a partir de cette preuve une preuve de A — B sans utiliser A
comme hypothése auxiliaire. La notation utilisée pour décharger A est [A]i, ou i est une
étiquette unique (disons un entier) dont nous nous servons pour associer I’inférence de A - B

avec les occurrences de A que nous déchargeons. Déchargeons A ci-dessus :
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[A] 1

1(-1)
A-B

2.1.2.3. Formalisation du processus de dérivation :

Une presentation plus formelle de la déduction naturelle, qui montre a la fois les formules et
I’ensemble des hypothéses auxiliaires, est la déduction naturelle en format des séquents. Avec
cette représentation, au lieu de dériver juste des formules, nous dérivons des séquents de la
forme suivante :

A
Ou T est un ensemble de formules appelé le contexte du séquent (I’ensemble des hypotheses

auxiliaires courantes) et le but est de dériver la formule A.

Définition 2.1 :
Une dérivation en déduction naturelle est un arbre inversé dans les nceuds sont les séquents
connectés par des regles de déduction de la figure 2-2. Les feuilles sont des instances de

I’axiome (AX).

= Une preuve P d’un jugement : I - A est une dérivation en déduction naturelle dont la
racine est décorée par I' - A.

= Nous disons aussi que P est une preuve de A a partir de T

= S’il existe une preuve de I' - A, nous disons que I' + A est prouvable, ou bien que la
proposition A est prouvable a partir de I’environnement T.

= Un théoreme est une formule prouvable a partir d’un ensemble vide d’hypothéses.
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AX
IAFA (A%
Introduction Elimination
I'-A T+B ' AitA A
(A1) Ln e (AE)
'HFAAB ' Ai i=1.2
IA+FB
'-A—B TR
T'FA I'rAvB T, A-FC TI,BF C
vy _LFB (v 1) (VE)
r'-AVB rLAVR r'-C
I AFrB TI,AF--B 'FA T F=A
(= 1) (— E)
F'E=A I'+B
I' v A(X
( ) (Vl) FI—VXA(X) (V E)
I' FV X A(X) T - A(t)
' IxAXx) LA EFC
[ A(®) an (x) () EE)
'F3IxA(X) I'-C

Figure 2-2 : Déduction naturelle en format des séquents

——
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2.2. Théorie des types et I’isomorphisme de Curry-Howard :

Aujourd'hui, on désigne généralement par « théorie des types » un formalisme logique dont
les objets sont des A-termes typés. Il existe plusieurs formalismes rentrant dans cette
catégorie, et ils se distinguent essentiellement par le systéme de types plus ou moins riche des
objets, ainsi que par la logique pour parler de ces objets. On peut citer en particulier la logique
d'ordre supérieur de Church, la Théorie des Types de Martin-Lo6f, la logique du systeme PVS
et le Calcul des Constructions Inductives (CCI)

Les objets de la logique d'ordre supérieur de Church sont les A-termes simplement typés.
Les trois autres formalismes utilisent essentiellement des variantes (ou plutét des fragments)

du langage de programmation ML. IIs se distinguent par leur logique:

= PVS utilise un calcul des prédicats classique, sous forme de calcul des séquents; ses
objets sont un fragment fortement terminant de ML, enrichi par une notion de sous-

type. Les preuves en revanche ne sont pas un objet du formalisme.

= Latheorie des types de Martin-Lof est une logique prédicative. Les preuves sont elles-

mémes des A-termes et I'accent est mis sur la constructivité.

= Le Calcul des Constructions Inductives est lui une extension de la logique d'ordre
supérieur et autorise la quantification imprédicative sur toutes les propositions. Il est a
la base du systeme d’assistance a la preuve Coq développé par I'INRIA [11]. Ce
systeme offre entre autre la possibilité d’extraire d’une preuve constructive en Coq la
fonction correspondante en OCaml. Il extrait conjointement les types et les fonctions
auxiliaires dont a besoin la fonction. dont les variantes implantées par Coq seront

I'objet.

Un point commun essentiel de CCI et de la théorie de Martin-Lof est bien sir qu'ils sont
construits sur lI'isomorphisme de Curry-Howard.
Ainsi I’isomorphisme de Curry-Howard® montre que les démonstrations et les algorithmes

sont deux facettes d'un méme concept et qu'ils peuvent se représenter de maniére uniforme par

® L’isomorphisme de Curry-Howard connu souvent sous le paradigme « type as formula ».
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des A-termes. Pour illustrer cela, nous allons prendre trois régles de déduction logique issues
du systeme de déduction naturelle et les trois regles de typage de lambda calcul simplement

typé correspondantes. Nous constaterons alors la correspondance existant entre les deux

formalismes.
Déduction naturelle lambda calcul smplement typé
T (AX) (x:A)ET
AFA o (Var)
F'ex:A
r -rA—B A I'rM:A—-B TEN:A
(= £) (App)
'-B I'-(MN) :B
LAPE I U{x:A}-M:B
- . .
{xX:A}-M: (ABS)
'-A—B
'-a>xM:A—B

Figure 2-3: L’isomorphisme de Curry Howard

Il est facile de constater la correspondance syntaxique entre les régles de la premiére et de
la deuxiéme colonne. Les propriétés dans la premiére colonne correspondent exactement aux
types dans la deuxiéme colonne. Cette correspondance va méme plus loin. La B-réduction

dans un A-terme correspond a l'opération d'élimination des coupures dans une déduction.
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2.3. Lessystémesdepreuve

Ces derniéres années, le domaine de recherche consacré a I’ automatisation des preuves sur
ordinateur a connu un développement important. Ceci a donné comme résultat |’ apparition de
plusieurs systémes de preuves qui peuvent étre classés en trois catégories :

1. Les erificateurs de preuve (proof-checkers) : dans ces systemes la preuve est
construite par un utilisateur et sa validité est vérifiée par |la machine. Automath [20] et

Mizar [21] sont les systémes | es plus répandus dans cette classe de \eérificateurs.

2. Les démonstrateurs Automatiques : la preuve est effectuée par la machine sans
intervention du programmeur. Leurs domaines d application sont réduits.

3. Les assistants de preuve sont des systemes interactifs dans lesquels I’ utilisateur guide
la démonstration a I’ aide des fonctions appel ées les tactiques dont les parties faciles
sont démontrées automatiquement. Parmi les premiers systémes d’aide a la preuve le
systéme LCF (Logic for Computable Function) [22] de Robin Milner qui introduisit
les notions des tactiques. Pour écrire ces tactiques, Milner introduisit un meta-langage
qui évolua par la suite pour donner naissance aux langages de la famille ML. Les
autres systemes comme HOL [5], PVS [7], Isabelle [29], Lego [26], Alf [25] et Coq
sont basés sur les mémes concepts que ceux de LCF.

24. L’assstant depreuve Coq

Cog est un assistant de preuves permettant |’expression de specifications et le

développement de programmes cohérents avec leur spécification. La premiére implémentation
date de 1984 et fut réalisée en CAML par Gérard Huet et Thierry Cogquand.
Cet outil s'applique alors parfaitement au développement de programmes en lesquels une
confiance absolue est requise: télécommunications, securité des transports, énergie,
cryptologie, etc. Dans ces domaines, le besoin de programmes rigoureusement conformes a
leur specification justifie I’ effort demandé par leur validation [26].

L’intérét de Coqg ne se limite pas au développement de programmes srs.
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Coq est avant tout un systeme permettant de faire des preuves dans une logique tres
expressive, dite d’ ordre supérieur. Ces preuves sont construites de fagon interactive, assistée
par des outils de recherche automatigue de preuves dans des domaines ou cela est possible.
Les domaines d'utilisation de Cog sont trés varies : logique, automates, syntaxe et
semantique des langues naturelles, algorithmique, etc.
On peut aussi le considérer comme un cadre logique permettant |’ axiomatisation de logiques
et le développement interactif de preuves dans ces logiques. Citons par exemple
I'implémentation de systémes de raisonnement dans des logiques modales, temporelles,
logiques de ressources et les systémes de raisonnement sur les programmes impératifs.
Coq fait partie d' une longue tradition de systémes informatiques d’ aide a la démonstration de
théorémes. Citons par exemple les systémes Automath , Ngthm , Isabelle, Lego, HOL, PVS
...etc
Un des points les plus remarquabl es de Coq est 1a possibilité de synthétiser des programmes

certifiés a partir de preuves, et, depuis peu, des modules certifiés.

2.4.1. L elangage de spécification Gallina

Gadlina est le langage dans lequel sont écrit les termes repose sur le CIC [16]. Dans ce
calcul tous les objets ont un type. Il y a des types pour les fonctions (ou les programmes), les
données, les preuves et les types eux-mémes possedent un type. Par exemple, on ne permet
pas la déclaration "pour tout x, P, on doit dire au lieu de cela : "Pour tout x appartenant a 7,
P'. L'expression " xappartenant a 7" est écrite “x:7 ", On dit aussi : "X detype 7".

Pour manipuler I’environnement Coq, on dispose d'un ensemble de commandes qui
permettent la spécification des différents objets. En généa, le langage de commande de

Galinaest défini par la syntaxe décrite par lafigure 2-4.
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Sentence ::= declaration
| definition
| statement
| inductive
| fixpoint
| statement proof

Params ;.= typed_idents ; ... ; typed_idents

declaration 1= Axiom ident : term .
| declaration_keyword params .

declaration_keyword ::= Parameter | Parameters
| Variable | Variables
| Hypothesis | Hypotheses

Definition ::= Definition ident [: term] :=term .
| Local ident [: term] :=term .
Inductive ::= [Mutual] Inductive ind_body with ... with ind_body .
| [Mutual] Colnductive ind_body with ... with ind_body .
ind_body ;= ident [[ params ]] : term := [constructor | ... | constructor]
constructor 2= ident : term
fixpoint ::= Fixpoint fix_body with ... with fix_body .

| CoFixpoint cofix_body with ... with cofix_body .

statement ::= Theorem ident : term .
| Lemma ident : term .
| Definition ident : term .

proof 2= Proof . ... Qed .
| Proof . ... Defined .

Figure 2-4 Langage de commande du Gallina

2411. Lessortes

Les types sont vus comme des termes du langage et alors dewraient appartenir a un autre type.
Le type d'un type est toujours une constante du langage appelé une sorte. Les deux sortes de
base dans |le langage du CIC sont Prop et St Prop est | e type des propositions logiques et St
est le type des spécifications qui inclut les programmes et les ensembles usuels comme les

booléens, les naturdls, et les listes etc.
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Ces sortes eux-mémes peuvent étre manipulées comme des termes ordinaires. Par
conséquent on devrait donner aussi un type aux sortes car la supposition que & de type S
mene a une théorie inconsistante. 1l y'a en plus de St et Prgp une hiérarchie des Type(i) pour
n'importe quel nombre entier /. Nous appelons S |’ ensembl e des sortes défini par
S={Prop, S, Type(i) | I < IN}.

Les sortes ont |es propriétés suivantes: Prop: Type(0) et Type(/): Type(/+1).

Exemple2.1:
1. PropauntypeType:

Coq < Check Prop.
Prop: Type

2. SetestdetypeType -
Coq < Check Set.
Set : Type

3. Typeest detype Type:

Coq < Check Type

Type: Type

24.1.2. Lesconstantes
En plus des sortes, |es autres constantes du langage sont :
e Lesconstantes définies dans |’ environnement.

e Lesconstantes correspondant aux définitions inductives (constructeur, destructeur).

24.13. Lestermes

La notion de terme constitue une catégorie syntaxique trés générale dans le langage de
spécification Galling[16]. Elle correspond a la notion intuitive d'expression bien formée
prenant en compte les régles de construction du langage.

Un terme est un type ou une variable ou une constante de I'environnement. Comme

d'habitude dans le A-calcul, nous combinons des objets en utilisant [|'abstraction et
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I'application. Plus précisement le langage du Calcul des Constructions Inductives est construit

apartir des regles suivantes :

1

L es sorts Set, Prop et Type sont des termes.

2. les constantes de |'environnement sont des termes.
3.
4

. S xest unevariable et 7, Udestermesaors (x:7) Uest unterme. Si xse produit dans

Les variables sont des termes.

U, (x:T) Uest lu "pour tout xdetype 7, U'. Si U dépend de x; on dit que (x:7) U est
un produit dépendant. Si xn’'appartient pasa U alors (x:7) Uest lu"si Taors U".Un
produit non dépendant peut étre écrit: 7— U.

S x est une variable et 7, U sont des termes alors U [7/x] est un terme. C'est une
notation pour S -abstraction.

Si Tet Usont destermesaors (7 U) est un terme. Leterme (7 U) selit " Tappliqué a
U

Latable suivante représente la syntaxe des termes dans le systeme Coq :

term::= ident
| sort
| term-> term

| (tyoed idents; ... ; typed idents) term

|[ /dents:; ... ; idents] term

| (term... term)

| /annotationj Cases termof [equation| ... | equation] end
| Fix 7dent{ fix_bodywith ... with fix_body}

| CoFix /dent{ cofix_bodywith ... with cofix_boay'}
sort..:= Prop

| s
| Type

annotation ::= < term>

typed idents:.= ident, ..., ident: term

idents::= ident, ..., ident [. termy

fix_ body::= ident| typed idents; ... ; typed idents): term:= term
cofix_boady .= ident : term:= term

smple pattern:..= ident

| (/7dent ... ident)

eguation .= simple_pattern=> term

Figure2-5 Syntaxe destermesdansle systéme Coq

24.1.4. Lecontexte

Un terme bien typé dépend d’ un ensembl e de déclarations et de variables appel € contexte.
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Un contexteI' écrit /x; . 71, Xo. T5,..., X, T, ] ou les x/ sont des variables distinctes et les 77

sont des termes.

24.15. L’environnement
Parce que nous manipulons les constantes, nous devons aussi considérer un environnement £,

qui est un ensembl e de définitions des constantes.

24.1.6. Notations
Mé&a-variables : nous emploierons les symboles £ et ' pour désigner respectivement un
environnement et un contexte arbitraire.
L e context e vide : nous utilisons la notation [ ] pour dénoter un contexte ne déclarant aucune
variable locale. C'est en particulier le contexte courant associé€ a une partie de développement
al'extérieur de toute section.
Déclarations: la déclaration spécifiant que I'identificateur va pour type A se note (v A).
Suite de déclarations : un contexte peut se présenter sous la forme d'une suite de
déclarations, présentée comme [Vi Az, Vo Az, ..., Vu .  Anl.
L'adjonction d'une déclaration (V.- A) aun contexte se note . (V. A).
Présence d'une déclaration : pour exprimer que la variable vest spécifiée de type Adans le
contexte 1", on utilise la notation (v A) € T. Des variantes sont également utilisées: ve T
(vest déclarée dans 1" sans plus de précision), (v. A € I' U E(déclaration soit locale, soit
globale) etc.
Jugement de typage : lanotation £ T +¢. A ou £ T, tet Adénotent respectivement un
environnement, un contexte, un terme et un type et se lit « Dans |'environnement £ et le

contexte I'le terme ¢ a pour type A ».

Définition 2.2 (Types habités)
On dira qu'un type A est habité dans un environnement £ et un contexte I" sil existe un

terme fpour lequel on alejugement £,T F£. A

24.2. Lestypesatomiques et lestypes composas

Lestypes peuvent étre classés en deux catégories : les types atomiques et |es types composeés.
a) typesatomiques : réduits a un seul identificateur comme nat, Z et bool.
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b) types composés (fléches) : des types de |la forme (A—B) ou A et B sont deux types.

Cestypes forment un cas particulier d'une construction appel ée produit dépendant.

2.4.3. Meécanisme des sections de Coq

Les sections definissent un mécanisme de blocs similaire a celui de nombreux langages de
programmation (C, Java, Pascal, etc.) permettant la déclaration et la définition de variables
locales et contrélant leur portée.

En Coq, les sections sont nommées, et les commandes de début et de fin de section sont
respectivement “ Section id ” et “ End id ”, ou id est le nom choisi pour la section.
Naturellement, les sections peuvent étre imbriquées, et les ouvertures/fermetures de sections

doivent respecter une discipline de systeme de parentheses.

Exemple 2.2 :

Section binomial _def.

Variables a b:Z.

Definition binomial z:Z :=a*z + b.

Section trinomial_def.

Variable c : Z.

Definition trinomial z:Z := (binomial z)*z + c.
End trinomial_def.

End binomial_def.

2.4.4. Lesregles de typage

Les regles pour présenter des nouveaux objets dans I'environnement :

2.4.4.1. Expressions réduites a un identificateur
La forme syntaxique la plus simple d'expression est une simple variable ou une constante x.
Un tel terme ne peut étre accepté que si x est déclarée dans le contexte ou I'environnement
courant.

Soit A le type de x dans cette déclaration, alors le terme réduit a x a pour type A.
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Il est d’usage de présenter une regle de typage sous forme d’une régle d’inférence; les
prémisses sont placées au dessus d’une barre horizontale, et la conclusion en dessous de cette

barre.

x,A)eEUT

Var
E[llFx:A

Cetterégle selit : « si I'identificateur x est spécifié de type A dans|’ envi ronnement

E ou le contexte I', alors le terme x a pour type A dans cet envi ronnement et ce contexte ».

Exemple2.3:
- Lesconstantes O . nat et true - bool

Check O.
O: nat

Coqg < Check true.
true
. bool

244.2. Application
L’ application d’une fonction a un argument est la principale structure de contrdle de notre
langage. Nous en présentons d' abord la syntaxe, accompagnée de regles assurant la cohérence
des expressions ainsi formées.
Soient un environnement E et un contexte I' ; soient deux expressions e; et e de types
respectifs A—B et A dansE u T ; alors|’application de e; ae; est le terme s écrivant « e; €, »
; ce terme est de type B dans le contexte et I’ environnement considérés.
Dans I'expression «e; e », € est en position fonctionnelle et e, est I'argument de

I” application. La présentation sous forme de régle d’inférence est la suivante :

ETlre:A—-B Ere:B

App
E +ee): B
Exemple2.4:
Check negb.
negb : bool- bool
( ]
L )
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Check (negb true).
negb true : bool

Check (negb (negb true)).
negb (negb true) . bool

2.4.4.3. Abstraction

La A-abstraction (ou plus simplement |’ abstraction) est un moyen simple de construire des
fonctions en associant un parameétre formel et une expression. Lafonction qui atout v de type
A associe I’expression e se note «fun (v:A) = e». Par exemple, lafonction qui an de type
nat associe son cube n® se note :

funn:nat = (n*n*n)%nat

Laregle de typage de |’ abstraction est donnée ci-dessous :

E, (V:A)re:B
Abs

E,T'fun vA=>e: A—B

Example 1.5:
Check fun n:nat => (n*n*n)%nat

funn:nat=>n*n*n
o nat-> nat

2.4.5. Produit dépendant

Le produit dépendant nous permet de travailler avec des fonctions dont le type du résultat
dépend de celui de leur argument. 1l est un type de laforme «V v: 7, U»ou 7T et U sont des
types et v est une variable liée dont la portée est le type U. La variable v peut avoir des
occurrences libres dans le type U. Le produit dépendant se lit pour tout vdetype 7, U.

On pense bien sir au polymorphisme de certains langages de programmation, et surtout au
polymorphisme paramétrique des langages de lafamille ML.

Le produit dépendant permet aussi d exprimer la quantification universelle, tant sur des
expressions que sur des types ; citons par exemple le théoréme affirmant que larelation < est
réflexive sur N, ainsi que lacommutativité de la digonction :

Yn.nat. n<=n
VR,Q. Prop. Pv Q- QV P
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2.4.6. Reglesde conversion
Les conversions utilisées dans Coq sont de quatre sortes :

2.4.6.1. Laé&-réduction (prononcez delta-réduction)

Permet de remplacer un identificateur par sa définition : soit t un terme, e v un
identificateur défini par t' dans I’ environnement ou le contexte courant ; alors la -conversion
transformeletermetent {t'/ v}.

Dans les exemples suivants, nous utilisons la §-conversion sur les constantes Zsgr et
my_fun. On notera que les arguments de la commande Eval précisent qu'on utilise une
stratégie d'appel par valeur (cbv). Le mot clef delta peut-étre suivi dune liste
d’identificateurs, auquel cas les 6- réductions se limitent aux identificateurs présents dans
cetteliste.

Coqg< DefinitionZsqr (z2) : Z = Z*Z

Zsqgr Is defined.

Coqg< Definition my _fun (fZ- Z)(zZ2) : Z:= f (f2).
My fun is defined.

Cog<Eval cbv delta [my fun Zsqr] in (my _fun Zsgr).
= (fun (f:Z—-2)(zZ) => 1 (f z))(fun zZ => z* 2)
o7

Coqg< Eval cbv delta[my fun] in (my _fun Zsqgr).

= (fun (FZ-2)(z2)> f(fz) Zsgr

L7

2.4.6.2. LaB-réduction (prononcez beta-réduction) permet de transformer un
B-radica’ c'est adireun terme delaforme «(funv:A=>1t) u» enletermet{u/v}.

cog< Eval cbv beta delta [my fun Zsgr] in (my _fun Zsqr).
=funzZ=> z*z*(z"2) . 2> Z

2.4.6.3. La &-réduction (prononcez zeta-réduction) consiste en I’élimination des

liaisons locales « let-in » ; plus précisément, elle remplace une expression de la

forme “ let vi=u in t ” par t{u/v}.

’ B-redex en anglais.
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L’expérimentation ci-dessous montre le résultat de I’évaluation avec ou sans € -conversion :
Cog<Variablesa b.Z.

aisassumed

b is assumed

cog< LetsZ:= a+b.

Sisdefined

cog< Letd:Z:= a-b.

dis defined

cog< Definitionh.: Z := s*s + d*d.

his defined

cog< Eval cbv beta delta [h] in (h 56 76).
=lets:=56+78inletd: = 56-78ins*s+ d*d
Z

Cog< Eval cbv beta zeta delta [h] in (h 56 78).
= (56+ 78)* (56+ 78)+(56-78)* (56-78)

Z

2.4.6.4. La-réduction (prononcez iota-réduction)
La réduction est responsable de certaines simplifications liées aux schémas de
programmes récursifs, par exemple les réductions de « plusO n»enn, de « mult O p » en

Oetde «mult (Sn)p»en«plusp (multnp) ».

2.4.7. Lesdéfinitions et lesdéclarations:

Comme dans la plupart des langages de programmation, il est d'usage de distinguer les
notions de définition et déclaration, ainsi que leur portée locale ou globale.

Une déclaration permet dattacher un type a un identificateur sans lui donner de valeur.
Comme dans les fichiers dinterface de C, Java ou ML, on peut déclarer par exemple la

variable max _nat est de type nat , sans |ui attacher de valeur precise.

Cog< Variable max nat . nat.

max_nat is assumed
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En revanche, une définition donne une valeur a un identificateur sous la forme d'un terme
associé. Dans lamesure ou |'on peut déterminer le type de ce terme, une définition précise ala

foisletype et lavaleur d'un identificateur.

Coq< Definition Double (n: nat) .= (plusn n).
Double is defined

Cog< Check Double

Double

; nat->nat

Par conséquent, toute définition peut aussi jouer le réle d'une déclaration, et un énoncé
concernant une déclaration quel conque sapplique donc a une définition en oubliant la valeur
gu'elle précise.

La portée d'une déclaration ou d'une définition peut étre soit globale, c'est a dire tout le reste
du développement, soit locale, c'est a dire restreinte & une sous-expression ou a une section
(nom donné en Cog & un mécanisme similaire aux blocs des langages de programmation). A
tout point d'un développement en Coq sont associés alafois un environnement et un contexte

dits courants.

2.4.8. Structuresdedonnéesinductives

La définition de types inductifs en Gallina éend les différentes notions de définitions de
types fournies dans les langages de programmation. On peut les comparer aux définitions de
types récursifs dans les langages fonctionnels ML, Ocaml, Haskell. Mais la possibilité de
mélanger types récursifs et produits dépendants rend les types inductifs de Gallina beaucoup
plus précis et expressifs.

A chague type de données inductif correspond une structure de calcul, basée sur le filtrage
et la récursion. Ces structures de calcul sont le noyau de la programmation récursive en
Gallina

24.8.1. Typessansrécursion
Les types inductifs les plus simples sont les types énumeérés, utilisés pour décrire des
ensembles finis. L'exemple le plus fréquemment utilisé d'un tel ensemble fini est celui des
valeurs bool éennes, qui contient seulement deux éléments. On peut former la définition de ce

type comme suit :
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Cog< Inductive bool : Set .= true . bool
/ false. bool .

24.8.2. Typesavec récursion

Les types inductifs sans récursion permettent de décrire toute sorte de données, mais
toujours des données dont lataille est connue al'avance. Il est nécessaire de pouvoir raisonner
sur des structures de données dont la taille peut varier, par exemple des tableaux de données
detaille non définie al'avance.

La récursion fournit une solution extrémement simple. On exprime que certaines données
comportent des fragments qui sont de méme nature que ces données ellesmémes. Par
exemple, s I'on considére les arbres binaires, ils peuvent étre des feuilles ou des arbres
composes. Si ce sont des arbres composes, alors ils contiennent deux fragments qui sont eux
aussi des arbres binaires, donc des objets de méme nature que I'arbre lui-méme.

Ces types de données représentent des ensembles infinis, ou la construction de chague
éément est faite en un nombre fini d'étapes. Cette caractéristique nous permettra de disposer
d'un moyen de raisonnement et de calcul systématique pour chacun de ces types. La preuve
par récurrence (proof by inductior) sera le moyen de raisonnement et la construction de

fonctions récursives sera le moyen de calcul.

248.2.1. Letypedesentiersnaturels
La présentation formelle la plus naturelle des nombres naturels est inspirée des travaux de
Peano. Tout nombre naturel peut étre obtenu, soit en prenant le nombre 0O, soit en appliquant
lafonction successeur a un nombre dga construit. Dans le systéme Coq, ceci va sexprimer

par la définition suivante:

Cog<lInductivenat : Set := O nat
/S nat -> nat.

nat_ind is defined

nat_recis defined

nat_rect is defined

nat /s defined
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En effet, il n'existe que deux méthodes pour construire un nombre naturel. Soit on prend le
nombre 0 (Zéro), soit on prend un nombre x déja construit et I'on en construit un nouveau
gréce alafonction §

Pour une propriété Pdonnée, si I'on arrive a démontrer que cette propriété est bien satisfaite
par O et que si I'on prend un nombre x qui la satisfait alors le nombre construit (Sx) la satisfait
également alors, tout nombre naturel satisfait P.

Ceci sexprime a l'aide d'un principe de récurrence, dont I'énoncé mathématique est le
suivant:

VPP NN XP(X)—P(ESX)>V XP(x)

Dans le systeme Coq, cet énonceé sécrit de la maniére suivante:

nat_ind:

(P:(nat->Prop))(P O)->((n:nat)(P n)->(P (5n))) ->(n:nat)(P n)

nat rec:

(P: (nat->S&t))(P O)->((n:nat)(P n)->(P (Sn)))->(n:nat)(P n)

nat_rect :

(P:(nat-> Type))(P O)->((n:nat)(P n)->(P (Sn)))->(n:nat)(P n)

En pratique le systeme Cog engendre automatiquement le principe de récurrence nat _ina,

nat_rec et nat_rectapartir de ladéfinition inductive.

2.4.9. Typesco-inductifs

Comme pour les types inductifs, un type co-inductif est spécifié par la signature (le type) de
ses constructeurs. Les types co-inductifs se distinguent des types inductifs par le fait que leurs
habitants contiennent une infinité de constructeurs, il faut signaler qu’a la suite de la
définition d’un co-inductif, le systeme ne génere pas le principe d’induction et donc pour

raisonner sur les habitants d’ un tel type on disposera seulement |’ analyse par cas.

Cog< Variable A.: &

Coqg< Colnaductive Set Sream .= Cons . A->Sream->Sream.

24.10. Lesfonctionsrécursives

Une fonction [16] se définit généralement en indiquant la valeur qu'elle retourne pour un

parameétre donné. On dit lafonction qui associe a x|I'expression e Lavariable xest autorisée a

55

——
| —



Chapitre Il I’ Assistant De Preuve Coq

apparaitre dans I'expression € ce qui permet d'assurer que lafonction n'est pas constante. Pour
une fonction récursive, la fonction 7qui associe a x |I'expression g avec la possibilité que 7
apparaisse aussi dans |'expression @ En d'autres termes, on suppose que la fonction fest dg§a
partiellement définie lorsque I'on essaie de déterminer la valeur qu'elle retourne pour une
nouvelle valeur du paramétre.

En Coq, I'utilisateur doit déterminer les valeurs prises par la fonction dans un ordre precis,
qui suit I'ordre dans lequel on a construit les termes des types inductifs. Pour les nombres
naturels, on est obligé de construire 0 avant (S 0), avant (S (S0)) et ains de suite. C'est cet
ordre de construction des nombres qui est suivi pour la définition d'une fonction récursive 7,
de sorte que I'on sautorise a utiliser la valeur (f 0) pour définir lavaleur (f (S0)), lavaleur (f
(S0)) pour définir lavaleur (7(S(S0))) et ans de suite. De maniere générale, on sautorise a
utiliser lavdeur (7 1) pour définir lavaleur (F(Sn)).

En pratique, ce procédé de construction est fourni dans le systéme Coq par la commande
Fixpoint qui prend laforme suivante dans le cas des nombres naturels :

Coqg< Fixpoint f (n:nat) : T .= expr.

Dans cette définition, 7Fest le nom de lafonction que I'on est entrain de définir, 7est le nom
de I'argument sur lequel la récursion sorganise, 7 est le type retourné et expr indique
comment lavaleur de (7 n7) est déterminée.

Voici une fonction récursive simple sur les entiers naturels, qui multiplie son argument par 2.

Fixpoint mult2 [n:nat] . nat .=
Casesn of

Oo=>0

[ (Sp) => (S(S(multz p))
end.

Cette fonction fait bien apparaitre un appel récursif dans la sous-expression (mu/t2 p). Par
I'intermédiaire du traitement par cas sur 7, cet appel récursif est utilisé lorsque I'on veut
déterminer lavaleur de mu/t2sur I'argument (Sp).

Les fonctions récursives définies avec Fixpoint contiennent toujours un filtrage sur |'argument

delafonction, de sorte que I'on est amené a donner d'abord la valeur de la fonction lorsgue cet
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argument est 0, puis la valeur de la fonction lorsque I'argument est de la forme (Sp) avec la

possibilité d'utiliser lavaleur de laméme fonction en p.

24.11. Manipulation despreuves

Dans cette partie, nous abordons les techniques de raisonnement en Cog, en commencant

par la syntaxe de présentation des théorémes :

Theorem < nom adu_théoreme > . < énonce >,
Lemma < nom _au lemme> : < énonce >.

Remark < nom_de la_remarque> . < e1once >.

Cet énoncé est appelé le but initial, d'une maniere générale un but est la donnée d’ une
formule a prouver sous certaines hypothéses, celles-ci forme e contexte local d’ hypothéses du
but. Dans le cas d'un but initial, e contexte initial est vide.

Le développement d’ une preuve se fait d une maniere interactive par I’ usage de commandes

appel ées tactiques

24.11.1.Latactique

Coq est basé sur la déduction naturelle, mais heureusement, I'utilisateur n'est pas toujours
obligé de préciser, une a une, les regles de déduction utilisées pour construire une preuve. Il
peut auss saider des tactiques. Celles-ci permettent de regrouper un enchainement
d'applications de regles de déduction, ou méme deviner quelles sont les regles que I'on peut
utiliser dans certains cas.

Quand une tactique est appliquée a un but peut réussir ale résoudre c'est-a-dire aterminer la
preuve, ou le transformer a un autre (ou plusieurs sous buts) avec un contexte différent ou
bien échoué en laissant le but inchangé.

L es tactiques peuvent étre combinées en utilisant des opérateurs appelés facticielles (tacticals
enanglais) ; On présente les plus importants :

tacl ; tac2 applique tacl puis tac2 atous les sous-buts issus de tacl.

= tacl || tac2 tacl est essayée et S tacl échoue alors tac2

» tacl ;[tac2jtac3] applique tacl puis tac2 au premier sous-but généré puis tac3 au
deuxieme ...

= jdtac nefait rien

= repeat tac applique tac jusgu’ a échec (fail)
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= do num tac applique num foistac

= try tac rattrape I’ exception levée par tac

= first [taclltac2] applique la premiere tactique qui marche

241111 Lestactiquesdebase

Nous présentons trois tactiques simples associées aux regles de typage Var, Agp et Lam.

1.

La tactique assumption associe alaregle de typage Var. Elleest utilisée pour
résoudre un sous-but T lorsque le contexte H contient une déclaration (v " 7)
(en terme de raisonnement, on dirait que la propriété qu'on veut prouver fait
déal'objet d'une hypothése.)

La tactique /ntro associe a la regle de typage Abs qui permet d introduire les
hypotheses et des variables quantifiées dans le contexte du but courant

Si le but courant est un produit dépendant (vx :A)B, le nouveau but serab et la
variable x de type A sera poussée dans le contexte local.

Si le but est un produit non dépendant A — B une nouvelle hypothese Hi . A
est introduite dans |e contexte et |e but courant devient B.

La tactique guply associe a laregle de typage App, elle réduit le but a prouver
en d’ autre plus éémentaire par |’ application d’un axiome ou un théoreme dgja

prouveé.

Construire une preuve revient a montrer un A-terme du type attendu. Voici une illustration

de leur principe, sur un exemple, on montre comment Coq aide a la construction du terme

typé.

Les commandes fournies sont placées a gauche, et les réponses de Coq a droite. Un court

texte explicatif est associé a chaque ordre donné au systeme.

Exemple 2.6 :

Parameters P QR T : Prop.

P is assumed
On définit P, Q, R et T comme symboles de Q is assumed
propositions. Ils sont gjoutés al’ environnement. R is assumed

T is assumed
Theorem diamond 1 subgoal

:(P-Q)—(P-R)—=(Q—-R—T)-P-T.

On déclare qu’ on veut définir et démontrer un

(P>Q)>(P>R)=(Q-R-T)»P-T
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théoréme qu’ on nomme diamond. Coq passe en mode
de démonstration interactive. 11 y aun seul but a
résoudre qui est affiché en dessousdelaligne. Il n'y a
pas d’ hypothese ; I environnement est vide.

intros. 1 subgoal
Cette tactique correspond aplusieurs applicationsde | . p -Q
laregle (— /). Attention, il faut se souvenir qu’on HO : P SR
évolue depuis le but, et donc on « remonte » la 1 - QR T
déduction. Ho - p
Remarque: Coq choisit lui-méme |e nom des @
hypotheses qu’il introduit. En fait, il est T
possible de fournir les noms des hypothéses ala
tactique: intros H HO H1 H2.
apply H1. 2 subgoals
Correspond a des applications successives de (— £). _
On peut aussi e voir comme I’ application ' uneregle | H': P -Q
(— B généraliste T FA1— A2 ... > An Eg;g‘_’;_ﬁ
I' FA1- A2— ... > Ani H2:P
I' FAn Q
avecn:3,A3:T,A1:QetA2:R.
Deux buts sont générés, seul le premier est affiché subgoal 2 is:
avec son environnement associé. R
apply H. 2 subgoals
> ot : H:P-Q
Correspond a une application delaréegle (— £). _
On avance dans larésolution du premier but, le second HO: PR
n'est pas modifié, ni son envi ronnement associé. E; g ~R->T
P
subgoal 2 is:
R
assumption. 1 subgoal
Correspond al’ application de laregle (Var). _
Le premier but est résolu, il ne reste plus que le second H -!3_’Q
arésoudre. HO PR
H1:Q-R->T
H2:P
R
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apply HO; assumption.

C’ est une tactique composee : applique agply HOau
but courant, puis assumption atous les sous-buts
générés. Ici il 'y aqu’un seul but généré par goply
HO.

Proof completed.

Qed.

On explicite lafin de la démonstration, comme en
mathématiques. Cog va alors vérifier que le A-terme
créeé est bien typeé du type cherché. En plusil affiche
I’ historique de la preuve.

intros.

apply H1.

apply H.

assumption.

apply HO; assumption.
diamond is defined

Print diamond.

On peut afficher le terme construit. Avec les notations
usuelles du A-calcul typé, le terme Coq correspond au
terme:

AhP =" > Rh2-R->Th hy(hhy) (ho hy)

diamond = fun

(H:P-Q) (HO:P>R) (H1:Q—R-T)
(H2:P)

= H1 (H H2) (HO H2)

: (P>Q)=(P-R)>(Q-R-T)~P-T

Finalement, Cog nous a assisté & la construction @u

- terme ; ce terme a été créé en

appliquant des tactiques dont le comportement est identique aux regles d’inférences de la

déduction naturelle. Ceci souligne I’opérationnalité de I’isomorphisme de Curry-Howard, et

donc de Coq.

24.11.12. Quequesautrestactiques

= assert: La tactique assert A introduit une coupure dans la démonstration du but

courant B en remplacant celui-ci par deux sous-buts:

1. la proposition A dans le contexte courant.

2. la proposition B dans le contexte courant étendu avec I'nypothése A.

v" Variante:

La tactique assert H : A donne explictement le nom de I'hypothése ajoutée au

contexte courant dans le deuxieme sous-but engendré.

= assumption : Cette tactique implémente la regle d'axiome de la déduction naturelle.

Elle résout le but courant lorsque celui-ci figure parmi les hypothéses.
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change : La tactique change A remplace le but courant par la proposition A, sous
réserve que celle-ci est convertible (au sens des regles de calcul du systéme) avec le
but courant.
v' Variante :
change A in H fait la méme chose, mais dans I'hypothese designee
par H plutdt que dans le but courant. La proposition A doit étre convertible

avec la proposition désignée par I'nypothése H.

destruct La tactique destruct H (ou Hest le nom dune hypothese du contexte)

applique parmi les régles A-gauche, =-gauche, T-gauche, L-gauche et 3-gauche du

calcul des sequents celle qui correspond au connecteur (ou au quantificateur) principal

de I'nypothése désignée par H.

1. Dans le cas ou I'hypothése est de la forme A A B, la tactique destruct H remplace
dans le contexte courant cette hypothése par deux nouvelles hypothéses A et B.

2. Dans le cas ou I'hypothese est de la forme A VB, la tactique destruct H remplace le
sous-but courant par deux nouveaux sous-buts, dans lesquels I'nypothese A I/B est
remplacée par I'hypothése A et par I'nypothese B respectivement.

3. Dans le cas ou I'hypothése est True, la tactique destruct H fait disparaitre cette
hypothese.

4. Dans le cas ou I'nypothese est False, la tactique destruct H résout le but courant.

5. Dans le cas ou [I'hypothése est de la formeexists Xx:T,A(x), la
tactique destruct H introduit dans le contexte une déclaration de la forme x : T et
remplace I'nypothese désignée par H par une nouvelle hypothése de la forme A( x).
Au cours de cette opération, il se peut que la variable x soit renommée pour éviter

une collision avec un autre objet déclaré avec le méme nom.

elim La tactique elim H (ou H est le nom d'une hypothése du contexte) applique parmi
les regles (A E), (= E), (T E), (L E et (3 E) de la déduction naturelle celle qui
correspond au connecteur (ou au quantificateur) principal de I'hypothése désignée
par H. En général, on lui préfere la tactique destruct H, qui est plus facile d'utilisation.
exact La tactique exact M (ou M est un terme de preuve de CCI) résout le but courant
a l'aide du terme de preuve donne en argument. C'est la tactique de plus bas niveau du
systeme, puisqu'elle se contente d'appeler le vérificateur de types/preuves, qui

constitue le noyau de Cog.
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= exists Cette tactique implémente la regle (31) de la déduction naturelle. Lorsque le but
est de la formeexists x:T, A(x), la tactique exists M (ou M est un terme de
type T destiné a jouer le réle du témoin) remplace le but courant par un but de la
forme A M.

» induction: La tactique induction id (ou id est un identificateur déclaré dans le
contexte) applique sur le but courant le principe de récurrence associé au type de id.
Cette tactique n'est valable que dans le cas ou le type de id est un type inductif défini
auparavant avec la commande Inductive.

= reflexivity : Cette tactique résout tout but de la forme M1 = M2, ou M1 et M2 sont
deux termes convertibles au sens des regles de calcul de Cogq, comme par exemple les
termes 2 + 2 et 4. En particulier, elle résout tous les buts de la forme M = M.

» rewrite: La tactique rewrite H (ou H désigne une hypothése de la forme M1 = M2)
remplace dans le but courant toutes les occurrences du terme M1 par le terme M2.

v" Variantes :

1. rewrite <- H utilise I'égalité M1=M2 dans l'autre sens, en remplacant M2 par M1.
2. rewrite H in HO fait la méme chose que rewrite H, mais dans I'nypothese désignée
par HO plut6t que dans le but courant.
3. rewrite <- H in HO fait la méme chose que rewrite <- H, mais dans I'nypothése
désignée par HO plut6t que dans le but courant.
= simpl :La tactique simpl réduit (au sens des régles de calcul du systeme) I'expression
qui constitue le sous-but courant. Ce qui ne la simplifie pas toujours.

v' Variantes:

simpl in H fait la méme chose, mais dans I'nypothéese désignée par H plutét que dans

le but courant.

= split - suivant la forme du but courant, cette tactique applique la regle (A 1) ou la regle
(Tn.

1. Lorsque le but courant est de la forme A 4 B, la tactique split remplace le
but courant par deux nouveaux sous-buts AetB (dans un contexte
inchangé).

2. Lorsque le but courant est True, split le résout.

= symmetry : la tactique symmetry remplace tout but courant de la forme M1 = M2 par
le but M2 = M1.
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v" Variante
symmetry in H fait la méme chose dans une hypothese H (de la forme M1 = M2).

= transitivity : la tactique transitivity M remplace tout but courant de la forme M1 =
M2 par deux sous-buts de la forme M1 = M et M = M2. (Les trois termes M, M1 et M2
doivent avoir le méme type.)

= unfold : la tactique unfold id remplace dans le but courant toutes les occurrences de

I'identificateur id par le corps de sa définition dans I'environnement courant.
v' Variante:

unfold id in H fait la méme chose dans une hypothése H

2.4.12. L’extraction de programmes

Le systeme Cog permet de modéliser des programmes en les décrivant comme des fonctions
dans un langage fonctionnel pur. 1l faut cependant bien remarquer que le systeme Coqg a pour
but de synthétiser des programmes corrects ou de verifier des programmes, mais pas de les
exécuter. Cette tache est normalement déléguée aux outils habituels (compilateurs, machines

abstraites, etc.)

Pour permettre la génération automatique de code exécutable certifié a partir des modeéles
formels, le systeme Coq permet la traduction des programmes fonctionnels du Calcul des
Constructions vers des programmes fonctionnels purs d’un langage fonctionnel efficace,
principalement le langage OCAML. Elle s’effectue en deux étapes :

= Extraction du A-terme correspondant a la preuve apres la suppression de I’information
logique.

» Traduction de ce A-terme en un programme écrit en langage fonctionnel (Caml,
Ocaml ou Haskell ).

En effet, la preuve de la consistance de la spécification contient a la fois I’information
logique (qui nous assure que la démonstration est correcte) et I’information dite calculatoire
(qui permet de construire la fonction ou le programme désiré). C’est cette derniére qui nous

intéresse pour la génération du programme.
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Aprés le chargement du module de I’extraction par la commande
Require Extraction.
La génération du code de programme dans le fichier nom_du_fichier par la commande :
Write Caml File " nom_du_fichier " [Liste_des_constantes].

Liste_des_constantes est la liste des théorémes et/ou des lemmes que I’on voudra extraire.

2.4.13. Le langage de définition de tactiques

Le systeme Coq fournit également un langage de définition de tactiques appelé
Ltac. Ce langage permet d’écrire des tactiques paramétrées et récursives sans faire appel a la
programmation directe en OCAML, ce qui imposerait une connaissance trés précise des
structures de données internes du systeme de preuve.
L’un des premiers avantages de I’utilisation du langage Ltac est la possibilité d’attacher un

nom court a des opeérations parfois complexes.

Exemple 2.7 :

La tactique suivante applique répétitivement les théorémes le_n® et le_S° pour démontrer

gu’un nombre naturel arbitraire est inferieur a un autre nombre :

Ltac le_S_star :=apply le_n || (apply le_S; le_S_star).

® « Le_n » est un théoréme de type : ¥V n:nat,n<n
% «Le_s»:estunthéoréme de type: Vnm:nat, n<m—-n<Sm
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CHAPITRE Il

LE SYSTEME ELAMBDA

Introduction

La logique combinatoire et le lambda-calcul sont des théories analysent successivement la
notion de calcul effective. Cependant les fondateurs originaux de ces deux théories Curry et
Church ont toujours comme but de fournir une base pour la logique et les mathématiques.

Malheureusement, Kleen et Rosser(1935) ont montré que le lambda calcul et la logique
combinatoire étendus sans restriction par les regles d’introduction et d’élimination
d’implication sont inconsistants. Ce qui a conduit Curry a chercher de définir un nouveau
systeme verifiant la propriété de consistance. Ce dernier est appelé « Logique Combinatoire
Illative (ICL). ».

La logique combinatoire illative c’est la logique combinatoire (ou lambda-calcul pur)

étendue par des constantes supplémentaires et un ensemble d’axiomes et régles de dérivation.

Le systeme E-lambda est une extension du lambda-calcul pur, ou deux constantes « P et IT »
sont introduites qui représentent respectivement I’implication et la quantification universelle.
Le systeme obtenu est assez riche, dans le sens ou les deux constantes introduites sont
suffisantes pour exprimer et définir le reste des connecteurs [22].

La consistance du systeme Elambda est garantie grace a I’affection d’un nouvel attribut,
appelé « niveau » d’un terme, utilisé pour introduire une nouvelle définition du processus de
substitution ; ou terme M [N/x] n’est défini que si le niveau du terme « N » est inférieur ou

égal a celui de «x ». Cette restriction nécessite une définition propre du mécanisme de
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réduction, appelé Ebeta_rduc, qui vérifié la propriété de Church-Rosser et offre un moyen
pour éviter le paradoxe de Curry. Le systeme Elambda est aussi un systeme avec lequel on
peut interpréter la logique d’ordre supérieur.

L’objectif principal de ce chapitre est de formaliser la théorie Elambda en utilisant
I’assistant de preuve Coq et de démontrer que la réduction EB est confluente (THoréme de
Church-Rosser).

Dans notre formalisation, la définition des termes et des prédicats est donnée sous forme
inductive, telle qu’ elle est requise par le systeme Cog. La majorité des preuves dans coq sont
basées sur |e principe d’induction.

La preuve du théoreme de Church-Rosser nécessite des lemmes intermédiaires. L’ objectif est
d éeviter de démontrer la méme propriété plusieurs fois, d écourter la preuve et de la rendre

lisible et simple a maintenir des le changement de |a spécification associée.

L e contenu de ce chapitre se résume comme sulit :
= Modéisation de Elambda-calcul: Spécification des types de données (Termes) et des
relations (libre, réduction, égalité syntaxique..).
= Démonstration de quelques lemmes intermédiaires.

=  Démonstration du théoreme de Church-Rosser.

3.1. Lestermesdu Systéme Elambda

Le systeme Elambda est caractérisé par :
1. L’ensemble destermes.
2. Laredation de réduction des termes.

3. Lesréglesd’inférence.

L’ ensembl e des termes de systéme Elambda « C,, » est I’ union des ensembles Co, C;, Cy, . .
Chague ensemble C; (i >= 1) est construit par I'gout al’ensemble Ci.; des termes construits
par I’introduction de deux constantes P et I.

L’ ensemble Cy est I’ ensemble des termes de A —calcul classique tel que les variables sont de la
formex?y°, 22, . ..

L’ ensemble Cy ne contient pas les constantes P et 11.
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Définition3. 1 Lestermesd’un ensemble C,
L’ ensemble des termes Cy est construit a partir d’ un ensemble de variables V tel que
Vo= {x°Vy° 2° ...} enutilisant |’ application et A-abstraction de |a maniére suivante :
e Six€EVpdorsx € Cy
e Si M, N deux termesde Cy alors (M N) € Co
e SIMECyetx€Voaors(Ax.M) € Cy
Les étapes de construction de I’ensemble C; (i > = 1) a partir de I’ ensemble C;_; sont données

par la définition suivante.

Définition 3.2 Lestermesd’un ensemble C;

L’ ensemble des termes C; est construit de maniére inductive a partir d’un ensemble infini de

variables Vi tel que Vi = Vi U {X, V' Z',.. .} (i>=1) et les constantes P et IT :

e Six€Vjdorsx€C.

e SSIMEC; NECaors(MN)E€ Cpay i j)-

e SixEV;,MECdors(A.M) € Cra i ,j)

e SiX€ECdors (IT X) € Craxa,i

e SIXEC YEC dors(PXY)EC mai,j)+1

Exemple 3.1
e XEC arcj>=i

e AX i . Xj € Cmax(i,j)
e 1 Xi € Cmax(l,i)
Remarque 3.1

Il est facile deremarquer que Coc C;c C,c...c CGc....

Définition 3.3 Les termes du systeme Elambda

L’ ensemble destermes C,, est définie comme suit
Cy=UGC. (aec 0<i< x)

Une variable du systeme E-lambda est définie en Coq comme suit :

Inaductive evar: Set:=
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Jvar: nat*nat — evar.

Les termes du systeme E-lambda sont définis en Coq comme suit :

/nductive c term: Set:=

[evar: evar - ¢ term

JApp: ¢ teem— ¢ ferm— ¢ term
JAbs: evar - ¢ term— c¢_term
/Imp: ¢ teem— ¢ fteem— ¢ term

/Pl: ¢ teem— ¢ term

Dans ce qui suit nous définissons la notion de niveau d’un EA-terme qui nous permet de

modifier I’ opération de substitution dans le but d’ éviter |e paradoxe de Curry.

Définition 3.4 Leniveau d’un EA-terme

Le niveau d’ un EA-terme est calcul é par les regles suivantes :

e niveau (x) =i.

e niveau (Ax.M) = max (niveau (x), niveau (M)).

e niveau (PX YY) =max (niveau (X), niveau (Y)) +1.
e niveau (I X) = max (1, niveau (X)).

e niveau (XY) =max (niveau (X), niveau (Y)).

Le niveau d’'un terme est défini dans le systeme Coq comme suit :
Inductivelevel.: ¢_term— nat - Prop:=
Jevar_levd: forall n1 n2: nat, (levdl (cvar (var(nl, n2))) n2)

[Abs level: forall n1 n2 m:nat, forall M:c _term, (level M m) - (level(Abs (n1,n2)M) (max
mnz))

[App_level: forall mn:nat, forall M N: ¢_term(level M m) - (level Nn) -
(level (App M N ) (max m 1))

[Imp_level. forall mn:nat, forall M N:c_term, (level M m) - (level Nn) -
(level (Imp M N) (S (max mn)))

[Pl_level: forall mnat, forall M:c_term, (level M m) - (level (Pl M) (max 1 m)).
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Notation : Dansla suite nous utilisons les notations suivantes
e « XDVY»auliaude« PXY ».

o X" représente un terme de niveau k

Exemple3. 2

Sileniveaude X =i etleniveaudeY =0aorsleniveaude X oY =max(i,0) + 1 =1+ 1.
Soit Y = (Ax.(x D y)) (Ax.(x D y)) alors le niveau(Y) = max(niveau (Ax.(xDY)), niveau
(Ax.(x2y))) = niveau (Ax.(xDy)) = max (niveau (X), niveau (X Dy)) = niveau(x Dy) =

max(niveau (x), niveau(y)) + 1.

Définition 3.5 Variablelibre

La notion de variable libre et variable liée est définie comme d habitude dans A-calcul
classique de Church®®, lavariable libre est définie en coq de maniére inductive par |e prédicat

is_free comme suit :

Inductive is free : evar -> c term-> Prop.=

Jevar _free: forall pq, (is free (var(p, q) (cvar(var(p,q))))

JAbs free: forallnIn2pgM, (n1<>pl/n2<>q)-> (is free (var(nl,n2) M) ->
(s _free (var(n1,n2)) (Abs(p,q)M))
/App_free: forall pq M N, ((is_free (var(p,q)) M) V (is _free (var(p,q) N)) ->
(is_free (var(p,@))( Anp M N))

[lmp_free: forall pqM N, ((is_free (var(p,q)) M) V (is_free (var(p.q)) N)) ->
(is_free (var(p,@))( Imp M N))

[Pl _free: forall pg M, (is _free (var(p,q)) M) -> (is free (var(p,g))( Pl M )).

1% pour plus de détaille sur la notion du variable libre voir la définition 1.4 du Chapitre |
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3.2. Lardation deréduction Ebeta reduc

Avant de définir la relation de réduction des termes, on doit d’abord définir |’ opération de

substitution qu’ est définie en Coq de maniére inductive comme suit:

/nductive substitution . evar-> ¢ _term-> ¢ term-> ¢ term-> Prop .=
[/sub var_eq :forall pg X, ((level X)<=q)->
(substitution (var(p,q)) X (cvar(var(p,q))) X)

[sub_var_neq : forallpgmn X (level X <=q) -> ((p.g) <>(mn)) ->
(substitution (var(p,q)) X (cvar(var(mn))) (cvar(var(mn))))

/sub_abs nfree0: forall pg M X (level X <= g) ->
(substitution (var(p,q)) X (Abs (var (p,q))M) (Abs (var (p,q))M))

[sub_abs nfreel . forall pgmnM ZX, ~(is free (var(mn)) X) ->
(level X <= q) -> ((p.q) <>(mn)) -> (substitution (var(p,q)) XM Z2) ->
(substitution (var(p,q)) X (Abs (var(mn))M) (Abs (var(mn))2))

[sub_abs nfree2 :forall pgmnM X, ~(is_free (var(p,q)) M) ->
(level X) <= q) -> ~(is_free (var(mn)) X) ->((b,q) <>(mn))->
(substitution (var(p,q)) X (Abs (var(mn))M) (Abs (var (mn))M))

[sub _app: forallpgMNMINI X, ((level X) <= q) ->
(substitution (var(p,q)) XM M1) ->
(substitution (var(p.q)) X N N1 ) ->

(substitution (var(p,q)) X (Aop M N) (Aop M1 N1))

/sub imp: forall pgMNMINI X, ((level X) <= q) ->
(substitution (var(p,q)) X M M1)-> (substitution (var(p,q)) XN N1 ) ->
(substitution (var(p,q)) X (Imp M N) (Imp M1 N1))

[sub_pi: forallpgM XN, ((level X) <= q)->
(substitution (var(p,q)) X M N) -> (substitution (var(p,q)) X (Pl M) (Pl N)).

——
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Définition 3. 6 La congruence
On dit que P est congruent a Q (P =4 Q), s Q se differe de P uniquement par le nom de

guelques variables liées de méme niveau. La congruence est définie en Cogq comme suit :

/nductive alpha red: ¢ term-> ¢ term-> Prop. =
Jalpha_redO: forall p q r:nat, forall t1(2: ¢ term, ~(is _free (var(r,q)) t1) ->
(substitution (var(p,q)) (cvar(var(r,q)) t1 t2) -> (alpha_red (Abs (p,q) t1) (Abs (r,q) (2)).

Exemple 3. 3

Les termes (Ax.(xx) ©Z) et (Ay.(yy)>Z) sont congruents uniquement si level(x) = level(y).

Définition 3. 7 La f-réduction

Larelation de beta_réduction est définie dans le systéme coq comme suit :

/nductive beta_red: ¢ term-> ¢ _term-> Prop. =

[beta_redO: forall p g:nat, forall N M1 M2:c_term, (substitution (var(p,q)) N M1 M2) ->
(beta_red ( App (Abs (p,q) MI)N) M2).

Définition 3.8 La EB-réduction

Le processus de reduction dans le EA-calcul est défini par les régles suivantes :

PM - pgM

WM->pgN=>ZM->ggZN

MWIM->ggN=>XDM - XON

(1) M- ggN=IIM-pgg IIN

V) MopggN=>MZ-gg NZ

(V) M5 ggN=>M>DX - NOX

T)M->pgN,N->ggT=>M- T

(EB) Ax.M)N — gz M[N/x], Si le niveau(N) < niveau(x) ou niveau (Ax.M) =0
(E)M - gigN,Ax. M > ggAx. N

Larelation Ebeta reduc est défini dans le systéme Cogq comme suit :

/nductive Ebeta_reduc: ¢ term-> ¢ _term-> Prop. =
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Jrefl_reduc: forall M:c_term, (Ebeta_reduc M M)

JAppl_reduc: forall M N Z:c_term, (Ebeta_reduc M N) ->
(Ebeta_reduc (App Z M) (Aop Z N))

JImpl_reduc: forall M N X:c_term, (Ebeta_reduc M N) ->
(Ebeta_reduc (Imp X M) (Imp X N))

JPI_reduc: forall M N:c_term, (Ebeta_reduc M N) -> (Ebeta_reduc (Pl M) (Pl N))

JAppr_reauc: forall M N Z:c_term, (Ebeta_reduc M N) ->
(Ebeta_reduc (App M 2) (App N 2))

Jimpr_reduc: forall M N X:c_term, (Ebeta_reduc M N) ->
(Ebeta_reduc (Imp M X) (Imp N X))

Jbeta_reauc: forall M N:c _term, (beta red M N) -> (Ebeta_reduc M N)

Jtrans reduc: forall M N T.c tem, (Ebeta reduc M N) -> (Ebeta reduc N T) ->
(Ebeta_reduc M T)

JAbs reduc: forall M N:c_term, forall p q:nat, (Ebeta_reduc M N) ->
(Ebeta_reduc (Abs (p, g) M) (Abs (b, g¢) N)).

La relation t = g u (t est B-équivalent a u) est définie comme la fermeture reflexive-
symétrique-transitive de la relation —gpeta redquc , ON la définit dans le systeme Coq comme

suit :

Inductive Ebeta_equal: ¢ term-> ¢ term-> Prop:=

| Def_Ebeta_equal: forall x y :c_term, (Ebeta_reduc x y) -> (Ebeta_equal x y)

| Ebeta_equal refl: forall X: ¢ _term, (Ebeta_equal X X)

| Ebeta_equal trans: forall X Y Z: ¢ teem, (Ebeta equal X Y) -> (Ebela_equal Y 2) ->
(Ebeta_equal X Z)

| Ebeta_equal _sym: forall X Y: ¢ _term, (Ebeta_equal X Y) -> (Ebeta_equal Y X).
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Exemple 3.4:

Maintenant, nous montrerons quelques exemples qui démontrent que la relation de

réduction d’un terme dépend de son niveau (level).

o (M .(y'2x))Z° -ep[Z/X](Y o X') d apréslarelation beta_reduc

Le level de terme (Ax.xx) est égal au level de la variable x, donc on peut appliquer la
regle beta_reduc; (AX.xx) (AX.xX) —erxg (AX.XX) (AXXX) —erg - . - —Er (AXXX)

()\X.XX) —EM. ..

e Leterme (\.(X 2 x')) (AYy'.y DV est non réductible. La régle Ebeta reduc ne

o o 0w NP

peut étre pas appliquer car lelevel (AY .y DY) =i+1> level (X) .

3.3. Leprocessusd'inférence

Une formule du systeme Elambdaest un EA-terme

Un contexte est un ensemble fini de formules et 1es hypothéses sont les formules d’un
ensemblefini.

Si T est un contexte et X est une formule, on dit que X est dérivable a partir deT et on
écrit X T, s X est produit par le systeme de déduction suivant :

(X)X ET=>TFHX.

(Eq Ebeta) ' F X, X =g Y, niveau (Y) <=niveau(X) =T +Y.
(Eimp)T FXDY , T EX=>T FY.

(I_imp ', X FY=>T FXDY.

(EP)T FNAX.X)=T F(Axi.X) Yeaveck < = 1.

(ILPDT FM=T I (Ax.M)avecx ¢ FV (')

Pour formaliser les régles de dérivation par le systéme Coq, on a défini d’abord le contexte I’

sous forme de liste de termes et on a défini aussi un prédicat qui décrit la notion de variable

libre dans un contexte T.

Formalisation du contexte I' par Coq

Definition gamma:= list c_term.

Formalisation de la variable libre dans un contexte I" par Coq
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Inductive var_free_gamma: evar -> gamma -> Prop:=

|free_cons_nil: forall p g:nat, (var_free_gamma (var(p,q))

((cvar(var(p,q)))::nil))
|free_cons_cons: forall (p g:nat) (X:c_term) (G:gamma), (var_free_gamma

(var(p,q)) G) -> (var_free_gamma (var(p,q)) (X:: G)).

= Formalisation du processus de déduction

Inductive derivable : ¢c_term -> gamma -> Prop:=

|ax: forall (x:c_term) (G:gamma), In x G -> (derivable x G)

|Eq_Ebeta: forall x y:c_term, forall G:gamma, forall p g:nat, (derivable x G) ->
( Ebeta_equal x y) -> (level y q) -> (level x p ) -> (g <= p)->(derivable y G)

|E_imp: forall x y: c_term,forall G:gamma, (derivable (Imp x y) G) -> (derivable x G) ->
(derivable y G)

[I_imp: forall x y:c_term, forall G:gamma, (derivable y (x:: G)) -> (derivable (Imp x y) G)

|E_PI: forall p g r:nat, forall M N: c_term, forall G:gamma, (derivable (PI1(Abs(p,q) M)) G)
->(level N r) ->r <= g -> (derivable (App (Abs(p,q) M)N) G )

[I_PI: forall p q:nat, forall M:c_term, forall G: gamma, (derivable M G) ->
~(var_free_gamma (var(p,q)) G) -> (derivable (PI(Abs(p,q) M)) G).

3.4. Les connecteurs et les quantificateurs logiques

En Elambda-calcul, On est capable de definir les différents connecteurs et quantificateurs
logiques.
En suivant le travail de Curry dans la logique combinatoire illative, on définit les connecteurs

et les quantificateurs logiques avec I’utilisation de la notion de niveau.

(VxH)X = [T (Ax.X)

1i (V xi) xi
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i = (Xxi. (Xi D 1))

gitt = X'y (vZ') (X' ') o (y' 2)

Fi*t = Axlyizl. (Vul) (xIu) 2 (¥ (z'u)))
Gi+1 = (Axiylzi. (Vul) (xI ul) D (y' ui (ziub)))
Ai+3 = Axiyl, (VZ) ((xio(yiDzl))Dzl)
Vi3 = Axiyi. (Vzi) (xiDzi) D (yiDzi)) Dz
EQi+1 = Axiyi. (Vzi) ((z x) D (zi y))

Les connecteurs et les quantificateurs logiques sont définis dans le systeme cog comme suit :

Definition eforall( x i:nat)( X: c_term):= PI (Abs(x,i) X).

Definition bottom (i:nat) := (eforall x i (cvar(var(x,i)))).

Definition neg( i :nat) := (Abs(x,i) (Imp (cvar(var(x,i))) (bottom i))).

Definition segma ( i:nat):= Abs(x,i)(Abs(y, i)(eforall zi (Imp(App(cvar(var(x,i))) (cvar(var(z,
1)))) (App(cvar(var(y, i ))) (cvar(var(z, i ))))))).

Definition F(i:nat):= Abs(x,i)(Abs(y,1)(Abs(z, i )(eforall u i (Imp(App(cvar(var(x,i)))
(cvar(var(u, i)))) (App(cvar(var(y, 1))) (App(cvar(var(z, i))) (cvar(var(u, i)))))))).

Definition G(i:nat):= Abs(x, i)(Abs(y, i )(Abs(z, i)(eforall u i (Imp(App (cvar(var(x, i)))
(cvar(var(u, 1)))) (App(App(cvar(var(y, i))) (cvar(var(u, i)))) (App(cvar(var(z, i))) (cvar(var(u,
D))

Definition And(i:nat):= Abs(x,i)(Abs(y,i )(eforall zi (Imp(Imp(cvar(var(x, i)))
(Imp(cvar(var(y,i))) (cvar(var(z,i))))) (cvar(var(z, i)))))).

Definition Or( i :nat):= Abs(x, 1)(Abs(y,i)(eforall z i (Imp(Imp(Imp(cvar(var(x,i)))
(cvar(var(z,i)))) (Imp (cvar(var(y,i))) (cvar(var(z,i))))) (cvar(var(z,i)))))).

Definition EQ (i:nat):= Abs(x,i)(Abs(y,i)(eforall z i (Imp (App(cvar(var(z,i))) (cvar(var(x,i))))
(App(cvar(var(z,i))) (cvar(var(y.i))))))).
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Remarques

Si on interpréte le terme « X Y » par « Y € X « ou « Y satisfait le prédicat X », alors le
terme « E X Y » peut étre interprété comme « X € Y » ou « V X (X(X) 2 Y(X)) »
La constante F est utilisé pour représenter les types de fonctions, par exemple « Fab X » est
interprété par « X est une fonction définie de a vars b ».
La constante G est utilisée pour représenter les types de fonctions dépendants, par
exemple « G A (A x. B) » est interprété par « (V x € A) B ».
On peut remarquer que chaque connecteur et chaque quantificateur est un EA-terme avec son
propre niveau : pour un connecteur nous avons une infinité de Ex-termes.
Les deux constantes du systeme Elambda, correspondent au quantificateur universel et a
I’implication, peuvent étre vus comme un systeme complet dans le sens ou on peut exprimer

les autres connecteurs (F, Z, G, A, ...) en fonction de ces deux constantes.

Exemple 3.5:

Pour définir le terme représentant la négation d’un terme X avec niveau (X) = K, on doit
appliquer le connecteur =" au terme X avec K <.

S X = (L (X D L)) X —pg X D L.

3.5. Lesysteme Elambda et le paradoxe de Curry :

Le paradoxe de curry fut présenté par le mathématicien Haskell Curry en 1942 et permet
d’arriver a n’importe qu’elle conclusion a partir d’une phrase auto-référentielle et de quelques
regles logiques simple. Cela peut s’exprimer de fagon tout a fait formelle.

Soit Y = (Ax.(xx)2X) (Ax.(xx)2X) alors Y = (Y 2 X).

Ainsiona:
1. YFRY
2. YFYDX car Y =g (Y 2 X).
3. YEX 1 + 2 + élimination de D.
4. FYDX introduction de 2.
5. FY carY = (Y 2 X).
6. X 4 + 5 + élimination de D.
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A partir de ces étapes de preuves Curry a déduit que lambda calcul est un systéeme
inconsistant.

Mais heureusement dans le systéeme Elambda, le paradoxe de Curry est évité grace a la notion
de niveau du terme (level), car si le niveau(x) =i et le niveau (Ax.(xx)>X) = j alors i <j, donc

la regle Ebeta_reduc ne peut étre appliqué et Y =gp (Y 2 X) n’est pas Vérifiée.

3.6. Démonstration de lemmes intermediaires :
Avant de démontrer la confluence d’Elambda-beta-réduction qui est le but de notre travail,

on doit démontrer d’abord quelques lemmes intermédiaires. Le code en coq de ces lemmes

est donné dans I’annexe B.

Proposition 1 :
Pour tout termes M P et pour toute variable x,si niveau(M) < niveau (x) alors niveau (P[M/x])
<niveau (P).

La spécification formelle de cette proposition dans le systéeme coq est :

Lemma subst_level: forall( N M P:c_term) (n1 n2:nat), ((level M) <= n2)-> (substitution
(var(n1,n2)) M P N) -> (level N) <= (level P).

La preuve est par récurrence sur le terme P :
1. Si P estune variable y tel que :
e y=xalors (x [M/x]) = M et par hypothése on niveau(M) < niveau(x).

e y =+ xalors (y [M/X]) =y et niveau(y) < niveau(y).

2. SiP = App N; Nzalors on a niveau(App N1 N2) = max(niveau (N;), niveau(N,)).
Par hypothése de récurrence on a niveau (N; [M/x]) < niveau (N;) et niveau (N2 [M/x])
< niveau (N;). D’ou niveau (App N; N2 [M/x]) = max ( (niveau(N; [M/x]), niveau (N,
[M/x]) <= max(niveau (N;), niveau(Ny)).
D’ou niveau (App N1 N2 [M/X]) < niveau (P).

3. Si P =A1y.N alors on a niveau (A y.N) = (max (niveau (y)), niveau(N)) niveau (A y .

N[M/x]) = (max (niveau (N[M/x] ) , niveau (y)) et par hypothese de recurrence
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niveau (N[M/x])< niveau(N). D’ou niveau (A y . N[M/x])< ( max niveau (y),
niveau(N)) .

4. Si P = Imp N; Nzalors on a niveau (Imp Nj N;) = S(max(niveau (N;), niveau(Ny))).
Par hypothése de récurrence on a niveau (N; [M/X]) < niveau (N;) et niveau (N, [M/X])
<niveau (N) .

D’ou niveau (Imp N; N; [M/x]) = S(max( (niveau(N1 [M/x]), niveau (N2 [M/X]) K

S(max(niveau (N3), niveau(Ny))).

5. Si P =PI N, on aniveau (Pl N) = max (niveau (N),1) et par hypothése de récurrence
on a niveau(N[M/x]) < niveau(N). D’ou niveau(Pl N[M/x]) = max (niveau(N[M/x]),1)

<= max(niveau (N),1) .

Proposition 2 :

Pour tout termes P Q, si P —gp Q alors niveau(Q) < niveau (P).

La spécification formelle de cette proposition dans le systéeme coq est :

Lemma ebeta_red_level _decr: forall M N:c_term, (Ebeta_reduc M N) ->
(level N) <= (level M).

La preuve est par récurrence sur la longueur de réduction P —g Q.

1. SiP —ggP, alors par I’application du théoréme le_refl on a niveau(P) < niveau(P)

2. Si (App Z P) —gp (App Z Q), alors on a niveau (App Z P) =
max(niveau(Z),niveau(P)) et niveau(App Z Q) = max(niveau(Z),niveau(Q)) et par
hypothése de récurrence on déduit que niveau(P) < niveau(Q). D’ou niveau (App Z P)
< niveau (App Z Q).

3. Si (App P Z) —gp (App Q Z), alors on a niveau (App P Z) = max (niveau (P),
niveau(Z)) et niveau (App Q Z) = max (niveau(Q), niveau(Z)) et par hypothese de

récurrence on déduit que niveau(P) < niveau(Q). D’ou niveau (App P Z) < niveau
(App Q 2).

4. Si (Imp Z P) —gg (Imp Z Q), alors on a niveau(Imp Z P) =§(

max(niveau(Z),niveau(P)) )et niveau(Imp Z Q) = S(max(niveau(Z),niveau(Q)) )et par
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hypothése de récurrence on déduit que niveau(P) < niveau(Q). D’ou niveau (Imp Z P)

<niveau (Imp Z Q).

5. Si(ImpP Z) —gg (Imp Q Z), alors on a niveau (Imp P Z) = max (niveau (P),niveau
(2)) et niveau(App Q Z) = max (niveau(Q),niveau(Z)) et par hypothése de réecurrence
on deduit que niveau(P) < niveau(Q). D’ou niveau (App P Z) < niveau(App Q 2Z).

6. Si(App (Ax.P1) Q1) —ep (P1[Q1/x]) avec niveau(Q:) < niveau(x). Par définition de
niveau on a niveau(App (Ax.P1) Q1) = max(niveau(Ax.Py), niveau(Q1)) = niveau(Ax.P;)
car niveau(Q1) < niveau(x). D’apres la proposition 1 on déduit que niveau(P; [Q1/X]) <

niveau(P;) < niveau(Ax.P;).

7. P —gp Ax.Q, paréfidition de niveau on a niveau (Ax.P) =
max(niveau(P),niveau(x)) et niveau(Ax.Q) = max(niveau(Q),niveau(x)). Par hypothése
de récurrence on déduit que niveau(Q) < niveau(P). D’ou niveau(Ax.Q) < niveau
(Ax.P).

8. Si (PIP) —gyp (Pl Q), par définition de niveau on a niveau(Pl P) = max (1,niveau(P))
et niveau(Pl Q) = max(1,niveau(Q)). Par hypothese de récurrence on déduit que
niveau(Q) < niveau(P). D’ou niveau(PI P) < niveau(PI Q).

9. SiP—gg MetM —gg Q, par hypothése de récurrence on déduit que niveau (M) <
niveau (P) et niveau(Q) < niveau(M). D’ou par transitivité on déduit que niveau(Q) <

niveau (P)

Proposition 3:
Pour tout termes M P Q et pour toute variable X, si P —gp Q alors (M [P/X]) —ep (M
[Q/X]).
La spécification formelle de cette proposition est :
Lemma Ebeta_subst_Ebeta: forall P Q M P1 Q1:c_term, forall n1 n2:nat, (Ebeta_reduc P Q)
-> (substitution (var(n1,n2)) P M P1) -> (substitution (var(n1,n2)) Q M Q1) ->(Ebeta_reduc
P1Q1).

La preuve est par récurrence sur le terme M.

79

——
| —



Chapitre 11 Le Systeme Elambda

1.

Si M est une variable tel que :

e M=xalors (X [P/x])=Pet (x[Q/X])=Q, d’ou par hypothese du contexte
on déduit P —g Q.

e M= xalors (M [P/X]) =M et (M [Q/X]) = M. D’ou on déduit que M—g;g

M car —gp  est une relation réflexive.

Si M = (App M1 M) alors ((App M1 M) [P/ x]) = App (M1[P/x]) (M2[P/x])
et ((App M1 M2) [Q / x]) = App (Mi[Q/X]) (M[Q/X]). Par hypothese de
récurrence on déduit que (Mi[P/X]) —ep(M1[Q/x]) et (Mo[P/X]) —ex
(M2[Q/x]). D’ou par I’application de la propriété de transitivite de la relation
—gp On déduit que ((App M1 My) [P /X]) —eip ((App M1 M2) [Q /X]).

Si M = Ay.My,alors on a (Ay .M1[P/x]) =Ay.( M1[P/x]) et (Ay .M1[Q/x]) = Ay.(
M;1[Q/x]) . Par hypothese de récurrence on déduit que (Mi[P/X]) —ep
(M1[Q/x]) . D’ou Ay.( Ma[P/X]) —erg Ay.( Ma[Q/X]) .

Si M = (Imp M1 My) alors ((Imp My My) [P/ x]) = Imp (My[P/x]) (M2[P/X]) et
((Imp My My) [Q / X]) = Imp (M1[Q/X]) (M2[Q/X]). Par hypothése de
récurrence on déduit que (Mi[P/X]) —ep(M1[Q/x]) et (Mo[P/X]) —ex
(M2[Q/X]).

D’ou par I’application de la propriété de transitivite de la relation —gp on
deduit que ((Imp M1 My) [P/ X]) —exg ((Imp M1 Mz) [Q / X]).

Si M= (PI M) alors on a ((P1 My) [P/x]) = PI (M1 [P/x]) et ((P1 My) [Q/X]) =
P1 (M1 [Q/x]). Par hypothése de recurrence on deduit que (M1 [P/x]) —&p (M1
[Q/x]). D’ou PI (M1 [P/X]) —exg P1 (M1 [Q/X]).

Proposition 4 :

Pour tout termes M N N’ et pour toute variable x y, si x # y et x ¢ FV(N’), alors M
[N/X][y/N’] = M[y/N’][ x/N[y/N]].

La spécification formelle de cette proposition est :

Lemma sub_distrib: forall n1 n2 a b p g:nat, forall P Q M M1 M2 N1 N2 N3: c_term,

var(nl,n2) <> var(a,b) -> ~(is_free (var(a,b)) P) -> ((level P)<=n2)
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->((level Q) <=b) -> (substitution (var(a,b)) Q M M1)

-> (substitution (var(nl1,n2)) P M1 M2) -> (substitution (var(n1,n2)) P Q N1)
-> (substitution (var(nl1,n2)) P M N2) -> (substitution (var(a,b)) N1 N2 N3)
-> M2 = N3.

La démonstration est par récurrence sur la structure de M ; Soient D et G les membres droit et
gauche de I’égalité.

SiM = x,alors G=NJ[y/N’] et D =NJ[y/N’] car x # .

SiM=y,alorsG=N" etD=N’[X/N[y/N']]=N’car x#y etx¢& FV(N’).
SiM =zoux #zety #z, alors G=z=D.

SiM = Az P; ondémontre ce cas par I’utilisation de la I’hypothese de récurrence.
SiM = App P Q; on démontre ce cas par I’utilisation de I’hypothese de récurrence.
SiM =Imp P Q; on démontre ce cas par I’utilisation de I’hypothése de récurrence.
SiM = PIQ; ondémontre ce cas par I’utilisation de la I’hypothése de récurrence.

No ok~ wNRE

Proposition 5 :
Pour tout termes M X et pour toute variable x, si x ¢ FV(M) alors (M[x/X]) = M
La spécification formelle de cette proposition dans le systéme coq est :

Lemma sub_var_nfree: forall M p q X, ((level X) <= q) -> ~(is_free (var(p,q)) M) ->
(substitution (var(p,q)) X M M).

La preuve est par récurrence sur le terme M.

Proposition 6 :

Pour tout termes M NP Q :c_term et pour toute variable x, si (N[M/X])E P et (N[M/x]) = Q
alors P = Q.

La spécification formelle de cette proposition dans le systéeme coq est :

Lemma subst_term_eq: forall M N P Q: c_term, forall n1 n2:nat,

(substitution (var(n1,n2)) M N P) -> (substitution (var(n1,n2)) M N Q)
> P=Q.

La preuve est par récurrence sur le terme N.
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Proposition 7 :

Pour tout termes MO M1 M2 Z Z0 Z1 Z2 et pour toute variable x, si (M1[MO/x Z et
(M2[M1/x]) = Z0 et (ZO[MO/x]) = Z1 et (M2[Z/x]) = Z2 alors Z2 = Z1.

La spécification formelle de cette proposition dans le systéme coq est comme suit :
Lemma sub_eq_Z1 72: forall M2 ZZ0 2172 MO M1 nl1n2, ((level MO) <= n2) ->
((level M1) <= n2) -> (substitution (var(nl,n2)) MO M1 Z)
-> (substitution (var(n1,n2)) M1 M2 Z0) ->(substitution (var(n1,n2)) M0 Z0 Z1) ->
(substitution (var(nl,n2)) Z M2 Z2) -> 72 = Z1.

La preuve est par récurrence sur la structure du terme M2 en utilisant le lemme sub_var_nfree
et le lemme subst_term_eq.

Proposition 8 :

Pour tout termes M P Q P1 Q1 et pour toute variable x, si P> g Q et si (P[M/X])=P1 et si
(Q[M/X]) = Q1 alors P1 —pp Q1.

La spécification formelle de cette proposition dans le systéeme coq est comme suit :

Lemma red_subst_red: forall P Q, (Ebeta_reduc P Q)-> forall M P1 Q1 nl n2,

((level M) <= n2) -> (substitution (var(nl,n2)) M P P1)->

(substitution (var(n1,n2)) M Q Q1) -> (Ebeta_reduc P1 Q1).

La preuve de cette proposition est par induction sur la longueur da la réduction P— g Q, en
utilisant les lemmes subst_term_eq, sub_var_nfree et le lemme sub_eq_Z1 Z2.

Proposition 9 :

Pour tout termes N P Q x1 x2 x3 x4 et pour toute variable x, si (Q[P/x} x1 et (N[x1/]) =
x2 et (N[Q/x]) = x3 et (x3[P/x]) = x4 alors x2 = x4.

La spécification formelle de cette proposition dans le systéeme coq est comme sulit :
Lemma sub_x2 _eq_x4: forall Q N P x1 x2 x3 x4 p g, substitution (var(p,q)) P Q x1 ->
(substitution (var(p,q)) x1 N x2) -> (substitution (var(p,q)) Q N x3)

-> (substitution (var(p,q)) P x3 x4) -> x2 = x4.

82

——
| —



Chapitre 11 Le Systeme Elambda

La preuve de cette proposition est par double induction sur la structure des termes Q et N, en
utilisant les lemmes sub_var_nfree et subst_term_eq.

Aprés la présentation des lemmes intermeédiaires les plus intéressants, on peut montrer la
confluence de Elambda-beta-réduction.

3.7. La confluence d’Elambda-beta-réduction :

Dans cette section, on va démontrer que I’Elamda_beta_réduction (Ebeta_reduc) vérifie la

propriété de Church-Rosser, c'est-a-dire :

Pour tout EA-terme U Vi Vo, Si U= Epeta_reduc V1 €t U— Eneta_reduc V2 alors il existe un

E)_term w tel que, v; — Ebeta_reduc W €1 V2 — Ebeta_reduc W:  wevveennnnns » (1)

Pour démontrer ce théoreme on utilise la méthode des réductions paralléles.

u

Ebeta_reduc \ Ebeta_reduc
vi N V2

AN 4

Ebeta_reduc s ’
- AN e Ebeta_reduc

3.7.1. Résidus :
Soient P un Elambda_terme et R, S des beta _redex dans P. Lorsque le redex R est

contracté, P se réduit a P’. Les résidus de S dans P’ sont des redex définis comme suit :

Cas 1: Si R et S sont disjoints dans P, alors lorsque R est contracté S reste inchangé.

Donc le résidu de S dans P’ est S.
Cas 2: Si R =S, alors contracter R est pareille a contracter S ; Donc S n’a pas de résidus

dans P’.
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Cas 3: Si R est contenu dans S, c.-a-d. S a la forme (Ax.M)N et R est dans M ou dans N.
la réduction de R change M a M’ ou N a N’. alors S se change 2&xM’)N  ou (Ax.M)N’ qui
est le résidu de S dans P’ .

Cas 4 : Si S est contenu dans R, c.-a-d. R a la forme (Ax.M)N et S est dans M ou dans N.

Sous cas 4a : S est dans M, Le résidu de S dans P’ prend une des formes :
S [N/x], S [N/X] [zalY]...[ZnlYn], S
Sous cas 4b: S est dans N, Lorsque le terme M [N/x] est construit ; le redex S est
dupliqué en autant de copies qu’il y a d’occurrences libres de x dans M et qui sont les résidus de S

dans P’.

3.7.2. Introduction a la reduction paralléle

La méthode de demonstration que I'on va utiliser est due a William Tait et Per Martin-Lo6f et
a été encore simplifiée par Masako Takahashi en 1995. Avant de passer a la démonstration
proprement dite, on va décrire informellement I'idée de cette méthode en analysant ce qui se
passe mal avec I’Elambda-calcul.

Premierement, on a songé a démontrer que la relation beta_red (réduction en une étape) est

fortement confluente ; c.-a-d :

Pour tout EA-terme U Vi Va, Si U —>peta_red Vi €1 U — peta_red V2 alors il existe un EA-terme

w tel que vi— beta_red W €L V2 — beta red W wuwennnnns > (2)

Si (2) est Vérifiée, alors on peut facilement déduire (1). Mais malheureusement (2) n’est pas
toujours vérifiée. Par exemple ; soit P = (Ay.uyy)(Iz) avec I = (Ax.x) ;

P — peta red U(1Z)(12) €t P — peta red (Ay.UYY)Z , €t (AY.UYY)Z — betared U Z Z, mais u (1 2) (I z)
ne peut étre réduit a uzz par une seule étape. u (I z) (I z) peut étre réduit a u z z par deux

étapes disjointes.

On va donc chercher a construire une relation, notée MCD (qui représentera la réduction
paralléle) qui soit contenu dans Ebeta_reduc et qui est fortement confluente. Par ailleurs, si on
a MCD C —>gpeta reauc, alors on constate immédiatement que MCD™ = — peta requc €t donc si

on prouve la confluence de MCD suffira a obtenir le résultat souhaiteé.
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En disant cela, on n'a évidemment pas résolu le probleme, mais on a déja fait un grand pas.
Le second pas consiste a se demander ce qu'on va mettre dans MCD.
Soit M un Elambda-terme et {R1, R2,...R;,...Rn} est I’ensemble des redex présents dans M.
On dit que R; est un redex minimal s’il ne contient aucun redex Rj de I’ensemble des redex de
M. Le principe de la réduction parallele est de commencer a contracter d’abord le redex
minimal R; puis contracter le résidu minimal de Ry,..., Rn et refaire I’opération de réduction

jusqu'a contracter tous les résidus.

Définition 3.9 : La réduction paralléle

La réduction parallele, notée « —pmcp », €St définie comme suit :
e Six € Vjalors X — ycp X
e SiM— pycoM’ et N — pyep N7 et M’[N°/ x] =P, alors (AX.M)N — pcp P
e SiM—ycpM etN— ycpN’,alors M N — yecp M” N’
e SiM— yco M’ et N — pep N, alors P(M N) — mep P(M’ N?)
e SiM— ycoM’,alors ITM — yep ITM’.

La réduction parallele est définie en coq de maniére inductive comme suit :

Inductive MCD: c_term -> c_term -> Prop:=

|[mcd_cvar: forall n1 n2:nat, (MCD (cvar(var(nl1,n2))) (cvar(var(nl,n2))))

[mcd_redex: forall n1 n2:nat, forall M N M" N' P:c_term, (MCD M M') -> (MCD N N')
-> (substitution (var(n1,n2)) N' M" P)->(MCD (App(Abs(n1,n2)M)N) P)

|[mcd_app: forall M N M' N':c_term, (MCD M M') -> (MCD N N') -> (MCD (App M N) (App
M*N)

|[mcd_imp: forall M N M* N':c_term, (MCD M M') -> (MCD N N') -> (MCD (Imp M N) (Imp
M'NY)

[mcd_abs: forall M M':c_term, forall n1 n2:nat, (MCD M M) -> (MCD (Abs(n1,n2)M)
(Abs(n1,n2)M")

|[mcd_pi: forall M M":c_term, (MCD M M') -> (MCD (PI M) (PI M")).

Remarque préliminarie:

e Si —pcep est fortement confluente, alors —mcp est confluente
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3.7.3. Démonstration du théoreme de Church-Rosser:

Pour demontrer que la relation —gpeta requc €St confluente on doit démontrer les points

suivants :

l. — betared © — McD € —>Ebeta_reduc-

Il. —mcp est fortement confluente.

[11. Creéer la cloture transitive et reflexive de la relation —mcp qu’on va nommer —med star
IV. Démontrer que si —mcp est fortement confluente alors —mep est confluente.

V. Démontrer que —mcd star < —>Ebeta reduc € —Ebeta_reduc © —mcd star , C.-a-d. que la

relation —meq star €St €quivalente a la relation —epeta_reduc -

> Pour démontrer queé — peta red © — mcp , ON doit d’abord deémontrer que la relation
— mcp  est une relation réflexive.
Lemme 1: la relation — ycp est une relation réflexive. La preuve de ce lemme est par
induction sur la structure du terme M.

Son énoncé dans le systéme coq est comme suit :

Lemma mxed ref- forall M:c _term, MCD M M.

Proof.

inauction MO. induction e. induction p. apply (med _cvar a b).
apply (med_app MO 1 MO 2 MO 1 MO_2 IHMO 1 1HMO 2).
casep. intros. apply(med_abs MO MO n nO IHMO).

apply (med imp MO _1 MO 2 MO 1 MO _2 IHMO 1 1HMO 2).
apply(med _pi MO MO 1HMO).

Qed.

3.7.3.1. La preuvede — beta_red & — MCD © —Ebeta_reduc -

Lemme2: > peta red © — mcp- La preuve de ce lemme est par induction sur la longueur de la

réduction —beta_red. Son énoncé dans le systeme coq est :

Lemma beta_mcd: forall M N:c_term, (beta_red M N) -> (MCD M N).
intros.

inversion H. generalize(mcd_ref N1); intro. generalize(med_ref M1); intro.
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apply(mcd_redex p g M1 N1 M1 N1 NO H4 H3 HO0).

Qed.

Lemme 3: — mcp © —Ebeta_reduc - La preuve de ce lemme est par induction sur la longueur
de la réduction -MCD .Son énoncé dans le systéeme coq est:

Lemma mcd_Ebeta: forall M N:c_term, (MCD M N) -> (Ebeta_reduc M N).
Proof.

induction 1. apply(refl_reduc (cvar(var(n3,n4)))).

generalize(Abs_reduc MO M' n3 n4 IHMCDJ); intro.

generalize(Appr_reduc (Abs(n3,n4)MO0) (Abs(n3,n4)M") NO H2); intro.
generalize(Appl_reduc NO N' (Abs(n3,n4)M") IHMCD2); intro.

generalize(trans_reduc (App(Abs(n3,n4)MO)NO) (App(Abs(n3,n4)M"INO) (App(Abs(n3,n4)MIN") H3
H4); intro.

generalize(beta_red0 n3 n4 N' M' P H1); intro.

generalize(beta_reduc (App(Abs(n3,n4)M")N") P H6); intro.

apply(trans_reduc (App(Abs(n3,n4)MO)NO) (App(Abs(n3,n4)M")N") P H5 H7).
generalize(Appr_reduc MO M' NO IHMCD1); intro.

generalize(Appl_reduc NO N' M' IHMCD?2); intro.

apply(trans_reduc (App MO NO) (App M' NO) (App M' N') H1 H2).

generalize(Impr_reduc MO M'" NO IHMCD1); intro generalize(Impl_reduc NO N* M' IHMCD2); intro.
apply(trans_reduc (Imp MO NO) (Imp M' NO) (Imp M' N") H1 H2).

apply(Abs_reduc MO M' n3 n4 IHMCD). apply(PI_reduc MO M' IHMCD).

Qed.

» Pour démontrer que la relatiee mcp est fortement confluente, on doit d’abord
démontrer le lemme suivant :

Lemme 4 :Si M —pcp M’ et N —ycp N7, alors M[x/ N] — mcp M’ [x/ N’].

La preuve de ce lemme est par induction sur la structure du terme M, on se sert du lemme de

la distributivité de la substitution (sub_distrib , le preuve de ce lemme est dans I’annexe B) et
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les lemmes mcd_var_nfree et inv_mcd_redex ou I’énoncé de preuve de ces lemmes est dans

I’annexe C.
L’énoncé du lemme 4 dans le systéme coq est comme suit :

Lemma mcd_subst_mcd: forall P Q P' Q' P1 P2: c_term, forall n1 n2 g:nat,
(level Q g) -> (g <=n2) -> (MCD P P") -> (MCD Q Q") ->
(substitution (var(n1,n2)) Q P P1) -> (substitution (var(nl,n2)) Q' P' P2) -> (MCD P1 P2).
Proof.
induction P. intros.
R B i
induction e. induction p.
inversion H1. rewrite <- H5 in H4. generalize (evar_eqdec n3 n4 a b); intro.
inversion H8. rewrite H9 in H3; rewrite HI in H4.
generalize (subst_var_eq Q P1 a b H3); intro. rewrite <- H10.
generalize (subst_var_eq Q' P2 a b H4); intro.
rewrite <- H11; exact H2. generalize (subst_var_neq Q P1 n3 n4 a b H9 H3); intro.
rewrite H10; clear H10. generalize (subst_var_neq Q' P2 n3 n4 a b H9 H4); intro.
rewrite H10; clear H10. apply mcd_cvar.

( nnnnnnnnnnnnnnn nApp *kkkhkhkhkhkhhkhkhhiikkx * )

intros. inversion H1. inversion H3.

generalize(exist_level Q"; intro. inversion_clear H21.

generalize(level_subst Q' P' P3 n3 n4 x0 H22 H4); intro.
generalize(exist_term N' Q' n3 n4 x0 H22 H21); intro. inversion_clear H23.
generalize(exist_term M' Q' n3 n4 x0 H22 H21); intro. inversion_clear H23.
generalize(exist_level x1); intro. inversion_clear H23.

generalize(exist_level N'); intro. inversion_clear H23.

generalize(level_subst N' M' P' n5 n6 x4 H27 H10); intro.
generalize(subst_level N' Q' x1 n3 n4 x0 x4 x3 H22 H27 H26 H21 H24); intro.

generalize(le_trans x3 x4 né H28 H23); intro. rewrite <- H5 in H19; inversion H19.
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generalize(IHP2 Q N' Q' N2 x1 n3 n4 x H15 H17 H8 H2 H20 H24); intro.
generalize(exist_level x1); intro. inversion_clear H40.

generalize(subst_level N' Q' x1 n3 n4 x0 x4 x6 H22 H27 H41 H21 H24); intro.
rewrite <- H32 in H10; rewrite <- H35 in H10. rewrite <- H32; rewrite <- H35.
generalize(level_subst N' M' P' n3 n4 x4 H27 H10); intro.

assert(x6 <= n4). apply(le_trans x6 x4 n4 H40 H42).

generalize(exist_term M' x1 n3 n4 x6 H41 H43); intro. inversion_clear H44.
generalize(sub_x2_eq_x4 N' M' Q' x1 x7 P' P3 n3 n4 H24 H45 H10 H4); intro.
rewrite H44 in H45; clear H44. apply(mcd_redex n3 n4 MO N2 M' x1 P3 H7 H39 H45).
rewrite <- H38 in H19. generalize(mcd_var_nfree Q Q' n5 n6 H2 H35); intro.
generalize(sub_abs_nfreel n3 n4 n5 n6 M' x0 x2 Q' H42 H22 H21 H40 H25); intro.
rewrite <- H5 in IHP1. generalize(mcd_abs MO M’ n5 n6 H7); intro.

generalize(IHP1 Q (Abs(n5,n6)M") Q' (Abs(n5,n6)Z) (Abs(n5,n6)x2) n3 n4 q H HO H44 H2 H19 H43);
intro.

generalize(inv_mcd_redex Z x2 n5 n6 H45); intro.

generalize(IHP2 Q N' Q' N2 x1 n3 n4 g H HO H8 H2 H20 H24); intro.
generalize(exist_term x2 x1 n5 n6 x3 H26 H29); intro. inversion_clear H48.
generalize(neqg_var n3 n4 n5 n6 H40); intro.

generalize(sub_distrib n3 n4 n5 n6 x0 x4 Q' N' M' P' P3 x1 x2 x6 H48 H42 H22 H21 H27 H23 H10
H4 H24 H25 H49); intro.

rewrite <- H50 in H49. apply(mcd_redex n5 n6 Z N2 x2 x1 P3 H46 H47 H49).
generalize(neq_var n3 n4 n5 n6 H41); intro.

generalize(IHP2 Q N' Q' N2 x1 n3 n4 g H HO H8 H2 H20 H24); intro.
generalize(exist_term x2 x1 n5 n6 x3 H26 H29); intro. inversion_clear H44.
generalize(mcd_var_nfree Q Q' n5 né H2 H40); intro.

generalize(subst_distrib n3 n4 n5 n6 x0 x4 Q' N' M' P' P3 x1 x2 x6 H42 H44 H22 H21 H27 H23 H10
H4 H24 H25 H45); intro.

rewrite <- H46 in H45.
generalize(sub_abs_nfreel n3 n4 n5 n6 M' x0 x2 Q' H44 H22 H21 H41 H25); intro.

rewrite <- H5 in IHP1.
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generalize(mcd_abs MO M' n5 n6 H7); intro. rewrite <- H38 in H19.

generalize(IHP1 Q (Abs(n5,n6)M") Q' (Abs(n5,n6)MO0) (Abs(n5,n6)x2) n3 n4 g H HO H48 H2 H19
H47); intro.

generalize(inv_mcd_redex MO x2 n5 n6é H49); intro.

apply(mcd_redex n5 n6 MO N2 x2 x1 P3 H50 H43 H45).

inversion H3. rewrite <- H8 in H4. inversion H4.

generalize (IHP1 Q M' Q' M2 M4 n3 n4 q H HO H7 H2 H18 H28); intro.
generalize (IHP2 Q N' Q" N2 N4 n3 n4 g H HO H9 H2 H19 H29); intro.
apply (mecd_app M2 N2 M4 N4 H30 H31).
(R R RR A [\[G AR ARk k)
intros.

inversion H1. rewrite <- H5 in H3; rewrite <- H6 in H4.

inversion H3; inversion H4. rewrite <- H20 in H3; rewrite <- H23 in H3.
rewrite <- H20 in H4; rewrite <- H23 in H4.

generalize (mcd_abs P M' n5 n6 H8); intro. exact H27.

generalize (eq_couple n3 n4 n5 n6 H11 H14); intro.

generalize (neq_couple n3 n4 n5 n6 H28); intro. contradiction.
apply(mcd_abs P M' n5 n6 H8).

generalize (eq_couple n3 n4 n5 n6 H23 H26); intro.

generalize (neq_couple n3 n4 n5 n6 H19); intro. contradiction.
generalize (IHP Q M"' Q' Z Z0 n3 n4 g H HO H8 H2 H20 H32); intro.
apply (med_abs Z Z0 n5 n6 H33).

generalize(sub_var_nfree M' n3 n4 x0 Q' H28 H30 H26); intro.
generalize(IHP Q M' Q' Z M' n3 n4 g H HO H8 H2 H20 H33); intro.
apply(mecd_abs Z M' n5 n6 H34). apply(mcd_abs P M' n5 n6 H8).
generalize(med_var_nfree P M' n3 n4 H8 H14); intro.
generalize(sub_var_nfree M' n3 n4 x0 Q' H28 H30 H33); intro.
generalize(subst_term_eq Q' M' Z M' n3 n4 H32 H34); intro.

rewrite H35; rewrite <- H5 in H1; rewrite <- H6 in H1; assumption.
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rewrite <- H5 in H1; rewrite <- H6 in H1; assumption.
R R )
intros.

inversion H1. rewrite <- H8 in H4. inversion H3. inversion H4.

generalize (IHP1 Q M' Q' M2 M4 n3 n4 ¢ H HO H7 H2 H18 H28); intro.

generalize (IHP2 Q N' Q' N2 N4 n3 n4 g H HO H9 H2 H19 H29); intro.

apply med_imp; assumption.

(FRARIEA LA AAAFFRRRRRRRIRRIIAEAAAR D] FAAAAAAAAAFFHRRRRRRRR AR FFFFHHK)
intros.

inversion H1. rewrite <- H7 in H4; clear H7. inversion H3; inversion H4.

generalize (IHP Q M"' Q' NO N1 n3 n4 g H HO H6 H2 H14 H22); intro.

apply mecd_pi; exact H23.
Qed.

Maintenant, on peut donner la preuve que la relatior> cp est fortement confluente, on se
sert des lemmes qu’on a demontré précedemment.

3.7.3.2. Larelation —ycp est fortement confluente :

Lemme 5 : Pour tout EA-terme P X Y, Si P ->pmep X et P ->mep Y alors il existe un EA-terme

T, tel que X=>mcp TetY -mep T

La preuve de ce lemme est par induction sur la structure du terme P. I’énoncé du ce lemme

dans le systéme Coq est comme suit :

Lemma MCD_strong_conf: forall P XY: ¢_term, (MCD P X) -> (MCD P Y)->
(exists T:c_term, (MCD X T) A (MCD Y T)).

Proof.

(*********************************** cvar *********************************)

induction P. induction e. induction p.

intros. generalize (MCD_cvar a b X H); intro.
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generalize (MCD_cvar a b Y HO); intro. rewrite H1; rewrite H2.

exists (cvar(var(a,b))). split; repeat apply mecd_cvar.
R
intros.

inversion H; inversion HO. rewrite <- H1 in IHP1.

rewrite <- H7 in H1; inversion H1. rewrite <- H16 in H9.

generalize(mcd_abs MO M' n3 n4 H3); intro. generalize(mcd_abs MO M'0 n3 n4 H9); intro.
generalize(IHP1 (Abs (n3, n4) M") (Abs (n3, n4) M'0) H13 H17); intro.

inversion_clear H18. generalize(IHP2 N' N'0 H4 H10); intro.

inversion_clear H18. inversion_clear H19; inversion_clear H20.

inversion H18; inversion H21. rewrite <- H28 in H23. inversion H23. rewrite <- H33 in H31.
generalize(exist_level N"); intro. inversion_clear H32.

generalize(exist_level x0); intro. inversion_clear H32.

generalize(level_subst N' M' X n3 n4 x1 H34 H6); intro. generalize (mcd_Ebeta N' x0 H19); intro.
generalize(red_level _decr N' x0 H36 x1 x2 H34 H35); intro.

generalize(le_trans x2 x1 n4 H37 H32); intro. generalize(exist_term M'1 x0 n3 n4 x2 H35 H38); intro.
inversion_clear H39. rewrite <- H14 in H12; rewrite <- H15 in H12.

generalize(exist_level N'0); intro. inversion_clear H39.

generalize(level_subst N'O M'0 Y n3 n4 x4 H41 H12); intro.

generalize(med_subst_mcd M' N' M'1 x0 X x3 n3 n4 x1 H34 H32 H26 H19 H6 H40); intro.
generalize(mcd_subst_mcd M'0 N'0O M'1 x0 Y x3 n3 n4 x4 H41 H39 H31 H22 H12 H40); intro.
exists x3; split; assumption.

rewrite <- H1 in H9; inversion H9.rewrite <- H13 in H10. rewrite <- H1 in IHP1.
generalize(mcd_abs MO M' n3 n4 H3); intro. generalize(mcd_abs MO M'1 n3 n4 H16); intro.
generalize(IHP1 (Abs(n3,n4)M") (Abs(n3,n4)M'1) H17 H18); intro.

inversion_clear H19. inversion_clear H20. inversion H19; inversion H21.

rewrite <- H22 in H27. inversion H27. rewrite H32 in H30. clear H32.

generalize(IHP2 N' N'0 H4 H11); intro.
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inversion_clear H31. inversion_clear H32.

generalize(exist_level N'); intro. inversion_clear H32.

generalize(exist_level x0); intro. inversion_clear H32.

generalize(exist_level N'0); intro. inversion_clear H32.

generalize(level_subst N' M' X n3 n4 x1 H34 H6); intro.

generalize(mcd_Ebeta N' x0 H31); intro.

generalize(red_level _decr N' x0 H37 x1 x2 H34 H35); intro.

assert( x2 <= n4). apply(le_trans x2 x1 n4 H38 H32).

generalize(exist_term M'2 x0 n3 n4 x2 H35 H39); intro. inversion_clear H40. exists x4; split.
apply(med_subst_mcd M' N' M'2 x0 X x4 n3 n4 x1 H34 H32 H25 H31 H6 H41).
apply(mcd_redex n3 n4 M'L N'0 M'2 x0 x4 H30 H33 H41). rewrite <- H6 in H3; inversion H3.
generalize(mcd_abs M1 M'0 n3 n4 H8); intro.

generalize(med_abs M1 M'1 n3 n4 H16); intro. rewrite <- H6 in IHP1.

generalize(IHP1 (Abs (n3, n4) M'0) (Abs (n3, n4) M'1) H17 H18); intro.

inversion_clear H19. inversion_clear H20. inversion H19; inversion H21.

rewrite <- H27 in H22; inversion H22. rewrite <- H32 in H30; clear H32.

generalize(IHP2 N' N'0 H5 H9); intro. inversion_clear H31. inversion_clear H32.
generalize(exist_level N"); intro. inversion_clear H32. generalize(exist_level x0); intro.
inversion_clear H32. generalize(exist_level N'0); intro. inversion_clear H32.
generalize(level_subst N'O M'0 Y n3 n4 x3 H36 H11); intro. generalize(mcd_Ebeta N'0 x0 H33); intro.
generalize(red_level_decr N'0 x0 H37 x3 x2 H36 H35); intro.

assert( x2 <= n4). apply(le_trans x2 x3 n4 H38 H32).

generalize(exist_term M'2 x0 n3 n4 x2 H35 H39); intro.

inversion_clear H40. exists x4; split. apply(mcd_redex n3 n4 M'1 N' M'2 x0 x4 H30 H31 H41).
apply(med_subst_mcd M'0 N'O M'2 x0 Y x4 n3 n4 x3 H36 H32 H25 H33 H11 H41).
generalize (IHP1 M' M'0 H3 HB8); intro. generalize (IHP2 N' N'0 H5 H10); intro.

elim H11; intros; elim H12; intros. elim H13; intros; elim H14; intros.

exists (App x x0); split; apply mcd_app; [exact H15 |exact H17 | exact H16 |exact H18].
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(************************************ Abs **********************************)

intros. induction p. inversion H. inversion HO. generalize (IHP M' M'0 H5 H10); intro.

elim H11; intros. elim H12; intros. generalize (mcd_abs M’ x a b H13); intro.

generalize (mcd_abs M'0 x a b H14); intro. exists (Abs(a,b)x); split; [exact H15 |exact H16].
R I R )
intros. inversion H; inversion HO.

generalize (IHP1 M' M'0 H3 HB8); intro. generalize (IHP2 N' N'0 H5 H10); intro.

elim H11; intros; elim H12; intros. elim H13; intros; elim H14; intros.

exists (Imp x x0); split. apply mcd_imp; [exact H15 | exact H17 ].

apply mecd_imp; [exact H16 | exact H18].

(FRAREEEEEAFAAAFFHFHRRRRRRRRIAAAAAS P HokA AR RARRAAA A A A AR AR R RRRRRAAR)
intros. inversion H; inversion HO. generalize (IHP M" M'0 H2 H5); intro.

elim H7; intros. elim H8; intros. exists(Pl x); split. apply mcd_pi; exact HO.

apply med_pi; exact H10.

Qed.

Maintenant, c’est le moment de créer la fermeture transitive et réflexive de la relation~ wmcp
et de démontrer que —mcp  est confluente.

3.7.3.3. Créer la cloture transitive et réflexive de la relation —ycp
La cl6ture transitive et réflexive de la relation MCD est nommée mcd_star. Elle est définit
dans le systeme Coq comme suit :
Inductive mcd_star: ¢_term -> c_term -> Prop:=
|refl_red: forall x:c_term, mcd_star x x
|trans_red: forall x y z:c_term, MCD xy -> mcd_star y z -> mcd_star X z.
On définit quelques fonctions qui nous aident pour démontrer que la relatior> meq star €St

confluente.

Definition coherent (x y:c_term): Prop:=
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exists z:c_term, mcd_star x z /A mcd_star y z.

Definition confluent (x:c_term): Prop:=

forall y z:c_term, mcd_star x y -> mcd_star x z -> coherenty z.

Definition Confluent: Prop:= forall x:c_term, confluent x.

Definition strongly_confluent(x:c_term): Prop:=

forall y z:c_term, MCD xy -> MCD x z -> exists w:c_term, MCD y w /A MCD z w.

Definition Strongly_confluent: Prop:= forall x:c_term, strongly_confluent x.

3.7.3.4. Démontrer que la relation —ycp est confluente :

Lemme 6 : Si la relation— pmcp  est fortement confluente, alors— mcp  est confluente c.-a-
d. : Si (Pour tout EA-terme P X Y, Si P »pep X et P —»mep Y alors il existe un EA-terme T, tel
que X _)MCD T et Y —MCD T) aIOI‘S (POLlI‘ tout E)\;'terme P X Y, Si P _)mcd_star X et P _)mcd_star Y

aIOI‘S 11 eXlSte un E)\;'terme T, tel que X _)mcd_star T et Y _)mcd_star T)

L’énoncé de ce lemme dans le systeme Coq est comme suit :

Lemma strog_conf_conf: Strongly _confluent -> Confluent.

Proof.

intro H'; red in |- *. intro x; red in |- *. intros y z H'0.

unfold coherent. red in H'.

generalize z; clear z.

elim H'0; clear H'0. intros x0 z H'1. exists z. split; [assumption | apply refl_red].

intros x0 y0 z H'1 H'2 H'3 z0 H'4. cut (ex (fun t:c_term => mcd_star yO t A MCD z0 t)).

intro h; elim h. intros t hO; elim hO. intros H'O H'5; clear h h0. generalize (H'3 t); intro h. lapply h;
[ intro hO; elim hO; intros z1 h1; elim hl; intros H'6 H'7; clear h hO hl | clear h ]; auto with sets.
exists z1; split; [ assumption | idtac ]. apply trans_red with t; auto with sets.

generalize H'1; generalize y0; clear H'1. elim H'4.

intros x1 y1 H'0; exists y1; split; [apply refl_red | assumption].

intros x1y1 z1 H'O H'1 H'5y2 H'6. red in H'.
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generalize (H' x1 y1 y2); intro h; lapply h;
[ intro H'7; lapply H'7;
[ intro hO; elim hO; intros z2 h1; elim hl; intros H'8 H'9; clear h H'7 hO hl | clear h ]
| clear h]; auto with sets.
generalize (H'5 z2); intro h; lapply h;
[ intro hO; elim hO; intros t h1; elim hl; intros H'7 H'10; clear h h0 hl | clear h ]; auto with sets.
exists t; split; auto with sets.

apply trans_red with z2; auto with sets.

Qed.

3.7.3.5. L’équivalence entre —Ebeta_reduc et —mcd_star :

Finalement, on est arrivé a demontrer que la relation>mcd_star est équivalente a la relation
—Ebeta_reduc. Pour cela on a besoin de démontrer d’autres lemmes intermeédiaires.

L’énoncé de preuves de ces lemmes dans le systeme coq se trouve dans I’annexe C :

Propositionl : Pour tout termes M N Z, si M —mcd star N alors (App Z M)
—mcd_star (App Z N)

Proposition 2: Pour tout termes M N Z, si M —mcd star N alors (App M 2)
—mcd_star (App N 2).

Proposition3: Pour tout termes M N Z, si M —mcd star N alors (Imp Z M)
—mcd_star (Imp Z N).

Proposition4 : Pour tout termes M N Z, si M —mcd star N alors (Imp M 2)
—mcd_star (Imp N Z).

Proposition 5 : Pour tout termes M et N et pour toute variable x, si M —mcd_star N alors
(Abs x. M) —mcd_star (Abs x. N).

Proposition 6 : Pour tout terme M, si M —mcd star N, alors (Pl M) —mcd_star (Pl N).
Proposition 7 : Pour tout termes M N, si M —ncp N, alors M —mced_star N.
Proposition 8 : Pour tout termes M N P, si M —mcd_star N et N —mcd_star P alors

M —mcd star P.
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3.7.3.5.1. L’énoncé du lemme démontrant que la relation —med_star C
—Ebeta_reduc est comme suit :

Lemma contain_mcd_star_Ebeta: forall x y:c_term, mcd_star x y -> Ebeta_reduc x y.
Proof.

induction 1; intros. apply (refl_reduc x).

generalize(mcd_Ebeta x y H); intro.

apply(trans_reduc x y z H1 IHmcd_star).

Qed.

3.7.3.5.2. L’énoncé du lemme démontrant que la relation —Ebeta_reduc c
—mcd_star est comme suit :

Lemma contain_Ebeta_mcd_star: forall x y:c_term, Ebeta_reduc x y -> mcd_star x y.
Proof.

induction 1; intros.

apply (refl_red MO).

apply (med_star_appl MO NO IHEbeta_reduc 2).
apply(mcd_star_appr MO NO IHEbeta_reduc Z).
apply (mcd_star_impl MO NO IHEbeta_reduc X).
apply(mcd_star_impr MO NO IHEbeta_reduc X).
generalize(beta_mcd MO NO H); intro.
apply(inc_mcd_mcd_star MO NO HO).
apply(mcd_star_abs MO NO IHEDbeta_reduc p q).
apply(mcd_star_pi MO NO IHEbeta_reduc).

apply (mcd_star_trans MO NO T IHEbeta_reducl IHEbeta_reduc?).

Qed.
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Chapitre 11 Le Systeme Elambda

D’ou d’apres le lemme contain_mcd_star_Ebeta et le lemme contain_Ebeta_mcd_star, on
déduit que la relation —Ebeta_reduc est équivalente a la relation —mcd_star. Donc la

relation —Ebeta reduc est confluente.

Conclusion :

L’objectif de ce mémoire est de formaliser le systeme Elambda en définissant la notion de
termes, la relation de substitution et la relation de reduction(Ebeta_reduc) et les regles
d’inférence. Ainsi de démontrer qu’Ebeta_reduc est confluente, en utilisant I’assistant de

preuve Cog.

Dans Coq, programmer revi ent a écrire des spécifications et de démontrer des propriétés. |l
S agit d’ une nouvelle méthodol ogie de la programmation, qui peut sembler déroutante au
premier abord, mais elle offre un avantage important car elle garantit I’ absence d’ erreurs dans

le programme obtenu.

La preuve de la spécification a nécessité plusieurs lemmes intermédiaires. L’ introduction de
ces résultats intermeédiaires permet d' évi ter de démontrer laméme propriété plusieursfois. La
preuve du résultat principal est ainsi écourtée. Elle est pluslisible et simple a comprendre.

Pour démontrer la confluence d’ Ebeta_reduc, on a suivi ces étapes:

- Onacrééune nouvellereation MCD qui réduit tout les redex présents dans un terme
(réduction parallele) et on a démontré que cette nouvelle relation est fortement
confluente.

- Onacréelafermeture réflexive et transitive de larelation MCD, nommée mcd_star
d une maniere qu’ elle soit équivalente alarelation Ebeta reduc.

- Onadémontré que MCD est confluente. Donc Ebeta reduc est confluente.
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Annexe

Annexe A

= Le lemme démontrant que chaque terme posséde un niveau (level)
Lemma exist_level: forall N, exists n, level N n.
Proof.
induction N.
case e. intro p. case p; intros.
exists n0. apply cvar_level.
elim IHN1. intros.
elim IHN2. intros.
exists (max x x0).
apply (App_level x x0 N1 N2 H HO).
case p.
elim IHN; intros.
exists (max x n0).
apply (Abs_level n nO x N H).
elim IHN1; intros.
elim IHNZ2; intros.
exists (S (max x x0)).
apply (Imp_level x x0 N1 N2 H HO).
elim IHN; intros.
exists (max 1 x).
apply (PI_level x N H).
Qed.
= Le lemme démontrant que chaque terme posséde un niveau unique :
Lemma ident_level: forall X: c_term, forall m n:nat, (level X = m) -> (level X =n) ->
(m=n).

Proof.
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Annexe

induction X; intros m n HO H1; omega.

Qed.

= Le lemme démontrant que chaque terme M peut avoir des occurrences libres ou
liées d’une variable x

Lemma occur_lib_liée: forall (M:c_term) (n1 n2:nat), (is_free (var(n1,n2))M) \/ ~(is_free
(var(nl,n2)) M).

Proof.

induction M. intros.

case e; intro. case p; intros.

generalize(couple_eqdec n1 n2 n n0); intro.

inversion_clear H. inversion_clear HO.

left. apply (cvar_free n n0). generalize(inv_neqg_couple n1 n2 n n0 HO); intro.
right. red. intro. inversion H1. generalize(eq_couple n1 n2 n n0 H5 H6); intro.
generalize(neg_couple n1 n2 n n0 H); intro. contradiction.

intros. elim (IHM1 nl n2); elim (IHM2 n1 n2). intros. left.

generalize (App_free n1 n2 M1 M2); intro.

apply H1; right; exact H. intros; left.

generalize (App_free n1 n2 M1 M2); intro.

apply H1; left; exact HO. intros. left.

generalize (App_free n1 n2 M1 M2); intro. apply H1; right; exact H. intros; right.
unfold not. intro. inversion H1. inversion H3; contradiction.

intros. case p. intros. generalize(couple_eqdec nl1 n2 n n0); intro.
inversion_clear H. inversion HO.

right. unfold not; intro. inversion H.

generalize(ref_eq_couple n n0); intro.

generalize(neg_couple n n0 n n0 H6); intro. contradiction.

generalize(inv_neq_couple n1 n2 n n0 HO); intro.
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elim (IHM nl n2); intro. left; apply (Abs_free n1 n2nn0 M H H1).

right; red;intro. inversion H2. contradiction. intros. elim (IHM1 n1 n2); elim (IHM2 n1 n2).
intros; left. generalize(Imp_free n1 n2 M1 M2); intro. apply H1. left; exact HO.

intros; left. generalize(Imp_free n1 n2 M1 M2); intro.

apply H1. left; exact HO. intros; left.

generalize(Imp_free n1 n2 M1 M2); intro. apply H1. right; exact H.

intros; right. red; intro. inversion H1. inversion H3; contradiction.

intros. elim (IHM n1 n2); intro. left; apply (P1_free n1 n2 M H). right; red;intro.

inversion HO. case (H H2).

Qed.
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Annexe B
Des lemmes démontrant la compatibilité entre la substitution et la réduction :
Lemmel : (Proposition 2 de chapitre 3)
Lemma ebeta_red_level decr: forall M N:c_term, (Ebeta_reduc M N) ->
(level N ) <= (level M) .
Proof.
induction 1.

(*************************reﬂ exivity**********************************)

intros. generalize (ident_level M p q H HO); intro; omega.
(FFAFFFAR IR I AR KRR TR IR R Axx gpplication & gauche *xxrkkRRkkkkkk ko kA k)
intros. inversion_clear HO. inversion_clear H1.

generalize (ident_level Z m m0 H2 HO); intro. rewrite <- H1; clear H1.

apply (max_m_n m nO m n). apply le_refl. apply IHEbeta_reduc; assumption.
(FFFFFAII IR AR KRk Rk ER application & droiteX Rkt ko k)
intros. inversion_clear HO; inversion_clear H1.

generalize (ident_level Z n n0 H3 H4); intro. rewrite <- H1; clear H1.

apply (max_m_n m0 n m n). apply IHEbeta_reduc; assumption. apply le_refl.
(FHFFFAFIR IR K IR K AR R FRX implication & gauche* *xxkkdkkokkkdokkkkkkkk)
intros. inversion_clear HO; inversion_clear H1.

generalize (ident_level X m m0 H2 HO); intro. rewrite <- H1; clear H1.

apply le_n_S. apply max_m_n. apply le_refl. apply IHEbeta_reduc; assumption.
(FHFFFAAI IRk KAk Rk Rx implication & droite*rrRkkkekkkkokkkokkkok)
intros. inversion_clear HO; inversion_clear H1.

generalize (ident_level X n n0 H3 H4); intro. rewrite <- H1; clear H1.

apply le_n_S. apply max_m_n. apply IHEbeta_reduc; assumption. apply le_refl.

(****************** beta réd u Ctl 0 n***********************************)

intros. inversion H. rewrite <- H3 in HO. inversion HO. inversion H7.
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generalize (level_subst NO M1 N p0 g0 n H9 H2). intro.

assert (max (max m0 g0) n = max m0 g0). apply assoc. assumption.

rewrite H16. generalize (subst_level M1 NO N pO g0 n mO g H9 H14 H1 H15 H2); intro.
apply max_m_I. assumption.

Golaiaisiiaiaisiiaiasisiaiaiaisiaiaisiiaiasiaiaiaisiaiaisiaiall o Neiaielsiaiaialsiaiaiaisiaiaisisiaialaisiaialaisiaiaisisiaiaisiaiaiaioied)
intros. inversion HO; inversion H1.

apply (max_m_n m0 g m q). apply IHEbeta_reduc; assumption. apply le_refl.
Golisisiaiaiaisiaiaiaisiiaisisiniaidiaiaaiaiaisisiaiaiaiel o lnisidahaiaisisiaiaisiaiaisiaidsiaiaisisiniaisiiaiaisiaiaiaisiaiaiaiaio)
intros. inversion HO; inversion H1. apply (max_m_n1 m0 1 m).

apply le_refl. apply IHEbeta_reduc; assumption.
Goliaiaiaieiaiaiiaiaisiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiatiol 1 £- 1o N 111V | (- ilaisiaiiaiaisiaiaiaisiaieiaisiaiaiaisiaiaiaaiaiaisiaiaiaiaioled |
intros. assert (exists n, level N n). apply (exist_level N).

inversion_clear H3. generalize( IHEbeta_reducl p x H1 H4); intros.

generalize( IHEbeta_reduc2 x q H4 H2); intros. omega.

Qed.

Lemme2 : (Proposition 3 de chapitre 3)
Lemma Ebeta_subst_Ebeta: forall P Q M P1 Q1:c_term, forall n1 n2:nat, (Ebeta_reduc P Q)

-> (substitution (var(n1,n2)) P M P1) -> (substitution (var(n1,n2)) Q M Q1) ->
(Ebeta_reduc P1 Q1).

Proof.

induction M; intros.

Golaiahaiaiaiaiaiaiaiaiaialosiaiaisiaiaiaiaishaiaiaiaiaiaiaiaiaialaiaialoll 07| Shalsbaiaiaiaishaiaishaiaishaiaiaiaisiaiaisiaiaisiaialaiaialaialaled)
inversion HO; inversion H1. rewrite <- H7; rewrite <- H14. exact H.

rewrite <- H11 in H4. inversion H4. generalize(eq_couple n1 n2 m n H18 H19); intro.
generalize(neg_couple n1 n2 m n H16); intro. contradiction.

rewrite <- H4 in H12; inversion H12.
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generalize(eq_couple n1 n2 m n H18 H19); intro.

generalize(neg_couple n1 n2 m n H9); intro. contradiction.

rewrite <- H4 in H12; inversion H12. apply refl_reduc.
(isisinininieisiaiaiaisiaiaiaiaiainisiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiall- 1o]s] [Tor=11]o] 1 Ralaiaieieieieiaiaiaiaiaiaisiiainiaiaiaiaiaiaiaisiaiaiaiaioie)
inversion HO. inversion H1. generalize (IHM1 MO M4 n1 n2 H H10 H20). intro.
generalize (IHM2 N1 N2 n1 n2 H H11 H21). intro.

generalize (Appl_reduc N1 N2 M0 H23). intro.

generalize (Appr_reduc MO M4 N2 H22). intro.

generalize (trans_reduc (App MO N1) (App MO N2) (App M4 N2) H24 H25); intro.
assumption.

(isiaiaiiaiaiaiaiaidiasisiaiiniaiaiaidsisiaisiiaiaiaiaiall’\ cihaiaiaisiaisiadddsisiniiaisiaiaiddssissiaiaiaisiaiaidadsiaiai)
induction p. generalize (couple_eqgdec nl n2 a b). intro. inversion H2. inversion H3.
rewrite <- H5 in HO;rewrite <- H6 in HO. rewrite <- H5 in H1; rewrite <- H6 in H1.
inversion HO; inversion H1. apply refl_reduc. generalize(ref_eq_couple n1 n2); intro.
generalize(neg_couple n1 n2 n1 n2 H23); intro. contradiction. apply refl_reduc.
generalize(ref_eq_couple nl n2); intro. generalize(neg_couple n1 n2 n1 n2 H16); intro.
contradiction. generalize(ref_eq_couple nl n2); intro.

generalize(neg_couple n1 n2 n1 n2 H16); intro. contradiction.
generalize(ref_eq_couple nl n2); intro. generalize(neg_couple n1 n2 n1 n2 H16); intro.
contradiction. apply refl_reduc. generalize(ref_eq_couple nl1 n2); intro.
generalize(neg_couple n1 n2 n1 n2 H28); intro. contradiction. apply refl_reduc.
inversion HO; inversion H1. apply refl_reduc.

generalize(eq_couple n1 n2 a b H6 H9); intro. contradiction. apply refl_reduc.
generalize(eq_couple n1 n2 a b H18 H21); intro.

generalize(neg_couple n1 n2 a b H14); intro. contradiction.

generalize (IHM Z Z0 n1 n2 H H15 H27); intro. apply (Abs_reduc Z Z0 a b H28).

generalize(sub_var_nfree M n1 n2 x P H11 H13 H21); intro.
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generalize(subst_term_eq P M Z M nl1 n2 H15 H28); intro. rewrite H29; apply refl_reduc.
apply refl_reduc. generalize(sub_var_nfree M n1 n2 x0 Q H23 H25 H9); intro.
generalize(subst_term_eq Q M Z M nl1 n2 H27 H28); intro. rewrite H29; apply refl_reduc.
apply refl_reduc.

(iskshiiaiaisiaiaiaiasiaiiaiaiaiaiaiadaiiaiaiaiaiaiaiaiaatall [1110] [Tor=11{o]) Raiaiaiaioiieisiaiaiaiaiaisiaiaiainiaiaiaiasaiaiaiaiaio))
inversion HO. inversion H1. generalize (IHM1 M0 M4 n1 n2 H H10 H20); intro.

generalize (IHM2 N1 N2 n1 n2 H H11 H21); intro.

generalize (Impr_reduc MO M4 N1 H22); intro.

generalize (Impl_reduc N1 N2 M4 H23); intro.

generalize(trans_reduc (Imp MO N1) (Imp M4 N1) (Imp M4 N2) H24 H25);intro.
assumption.

Golaiahiaiaiaishaialaiaiaishiaisiaisiaiaisiaisiaiaiaiaiaiaiaiaioll o Makaisishaiskaiaiaiaiaishaiaisiaialaiaiaiaiaisiaialsiiaisiaiaiaiaiaiaiale)
inversion HO. inversion H1. generalize (IHM N NO nl1 n2 H H9 H17); intro.

generalize (P1_reduc N NO H18); intro. exact H19.

Qed.

Lemme 3: (Proposition 4 de chapitre 3)

Lemma sub_distrib: forall n1 n2 a b: nat, forall P Q M M1 M2 N1 N2 N3: c_term,
var(nl,n2) <> var(a,b) -> ~(is_free (var(a,b)) P) ->( (level P ) <=n2)

->((level Q) <= b) -> (substitution (var(a,b)) Q M M1)

-> (substitution (var(nl1,n2)) P M1 M2) -> (substitution (var(n1,n2)) P Q N1)

-> (substitution (var(nl1,n2)) P M N2) -> (substitution (var(a,b)) N1 N2 N3)

-> M2 = N3.

Proof.

induction M. intros.

(******************************** cvar ************************************)

induction e. induction p0. inversion H5.
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rewrite <- H12 in H5; rewrite <- H15 in H5.

rewrite <- H12 in H8; rewrite <- H15 in H8.

rewrite <- H14 in H5; rewrite <- H14 in H6. inversion H8.

generalize (eq_var n1 n2 a b H20 H23); intro. contradiction.

generalize (subst_term_eq P Q M2 N1 n1 n2 H6 H7); intro.

rewrite <- H24 in H9; rewrite <- H27 in H9. assert(exists u:nat, level M2 u).
apply(exist_level M2). inversion_clear H28.

generalize(level_subst M2 (cvar(var(a,b))) N3 a b x1 H29 H9); intro.
generalize(sub_var_eq a b x1 M2 H29 H28); intro.

generalize(subst_term_eq M2 (cvar(var(a,b))) N3 M2 a b H9 H30); intro.

rewrite H31; reflexivity. rewrite <- H16 in H6; inversion H6. rewrite <- H23; rewrite <- H23
in HG.

generalize(subst_term_eq P (cvar(var(a0,b0))) P N2 n1 n2 H6 H8); intro.

rewrite <- H27 in H9. assert(exists u:nat, level N1 u). apply(exist_level N1). inversion_clear
H28.

generalize(level _subst N1 P N3 a b x1 H29 H9); intro. generalize(sub_var_nfree P a b x1 N1
H29 H28 HO0); intro.

generalize(subst_term_eq N1 P N3 P a b H9 H30); intro. rewrite H31; reflexivity.
generalize(subst_term_eq P (cvar(var(a0,b0))) M2 N2 n1 n2 H6 H8); intro.

rewrite <- H25 in H28. rewrite <- H28 in H9. assert(exists u:nat, level N1 u).
apply(exist_level N1). inversion_clear H29.

generalize(level_subst N1 (cvar(var(a0,b0))) N3 a b x1 H30 H9); intro.
generalize(sub_var_neq a b a0 b0 x1 N1 H30 H29 H18); intro.

generalize(subst_term_eq N1 (cvar(var(a0,b0))) N3 (cvar(var(a0,b0))) a b H9 H31); intro.
rewrite H32; reflexivity.

e A ™)
intros. inversion H5. rewrite <- H17 in H6. clear H17. inversion H6.

inversion H8. rewrite <- H36 in HI9; clear H36. inversion HI.
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generalize (IHM1 M4 M6 N1 M8 M10 H HO H1 H2 H3 H4 H18 H27 H7 H37 H46); intro.
rewrite <- H48. clear H48.

generalize (IHM2 NO N5 N1 N7 N9 H HO H1 H2 H3 H4 H19 H28 H7 H38 H47); intro.
rewrite <- H48; clear H48. reflexivity.

(Gisisiaiaisiaiaiaidisissisiainiaiaiaidsiaisisisiaiaiaiaiall .\ o Rsisisiiniaiaiaiaidaisissiiniaiaiaisiadsisisisiaiaiaiaiaiadasiaii))
intros. inversion H5. rewrite <- H14 in H6. clear H14. inversion H6.

generalize (eq_var nl n2 a b H19 H22); intro. contradiction.

rewrite <- H12 in H8. inversion H8. generalize (eq_var n1 n2 a b H31 H34); intro.
contradiction. generalize (subst_term_eq P M Z Z0 n1 n2 H28 H40); intro.

rewrite <- H41 in H37; clear H41. rewrite <- H37 in H9. inversion HI.

reflexivity. generalize (neq_couple a b a b H51); intro.

generalize (ref_eq_couple a b); intro. contradiction. reflexivity.
generalize(sub_var_nfree M n1 n2 x0 P H24 H26 H34); intro.
generalize(subst_term_eq P M Z M nl1 n2 H28 H41); intro.

rewrite H42; clear H42. rewrite <- H37 in H9. assert(exists v:nat, level N1 v).
apply(exist_level N1). inversion_clear H42.

generalize (level_subst N1 (Abs(a,b)M) N3 a b x2 H43 H9); intro.

generalize (sub_abs_nfree0 a b M x2 N1 H43 H42); intro.

generalize(subst_term_eq N1 (Abs(a,b)M) N3 (Abs(a,b)M) a b H9 H44); intro.

rewrite H45; reflexivity. rewrite <- H12 in H8.

generalize (sub_abs _nfree2 n1 n2 ab M x0 P H22 H24 H26 H27 H28); intro.
generalize (subst_term_eq P (Abs (a,b)M) N2 (Abs(a,b)M) n1 n2 H8 H29); intro.
rewrite H30 in H9. assert(exists v:nat, level N1 v). apply(exist_level N1).
inversion_clear H31. generalize(level_subst N1 (Abs(a,b)M) N3 a b x1 H32 H9); intro.
generalize(sub_abs_nfree0 a b M x1 N1 H32 H31); intro.

generalize(subst_term_eq N1 (Abs(a,b)M) N3 (Abs(a,b)M) a b H9 H33); intro.

rewrite H34; reflexivity. rewrite <- H12 in H5; rewrite <- H12 in H8.
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rewrite <- H18 in H6; clear H18. inversion H6. rewrite H22 in H8; rewrite H25 in H8.
generalize (sub_abs_nfreeO m n M x0 P H27 H28); intro.

generalize (subst_term_eq P (Abs (m,n)M) N2 (Abs(m,n)M) m n H8 H29); intro.

rewrite H30 in H9; clear H30. rewrite H22 in H7; rewrite H25 in H7.

generalize (sub_var_nfree Q m n x0 P H27 H28 H14); intro.

generalize (subst_term_eq P Q N1 Q m n H7 H30); intro. rewrite H31 in H9.
generalize(sub_abs nfreelabmnM xZ Q H14 H15 H17 H19 H20); intro.

generalize (subst_term_eq Q (Abs (m,n)M) N3 (Abs(m,n)Z) a b H9 H32); intro.

rewrite H33; reflexivity. inversion H8. generalize (eq_couple n1 n2 m n H34 H37); intro.
generalize (neq_couple n1 n2 m n H30); intro. contradiction.

rewrite <- H40 in H9; clear H40. inversion H9. generalize (eq_couple a b m n H45 H48);
intro.

generalize (neg_couple a b m n H19); intro. contradiction.

generalize (IHM Z Z0 N1 Z1 Z2 H HO H1 H2 H3 H4 H20 H31 H7 H43 H54); intro.
rewrite H55; reflexivity. generalize (sub_var_nfree Z1 a b x2 N1 H50 H52 H48); intro.
generalize (IHM Z Z0O N1 Z1 Z1 H HO H1 H2 H3 H4 H20 H31 H7 H43 H55); intro.

rewrite H56; reflexivity. rewrite <- H40 in H9. inversion H9. generalize (eq_coupleab mn
H46 H49); intro.

generalize (neg_couple a b m n H19); intro. contradiction.

generalize (sub_var_nfree M nl1 n2 x1 P H39 H41 H37); intro.

generalize (IHM Z Z0 N1 M Z1 H HO H1 H2 H3 H4 H20 H31 H7 H56 H55); intro.
rewrite H57; reflexivity. generalize (sub_var_nfree M a b g Q H3 H4 H49); intro.
generalize (subst_term_eq Q M Z M a b H20 H56); intro. rewrite H57 in H6; clear H57.
generalize (sub_abs nfree2 n1 n2 mn M x0 P H37 H27 H29 H42 H43); intro.
generalize (subst_term_eq P (Abs(m,n)M) M2 (Abs(m,n)M) n1 n2 H6 H57); intro.
rewrite H58 in H28; clear H58. rewrite H28; reflexivity.

inversion H8. rewrite H34 in H7; rewrite H37 in H7.

generalize(sub_var_nfree Q m n x1 P H39 H40 H14); intro.
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generalize(subst_term_eq P Q N1 Q m n H7 H41); intro. rewrite H42 in HI; clear H42.

rewrite H34 in H8; rewrite H37 in H8. generalize(sub_abs _nfreeO m n M x1 P H39 H40);
intro.

generalize(subst_term_eq P (Abs(m,n)M) N2 (Abs(m,n)M) m n H8 H42); intro.
rewrite H43 in H9; clear H43.

generalize(sub_abs_nfreelabmnM xZ Q H14 H15 H17 H19 H20); intro.
generalize(subst_term_eq Q (Abs(m,n)M) N3 (Abs(m,n)Z) a b H9 H43); intro.
rewrite H44; reflexivity. rewrite <- H40 in H9; inversion H9.

generalize (eq_couple a b m n H46 H49); intro.

generalize (neq_couple a b m n H19); intro. contradiction.

generalize (sub_var_nfree Znl n2 p P H1 H2 H25); intro.

generalize (IHM Z Z N1 Z0 Z1 H HO H1 H2 H3 H4 H20 H56 H7 H43 H55); intro.
rewrite H57; reflexivity.

generalize (sub_var_nfree Z0 a b x2 N1 H51 H53 H49); intro.

generalize (sub_var_nfree Z n1 n2 x0 P H27 H29 H25); intro.

generalize (IHM Z Z N1 Z0 Z0 H HO H1 H2 H3 H4 H20 H57 H7 H43 H56); intro.
rewrite H58; reflexivity. rewrite <- H40 in H9; inversion H9.

generalize (eq_couple a b m n H46 H49); intro.

generalize (neq_couple a b m n H19); intro. contradiction.

generalize (sub_var_nfree Z n1 n2 x0 P H27 H29 H25); intro.

generalize (sub_var_nfree M n1 n2 x1 P H39 H41 H37); intro.

generalize (IHM Z Z N1 M Z0 H HO H1 H2 H3 H4 H20 H56 H7 H57 H55); intro.
rewrite H58; reflexivity. generalize (sub_var_nfree M a b g Q H3 H4 H49); intro.
generalize (subst_term_eq Q M Z M a b H20 H56); intro. rewrite H57 in H6; clear H57.
generalize (sub_abs nfree2 n1 n2 mn M x1 P H37 H39 H41 H42 H43); intro.
generalize (subst_term_eq P (Abs(m,n)M) M2 (Abs(m,n)M) n1 n2 H6 H57); intro.

rewrite H58 in H28; inversion_clear H28. reflexivity.
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rewrite <- H12 in H5; rewrite <- H12 in H8. rewrite <- H18 in H6; inversion H6.

rewrite H23 in H8; rewrite H26 in H8. generalize(sub_abs nfree0 m n M x0 P H28 H29);
intro.

generalize(subst_term_eq P (Abs(m,n)M) N2 (Abs(m,n)M) m n H8 H30); intro.
rewrite H31 in H9. inversion H9. generalize(egq_couple a b m n H34 H37); intro.
generalize(neg_couple a b m n H20); intro. contradiction.
generalize(sub_var_nfree M a b x1 N1 H39 H41 H14); intro.
generalize(subst_term_eq N1 M Z M a b H43 H44); intro. rewrite H45; trivial.
reflexivity. rewrite <- H29 in H6.

generalize(subst_term_eq P (Abs(m,n)M) (Abs(m,n)Z) N2 n1 n2 H6 H8); intro.
rewrite <- H33 in H9. inversion H9. generalize(neq_couple a b m n H20); intro.
generalize(eq_couple a b m n H36 H39); intro. contradiction.
generalize(sub_var_nfree M a b x Q H15 H17 H14); intro.

generalize(IHM M Z N1 Z Z0 H HO H1 H2 H3 H4 H46 H32 H7 H32 H45); intro.
rewrite H47; reflexivity. reflexivity.

generalize(sub_abs_nfree2 n1 n2 mn M x0 P H26 H28 H30 H31 H32); intro.
generalize(subst_term_eq P (Abs(m,n)M) (Abs(m,n)M) N2 n1 n2 H33 H8); intro.
rewrite <- H34 in H9; clear H34. assert(exists v:nat, level N1 v). apply(exist_level N1).
inversion_clear H34. generalize (level_subst N1 (Abs(m,n)M) N3 a b x1 H35 H9); intro.
generalize(nfree. M_N_P n1n2mnP Q N1 H31 H19 H7); intro.
generalize(sub_abs _nfree2 ab m n M x1 N1 H14 H35 H34 H36 H20); intro.
generalize(subst_term_eq N1 (Abs(m,n)M) (Abs(m,n)M) N3 a b H37 H9); intro.
rewrite <- H38; reflexivity.

intros. inversion H5. rewrite <- H17 in H6. inversion H6.

inversion H8. rewrite <- H37 in HI. inversion HI.

generalize (IHM1 M4 M6 N1 M8 M10 H HO H1 H2 H3 H4 H18 H28 H7 H38 H48); intro.
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rewrite <- H50; clear H50.
generalize (IHM2 NO N5 N1 N7 N9 H HO H1 H2 H3 H4 H19 H29 H7 H39 H49); intro.
rewrite <- H50; clear H50. reflexivity.

(********************************** PI ***********************************)

intros. inversion H5. rewrite <- H16 in H6. inversion H6. inversion H8. rewrite <- H32 in
H9. inversion H9.

generalize (IHM N NO N1 N4 N5 H HO H1 H2 H3 H4 H17 H25 H7 H33 H41); intro.

rewrite <- H42; reflexivity.

Qed.

Lemme 4: (Proposition 8 de chapitre 3)
Lemma red_subst_red: forall P Q,(Ebeta_reduc P Q)-> forall M P1 Q1 nl n2,

((level M) <= n2) ->(substitution (var(nl,n2)) M P P1)->
(substitution (var(n1,n2)) M Q Q1)-> (Ebeta_reduc P1 Q1).
Proof.
induction 1.
Golsiaisiaiaiaiaiaiaiaisiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiel (-1 100\ (idaiaiaiaisiaiaisaiaiadisiaiaiasinisisiaisisiaiaisiiaiaisiaiaiaiaio)
intros. generalize (subst_term_eq MO M P1 Q1 nl1 n2 HO H1); intro.
rewrite H2. apply refl_reduc.
(FFAFFFAAII IRk KRk ke gpplication & gauche *Rrr Rk kkk koo kol x)
intros. inversion H1. inversion H2.
generalize (subst_term_eq M0 Z M2 M4 n1 n2 H10 H19); intro. rewrite <- H21; clear H21.
generalize (IHEbeta_reduc MO N1 N3 n1 n2 HO H11 H20); intro.
apply Appl_reduc. exact H21.
(FFFFFAAIR IR I IR R A xR xR gpplication & droite ¥Rk kR X)
intros. inversion H1. inversion H2.

generalize (subst_term_eq MO Z N1 N3 n1 n2 H11 H20); intro. rewrite <- H21; clear H21.
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generalize (IHEbeta_reduc MO M2 M4 n1 n2 HO H10 H19); intro.

generalize (Appr_reduc M2 M4 N1 H21); intro. exact H22.

(FFAFFFAAR IR AR KAk R Implication & gauche *rkkkkkkokkkikokdokokkdokokkdokox)
intros. inversion H1. inversion H2.

generalize (subst_term_eq MO X M2 M4 nl1 n2 H10 H19); intro. rewrite <- H21; clear H21.
generalize (IHEbeta_reduc MO N1 N3 n1 n2 HO H11 H20); intro.

generalize (Impl_reduc N1 N3 M2 H21); intro. exact H22.
(FFAFFFAAR IR ARk Ak Rk kR x implication & droite FrRRRERkkRkkkkokk ko kokox)
intros. inversion H1. inversion H2.

generalize (subst_term_eq MO X N1 N3 n1 n2 H11 H20); intro.

rewrite <- H21; clear H21. generalize (IHEbeta_reduc MO M2 M4 n1 n2 HO H10 H19);
intro.

generalize (Impr_reduc M2 M4 N1 H21); intro. exact H22.
Gelsisiiiainieisiaiaiaisiaiaiaiaiainiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaieiall o121 =W (1o (101 [0]s Relaieieiaiaiainieiaiaiaiaisisisiiniaiaisiaiaiaiaiaio)
intros. inversion H. rewrite <- H4 in H1. inversion H1. inversion H13.
inversion H14. rewrite <- H27. rewrite <- H26 in H3; inversion H3.

rewrite <- H33 in H2; inversion H2. rewrite <- H39; clear H39.
generalize(sub_var_eq p g M0 H22); intro.

generalize(beta_red0 MO (cvar(var(p,q))) MO p q H39); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (cvar (var (p, 9)))) M0) MO0). exact H40.
generalize (ref_eq_couple nl n2); intro. contradiction.

rewrite <- H34 in H2; inversion H2. rewrite <- H39; clear H39.

rewrite <- H19 in H35; rewrite <- H20 in H35.

generalize (eq_couple n1 n2 m n H40 H41); intro. contradiction.

generalize (sub_var_neq p g m n MO H22 H35); intro.

generalize(beta_red0 MO (cvar(var(m,n))) (cvar(var(m,n))) p g H44); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (m, n)))) MO) (cvar (var (m, n)))).
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exact H45. rewrite <- H33 in H2; inversion H2.

generalize (sub_abs_nfree0 p g M5 M0 H42); intro.

generalize(beta_red0 MO (Abs(var(p,q))M5) (Abs(var(p,q))M5) p g H43); intro.
apply(beta_reduc(App (Abs (var(p, q)) (Abs(var(p, g)) M5)) MO) (Abs(var(p, q)) M5)).

exact H44.

generalize (eq_couple n1 n2 p g H19 H20); intro. contradiction.

rewrite H20 in H43. generalize(sub_abs_nfree0 p g M5 M0 H43); intro.
generalize(beta_red0 MO (Abs(var (p, q)) M5)(Abs(var (p, q)) M5) p g H46); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M5)) MO0) (Abs(var (p, q)) M5) H47).
rewrite <- H36 in H2; inversion H2. rewrite <- H19 in H33; rewrite <- H20 in H33.
generalize (eq_couple n1 n2 m n H42 H43); intro. contradiction.

rewrite <- H19 in H37; rewrite <- H20 in H37.

generalize(subst_ident_var M5 Z n1 n2 H37); intro. rewrite <- H49 in H48; clear H49.
rewrite H19 in H48; rewrite H20 in H48.

generalize(sub_abs_nfreel p g m n M5 Z0 M0 H44 H22 H33 H48); intro.
generalize(beta_red0 MO (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var(m, n)) Z0) p q H49); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M5)) M0) (Abs(var (m, n)) Z0) H50).
rewrite <- H19 in H37; rewrite <- H20 in H37.

generalize(subst_ident_var M5 Z n1 n2 H37); intro.

rewrite <- H49 in H44; rewrite <- H49; clear H49. rewrite H19 in H44; rewrite H20 in H44.
generalize(sub_abs_nfree2 p g m n M5 M0 H44 H22 H47 H33); intro.

generalize(beta_red0 MO (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var (m, n)) M5) p q H49); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M5)) MO) (Abs(var (m, n)) M5)
H50).

rewrite <- H36 in H2; inversion H2. rewrite H42 in H19; rewrite H43 in H20.
rewrite H19; rewrite H20. generalize(sub_abs_nfree0 p g M5 M0 H22); intro.

generalize(beta_red0 MO (Abs(var (p, q)) M5) (Abs(var (p, q)) M5) p q H46); intro.
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apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, g)) MS5)) MO) (Abs(var (p, q)) M5) H47).
rewrite H19 in H48; rewrite H20 in H48.

generalize(sub_abs_nfreel p g m n M5 Z M0 H44 H22 H37 H48); intro.
generalize(beta_red0 MO (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var (m, n)) Z) p g H49); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M5)) MO0) (Abs(var (m, n)) Z) H50).
generalize(sub_abs_nfree2 p g m n M5 MO H31 H22 H47 H37); intro.

generalize(beta_red0 MO (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var (m, n)) M5) p q H49); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n))M5)) MO0) (Abs(var (m, n)) M5)
H50).

rewrite <- H35 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H32; rewrite H20 in H32.

rewrite H19 in H36; rewrite H20 in H36. generalize(subst_ident_var M5 M6 p q H32); intro.
generalize(subst_ident_var N3 N4 p q H36); intro.

rewrite <- H46 in H44; rewrite <- H47 in H45.

generalize(sub_app n1 n2 M5 N3 M8 N6 MO H42 H44 H45); intro.

rewrite H19 in H48; rewrite H20 in H48.

generalize(beta_red0 MO (App M5 N3) (App M8 N6) p g H48); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (App M5 N3)) MO) (App M8 N6) H49).

rewrite <- H35 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H32; rewrite H20 in H32.

rewrite H19 in H36; rewrite H20 in H36. generalize(subst_ident_var M5 M6 p q H32); intro.
generalize(subst_ident_var N3 N4 p q H36); intro.

rewrite <- H46 in H44; rewrite <- H47 in H45.

generalize(sub_imp n1 n2 M5 N3 M8 N6 MO H42 H44 H45); intro.

rewrite H19 in H48; rewrite H20 in H48.

generalize(beta_red0 MO (Imp M5 N3) (Imp M8 N6) p g H48); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Imp M5 N3)) MO) (Imp M8 N6) H49).

rewrite <- H34 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H35; rewrite H20 in H35.

generalize(subst_ident_var M5 N3 p g H35); intro. rewrite <- H43 in H42.
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rewrite H19 in H42; rewrite H20 in H42. generalize(sub_pi p g M5 MO N4 H22 H42); intro.
generalize (beta_red0 MO (P1 M5) (Pl N4) p g H44); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Pl M5)) MO0) (PI1 N4) H45).

rewrite <- H27 in H3; inversion H3. rewrite <- H34 in H2; inversion H2.
generalize(eq_couple n1 n2 m n H40 H41); intro. contradiction.

generalize (sub_var_eq p q (cvar(var(m,n))) H35); intro.

generalize(beta_redO (cvar (var (m, n))) (cvar (var (p, q))) (cvar (var (m, n))) p q H44); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (cvar (var (m, n))))(cvar (var (m,
n))) H45).

rewrite <- H35 in H2; inversion H2. rewrite <- H19 in H36; rewrite <- H20 in H36.
generalize(eq_couple n1 n2 m0 n0 H41 H42); intro. contradiction.
generalize(sub_var_neq p g m0 n0O (cvar(var(m,n))) H32 H36); intro.

generalize(beta_red0 (cvar (var (m, n))) (cvar (var (m0, n0))) (cvar (var (m0, n0))) p q H45);
intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (m0, n0)))) (cvar (var (m, n)))) (cvar (var
(m0, n0))) H46).

rewrite <- H34 in H2; inversion H2. generalize(sub_abs_nfree0 p g M5 (cvar(var(m,n)))
H35); intro.

generalize(beta_redO (cvar (var (m, n))) (Abs(var (p, q)) M5)(Abs(var (p, q)) M5) p q H44);
intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M5)) (cvar (var (m, n)))) (Abs(var (p,
q)) M5) H45).

generalize(eq_couple n1 n2 p g H19 H20); intro. contradiction.
generalize(sub_abs_nfree0 p g M5 (cvar(var(m,n))) H35); intro.

generalize(beta_redO (cvar (var (m, n))) (Abs(var (p, q)) M5)(Abs(var (p, q)) M5) p q H47);
intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M5)) (cvar (var (m, n)))) (Abs(var (p,
q)) M5) H48).

rewrite <- H37 in H2; inversion H2. rewrite <- H19 in H34; rewrite <- H20 in H34.

generalize(eq_couple n1 n2 m0 n0 H43 H44); intro. contradiction.
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rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29. generalize(inv_neq_couple p g m n H29); intro.
generalize(sub_var_t1_nlib_t2 M5 Z p g m n H50 H38); intro.

rewrite H19 in H49; rewrite H20 in H49.

generalize(sub_var_nfree Z p g MO H22 H51); intro.

generalize(subst_term_eq MO Z Z0 Z p q H49 H52); intro. rewrite H53; clear H53.
generalize (sub_abs_nfreel p g m0 n0 M5 Z (cvar(var(m,n))) H32 H33 H34 H38); intro.

generalize(beta_redO (cvar (var (m, n))) (Abs(var (m0, n0)) M5) (Abs(var (m0, n0)) Z) p q
H53); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M5)) (cvar (var (m, n)))) (Abs(var
(m0, n0)) Z) H54).

generalize (sub_abs_nfreel p g m0 n0 M5 Z (cvar(var(m,n))) H32 H33 H34 H38); intro.

generalize(beta_redO (cvar (var (m, n))) (Abs(var (m0, n0)) M5) (Abs(var (m0, n0)) Z) p q
H50); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M5)) (cvar (var (m, n)))) (Abs(var
(m0, n0) )Z) H51).

rewrite <- H37 in H2; inversion H2.
generalize(sub_abs_nfree2 p ¢ m0 n0 M5 (cvar(var(m,n))) H32 H33 H34 H38); intro.

generalize(beta_redO (cvar (var (m, n))) (Abs(var (m0, n0)) M5) (Abs(var (m0, n0)) M5) p q
H47); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M5)) (cvar (var (m, n))))
(Abs(var(m0, n0)) M5) H48).

generalize(sub_abs_nfree2 p g m0 n0 M5 (cvar(var(m,n))) H32 H33 H34 H38); intro.

rewrite H19 in H49; rewrite H20 in H49. generalize(sub_var_nfree M5 p g M0 H22 H32);
intro.

generalize(subst_term_eq MO M5 Z M5 p q H49 H51); intro. rewrite H52; clear H52.

generalize(beta_red0 (cvar (var (m, n))) (Abs(var (m0, n0)) M5) (Abs(var (m0, n0)) M5) p q
H50); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M5)) (cvar (var (m, n)))) (Abs(var
(m0, n0)) M5) H52).

generalize(sub_abs_nfree2 p ¢ m0 n0 M5 (cvar(var(m,n))) H32 H33 H34 H38); intro.
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generalize(beta_red0 (cvar (var (m, n))) (Abs(var (m0, n0)) M5) (Abs(var (m0, n0)) M5) p q
H50); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M5)) (cvar (var (m, n)))) (Abs(var
(m0, n0)) M5) H51).

rewrite <- H36 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.
generalize(inv_neq_couple p g m n H29); intro.

generalize(sub_var_t1 _nlib_t2 M5 M6 p g m n H47 H33); intro.
generalize(sub_var_t1_nlib_t2 N3 N4 p g m n H47 H37); intro.

rewrite H19 in H45; rewrite H20 in H45.

rewrite H19 in H46; rewrite H20 in H46.

generalize (sub_var_nfree M6 p g MO H22 H48); intro.

generalize(subst_term_eq MO M6 M8 M6 p g H45 H50); intro.

rewrite H51; clear H51.

generalize (sub_var_nfree N4 p g MO H22 H49); intro.

generalize(subst_term_eq MO N4 N6 N4 p g H46 H51); intro. rewrite H52; clear H52.
generalize(sub_app p g M5 N3 M6 N4 (cvar(var(m,n))) H32 H33 H37); intro.
generalize(beta_redO (cvar (var (m, n))) (App M5 N3) (App M6 N4) p g H52); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (App M5 N3)) (cvar (var (m, n)))) (App M6 N4)
H53).

rewrite <- H36 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.
generalize(inv_neq_couple p g m n H29); intro.

generalize(sub_var_t1 _nlib_t2 M5 M6 p g m n H47 H33); intro.
generalize(sub_var_t1 nlib_t2 N3 N4 p g m n H47 H37); intro.

rewrite H19 in H45; rewrite H20 in H45. rewrite H19 in H46; rewrite H20 in H46.
generalize (sub_var_nfree M6 p ¢ MO H22 H48); intro.

generalize(subst_term_eq MO M6 M8 M6 p g H45 H50); intro.

rewrite H51; clear H51. generalize (sub_var_nfree N4 p g MO H22 H49); intro.

generalize(subst_term_eq MO N4 N6 N4 p q H46 H51); intro. rewrite H52; clear H52.
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generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 (cvar(var(m,n))) H32 H33 H37); intro.
generalize(beta_red0 (cvar (var (m, n))) (Imp M5 N3) (Imp M6 N4) p q H52); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (Imp M5 N3)) (cvar (var (m, n)))) (Imp M6 N4) H53).
rewrite <- H35 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.
generalize(inv_neq_couple p g m n H29); intro.

generalize (sub_var_t1 nlib_t2 M5 N3 p g m n H44 H36); intro.

rewrite H19 in H43; rewrite H20 in H43. generalize (sub_var_nfree N3 p g MO H22 H45);
intro.

generalize(subst_term_eq MO N3 N4 N3 p g H43 H46); intro.rewrite H47; clear H47.
generalize (sub_pi p g M5 (cvar(var(m,n))) N3 H32 H36); intro.
generalize(beta_red0 (cvar (var (m, n))) (P1 M5) (P1 N3) p q H47); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Pl M5)) (cvar (var (m, n)))) (Pl N3) H48).
rewrite <- H26 in H3; inversion H3. rewrite <- H33 in H2; inversion H2.
generalize(sub_var_eq p q (Abs(var(n1,n2))M5) H34); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (n1, n2)) M5) (cvar (var (p, q))) (Abs(var (n1, n2)) M5) p q
H41); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (Abs(var (n1, n2)) M5))(Abs(var
(n1, n2)) M5) H42).

generalize(ref_eq_couple nl n2); intro. contradiction.
rewrite H19; rewrite H20. rewrite H19 in H34; rewrite H20 in H34.
generalize(sub_var_eq p q (Abs(var(p,q))M5) H34); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (p, q)) M5) (cvar(var(p,q))) (Abs(var (p, g)) M5) p q H46);
intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (Abs(var (p, q)) M5))(Abs(var (p,
q)) M5) H47).

rewrite <- H34 in H2; inversion H2. rewrite <- H19 in H35; rewrite <- H20 in H35.
generalize(eq_couple n1 n2 m n H40 H41); intro. contradiction.

generalize(sub_var_neq p g m n (Abs(var(n1,n2))M5) H31 H35); intro.
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generalize(beta_red0 (Abs(var (n1, n2)) M5) (cvar (var (m, n))) (cvar (var (m, n))) pq H44);
intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (m, n)))) (Abs(var (n1, n2)) M5)) (cvar
(var (m, n))) H45).

rewrite <- H33 in H2; inversion H2. rewrite H39 in H34; rewrite H40 in H34.
generalize(sub_abs_nfree0 p g M6 (Abs(var(p,q))M5) H34); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (p, q)) M5) (Abs(var (p, q)) M6) (Abs(var (p, q)) M6) p g
H43); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M6)) (Abs(var (p, g)) M5)) (Abs(var
(p, 9)) M6) H44).

generalize(eq_couple n1 n2 p g H19 H20); intro. contradiction.
generalize(sub_abs_nfree0 p g M6 (Abs(var(n1,n2))M5) H34); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (n1, n2)) M5) (Abs(var (p, q)) M6) (Abs(var (p, g)) M6) p q
H46); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M6)) (Abs(var (n1, n2)) M5))
(Abs(var (p, )) M6) H47).

rewrite <- H36 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H42; rewrite H20 in H43.
generalize(eq_couple p g m n H42 H43); intro. contradiction.

rewrite H19 in H37; rewrite H20 in H37.

generalize(sub_abs_var_tl1 nlib_t2 M6 p q M5 Z H37); intro.

rewrite H19 in H48; rewrite H20 in H48. generalize(sub_var_nfree Z p ¢ MO H22 H49);
intro.

generalize(subst_term_eq MO Z Z0 Z p q H48 H50); intro. rewrite H51; clear H51.
rewrite H19; rewrite H20. rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.

rewrite H19 in H32; rewrite H20 in H32.

generalize(sub_abs_nfreel p g m n M6 Z (Abs(var(p,q))M5) H31 H32 H33 H37); intro.

generalize(beta_red0 (Abs (var(p, g)) M5) (Abs(var (m, n)) M6) (Abs(var (m, n)) Z) p q H51);
intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n))M6)) (Abs(var (p, q)) M5)) (Abs(var
(m, n)) Z) H52).
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generalize(sub_abs_nfreel p g m n M6 Z (Abs(var(n1,n2))M5) H31 H32 H33 H37); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (n1, n2)) M5) (Abs(var (m, n)) M6) (Abs(var (m, n)) Z) p q
H49); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M6)) (Abs(var (n1, n2)) M5))
(Abs(var (m, n)) Z) H50).

rewrite <- H36 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H42; rewrite H20 in H43.
rewrite <- H42; rewrite <- H43. rewrite H19 in H32; rewrite H20 in H32.
generalize(sub_abs_nfree0 p g M6 (Abs(var(p,q))M5) H32); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (p, q)) M5) (Abs(var (p, q)) M6) (Abs(var (p, g)) M6) p q
H46); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M6)) (Abs(var (p, g)) M5)) (Abs(var
(p, ) M6) H47).

rewrite H19 in H48; rewrite H20 in H48.

generalize(sub_var_nfree M6 p g MO H22 H31); intro.

generalize(subst_term_eq MO M6 Z M6 p g H48 H49); intro. rewrite H50; clear H50.
generalize(sub_abs_nfree2 p g m n M6 (Abs(var(nl,n2))M5) H31 H32 H33 H37); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (n1, n2)) M5) (Abs(var (m, n)) M6) (Abs(var (m, n)) M6)p q
H50); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M6)) (Abs(var (n1, n2)) M5))
(Abs(var (m, n)) M6) H51).

generalize(sub_abs_nfree2 p g m n M6 (Abs(var(nl,n2))M5) H31 H32 H33 H37); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (n1, n2)) M5) (Abs (var(m, n)) M6) (Abs(var (m, n)) M6) p q
H49); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M6)) (Abs(var (n1, n2)) M5))
(Abs(var (m, n)) M6) H50).

rewrite <- H35 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H44; rewrite H20 in H44.
rewrite H19 in H45; rewrite H20 in H45. rewrite H19 in H32; rewrite H20 in H32.
rewrite H19 in H36; rewrite H20 in H36.

generalize(sub_abs_var_t1_nlib_t2 M6 p g M5 M7 H32); intro.

generalize(sub_abs_var_t1_nlib_t2 N3 p g M5 N4 H36); intro.
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generalize(sub_var_nfree M7 p g MO H22 H46); intro.

generalize(sub_var_nfree N4 p g MO H22 H47); intro.

generalize(subst_term_eq MO M7 M9 M7 p q H44 H48); intro.
generalize(subst_term_eq MO N4 N6 N4 p g H45 H49); intro.

rewrite H50; clear H50; rewrite H51; clear H51.

rewrite H19; rewrite H20. rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.

generalize (sub_app p ¢ M6 N3 M7 N4 (Abs(var(p,q))M5) H31 H32 H36); intro.
generalize(beta_redO (Abs(var (p, q)) M5) (App M6 N3) (App M7 N4) p g H50); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (App M6 N3)) (Abs (var(p, q)) M5)) (App M7 N4)
H51).

rewrite <- H35 in H2; inversion H2.

rewrite H19 in H44; rewrite H20 in H44. rewrite H19 in H45; rewrite H20 in H45.
rewrite H19 in H32; rewrite H20 in H32. rewrite H19 in H36; rewrite H20 in H36.
generalize(sub_abs_var_t1_nlib_t2 M6 p g M5 M7 H32); intro.
generalize(sub_abs_var_t1_nlib_t2 N3 p g M5 N4 H36); intro.
generalize(sub_var_nfree M7 p g MO H22 H46); intro.

generalize(sub_var_nfree N4 p g MO H22 H47); intro.

generalize(subst_term_eq MO M7 M9 M7 p q H44 H48); intro.
generalize(subst_term_eq MO N4 N6 N4 p g H45 H49); intro.

rewrite H50; clear H50; rewrite H51; clear H51.

rewrite H19; rewrite H20. rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.

generalize (sub_imp p g M6 N3 M7 N4 (Abs(var(p,q))M5) H31 H32 H36); intro.
generalize(beta_redO (Abs(var (p, q)) M5) (Imp M6 N3) (Imp M7 N4) p g H50); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (Imp M6 N3)) (Abs (var(p, q)) M5)) (Imp M7 N4)
H51).

rewrite <- H34 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H35; rewrite H20 in H35.
generalize(sub_abs_var_t1 _nlib_t2 M6 p g M5 N3 H35); intro.

rewrite H19 in H42; rewrite H20 in H42.
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generalize(sub_var_nfree N3 p g MO H22 H43); intro.

generalize(subst_term_eq MO N3 N4 N3 p q H42 H44); intro.

rewrite H45; clear H45. rewrite H19; rewrite H20.

rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.

generalize(sub_pi p g M6 (Abs(var(p,q))M5) N3 H31 H35); intro.
generalize(beta_red0 (Abs(var (p, g)) M5) (P1 M6) (Pl N3) p g H45); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (P1 M6)) (Abs(var (p, q)) M5)) (PI1 N3) H46).
rewrite <- H29 in H3; inversion H3. rewrite <- H36 in H2; inversion H2.
generalize(eq_couple n1 n2 m n H42 H43); intro. contradiction.
generalize(subst_term_eq MO M5 Z Z0 nl1 n2 H31 H48); intro.

rewrite H49; clear H49. rewrite H19 in H47; rewrite H20 in H47.

rewrite H19 in H48; rewrite H20 in H48.

generalize(sub_abs_nfreel pgmn M5 Z0 M0 H44 H22 H47 H48); intro.
generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z0) p q H22 H49); intro.

assert((level (Abs (var (m, n)) Z0)) <= q). apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) Z0)) (level
(Abs (var (m, n)) M5)) g H50 H37).

generalize(sub_var_eq p g (Abs(var(m,n))Z0) H51); intro.

generalize (beta_redO (Abs(var (m, n)) Z0) (cvar (var (p, g))) (Abs(var (m, n)) Z0) p q H52);
intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (Abs(var (m, n)) Z0)) (Abs(var (m,
n)) Z0) H53).

generalize(sub_var_nfree M5 n1 n2 M0 H46 H44); intro.
generalize(subst_term_eq MO M5 Z M5 n1 n2 H31 H49); intro.
rewrite H50; clear H50. generalize (sub_var_eq p g (Abs(var(m,n))M5) H37); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) M5) (cvar (var (p, q))) (Abs(var (m, n)) M5) p q H50);
intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (Abs(var (m, n)) M5)) (Abs(var
(m, n)) M5) H51).

rewrite <- H37 in H2; inversion H2. rewrite <- H19 in H38; rewrite <- H20 in H38.
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generalize(eq_couple n1 n2 m0 n0 H43 H44); intro. contradiction.

rewrite H19 in H27; rewrite H20 in H27; rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.
generalize(sub_abs_nfreel p g m n M5 Z M0 H25 H22 H27 H31); intro.
generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p q H22 H47); intro.

assert((level (Abs (var (m, n)) Z)) <= q). apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) Z)) (level
(Abs (var (m, n)) M5)) g H48 H34).

generalize(sub_var_neq p g m0 n0 (Abs(var(m,n))Z) H49 H38); intro.

generalize(beta_red0 (Abs (var(m, n)) Z) (cvar (var (m0, n0))) (cvar (var (m0, n0))) p q H50);
intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (m0, n0)))) (Abs(var (m, n)) Z)) (cvar (var
(m0, n0))) H51).

rewrite <- H36 in H2. rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.

generalize(sub_abs_nfree0 p g M6 M0 H22 ); intro.

generalize(subst_term_eq MO (Abs(var(p,q))M6) Q1 (Abs(var(p,q))M6) p g H2 H38); intro.
rewrite H39; clear H39. rewrite H19 in H27; rewrite H20 in H27.

rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.

generalize(sub_abs_nfreel p g m n M5 Z M0 H25 H22 H27 H31); intro.
generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p g H22 H39); intro.

assert((level (Abs (var (m, n)) Z)) <= q). apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) Z)) (level
(Abs (var (m, n)) M5)) g H40 H37).

generalize(sub_abs_nfree0 p g M6 (Abs(var(m,n))Z) H41); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) Z) (Abs(var (p, q)) M6) (Abs(var (p, q)) M6) p q H42);
intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M6)) (Abs(var (m, n)) Z)) (Abs(var (p,
q)) M6) H43).

rewrite <- H39 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2. inversion H2.
generalize(eq_couple p g m0 n0 H45 H46); intro. contradiction.
rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31. rewrite H19 in H27; rewrite H20 in H27.

generalize(sub_abs _nfreel p g m n M5 Z MO H25 H22 H27 H31); intro.

126

——
| —



Annexe

generalize(sub_abs_nfreel p g mO n0 M6 Z0 (Abs(var(m,n))M5) H34 H35 H36 H40); intro.
generalize(sub_abs_nfreel p g mO n0 Z0 Z1 MO H47 H49 H50 H51); intro.
generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p g H49 H52); intro.
assert((level (Abs (var (m, n)) Z2)) <=q).

apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) Z)) (level (Abs (var (m, n)) M5)) g H55 H35).
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))Z) (Abs(var(mO,n0))M6) T).
apply (exist_term (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))Z) p q H56).

inversion_clear H57.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))Z) (Abs(var(m0,n0))Z0)
(Abs(var(m0,n0))Z1)

X MO (Abs(var(m,n))M5) p g H49 H35 H52 H53 H54 H58); intro.
rewrite H57 in H58; clear H57.

generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) Z) (Abs(var (m0, n0)) M6) (Abs(var (m0, n0)) Z1) p q
H58); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M6)) (Abs(var (m, n)) Z)) (Abs(var
(m0, n0)) Z1) H57).

rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31. rewrite H19 in H27; rewrite H20 in H27.
generalize(sub_abs_nfreel p g m n M5 Z M0 H25 H22 H27 H31); intro.
generalize(sub_abs_nfreel p g m0 n0 M6 Z0 (Abs(var(m,n))M5) H34 H35 H36 H40); intro.
generalize(sub_abs_nfree2 p ¢ m0 n0 Z0 MO H47 H49 H50 H51); intro.
generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p g H49 H52); intro.
assert((level (Abs (var (m, n)) Z2)) <=q).

apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) Z2)) (level (Abs (var (m, n)) M5)) q H55 H35).
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))Z) (Abs(var(mO,n0))M®6) T).
apply(exist_term (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))Z) p g H56); intro.

inversion_clear H57. Print sub_eq_Z1 Z2.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))Z) (Abs(var(m0,n0))Z0)
(Abs(var(m0,n0))z0)
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X MO (Abs(var(m,n))M5) p g H49 H35 H52 H53 H54 H58); intro.
rewrite H57 in H58; clear H57.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) Z) (Abs(var (m0, n0)) M6) (Abs(var (m0, n0)) Z0) p q
H58); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M6)) (Abs(var (m, n)) Z)) (Abs(var
(m0, n0)) Z0) H57).

rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31. rewrite H19 in H27; rewrite H20 in H27.
rewrite <- H39 in H2. inversion H2. rewrite H19 in H45; rewrite H20 in H46.
generalize(eq_couple p g m0 n0 H45 H46); intro. contradiction.

rewrite <- H19 in H34; rewrite <- H20 in H34.

generalize(sub_var_nfree M6 n1 n2 MO H49 H34); intro.

generalize(subst_term_eq MO M6 Z0 M6 n1 n2 H51 H52); intro. rewrite H53; clear H53.
generalize(sub_abs_nfreel p g m n M5 Z MO H25 H22 H27 H31); intro.

rewrite H19 in H34; rewrite H20 in H34.

generalize(sub_abs_nfree2 p g m0 n0 M6 (Abs(var(m,n))M5) H34 H35 H36 H40); intro.
generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p g H22 H53); intro.
assert((level (Abs (var (m, n)) Z2)) <=q).

apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) Z)) (level (Abs (var (m, n)) M5)) g H55 H35).
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))Z) (Abs(var(mO,n0))M6) T).
apply(exist_term (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))Z) p q H56).

inversion_clear H57.

generalize(sub_abs_nfreel n1 n2 m0 n0 M6 M6 M0 H47 H49 H50 H52); intro.

rewrite H19 in H57; rewrite H20 in H57.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))Z) (Abs(var(m0,n0))M6)
(Abs(var(m0,n0))M6)

X MO (Abs(var(m, n))M5) p q H22 H35 H53 H54 H57 H58); intro.

rewrite H59 in H58; clear H59.
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generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) Z) (Abs(var (m0, n0)) M6) (Abs(var (m0O, n0)) M6) p q
H58); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M6)) (Abs(var (m, n)) Z)) (Abs(var
(m0, n0)) M6) H59).

generalize(sub_abs_nfreel p g m n M5 Z MO H25 H22 H27 H31); intro.
generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p g H22 H52); intro.
assert((level (Abs (var (m, n)) Z2)) <=q).

apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) Z)) (level (Abs (var (m, n)) M5)) g H53 H35).
rewrite H19 in H47; rewrite H20 in H47.

generalize(var_nfree_M_nfree_Abs p g m0 n0O M6 H47); intro.
generalize(sub_var_nfree (Abs(var (m0, n0)) M6) p g (Abs(var(m,n))Z) H54 H55); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) Z) (Abs(var (m0, n0)) M6) (Abs(var (m0, n0)) M6) p q
H56); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M6)) (Abs(var (m, n)) Z)) (Abs(var
(m0, n0)) M6) H57).

rewrite <- H38 in H2. rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.

generalize(sub_abs_nfreel n1 n2 m n M5 Z MO H25 H26 H27 H31); intro.

rewrite H19 in H49; rewrite H20 in H49.

generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p g H22 H49); intro.

assert((level (Abs (var (m, n)) Z)) <=q).

apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) 2)) (level (Abs (var (m, n)) M5)) q H50 H34).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))Z) M6 T).

apply(exist_term M6 (Abs(var(m,n))Z) p g H51). inversion_clear H52.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 M6 (Abs(var(m,n))Z) M7 M9 x MO (Abs(var(m,n))M5) p q
H22 H34 H49 H35 H47 H53); intro.

rewrite H52 in H53; clear H52.

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))Z) N3 T).

apply(exist_term N3 (Abs(var(m,n))Z) p g H51). inversion_clear H52,
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generalize(sub_eq_Z1 Z2 N3 (Abs(var(m,n))Z) N4 N6 x0 MO (Abs(var(m,n))M5) p q
H22 H34 H49 H39 H48 H54); intro.

rewrite H52 in H54; clear H52.

generalize(sub_app p g M6 N3 M9 N6 (Abs(var(m,n))Z) H51 H53 H54); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) Z) (App M6 N3) (App M9 N6) p g H52); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (App M6 N3)) (Abs(var (m, n)) Z)) (App M9 N6)
H55).

rewrite <- H38 in H2. rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.

generalize(sub_abs_nfreel n1 n2 m n M5 Z M0 H25 H26 H27 H31); intro.

rewrite H19 in H49; rewrite H20 in H49.

generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p q H22 H49); intro.

assert((level (Abs (var (m, n)) Z)) <=q).

apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) Z)) (level (Abs (var (m, n)) M5)) g H50 H34).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))Z) M6 T).

apply(exist_term M6 (Abs(var(m,n))Z) p g H51). inversion_clear H52.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 M6 (Abs(var(m,n))Z) M7 M9 x MO (Abs(var(m,n))M5) p q
H22 H34 H49 H35 H47 H53); intro.

rewrite H52 in H53; clear H52.

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))Z) N3 T).

apply(exist_term N3 (Abs(var(m,n))Z) p g H51). inversion_clear H52,

generalize(sub_eq_Z1 Z2 N3 (Abs(var(m,n))Z) N4 N6 x0 MO (Abs(var(m,n))M5) p q
H22 H34 H49 H39 H48 H54); intro.

rewrite H52 in H54; clear H52.

generalize(sub_imp p g M6 N3 M9 N6 (Abs(var(m,n))Z) H51 H53 H54); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) Z) (Imp M6 N3) (Imp M9 N6) p g H52); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Imp M6 N3)) (Abs(var (m, n)) Z)) (Imp M9 N6)
H55).

rewrite <- H37 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.

130

——
| —



Annexe

rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31. rewrite H19 in H27; rewrite H20 in H27.
generalize(sub_abs_nfreel p g m n M5 Z MO H25 H22 H27 H31); intro.
generalize(sub_pi p g M6 (Abs(var(m,n))M5) N3 H34 H38); intro.

generalize(sub_pi p g N3 MO N4 H22 H45); intro.

generalize(subst_level (Abs(var(m,n))M5) MO (Abs(var(m,n))Z) p q H22 H46); intro.
assert((level (Abs (var (m, n)) Z)) <=q).

apply (le_trans (level (Abs (var (m, n)) 2)) (level (Abs (var (m, n)) M5)) q H49 H34).
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))Z) (Pl M6) T).
apply(exist_term (P M6) (Abs(var(m,n))Z) p g H50).

inversion_clear H51.

generalize( sub_eq_Z1 Z2 (Pl M6) (Abs(var(m,n))Z) (PI1 N3) (P1 N4) x MO
(Abs(var(m,n))M5)

p q H22 H34 H46 H47 H48 H52); intro.
rewrite H51 in H52; clear H51.
generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) Z) (P1 M6) (P1 N4) p g H52); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Pl M6)) (Abs(var (m, n)) Z)) (Pl N4) H51).
rewrite <- H29 in H3. inversion H3. rewrite <- H36 in H2. inversion H2.
generalize(eq_couple n1 n2 m n H42 H43); intro. contradiction.
generalize(sub_var_nfree M5 n1 n2 M0 H46 H25); intro.
generalize(subst_term_eq MO M5 Z M5 n1 n2 H48 H49); intro. rewrite H50; clear H50.
generalize(sub_var_eq p q (Abs(var(m,n))M5) H37); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) M5) (cvar (var (p, q))) (Abs(var (m, n)) M5) p g
H50); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (Abs(var (m, n)) M5)) (Abs(var (m,
n)) M5) H51).

generalize(sub_var_eq p q(Abs(var(m,n))M5) H37); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) M5) (cvar (var (p, q))) (Abs(var (m, n)) M5) p q
H49); intro.
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apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (Abs(var (m, n)) M5)) (Abs(var (m,
n)) M5) H50).

rewrite <- H37 in H2;rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.

generalize(sub_var_neq p g m0 n0 M0 H22 H38); intro.

generalize(subst_term_eq MO (cvar(var(m0,n0))) Q1 (cvar(var(m0,n0))) p q H2 H39); intro.
rewrite H40; clear H40.

generalize(sub_var_neq p g m0 nO (Abs(var(m,n))M5) H34 H38); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) M5) (cvar (var (m0, n0))) (cvar (var (m0, n0))) p q
H40); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (m0, n0)))) (Abs(var (m, n)) M5)) (cvar
(var (m0, n0))) H41).

rewrite <- H36 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.

generalize(sub_abs_nfree0 p g M6 M0 H22 ); intro.

generalize(subst_term_eq MO (Abs(var(p,q))M6) Q1 (Abs(var(p,q))M6) p g H2 H38); intro.
rewrite H39; clear H39.

generalize(sub_abs_nfree0 p g M6 (Abs(var(m,n))M5) H37); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var (p, q)) M6) (Abs(var (p, g)) M6) p q
H39); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M6)) (Abs(var (m, n)) M5)) (Abs(var
(p. 9)) M6) HAQ).

rewrite <- H39 in H2. inversion H2. rewrite H19 in H45; rewrite H20 in H46.
generalize(eq_couple p g m0 n0 H45 H46); intro. contradiction.
generalize(sub_abs_nfree2 n1 n2 m n M5 MO H25 H26 H27 H31); intro.
generalize(sub_abs_nfreel p g m0 n0 M6 Z (Abs(var(m,n))M5) H34 H35 H36 H40); intro.
generalize(sub_abs_nfreel n1 n2 m0 n0 Z Z0 MO H47 H49 H50 H51); intro.

rewrite H19 in H52; rewrite H20 in H52. rewrite H19 in H54; rewrite H20 in H54.
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))M5) (Abs(var(m0,n0))M6) T).

apply(exist_term (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))M5) p g H35). inversion_clear H55.
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generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))M5) (Abs(var(m0,n0))Z)
(Abs(var(m0,n0))Z0) x

MO (Abs(var(m,n))M5) p q H22 H35 H52 H53 H54 H56); intro.
rewrite H55 in H56; clear H55.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var (m0, n0)) M6) (Abs(var (m0, n0))Z0) p q
H56); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M6)) (Abs(var (m, n)) M5))
(Abs(var (m0, n0)) Z0) H55).

generalize(sub_abs_nfree2 n1 n2 m n M5 M0 H25 H26 H27 H31); intro.
generalize(sub_abs_nfreel p g m0 n0 M6 Z (Abs(var(m,n))M5) H34 H35 H36 H40); intro.
generalize(sub_abs_nfree2 n1 n2 m0 n0 Z M0 H47 H49 H50 H51); intro.

rewrite H19 in H52; rewrite H20 in H52.

rewrite H19 in H54; rewrite H20 in H54.

assert(exists T: ¢_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))M5) (Abs(var(mO0,n0))M6) T).
apply (exist_term (Abs(var(mO,n0))M6) (Abs(var(m,n))M5) p q H35). inversion_clear H55.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m0,n0))M6) (Abs(var(m,n))M5) (Abs(var(m0,n0))Z)
(Abs(var(m0,n0))Z) x

MO (Abs(var(m,n))M5) p q H22 H35 H52 H53 H54 H56); intro.
rewrite H55 in H56; clear H55.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var (m0, n0)) M6) (Abs(var (m0, n0)) Z) pq
H56); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M6)) (Abs(var (m, n)) M5))
(Abs(var (m0, n0)) Z) H55).

rewrite <- H39 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2. inversion H2.
generalize(eq_couple p g m0 n0 H45 H46); intro. contradiction.
generalize(sub_var_nfree M6 p g MO H49 H34); intro.

generalize(subst_term_eq MO0 M6 Z M6 p g H51 H52); intro. rewrite H53; clear H53.
generalize(sub_abs_nfree2 p ¢ m0 n0 M6 (Abs(var(m,n))M5) H34 H35 H36 H40); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var (m0, n0)) M6) (Abs(var (m0, n0)) M6) p
g H53); intro.
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apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m0, n0)) M6)) (Abs(var (m, n)) M5))
(Abs(var (m0, n0)) M6) H54).

generalize(var_nfree_M_nfree_Abs p ¢ m0 n0 M6 H47); intro.
generalize(sub_var_nfree (Abs(var (m0, n0) )M6) p g (Abs(var (m, n)) M5) H35 H52); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) M5) (Abs(var (m0, n0)) M6) (Abs (var(mO, n0)) M6) p
g H53); intro.

apply(beta_reduc (App(Abs(var (p, g)) (Abs(var (m0, n0) )M6)) (Abs (var(m, n)
)M5))(Abs(var (m0, n0)) M6) H54).

rewrite <- H38 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.

inversion H2. rewrite H19 in H25; rewrite H20 in H25.

rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.

generalize(sub_abs_nfree2 p g m n M5 M0 H25 H22 H27 H31); intro.

assert (exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))M5) M6 T).

apply(exist_term M6 (Abs(var(m,n))M5) p q H34). inversion_clear H50.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 M6 (Abs(var(m,n))M5) M7 M9 x MO (Abs(var(m,n))M5) p g
H22 H34 H49 H35 H47 H51); intro.

assert(exists T: c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))M5) N3 T).

apply(exist_term N3 (Abs(var(m,n))M5) p q H34). inversion_clear H52.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 N3 (Abs(var(m,n))M5) N4 N6 x0 MO (Abs(var(m,n))M5) p g

H22 H34 H49 H39 H48 H53); intro.

rewrite H50 in H51; clear H50. rewrite H52 in H53; clear H52.

generalize(sub_app p @ M6 N3 M9 N6 (Abs(var(m,n))M5) H34 H51 H53); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) M5) (App M6 N3) (App M9 N6) p g H50);intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (App M6 N3)) (Abs (var(m, n)) M5)) (App M9 N6)
H52).

rewrite <- H38 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2. inversion H2.
rewrite H19 in H25; rewrite H20 in H25. rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.

generalize(sub_abs_nfree2 p g m n M5 M0 H25 H22 H27 H31); intro.
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assert (exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))M5) M6 T).

apply(exist_term M6 (Abs(var(m,n))M5) p q H34). inversion_clear H50.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 M6 (Abs(var(m,n))M5) M7 M9 x MO (Abs(var(m,n))M5) p q
H22 H34 H49 H35 H47 H51); intro.

assert(exists T: ¢_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))M5) N3 T).

apply(exist_term N3 (Abs(var(m,n))M5) p g H34). inversion_clear H52.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 N3 (Abs(var(m,n))M5) N4 N6 x0 MO (Abs(var(m,n))M5) p q

H22 H34 H49 H39 H48 H53); intro.

rewrite H50 in H51; clear H50. rewrite H52 in H53; clear H52.

generalize(sub_imp p g M6 N3 M9 N6 (Abs(var(m,n))M5) H34 H51 H53); intro.

generalize(beta_red0 (Abs(var (m, n)) M5) (Imp M6 N3) (Imp M9 N6) p g H50);intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Imp M6 N3)) (Abs (var(m, n)) M5)) (Imp M9 N6)
H52).

rewrite <- H37 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.

rewrite H19 in H25; rewrite H20 in H25. rewrite H19 in H31; rewrite H20 in H31.

generalize(sub_abs_nfree2 p g m n M5 M0 H25 H22 H27 H31); intro.

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Abs(var(m,n))M5) M6 T).

apply(exist_term M6 (Abs(var(m,n))M5) p g H34). inversion_clear H47.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 M6 (Abs(var(m,n))M5) N3 N4 x MO (Abs(var(m,n))M5) p q
H22 H34 H46 H38 H45 H48); intro.

rewrite H47 in H48; clear H47.

generalize(sub_pi p g M6 (Abs(var(m,n))M5) N4 H34 H48 ); intro.

generalize(beta_redO (Abs(var (m, n)) M5) (P1 M6) (Pl N4) p q H47); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (P1 M6)) (Abs(var (m, n)) M5)) (P1 N4) H49).

rewrite <- H28 in H3; inversion H3. rewrite <- H35 in H2; inversion H2.

generalize(subst_term_eq MO M5 M6 M8 n1 n2 H26 H44); intro.

generalize(subst_term_eq MO N3 N4 N6 nl1 n2 H30 H45); intro. rewrite H46; rewrite H47.
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rewrite H19 in H44; rewrite H20 in H44; rewrite H19 in H45; rewrite H20 in H45.
generalize(sub_app p g M5 N3 M8 N6 MO H22 H44 H45); intro.
generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M8 N6) p g H22 H48); intro.

assert (level(App M8 N6) <= q). apply(le_trans (level(App M8 N6)) (level (App M5 N3)) q
H49 H36).

generalize(sub_var_eq p q (App M8 N6) H50); intro.

generalize(beta_red0 (App M8 N6) (cvar (var (p, 9))) (App M8 N6) p q H51); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (App M8 N6)) (App M8 N6) H52).
rewrite<- H36 in H2; inversion H2. rewrite H19 in H42; rewrite H20 in H43.
generalize(eq_couple p g m n H42 H43); intro. contradiction.

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_app p @ M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.

generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p g H22 H46); intro.

assert(level (App M6 N4) <= q). apply(le_trans (level (App M6 N4)) (level (App M5 N3)) q
H47 H33).

generalize(sub_var_neq p g m n (App M6 N4) H48 H37); intro.
generalize(beta_redO (App M6 N4) (cvar (var (m, n))) (cvar (var (m, n))) p g H49); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (m, n)))) (App M6 N4)) (cvar (var (m, n)))
H50).

rewrite <- H35 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.

generalize (sub_abs_nfree0 p g M7 M0 H22); intro.

generalize(subst_term_eq MO (Abs(var(p,q))M7) Q1 (Abs(var(p,q))M7) p g H2 H37); intro.
rewrite H38; clear H38. rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26.

rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.

generalize(sub_app p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.

generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p g H22 H38); intro.

assert(level (App M6 N4) <= q). apply(le_trans (level (App M6 N4)) (level (App M5 N3)) q
H39 H36).
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generalize(sub_abs_nfree0 p g M7 (App M6 N4) H40); intro.
generalize(beta_redO (App M6 N4) (Abs (var(p, q)) M7) (Abs(var (p, q)) M7) p q H41); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M7)) (App M6 N4)) (Abs(var (p, q))
M7) H42).

rewrite <- H38 in H2. rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.
generalize(eq_couple p g m n H44 H45); intro. contradiction.

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26.

rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.

generalize(sub_app p @ M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(sub_abs_nfreel p g mn M7 Z (App M5 N3) H33 H34 H35 H39); intro.
generalize(sub_abs_nfreel pgmn Z Z0 MO H46 H48 H49 H50); intro.
generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p q H22 H51); intro.

assert(level (App M6 N4) <= q). apply(le_trans (level (App M6 N4)) (level (App M5 N3)) q
H54 H34).

assert (exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (App M6 N4) (Abs(var(m,n))M7) T).
apply(exist_term (Abs(var(m,n))M7) (App M6 N4) p g H55). inversion_clear H56.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m,n))M7) (App M6 N4) (Abs(var(m,n))Z)
(Abs(var(m,n))Z0) x

MO (App M5 N3) p q H22 H34 H51 H52 H53 H57); intro.
rewrite H56 in H57; clear H56.
generalize(beta_redO (App M6 N4) (Abs(var (m, n)) M7) (Abs(var (m, n)) Z0) p q H57); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M7)) (App M6 N4)) (Abs(var (m,
n))Z0) H56).

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_app p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(sub_abs_nfreel p g mn M7 Z (App M5 N3) H33 H34 H35 H39); intro.
generalize(sub_abs_nfree2 p g m n Z MO H46 H48 H49 H50 ); intro.

generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p g H22 H51); intro.
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assert (level (App M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(App M6 N4)) (level (App M5 N3)) q
H54 H34).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (App M6 N4) (Abs(var(m,n))M7) T).
apply(exist_term (Abs(var(m,n))M7) (App M6 N4) p g H55). inversion_clear H56.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m,n))M7) (App M6 N4) (Abs(var(m,n))Z)
(Abs(var(m,n))Z)

X MO (App M5 N3) p g H22 H34 H51 H52 H53 H57); intro.
rewrite H56 in H57; clear H56.
generalize(beta_redO(App M6 N4) (Abs (var(m, n)) M7) (Abs(var (m, n))Z) p q H57); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M7)) (App M6 N4)) (Abs(var (m, n))
Z) H56).

rewrite <- H38 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2. inversion H2.
generalize(eq_couple p g m n H44 H45); intro. contradiction.
generalize(sub_var_nfree M7 p g MO H22 H33); intro.
generalize(subst_term_eq MO M7 Z M7 p q H50 H51); intro.

rewrite H52; clear H52. rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26.

rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.

generalize(sub_app p @ M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p g H22 H52); intro.

assert(level (App M6 N4) <= q). apply(le_trans (level (App M6 N4)) (level (App M5 N3)) q
H53 H34).

generalize(var_nfree_M_nfree_Abs p g m n M7 H33); intro.
generalize(sub_var_nfree (Abs(var(m,n))M7) p q (App M6 N4) H54 H55); intro.

generalize(beta_redO (App M6 N4) (Abs(var (m, n)) M7) (Abs(var (m, n)) M7) p q H56);
intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M7)) (App M6 N4)) (Abs (var(m, n))
M7) H57).

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.

generalize(sub_app p g M5 N3 M6 N4 M0 H22 H26 H30); intro.
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generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p g H22 H51); intro.

assert(level(App M6 N4) <= q). apply(le_trans (level (App M6 N4)) (level(App M5 N3)) q
H52 H34).

generalize(var_nfree_M_nfree_Abs p g m n M7 H33); intro.
generalize(sub_var_nfree (Abs(var(m,n))M7) p q (App M6 N4) H53 H54); intro.

generalize(beta_redO (App M6 N4) (Abs(var (m, n)) M7) (Abs(var (m, n)) M7) p q H55);
intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M7)) (App M6 N4)) (Abs(var (m, n))
M7) H56 ).

rewrite <- H37 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2. inversion H2.
rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_app p @ M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p g H22 H48); intro.

assert(level(App M6 N4) <= q). apply (le_trans (level (App M6 N4)) (level(App M5 N3)) q
H49 H33).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (App M6 N4) M7 T).

apply (exist_term M7 (App M6 N4) p g H50). inversion_clear H51.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 M7 (App M6 N4) M8 M10 x MO (App M5 N3) p q
H22 H33 H48 H34 H46 H52); intro.

rewrite H51 in H52; clear H51. assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (App M6 N4)
N5 T).

apply(exist_term N5 (App M6 N4) p g H50). inversion_clear H51.
generalize(sub_eq_Z1 Z2 N5 (App M6 N4) N6 N8 x0 MO (App M5N3) p g

H22 H33 H48 H38 H47 H53); intro. rewrite H51 in H53; clear H51.
generalize(sub_app p g M7 N5 M10 N8 (App M6 N4) H50 H52 H53); intro.
generalize( beta_red0 (App M6 N4) (App M7 N5) (App M10 N8) p g H51); intro.
apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (App M7 N5)) (App M6 N4)) (App M10 N8) H54).
rewrite <- H37 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2. inversion H2.

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
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generalize(sub_app p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p g H22 H48); intro.

assert(level(App M6 N4) <= q). apply (le_trans (level (App M6 N4)) (level(App M5 N3)) q
H49 H33).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (App M6 N4) M7 T).
apply(exist_term M7 (App M6 N4) p q H50). inversion_clear H51.
generalize(sub_eq_Z1 Z2 M7 (App M6 N4) M8 M10 x MO (App M5N3) p q

H22 H33 H48 H34 H46 H52); intro.
rewrite H51 in H52; clear H51.
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (App M6 N4) N5 T).
apply(exist_term N5 (App M6 N4) p q H50). inversion_clear H51.
generalize(sub_eq_Z1 Z2 N5 (App M6 N4) N6 N8 x0 MO (App M5N3) p g

H22 H33 H48 H38 H47 H53); intro.
rewrite H51 in H53; clear H51.
generalize(sub_imp p g M7 N5 M10 N8 (App M6 N4) H50 H52 H53); intro.
generalize( beta_red0 (App M6 N4) (Imp M7 N5) (Imp M10 N8) p g H51); intro.
apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Imp M7 N5)) (App M6 N4)) (Imp M10 N8) H54).
rewrite <- H36 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.
rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_app p @ M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(subst_level (App M5 N3) MO (App M6 N4) p q H22 H45); intro.

assert(level (App M6 N4) <= q). apply (le_trans (level (App M6 N4)) (level(App M5 N3)) q
H46 H33).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (App M6 N4) M7 T).

apply(exist_term M7 (App M6 N4) p q H47). inversion_clear H48.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 M7 (App M6 N4) N5 N6 x MO (App M5N3) pq
H22 H33 H45 H37 H44 H49); intro.

rewrite H48 in H49; clear H48.
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generalize(sub_pi p g M7 (App M6 N4) N6 H47 H49); intro.
generalize(beta_redO (App M6 N4) (P1 M7) (P1 N6) p q H48); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (P1 M7)) (App M6 N4)) (P1 N6) H50).

rewrite <- H28 in H3; inversion H3. rewrite <- H35 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20
in H2; inversion H2. rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26.

rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.

generalize(subst_term_eq MO M5 M6 M8 p g H26 H44); intro.
generalize(subst_term_eq MO N3 N4 N6 p q H30 H45); intro.

rewrite H46; clear H46. rewrite H47; clear H47.

generalize(sub_imp p g M5 N3 M8 N6 MO H42 H44 H45); intro.
generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M8 N6) p q H42 H46 ); intro.

assert(level(Imp M8 N6) <= q). apply(le_trans (level(Imp M8 N6)) (level(Imp M5 N3)) g H47
H36).

generalize(sub_var_eq p g (Imp M8 N6) H48); intro.

generalize(beta_redO (Imp M8 N6) (cvar (var (p, q))) (Imp M8 N6) p q H49); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, q)))) (Imp M8 N6))(Imp M8 N6) H50).
rewrite <- H36 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.

generalize(sub_var_neq p g m n MO H22 H37); intro.

generalize(subst_term_eq MO (cvar(var(m,n))) Q1 (cvar(var(m,n))) p g H2 H38); intro.
rewrite H39; clear H39. rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26.

rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.

generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 M0 H22 H26 H30); intro.

generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p g H22 H39); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) g H40
H33).

generalize(sub_var_neq p g m n (Imp M6 N4) H41 H37); intro.

generalize(beta_redO (Imp M6 N4) (cvar (var (m, n))) (cvar (var (m, n))) p g H42); intro.
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apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (m, n)))) (Imp M6 N4)) (cvar (var (m, n)))
H43).

rewrite <- H35 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.
generalize(sub_abs_nfree0 p g M7 MO H22); intro.
generalize(subst_term_eq MO (Abs(var(p,q))M7) Q1 (Abs(var(p,q))M7) p g H2 H37); intro.

rewrite H38; clear H38. rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30;
rewrite H20 in H30.

generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p g H22 H38); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) g H39
H36).

generalize(sub_abs_nfree0 p g M7 (Imp M6 N4) H40); intro.
generalize(beta_redO (Imp M6 N4) (Abs(var (p, q)) M7) (Abs(var (p, q)) M7) p g H41); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M7)) (Imp M6 N4)) (Abs(var (p, q))
M7) H42).

rewrite <- H38 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.
generalize(eq_couple p g m n H44 H45); intro. contradiction.

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(sub_abs_nfreel pgmn M7 Z (Imp M5 N3) H33 H34 H35 H39); intro.
generalize(sub_abs_nfreel p g mn Z Z0 MO H46 H48 H49 H50); intro.
generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p g H22 H51); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) g H54
H34).

assert (exists T: c_term, substitution (var(p,q)) (Imp M6 N4) (Abs(var(m,n))M7) T).
apply(exist_term (Abs(var(m,n))M7) (Imp M6 N4) p g H55).
inversion_clear H56.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m,n))M7) (Imp M6 N4) (Abs(var(m,n))Z)
(Abs(var(m,n))Z0)
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x MO (Imp M5 N3) p q H22 H34 H51 H52 H53 H57); intro.
rewrite H56 in H57; clear H56.
generalize(beta_redO (Imp M6 N4) (Abs(var (m, n)) M7) (Abs(var (m, n)) Z0) p g H57); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M7)) (Imp M6 N4)) (Abs(var (m,
n))Z0) H56).

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(sub_abs nfreel pgmn M7 Z (Imp M5 N3) H33 H34 H35 H39); intro.
generalize(sub_abs_nfree2 p g m n Z MO H46 H48 H49 H50 ); intro.
generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p q H22 H51); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level (Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) q
H54 H34).

assert (exists T: c_term, substitution (var(p,q)) (Imp M6 N4) (Abs(var(m,n))M7) T).
apply(exist_term (Abs(var(m,n))M7) (Imp M6 N4) p q H55). inversion_clear H56.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m,n))M7) (Imp M6 N4) (Abs(var(m,n))Z)
(Abs(var(m,n))2)

X MO (Imp M5 N3) p g H22 H34 H51 H52 H53 H57); intro.
rewrite H56 in H57; clear H56.
generalize(beta_redO (Imp M6 N4) (Abs(var (m, n)) M7) (Abs(var (m, n))Z) p g H57); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs (var(m, n)) M7)) (Imp M6 N4)) (Abs(var (m, n))
Z) H56).

rewrite <- H38 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2. inversion H2.
generalize(eq_couple p g m n H44 H45); intro. contradiction.
generalize(sub_var_nfree M7 p g MO H22 H33); intro.
generalize(subst_term_eq MO M7 Z M7 p q H50 H51); intro.

rewrite H52; clear H52. rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26.

rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.

generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
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generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p g H22 H52); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) g H53
H34).

generalize(var_nfree_M_nfree_Abs p g m n M7 H33); intro.
generalize(sub_var_nfree (Abs(var (m, n)) M7) p g (Imp M6 N4) H54 H55); intro.

generalize(beta_redO (Imp M6 N4) (Abs(var (m, n)) M7) (Abs(var (m, n)) M7) p g H56);
intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M7)) (Imp M6 N4)) (Abs(var (m,
n))M7) H57).

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p g H22 H51); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) g H52
H34).

generalize(var_nfree_M_nfree_Abs p ¢ m n M7 H46); intro.
generalize(sub_var_nfree (Abs(var (m, n)) M7) p g (Imp M6 N4) H53 H54); intro.

generalize(beta_red0 (Imp M6 N4) (Abs(var (m, n)) M7) (Abs(var (m, n)) M7) p q H55);
intro.

apply (beta_reduc (App (Abs (var(p, q)) (Abs(var (m, n)) M7)) (Imp M6 N4)) (Abs(var (m,
n))M7) H56).

rewrite <- H37 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.
rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p q H22 H48); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) g H49
H33).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Imp M6 N4) M7 T).
apply(exist_term M7 (Imp M6 N4) p g H50).
inversion_clear H51.

generalize(sub_eq_Z1 72 M7 (Imp M6 N4) M8 M10 x MO (Imp M5N3) p q
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H22 H33 H48 H34 H46 H52); intro.
rewrite H51 in H52; clear H51.
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Imp M6 N4) N5 T).
apply(exist_term N5 (Imp M6 N4) p g H50). inversion_clear H51.
generalize(sub_eq_Z1 Z2 N5 (Imp M6 N4) N6 N8 x0 MO (Imp M5 N3) p q

H22 H33 H48 H38 H47 H53); intro.
rewrite H51 in H53; clear H51.
generalize(sub_app p g M7 N5 M10 N8 (Imp M6 N4) H50 H52 H53);intro.
generalize(beta_redO (Imp M6 N4) (App M7 N5) (App M10 N8) p q H51); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (App M7 N5)) (Imp M6 N4)) (App M10 N8) H54).
rewrite <- H37 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.
rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.
generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p g H22 H48); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) g H49
H33).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Imp M6 N4) M7 T).

apply(exist_term M7 (Imp M6 N4) p g H50). inversion_clear H51.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 M7 (Imp M6 N4) M8 M10 x MO (Imp M5N3) p q
H22 H33 H48 H34 H46 H52); intro.

rewrite H51 in H52; clear H51.

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Imp M6 N4) N5 T).

apply(exist_term N5 (Imp M6 N4) p g H50). inversion_clear H51.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 N5 (Imp M6 N4) N6 N8 x0 MO (Imp M5 N3) p q
H22 H33 H48 H38 H47 H53); intro.

rewrite H51 in H53; clear H51.

generalize(sub_imp p g M7 N5 M10 N8 (Imp M6 N4) H50 H52 H53); intro.
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generalize(beta_red0 (Imp M6 N4) (Imp M7 N5) (Imp M10 N8) p g H51); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Imp M7 N5)) (Imp M6 N4)) (Imp M10 N8) H54).
rewrite <- H36 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.

rewrite H19 in H26; rewrite H20 in H26. rewrite H19 in H30; rewrite H20 in H30.
generalize(sub_imp p g M5 N3 M6 N4 MO H22 H26 H30); intro.

generalize(subst_level (Imp M5 N3) MO (Imp M6 N4) p q H22 H45); intro.

assert(level(Imp M6 N4) <= q). apply(le_trans (level(Imp M6 N4)) (level(Imp M5 N3)) q H46
H33).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Imp M6 N4) M7 T).

apply(exist_term M7 (Imp M6 N4) p g H47). inversion_clear H48.

generalize(sub_eq_Z1 72 M7 (Imp M6 N4) N5 N6 x MO (Imp M5N3) pq
H22 H33 H45 H37 H44 H49); intro.

rewrite H48 in H49; clear H48.

generalize(sub_pi p g M7 (Imp M6 N4) N6 H47 H49); intro.

generalize(beta_redO (Imp M6 N4) (P1 M7) (P1 N6)p g H48); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (P1 M7)) (Imp M6 N4)) (P1 N6) H50).

rewrite <- H27 in H3; inversion H3.

rewrite <- H34 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.

rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.

generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.

generalize(subst_term_eq MO (P1 M5) Q1 (PI N3) p g H2 H36); intro. rewrite H37; clear
H37.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p q H22 H36); intro.

assert(level (PI N3) <= q). apply(le_trans (level(Pl N3)) (level(P1 M5)) g H37 H35).
generalize(sub_var_eq p q (P1 N3) H38); intro.

generalize(beta_redO (PI N3) (cvar (var (p, q))) (PI N3) p q H39); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (p, g)))) (PI N3)) (Pl N3) H40).

rewrite <- H35 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.
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generalize(sub_var_neq p g m n MO H22 H36); intro.

generalize(subst_term_eq MO (cvar(var(m,n))) Q1 (cvar(var(m,n))) p g H2 H37); intro.
rewrite H38; clear H38. rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.

generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p g H22 H38); intro.

assert(level (PI N3) <=q). apply(le_trans (level(P1 N3)) (level(PI M5)) q H39 H32).
generalize(sub_var_neq p g m n (P1 N3) H40 H36); intro.

generalize(beta_redO (PI N3) (cvar (var (m, n))) (cvar (var (m, n))) p g H41); intro.
apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (cvar (var (m, n)))) (Pl N3)) (cvar (var (m, n))) H42).
rewrite <- H34 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2.

generalize (sub_abs_nfree0 p g M6 M0 H22); intro.

generalize(subst_term_eq MO (Abs(var(p,q))M6) Q1(Abs(var(p,q))M6) p g H2 H36); intro.
rewrite H37; clear H37. rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.

generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p g H22 H37); intro.

assert(level (PI N3) <=q). apply(le_trans (level(P1 N3)) (level(PI M5)) q H38 H35).
generalize(sub_abs_nfree0 p g M6 (P1 N3) H39); intro.

generalize(beta_redO (PI N3) (Abs(var (p, q)) M6) (Abs(var (p, q)) M6) p g H40); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (p, q)) M6)) (Pl N3)) (Abs(var (p, q)) M6)
H41).

rewrite <- H37 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.
generalize(eq_couple p g m n H43 H44); intro. contradiction.

rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.

generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.
generalize(sub_abs nfreel p g mn M6 Z (PlI M5) H32 H33 H34 H38); intro.
generalize(sub_abs_nfreel p g mn Z Z0 MO H45 H47 H48 H49); intro.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p q H22 H50); intro.
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assert(level (PI N3) <=q). apply(le_trans (level(P1 N3)) (level(PI M5)) q H53 H33).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Pl N3) (Abs(var(m,n))M6) T).

apply(exist_term (Abs(var(m,n))M6) (PI N3) p q H54).

inversion_clear H55.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m,n))M6) (P1 N3) (Abs(var(m,n))Z) (Abs(var(m,n))Z0) x
MO (P1 M5) p g H22 H33 H50 H51 H52 H56); intro.

rewrite H55 in H56; clear H55.

generalize(beta_redO (Pl N3) (Abs(var (m, n)) M6) (Abs(var (m, n)) Z0) p g H56); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M6)) (P1 N3)) (Abs(var (m, n)) Z0)
H55).

rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29. generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.
generalize(sub_abs nfreel p g mn M6 Z (Pl M5) H32 H33 H34 H38); intro.
generalize(sub_abs_nfree2 p g m n Z M0 H45 H47 H48 H49); intro.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p g H22 H50); intro. assert(level (P1 N3) <= q).
apply(le_trans (level(P1 N3)) (level(P1 M5)) g H53 H33).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (Pl N3) (Abs(var(m,n))M®6) T).

apply (exist_term (Abs(var(m,n))M6) (Pl N3) p g H54). inversion_clear H55.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (Abs(var(m,n))M6) (P1 N3) (Abs(var(m,n))Z) (Abs(var(m,n))Z) x
MO

(P1 M5) p g H22 H33 H50 H51 H52 H56); intro.
rewrite H55 in H56; clear H55.
generalize(beta_redO(P1 N3) (Abs(var (m, n)) M6) (Abs(var (m, n)) Z) p g H56); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M6)) (P1 N3)) (Abs(var (m, n)) Z2)
H55).

rewrite <- H37 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2. inversion H2.
generalize(eq_couple p g m n H43 H44); intro. contradiction.
generalize(sub_var_nfree M6 p g MO H22 H32); intro.

generalize(subst_term_eq MO M6 Z M6 p q H49 H50); intro.
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rewrite H51; clear H51. rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.

generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p g H22 H51); intro.

assert(level (P1 N3) <=q).

apply(le_trans (level(P1 N3)) (level(P1 M5)) q H52 H33).
generalize(var_nfree_M_nfree_Abs p g m n M6 H32); intro.

generalize(sub_var_nfree (Abs(var (m, n)) M6) p g (P1 N3) H53 H54); intro.
generalize(beta_redO (PI N3) (Abs (var(m, n)) M6) (Abs(var (m, n)) M6) p g H55);intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M6)) (P1 N3)) (Abs(var (m, n)) M6)
H56).

rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.

generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p q H22 H50); intro.

assert(level (P1 N3) <=q).

apply(le_trans (level(P1 N3)) (level(PI M5)) g H51 H33).
generalize(var_nfree_M_nfree_Abs p g m n M6 H45); intro.

generalize(sub_var_nfree (Abs(var (m, n)) M6) p g(PI N3) H52 H53); intro.
generalize(beta_redO(P1 N3) (Abs(var (m, n) )M6) (Abs(var (m, n)) M6) p q H54);intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Abs(var (m, n)) M6)) (P1 N3)) (Abs(var (m, n)) M6)
H55).

rewrite <- H36 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.

rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.

generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p g H22 H47); intro.

assert(level (PI N3) <=q). apply(le_trans (level(PI1 N3)) (level(Pl M5)) q H48 H32).
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (PI N3) M6 T).

apply(exist_term M6 (P1 N3) p q H49).

inversion_clear H50.
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generalize(sub_eq_Z1_ 72 M6 (Pl N3) M7 M9 x MO (PI M5) p q H22 H32 H47 H33 H45
H51); intro.

rewrite H50 in H51; clear H50.
assert(exists T: c_term, substitution (var(p,q)) (Pl N3) N4 T).
apply(exist_term N4 (P1 N3) p g H49).
inversion_clear H50.
generalize(sub_eq_Z1 Z2 N4 (P1 N3) N5 N7 x0 MO (P1 M5) p q H22
H32 H47 H37 H46 H52); intro.
rewrite H50 in H52; clear H50.
generalize(sub_app p @ M6 N4 M9 N7 (PI N3) H49 H51 H52); intro.
generalize(beta_redO (Pl N3) (App M6 N4) (App M9 N7) p g H50); intro.
apply(beta_reduc (App(Abs(var (p, ) )(App M6 N4)) (P1 N3)) (App M9 N7) H53).
rewrite <- H36 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.
rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.
generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.
generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p g H22 H47); intro.
assert(level (PI N3) <=q).
apply(le_trans (level(P1 N3)) (level(P1 M5)) g H48 H32).
assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (PI N3) M6 T).
apply(exist_term M6 (P1 N3) p g H49).
inversion_clear H50.
generalize(sub_eq_Z1 Z2 M6 (P1 N3) M7 M9 x MO (P1 M5) p q
H22 H32 H47 H33 H45 H51); intro.
rewrite H50 in H51; clear H50.
assert(exists T: c_term, substitution (var(p,q)) (PI N3) N4 T).
apply(exist_term N4 (P1 N3) p q H49).

inversion_clear H50.
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generalize(sub_eq_Z1 Z2 N4 (P1 N3) N5 N7 x0 MO (P1 M5) p q H22
H32 H47 H37 H46 H52); intro.

rewrite H50 in H52; clear H50.

generalize(sub_imp p g M6 N4 M9 N7 (PI N3) H49 H51 H52); intro.

generalize(beta_red0 (PI N3) (Imp M6 N4) (Imp M9 N7) p g H50); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (Imp M6 N4)) (P1 N3)) (Imp M9 N7) H53).

rewrite <- H35 in H2; rewrite H19 in H2; rewrite H20 in H2; inversion H2.

rewrite H19 in H29; rewrite H20 in H29.

generalize(sub_pi p g M5 MO N3 H22 H29); intro.

generalize(subst_level (P1 M5) MO (PI N3) p q H22 H44); intro.

assert(level (PI N3) <= ).

apply(le_trans (level(P1 N3)) (level(Pl1 M5)) g H45 H32).

generalize(sub_pi p g M6 (Pl M5) N4 H32 H36);intro.

generalize(sub_pi p g N4 MO N5 H22 H43); intro.

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) (PI1 N3) (Pl M6) T).

apply(exist_term (P1 M6) (Pl N3) p g H46). inversion_clear H49.

generalize(sub_eq_Z1 Z2 (P1 M6) (PI1 N3) (Pl N4) (P1 N5) x MO (Pl M5)
p q H22 H32 H44 HA7 H48 H50); intro.

rewrite H49 in H50; clear H49.

generalize(beta_red0 (PI1 N3) (P1 M6) (Pl N5) p g H50); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) (P1 M6)) (P1 N3)) (Pl N5) H49).

generalize(level_subst M1 NO N p g H3); intro.

generalize(subst_level NO MO N2 n1 n2 H11 H14); intro.

assert(level N2 <= q). apply(le_trans (level N2) (level NO) q H27 H26).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) N2 Z T).

apply (exist_term Z N2 p g H28). inversion_clear H29.

generalize(inv_neq_couple n1 n2 p g H24); intro.
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generalize(neg_var nl n2 p g H29);intro.

generalize(sub_distrib n1 n2 p g MO NO M1 N Q1 N2 Z x H31 H21 H23
H26 H3 H2 H14 H25 H30);intro.

rewrite H32; clear H32. generalize(beta_red0 N2 Z x p g H30); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) Z) N2) x H32). inversion H13.

generalize(eq_couple n1 n2 p g H30 H31); intro. contradiction.

generalize(sub_var_nfree M1 n1 n2 MO H11 H21); intro.

generalize(level_subst M1 NO N p g H3); intro.

generalize(subst_level NO MO N2 nl1 n2 H34 H14); intro.

assert(level N2 <= q). apply(le_trans (level N2) (level NO) q H39 H38).

assert(exists T:c_term, substitution (var(p,q)) N2 M1 T).

apply(exist_term M1 N2 p q H40). inversion_clear H41.

generalize(inv_neq_couple n1 n2 p g H25); intro.

generalize(neg_var nl n2 p q H41); intro.

generalize(sub_distrib n1 n2 p g MO NO M1 N Q1 N2 M1 x H43 H32 H34

H38 H3 H2 H14 H37 H42); intro.

rewrite H44; clear H44. generalize(beta_red0 N2 M1 x p q H42); intro.

apply (beta_reduc (App (Abs(var (p, q)) M1) N2) x H44 ).

generalize(sub_var_nfree M1 n1 n2 MO H11 H21); intro.

generalize(subst_level NO MO N2 n1 n2 H11 H14); intro.

generalize(level_subst M1 NO N p g H3); intro.

assert(level N2 <= q). apply(le_trans (level N2) (level NO) q H38 H39).

generalize(exist_term M1 N2 p g H40); intro. inversion_clear H41.

generalize(inv_neq_couple n1 n2 p g H36); intro.

generalize(neg_var nl n2 p q H41); intro.

generalize(sub_distrib n1 n2 p g MO NO M1 N Q1 N2 M1 x H43 H35 H34 H39 H3 H2 H14
H37 H42); intro.
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rewrite <- H44 in H42. generalize(beta_red0 N2 M1 Q1 p q H42); intro.

apply(beta_reduc (App (Abs(var (p, q) )M1) N2) Q1 H45).
(Gisishisisinisisiaiadadssisiininisisiadaidsiiaiainiall Ve Nidasishisisisaidasssisiiniaisisiadsssiiisiaisisiaiaasaii))
intros. inversion H1; inversion H2. apply (Abs_reduc M N p q H).

generalize (eq_couple n1 n2 p g H7 HB); intro. contradiction. apply(Abs_reduc M N p g H).
generalize (eq_couple n1 n2 p g H18 H19); intro. contradiction.

generalize (IHEbeta_reduc MO Z Z0 n1 n2 HO H13 H24); intro. apply Abs_reduc. exact H25.
generalize (sub_var_nfree N n1 n2 MO H22 H20); intro.

generalize (IHEbeta_reduc MO Z N n1 n2 HO H13 H25); intro.

apply (Abs_reduc Z N p g H26). apply(Abs_reduc M N p g H).

generalize (sub_var_nfree M n1 n2 MO H22 H9); intro.

generalize (IHEbeta_reduc MO M Z n1 n2 HO H25 H24); intro.

apply (Abs_reduc M Z p q H26). generalize (sub_var_nfree M n1 n2 MO HO H9); intro.
generalize (sub_var_nfree N n1 n2 MO HO H20); intro.

generalize (IHEbeta_reduc MO M N n1 n2 HO H25 H26); intro. apply (Abs_reduc M N p g
H27).

Goliaiaiaiaisisiaiaiasiaiaisainisidaiaiaiaiaisisiaisidainioll o Bakaisidaiaisidaiaisisaiaissiaisisiaiaisiiaisisaiaiaisiaiaiaiai)
intros. inversion H1. inversion H2.

generalize (IHEbeta_reduc MO NO N1 n1 n2 HO H9 H16); intro.

apply P1_reduc. exact H17.

Galsiaiahaiaiaiaiaiaiaisiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaiaialall | 1101111/ | (-Rakahnisisiaiaiaisiaieiaiaiaiaisaiaiaisiaiaiaisiaiaiaiaioled |
intros. assert(exists N':c_term, substitution (var(n1,n2)) MO N N").

apply(exist_term N MO nl1 n2 H1). inversion_clear H4.

generalize(IHEbeta_reducl MO P1 x n1 n2 H1 H2 H5); intro.

generalize(IHEbeta_reduc2 MO x Q1 n1 n2 H1 H5 H3); intro.

apply(trans_reduc P1 x Q1 H4 H6).

Qed.
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Annexe C

Les lemmes intermédiaires qui aident a démontrer I’équivalence entre la relation
Ebeta_reduc et —med_star :

Lemme 1 : (Proposition 1 de chapitre 3)

Lemma mcd_star_appl: forall M N:c_term, mcd_star M N -> forall Z:_, mcd_star (App Z M)
(App ZN).

Proof.

induction 1. intro Z ; apply refl_red.

intro Z. assert(MCD Z Z). apply (mcd_ref Z).

generalize(mcd_app Z x Zy H1 H); intro. generalize (IHmcd_star Z); intro.
apply (trans_red (App Z x) (App Zy) (App Z z) H2 H3).

Qed.

Lemme 2 : (Proposition 2 de chapitre 3)

Lemma mcd_star_appr: forall M N:c_term, mcd_star M N -> forall Z: _, mcd_star (App M 2)
(App N Z).

Proof.

induction 1. intro Z ; apply refl_red. intro Z. assert(MCD Z Z). apply (mcd_ref Z).
generalize(mcd_app x Zy Z H H1); intro. generalize (IHmcd_star Z); intro.
apply (trans_red (App x Z) (App Yy Z) (App z Z) H2 H3).

Qed.

Lemme 3: (Proposition 3 de chapitre 3)

Lemma mcd_star_impl: forall M N:c_term, mcd_star M N -> forall Z:_, mcd_star (Imp Z M)
(Imp Z N).

Proof.
induction 1. intro Z ; apply refl_red. intro Z. assert(MCD Z Z). apply (mcd_ref Z).

generalize(mcd_imp Z x Z y H1 H); intro. generalize (IHmcd_star Z); intro.
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apply (trans_red (Imp Z x) (Imp Zy) (Imp Z z) H2 H3). Qed.
Lemme 4 : (Proposition 4 de chapitre 3)

Lemma mcd_star_impr: forall M N:c_term, mcd_star M N -> forall Z: _, mcd_star (Imp M Z)
(Imp N 2).

Proof.

induction 1. intro Z ; apply refl_red. intro Z. assert(MCD Z Z). apply (mcd_ref Z).
generalize(mcd_imp x Zy Z H H1); intro. generalize (IHmcd_star Z); intro.
apply (trans_red (Imp x Z) (Impy Z) (Imp z Z) H2 H3).

Qed.

Lemme 5 : (Proposition 5 de chapitre 3)

Lemma mcd_star_abs: forall M N:c_term, mcd_star M N -> forall p g:_, mcd_star
(Abs(var(p,q)) M) (Abs(var(p,q)) N).

Proof.

induction 1;intros. apply (refl_red (Abs(var(p,q))x)).

generalize(mcd_abs x y p q H); intro. generalize(IHmcd_star p q); intro.
apply(trans_red (Abs (var(p, q)) x) (Abs(var (p, q)) y) (Abs(var (p, q)) z) H1 H2).
Qed.

Lemme 6 : (Proposition 6 de chapitre 3)

Lemma mcd_star_pi: forall M N:_, mcd_star M N -> mcd_star (PI M) (PI N).
Proof.

induction 1. apply(refl_red (PI x)).

generalize(mcd_pi x y H); intro. apply(trans_red (PI x) (P1y) (Pl z) H1 IHmcd_star).
Qed.

Lemme 7 : (Proposition 7 de chapitre 3)

Lemma inc_mcd_mcd_star: forall x y:c_term, MCD x y -> mcd_star x y.

Proof.

intros. assert(mcd_star y y -> mcd_star x y). apply trans_red. assumption.

apply HO; apply (refl_redy).
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Qed.

Lemme 8 : (Proposition 8 de chapitre 3)

Lemma mcd_star_trans: forall x y z:c_term, mcd_star x y -> mcd_star y z -> mcd_star x z.
Proof.

induction 1; intros. assumption.

apply trans_red with y. assumption.

apply IHmcd_star. exact H1.
Qed.
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