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sur la tolérance d’un assemblage sans itération 
globale du calcul. En outre, les distributions 
continues des variations de fabrications sont 
remplacées par des distributions discrètes 
équivalentes [SKO'96] dans les méthodes d'analyse 
statistique de tolérances [BOU’04],[CHA'98]. 
Un système d’aide au tolérancement doit prendre en 
considération au moment de la spécification des 
tolérances l’aspect fonctionnel et l’aspect 
fabrication (fig.1)  

 

 
Fig.1  Processus de synthèse statistique de tolérances 

En effet, l’aspect fonctionnel consiste à déterminer 
les dimensions et les tolérances appropriées pour 
assurer certaines fonctions et l’aspect fabrication 
consistent à choisir des tolérances techniquement 
réalisables avec un coût minimum [PIL'01], [PIL02].  

Une synthèse de tolérance performante repose 
nécessairement sur des outils d'analyse de tolérance 
efficaces, afin de pouvoir optimiser les valeurs des 
tolérances composantes lors des itérations 
successives de l'algorithme d'optimisation.  

Plusieurs Méthodes d’estimation des moments de 
distribution de la fonction de conception à partir des 
moments des différentes variations individuelles 
des composants, entre autres la simulation de Monté 
Carlo [EVA75] [CVE'98] [DED'88] [GAO '95], 
Quadrature [EVA75] [CHA'91] et la méthode de 
Taguchi [D’ER'88] [KHA'02] [LEE'00] [PIL02], ont 
été expérimentées [NIG'95]. Il s’est avéré que ces 
méthodes soient incapables de calculer la sensibilité 
par une autre technique autre que les différences 
finies.  

La synthèse et l'analyse statistique de tolérances 
reposent sur deux suppositions: les différentes 
variations de fabrications sont normalement 
distribuées [MAN63] et la fonction de conception de 
la pièce ou de l'assemblage est linéaire par rapport 
aux différentes variations composantes [NIG'95]. 
Ces hypothèses mènent permettent en effet de faire 
deux simplification : 

- la distribution des différentes variations peut être 
exprimé en fonctions des tolérances (l'écart type σ  
égal au sixième de la largeur de la zone de 
tolérance) [MAN63], 
-  la fonction de conception est normalement 
distribuée avec une variance sous forme linéaire des 
différentes variances composantes [NIG'95].  
Cependant dans la plupart des cas, l'analyse de 
l'assemblage est représentée par des fonctions non 
linéaires, la distribution des variables composantes 
n'est pas normale et la variance de la fonction de 
conception n'est pas une combinaison linéaire des 
variances des différentes variations composantes. 
Ce qui justifie la nécessité de recourir à de 
nouvelles technique pour calculer la distribution de 
la fonction de conception. 
  
3. Estimation statistique de la fonction 
de conception  
 
La méthode d’estimation de la fonction de 
conception est basée sur l'hypothèse suivante :  
Si on dispose de deux ensembles de variables 
aléatoires (variations de fabrication) ayant des 
distributions équivalentes, alors les distributions 
correspondant aux variables aléatoires dépendantes 
(variations de conception), représentées par la 
même fonction, sont également équivalentes. Dans 
le cadre de l'analyse statistique de tolérances, les 
variables aléatoires indépendantes sont les 
variations de fabrications, appelées variables 
modèles. Les variables aléatoires dépendantes 
représentent les dimensions critiques de 
l'assemblage, appelés fonctions de conception 
[NIG'95].  
   
3.1 Calcul des valeurs des fonctions distribution 
des variables de fabrication 

La distribution équivalente qui remplace la 
distribution réelle continue des variables modèles 
est une distribution discrète composée d'un 
échantillon de valeurs. Chaque point de la 
distribution discrète est analysée et les valeurs de la 
fonctions de conception sont calculées. La valeur 
moyenne de la fonction de conception ou les autres 
moments peuvent être calculée par l’équation : 

∑=
k

j
kkyj ywm                         (1) 

où 
wk : est la valeur de la distribution de la fonction de 
conception au point k. 
yk : est la valeur de la fonction de conception au 
point k.et 
mjy : le jème moment de la distribution de la fonction 
de conception.   

L'équivalence entre les distributions est 
définie comme égalité entre les moments. Les 
moments des distributions réelles continues des 
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variables modèles sont connues à partir du 
processus de fabrication choisi et les moments des 
variables aléatoires discrètes s’obtiennent à partir 
de  la relation: 

4,,1jetn,,1iavecxwm
m

k

j
kikij ΚΚ ===∑               (2) 

où : 
wk:  la valeur de la distribution de la ième variable de 
fabrication au point k. 
xk: la valeur de la ième variable de fabrication au 
point k. 
mji : la jème moment de la distribution de la fonction 
de la ième variable de fabrication. 
m : le nombre de point de la discrétisation. 

Pour des variables indépendantes, le 
comoment est égal au produit des différents 
moments : 

22112211 , ijijijij mmm =                               (2) 

La covariance est exprimée par la relation: 

∑ =
m

k
jikjkik mmxxw 11           (3) 

Les comoments, pour n variables aléatoires,  sont 
donnés par : 

∑ =
m

k
ijij

j
i

j
ik nn

n

n
mmxxw ΛΛ

11
1

1
         (4) 

Une autre condition très importante est la somme 
des probabilités de la distribution discrète exprimée 
par: 

∑ =
m

k
k 1w                          (5) 

Le système d'équations (2), (3), (4), (5) et (6) peut 
s’écrit sous la forme : 

xMWU =                          (6) 
avec : 
Mx : le vecteur des moments mji des variables de 
fabrications. 
U : la matrice des valeurs des variables modèles au 

point de la discrétisation j
ikx . 

Pour le calcul des moments dans le cas où 
les valeurs moyennes des variables modèles sont 
différentes de zéro, les relations précédentes se 
ramènent à : 
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avec : iµ , iσ , iγ  et iΓ  représentant 

respectivement la moyenne, l'écart type, 
"l’assymétrie" (skewness) et "l’aplatissement" 
(kurtosis) de la distribution de la ième variable de 
fabrication, pour des variables de fabrication 

représentées par des distributions normale 0=γ  
et 3=Γ . 

Une fois les probabilités wk connues, en 
résolvant le systèmes d’équation (7), les moments 
des distributions des fonctions de conception seront 
déterminées par :  

∑=
k

kky ywµ                                       (8) 

avec yk : la valeur de la fonction de conception au 
kème point de discrétisation,  

Les autres moments sont déterminés à 
partir de : 

( )
j

k
ykkyj yw∑ µ−=µ                                     (9) 

 
3.2. Estimation des Graduents pour le calcul des 
sensibilités  

Les dérivées sont obtenues à partir de la 
méthode d'estimation statistique de la fonction 
conception. L’équation (1) se ramène sous sa forme 
vectorielle à: 

 
( ) WYYE =                                                  (10) 

avec Y et W, deux vecteurs représentant 
respectivement les valeurs de la fonction de 
conception les valeurs de la fonction de probabilité 
au points de la distribution discrète. En remplaçant 
le vecteur W par :  W=U –1.Mx , l'équation (10) 
devient : 
 
( ) x1MUYYE −=                                                  (11)  

 
Le gradient des statistiques de la fonction de  
conception est alors donnée par : 

( ) x1 MUYYE ∇=∇ −                                    (12) 

avec xM∇ , la matrice dérivée des moments des 
variables modèles.  
 
4. Algorithme d’optimisation des 
tolérances et calcul des critères de 
performances  
 

La détermination des valeurs des fonctions 
distribution des variables de fabrication et 
l’estimation des graduents pour le calcul des 
sensibilités sont un préalable pour le calcul des 
tolérances optimales. Traditionnellement, le rapport 
entre les dimensions composantes (variables de 
fabrication) d'un assemblage et les résultantes de 
l'assemblage mécanique (fonctions de conception) 
sont exprimées par : 
  

( )n21ii x,,x,xFy Λ=                                    (13) 
avec : 
xi : Les dimensions composantes,  
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yi : Les fonctions de conception.  
 

La détermination d’un critère 
d’acceptation sur les caractéristiques composantes 

ix  garantissant l’acceptation de la caractéristique 
résultante iy quelles que soient les quantités 
produites fait appel à une fonction « perte de 
qualité » selon Taguchi [D’ER'88] [LEE'00] [PIL'01] 
[PIL02], dont la forme quadratique est exprimée 
par ,    :  
( ) ( )2iciQi yyKyL i −=                                  (14) 

Avec : 
- KQ i , une constante calculée à partir d'une valeur 
connue de la perte de qualité pour toute valeur 
désignée de yi et  
- yci , la valeur cible de la fonction de conception 
[Pil02].  

Pour une tolérance composante it , avec 
une perte de qualité A , en replaçant dans l’équation 
(4) on obtient : 
 2

i
Q t

AK i=                        (15) 

Si l’on considère que la relation tolérance et le coût 
de fabrication sont un fonction puissance inverse 
[SUT'75] [WU'88] [LEE'93b], alors  : 

 
incf tKC −=                                                  (16) 

 
Le problème de synthèse de tolérance statistique, en 
d’autre terme l’algorithme d’optimisation, doit donc 
minimiser le coût total [LEE'93b], qui est défini 
sous la forme d'une somme de la perte de qualité 
[D’ER'88] [PIL02] [KHA'02] et le coût de 
fabrication. On a alors : 

( ) ( )( )( )∑∑ +=
i

n1i
n

j
jfT t,,tFLEtCC j Κ                               (17) 

avec :  
CT : le coût total de conception;  

Cf j : le coût de fabrication de la jème variable de 
fabrication;  
tj : la tolérance de la jème variable de fabrication; 
E(L(Fi)) : la moyenne de la perte de qualité de la 
fonction de conception. 

Si on considère que toutes les variables de 
fabrication sont indépendantes, et en remplaçant les 
équations (4) et (5) dans (6),  on obtient : 

 

∑ ∑∑
= ==

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

m

1i

n
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2
j

ijQ
n
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n
j

c
T 36

t
sK

t
KC i

j                         (18) 

 
 
où ijs  est la sensibilité de la ième perte de qualité  

L'équation précédente peut se mettre sous la forme: 

∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

n

1j

m

1i

2
j

Qijn
j

cT 36
t

Ks
t

KC i
j                                    (19) 

En remplaçant ∑=
i

QijjTQ iKsK et en résolvant 

l'équation 0T jC t∂ ∂ =  , on obtient finalement 
la relation donnant les tolérances optimales : 

2n
TQ

ci
j i

j

j

K
Kn18t + ⋅⋅=                                  (20) 

 
5. Application  
5.1. Mise en œuvre informatique  

La synthèse statistique des tolérances par 
estimation des gradients a été implémentée sous 
Matlab. Le programme général, dont le pseudo-
code de l’algorithme est donné en annexe, permet 
de calculer les tolérances optimales pour chaque 
dimension ainsi que le coût de fabrication, les 
pertes de qualités, le coût total et la fraction 
d'acceptance. 
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En considérant l’exemple introduit dans 
[LEE'93b], ls fonctions de conception qui assurent 
la faisabilité de l’assemblage (figure 2) s’intitulent : 

1x

2x

3x

4x

5x
6x

9x

10x

11x

12x

7x

8x1θ

2θ

 
Fig. 2 Exemple d'application de la synthèse de tolérance 

non linéaire. 

- la surface horizontale intérieure de la pièce 
supérieure (2) repose sur la surface de contact 
correspondante de la pièce inférieure (1);  
- la variation de la différence des deux angles θ1 et 
θ2 est de 1º et la différence de la largeur entre les 
deux pièces doit être dans l’intervalle 01.0± . 

Pour les données considérées dans le 
tableau 1, nous comparons les résultats obtenus par 
l’algorithme implémenté avec les résultats publiés 
dans [LEE'93a] utilisant un algorithme génétique 
basé sur la méthode des différences. 
 

Variable Valeur nominale 
Constante 

3c 10K ×  
Exposant n  

1x  50.0 0.200 2.0 

2x  40.00125 1.000 2.0 

3x  20.05 0.015 2.0 

4x  9.9985 0.015 2.0 

5x  9.9985 0.008 2.0 

6x  30.0 0.009 2.0 

7x  10.0 0.008 2.0 

 8x  30.0 0.006 2.0 

9x  10.05 1.000 2.0 

10x  30.0 0.010 2.0 

11x  40.0 0.015 2.0 

12x  50.0 0.200 2.0 

Tab.1 Dimension et paramètres de la fonction coût de 
fabrication. 

 

La constante de la perte de qualité A est  
ajusté telle que la fraction d’acceptance de 95% 
corresponde au critère de Lee et Johnson [LEE'93a]. 
Une valeur de A=10 nous donne une fraction 
d’acceptance de 0.935 et une valeur de 20, une 
fraction d’acceptance de 0.969. Par interpolation, 
on retient la valeur de A appropriée, qui est de 14.  

Les tolérances optimales pour la valeur de 
A calculées précédemment sont données dans le 
Tableau 2. Les coûts et la fraction d’acceptance 
pour chaque ensemble de tolérances sont montrés 
dans le Tableau 3. La fraction d’acceptance pour les 
tolérances calculées qui est de 0.954 se situe dans la 
région faisable de Lee et Johnson. On constate que 
la perte de qualité L1 est plus élevée en comparaison 
aux autres pertes de qualité (Tableau 3). Ceci 
conduit à des tolérances t5, t6, t7 et t8 plus serrées 
que les autres, donc conformes aux résultats 
obtenus par Lee et Johnson. Cependant, une 
différence notable existe entre les résultats obtenus 
par Lee et Johnson et ceux des tolérances 
calculées : t1, t2, t3, t4, t9, t10, t11 et t12, due à leurs 
faibles contributions dans le coût et la performance 
du produit. 

 

Tabl.2  Tolérances optimales 

Résultat obtenu par 
Lee et Johnson 

Coût, perte 
de qualité et 

fraction 
d’acceptanc

e 
1 2 3 

Résultat
s 

calculés 

CM 7.90 7.97 8.08 6.62 
L1 4.13 4.13 4.13 4.62 
L2 1.55 1.45 1.38 0.18 
L3 0.58 0.37 1.15 0.06 
L4 1.59 1.59 1.30 1.76 

Coût total 15.7
5 

15.5
1 

16.0
4 13.24 

Fraction 
d’acceptanc

e 

0.94
8 

0.95
4 

0.95
5 0.954 

 

Résultat obtenu par Lee et 
Johnson Toler. 

1 2 3 

Résultats 
calculées 

t1 0.01647 0.01647 0.01294 0.01506 
t2 0.18824 0.20707 0.86591 0.18792 
t3 0.05897 0.05189 0.03585 0.01786 
t4 0.05646 0.05646 0.06587 0.01788 
t5 0.00235 0.00235 0.00235 0.00261 
t6 0.00212 0.00212 0.00212 0.00269 
t7 0.00306 0.00306 0.00306 0.00261 
t8 0.00212 0.00212 0.00212 0.00243 
t9 0.82765 0.63847 0.82765 0.18792 
t10 0.05788 0.06212 0.05647 0.01614 
t11 0.02353 0.01224 0.02259 0.01788 
t12 0.01176 0.01176 0.01294 0.01506 
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Tab. 3  Performances des tolérances optimales. 

Dans cet exemple, il y’a deux paires de 
tolérances (t1 et t12, t5 et t7) qui ont les mêmes 
valeurs des constantes Kc et KQ. Des valeurs 
identiques ont été obtenues pour les résultas 
calculées, ce qui n’est pas le cas pour les résultats 
obtenus par Lee et Johnson, qui est due 
probablement à la divergence de l’algorithme 
génétique. 

 
5. Conclusion  

L’intégration de la cotation automatique 
dans les systèmes de CFAO est plus que jamais 
d’actualité. Les systèmes actuellement disponibles 
restent incomplets et demeurent tous perfectibles ;  
les méthodes d’analyse et de synthèse font toujours 
l’objet de recherche et de développement continus. 

La synthèse statistique des tolérances par 
estimation des graduents jouit d’une simplicité de 
mise en œuvre (utilisation des distributions 
discrètes au lieu des distributions continues), d’un 
temps de calcul réduit des dérivées par rapport à la 
méthodes des différences finis, d’une précision 
appréciable pour le calcul des tolérances 
intervenant dans le coût et la performance du 
produit (perte de qualité importante, coût de 
fabrication important).  

L’implémentation et l’intégration de cette 
méthode dans un logiciel de CFAO requiert 
toutefois la génération automatique des chaînes de 
cotes. En outre, un changement de la constante de 
perte de qualité ou de la fraction d’acceptance 
rendrait nécessaire la répétition du procédé global 
de calcul. Pour les tolérances qui ont une très faible 
contribution dans le coût et la performance du 
produit, on obtient une différence plus ou moins 
importante. 
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Annexe1 : Pseudo-code de l’algorithme d’optimisation des tolérances mis en œuvre 
 
 
 
 

Entrées :           Nombre des variables aléatoires ‘pour le calcul de sensibilité’ nva1 
                   Nombre des variables aléatoires ‘pour le calcul de la fraction d’acceptance’ nva2 
                   Constante de perte de qualité A 

                          Nombre des dimensions composantes n 
                   Nombre de fonction d’assemblage m 

                          Vecteur des valeurs nominales (dimensions composantes) a 
                          Exposants de la fonction coût ni 
                          Cœfficient de la fonction coût Kc i  
Traitements :  
Début 

Faire : Calculer : 
 1. La matrice de sensibilité 
  Faire,  

Pour chaque dimension composante sur chaque fonction de 
conception  
1. Génération de nombre aléatoire xi j, i=1,…, n et j=1,…, nva1 
2. Construction de la matrice des valeurs aléatoires des variables 

composantes U 
3. Calcul de l’inverse de la matrice U - 1 
4. Calcul du vecteur des valeurs des fonctions de conception Y 
5. Calcul de la sensibilité S=Y*U - 1 

            Fin faire 
 
 2. La fraction d’acceptance fa  

Faire pour i=1,…, n 
         Faire pour j=1,…, nva2 
            Création de la matrice des dimensions composantes aléatoires xi j
       Fin Faire j 

   Fin Faire i 
                    Faire pour i=1,…, nva2 

                                            Faire pour j=1,…, m 
                                                 Calculer la valeur de la fonction de conception m 

                                                   Fin Faire j 
Si toutes les fonctions de conception vérifient les 
conditions aux limites p(i)=1  

                                   Sinon p(i)=0  
                                   Calculer la fraction d’acceptance :  fa=∑(p(i))/nva2 

Fin Faire i  
3. Les tolérances composantes optimales ti : 

Faire pour i=1,…, m 
    Calcul des constantes des fonctions de perte de qualité KQ i=A/Di(xi…xn) 
Fin Faire pour i 
Faire pour i=1,…, n 

Faire pour j=1,…, m 
   Appel la matrice de sensibilité [S]  
   Calcul des constantes KQT i=∑Si j*KQ j 
Fin Faire pour j 
    Calcul des tolérances optimales ti= ((18*ni*Kci)/KQT i)(ni+2) 

Fin Faire pour i 
4. Le coût de fabrication Cf, les pertes de qualité Li, le coût total CT 

   
Fin faire 

Fin. 
 




