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Introduction générale
Introduction géenérale

La densité est une notion essentielle en statistique et probabilité. Méme si la fonction de
densité et de répartition, toutes les deux, caractérisent entierement la loi de probabilité d’une
variable aléatoire, la densité de probabilité a un net avantage sur le plan visuel. En fait, la
fonction de densité est beaucoup plus facile a interpréter que celle de la fonction de

répartition.

Pour la régression, la représentation graphique de deux variables aléatoires n’est pas
suffisante pour établir une relation interprétable. Le but de ’analyse de régression est alors
d’approximer la moyenne conditionnelle m(x) = E(Y/X = x) qui s’appelle la fonction de

régression

Pour estimer ces deux fonctions la densité et la fonction de régression, on ne dispose
généralement que d’un ensemble fini d’observations issu d’une méme variable aléatoire. Pour
construire des estimateurs des deux fonctions. Il existe deux approches trés complémentaires

pour réaliser ces estimations : I’approche paramétrique et I’approche non-paramétrique.

Dans le cas paramétrique, on a une information sur la loi de probabilité, par exemple on
suppose que la densité est connue mais fonction de parametres inconnus et on désire estimer
ces parameétres ou que la fonction de régression a une forme particuliére (linéaire,
polynomiale...) et on estime les paramétres du modele sur la base de I'information que I'on a

sur la loi de probabilite.

La particularité des méthodes d'estimation non paramétrique est que le paramétre inconnu
qu’on cherche a estimer n’est pas supposé d’appartenir a une famille indicée par un petit
nombre de parametres réels. En général, dans la théorie non paramétrique, on suppose que le

nombre de parametres qui décrivent la loi des observations est infini

Par exemple dans le cas de la fonction de densité et la fonction de la régression on ne les
supposeées aucune hypothése a priori sur la forme de la densité et la forme de la relation entre

les variables pour la régression
Dans ce mémoire nous étudierons quelques méthodes d’estimation non paramétrique.

Dans le chapitre un nous concentrons sur les méthodes d’estimation de la densité :
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La méthode d’estimation par histogramme, la méthode estimation simple de la densité) et la
méthode d’estimation par noyau (estimateur de densité Parzen-Rosenblatt) qui peut étre vue
comme une extension de la méthode d’estimation par histogramme. Nous présentons

¢galement, les propriétés statistiques de chaque méthode d’estimation.

Dans le chapitre deux, nous présentons la méthode de Nadaraya Watson et celle de polynémes
locaux qui est une généralisation de la méthode de Nadaraya Watson. Nous présentons aussi,

les propriétés statistiques des estimateurs obtenus.

Dans le chapitre trois nous illustrons notre étude par des simulations afin de la performance de

ces estimateurs.
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Chapitre 1 : Estimation de la densité

Introduction

Pour estimer la fonction de densité qui on suppose connue par 1’estimation paramétrique,
nous utilisons par exemple la méthode de 1’estimation de vraisemblance ou bien la méthode de
moindre carré...... etc., mais si cette fonction de densité est inconnue nous utilisons I’estimation
non paramétrique
L’avantage principal de I’estimation non-paramétrique de la densité de probabilité sous-jacente
a un ensemble fini d’observations est de ne pas nécessiter d’hypotheéses a priori sur
I’appartenance de cette densité a une famille de lois connues. L’estimation ne concerne pas les
parametres permettant de sélectionner une loi, mais directement la fonction elle-méme (d’ou le
terme non-paramétrique).

Soit x4, x5, ..., X, .n observation équipondérées issues d’une variable aléatoire réelle X de
densité de probabilité réelle f (x) inconnue. Comment obtenir une estimation de f (x) a partir

de la seule information contenue dans 1’échantillon ?

Ce probléme, que I’on désigne généralement par estimation non paramétrique de la densité de
probabilité a fait ’objet de multiples travaux par des méthodes diverses, citons :

e L’estimateur par histogramme.

e L’estimateur par la méthode du noyau.
Dans ce chapitre, nous allons présenter une étude détaillée de I’estimateur par la méthode du

noyau ainsi que ses propriétés statistiques.

1-Notions préliminaires
1-1-La convergence en moyenne quadratique

1-1-1-Convergence en moyenne ou dans L1[a , b]

La suite de fonctions {f,} converge vers f en moyenne quadratique ou dans L![a, b] s si :
- pour tout n les fonctions f;,;sont dans L[a, b],
- si f est aussi dans L'[a , b],

-etsideplus ||, — fllp2g py — 0.

n—-+oo
On note alors :

L'[a ,b]
fn _— f

Remarque : attention, on peut avoir|lf, — fll1q 5 —+>0.sans que les fonctions f;,, et f
’ n—+oo

soient dans L[a , b] .
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1-1-2-Convergence en moyenne quadratique ou dans L(I)

La suite de fonctions {f;,} converge vers f en moyenne quadratique ou dans L?[a , b] sSi :
- pour tout n les fonctions fn sont dans L%[a, b] .

- si f est aussi dans L?[a, b].

- etsideplus ||f, — f”Lzab — 0.

n—-+oo

On note alors :

L?[a,b]

fo—
On dit aussi, en électronique, que les signaux f,, convergent au sens de 1’énergie vers le signal
f.

1-2-L’espérance d’une fonction de la variable aléatoire

Définition : On considéré une variable aléatoire X et une fonction h. On aimerait connaitre
I’espérance de la nouvelle variable Y = h(X).
Proposition : Soit X une variable aléatoire, h une fonction définie sur R .Alors :

1-Si X est une variable discréte a valeurs dans D = {x; ...........x,}.0n a

ETh(X)] = h(x)P(X = x;) + -+ h(x)P(X = xp) = Z h(x)P(X = x;)

i=1
2-Si X est une variable discréte a valeur dans ’ensemble infini D = {x;:i = 1} .lorsque la

somme est bien définie, on a :

E [h(0)] = Z RG)P(X = x7)

.3-si X est une variable a densité f, lorsque I’intégrale est bien définie, on a:
E[h(X)] = fh(x)f(x)dx

1-3-La densité de probabilité

Définition 1 : On appelle densité de probabilité d’une variable aléatoire continue X, toute

fonction f continue et positive sur un intervalle I € R telle que :
o P(xel) = f(l)f(t)dt =1

e Pourtoutintervalle] = [a,f] inclusdansl,ona: P(X € ])=fff(t)dt.
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D’autre part la fonction F définie par: F(x) = P(X < x)estappelée lafonction de répartition
de la variable X.

F(x) = fxf(t)dt ou al_l;r_noo fxf(t)dt.

Remarques :
e Comme la fonction f est continue et positive, la probabilité P(X € I) correspond a
I’aire sous la courbe Cf. Elle vaut alors 1 u.a.
e Laprobabilitét P(X € J),avec] = [a; B], correspond a I’aire du domaine délimité par

Cf, ’axe des abscisses et les droites d’équation x = aety =f

1 ]

Figure 1.1: fonction de la densité (1)

e Comme la probabilité que X prenne une valeur isolée est nulle, que I’intervalle ] soit

ouvert ou fermé importe peu. Ainsi :

P(X € [a,p]) = P(X € [a,B]
= P(X €la,B])
= P(X €la,BD)

O
Figurel.2 : fonction de la densité (2)
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e L’écriture (X € I) estune notation abusive car X n’est pas un nombre, mais la fonction
qui associe une issue a un nombre. Elle prolonge la notation déja utilisée pour des
variables discrétes (X = a).

Définition 2 : L’espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X de la densité est :
E(X) =f t f(t)dt
)
Définition3 : L’espérance d’une variable aléatoire est, lorsqu’elle existe, la moyenne des
valeurs de cette variable, pondérées par leurs probabilités de réalisation. On voit bien comment
traduire cette définition informelle dans le cas d’une variable aléatoire X discréte en posant :
E(X) = z xP(X = x).
x€X(Q)
Cette formule n’a de sens que si la famille de réels {xP(X = x);x € X(Q)} est sommable, ce
qui se traduit par la condition suivante pour I’existence de 1’espérance de la v.a. discréte X :

|x|P(X = x) < +oo.
x€X(Q)

1-4-1’espérance conditionnelle

Lorsqu’on travaille avec des variables aléatoires (v.a.s) discrétes on introduit la notion de

probabilité conditionnelle par la formule :

PY=y,X=x)
P(X =x)

PY=y|X=x):= sSiP(X=x)>0

D’ou la définition d’espérance conditionnelle de f(Y ) sachant que X = x par :

D FOPE =yIX =0 = w®
y

Pour toute fonction f a valeurs réelles ou complexes mesurable bornée. Souvent on utilise la
notation E(f(Y )|X = x):= us(x). Cette définition pose des problemes lorsque on travaille
avec des v.a.s continues ou avec des modeles aléatoires plus complexes (suites infinies des
v.a.s, espaces des fonctions, ...etc). Par exemple, si X est continue, alors P(X = x) = 0
pour tout x € R, donc la definition ci dessous est inutilisable. La fagon plus efficace de

contourner cette difficulté est de modifier la définition de probabilité conditionnelle, en effet,
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il sera plus facile de définir d’abord 1’espérance conditionnelle et aprés la probabilité

conditionnelle comme un sous-produit.
1-5-convergence en loi

Définition 1 : (Convergence étroite des mesures.) Soit (u,,) une suite de mesures de

probabilité sur R¢ et p une mesure sur R%. On dit que la suite (u,,) converge étroitement vers

la mesure de probabilité p si pour toute fonction continue bornée f: R — R.

lincn | fdin= | fdu
R4 R4
On note souvent u,, = .

Définition 2 : On dit qu'une suite de v.a . (X,,),»; a valeurs dans R¢ converge en loi vers

unev.a. X si les lois uX,, convergent étroitement vers uX , la loi de X. Autrement dit, si :

limn o E(f (Xn)) = E(f(X)),Vf € CJ(R%,R)
On le note : X, i X.

N.B:Onle note C7(R% R) I'ensemble des fonctions continues bornées de R? dans R.

Remarque : On voit que la convergence en loi ne fait référence qu'a la loi des v.a.
(contrairement aux convergences p.s ; en probabilité, et LP). On peut trés bien définir la
convergence en loi d'une suite de v.a. qui ne seraient pas définies sur le méme espace de

probabilité.

1-6-Convergence presque sdre

La convergence de variables aléatoires correspond a la convergence de fonctions. La
convergence la plus faible est la convergence simple qui s’énoncerait : pour tout w € ().

X, (w) = X(w) quand n —+oco. En probabilité (et plus généralement en théorie de la mesure),
il est trop restrictif de demander la convergence pour tous les w € Q. A la place, on définit la
convergence presque sdre :

Définition : Une suite (X,,),, de variables aléatoires converge presque srement vers X si la
convergence est vraie avec une probabilité 1.

P(w e Q ;Lim X,, (w)= X(w) ) = 1. Lorsque n = +oo.

On note la convergence presque sdre : X,, = X.p.s.
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D'un point de vue analyse, c'est une convergence plus faible que la convergence simple
(Déja tres faible). Mais d'un point de vue probabiliste, ce sera une des convergences les plus

fortes que nous manipulerons.

2-Estimateur par I’histogramme

L’histogramme est le plus ancien des estimateurs non-paramétriques de densité, 1’origine des
histogrammes est attribuée a John Graunt au XVIle siécle répondant a 1’objectif d’une
représentation de la distribution de données. A ce titre, il peut étre considéré comme un
estimateur de la densité de probabilité sous-jacente a un ensemble fini d’observations. Nous
voyons, dans ce chapitre, comment obtenir cette derniére propriété. Nous discutons ensuite des
propriétés statistiques de I’estimateur de densité par histogramme ainsi que des problémes
engendrés par son utilisation pour représenter la densité de probabilité.

Dans la suite de ce manuscrit, I’ensemble de référence Q est un intervalle et e, (rSP-€max)

est le plus petit (rsp. plus grand) élément de (0 .
2-1-Histogramme

Construire un histogramme a partir d’un ensemble d’observations (précises) x4, .., x,, consiste
a partitionner I’intervalle de référence 0 = [€,in, €max] €N P € N classes 4, k € {1,...,p},
et a compter le nombre d’observations appartenant a chaque classe Ay. Si toutes les classes de
I’histogramme ont la méme largeur, on dit que I’histogramme est régulier. On note h € R™, la
largeur des classes qui est alors appelée le « pas » ou la fenétre de I’histogramme. La valeur
de h est donnée par :

p = Smax — Emin (1.0)
p

Le nombre d’observations appartenant a chaque classe Ay est noté Accy. Il est défini :

Accy = Z Ta (%1) (1.2)

Ou 1, (x;) est la fonction caractéristique de I’ensemble A, définie par :

1 six €A

Lo, () = {O sinon (1.3)
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La Figure 2.1 présente un histogramme de 100 observations tirées aléatoirement d’une loi
normale centrée réduite N (0, 1). Ces observations sont réparties sur un intervalle de référence

Q = [-5,5]. La fenétre de I’histogramme est fixéea h = 0.8.

ag

Figure 2.1

2-2-Relation entre densité de probabilité et histogramme des données

Histogramme et densité de probabilité sont liés par des conditions aux limites : une densité de
probabilité peut étre vue comme la limite d’un histogramme lorsque le nombre d’observations
tend vers I’infini et que la valeur h de I’histogramme tend vers zéro.

La Figure 2.2 illustre, cette relation, en considérant le méme processus d’observations
précédent avec un grand nombre d’observations (n = 100000) et un plus faible pas

(h = 0.2). En comparant la Figure 2.1 avec la Figure 2.2, on voit clairement que 1’allure de
cet histogramme se rapproche de 1’allure de la densité de probabilité (N(0,1)) quand le

nombre d’observations n augmente et la valeur de h diminue.
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LS densité de probabilité
F i1

aal

K

025 -

a2r

Figure 2.2

2-3-Estimateur de densité par histogramme

Soit un ensemble fini d’observations (xq,...,%,) de n variables aléatoires (Xy,...,X,)
indépendantes (au sens de probabilité) et identiquement distribuées (de méme loi de probabilité)
(i.i.d) de densité de probabilité commune f. Pour tout k € {1,...,p}, soit Acc, le nombre
d’observation appartenant a la classe Ay, défini par ’expression (I.2), la probabilité de A

(basée sur les observations xi), notée p(A4y), est donnée par :

Accy (1.4)

p(Ax) =
En émettant I’hypothése, généralement irréaliste, que les observations se répartissent
uniformément dans la classe Ay (de largeur h), on peut alors construire un estimateur de la

densité f, pour tout x € Q, par:

p
A 1
fn(x) = EZ P(Ak) 1ay (%) (1.5)
k=1

Cet estimateur peut aussi s’écrire

14
o 1
fo(x) = EZ Accy 1y, () (1.6)
k=1

Dans la suite, nous émettons I’hypothése que les classes Ay, Vk € {1,..., p}forment une
partition de Q (c’est-a-dire @ = UY_,ApetVi,j EN: i #j,4;n A;j # @) et définissons

pour chaque classe A,son centre Ay telles que :
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h h
vk € {1,...,p}, Ak = [a} — E'ak+§] etvk € {1,....,p —1},ap+1 = a,+ h

2-4-Propriétés statistiques de I’estimateur par histogramme

Nous présentons, dans ce titre, les propriétés statistiques de I’estimateur par histogramme f*
défini par I’expression (1.6) (pour une étude plus détaillée voir, par exemple, les livres de Bosq
et Lecoutre [13] et de Simonoff [29]).

En statistiques, il est nécessaire de mesurer la qualité d’un estimateur. Pour cela, on évalue,
d’une part, I’écart entre la moyenne de I’estimateur et la densité a estimer, ce critére
d’évaluation est appelé biais!, et d’autre part, la variance de 1’estimateur (due au caractére
aléatoire d’observations) qui caractérise la dispersion des valeurs de I’estimateur dans

I’ensemble d’observations. On essaye généralement de réduire au mieux ces deux quantités.
2-4-1-Définition de biais
Le biais de I’estimateur f;* (1.6) est donné [29], pour tout x € [Ak, Ak1], Vk {1,...,p}, par:
Biais (f'(x)) = E (f(0) ~F ()
= %f(h — 2(x — a;))0(h?) (1.7)

Ou Orest un terme résiduel et fest la dérivée de f. fdoit étre une fonction de L(Q) absolument

continue? et carrée intégrable®

2-4-2-Variance de Pestimateur

La variance de 1’estimateur est donnée [29] pour tout x € Q, par :
A ~ 2 o 2
varfpe) = £((fr) ) - (£ (fr))

_f&) 1

! Le biais d’un estimateur $"de s € L(Q) est donné par : biais(3™) = E(™) — s [68]

2S0it A = [a, b] un intervalle de Q et soit s une fonction de L( ). On dit que la fonction s est
absolument continue sur A si, pour tout 9> 0, il existe un (> 0 tel que, pour toute suite (an, bn) n INde
sous-intervalle de A d’intérieurs disjoints : Y. ,5o(bn — an) <t = Y,5o(|s(bn) — s(an)|) <o

Une fonction s € L1() est dite carrée intégrable si : fj; |s(w)|?du < oo ([62] page 79).
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Cette variance tend vers zéro quand le produit nh tend vers I’'infini quand le nombre
d’observation n tend vers I’infini.

Afin d’apprécier la qualité de 1’estimateur, il est usuel d’évaluer la distance entre 1’estimateur
et la densité a estimer. La distance la plus couramment utilisée est celle définie par la moyenne
du carré de la valeur absolue de leur différence. Elle porte le nom d’erreur quadratique moyenne
(MSE)*.

La convergence en moyenne quadratique de I’estimateur £;*(1.6) a été établie par Lecoutre [28].

Nous avons, d’aprés [29] pour tout x € [a; , a; + 1] :
MSE (f(x)) = Var f(x)) + Biais? (f'(x))

) f()?
=Tn T2

(h—2(x—a)) + O™ + O(h?). (1.9)

Cette erreur quadratique moyenne tend vers zéro quand h tend vers zéro et nh tend vers 1’infini

quand n tend vers I’infini. Ce critére d’erreur quadratique moyenne est un critére local. On lui

préfére généralement un critére plus global obtenu en 1’intégrant sur tout le domaine Q =

[€min » €max] - Ce critére porte le nom d’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE)>.

La convergence en moyenne quadratique intégrée de I’estimateur f;* défini par (1.6) a été établie

par Lecoutre [28]. Nous avons, d’aprés [29] :
1 R*R(f)

MISE = —
nh + 12

+0m™) + 0(h%) (1.10)

ou R(S)Zfﬂ(s(x))zdx , fonction sde carré intégrable.

Cette erreur quadratique moyenne intégrée tend vers zéro quand h tend vers zéro et nh tend
vers 1’infini quand n tend vers ’infini.

L’utilisation du critere MISE permet de définir une granularité optimale de 1’histogramme notée
h*. Cette valeur optimale est la valeur qui minimise ce critere pour un nombre d’observations

et une loi donnée. Cette valeur optimale est de la forme :

R(f) (1.11)

“En anglais Mean Squared Error.
°En anglais Mean Integrated Squared Error
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Notons que cette valeur est inutilisable en pratique car elle fait intervenir une connaissance a
priori de densité inconnue f via I’intégrale du carré de sa dérivée (R(f")).Puisque, justement,
cette technique est dédiée a I’estimation de densités dont la loi est inconnue, la valeur de h* est
généralement inconnue.

En remplacant, la valeur de h* (I.11) dans 1’expression (1.10), on obtient la valeur optimale de

I’erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique (AMISE)® notée AMISE*:

(1.12)

RGP 2
16

AMISE™" = l
Geffroy a montré dans [27] la convergence uniforme’ et presque compléte® de I’estimateur f;*

(1.6). Tandis que la convergence en probabilité® et presque compléte en norme L'(Q) a été
établie par S.Abou-Jaoude [52].

2-5-Utilisation de I’estimateur de densité par histogrammes

Utiliser un histogramme pour estimer la densité présente 1’intérét de la simplicité.

Cette simplicité a cependant une contrepartie désavantageuse. En effet, comme expliqué dans
[20], la représentation par histogramme de la densité sous-jacente a un ensemble fini
d’observations n’est robuste au choix ni de la fenétre ni de I’intervalle de référence de la
partition sur laguelle 1’histogramme est bati.

Nous illustrons ce manque de robustesse sur un exemple de 300 observations tirées
aléatoirement d’une distribution normale N (0, 1). Sur la Figure 2.3, nous avons choisi deux
valeurs de largeur de la fenétre : h = 2.5 (Figure 2.3 (a)) et h = 0.1 (Figure 2.3 (b))

On peut, par exemple, s’intéresser a la localisation du mode principal (c’est-a-dire la valeur la
plus fréquemment prise par ces observations) sur I’histogramme. Pour h = 2.5, la localisation
du mode est claire dans I’intervalle [0, 2]. Tandis que pour h = 0.1, la localisation de ce mode
est dans I’intervalle [—0.14, —0.06].

®En anglais Asymptotic Mean Integrated Squared Error.
" Un estimateur $,, converge uniformément vers s € L(Q) si lim {supueQ |$™"(u) — s(u)|} =0.
n—-oo

8 Un estimateur $,, converge presque complete vers une fonction s € L(2) si pour tout u €42 et tout
0>0,onaY, P(lsn(u) — s(u)| > 9) < oo.

® Un estimateur $,, converge en probabilité vers une fonction s € L( £2) si pour tout u €42 et tout 0> 0,
on anl_iHlOOP(lsn(u) —s(w)] =29)=0.
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Figure 2.3 : Histogramme de 300 observations construit avec une granularité h = 2.5 (a)
eth = 0.1(b).

aas

Figure2.3.a h = 2.5

La Figure2.3.b h =0.1

Sur la Figure 2.4, nous avons choisi deux positions différentes de ’intervalle de référence
Q:Q = [-5,5] (Figure 1.4 (a)) et Q =[—4,6] (Figure 2.4 (b)). La Figure 2.4 montre
I’influence du positionnement de (2, sur la représentation d’observations. Sur la Figure 2.4 (b),
la distribution semble symétrique alors qu’elle semble ne pas I’étre sur la Figure 2.4 (a).
Figure 2.4 : Histogramme de 300 observations construit sur la portion Q = [—5,5](a)

et O =[-4,6] (b).
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Figure 2.4 (a). @ = [-5,5]

o
-

-1 -2 -1 a 1 = a 4

Figure 2.4 (b). Q = [—4, 6]

Runkler [58], Van Den Berg [30] et Strauss [43] ont tenté de réduire I’influence du
partitionnement arbitraire de ’intervalle de référence Q en remplacant le partitionnement
binaire par un partitionnement flou de Q. L’estimateur de densité par des histogrammes basé
sur un partitionnement flou ainsi que ses propriétés statistiques ont été établies par L.Waltman
[34] et Loquin et Strauss [31].

Du point de vue de I’estimation non-paramétrique de densité, cet estimateur est une fonction
étagée, et donc discontinue. A cause de cette discontinuité, I’histogramme ne peut pas étre
adapté a la situation ou nous disposons d’une information a priori sur la fenétre de la densité a
estimer. Par exemple, si I’on sait par avance que la densit¢ de probabilité est deux fois
continiment différentiable, I’estimation naturelle de cette densit¢ doit étre deux fois
continlment différentiable. Les histogrammes, qui produisent des estimations discontinues, ne

peuvent donc pas répondre a ce type de problématique.
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3-Estimateur simple de la densité

L’estimateur simple de densité, appelé aussi la méthode d’estimation par les histogrammes
mobiles, a été proposée par Fix et Hodges [17]. L’estimation de la densité en un point x € Q

par cette méthode, consiste a construire autour de x un intervalle (ou fenétre) de largeur
h h R s . .
h ([x — X + ED et a compter le nombre d’observations dans cet intervalle.

Partons du lien existant entre la densité de probabilité f et la fonction de répartition F :
X
VxeQ  Fx)= f fuwdu (1.13)

On peut écrire

fx) = lim n
p(erd-r(e-
h—0 h

L’estimateur simple de f, noté f* peut alors étre défini, pour tout x € Q, par :

o _1|{l x—%Sxin+;}|
fn (X)—E n
n
1
=, et )
i=1
1 . X (1.14)
— Xj .14
=— 1
TR

Ou | .| est le cardinal d’un ensemble. Cet estimateur peut aussi s’écrire

n

- 1 X — X;
fm-aZm( n) (1.15)

i=1

Ou w est une fonction de poids définie par :
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] 11 (1.16)
m(x)={1 Six € —53
0 sinon

Cette fonction de poids n’est autre que la densité de probabilité uniforme sur I’intervalle

=23l

Le biais de I’estimateur f;*(x) (1.15) est donné [60], pour tout x € €, par :
Biais (f'(0)) = E (fi' () = f ()

=%<F (x+g)—F<x—g)>—f(X) (1.17)

L’expression (I.17) montre que ce biais converge vers zéro quand la largeur de fenétre h tend
vers z&ro.

La variance de cet estimateur est donnée [60], pour tout x € Q , par :

var (f10)) = 3 (F R (x‘g)) (1‘F (r43)+F ("‘9) (1.18)

Cette variance tend vers zéro lorsque nh tend vers 1’infini quand le nombre d’observations

n tend vers I’infini. Ce qui donne [60] la convergence en moyenne quadratique :

A . 2
sih - 0etnh - oo quandn — oo, MSE (f,?(x)) =F (f,?(x) —f(x)) 50 (1.19)
L’inconvénient majeur de I’estimateur simple défini par I’expression (I.15) est comme

I’estimation par histogramme de fournir une estimation discontinue. Elle est cependant

. . . . h h . T
discontinue uniquement aux points {(xl- — X + E)} { } contrairement a I’estimateur par
ie{1,..n

histogramme qui est discontinue aux frontieres de chague classe et a une dérivée nulle partout
ailleurs. Cette discontinuité est une consequence de la discontinuité de la fonction de poids
w(x) (1.16).

Comme le souligne Silverman [4], cette méthode d’estimation est finalement comparable a
celle de I’histogramme. En effet, considérons un histogramme construit a partir d’intervalles de

largeur h. Si on suppose qu’aucune des observations ne soit aux bornes de ces intervalles et si

x € Q est au centre de I’un de ces intervalles alors I’estimateur simple, au point X, f;*(x) (1.15)
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n’est autre que I’estimateur par histogramme f;*(x) (1.6). L’estimateur simple peut étre vu
comme une maniere de construire un histogramme ou chaque point est le centre d’un intervalle

de I’ensemble {A,, k = 1,...,p} de I’histogramme.

4-Méthode du noyau

L’estimation par noyau (ou méthode de Parzen-Rozenblatt) est une méthode non paramétrique
d’estimation de la densité d’une variable aléatoire. Cette méthode permet d’obtenir une densité
continue et constitues-en ce sens une généralisation de la méthode de I’histogramme. En effet,
la fonction indicatrice utilisée pour I’histogramme est ici remplacée par une fonction continue

(le noyau) et une somme de fonctions continues reste continue.
4-1-Définitions et propriétés élémentaires

Soit x € Ret h > 0. Si I’on suppose que X est le centre d’une classe de I’histogramme et que h

est la longueur des classes, 1’estimateur de f (X) par histogramme peut s’écrire comme

o 1X i, (K-l 1
frx) _E;up{i—ﬂ < h/2) _%;1<ng> (1.20)

Une facon de généraliser les histogrammes consiste a utiliser la formule ci-dessus pour tout

X € R et pas seulement pour les centres des classes. Cette généralisation est certes utile, car
elle conduit vers un estimateur qui est constant par morceaux comme les histogrammes, mais a
I’avantage d’avoir des plateaux de longueurs variables. Cependant, cela ne nous conduit pas
vers un estimateur continu. On remarque aisément que la discontinuité de 1’estimateur défini

ci-dessus est une conséquence de la discontinuité de la fonction indicatrice. Par conséquent, en

1 : : .
remplacant 11 (Izl < E) par une fonction K quelconque, on obtient I’estimateur :

ff @) = %i K (X";x> (1.21)

Qui est continu et méme ¢ —fois contindment différentiable du moment ou la fonction K 1’est.

On arrive ainsi a la définition suivante :
4-1-1-Définitions
Soit K : R — R une fonction quelconque et soit a un réel positif. On appelle estimateur a

noyau la fonction :
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n

-3 ()

i=1

On dit alors que K est le noyau de cet estimateur et h est la fenétre.
Selon cette définition, toute fonction K peut servir comme noyau d’estimation d’une densite.
Les noyaux les plus couramment utilisés en pratique sont :

» Le noyau uniforme (Rosenblatt)

1
K(x) = E 11[_1’1] (x)

Uniform (Rosenblatt) comparaison de f et fn pour =200 cas noyau rosenbelatt
0.45 T
: : : Courbe Thearique
[N . [EREP IR ........... Y U Est\mmteurdefn -
................... o i :
035k ............ ..... T RTLITEINTS ............ ..........
.......... 94 — 03__
% f : : : § =3 /D P S PR i
§ oo EE RTINS ARRRREREEE SR 03 ................... ........ 4 %
z : : : : T 1 T O 1 A 4
& : _ s
Lo R 432 .......... .................. TR 4 G LA i
[ T T T o P
nosk-es o ...................... b _
0 i 1 . L 0 i L i
-2 1.5 -1 0.5 u] 0s 1 18 2 3 2 1 ] 1 2 3 4
“Waleures de ¥ ¥

Figure 2.1: Noyau Uniform (Rosenblatt)

» Le noyau triangulaire : Ce noyau a un avantage par rapport au noyau de Rosenblatt, il est

continu partout, ce qui conduit & une estimation de f}, continue. Ce noyau s’écrit sous la forme :

K() =1 = |xD1-q,13(x)

comparaison de fet f pour =200 cas noyau triangle

Triangulaire
: [Aare : 04 : : :
: : : : : Y Courtbe Théotique
035 .......... IR ........ e Estimmteur de f |
03_ ......... ....... ........ RPN ......... _
025k .......... ................. ......... T ........... .........
%) . L] . . : . :
a . (=} N . N B N
2 : c : : : : : : :
I : L 02Fe L Y S [RETTE PR
=3 . =3 . : : . : : :
3 ; 2z : : : : :
r : w : : : : : : :
= : o1k FRREERRTORY: ......... .......... ......... [ERETRETe B 4
Ok .......... Sl ERRIT .......... RPIPS . ......... B i
DDS- ......... F ......... TR .......... ._.‘ ........ f _
i ; ; ; i ; ; . 0
25 2 415 1 05 0 08 1 15 2 25 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
“aleures de x X

Figure 2.2: Noyau Triangulaire.
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Le noyau d’Epanechnikov ou parabolique : 1l définit par la forme suivante :

3
K(x) = 2 (1- xz)ll[—1,1] (x),

Epanechnikoy comparaison de f et f pour n=200 cas noyau epanechinikov
: ! ! 0.45 T T T T

T T
Estimmteur de fn

Courbe Théorigue | ]

fréquence

valeur de x

Figure 2.3: Noyau d’Epanechnikov ou parabolique.

Le noyau gaussien : L’avantage du noyau gaussien est que plus la valeur de h est élevée plus
on élargit la fenétre, ce qui a un effet de lissage globale important ; mais le co(t de calcul dans

le cas de ce noyau est trés élevé du fait de son support infini. Ce noyau s’écrit sous la forme :

1 2
K(x) =Ee 2 (x € R).

comparaison de fet f pour n=200 cas noyau MNormal

5 0.45 , ! , !
: : : : Estirmmteur de f_
oA .......... e ......... J oabo . _________ ________ ; Coutbe Théerique |1
S PP 4 3 A P P i
_____________________________ _ D3k ]
g .......... 50_25_ ........................................................................... 4
b L 1 <
i) . =
= N o
‘E‘J— E 02_ .......................................................................... -
Kl AETPOPPOU SUUUURIPNE SUPPOE SRR 1 T3 RUUOUPUPUSIUOS VUL SRUPPPPO e J
015 ............................................................................ -
: R T T T 4
.............................. T DDS— _
: : : D : : : 5 : : :
! z d 4 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5

Yaleures de x

Figure 2.6: Noyau gaussien

Le noyau d’Epanechnikov est apprécié puisqu’il est celui qui a la meilleure efficacité (mais les

autres noyaux présentés sont a peine moins efficaces).
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Lemme : Si K est positive et f:’; K(u)du = 1, alors ££(.) est une densité de probabilité. De

plus, fhKest continue si K est continue.

Démonstration.

L’estimateur a noyau est positif et continue car la somme des fonctions positives et continues
est elle-méme une fonction positive et continue. Il faut donc vérifier que I’intégrale de £X(.)

vaut un. En effet,

[ = [T (0

i=1
— % :jil(()%)dx (u=(X;—x) /)
- [ mz K@hdu = 1. (1.22)

On voit donc que, tout comme 1’estimateur par histogramme, I’estimateur a noyau est une
densité de probabilité. Il a de plus ’avantage d’étre continu a condition que K le soit, ce qui
n’était pas le cas pour les histogrammes. Par conséquent, lorsqu’on estime une densité continue,
il est naturel de s’attendre que I’estimateur a noyau soit meilleur que 1’estimateur par
histogramme. Le but de la suite de ce chapitre est de donner des résultats quantitatifs

caractérisant le gain obtenu par I’utilisation def;X par rapport a f;.

4-1-2-Propriétés statistiques de I’estimateur a noyau

Nous présentons, dans cette partie, les propriétés statistiques de I’estimateur de densité de
Parzen-Rosenblatt défini par 1’expression (1.22) (pour une étude plus détaillée, voir par
exemple Bosq et Lecoutre [13], Tsybakov [2] ou Silverman [4]).

Nous considérons ici les noyaux sommatifs K centrés de variance finie de K (£2) c’est-a-dire
vérifiant :

Juk(u)du =0 et Juzk(u)du =g >0 (1.23)

N N

of est appelée la variance du noyau K [1].
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Le biais de I’estimateur f,(’}l (1.22) est donné [29], pour tout x €2 ,par :

biais (fkr;l(x)) =

h2 2 g
%(x) +0'(hY) (1.24)

Ou f"est la dérivée seconde de la fonction de densité f. f’ doit étre une fonction absolument
continue.

L’expression (1.24) montre que ce biais converge vers zéro quand la largeur de bande

h tend vers zéro. Il découle de I’expression (1.24) que le biais de fl?h ne dépend pas

directement du nombre d’observations mais seulement de la fonction de noyau K et donc
I’augmentation du nombre d’observations ne peut pas, a elle seule, diminuer le biais.

La variance de cet estimateur est donnée [29], pour tout x € 2 par :

_ fGOR®K)
a nh

var (f(x) +0(h™) (1.25)

OuR(K) = [(Kw)’ du
Cette variance tend vers zéro quand nh tend vers I’infini quand n tend vers I’infini.

La convergence en moyenne quadratique de I’estimateurf,y, (1.22) a été établie par

Bosq et Lecoutre [13]. Nous avons, d’aprées [29], pour tout x €02:

+0(h®) +0(h™)

f@RE) Mo (@)
* 4

MSE (fin(0) =——

(1.26)

En intégrant I’expression (I1.26) sur tout le domaine, on obtient [29] I’erreur quadratique

moyenne intégrée de £

R(k) h*c¥ R(f") 1
MSIE = —=+ "4 + 0% +0h™) (1.27)

ouR(f") = [,(f"(w)"du

La largeur de bande optimale de £ notée h*, est donnée [29] par :

._( Rk \° 1

Notons que h* est une quantité déterministe qui dépend du nombre d’observations n.
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Elle dépend aussi de la densité inconnue f via I’intégrale du carré de sa dérivée seconde
(R(f”)) et ne peut pas donc étre utilisée telle qu’elle dans les calculs. Une fagon classique de
corriger ce défaut consiste a remplacer la quantité R(f*), dans I’expression (1.30), par un
estimateur approprié [1]. Cette correction a fait 1’objet de beaucoup de travaux (Voir, par
exemple, Hall et Marron [45], Jones et Sheather [38]).

En remplacant la valeur de h* (1.30) dans I’expression (1.27), on obtient [29] la valeur du
AMISE™ -

5 4 1 4
AMISE" = 2 (0 R())5(R(f") )5 (1.29)

Epanechnikov a proposé dans [59] un noyau optimal de I’estimateur £ (x) (1.22) qui

minimise le critere AMISE™ (1.31) par rapport au noyau K. La solution k,,,.obtenue estdonnée

par :

3
—(1 = u?) si
Kopor (1) = 4(1 u?)sijul <1

0 sinon (1.30)

Ce noyau est appelé le noyau d’Epanechnikov. Nous notons, dans la suite, e et non k., le
noyau d’Epanechnikov défini par (1.32).

Le couple largeur de bande h et forme de noyau K joue un réle important dans la méthode
d’estimation a noyau. Nous discutons, dans la section suivante, de 1’influence de ce choix sur
I’estimation de la densité f sous-jacente a un ensemble fini d’observations.

La convergence ponctuelle presque stre de I’estimateur £ (1.22) a été établie par Devroyet
Wagner [33]. Bertrand Retali a montré dans [37] la convergence uniforme presque sdre de cet
estimateur, tandis que la convergence en L' (2)a été établie par Gilck [39] et Devroy [32].

Un résultat important issu de [4] montre que si f' la dérivée seconde de f, existeet que la

1
largeur de bande h = gn™ s (avec g une constante), alors, pour tout x € 2 ,I’estimateur a

noyau £ (x) est asymptotiquement normal (c’est-a-dire converge en loi vers la loi normale)

2 rn L N qZ " 2 1 R
nslfih () = FG} — N | 5 [0k, - f CORE) (131)

n—-oo 2

Ou o est la variance de K définie dans (1.23).

L’expression (I.33) est équivalente, par une transformation linéaire de la 10i*° normale,

10 Une suite des variables aléatoires (Xn)n € Nconverge en loi vers la variable aléatoire X
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. L h? 1
) —f)} —, N| = f')0of, — f(0)R(x)
I 2 nh (1.32)

biais de fi}, wvariance de fiy,

Sous I’hypothése que le terme de biais (1.24) de £ est négligeable par rapport au terme de la

variance (1.25) de i, I’intervalle de confiance au seuil a sur la valeur de la densité f(x),
Pour tout x € 2, est donné [60] par :

iy fn R(k - £n R
2 2 1.33

Ou Z, aestle(1— 2) quantile! de la loi normale centrée réduite.
2

Notons que cette méthode donne un intervalle de confiance a (1 — %)% des valeurs de la

densité f et non pas pour toutes les valeurs de f. Une autre technique de calcul proposée par
Bickel et Rosenblatt [44] sous le nom de bandes de confiance®? permet de donner un autre

intervalle d’estimation de la densité f. Sous I’hypothése que f est une densité sur [0, 1] et que

1

h=n"l1e¢ (%E) Bickel et Rosenblatt ont démontré que, pour tout x € [0, 1], nous avons le

résultat asymptotique suivant :

. fr ()R (k - FR ()R
lim P | fi(0) = Z /f—"h RO < £ = Fa00) + Zne /f—""(fi <2

—1—q (1.36)
log {—>log(1 — %
Zon=- og{ ~log( 1a)}+dn
(2Llog(n))z (1.35)
1 _1 1 R(k’) %
d, = (2llog(n))z + (2Llog(n)) 2 log (EW) (1.36)

. . e . . 4. . S a
11 Sj X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, alors la valeur du quantile d’ordre 1 — >
12 En anglais confidence bands.
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O k'est la dérivée de noyau k et R(k") = [ (k'(w))’ du
Comme le fait remarquer Hérdle [60] les intervalles d’estimation de f donnés par les bandes

de confiance (1.36) sont plus étroits que ceux donnés par les intervalles de confiance (1.35).

4-2-Choix de parametre de lissage h

La mise en ceuvre pratique de I’estimateur a noyau de la densité de probabilité nécessite la
specification de parametre de lissage h. Ce choix est tres important, il existe de nhombreuses
situations ou il est acceptable de choisir le parametre de lissage subjectivement par ceil. Il
s’agirait de regarder les estimations de densité serval sur une plage de parametre de lissage et
en sélectionnant la densité qui est le "plus agréable” dans un certain sens. Une telle stratégie est
de commencer par un large parameétre de lissage et de diminuer la quantité de lissage des
fluctuations Unitil qui sont plus " aléatoire "que " structurelle " commencent a apparaitre. Cette
approche est plus viable lorsque ’utilisateur a des raisons de croire qu’il existe une certaine
structure dans les données, une telle connaissance de la position des modes. Cependant, il y’a
aussi de nombreux cas ou il est trés bénéficial d’avoir le paramétre de lissage sélectionnée
automatiquement a partir des données. Une des raisons est qu’il peut prendre beaucoup de
temps pour choisir le paramétre de lissage a ’eil, il y’a beaucoup d’estimations de densité
nécessaires pour un probléme donné. Une autre est que, dans de nombreux cas, 1’utilisateur n’a
pas de connaissance préalable de la structure des données et n’aurait aucun sentiment pour
lequel le parametre de lissage donne une estimation plus proche de la densité réelle. Lorsque
estimateurs a noyau sont utilisés comme composants de procédures statistiques plus grandes, la
sélection automatique du parameétre de lissage est généralement nécessaire [62].

Le probléme de sélection du parameétre de lissage [61] est présent dans tous les types
d’estimation du noyau, Actuellement disponibles sélecteurs de bande passante peuvent étre
divisés en deux classes, La premiére classe se composent de formules facilement calculables
simples, mais sans aucune garantie sur mathématiques d’étre a proximité du parameétre de
lissage optimale. Nous appellerons ces sélecteurs de bande passante rapide et simple, Une
méthode qui utilise les données X, ..., X,, pour produire une largeur de bande h est appelé un
sélecteur du parameétre de lissage, bien que I’estimation de densité du noyau offre un cadre
pratique pour le développement de nombreuses idées cles.

Le deuxiéme type de sélecteur parametre de lissage sera étiqueté comme salut technologie car
de telles procédures de sélection sont basés sur des arguments mathématiques plus complexes

et nécessitent beaucoup plus d’effort de calcul, mais visent a donner une bonne réponse pour
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les classes tres générales de fonctions sous-jacentes. Elle est motivée par visant a minimiser

MISE ( fn(x)).
4-2-1-Méthode de Rule of thumb

Une approche trés facile et naturel consiste & utiliser une famille A au niveau de la
distribution d’attribuer une valeur a [(f"'(x))? dx terme de f"’ dans ’expression hapg pour
la fenétre idéale par exemple Si x4, x5, ..., x,. Est un échantillon i.i.d. d’une variable aléatoire,

alors I’estimateur non-paramétrique par la méthode du noyau de la densité est :

. 1\ — x;
fn(*) =EZK(X hx) (1.37)

i=1

Ou K est un noyau (kernel en anglais) et h un parametre nommé fenétre, qui régit le degré de
lissage de I’estimation. Bien souvent, K est choisi comme la densité d’une fonction gaussienne

standard (espérance nulle et variance unitaire) :

1 _lxz
K(x) = N (1.38)

Si on choisit f comme étant la distribution de loi normale de moyenne 0 et de variance o2
(N(0; ¢2)) On aura alors:

3

[ nrar=o= [@ corax =2 | Fo~ = 021207

8 (1.39)

De plus, si K est un noyau gaussien, alors la valeur pour le h,,.notée dans ce cas par h,,, est

obtenue en substituant ce noyau et la valeur R ( ") obtenue

_1[3 _1,] _1
hopt = (4m) 10 [gn 2 ]n 5

= 1.060n7s. (1.40)
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Remarques
e Evidemment, h,,, fonctionne bien si la densité réelle est gaussienne

e Forcément bien si la densité réelle n’est pas gaussienne, il ne fonctionne pas.
4-3-Cross validation
4-3-1-Validation croisée non biaisée

Cette méthode appelée Validation Croisée non Biaisée a été proposée par Rudemo [51] en 1982
et Bowman [8] en 1984. Le critére consiste a choisir le paramétre de lissage qui minimise un

estimateur convenable de :
UCr ) = [ 11,00 = FFdx - [ £ Cdx
R R

- [ 2 @dx -2 [ fGoreodx (1.41)
R R

Puisque fRfZ (x)dx ne dépend pas du parameétre de lissage h. On peut choisir le paramétre de

lissage de fagon a ce qu’il minimise un estimateur de :
2
&m<@w—zgm@vax (.42

On veut premiérement trouver un estimateur de fth(x)f(x)dx . Remarquons que

[ Aeor @ =BG
R

L’estimateur empirique de fR frn(x)f(x)dx, estalors :

LS oo
i=1

Le critére a optimiser est alors :

2 n
Uer ) = | fitGdr == fui
R i=1

\ 1 = . i o .
Ou fprilx) = T i1z K (xlhx’ ) est I’estimateur de la densité construit a partir de

I’ensemble de points sauf le point x;.
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Montrons maintenant que UCV(h) est un estimateur sans biais de MISE(h)—R( f ).
On a:

MISE(R) — R(f) = E U fu? (0)dx — 2 f fh(x)f(x)dx] (1.43)

Il suffit de montrer que | frldx et = Z —1 fni(x;) sont des estimateurs sans biais de
E[f f?(x)dx] et E[f f,(x)f (x)dx] respectivement. Or E[[ f,?(x)dx] admet I’estimateur

sans biais trivial ffh dx. Il reste donc a montrer que Z —1 fni(x;) estun estimateur sans biais

de E[f fn(x)f (x)dx]

On a d’une part,

[E[%th,i(xi)]:l 1)th1sz | )]
[M_mﬂ

=~ 1o [ k(5) ranes (1.44)

D’autre part,

5 ) f (x)dx]

B[[ rereo] - E[n—lhifK(xiZ

i=1

f f(2) f f (x)dxdz. (1.45)

Ce qui implique que :

E [%Z e

Finalement, un estimateur sans biais de MISE (h) — R( f ) est donnée donc par UCV (h).

~ [ sl

En utilisant 1’équation précédente, le critere UCV (h) devient :




Chapitre 1 : Estimation de la densité

ucv(h) =

R(K) A —Aj 2 i — Xj
Z U wone x x)K(x hxj)dx_n(n—l)hK(xhxj)]' (148)

i=1i#j,j=1

Nous noterons hy ¢y I’estimateur de h qui minimise UCV (h)

La popularité de cette méthode est due a la motivation intuitive et au fait que cet estimateur est
asymptotiquement optimal sous de faibles conditions. L’optimalité asymptotique de la
validation croisée non biaisée a été obtenue par Stone [56].

Soit x4 x5, ..., X, Un n-échantillon i.i.d issu d’une variable aléatoire X de fonction de densité f

. Utilisant le noyau gaussien on obtient :

n n

1 . — X\ 2
2n2hm ””z Z exP<_(x thj)>

i=1i#j,j=1

2 - (x; — xj)
\/—nn(n—l)hz Z_l ( 2h? ) (1.47)

Cette méthode présente deux probléemes majeurs (ou points faibles) : d’une part son manque de

Ucv(h) =

robustesse par rapport aux changements de taille de 1’échantillon c’est-a-dire le résultat de
simulation peut se révéler extrémement variable d’un échantillon a 1’autre, d’autre part, la
fonctionnelle a minimiser a souvent tendance a présenter plusieurs minimums locaux [22]. Pour
d’autres études, voir Hall [23], Burman [9], Scottet Terrell[54].

4-3-2-Validation croisée biaisée

Un critére de validation croisée biaisée, a été introduit par Scott et Terrell [54] en 1987 pour
remédier aux problémes de validation croisée non biaisée. Il s’agit d’introduire un biais dans le
UCV afin de réduire sa variance.

L’Erreur Quadratique Intégrée Moyenne Asymptotique s’écrit sous la forme :

o, . RK)
AMISE = ZO'K R(f )+W (|48)

Le parametre de lissage basé sur la méthode de validation croisée biaisée est la valeur
h qui minimise un estimateur du AMISE. On peut estimer le AMISE si ’on estime R(f""). Un

estimateur naturel de ce terme est donné par R (f",) ouU fj, est I'estimateur de la densité qui

utilise la méthode du noyau. Scott et Terrell [54]
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Supposant que le noyau K satisfait aux conditions suivantes :

[ K7 @odu = 0. (k") = [uk@) = 0, (k™) = [ Wk = 2 (149)
On obtient le développement asymptotique :
iy orem , R B2
E[R(fa )] = R(F") +— -5~ + 0(h%). (1.50)

Proposition 1 : (Scott et Trell) [54]
Soit x4, x5, ..., X, Un n-échantillon i.i.d issu d’une variable aléatoire X de fonction de densité f.

Pour un noyau K on obtient :

BCV(h) = Rih h4u22(1<)z Z K@ K, @ (x, — %). (151)

i ]];tl

Proposition2 : Soit x;,x5,...,X, un n-échantillon i.i.d issu d’une variable aléatoire X de
fonction de densité f . En choisissant le noyau gaussien on obtient :
BCV(h) =

2n2\/_ 64n2h\/_z Z [ ._xj _12<iZXJ)2

=1 j=1,i#j

+ 12] exp [— a2

(1.52)

Des résultats de simulations ont été obtenus pour la méthode de validation croisée biaisée dans
le travail de Par k et Marron [46]. Les auteurs ont constaté que la méthode validation croisée
biaisée présente le méme point faible que celui de la méthode validation croisée non biaisée.
Cette méthode nous donne plusieurs minimums locaux pour la fonctionnelle cible & minimiser.
Cependant, d’apres plusieurs simulations, les auteurs proposent de choisir la valeur inférieure

parmi les minimums locaux.
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Conclusion

Dans ce chapitre, Nous avons étudié les méthodes d’estimation non paramétriques de la
densité de probabilité (méthode d’estimation par histogramme, simple et la méthode
d’estimation par, noyau et aussi estimateur de densité Parzen-Rosenblatt qui peut étre vue
comme une extension de la méthode d’estimation par histogramme. Nous avons présenté
également, les propriétés statistiques de chaque méthode d’estimation.

Nous avons étudié aussi les méthodes de choix de parameétre de lissage (méthode de Rule of

thumb et la méthode de validation croisée biaisée et non biaisée).




Chapitre 2

Estimation de la
fonction de
regression



Chapitre 2 : Méthodes de régression

Introduction

La méthode la plus communément utilisée pour étudier la relation entre deux variables est

La régression linéaire simple, qui suppose un modelé de la forme :

Yi = Bo + BoXi + & (1.1)
Ou les erreurs aléatoires g;sont non corrélées, de moyennes nulles et de variances o2
indépendantes de X. Cette méthode paramétrique posséde 1’avantage d’étre facile a interpréter
et, lorsque les postulats sur les résidus g; sont vérifiés, elle permet de faire des tests
d’hypothéses statistiques formels sur les parametres. Par contre lorsque la linéarité de la
relation est mise en défaut, on préféere choisir un modéle plus flexible qui reflete mieux la

relation entreX et Y . On utilise le modéle de régression non paramétrique

Y, =m(X,) + ¢ (11.2)
Ou g; représente la variation de Y; autour de X; et obéit aux mémes hypotheses que dans le cas
linéaire et a part certaines conditions de continuités et de lissages il n’y a habituellement
aucune contrainte associée a (X) . On cherchera, dans une famille fixée de fonctions quelle est
celle pour laquelle les Y sont les plus proches de m(X).Cette proximité se mesure en général
par un risque utilisant I’erreur quadratique moyenne (MSE en anglais), et on essayera alors de
déterminer la fonction m*(X;) qui rendra cette erreur la plus petite possible, c’est a dire a

trouver une fonction m*(X;) qui minimise 1’erreur quadratique moyenne :

Elm*(X) — Y|? =mwilnIE|m(X)—Y|2 (1.3)

Il est connu que ce minimum est donne par I’Esperance conditionnelle :

r(x) = EY|X =x) (11.4)
En effet, déterminer m*(x) revient a calculer argminE((m(X) — Y)?|X = x).En
m

différenciant L’espérance E (m(X) — Y ) ?|X = x) par rapport a m, en égalant le résultat a

0, et finalement en isolant m, on obtient :

%E(m(X) —Y)?/X = x) = 2E(m(X) = Y|X = x)

=2m(X) — E(Y|X =x)

_ 0 (11.5)

Ce qui implique :
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m*(x) = E(Y|X = x) =:r(x). (11.6)

Le fait que la dérivée seconde, qui est égale a 2, soit positive nous permet de conclure que ¢’est bien un

minimum.
1-Estimateurs a noyau de la fonction de régression

1-1-L’estimateur de Nadaraya-Watson
Notons que la fonction : r(x) = E(Y |X = x) peut s’écrire sous la forme :

_ fny,Y(x,y)dy __Fl(x)
T ™ (-7

r(x)

Un estimateur & noyau de la densité conjointe fyy, peut étre obtenu en suivant les mémes

étapes que pour fpr(X), et on a alors :

()

Et on obtient I’estimateur de Nadaraya- Watson (1964) (NW)

VR

. 1
fx,y(x:J’) = W

=1

1 n Xi — X .
h Zi=1 YiK (—h ) _ Pa(x) (11.9)

RIVICED R

fNW,n (x) =

En effet si on remplace la densité conjointe fy, par son estimateur défini dans (11.8) dans le

numérateur de (1.7) ona:

f o (x,y)d —f lzn:KXi_x k=Yg
Y fxy(x,y)dy = nhz.l ( A JYK( A )dy
=

_ 1zn:KXl-—x fl KYi—yd
i=

Si on suppose de plus que le noyau K est symétrique on montre en faisant le changement de

(11.10)

variables u = Y‘h;y que f%yK (YLT_y) dy =X;, d’ou I'expression (I1.9). Le noyau K
détermine la forme du voisinage autour du point x alors que la fenétre h contréle la taille de

ce voisinage,c’est a dire le nombre d’observations prises pour effectuer la moyenne locale : il
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est alors naturel que la fenétre h soit prépondérante pour la consistance de I’estimateur Fyy .
En fait, h détermine le degré de lissage de 1’estimateur 7y, ,,. Supposons que 1’estimateur soit
seulement évalué aux points d’observations {Xi,i = 1,...,n}, alors, lorsque K est a support

compact, on obtient :

;li;’)%rNW,n(Xi) = K(0) =Y (11.11)

Plus précisément on a :

Y; six=X;1<i<n

gll'_r)r('l), TA.NW’n(Xi) = {0 ailleurs (”12)

Ce qui veut dire que lorsque h tend vers 0. L’estimateur 7y , & tendance a reproduire les
données, la courbe obtenue est proche d’une interpolation des points {(X;, Y;),i = 1,...,n},

c¢’est un phénomene de sous-lissage (la variance de 1I’estimateur est trop grande). Inversement,

n
lim fyy () = 2= K OY lz Y, s
ho+4o0 NWmn :1=1K(O) n - l
=
On voit alors que I’estimateur fyy, ,, ne depend plus de x : lorsque h tend vers 1’infini, on a un
phénomene de sur-lissage (le biais est trop grand). Ces deux comportements nous conduisent
a penser que le choix de h est en fait un arbitrage biais-variance, que nous étudierons plus en

détails dans le comportement asymptotique de 1’estimateur NW.
1-2-L’estimation par polynomes locaux

L’estimation de la fonction de régression par la méthode des polyndmes locaux (LP) est une
généralisation de I’estimateur de Nadaraya-Watson. L’idée maitresse de cette approche est de
considérer le probleme de la régression sous 1’angle des moindres carrés (M.C.). Nous
rappelons que la fonction de régression est elle-méme solution d’un probléme des M.C. Si on

reprend I’estimateur de Nadaraya-Watson, alors on a d’apres (11.9) :

Pin(x) — TA”NW,n(x)fAPR (x) = 0. (11.14)
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L’estimateur de la régression 7y, , peut donc étre regarde comme la solution du probleme

des moindres carrés (M.C.) pondérés suivant :

n
Xi—x
argminZ(Yi —-0)*K (l—> (11.15)
BeR c h

=1
C’est a dire que I’estimateur 7y, ,, €St obtenu par une approximation des M.C. localement
constante. Le principe de I’estimation localement polyndmiale consiste en 1’ajustement local
d’un polynéme de degré p aux données (Xi,Yi)i =1,...,n.Pour p € N, nous cherchons a
ajuster le polynéme

ap + ar(—x) + a;(=x)* + - + a, (—x)P.

Aux données (X;,Y;);=1,.n par la méthode des Moindres Carrés. Pour cela, on doit supposer
I’existence de la (p + 1) éme dérivee de la fonction de régression r(.) au point x pour

pouvoir faire un développement de Taylor et on a alors :

r''(x) r®(x)
r(w) =r'(x)(u—x) + 5 (u—x)2+ -+ o (u—x)P
LENg) P
~ Z ! j!(x) (u—x)/ =:Z aj(u — x)/
j=0 j=0 (11.16)

Pour u appartenant a un voisinage de x.

Pour ajuster localement le polyndme (11.16) aux données (X;, Y;)i=1,..n par la methode des
M.C. pondérés par K (_Tx)on doit minimiser par rapport au vecteur a =

(ap, ay, ..., a,)t RP*a quantité

n p 2

Z Yi_Zaj(Xj—x)j K(Xi;x) (11.17)

i=1 =0

Comme pour I’estimateur de Nadaraya-Watson, les parameétres K et h déterminent la forme et

la taille du voisinage autour de x.
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1-3-Propriétés asymptotiques de I’estimateur de Nadaraya-Watson

L’estimateur a noyau de la régression est donc dépendant du choix des deux parameétres que
sont la fenétre h et le noyau K. Nous verrons par la suite que le parametre crucial est la
fenétre pour obtenir de bonnes propriétés asymptotiques. Toute fois le noyau ne doit pas étre
néglige, il permet de réduire le biais de I’estimateur en s’appuyant sur des propriétés de

régularité de la courbe de régression.
1-3-1-propriété de I’estimateur de Nadaraya Watson

Dans ce qui suit nous allons déterminer les conditions sur la fenétre et le noyau, nécessaires a
la consistance de 1’estimateur 7y, .,, .Nous utiliserons pour cela la décomposition biais

variance suivante :

E[ (Fywin(9) = 1(9)?] = Var[fywin] + [EGawin(9) = ()] (11-18)
On dénote par k2 (resp. f,) la convergence en norme L (resp. en probabilité). Lorsque (11.18)
tend vers 0, on déduit que Tyw.n (x)L—2> r(x) ce qui implique que Fxw.n 5 r(x).
1-3-1-1- Calcul de la variance

Pour calculer la variance de I’estimateur fy., ainsi que son expression asymptotique,

Et K =: [ k?(t)dt, lorsque ces deux expressions sont bien définies. Nous avons besoin aussi
du lemme de Bochner que nous rappelons ci-dessous.

Lemme 2.1. ( Bochner) Supposons que g soit une fonction bornée sur R, continue dans un
voisinage du point x, € R et que Q soit une fonction sur R telle que [ |Q(t)| dt < +oo,

alors :

fll_r)rg%f Q (Z —hxo) 9(z)dz = g(x,) f Q(t)dt. (11.20)
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—X
Preuve : Posons : t = 2 =,

K

< sup |g(xo +th) —g(xo)IfIQ(t)IdHf Llg(xo + th) — g(xo)[1Q(D)] dt

|t|lzh2”

96w [ 0@de| = |[l9Ga + th) - gGxdla(rde

|tl<h2

< sup |gCxo + th) - mmﬁm@m+ummmj_mww.

>h2
|s|<h2 ItIzh

On obtient le résultat en faisant tendre h vers 0.

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer la variance de I’estimateur de Nadaraya-
Watson grace a la proposition suivante :

Proposition 2.2. On suppose que E(Y?) < +oco. A chaque point de continuité des fonctions
r(x), f(x) et 02(x) telsque f(x) > 0,0na:

11.21
Var[fywn ()] = (?((x)) ) (1+ 0(1)). (1121)

Ou le terme o(1) tend vers 0 lorsque h tend vers 0.

Remarque 2.2. Dans le calcul des variances et covariances précédentes, nous retrouvons
invariablement le terme k =: [ K 2(t)dt. Un choix approprié du noyau K assure la finitude de
cette intégrale. On peut prendre par exemple K (.) a variation bornée sur R et a support
compact, suppositions qui implique évidemment les hypotheses K(1 — 3). Si on veut obtenir
une variance minimale, on peut minimiser k suivant K dans une certaine classe de noyaux

fixée.
1-3-1-2-Calcul du biais

Le calcul du biais repose essentiellement sur des développements de Taylor, ce qui nous
Conduit a poser certaines conditions de régularités sur les fonctions r(.) et £(.) qui
déterminerons 1’ordre du biais asymptotique en fonction du parametre de lissage h. Afin de
faciliter les calculs et du fait que I’estimateur Tyw.,(.) est lui méme sous forme d’un rapport

aléatoire, nous allons introduire un terme de centrage sous forme de rapport, défini par :
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~ E(7;n(x)
E (ﬁvw;n(x)) = IEETR(X); (11.22)

Pour évaluer le biais de I’estimateur, nous commengons d’abord par donner une proposition
dle a Nadaraya (1989).
Proposition 2.3. (Nadaraya 1989).

e SiY est bornée et si nh tend vers +oo, lorsque n tend vers +co, on a:

E (fNW:n(x)) =E (ﬁvw;n(x)) + 0((nh)™1). (11.23)

e SiE(Y?) <+ow et si nh2n tend vers +oo, lorsque n tend vers +oo, on a :

E (fNW;n(x)) =E (f'NW,-n(x)) +0 ((\/ﬁh)_l), (11.24)

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté 1’estimateur a noyau de la fonction de régression par la
méthode Nadaraya-Watson ainsi que ses différentes propriétés asymptotiques et I’estimateur

par polyndme locaux.
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Introduction

Dans les chapitres (1) et (2), nous avons donné les résultats théoriques de 1’estimateur non
paramétrique de la densité de probabiliteé et la fonction de régression a savoir 1’analyse exacte
de I’estimateur.

Ensuite nous avons défini I’estimateur a noyau (Parzen-Rosenblatt) ainsi que ses propriétés de
convergences dans le cas ou la taille de 1’échantillon est fixée ou aléatoire.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’estimation de la densité de probabilité et

I’estimateur de la fonction de la régression dans le cas ou la taille de 1’échantillon est fixée
1-Le choix de langage de programmation

Dans ce mémoire, on a utilisé le langage de programmation Matlab version 7.9.0 dans la
simulation des différents systemes.

MATLAB (matrix Labor tory) est un langage de programmation de quatriéme génération
émulé par un environnement de développement du méme nom ; il est utilisé a des fins de
calcul numérique. Développé par la société The Math Works, MATLAB permet de manipuler
des matrices, d’afficher des courbes et des données, de mettre en ceuvre des algorithmes, de
créer des interfaces utilisateur, et peut s’interfacer avec d’autres langages comme le C, C++,
Java, et Fortran. Les utilisateurs de MATLAB (environ un million en 2004) sont des milieux
tres différents comme 1’ingénierie, les sciences et 1’économie dans un contexte aussi bien
industriel que pour la recherche. Matlab peut s’utiliser seul ou bien avec des toolbox (boite a
outils).

Le langage MATLAB a été concu par Cleve Moler a la fin des années 1970 a partir des
bibliotheques Fortran, LINPACK et EISPACK, le logiciel MATLAB est construit autour du
langage MATLAB. Une interface en ligne de commande, qui est un des éléments du bureau
MATLAB, permet d’exécuter des commandes simples. Des séquences de commandes
peuvent étre sauvegardées dans un fichier texte, typiquement avec 1’éditeur MATLAB, sous

la forme d’un "script" ou encapsulée dans une fonction.
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2-Plan de simulation de fonction de la densité

Nous considérons un échantillon X (i) i = 1,...,n. Est une suite de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées de densité de probabilité f suit loi normale
(X i = N, 02)) avec N d’observations.

Dans le but d’estimer f dans un intervalle donner. On suppose que F représente la fonction

de répartition et f leur fonction de densité de probabilité avec la forme :

frea =2 k()

Ou:
K : est le noyau qui on a choisi
h : est un parametre de fenétre

Dans ce chapitre nous avons utilisons le noyau gaussien sur la forme :

1 xZ
K(x) = \/T_ne_T(x € R).

d’espérance nulle et variance unitaire.
Le choix le plus important c’est le choix de h car tous les noyaux on donne un bon estimateur
mais c’est on choisit le mauvaise h on tombe dans un estimateur mauvis

De plus si K est un noyau gaussien alors la valeur de h optimale noté h,p

AVeC :hyp = 1.060n s
2-1-Algorithme de simulation

Afin de simuler cet échantillon décrit plus haut et d’évaluer ses performances durant un

intervalle donner, on suit les étapes suivantes :

e Générer I’échantillon X; selon la loi normale.

e Donner le nombre d’observation N de cette simulation.

e Donner l’intervalle de I’espace simulé.

e Choisir le noyau K(.) (Dans ce cas on a travaillé avec le noyau gaussien)
e Choisir la fenétre de lissage h.

e Estimer f (x) avec leurs estimateurs.

e Tracer le graphe des densités estimées.




Chapitre 3 : Simulation

2-2-Résultat de simulation
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Figure 3.1: N = 50, mu=0, sigma=0.5, h=0.242371
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Figure 3.2: N = 500, mu=0, sigma=0.5, h=0.152926
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Figure 3.3: N = 5000, mu=0, sigma=0.5, h=0.096489
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estimaion de densité de probabilite
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Figure 3.4: N = 50000, mu=0, sigma=0.5, h=0.060881
2-3-Interpritation

Quand on augmente le nombre d’observations N. On remarque que I’erreur diminue et
I’information de I’estimation est presque 1a méme avec I’information théorique. Les figures
illustres cette diminution de 1’erreur. En comparant les figures 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 ; on voit
clairement que 1’allure de I’estimateur Parzen-Rosenblatt se rapproche de 1’allure de la densité
de probabilité théorique quand le nombre d’observations N augmente et la fenétre h diminue.
En générale, les caractéristiques de performances obtenues dans les différentes observations
de cet échantillon avec I’estimateur de Parzen-Rosenblatt sont trés proches de celles

théoriques. Plus N est grand, ce qui donne une bonne estimation de densités.

3-Plan de simulation de fonction de regression

On Consideére un échantillon X(i) = 1,...,n . Est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. Suivent une loi normale(X,- - N(qu, az)) avec N

d’observations.

La méthode la plus communément utilisée pour étudier la relation entre deux variables est




Chapitre 3 : Simulation

La régression lineaire simple, qui suppose un modelé de la forme :

Yi = ClXi + b + &
Tel que :
e ¢ estun bruit blanc (g, - N(0,1)).

e a et b sont des constants a choisir.

Le modéle de régression utiliser pour cette simulation est sur la forme :
Z;=r(X;) + ¢
Avec:
e ¢ représente la variation de Z; autour de X;.

e 1(X;) est I’estimateur de Nadarata-Watson, sa forme est :

o Sh Yk (2F)

1 n Xi—x
S K (57)
nh <=1 h

f'NW,n (x) =

Ou:
e K :estle noyau gaussien

e h:estun parametre de fenétre

3-1-Algorithme de simulation
Nous allons organiser les étapes de simulation comme suite :
e Générer I’échantillon X; selon la loi normale.
e Donner le nombre d’observation N et les constants a et bde cette simulation.
e Choisir un modeéle de régression
e Donner I’intervalle de I’espace simulé.
e Choisir le noyau K(.) (Dans ce cas on a travaillé avec le noyau gaussien)
e Choisir la fenétre de lissage h.
e EstimerZ;.

e Tracer le graphe des régressions estimées.
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3-2-Résultat de simulation
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Figure 3.5: N =50, mu=0, sigma=2, a=4, b=2, h=0.969486.
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Figure 3.6: N =500, mu=0, sigma=2, a=4, b=2, h=0.611704.
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Figure 3.7: N =5000, mu=0, sigma=2, a=4, b=2, h=0.385961.
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Figure 3.8: N =50000, mu=0, sigma=2, a=4, b=2, h=0.243524.
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3-3-Interpritation
Les résultats obtenus montrent que 1’information de I’estimateur par la méthode Nadaraya-
Watson dépend de la taille de I’échantillon N.
Lorsque N augmente et h tend vers zéro, la courbe de I’estimateur de Nadaraya-Watson a
obtenu est proche d’une interpolation des points {(Xi, Yi),i = 1,...,n}

Lorsque N augmente I’estimateur de Nadaraya-Watson diminue I’erreur quadratique.

Lorsque N augmente la courbe de I’estimateur de Nadaraya-Watson est presque une droite.
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generale



Conclusion générale

Conclusion générale

Au cours de notre mémoire de fin d'études, nous avons traité les techniques de 1’estimation
non paramétrique de la fonction de densité de probabilité et la fonction de régression. Nous
avons utilisé méthode de noyau (Parzen-Rosenblatt) pour estimer la densité et celle Nadaraya-
watson pour la régression. Ces méethodes sont particulierement utilisées pour évaluer la

performance de 1’estimateur.

Ce mémoire se compose de deux parties essentielles.
La premiére partie est théorique, elle correspond aux différents résultats que nous avons cités

Dans le chapitre un nous sommes concentrés sur les méthodes d’estimation de la densité :

La méthode d’estimation par histogramme, la méthode d’estimation simple de la densité et la
méthode d’estimation par noyau (estimateur de densité Parzen-Rosenblatt) qui peut étre vue
comme une extension de la méthode d’estimation par histogramme. Nous avons présenté

¢galement, les propriétés statistiques de chaque méthode d’estimation.

Dans le chapitre deux, nous avons présenté la méthode de Nadaraya Watson et celle de
polynémes locaux qui est une généralisation de la méthode de Nadaraya Watson. Nous avons

présenté aussi, les propriétés statistiques des estimateurs obtenus.

La deuxieme partie est pratique, nous avons fait des simulations pour illustrer la performance

de notre estimateur.

Dans le chapitre trois, nous avons vu que la courbe de I’estimateur de Parzen-Rosenblatt se
rapproche de la courbe de la densité de probabilité théorique quand le nombre d’observations

N augmente et la fenétre h diminue.

En générale, les caractéristiques de performances obtenues dans les différentes observations de
I’échantillon par I’estimateur de Parzen-Rosenblatt sont tres proches de celles théoriques. Plus N
augmente, plus I’estimateur de densité est performant.
Pour I’estimateur de Nadaraya Watson nous avons obtenu que :
Lorsque N augmente et h tend vers zéro, la courbe de 1’estimateur de Nadaraya-Watson a
obtenu est proche d’une interpolation des points {(Xi, Yi),i = 1,...,n}

Lorsque N augmente I’estimateur de Nadaraya-Watson diminue I’erreur quadratique.

Lorsque N augmente la courbe de I’estimateur de Nadaraya-\Watson est presque une droite.




Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a 1’estimation non paramétrique de la densité de
probabilité et la fonction de la régression. Dans un premier temps, nous rappelons les
méthodes et les propriétés de I’estimateur a noyau de la densité de probabilité. Puis nous nous
pencherons sur l'estimation de la fonction de régression. Notre étude est illustrée par des

simulations afin de montrer la performance des estimateurs étudiés.




Annexe

Loi normale

En théorie des probabilités et en statistique, la loi normale est I'une des lois de probabilité les
plus adaptées pour modéliser des phénomenes naturels issus de plusieurs événements
aléatoires. Elle est en lien avec de nombreux objets mathématiques dont le mouvement,

le bruit blanc gaussien ou d'autres lois de probabilité. Elle est également appelée loi
gaussienne, loi de Gauss ou loi de Laplace-Gauss des noms de Laplace (1749-1827)

et Gauss (1777-1855), deux mathématiciens, astronomes et physiciens qui l'ont étudiée.

Plus formellement, c'est une loi de probabilité absolument continue qui dépend de deux
parametres : son espérance, un nombre réel notéu , et son écart type, un nombre réel

positif noté o.

La densité de probabilité de la loi normale est donnée par :

) 1 _l(ﬂ)z R
X e 2\ o .pour tout x €
Y P

. 02202, m— ]
, 0210, m— ]
. 02=50, ]
2, 02205, =— -

0.8

0.2

0.0

Densite de probabilité (ou fonction de masse)La courbe rouge représente la fonction ¢ ,

densité de probabilité de la loi normale centrée réduite.

La fonction de répartition de la loi normale est donnée par :

e
F(x) f e 2\ o/ dt.pourtoutx € R
oV2T J_ o
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Fonction de répartition La courbe rouge représente la fonction ¢, fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite.

Lorsqu'une variable aléatoire X suit la loi normale, elle est dite gaussienne ou normale et il
est habituel d'utiliser la notation avec la variance o :

X ~ N o?)
L’espérance mathématique :

EX) = u.

Variance en intégrant par parties :
V(X) = o2
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