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5 Introduction générale 

Introduction générale 

 

La densité est une notion essentielle en statistique et probabilité. Même si la fonction de 

densité et de répartition, toutes les deux, caractérisent entièrement la loi de probabilité d’une 

variable aléatoire, la densité de probabilité à un net avantage sur le plan visuel. En fait, la 

fonction de densité est beaucoup plus facile à interpréter que celle de la fonction de 

répartition.  

Pour la régression, la représentation graphique de deux variables aléatoires n’est pas 

suffisante pour établir une relation interprétable. Le but de l’analyse de régression est alors 

d’approximer la moyenne conditionnelle m(x) = E(Y X⁄ = x)  qui s’appelle la fonction de 

régression  

Pour estimer ces deux fonctions la densité et la fonction de régression, on ne dispose 

généralement que d’un ensemble fini d’observations issu d’une même variable aléatoire. Pour 

construire des estimateurs des deux fonctions. Il existe deux approches très complémentaires 

pour réaliser ces estimations : l’approche paramétrique et l’approche non-paramétrique. 

Dans le cas paramétrique, on a une information sur la loi de probabilité, par exemple on 

suppose que la densité est connue mais fonction de paramètres inconnus et on désire estimer 

ces paramètres ou que la fonction de régression a une forme particulière (linéaire, 

polynomiale...) et on estime les paramètres du modèle sur la base de l'information que l'on a 

sur la loi de probabilité. 

La particularité des méthodes d'estimation non paramétrique est que le paramètre inconnu 

qu’on cherche à estimer n’est pas supposé d’appartenir à une famille indicée par un petit 

nombre de paramètres réels. En général, dans la théorie non paramétrique, on suppose que le 

nombre de paramètres qui décrivent la loi des observations est infini   

Par exemple dans le cas de la fonction de densité et la fonction de la régression on ne les 

supposées aucune hypothèse à priori sur la forme de la densité et la forme de la relation entre 

les variables pour la régression  

Dans ce mémoire nous étudierons quelques méthodes d’estimation non paramétrique. 

Dans le chapitre un nous concentrons sur les méthodes d’estimation de la densité : 



 
6 Introduction générale 

La méthode d’estimation par histogramme, la méthode estimation simple de la densité) et la 

méthode d’estimation par noyau (estimateur de densité Parzen-Rosenblatt) qui peut être vue 

comme une extension de la méthode d’estimation par histogramme. Nous présentons 

également, les propriétés statistiques de chaque méthode d’estimation.  

Dans le chapitre deux, nous présentons la méthode de Nadaraya Watson et celle de polynômes 

locaux qui est une généralisation de la méthode de Nadaraya Watson. Nous présentons aussi, 

les propriétés statistiques des estimateurs obtenus. 

Dans le chapitre trois nous illustrons notre étude par des simulations afin de la performance de 

ces estimateurs. 
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 Introduction 

    Pour estimer la fonction de densité qui on suppose connue par l’estimation paramétrique, 

nous utilisons par exemple la méthode de l’estimation de vraisemblance ou bien la méthode de 

moindre carré……etc., mais si cette fonction de densité est inconnue nous utilisons l’estimation 

non paramétrique     

L’avantage principal de l’estimation non-paramétrique de la densité de probabilité sous-jacente 

à un ensemble fini d’observations est de ne pas nécessiter d’hypothèses à priori sur 

l’appartenance de cette densité à une famille de lois connues. L’estimation ne concerne pas les 

paramètres permettant de sélectionner une loi, mais directement la fonction elle-même (d’où le 

terme non-paramétrique). 

Soit 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 .n observation équipondérées issues d’une variable aléatoire réelle X de 

densité de probabilité réelle 𝑓 (𝑥) inconnue. Comment obtenir une estimation de 𝑓 (𝑥) à partir 

de la seule information contenue dans l’échantillon ?  

Ce problème, que l’on désigne généralement par estimation non paramétrique de la densité de 

probabilité a fait l’objet de multiples travaux par des méthodes diverses, citons : 

 L’estimateur par histogramme. 

 L’estimateur par la méthode du noyau.           

Dans ce chapitre, nous allons présenter une étude détaillée de l’estimateur par la méthode du 

noyau ainsi que ses propriétés statistiques. 

1-Notions préliminaires  

1-1-La convergence en moyenne quadratique 

1-1-1-Convergence en moyenne ou dans 𝑳𝟏[𝒂 , 𝒃]  

La suite de fonctions {𝑓𝑛} converge vers f en moyenne quadratique ou dans 𝐿1[𝑎 , 𝑏] s si : 

 - pour tout n les fonctions 𝑓𝑛sont dans  𝐿1[𝑎 , 𝑏], 

- si f est aussi dans 𝐿1[𝑎 , 𝑏], 

- et si de plus ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐿1[𝑎 ,𝑏] 𝑛→+∞
→    0. 

On note alors : 

𝑓𝑛
𝐿1[𝑎 ,𝑏]
→     𝑓 

Remarque : attention, on peut avoir‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐿1[𝑎 ,𝑏] 𝑛→+∞
→    0.sans que les fonctions 𝑓𝑛 et 𝑓 

soient dans 𝐿1[𝑎 , 𝑏] . 
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1-1-2-Convergence en moyenne quadratique ou dans 𝑳𝟐(𝑰)  

La suite de fonctions {𝑓𝑛} converge vers 𝑓 en moyenne quadratique ou dans 𝐿2[𝑎 , 𝑏] ssi : 

      - pour tout n les fonctions fn sont dans  𝐿2[𝑎 , 𝑏] . 

      - si f est aussi dans L2[a , b]. 

      - et si de plus ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐿2[𝑎 ,𝑏] 𝑛→+∞
→    0. 

On note alors :  

𝑓𝑛
𝐿2[𝑎 ,𝑏]
→     𝑓   

On dit aussi, en électronique, que les signaux 𝑓𝑛 convergent au sens de l’énergie vers le signal 

f. 

1-2-L’espérance d’une fonction de la variable aléatoire  

Définition : On considéré une variable aléatoire 𝑋 et une fonction ℎ. On aimerait connaitre 

l’espérance de la nouvelle variable 𝑌 = ℎ(𝑋). 

Proposition : Soit X une variable aléatoire, h une fonction définie sur ℝ .Alors : 

1-Si X est une variable discrète à valeurs dans 𝐷 = {𝑥1……… . . 𝑥𝑛}.on a 

𝐸[ℎ(𝑋)] = ℎ(𝑥1)𝑃(𝑋 = 𝑥1) + ⋯+  ℎ(𝑥𝑛)𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛) =∑ℎ(𝑥𝑖)𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

2-Si 𝑋 est une variable discrète à valeur dans l’ensemble infini  𝐷 = {𝑥𝑖 : 𝑖 ≥ 1} .lorsque la 

somme est bien définie, on a : 

𝐸 [ℎ(𝑋)] =  ∑ℎ(𝑥𝑖)𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)

+∞

𝑖=1

 

.3-si 𝑋 est une variable à densité f, lorsque l’intégrale est bien définie, on a : 

𝐸 [ℎ(𝑋)] =   ∫ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
𝑅

 

1-3-La densité de probabilité  

Définition 1 : On appelle densité de probabilité d’une variable aléatoire continue  𝑋, toute 

fonction 𝑓 continue et positive sur un intervalle 𝐼 ∈  𝑅 telle que : 

 𝑃(𝑥𝜖𝐼) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 1
(𝐼)

 

 Pour tout intervalle 𝐽 =  [𝛼, 𝛽] inclus dans I, on a : 𝑃(𝑋 ∈  𝐽) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝛽

𝛼
. 
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D’autre part la fonction 𝐹 définie par : 𝐹(𝑥)  =  𝑃(𝑋 ≤  x) est appelée la fonction de répartition 

de la variable 𝑋. 

F(x) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡     𝑜𝑢     𝑙𝑖𝑚
𝑎→−∞

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎

. 

Remarques : 

 Comme la fonction 𝑓 est continue et positive, la probabilité 𝑃(𝑋 ∈  𝐼) correspond à 

l’aire sous la courbe  𝐶𝑓. Elle vaut alors 1 u.a. 

 La probabilité 𝑃(𝑋 ∈  𝐽), avec 𝐽 =  [𝛼;  𝛽], correspond à l’aire du domaine délimité par  

𝐶𝑓, l’axe des abscisses et les droites d’équation 𝑥 =  𝛼 et 𝑦 = 𝛽 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.1: fonction de la densité (1) 

 Comme la probabilité que 𝑋 prenne une valeur isolée est nulle, que l’intervalle 𝐽 soit 

ouvert ou fermé importe peu. Ainsi : 

𝑃(𝑋 ∈  [𝛼, 𝛽])  =  𝑃(𝑋 ∈  [𝛼, 𝛽[) 

=  𝑃(𝑋 ∈]𝛼, 𝛽]) 

=  𝑃(𝑋 ∈]𝛼, 𝛽[) 

 

  

  

  

 

 

Figure1.2 : fonction de la densité (2) 
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 L’écriture (𝑋 ∈  𝐼) est une notation abusive car 𝑋 n’est pas un nombre, mais la fonction 

qui associe une issue à un nombre. Elle prolonge la notation déjà utilisée pour des 

variables discrètes (𝑋 =  𝛼). 

Définition 2 : L’espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X de la densité est : 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
(𝐼)

 

Définition3 : L’espérance d’une variable aléatoire est, lorsqu’elle existe, la moyenne des 

valeurs de cette variable, pondérées par leurs probabilités de réalisation. On voit bien comment 

traduire cette définition informelle dans le cas d’une variable aléatoire 𝑋  discrète en posant : 

Ε(𝑋) = ∑ 𝑥𝑃(𝑋 = 𝑥).

𝑥∈𝑋(Ω)

 

Cette formule n’a de sens que si la famille de réels {𝑥𝑃(𝑋 = 𝑥); 𝑥 ∈ 𝑋(Ω)}   est sommable, ce 

qui se traduit par la condition suivante pour l’existence de l’espérance de la v.a. discrète 𝑋 : 

∑ |𝑥|𝑃(𝑋 = 𝑥) < +∞.

𝑥∈𝑋(Ω)

 

1-4-L’espérance conditionnelle 

Lorsqu’on travaille avec des variables aléatoires (v.a.s) discrètes on introduit la notion de 

probabilité conditionnelle par la formule : 

𝑃(𝑌 = 𝑦|𝑋 = 𝑥) ≔  
𝑃(𝑌 = 𝑦, 𝑋 = 𝑥)

𝑃(𝑋 = 𝑥)
 𝑠𝑖 𝑃(𝑋 = 𝑥) > 0 

D’où la définition d’espérance conditionnelle de 𝑓(𝑌 ) sachant que 𝑋 = 𝑥 par : 

∑𝑓(𝑦)

𝑦

𝑃(𝑌 = 𝑦|𝑋 = 𝑥) = 𝑢𝑓(𝑥) 

Pour toute fonction 𝑓 à valeurs réelles ou complexes mesurable bornée. Souvent on utilise la 

notation  𝐸(𝑓(𝑌 )|𝑋 =  𝑥): = 𝑢𝑓(𝑥). Cette définition pose des problèmes lorsque on travaille 

avec des v.a.s continues où avec des modèles aléatoires plus complexes (suites infinies des 

v.a.s, espaces des fonctions, …etc). Par exemple, si 𝑋 est continue, alors 𝑃(𝑋 =  𝑥)  =  0 

pour tout 𝑥 ∈ ℝ, donc la définition ci dessous est inutilisable. La façon plus efficace de 

contourner cette difficulté est de modifier la définition de probabilité conditionnelle, en effet, 



 
12 Chapitre 1 : Estimation de la densité 

il sera plus facile de définir d’abord l’espérance conditionnelle et après la probabilité 

conditionnelle comme un sous-produit. 

1-5-convergence en loi  

Définition 1 : (Convergence étroite des mesures.) Soit (𝜇𝑛) une suite de mesures de 

probabilité sur ℝ𝑑 et μ une mesure sur ℝ𝑑. On dit que la suite (𝜇𝑛) converge étroitement vers 

la mesure de probabilité μ si pour toute fonction continue bornée 𝑓:ℝ𝑑 → ℝ. 

      𝑙𝑖𝑚𝑛→∞∫ 𝑓𝑑
ℝ𝑑

𝜇𝑛 = ∫ 𝑓𝑑
ℝ𝑑

μ 

On note souvent 𝜇𝑛   ⇒  μ. 

Définition 2 : On dit qu'une suite de v.a  . (𝑋𝑛)𝑛≥1 à valeurs dans ℝ𝑑 converge en loi vers 

unev.a. 𝑋 si les lois 𝜇𝑋𝑛 convergent étroitement vers 𝜇𝑋 , la loi de 𝑋. Autrement dit, si : 

      𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝔼(𝑓(𝑋𝑛)) = 𝔼(𝑓(𝑋)), ∀𝑓 ∈  𝐶𝑏
0(ℝ𝑑 , ℝ) 

On le note : 𝑋𝑛
𝐿𝑜𝑖
→ 𝑋. 

N.B : On le note  𝐶𝑏
0(ℝ𝑑 , ℝ) l'ensemble des fonctions continues bornées de ℝ𝑑  dans ℝ. 

Remarque : On voit que la convergence en loi ne fait référence qu'à la loi des v.a. 

(contrairement aux convergences p.s ; en probabilité, et 𝐿𝑝). On peut très bien définir la 

convergence en loi d'une suite de v.a. qui ne seraient pas définies sur le même espace de 

probabilité. 

1-6-Convergence presque sûre  

La convergence de variables aléatoires correspond à la convergence de fonctions. La 

convergence la plus faible est la convergence simple qui s’énoncerait : pour tout 𝜔 𝜖 Ω. 

𝑋𝑛(𝜔) → 𝑋(𝜔) quand 𝑛 →+∞. En probabilité (et plus généralement en théorie de la mesure), 

il est trop restrictif de demander la convergence pour tous les 𝜔 𝜖 Ω. À la place, on définit la 

convergence presque sûre : 

Définition : Une suite (𝑋𝑛)𝑛 de variables aléatoires converge presque sûrement vers 𝑋 si la 

convergence est vraie avec une probabilité 1. 

ℙ(𝜔 𝜖 Ω  ;Lim 𝑋𝑛 (𝜔)= 𝑋(𝜔) ) = 1. Lorsque 𝑛 → +∞. 

On note la convergence presque sûre : 𝑋𝑛 → 𝑋.p.s. 
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D'un point de vue analyse, c'est une convergence plus faible que la convergence simple 

(Déjà très faible). Mais d'un point de vue probabiliste, ce sera une des convergences les plus 

fortes que nous manipulerons. 

2-Estimateur par l’histogramme 

L’histogramme est le plus ancien des estimateurs non-paramétriques de densité, l’origine des 

histogrammes est attribuée à John Graunt au XVIIe siècle répondant à l’objectif d’une 

représentation de la distribution de données. À ce titre, il peut être considéré comme un 

estimateur de la densité de probabilité sous-jacente à un ensemble fini d’observations. Nous 

voyons, dans ce chapitre, comment obtenir cette dernière propriété. Nous discutons ensuite des 

propriétés statistiques de l’estimateur de densité par histogramme ainsi que des problèmes 

engendrés par son utilisation pour représenter la densité de probabilité. 

Dans la suite de ce manuscrit, l’ensemble de référence Ω est un intervalle et 𝒆𝒎𝒊𝒏,  (rsp.𝒆𝒎𝒂𝒙) 

est le plus petit (rsp. plus grand) élément de Ω . 

2-1-Histogramme 

Construire un histogramme à partir d’un ensemble d’observations (précises) 𝑥1, . . , 𝑥𝑛 consiste 

à partitionner l’intervalle de référence Ω =  [𝒆𝒎𝒊𝒏, 𝒆𝒎𝒂𝒙] en 𝑝 ∈ ℕ classes 𝐴𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝}, 

et à compter le nombre d’observations appartenant à chaque classe 𝐴𝑘. Si toutes les classes de 

l’histogramme ont la même largeur, on dit que l’histogramme est régulier. On note ℎ ∈ ℝ+, la 

largeur des classes qui est alors appelée le « pas » ou la fenêtre de l’histogramme. La valeur 

de h est donnée par :  

ℎ =
𝑒𝑚𝑎𝑥 − 𝑒𝑚𝑖𝑛

𝑝
 (I.1) 

Le nombre d’observations appartenant à chaque classe Ak est noté 𝐴𝑐𝑐𝑘. Il est défini : 

Acck  =  ∑ ⥠Ak

n

i=1

(xi) 
 

(I.2) 

Où ⥠𝐴𝑘 (𝑥𝑖) est la fonction caractéristique de l’ensemble 𝐴𝑘 définie par : 

⥠𝐴𝑘 (𝑥) =  {
1       𝑠𝑖 𝑥 ∈ 𝐴𝑘
0          𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛    

 

 

(I.3) 
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La Figure 2.1 présente un histogramme de 100 observations tirées aléatoirement d’une loi 

normale centrée réduite 𝑁(0, 1). Ces observations sont réparties sur un intervalle de référence 

Ω =  [−5, 5]. La fenêtre de l’histogramme est fixée à ℎ =  0.8. 

 

Figure 2.1 

2-2-Relation entre densité de probabilité et histogramme des données 

Histogramme et densité de probabilité sont liés par des conditions aux limites : une densité de 

probabilité peut être vue comme la limite d’un histogramme lorsque le nombre d’observations 

tend vers l’infini et que la valeur h de l’histogramme tend vers zéro. 

La Figure 2.2 illustre, cette relation, en considérant le même processus d’observations 

précédent avec un grand nombre d’observations (𝑛 = 100000) et un plus faible pas 

 (ℎ = 0.2). En comparant la Figure 2.1 avec la Figure 2.2, on voit clairement que l’allure de 

cet histogramme se rapproche de l’allure de la densité de probabilité (𝑁(0, 1)) quand le 

nombre d’observations n augmente et la valeur de  ℎ diminue. 
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Figure 2.2 

2-3-Estimateur de densité par histogramme 

Soit un ensemble fini d’observations (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) de 𝑛 variables aléatoires (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) 

indépendantes (au sens de probabilité) et identiquement distribuées (de même loi de probabilité) 

(i. i. d) de densité de probabilité commune 𝑓. Pour tout  𝑘 ∈  {1, . . . , 𝑝}, soit 𝐴𝑐𝑐𝑘 le nombre 

d’observation appartenant à la classe 𝐴𝑘, défini par l’expression (I.2), la probabilité de 𝐴𝑘  

(basée sur les observations 𝑥i), notée 𝑝(𝐴𝑘), est donnée par : 

𝑝(𝐴𝑘) =
𝐴𝑐𝑐𝑘
𝑛

 
(I.4) 

En émettant l’hypothèse, généralement irréaliste, que les observations se répartissent 

uniformément dans la classe Ak (de largeur ℎ), on peut alors construire un estimateur de la 

densité 𝑓, pour tout 𝑥 ∈ Ω, par : 

𝑓ℎ
𝑛(𝑥) =

1

ℎ
∑𝑝(𝐴𝑘) ⥠𝐴𝑘 (𝑥)

𝑝

𝑘=1

 

 

(I.5) 

Cet estimateur peut aussi s’écrire 

𝑓ℎ
𝑛(𝑥) =

1

𝑛ℎ
∑𝐴𝑐𝑐𝑘 ⥠𝐴𝑘 (𝑥)

𝑝

𝑘=1

 

 

(I.6) 

Dans la suite, nous émettons l’hypothèse que les classes 𝐴𝑘, ∀𝑘 ∈  {1, . . . , 𝑝}forment une 

partition de Ω  (c’est-à-dire Ω =  𝚄𝒌=𝟏
𝒑
𝐴𝑘  𝑒𝑡 ∀𝑖, 𝑗 ∈ ℕ ∶  𝑖 ≠ 𝑗, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ≠ ∅) et définissons 

pour chaque classe 𝐴𝑘,son centre 𝐴𝑘 telles que : 
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∀𝑘 ∈  {1, . . . , 𝑝}, 𝐴𝑘 = [𝑎𝑘 − 
ℎ

2
 , 𝑎𝑘 +

ℎ

2
]   𝑒𝑡 ∀𝑘 ∈  {1, . . . , 𝑝 − 1}, 𝑎𝑘 + 1 =  𝑎𝑘 +  ℎ 

2-4-Propriétés statistiques de l’estimateur par histogramme 

Nous présentons, dans ce titre, les propriétés statistiques de l’estimateur par histogramme 𝑓ℎ
𝑛 

défini par l’expression (I.6) (pour une étude plus détaillée voir, par exemple, les livres de Bosq 

et Lecoutre [13] et de Simonoff [29]). 

En statistiques, il est nécessaire de mesurer la qualité d’un estimateur. Pour cela, on évalue, 

d’une part, l’écart entre la moyenne de l’estimateur et la densité à estimer, ce critère 

d’évaluation est appelé biais1, et d’autre part, la variance de l’estimateur (due au caractère 

aléatoire d’observations) qui caractérise la dispersion des valeurs de l’estimateur dans 

l’ensemble d’observations. On essaye généralement de réduire au mieux ces deux quantités. 

2-4-1-Définition de biais 

Le biais de l’estimateur 𝑓ℎ
𝑛 (I.6) est donné [29], pour tout 𝑥 ∈ [𝐴𝑘, 𝐴𝑘1], ∀𝑘 {1, . . . , 𝑝}, par : 

𝐵𝑖𝑎𝑖𝑠 (𝑓ℎ
𝑛(𝑥))  =  𝐸 (𝑓ℎ

𝑛(𝑥)) − 𝑓(𝑥) 

=  
1

2
𝑓́(ℎ − 2(𝑥 − 𝑎𝑘))Ơ(ℎ

2) 

 

 

 

(I.7) 

Où Ơest un terme résiduel et 𝑓́est la dérivée de f. 𝑓́doit être une fonction de 𝐿(Ω) absolument 

continue2 et carrée intégrable3 

2-4-2-Variance de l’estimateur  

La variance de l’estimateur est donnée [29] pour tout 𝑥 ∈  Ω, par : 

𝑉𝑎𝑟𝑓ℎ
𝑛(𝑥) = 𝐸 ((𝑓ℎ

𝑛(𝑥))
2

) − (𝐸 (𝑓ℎ
𝑛(𝑥)))

2
 

= 
𝑓(𝑥)

𝑛ℎ
+  Ơ(𝑛−1) 

 

 

 

(I.8) 

                                                           
1. Le biais d’un estimateur 𝑠̂𝑛de 𝑠 ∈  𝐿(Ω) est donné par : biais(𝑠̂𝑛)  =  𝐸(𝑠̂𝑛)  −  𝑠  [68] 
2Soit 𝐴 =  [𝑎, 𝑏] un intervalle de Ω et soit s une fonction de L( Ω). On dit que la fonction s est 

absolument continue sur A si, pour tout ǫ> 0, il existe un 𝜄> 0 tel que, pour toute suite (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) 𝑛 𝐼𝑁de 

sous-intervalle de A d’intérieurs disjoints : ∑ (𝑏𝑛 −  𝑎𝑛) 𝑛≥0 < 𝜄 ⇒ ∑ (|𝑠(𝑏𝑛)  −  𝑠(𝑎𝑛)|)𝑛≥0 < ǫ  
3Une fonction 𝑠 ∈  𝐿1(𝛺) est dite carrée intégrable si : ∫ |𝑠(𝑢)|2

+∞

−∞
𝑑𝑢 <  ∞ ([62] page 79). 
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Cette variance tend vers zéro quand le produit 𝑛ℎ tend vers l’infini quand le nombre 

d’observation 𝑛 tend vers l’infini. 

Afin d’apprécier la qualité de l’estimateur, il est usuel d’évaluer la distance entre l’estimateur 

et la densité à estimer. La distance la plus couramment utilisée est celle définie par la moyenne 

du carré de la valeur absolue de leur différence. Elle porte le nom d’erreur quadratique moyenne 

(MSE)4. 

La convergence en moyenne quadratique de l’estimateur 𝑓ℎ
𝑛(I.6) a été établie par Lecoutre [28]. 

Nous avons, d’après [29] pour tout 𝑥 ∈ [𝑎𝑘  , 𝑎𝑘 + 1] ∶ 

𝑀𝑆𝐸 (𝑓ℎ
𝑛(𝑥)) = 𝑉𝑎𝑟 𝑓ℎ

𝑛(𝑥))  +  𝐵𝑖𝑎𝑖𝑠2 (𝑓ℎ
𝑛(𝑥))

=
𝑓(𝑥)

𝑛ℎ
+
𝑓́(𝑥)2

4
(ℎ − 2(𝑥 − 𝑎𝑘))

2
+  Ơ(𝑛−1) +  Ơ(ℎ3). 

 

 

(I.9) 

Cette erreur quadratique moyenne tend vers zéro quand ℎ tend vers zéro et 𝑛ℎ tend vers l’infini 

quand 𝑛 tend vers l’infini. Ce critère d’erreur quadratique moyenne est un critère local. On lui 

préfère généralement un critère plus global obtenu en l’intégrant sur tout le domaine Ω =

[𝑒𝑚𝑖𝑛 , 𝑒𝑚𝑎𝑥] . Ce critère porte le nom d’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE)5. 

La convergence en moyenne quadratique intégrée de l’estimateur 𝑓ℎ
𝑛 défini par (I.6) a été établie 

par Lecoutre [28]. Nous avons, d’après [29] : 

𝑀𝐼𝑆𝐸 =  
1

𝑛ℎ
 + 
ℎ2𝑅(𝑓′)

12
+ Ơ(𝑛−1) +  Ơ(ℎ3) (I.10) 

Où 𝑅(s)=∫ (𝑠(𝑥))
2
𝑑𝑥

Ω
 , fonction sde carré intégrable. 

Cette erreur quadratique moyenne intégrée tend vers zéro quand ℎ tend vers zéro et 𝑛ℎ tend 

vers l’infini quand 𝑛 tend vers l’infini. 

L’utilisation du critère MISE permet de définir une granularité optimale de l’histogramme notée 

ℎ∗. Cette valeur optimale est la valeur qui minimise ce critère pour un nombre d’observations 

et une loi donnée. Cette valeur optimale est de la forme : 

ℎ∗ = [
6

𝑅(𝑓′)
  ]
1

3𝑛−
1

3 

 

 

(I.11) 

                                                           
4En anglais Mean Squared Error. 
5En anglais Mean Integrated Squared Error 
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Notons que cette valeur est inutilisable en pratique car elle fait intervenir une connaissance à 

priori de densité inconnue 𝑓 via l’intégrale du carré de sa dérivée (𝑅(𝑓′)).Puisque, justement, 

cette technique est dédiée à l’estimation de densités dont la loi est inconnue, la valeur de ℎ∗  est 

généralement inconnue. 

En remplaçant, la valeur de ℎ∗ (I.11) dans l’expression (I.10), on obtient la valeur optimale de 

l’erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique (AMISE)6 notée AMISE∗: 

𝐴𝑀𝐼𝑆𝐸∗ = [
9𝑅(𝑓′)

16
]

𝟏

𝟑

𝑛−
𝟐

𝟑 

 

(I.12) 

Geffroy a montré dans [27] la convergence uniforme7 et presque complète8 de l’estimateur  𝑓ℎ
𝑛 

(I.6). Tandis que la convergence en probabilité9  et presque complète en norme 𝐿1(Ω) a été 

établie par S.Abou-Jaoudé [52]. 

2-5-Utilisation de l’estimateur de densité par histogrammes 

Utiliser un histogramme pour estimer la densité présente l’intérêt de la simplicité. 

Cette simplicité a cependant une contrepartie désavantageuse. En effet, comme expliqué dans 

[20], la représentation par histogramme de la densité sous-jacente à un ensemble fini 

d’observations n’est robuste au choix ni de la fenêtre ni de l’intervalle de référence de la 

partition sur laquelle l’histogramme est bâti. 

Nous illustrons ce manque de robustesse sur un exemple de 300 observations tirées 

aléatoirement d’une distribution normale 𝑁(0, 1). Sur la Figure 2.3, nous avons choisi deux 

valeurs de largeur de la fenêtre : ℎ = 2.5 (Figure 2.3 (a)) et ℎ = 0.1 (Figure 2.3 (b)) 

On peut, par exemple, s’intéresser à la localisation du mode principal (c’est-à-dire la valeur la 

plus fréquemment prise par ces observations) sur l’histogramme. Pour ℎ = 2.5, la localisation 

du mode est claire dans l’intervalle [0, 2]. Tandis que pour ℎ = 0.1, la localisation de ce mode 

est dans l’intervalle [−0.14, −0.06]. 

                                                           
6En anglais Asymptotic Mean Integrated Squared Error. 
7 Un estimateur 𝑠̂𝑛 converge uniformément vers s ∈ 𝐿(Ω) 𝑠𝑖 lim

𝑛→∞
{𝑠𝑢𝑝𝑢𝜖Ω |𝑠̂𝑛(𝑢)  −  𝑠(𝑢)|} = 0 . 

8  Un estimateur 𝑠̂𝑛 converge presque complète vers une fonction s ∈ L( 𝛺) si pour tout u ∈𝛺 et tout 

ǫ>0, on a ∑ 𝑃(|𝑠𝑛(𝑢) −  𝑠(𝑢)|𝑛 >  ǫ) <  ∞ . 
9 Un estimateur 𝑠̂𝑛 converge en probabilité  vers une fonction s ∈ L( 𝛺) si pour tout u ∈𝛺 et tout ǫ> 0, 

on a lim
𝑛→+∞

𝑃(|𝑠𝑛(𝑢) −  𝑠(𝑢)|  ≥  ǫ) =  0 . 
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Figure 2.3 : Histogramme de 300 observations construit avec une granularité ℎ =  2.5 (a) 

 et ℎ =  0.1 (b). 

 

Figure 2.3.a  ℎ = 2.5 

 

La Figure 2.3.b  ℎ = 0.1 

Sur la Figure 2.4, nous avons choisi deux positions différentes de l’intervalle de référence 

Ω: Ω =  [−5, 5] (Figure I.4 (a)) et Ω = [−4, 6] (Figure 2.4 (b)). La Figure 2.4 montre 

l’influence du positionnement de Ω, sur la représentation d’observations. Sur la Figure 2.4 (b), 

la distribution semble symétrique alors qu’elle semble ne pas l’être sur la Figure 2.4 (a). 

Figure 2.4 : Histogramme de 300 observations construit sur la portion Ω = [−5,5](a) 

et  Ω = [−4,6] (b) . 
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Figure 2.4 (a). Ω = [−𝟓, 𝟓] 

 

Figure 2.4 (b). Ω = [−𝟒, 𝟔] 

 

   Runkler [58], Van Den Berg [30] et Strauss [43] ont tenté de réduire l’influence du 

partitionnement arbitraire de l’intervalle de référence Ω en remplaçant le partitionnement 

binaire par un partitionnement flou de Ω. L’estimateur de densité par des histogrammes basé 

sur un partitionnement flou ainsi que ses propriétés statistiques ont été établies par L.Waltman 

[34] et Loquin et Strauss [31]. 

   Du point de vue de l’estimation non-paramétrique de densité, cet estimateur est une fonction 

étagée, et donc discontinue. À cause de cette discontinuité, l’histogramme ne peut pas être 

adapté à la situation où nous disposons d’une information à priori sur la fenêtre de la densité à 

estimer. Par exemple, si l’on sait par avance que la densité de probabilité est deux fois 

continûment différentiable, l’estimation naturelle de cette densité doit être deux fois 

continûment différentiable. Les histogrammes, qui produisent des estimations discontinues, ne 

peuvent donc pas répondre à ce type de problématique. 
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3-Estimateur simple de la densité 

L’estimateur simple de densité, appelé aussi la méthode d’estimation par les histogrammes 

mobiles, a été proposée par Fix et Hodges [17]. L’estimation de la densité en un point 𝑥 ∈  Ω , 

par cette méthode, consiste à construire autour de 𝑥 un intervalle (ou fenêtre) de largeur 

ℎ ([𝑥 −
ℎ

2
, 𝑥 +

ℎ

2
]) et à compter le nombre d’observations dans cet intervalle. 

Partons du lien existant entre la densité de probabilité 𝑓 et la fonction de répartition 𝐹 ∶ 

∀ 𝑥 ∈ Ω, 𝐹(𝑥) =  ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑥

−∞

 (I.13) 

On peut écrire 

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑝 (𝑥 −
ℎ

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 +

ℎ

2
)

ℎ
 

        = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝐹 (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝐹 (𝑥 −

ℎ

2
)

ℎ
 

L’estimateur simple de 𝑓, noté  𝑓ℎ
𝑛 peut alors être défini, pour tout 𝑥 ∈  Ω , par : 

 

𝑓ℎ
𝑛(𝑥) =

1

ℎ

|{𝑖 ∶ 𝑥 −
ℎ

2
≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 +

ℎ

2
}|

𝑛
 

=
1

𝑛ℎ
∑1

[𝑥−
ℎ

2
 ,   𝑥+

ℎ

2
]
(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛ℎ
∑1

[−
1

2
 ,   
1

2
]
(
𝑥 − 𝑥𝑖
ℎ

)

𝑛

𝑖=1

 

 

 

 

 

 

(I.14) 

Où | . | est le cardinal d’un ensemble. Cet estimateur peut aussi s’écrire 

𝑓ℎ
𝑛(𝑥) =  

1

𝑛ℎ
∑𝔴(

𝑥 − 𝑥𝑖
ℎ

)

𝑛

𝑖=1

 
 

(I.15) 

Où 𝔴 est une fonction de poids définie par :  
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𝔴(𝑥) = {1     𝑠𝑖 𝑥 ∈ [−
1

2
,
1

2
]

0                    𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 

 

 

(I.16) 

Cette fonction de poids n’est autre que la densité de probabilité uniforme sur l’intervalle 

[−
1

2
,
1

2
] 

Le biais de l’estimateur 𝑓ℎ
𝑛(𝑥) (I.15) est donné [60], pour tout 𝑥 ∈  Ω, par : 

𝐵𝑖𝑎𝑖𝑠 (𝑓ℎ
𝑛(𝑥)) = 𝐸 (𝑓ℎ

𝑛(𝑥)) − 𝑓(𝑥) 

=
1

ℎ
(𝐹 (𝑥 +

ℎ

2
) − 𝐹 (𝑥 −

ℎ

2
)) − 𝑓(𝑥) 

 

 

 

(I.17) 

L’expression (I.17) montre que ce biais converge vers zéro quand la largeur de fenêtre ℎ tend 

vers zéro. 

La variance de cet estimateur est donnée [60], pour tout  𝑥 ∈  Ω , par : 

𝑉𝑎𝑟 (𝑓ℎ
𝑛(𝑥)) =

1

2𝑛ℎ2
(𝐹 (𝑥 +

ℎ

2
) − 𝐹 (𝑥 −

ℎ

2
))(1 − 𝐹 (𝑥 +

ℎ

2
) + 𝐹 (𝑥 −

ℎ

2
)) 

 

(I.18) 

Cette variance tend vers zéro lorsque 𝑛ℎ tend vers l’infini quand le nombre d’observations 

𝑛 tend vers l’infini. Ce qui donne [60] la convergence en moyenne quadratique : 

𝑠𝑖 ℎ →  0 𝑒𝑡 𝑛ℎ → ∞ 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑 𝑛 →  ∞,𝑀𝑆𝐸 (𝑓ℎ
𝑛(𝑥)) = 𝐸 (𝑓ℎ

𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥))
2

→ 0 
(I.19) 

L’inconvénient majeur de l’estimateur simple défini par l’expression (I.15) est comme 

l’estimation par histogramme de fournir une estimation discontinue. Elle est cependant 

discontinue uniquement aux points {(𝑥𝑖 −
ℎ

2
, 𝑥𝑖 +

ℎ

2
)}
𝑖∈{1,…,𝑛}

contrairement à l’estimateur par 

histogramme qui est discontinue aux frontières de chaque classe et a une dérivée nulle partout 

ailleurs. Cette discontinuité est une conséquence de la discontinuité de la fonction de poids 

𝔴(𝑥) (I.16). 

    Comme le souligne Silverman [4], cette méthode d’estimation est finalement comparable à 

celle de l’histogramme. En effet, considérons un histogramme construit à partir d’intervalles de 

largeur h. Si on suppose qu’aucune des observations ne soit aux bornes de ces intervalles et si 

𝑥 ∈ Ω est au centre de l’un de ces intervalles alors l’estimateur simple, au point x, 𝑓ℎ
𝑛(𝑥) (I.15) 
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n’est autre que l’estimateur par histogramme 𝑓ℎ
𝑛(𝑥) (I.6). L’estimateur simple peut être vu 

comme une manière de construire un histogramme où chaque point est le centre d’un intervalle 

de l’ensemble {𝐴𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝}  de l’histogramme. 

4-Méthode du noyau 

L’estimation par noyau (ou méthode de Parzen-Rozenblatt) est une méthode non paramétrique 

d’estimation de la densité d’une variable aléatoire. Cette méthode permet d’obtenir une densité 

continue et constitues-en ce sens une généralisation de la méthode de l’histogramme. En effet, 

la fonction indicatrice utilisée pour l’histogramme est ici remplacée par une fonction continue 

(le noyau) et une somme de fonctions continues reste continue. 

4-1-Définitions et propriétés élémentaires  

Soit x ∈ R et h > 0. Si l’on suppose que x est le centre d’une classe de l’histogramme et que ℎ 

est la longueur des classes, l’estimateur de f (x) par histogramme peut s’écrire comme 

𝑓ℎ
𝑛(𝑥) =

1

𝑛ℎ
∑ ⥠ (|𝑋𝑖 − 𝑥| ≤ ℎ/2)

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛ℎ
∑ ⥠ (

|𝑋𝑖 − 𝑥|

ℎ
≤
1

2
)

𝑛

𝑖=1

 
 

(I.20) 

Une façon de généraliser les histogrammes consiste à utiliser la formule ci-dessus pour tout 

𝑥 ∈ 𝑅 et pas seulement pour les centres des classes. Cette généralisation est certes utile, car 

elle conduit vers un estimateur qui est constant par morceaux comme les histogrammes, mais a 

l’avantage d’avoir des plateaux de longueurs variables. Cependant, cela ne nous conduit pas 

vers un estimateur continu. On remarque aisément que la discontinuité de l’estimateur défini 

ci-dessus est une conséquence de la discontinuité de la fonction indicatrice. Par conséquent, en 

remplaçant   1l (|𝑧| ≤
1

2
)    par une fonction K quelconque, on obtient l’estimateur : 

𝑓ℎ
𝐾(𝑥) =

1

𝑛ℎ
∑𝐾 (

𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
)

𝑛

𝑖=1

 (I.21) 

Qui est continu et même ℓ −fois continûment différentiable du moment où la fonction 𝐾  l’est. 

On arrive ainsi à la définition suivante : 

4-1-1-Définitions 

Soit 𝐾 ∶  ℝ →  ℝ une fonction quelconque et soit ℎ un réel positif. On appelle estimateur à 

noyau la fonction : 
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𝑓ℎ
𝐾(𝑥) =

1

𝑛ℎ
∑𝐾(

𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
)

𝑛

𝑖=1

 
 

On dit alors que 𝐾 est le noyau de cet estimateur et ℎ est la fenêtre. 

Selon cette définition, toute fonction 𝐾 peut servir comme noyau d’estimation d’une densité. 

Les noyaux les plus couramment utilisés en pratique sont : 

 Le noyau uniforme (Rosenblatt)  

𝐾(𝑥) =
1

2
1l[−1,1](𝑥). 

 

Figure 2.1: Noyau Uniform (Rosenblatt) 

 Le noyau triangulaire : Ce noyau a un avantage par rapport au noyau de Rosenblatt, il est 

continu partout, ce qui conduit à une estimation de 𝑓ℎ continue. Ce noyau s’écrit sous la forme :  

𝐾(𝑥) = (1 − |𝑥|)1l[−1,1](𝑥) 

 

Figure 2.2: Noyau Triangulaire. 



 
25 Chapitre 1 : Estimation de la densité 

 

 Le noyau d’Epanechnikov ou parabolique :  Il définit par la forme suivante : 

𝐾(𝑥) =
3

4
(1 − 𝑥2)1l[−1,1](𝑥), 

 

Figure 2.3: Noyau d’Epanechnikov ou parabolique. 

 Le noyau gaussien : L’avantage du noyau gaussien est que plus la valeur de ℎ est élevée plus 

on élargit la fenêtre, ce qui a un effet de lissage globale important ; mais le coût de calcul dans 

le cas de ce noyau est très élevé du fait de son support infini. Ce noyau s’écrit sous la forme : 

𝐾(𝑥) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 (𝑥 ∈ ℝ). 

 

Figure 2.6: Noyau gaussien 

Le noyau d’Epanechnikov est apprécié puisqu’il est celui qui a la meilleure efficacité (mais les 

autres noyaux présentés sont à peine moins efficaces). 
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Lemme : Si 𝐾 est positive et ∫ 𝐾(𝑢)𝑑𝑢 = 1
+∞

−∞
, alors 𝑓ℎ

𝐾( . ) est une densité de probabilité. De 

plus, 𝑓ℎ
𝐾

est continue si 𝐾 est continue. 

Démonstration.  

L’estimateur à noyau est positif et continue car la somme des fonctions positives et continues 

est elle-même une fonction positive et continue. Il faut donc vérifier que l’intégrale de 𝑓ℎ
𝐾(. )  

vaut un. En effet, 

∫ 𝑓ℎ
𝐾(𝑥)𝑑𝑥 =

+∞

−∞

∫
1

𝑛ℎ
∑𝐾(

𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
)

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

=
1

𝑛ℎ
∫ ∑𝐾 (

𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
)

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑥     ( 𝑢 = (𝑋𝑖 − 𝑥)
+∞

−∞

/ℎ) 

=
1

𝑛ℎ
∫ ∑𝐾(𝑢)ℎ

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑢 = 1
+∞

−∞

. 

 

 

 

 

 

(I.22) 

On voit donc que, tout comme l’estimateur par histogramme, l’estimateur à noyau est une 

densité de probabilité. Il a de plus l’avantage d’être continu à condition que 𝐾 le soit, ce qui 

n’était pas le cas pour les histogrammes. Par conséquent, lorsqu’on estime une densité continue, 

il est naturel de s’attendre que l’estimateur à noyau soit meilleur que l’estimateur par 

histogramme. Le but de la suite de ce chapitre est de donner des résultats quantitatifs 

caractérisant le gain obtenu par l’utilisation de𝑓ℎ
𝐾 par rapport à 𝑓ℎ

𝑛. 

4-1-2-Propriétés statistiques de l’estimateur à noyau 

Nous présentons, dans cette partie, les propriétés statistiques de l’estimateur de densité de 

Parzen-Rosenblatt défini par l’expression (I.22) (pour une étude plus détaillée, voir par 

exemple Bosq et Lecoutre [13], Tsybakov [2] ou Silverman [4]). 

Nous considérons ici les noyaux sommatifs 𝛫 centrés de variance finie de 𝐾(𝛺) c’est-à-dire 

vérifiant : 

∫𝑢𝑘(𝑢)𝑑𝑢 = 0       𝑒𝑡      ∫ 𝑢2𝑘(𝑢)𝑑𝑢 = 𝜎𝑘
2 > 0      

𝛺𝛺

 

 

(I.23) 

𝜎𝑘
2  est appelée la variance du noyau 𝛫 [1]. 
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Le biais de l’estimateur 𝑓𝑘ℎ
𝑛  (I.22) est donné [29], pour tout x ∈ 𝛺 ,par : 

𝑏𝑖𝑎𝑖𝑠 (𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥)) =  

ℎ2𝜎𝑘
2 𝑓′′(𝑥)

2
+ Ơ(ℎ4) (I.24) 

Où 𝑓′′est la dérivée seconde de la fonction de densité 𝑓. 𝑓′′ doit être une fonction absolument 

continue. 

L’expression (I.24) montre que ce biais converge vers zéro quand la largeur de bande 

ℎ tend vers zéro. Il découle de l’expression (I.24) que le biais de  𝑓𝑘ℎ
𝑛

 ne dépend pas 

directement du nombre d’observations mais seulement de la fonction de noyau 𝛫 et donc 

l’augmentation du nombre d’observations ne peut pas, à elle seule, diminuer le biais. 

La variance de cet estimateur est donnée [29], pour tout  𝑥 ∈  𝛺 par : 

𝑉𝑎𝑟 (𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥)) =

𝑓(𝑥)𝑅(𝑘)

𝑛ℎ
+ Ơ(ℎ−1) (I.25) 

Où 𝑅(𝑘) = ∫ (𝐾(𝑢))
2

𝛺
𝑑𝑢 

Cette variance tend vers zéro quand 𝑛ℎ tend vers l’infini quand 𝑛 tend vers l’infini. 

La convergence en moyenne quadratique de l’estimateur𝑓𝑘ℎ
𝑛

 (I.22) a été établie par 

Bosq et Lecoutre [13]. Nous avons, d’après [29], pour tout x ∈ 𝛺:  

𝑀𝑆𝐸 (𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥)) =

𝑓(𝑥)𝑅(𝑘)

𝑛ℎ
+
ℎ4𝜎𝑘

4(𝑓′′(𝑥))

4
+ Ơ(ℎ6) + Ơ(ℎ−1) 

 

(I.26) 

En intégrant l’expression (I.26) sur tout le domaine, on obtient [29] l’erreur quadratique 

moyenne intégrée de 𝑓𝑘ℎ
𝑛 : 

𝑀𝑆𝐼𝐸 =
𝑅(𝑘)

𝑛ℎ
+
ℎ4𝜎𝑘

4 𝑅(𝑓′′)

4
 + Ơ(ℎ6) + Ơ(ℎ−1) (I.27) 

Où 𝑅(𝑓′′) = ∫ (𝑓′′(𝑢))
2
𝑑𝑢

𝛺
 

La largeur de bande optimale de 𝑓𝑘ℎ
𝑛  notée ℎ∗, est donnée [29] par : 

ℎ∗ = (
𝑅(𝑘)

𝜎𝑘
4 𝑅(𝑓′′)

)

1

5

𝑛−
1

5 

 

(I.28) 

 

Notons que ℎ∗ est une quantité déterministe qui dépend du nombre d’observations n. 
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Elle dépend aussi de la densité inconnue 𝑓 via l’intégrale du carré de sa dérivée seconde 

(𝑅(𝑓‘’))  et ne peut pas donc être utilisée telle qu’elle dans les calculs. Une façon classique de 

corriger ce défaut consiste à remplacer la quantité 𝑅(𝑓‘’), dans l’expression (I.30), par un 

estimateur approprié [1]. Cette correction a fait l’objet de beaucoup de travaux (voir, par 

exemple, Hall et Marron [45], Jones et Sheather [38]). 

En remplaçant la valeur de ℎ∗ (I.30) dans l’expression (I.27), on obtient [29] la valeur du 

𝐴𝑀𝐼𝑆𝐸∗ : 

𝐴𝑀𝐼𝑆𝐸∗ =
5

4
(𝜎𝑘𝑅(𝑘))

4

5(𝑅(𝑓‘’))
1

5𝑛−
4

5 (I.29) 

Epanechnikov a proposé dans [59] un noyau optimal de l’estimateur 𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥) (I.22) qui 

minimise le critère AMISE∗ (I.31) par rapport au noyau 𝛫. La solution 𝑘𝑜𝑝𝑡obtenue estdonnée 

par : 

𝐾𝑝𝑜𝑡(𝑢) = {
3

4
(1 − 𝑢2) 𝑠𝑖 |𝑢| ≤ 1

0             𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛             

 
 

(I.30) 

Ce noyau est appelé le noyau d’Epanechnikov. Nous notons, dans la suite, 𝑒 et non 𝑘𝑜𝑝𝑡 le 

noyau d’Epanechnikov défini par (I.32). 

Le couple largeur de bande ℎ et forme de noyau 𝛫 joue un rôle important dans la méthode 

d’estimation à noyau. Nous discutons, dans la section suivante, de l’influence de ce choix sur 

l’estimation de la densité 𝑓 sous-jacente à un ensemble fini d’observations. 

La convergence ponctuelle presque sûre de l’estimateur 𝑓𝑘ℎ
𝑛  (I.22) a été établie par Devroyet 

Wagner [33]. Bertrand Retali a montré dans [37] la convergence uniforme presque sûre de cet 

estimateur, tandis que la convergence en 𝐿1(𝛺)a été établie par Gilck [39] et Devroy [32]. 

Un résultat important issu de [4] montre que si 𝑓′′ la dérivée seconde de 𝑓, existeet que la 

largeur de bande  ℎ = 𝑞𝑛−
1

5 (avec q une constante), alors, pour tout 𝑥 ∈ 𝛺 ,l’estimateur à 

noyau 𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥) est asymptotiquement normal (c’est-à-dire converge en loi vers la loi normale)  

𝑛
2

5{𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥) − 𝑓(𝑥)}

𝐿

  𝑛→∞  
→    𝑁(

𝑞2

2
 𝑓′′(𝑥)𝜎𝑘

2,
1

𝑞
𝑓(𝑥)𝑅(𝑥)) 

 

 (I.31) 

Où 𝜎𝑘
2 est la variance de 𝛫 définie dans (I.23). 

L’expression (I.33) est équivalente, par une transformation linéaire de la loi10 normale, 

                                                           
10 Une suite des variables aléatoires (𝑋𝑛)𝑛 ∈ ℕ converge en loi vers la variable aléatoire 𝑋  
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à 

{𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥) − 𝑓(𝑥)}

𝐿

  𝑛→∞  
→      𝑁(

ℎ2

2
 𝑓′′(𝑥)𝜎𝑘

2

⏟        
𝑏𝑖𝑎𝑖𝑠 𝑑𝑒 𝑓̂𝑘ℎ

𝑛

,
1

𝑛ℎ
𝑓(𝑥)𝑅(𝑥)

⏟        
𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑓̂𝑘ℎ

𝑛

) 

 

(I.32) 

Sous l’hypothèse que le terme de biais (I.24) de 𝑓𝑘ℎ
𝑛  est négligeable par rapport au terme de la 

variance (I.25) de 𝑓𝑘ℎ
𝑛 , l’intervalle de confiance au seuil a sur la valeur de la densité 𝑓(𝑥), 

Pour tout 𝑥 ∈  𝛺, est donné [60] par : 

[𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥) − 𝑍1−𝛼

2

√
𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥)𝑅(𝑘)

𝑛ℎ
 ,  𝑓̂𝑘ℎ

𝑛 (𝑥) + 𝑍1−𝛼
2

√
𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥)𝑅(𝑥)

𝑛ℎ
] 

 

(I.33) 

Où  𝑍1−𝛼
2
 est le (1 −

n

2
) quantile11 de la loi normale centrée réduite. 

Notons que cette méthode donne un intervalle de confiance à (1 −
𝛼

2
)%  des valeurs de la 

densité 𝑓 et non pas pour toutes les valeurs de 𝑓. Une autre technique de calcul proposée par 

Bickel et Rosenblatt [44] sous le nom de bandes de confiance12 permet de donner un autre 

intervalle d’estimation de la densité 𝑓. Sous l’hypothèse que 𝑓 est une densité sur [0, 1] et que 

ℎ = 𝑛−𝑙, 𝑙 𝜖 (
1

5
,
1

2
)  Bickel et Rosenblatt ont démontré que, pour tout 𝑥 ∈  [0, 1], nous avons le 

résultat asymptotique suivant : 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑃(𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥) − 𝑍𝑛,𝛼√

𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥)𝑅(𝑘)

𝑛ℎ
 ≤ 𝑓(𝑥) ≤   𝑓̂𝑘ℎ

𝑛 (𝑥) + 𝑍𝑛,𝛼√
𝑓𝑘ℎ
𝑛 (𝑥)𝑅(𝑥)

𝑛ℎ
) 

 

= 1 − 𝛼       (1.36) 

 

𝑍𝑛,𝛼 = (−
𝑙𝑜𝑔 {−

1

2
𝑙𝑜𝑔(1 − 𝛼)}

(2𝑙 𝑙𝑜𝑔(𝑛))
1

2

+ 𝑑𝑛)

1

2

 

 

 

(I.35) 

 

           𝑑𝑛 = (2𝑙 𝑙𝑜𝑔(𝑛))
1

2 + (2𝑙 𝑙𝑜𝑔(𝑛))−
1

2 𝑙𝑜𝑔 (
1

2𝜋

𝑅(𝑘′)

𝑅(𝑘)
)

1

2

 

 

(I.36) 

                                                           
11 Si 𝑋 est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, alors la valeur du quantile d’ordre 1 − 

𝛼

2
 

12 En anglais confidence bands. 
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Où 𝑘’est la dérivée de noyau 𝑘 et 𝑅(𝑘′) = ∫ (𝑘′(𝑢))
2
𝑑𝑢

𝛺
 

Comme le fait remarquer Härdle [60] les intervalles d’estimation de 𝑓 donnés par les bandes 

de confiance (I.36) sont plus étroits que ceux donnés par les intervalles de confiance (I.35). 

4-2-Choix de paramètre de lissage h  

La mise en œuvre pratique de l’estimateur à noyau de la densité de probabilité nécessite la 

spécification de paramètre de lissage ℎ. Ce choix est très important, il existe de nombreuses 

situations où il est acceptable de choisir le paramètre de lissage subjectivement par œil. Il 

s’agirait de regarder les estimations de densité serval sur une plage de paramètre de lissage et 

en sélectionnant la densité qui est le "plus agréable" dans un certain sens. Une telle stratégie est 

de commencer par un large paramètre de lissage et de diminuer la quantité de lissage des 

fluctuations Unitil qui sont plus " aléatoire "que " structurelle " commencent à apparaître. Cette 

approche est plus viable lorsque l’utilisateur a des raisons de croire qu’il existe une certaine 

structure dans les données, une telle connaissance de la position des modes. Cependant, il y’a 

aussi de nombreux cas où il est très bénéficial d’avoir le paramètre de lissage sélectionnée 

automatiquement à partir des données. Une des raisons est qu’il peut prendre beaucoup de 

temps pour choisir le paramètre de lissage à l’œil, il y’a beaucoup d’estimations de densité 

nécessaires pour un problème donné. Une autre est que, dans de nombreux cas, l’utilisateur n’a 

pas de connaissance préalable de la structure des données et n’aurait aucun sentiment pour 

lequel le paramètre de lissage donne une estimation plus proche de la densité réelle. Lorsque 

estimateurs à noyau sont utilisés comme composants de procédures statistiques plus grandes, la 

sélection automatique du paramètre de lissage est généralement nécessaire [62]. 

Le problème de sélection du paramètre de lissage [61] est présent dans tous les types 

d’estimation du noyau, Actuellement disponibles sélecteurs de bande passante peuvent être 

divisés en deux classes, La première classe se composent de formules facilement calculables 

simples, mais sans aucune garantie sur mathématiques d’être à proximité du paramètre de 

lissage optimale. Nous appellerons ces sélecteurs de bande passante rapide et simple, Une 

méthode qui utilise les données 𝑋1, … , 𝑋𝑛 pour produire une largeur de bande ℎ est appelé un 

sélecteur du paramètre de lissage, bien que l’estimation de densité du noyau offre un cadre 

pratique pour le développement de nombreuses idées clés. 

Le deuxième type de sélecteur paramètre de lissage sera étiqueté comme salut technologie car 

de telles procédures de sélection sont basés sur des arguments mathématiques plus complexes 

et nécessitent beaucoup plus d’effort de calcul, mais visent à donner une bonne réponse pour 
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les classes très générales de fonctions sous-jacentes. Elle est motivée par visant à minimiser 

𝑀𝐼𝑆𝐸 ( 𝑓ℎ(𝑥)). 

4-2-1-Méthode de Rule of thumb 

    Une approche très facile et naturel consiste à utiliser une famille Â au niveau de la 

distribution d’attribuer une valeur à ∫(𝑓′′(𝑥))2 𝑑𝑥 terme de 𝑓′′ dans l’expression hAMIS pour 

la fenêtre idéale par exemple Si 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Est un échantillon i.i.d. d’une variable aléatoire, 

alors l’estimateur non-paramétrique par la méthode du noyau de la densité est : 

𝑓ℎ(𝑥) =
1

𝑛ℎ
∑𝐾 (

𝑥 − 𝑥𝑖
ℎ

)

𝑛

𝑖=1

 
 

(I.37) 

Où 𝐾 est un noyau (kernel en anglais) et ℎ un paramètre nommé fenêtre, qui régit le degré de 

lissage de l’estimation. Bien souvent, 𝐾 est choisi comme la densité d’une fonction gaussienne 

standard (espérance nulle et variance unitaire) : 

K(x) =
1

√2π
e−

1

2
x2 (I.38) 

Si on choisit 𝑓 comme étant la distribution de loi normale de moyenne 0 et de variance 𝜎2 

(𝑁(0; 𝜎2)) On aura alors: 

∫(𝑓′′(𝑥))2 𝑑𝑥 = 𝜎−5∫(𝜙′′(𝑥))2 𝑑𝑥 =
3

8
∏ 𝜎−5 ≃ 0.212𝜎−5

−
1

2
 

 

(I.39) 

De plus, si 𝐾 est un noyau gaussien, alors la valeur pour le  ℎ𝑜𝑝𝑡notée dans ce cas par ℎ𝑟𝑜𝑡 est 

obtenue en substituant ce noyau et la valeur 𝑅 ( 𝑓′′) obtenue 

ℎ𝑜𝑝𝑡 = (4𝜋)
−
1

10 [
3

8
𝜋−

1

2
𝜎] 𝑛−

1

5 

= (
4

3
)

1

5

σn−
1

5 

= 1.06𝜎𝑛−
1

5. 

 

 

 

 

 

(I.40) 
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Remarques 

 Évidemment, ℎ𝑟𝑜𝑡 fonctionne bien si la densité réelle est gaussienne 

 Forcément bien si la densité réelle n’est pas gaussienne, il ne fonctionne pas. 

4-3-Cross validation 

4-3-1-Validation croisée non biaisée 

Cette méthode appelée Validation Croisée non Biaisée a été proposée par Rudemo [51] en 1982 

et Bowman [8] en 1984. Le critère consiste à choisir le paramètre de lissage qui minimise un 

estimateur convenable de : 

𝑈𝐶𝑉(ℎ) = ∫|𝑓ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥)|
2𝑑𝑥 − ∫𝑓2

ℝℝ

(𝑥)𝑑𝑥

= ∫𝑓ℎ
2

ℝ

(𝑥)𝑑𝑥 − 2∫𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
ℝ

 

 

 

(I.41) 

Puisque ∫ 𝑓2
ℝ

(𝑥)𝑑𝑥 ne dépend pas du paramètre de lissage ℎ. On peut choisir le paramètre de 

lissage de façon à ce qu’il minimise un estimateur de : 

∫𝑓ℎ
2

ℝ

(𝑥)𝑑𝑥 − 2∫𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
ℝ

 (I.42) 

On veut premièrement trouver un estimateur de  ∫ 𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥ℝ
  . Remarquons que 

∫𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝔼(𝑓ℎ(𝑥))
ℝ

 

L’estimateur empirique de∫ 𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ,ℝ
 est alors : 

1

𝑛
∑𝑓ℎ,𝑖(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

. 

Le critère à optimiser est alors : 

𝑈𝐶𝑉(ℎ) = ∫ 𝑓ℎ
2(𝑥)𝑑𝑥 −

2

𝑛
∑𝑓ℎ,𝑖(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1ℝ

 

. 

Où  𝑓ℎ,𝑖(𝑥𝑖) =
1

(𝑛−1)ℎ
∑ 𝐾 (

𝑥𝑖−𝑥𝑗

ℎ
)𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑖  est l’estimateur de la densité construit à partir de 

l’ensemble de points sauf le point 𝑥𝑖. 
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Montrons maintenant que UCV(h) est un estimateur sans biais de MISE(h)−R( 𝑓 ). 

On a: 

𝑀𝐼𝑆𝐸(ℎ) − 𝑅(𝑓) = 𝔼 [∫𝑓ℎ
2(𝑥)𝑑𝑥 − 2∫𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥] (I.43) 

Il suffit de montrer que ∫ 𝑓ℎ
2𝑑𝑥 et 

1

𝑛
∑ 𝑓ℎ,𝑖(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1  sont des estimateurs sans biais de 

𝔼[∫ 𝑓ℎ
2(𝑥)𝑑𝑥] et 𝔼[∫ 𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥] respectivement. Or 𝔼[∫ 𝑓ℎ

2(𝑥)𝑑𝑥] admet l’estimateur 

sans biais trivial ∫𝑓ℎ
2𝑑𝑥. Il reste donc à montrer que  

1

𝑛
∑ 𝑓ℎ,𝑖(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1  est un estimateur sans biais 

de 𝔼[∫ 𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥] 

On a d’une part, 

𝔼 [
1

n
∑fh,i(xi)

n

i=1

] = 𝔼 [
1

n(n − 1)h
∑ ∑ K(

xi − xj

h
)

n

j=1,j≠i

n

i=1

] 

= 𝔼 [
1

𝑛(𝑛 − 1)ℎ
∑∫𝐾 (

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

ℎ
) 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑛

𝑗≠1

] 

=
1

𝑛
∫𝑓(𝑧)∫𝐾 (

𝑥 − 𝑧

ℎ
) 𝑓(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧. 

 

 

 

 

 

 

(I.44) 

D’autre part, 

𝔼 [∫𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)] = 𝔼 [
1

𝑛ℎ
∑∫𝐾 (

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

ℎ
)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑛

𝑖=1

] 

=
1

𝑛
∫𝑓(𝑧)∫𝐾 (

𝑥 − 𝑧

ℎ
) 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑧. 

 

 

(I.45) 

 

Ce qui implique que : 

𝔼 [
1

𝑛
∑𝑓ℎ,𝑖(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

] = 𝔼 [∫𝑓ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)] 

Finalement, un estimateur sans biais de 𝑀𝐼𝑆𝐸 (ℎ) − 𝑅( 𝑓 ) est donnée donc par 𝑈𝐶𝑉(ℎ). 

En utilisant l’équation précédente, le critère 𝑈𝐶𝑉 (ℎ) devient : 
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𝑈𝐶𝑉(ℎ) = 

𝑅(𝐾)

𝑛ℎ
+∑ ∑ [∫

1

𝑛2ℎ2
𝐾 (
𝑥 − 𝑥𝑖
ℎ

)𝐾 (
𝑥 − 𝑥𝑗

ℎ
) 𝑑𝑥 −

2

𝑛(𝑛 − 1)ℎ
𝐾 (
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

ℎ
)] .

𝑛

𝑖≠𝑗,𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

 

(I.46) 

Nous noterons ℎ𝑈𝐶𝑉 l’estimateur de ℎ qui minimise UCV (ℎ) 

La popularité de cette méthode est dùe à la motivation intuitive et au fait que cet estimateur est 

asymptotiquement optimal sous de faibles conditions. L’optimalité asymptotique de la 

validation croisée non biaisée a été obtenue par Stone [56]. 

Soit 𝑥1𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 un n-échantillon i.i.d issu d’une variable aléatoire 𝑋 de fonction de densité  𝑓 

. Utilisant le noyau gaussien on obtient : 

𝑈𝐶𝑉(ℎ) =
1

2𝑛2ℎ√𝜋
(𝑛 + 2∑ ∑ 𝑒𝑥𝑝 (−(

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

2ℎ
)
2

)

𝑛

𝑖≠𝑗,𝑗=1

𝑛

𝑖=1

)

−
2

√2𝜋𝑛(𝑛 − 1)ℎ
∑ ∑ 𝑒𝑥𝑝(−

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

2ℎ2
)

𝑛

𝑖≠𝑗,𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

 

 

 

(I.47) 

Cette méthode présente deux problèmes majeurs (ou points faibles) : d’une part son manque de 

robustesse par rapport aux changements de taille de l’échantillon c’est-à-dire le résultat de 

simulation peut se révéler extrêmement variable d’un échantillon à l’autre, d’autre part, la 

fonctionnelle à minimiser a souvent tendance à présenter plusieurs minimums locaux [22]. Pour 

d’autres études, voir Hall [23], Burman [9], Scottet Terrell[54]. 

4-3-2-Validation croisée biaisée 

Un critère de validation croisée biaisée, a été introduit par Scott et Terrell [54] en 1987 pour 

remédier aux problèmes de validation croisée non biaisée. Il s’agit d’introduire un biais dans le 

UCV afin de réduire sa variance. 

L’Erreur Quadratique Intégrée Moyenne Asymptotique s’écrit sous la forme : 

𝐴𝑀𝐼𝑆𝐸 =
ℎ4

4
𝜎𝐾
4𝑅(𝑓′′) +

𝑅(𝐾)

𝑛ℎ
. (I.48) 

Le paramètre de lissage basé sur la méthode de validation croisée biaisée est la valeur 

ℎ qui minimise un estimateur du AMISE. On peut estimer le AMISE si l’on estime 𝑅(𝑓′′). Un 

estimateur naturel de ce terme est donné par 𝑅 (𝑓′′
ℎ
) où 𝑓ℎ  est l’estimateur de la densité qui 

utilise la méthode du noyau. Scott et Terrell [54] 
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Supposant que le noyau 𝐾 satisfait aux conditions suivantes : 

∫𝐾′′(𝑢)𝑑𝑢 = 0, 𝜇1(𝐾
′′) = ∫𝑢𝐾′′(𝑢) = 0, 𝜇2(𝐾

′′) = ∫𝑢2𝐾′′(𝑢) = 2 
(I.49) 

On obtient le développement asymptotique : 

𝔼[𝑅(𝑓ℎ
′′)] = 𝑅(𝑓′′) +

𝑅(𝐾′′)

𝑛ℎ5
+ 𝑂(ℎ2). (I.50) 

Proposition 1 : (Scott et Trell) [54] 

Soit 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 un n-échantillon i.i.d issu d’une variable aléatoire 𝑋 de fonction de densité 𝑓. 

Pour un noyau 𝐾 on obtient : 

𝐵𝐶𝑉(ℎ) =
𝑅(𝐾)

𝑛ℎ
+ ℎ4

𝜇2
2(𝐾)

4𝑛2
∑∑ 𝐾ℎ

(2)

𝑗,𝑗≠𝑖𝑖

𝐾ℎ
(2)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗). (I.51) 

Proposition2 : Soit  𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 un n-échantillon i.i.d issu d’une variable aléatoire 𝑋 de 

fonction de densité  𝑓 . En choisissant le noyau gaussien on obtient : 

𝐵𝐶𝑉(ℎ) = 

1

2𝑛ℎ√𝜋
+

1

64𝑛2ℎ√𝜋
∑ ∑ [(

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

ℎ
)
4

− 12 (
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

ℎ
)
2

𝑛

𝑗=1,𝑖≠𝑗

𝑛

𝑖=1

+ 12] 𝑒𝑥𝑝 [−
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2

4ℎ2
]. 

 

 

 

 

(I.52) 

Des résultats de simulations ont été obtenus pour la méthode de validation croisée biaisée dans 

le travail de Par 𝑘 et Marron [46]. Les auteurs ont constaté que la méthode validation croisée 

biaisée présente le même point faible que celui de la méthode validation croisée non biaisée. 

Cette méthode nous donne plusieurs minimums locaux pour la fonctionnelle cible à minimiser. 

Cependant, d’après plusieurs simulations, les auteurs proposent de choisir la valeur inférieure 

parmi les minimums locaux. 
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Conclusion 

  Dans ce chapitre, Nous avons étudié les méthodes d’estimation non paramétriques de la 

densité de probabilité (méthode d’estimation par histogramme, simple et la méthode 

d’estimation par, noyau et aussi estimateur de densité Parzen-Rosenblatt qui peut être vue 

comme une extension de la méthode d’estimation par histogramme. Nous avons présenté 

également, les propriétés statistiques de chaque méthode d’estimation. 

Nous avons étudié aussi les méthodes de choix de paramètre de lissage (méthode de Rule of 

thumb et la méthode de validation croisée biaisée et non biaisée). 

. 
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Introduction  

La méthode la plus communément utilisée pour étudier la relation entre deux variables est 

La régression linéaire simple, qui suppose un modelé de la forme : 

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽0𝑋𝑖 + 𝜀𝑖 (II.1) 

Ou les erreurs aléatoires 𝜀𝑖sont non corrélées, de moyennes nulles et de variances 𝜎2 

indépendantes de 𝑋. Cette méthode paramétrique possède l’avantage d’être facile à interpréter 

et, lorsque les postulats sur les résidus εi sont vérifiés, elle permet de faire des tests 

d’hypothèses statistiques formels sur les paramètres. Par contre lorsque la linéarité de la 

relation est mise en défaut, on préfère choisir un modèle plus flexible qui reflète mieux la 

relation entre𝑋 𝑒𝑡 𝑌 . On utilise le modèle de régression non paramétrique 

𝑌𝑖 = 𝑚(𝑋𝑖) + 𝜀𝑖 (II.2) 

Où εi représente la variation de Yi autour de Xi et obéit aux mêmes hypothèses que dans le cas 

linéaire et a part certaines conditions de continuités et de lissages il n’y a habituellement 

aucune contrainte associée à (𝑋) . On cherchera, dans une famille fixée de fonctions quelle est 

celle pour laquelle les 𝑌 sont les plus proches de 𝑚(𝑋).Cette proximité se mesure en général 

par un risque utilisant l’erreur quadratique moyenne (MSE en anglais), et on essayera alors de 

déterminer la fonction 𝑚∗(𝑋𝑖) qui rendra cette erreur la plus petite possible, c’est à dire à 

trouver une fonction 𝑚∗(𝑋𝑖) qui minimise l’erreur quadratique moyenne : 

𝔼|𝑚∗(𝑋) − 𝑌|2 = 𝑚𝑖𝑛
𝑚

𝔼 |𝑚(𝑋) − 𝑌|2 (II.3) 

Il est connu que ce minimum est donne par l’Esperance conditionnelle :  

𝑟(𝑥) = 𝔼(𝑌|𝑋 = 𝑥) (II.4) 

En effet, déterminer 𝑚∗(𝑥) revient à calculer  𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑚

𝐸((𝑚(𝑋)  −  𝑌)2|𝑋 =  𝑥).En 

différenciant L’espérance 𝐸 (𝑚(𝑋)  −  𝑌 ) 2|𝑋 =  𝑥) par rapport à 𝑚, en égalant le résultat à 

0, et finalement en isolant m, on obtient : 

𝜕

𝜕𝑓
𝔼(𝑚(𝑋) − 𝑌)2 𝑋⁄ = 𝑥) = 2𝔼(𝑚(𝑋) − 𝑌|𝑋 = 𝑥) 

= 2𝑚(𝑋) −  𝔼(𝑌|𝑋 = 𝑥) 

= 0 

 

 

(II.5) 

Ce qui implique :    
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𝑚∗(𝑥) =  𝔼(𝑌|𝑋 = 𝑥) =: 𝑟(𝑥). (II.6) 

Le fait que la dérivée seconde, qui est égale à 2, soit positive nous permet de conclure que c’est bien un 

minimum. 

1-Estimateurs à noyau de la fonction de régression  

1-1-L’estimateur de Nadaraya-Watson  

Notons que la fonction : 𝑟(𝑥)  =  𝐸(𝑌 |𝑋 =  𝑥) peut s’écrire sous la forme : 

𝑟(𝑥) =
∫ 𝑦𝑓𝑋, 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑓(𝑥)
=:

𝑟̅1(𝑥)

𝑓(𝑥)
 (II.7) 

Un estimateur à noyau de la densité conjointe 𝑓𝑋𝑌 , peut être obtenu en suivant les mêmes 

étapes que pour 𝑓𝑃𝑅(x), et on a alors : 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) =
1

𝑛ℎ2
∑ 𝐾 (

𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
) 𝐾 (

𝑌𝑖 − 𝑦

ℎ
)

𝑛

𝑖=1

 (II.8) 

Et on obtient l’estimateur de Nadaraya- Watson (1964) (NW) 

𝑟̂𝑁𝑊,𝑛(𝑥) =

1
𝑛ℎ

∑ 𝑌𝑖𝐾 (
𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
)𝑛

𝑖=1

1
𝑛ℎ

∑ 𝐾𝑛
𝑖=1 (

𝑋𝑖 − 𝑥
ℎ

)
=:

𝑟̂1,𝑛(𝑥)

𝑓𝑃𝑅(𝑥)
 

(II.9) 

En effet si on remplace la densité conjointe  𝑓𝑋,𝑌 par son estimateur défini dans (II.8) dans le 

numérateur de (II.7) on a : 

∫ 𝑦 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = ∫
1

𝑛ℎ2
∑ 𝐾(

𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
)𝑦𝐾(

𝑌𝑖 − 𝑦

ℎ
)𝑑𝑦

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛ℎ
∑ 𝐾(

𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
) ∫

1

ℎ

𝑛

𝑖=1

𝑦𝐾(
𝑌𝑖 − 𝑦

ℎ
)𝑑𝑦. 

 

 

 

(II.10) 

Si on suppose de plus que le noyau 𝐾 est symétrique on montre en faisant le changement de 

variables 𝑢 =   
𝑌𝑖−𝑦

ℎ
 que ∫

1

ℎ
𝑦𝐾 (

𝑌𝑖−𝑦

ℎ
) 𝑑𝑦 = 𝑋𝑖,  d’où l’expression (II.9). Le noyau 𝐾 

détermine la forme du voisinage autour du point 𝑥 alors que la fenêtre ℎ contrôle la taille de 

ce voisinage,c’est à dire le nombre d’observations prises pour effectuer la moyenne locale : il 
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est alors naturel que la fenêtre ℎ soit prépondérante pour la consistance de l’estimateur 𝑟̂𝑁𝑊,𝑛. 

En fait, ℎ détermine le degré de lissage de l’estimateur 𝑟̂𝑁𝑊,𝑛. Supposons que l’estimateur soit 

seulement évalué aux points d’observations {𝑋𝑖, 𝑖 =  1, . . . , 𝑛}, alors, lorsque 𝐾 est à support 

compact, on obtient : 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑟̂𝑁𝑊,𝑛(𝑋𝑖) =
𝐾(0)𝑌𝑖

𝐾(0)
= 𝑌𝑖 (II.11) 

  Plus précisément on a : 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑟̂𝑁𝑊,𝑛(𝑋𝑖) = {
𝑌𝑖         𝑠𝑖 𝑥 = 𝑋𝑖  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 
0                               𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠 

 
(II.12) 

Ce qui veut dire que lorsque ℎ tend vers 0. L’estimateur 𝑟̂𝑁𝑊,𝑛 a tendance à reproduire les 

données, la courbe obtenue est proche d’une interpolation des points {(𝑋𝑖, 𝑌𝑖), 𝑖 =  1, . . . , 𝑛}, 

c’est un phénomène de sous-lissage (la variance de l’estimateur est trop grande). Inversement, 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→+∞

𝑟̂𝑁𝑊,𝑛(𝑥) =
∑ 𝐾(0)𝑌𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝐾(0)𝑛
𝑖=1

=
1

𝑛
∑ 𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

 

(II.13) 

On voit alors que l’estimateur 𝑟̂𝑁𝑊,𝑛 ne dépend plus de 𝑥 : lorsque ℎ tend vers l’infini, on a un 

phénomène de sur-lissage (le biais est trop grand). Ces deux comportements nous conduisent 

à penser que le choix de ℎ est en fait un arbitrage biais-variance, que nous étudierons plus en 

détails dans le comportement asymptotique de l’estimateur NW. 

1-2-L’estimation par polynômes locaux  

L’estimation de la fonction de régression par la méthode des polynômes locaux (LP) est une 

généralisation de l’estimateur de Nadaraya-Watson. L’idée maitresse de cette approche est de 

considérer le problème de la régression sous l’angle des moindres carrés (M.C.). Nous 

rappelons que la fonction de régression est elle-même solution d’un problème des M.C. Si on 

reprend l’estimateur de Nadaraya-Watson, alors on a d’après (II.9) : 

 

𝑟̂1,𝑛(𝑥) − 𝑟̂𝑁𝑊,𝑛(𝑥)𝑓𝑃𝑅(𝑥) = 0. (II.14) 
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L’estimateur de la régression 𝑟̂𝑁𝑊,𝑛 peut donc être regardé comme la solution du problème 

des moindres carrés (M.C.) pondérés suivant : 

𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝜃𝜖ℝ

∑(𝑌𝑖 − 𝜃)2

𝑛

𝑖=1

𝐾 (
𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
). (II.15) 

C’est à dire que l’estimateur   𝑟̂𝑁𝑊,𝑛 est obtenu par une approximation des M.C. localement 

constante. Le principe de l’estimation localement polynômiale consiste en l’ajustement local 

d’un polynôme de degré p aux données (𝑋𝑖, 𝑌𝑖)𝑖 = 1, . . . , 𝑛 . Pour  𝑝 ∈  𝑁, nous cherchons à 

ajuster le polynôme 

𝑎0 + 𝑎1(−𝑥) + 𝑎2(−𝑥)2 + ⋯ + 𝑎𝑝(−𝑥)𝑝. 

Aux données (𝑋𝑖, 𝑌𝑖)𝑖=1,…,𝑛 par la méthode des Moindres Carrés. Pour cela, on doit supposer 

l’existence de la  (𝑝 +  1) ème dérivée de la fonction de régression 𝑟( . )  au point 𝑥 pour 

pouvoir faire un développement de Taylor et on a alors : 

𝑟(𝑢) ≈ 𝑟′(𝑥)(𝑢 − 𝑥) +
𝑟′′(𝑥)

2
(𝑢 − 𝑥)2 + ⋯ +

𝑟(𝑝)(𝑥)

𝑝!
(𝑢 − 𝑥)𝑝 

≈ ∑
𝑟(𝑗)(𝑥)

𝑗!
(𝑢 − 𝑥)𝑗

𝑝

𝑗=0

=: ∑ 𝑎𝑗(𝑢 − 𝑥)𝑗

𝑝

𝑗=0

 

 

 

 

(II.16) 

Pour u appartenant à un voisinage de  𝑥. 

Pour ajuster localement le polynôme (II.16) aux données (Xi, Yi)i=1,…,n par la méthode des 

M.C. pondérés par 𝐾 (
−𝑥

ℎ
)on doit minimiser par rapport au vecteur 𝑎 =

 (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑝)𝑡 ℝ𝑝+1la quantité 

∑ {𝑌𝑖 − ∑ 𝑎𝑗(𝑋𝑗 − 𝑥)
𝑗

𝑝

𝑗=0

}

2

𝐾

𝑛

𝑖=1

(
𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
). 

(II.17) 

Comme pour l’estimateur de Nadaraya-Watson, les paramètres 𝐾 et ℎ déterminent la forme et 

la taille du voisinage autour de 𝑥. 
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1-3-Propriétés asymptotiques de l’estimateur de Nadaraya-Watson 

L’estimateur à noyau de la régression est donc dépendant du choix des deux paramètres que 

sont la fenêtre ℎ et le noyau 𝐾. Nous verrons par la suite que le paramètre crucial est la 

fenêtre pour obtenir de bonnes propriétés asymptotiques. Toute fois le noyau ne doit pas être 

néglige, il permet de réduire le biais de l’estimateur en s’appuyant sur des propriétés de 

régularité de la courbe de régression. 

1-3-1-propriété de l’estimateur de Nadaraya Watson 

Dans ce qui suit nous allons déterminer les conditions sur la fenêtre et le noyau, nécessaires à 

la consistance de l’estimateur 𝑟̂𝑁𝑊;𝑛 .Nous utiliserons pour cela la décomposition biais 

variance suivante : 

𝔼[(r̂NW;n(x) − r(x))2] = Var[r̂NW;n] + [𝔼(r̂NW;n(x)) − r(x)]
2

. (II.18) 

On dénote par 
𝐿2
→ (resp. 

𝑝
→) la convergence en norme L2 (resp. en probabilité). Lorsque (II.18) 

tend vers 0, on déduit que  r̂NW;n (x)
𝐿2
→ 𝑟(𝑥) ce qui implique que r̂NW;n

𝑝
→ r(x). 

1-3-1-1- Calcul de la variance  

Pour calculer la variance de l’estimateur r̂NW;n ainsi que son expression asymptotique,  

Posons : 

𝜎2(𝑥): = 𝑉𝑎𝑟(𝑌|𝑋 = 𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
∫ 𝑦2𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 − [𝑟(𝑥)]2. (II.19) 

Et 𝐾 =: ∫ 𝑘2(𝑡)𝑑𝑡, lorsque ces deux expressions sont bien définies. Nous avons besoin aussi 

du lemme de Bochner que nous rappelons ci-dessous. 

Lemme 2.1. ( Bochner) Supposons que 𝑔 soit une fonction bornée sur ℝ, continue dans un 

voisinage du point 𝑥0 ∈ ℝ et que 𝑄 soit une fonction sur ℝ telle que ∫ |𝑄(𝑡)| 𝑑𝑡 < +∞, 

alors : 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

1

ℎ
∫ 𝑄 (

𝑧 − 𝑥0

ℎ
) 𝑔(𝑧)𝑑𝑧 = 𝑔(𝑥0) ∫ 𝑄(𝑡)𝑑𝑡. (II.20) 
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Preuve : Posons : 𝑡 =
𝑧−𝑥0

ℎ
, alors pour tout ℎ > 0 

|
1

ℎ
∫ 𝑄 (

𝑧 − 𝑥0

ℎ
) 𝑔(𝑧)𝑑𝑧 − 𝑔(𝑥0) ∫ 𝑄(𝑡)𝑑𝑡.| = |∫[𝑔(𝑥0 + 𝑡ℎ) − 𝑔(𝑥0)]𝑄(𝑡)𝑑𝑡| 

≤ 𝑠𝑢𝑝

|𝑡|<ℎ
−1
2

|𝑔(𝑥0 + 𝑡ℎ) − 𝑔(𝑥0)| ∫|𝑄(𝑡)|𝑑𝑡 + ∫ |𝑔(𝑥0 + 𝑡ℎ) − 𝑔(𝑥0)||𝑄(𝑡)|
|𝑡|≥ℎ

−1
2

𝑑𝑡 

≤ 𝑠𝑢𝑝

|𝑠|<ℎ
1
2

|𝑔(𝑥0 + 𝑡ℎ) − 𝑔(𝑥0)| ∫|𝑄(𝑡)|𝑑𝑡 + 2 𝑠𝑢𝑝
𝑡

|𝑔(𝑡)| ∫ |𝑄(𝑡)|𝑑𝑡.
|𝑡|≥ℎ

−1
2

 

On obtient le résultat en faisant tendre ℎ vers 0. 

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer la variance de l’estimateur de Nadaraya-

Watson grâce à la proposition suivante : 

Proposition 2.2. On suppose que 𝐸(𝑌2) < +∞. A chaque point de continuité des fonctions 

𝑟(𝑥), 𝑓(𝑥) 𝑒𝑡 𝜎2(𝑥) tels que 𝑓(𝑥)  > 0, on a : 

𝑉𝑎𝑟[𝑟̂𝑁𝑊;𝑛(𝑥)] =
1

𝑛ℎ
(

𝜎2(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝜅) (1 + 𝜊(1)). 

(II.21) 

Où le terme o(1) tend vers 0 lorsque ℎ tend vers 0. 

Remarque 2.2. Dans le calcul des variances et covariances précédentes, nous retrouvons 

invariablement le terme 𝜅 =: ∫ 𝐾 2(𝑡)𝑑𝑡. Un choix approprié du noyau 𝐾 assure la finitude de 

cette intégrale. On peut prendre par exemple 𝐾(. ) à variation bornée sur ℝ et à support 

compact, suppositions qui implique évidemment les hypothèses 𝐾(1 −  3). Si on veut obtenir 

une variance minimale, on peut minimiser 𝜅 suivant 𝐾 dans une certaine classe de noyaux 

fixée. 

1-3-1-2-Calcul du biais  

Le calcul du biais repose essentiellement sur des développements de Taylor, ce qui nous 

Conduit à poser certaines conditions de régularités sur les fonctions 𝑟(. ) et 𝑓(. ) qui 

déterminerons l’ordre du biais asymptotique en fonction du paramètre de lissage h. Afin de 

faciliter les calculs et du fait que l’estimateur  r̂NW;n( . ) est lui même sous forme d’un rapport 

aléatoire, nous allons introduire un terme de centrage sous forme de rapport, défini par : 
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𝐸̃ (𝑟̂𝑁𝑊;𝑛(𝑥)) =  
𝔼 (𝑟̂1;𝑛(𝑥))

𝔼 (𝑓𝑃𝑅(𝑥))
. 

 

(II.22) 

Pour évaluer le biais de l’estimateur, nous commençons d’abord par donner une proposition 

dûe à Nadaraya (1989). 

Proposition 2.3. (Nadaraya 1989). 

 Si Y est bornée et si 𝑛ℎ tend vers +∞, lorsque n tend vers +∞, on a : 

𝔼 (𝑟̂𝑁𝑊;𝑛(𝑥)) = 𝔼̅ (𝑟̂𝑁𝑊;𝑛(𝑥)) + 0((𝑛ℎ)−1). (II.23) 

 Si 𝐸(𝑌2) <+∞ et si nh2n tend vers +∞, lorsque n tend vers +∞, on a : 

𝔼 (𝑟̂𝑁𝑊;𝑛(𝑥)) = 𝔼̅ (𝑟̂𝑁𝑊;𝑛(𝑥)) + 0 ((√𝑛ℎ)
−1

). (II.24) 

 

Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’estimateur à noyau de la fonction de régression par la 

méthode Nadaraya-Watson ainsi que ses différentes propriétés asymptotiques et l’estimateur 

par polynôme locaux. 

 

 

 

 

 

 

 



 
45 

 

 

 

 

 
 

Chapitre 3 

Simulation 

 

  
 



 
 

46 Chapitre 3 : Simulation 

 

Introduction  

Dans les chapitres (1) et (2), nous avons donné les résultats théoriques de l’estimateur non 

paramétrique de la densité de probabilité et la fonction de régression à savoir l’analyse exacte 

de l’estimateur. 

Ensuite nous avons défini l’estimateur à noyau (Parzen-Rosenblatt) ainsi que ses propriétés de 

convergences dans le cas où la taille de l’échantillon est fixée ou aléatoire. 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’estimation de la densité de probabilité et 

l’estimateur de la fonction de la régression dans le cas où la taille de l’échantillon est fixée 

 

1-Le choix de langage de programmation 

 

Dans ce mémoire, on a utilisé le langage de programmation Matlab version 7.9.0 dans la 

simulation des différents systèmes. 

MATLAB (matrix Labor tory) est un langage de programmation de quatrième génération 

émulé par un environnement de développement du même nom ; il est utilisé à des fins de 

calcul numérique. Développé par la société The Math Works, MATLAB permet de manipuler 

des matrices, d’afficher des courbes et des données, de mettre en œuvre des algorithmes, de 

créer des interfaces utilisateur, et peut s’interfacer avec d’autres langages comme le C, C++, 

Java, et Fortran. Les utilisateurs de MATLAB (environ un million en 2004) sont des milieux 

très différents comme l’ingénierie, les sciences et l’économie dans un contexte aussi bien 

industriel que pour la recherche. Matlab peut s’utiliser seul ou bien avec des toolbox (boîte à 

outils). 

Le langage MATLAB a été conçu par Cleve Moler à la fin des années 1970 à partir des 

bibliothèques Fortran, LINPACK et EISPACK, le logiciel MATLAB est construit autour du 

langage MATLAB. Une interface en ligne de commande, qui est un des éléments du bureau 

MATLAB, permet d’exécuter des commandes simples. Des séquences de commandes 

peuvent être sauvegardées dans un fichier texte, typiquement avec l’éditeur MATLAB, sous 

la forme d’un "script" ou encapsulée dans une fonction. 
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2-Plan de simulation de fonction de la densité 

Nous considérons un échantillon 𝑋(𝑖) 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Est une suite de variables aléatoires 

indépendantes et identiquement distribuées de densité de probabilité 𝑓 suit loi normale 

(𝑿𝒊 → 𝑵(𝝁, 𝝈𝟐)) avec 𝑁 d’observations. 

Dans le but d’estimer  𝑓 dans un intervalle donner. On suppose que 𝐹 représente la fonction 

de répartition et 𝑓 leur fonction de densité de probabilité avec la forme : 

𝑓ℎ
𝐾(𝑥) =

1

𝑛ℎ
∑ 𝐾 (

𝑋𝑖 − 𝑥

ℎ
)

𝑛

𝑖=1

 

Où : 

      K : est le noyau qui on a choisi 

      h : est un paramètre de fenêtre   

Dans ce chapitre nous avons utilisons le noyau gaussien sur la forme : 

K(𝑥) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 (𝑥 ∈ ℝ). 

d’espérance nulle et variance unitaire. 

Le choix le plus important c’est le choix de h car tous les noyaux on donne un bon estimateur 

mais c’est on choisit le mauvaise ℎ on tombe dans un estimateur mauvis   

De plus si K est un noyau gaussien alors la valeur de h optimale noté  ℎopt 

Avec :ℎopt = 1.06𝜎𝑛−
1

5 

2-1-Algorithme de simulation  

Afin de simuler cet échantillon décrit plus haut et d’évaluer ses performances durant un 

intervalle donner, on suit les étapes suivantes : 

 

 Générer l’échantillon 𝑋𝑖 selon la loi normale. 

 Donner le nombre d’observation N de cette simulation. 

 Donner l’intervalle de l’espace simulé. 

 Choisir le noyau K(.) (Dans ce cas on a travaillé avec le noyau gaussien)  

 Choisir la fenêtre de lissage h. 

 Estimer f (x) avec leurs estimateurs. 

 Tracer le graphe des densités estimées. 
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2-2-Résultat de simulation 

 

Figure 3.1: N = 50, mu=0, sigma=0.5, h=0.242371 
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Figure 3.2: N = 500, mu=0, sigma=0.5, h=0.152926 

 

Figure 3.3: N = 5000, mu=0, sigma=0.5, h=0.096489 
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Figure 3.4: N = 50000, mu=0, sigma=0.5, h=0.060881 

2-3-Interpritation  

Quand on augmente le nombre d’observations N. On remarque que l’erreur diminue et 

l’information de l’estimation est presque là même avec l’information théorique. Les figures 

illustres cette diminution de l’erreur. En comparant les figures 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 ; on voit 

clairement que l’allure de l’estimateur Parzen-Rosenblatt se rapproche de l’allure de la densité 

de probabilité théorique quand le nombre d’observations N augmente et la fenêtre h diminue. 

En générale, les caractéristiques de performances obtenues dans les différentes observations 

de cet échantillon avec l’estimateur de Parzen-Rosenblatt sont très proches de celles 

théoriques. Plus N est grand, ce qui donne une bonne estimation de densités. 

 

3-Plan de simulation de fonction de régression 

On Considère un échantillon X(i) = 1, . . . , 𝑛 . Est une suite de variables aléatoires 

indépendantes et identiquement distribuées. Suivent une loi normale(𝑿𝒊 → 𝑵(𝝁, 𝝈𝟐)) avec N 

d’observations. 

La méthode la plus communément utilisée pour étudier la relation entre deux variables est 
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La régression linéaire simple, qui suppose un modelé de la forme : 

𝑌𝑖 = 𝑎𝑋𝑖 + 𝑏 + 𝜀𝑖 

Tel que : 

 𝜀𝑖 est un bruit blanc (𝜺𝒕 → 𝑵(𝟎, 𝟏)). 

 𝑎 et 𝑏 sont des constants à choisir. 

 

Le modèle de régression utiliser pour   cette simulation est sur la forme : 

𝑍𝑖 = 𝑟(𝑋𝑖) + 𝜀𝑖 

Avec : 

 εi représente la variation de Zi autour de Xi. 

 𝑟(𝑋𝑖) est l’estimateur de Nadarata-Watson, sa forme est : 

𝑟̂𝑁𝑊,𝑛(𝑥) =

1

𝑛ℎ
∑ 𝑌𝑖𝐾 (

𝑋𝑖−𝑥

ℎ
)𝑛

𝑖=1

1

𝑛ℎ
∑ 𝐾𝑛

𝑖=1 (
𝑋𝑖−𝑥

ℎ
)

 

 

Où : 

 𝐾 : est le noyau gaussien  

 ℎ : est un paramètre de fenêtre   

3-1-Algorithme de simulation  

Nous allons organiser les étapes de simulation comme suite :  

 Générer l’échantillon 𝑋𝑖 selon la loi normale. 

 Donner le nombre d’observation N  et les constants 𝑎 et 𝑏de cette simulation. 

 Choisir un modèle de régression  

 Donner l’intervalle de l’espace simulé. 

 Choisir le noyau K(.) (Dans ce cas on a travaillé avec le noyau gaussien)  

 Choisir la fenêtre de lissage h. 

 Estimer𝑍𝑖. 

 Tracer le graphe des régressions estimées. 
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3-2-Résultat de simulation 

 

Figure 3.5: N =50, mu=0, sigma=2, a=4, b=2, h=0.969486. 
 

 

Figure 3.6: N =500, mu=0, sigma=2, a=4, b=2, h=0.611704. 
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Figure 3.7: N =5000, mu=0, sigma=2, a=4, b=2, h=0.385961. 

 

 

Figure 3.8: N =50000, mu=0, sigma=2, a=4, b=2, h=0.243524. 
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3-3-Interpritation  

Les résultats obtenus montrent que l’information de l’estimateur par la méthode Nadaraya-

Watson dépend de la taille de l’échantillon N. 

Lorsque N augmente et ℎ tend vers zéro, la courbe de l’estimateur de Nadaraya-Watson a 

obtenu est proche d’une interpolation des points {(𝑋𝑖, 𝑌𝑖), 𝑖 =  1, . . . , 𝑛}  

  Lorsque N augmente l’estimateur de Nadaraya-Watson diminue l’erreur quadratique. 

Lorsque N augmente la courbe de l’estimateur de Nadaraya-Watson est presque une droite.  

 

 

 

 



 
 
 

 

55 

 

 

 

Conclusion 

générale 
 



 
 

Conclusion générale 56 

Conclusion générale  

Au cours de notre mémoire de fin d'études, nous avons traité les techniques de l’estimation 

non paramétrique de la fonction de densité de probabilité et la fonction de régression. Nous 

avons utilisé méthode de noyau (Parzen-Rosenblatt) pour estimer la densité et celle Nadaraya-

watson pour la régression. Ces méthodes sont particulièrement utilisées pour évaluer la 

performance de l’estimateur. 

  Ce mémoire se compose de deux parties essentielles. 

La première partie est théorique, elle correspond aux différents résultats que nous avons cités 

Dans le chapitre un nous sommes concentrés sur les méthodes d’estimation de la densité : 

La méthode d’estimation par histogramme, la méthode d’estimation simple de la densité et la 

méthode d’estimation par noyau (estimateur de densité Parzen-Rosenblatt) qui peut être vue 

comme une extension de la méthode d’estimation par histogramme. Nous avons présenté 

également, les propriétés statistiques de chaque méthode d’estimation.  

Dans le chapitre deux, nous avons présenté la méthode de Nadaraya Watson et celle de 

polynômes locaux qui est une généralisation de la méthode de Nadaraya Watson. Nous avons 

présenté aussi, les propriétés statistiques des estimateurs obtenus. 

La deuxième partie est pratique, nous avons fait des simulations pour illustrer la performance 

de notre estimateur. 

Dans le chapitre trois, nous avons vu que la courbe de l’estimateur de Parzen-Rosenblatt se 

rapproche de la courbe de la densité de probabilité théorique quand le nombre d’observations 

N augmente et la fenêtre h diminue. 

En générale, les caractéristiques de performances obtenues dans les différentes observations de 

l’échantillon par l’estimateur de Parzen-Rosenblatt sont très proches de celles théoriques. Plus N 

augmente, plus l’estimateur de densité est performant.   

Pour l’estimateur de Nadaraya Watson nous avons obtenu que : 

Lorsque N augmente et ℎ tend vers zéro, la courbe de l’estimateur de Nadaraya-Watson a 

obtenu est proche d’une interpolation des points {(𝑋𝑖, 𝑌𝑖), 𝑖 =  1, . . . , 𝑛}  

  Lorsque N augmente l’estimateur de Nadaraya-Watson diminue l’erreur quadratique. 

Lorsque N augmente la courbe de l’estimateur de Nadaraya-Watson est presque une droite.  
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Résumé  

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l’estimation non paramétrique de la densité de 

probabilité et la fonction de la régression. Dans un premier temps, nous rappelons les 

méthodes et les propriétés de l’estimateur à noyau de la densité de probabilité. Puis nous nous 

pencherons sur l'estimation de la fonction de régression. Notre étude est illustrée par des 

simulations afin de montrer la performance des estimateurs étudiés.      

 



 
 
 

58 Annexe 

  

Loi normale  

En théorie des probabilités et en statistique, la loi normale est l'une des lois de probabilité les 

plus adaptées pour modéliser des phénomènes naturels issus de plusieurs événements 

aléatoires. Elle est en lien avec de nombreux objets mathématiques dont le mouvement, 

le bruit blanc gaussien ou d'autres lois de probabilité. Elle est également appelée loi 

gaussienne, loi de Gauss ou loi de Laplace-Gauss des noms de Laplace (1749-1827) 

et Gauss (1777-1855), deux mathématiciens, astronomes et physiciens qui l'ont étudiée. 

Plus formellement, c'est une loi de probabilité absolument continue qui dépend de deux 

paramètres : son espérance, un nombre réel noté𝜇 , et son écart type, un nombre réel 

positif noté 𝜎.  

La densité de probabilité de la loi normale est donnée par : 

𝜑(𝑥)
1

𝜎√2𝜋
𝑒

−
1

2
(

𝑥−𝜇

𝜎
)

2

. 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 ∈ ℝ 

 

Densité de probabilité (ou fonction de masse)La courbe rouge représente la fonction 𝝋 , 

densité de probabilité de la loi normale centrée réduite. 

 

La fonction de répartition  de la loi normale est donnée par : 

𝐹(𝑥)
1

𝜎√2𝜋
∫ 𝑒

−
1

2
(

𝑡−𝜇

𝜎
)

2𝑥

−∞

𝑑𝑡. 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 ∈ ℝ 
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Statistique
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Bruit_blanc
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_de_Laplace
https://fr.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_probabilit%C3%A9
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_r%C3%A9el
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89cart_type
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_positif
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_positif
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_normale#D.C3.A9finition_par_la_fonction_de_densit.C3.A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_de_r%C3%A9partition
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Fonction de répartition La courbe rouge représente la fonction  𝝋, fonction de 

répartition de la loi normale centrée réduite. 

Lorsqu'une variable aléatoire 𝑋 suit la loi normale, elle est dite gaussienne ou normale et il 

est habituel d'utiliser la notation avec la variance 𝜎2 : 

𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2) 

L’espérance mathématique : 

𝔼(𝑿) = 𝜇. 

 

Variance en intégrant par parties : 

𝑉(𝑋) = 𝜎2. 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_de_r%C3%A9partition
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_normale#D.C3.A9finition_par_la_fonction_de_r.C3.A9partition
https://fr.wikipedia.org/wiki/Variable_al%C3%A9atoire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Variance_(statistiques_et_probabilit%C3%A9s)
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