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Introduction générale

Lobjet de ce document est de présenter les principaux résultats de la théories des valeurs

extrémes pouvant étre utilisés dans les problématiques assurantielles,

Par définition, les évenements rares sont des évenement ayant une faible probabil-
ité d’apparition lorsque le comportement des ces évenements est du au hasard, on peut
étudier leurs loi . Ils sont dits extrémes quand il s’agit de valeurs beaucoup plus grandes

ou plus petites que celle de servées habituellement.

Nous commencons donc par rappeler dans le premier chapitre la définition des statis-
tiques d’ordre d'un échantillon de taille n, le comportement asymptotique du maximum.
Pour cela on a introduit deux théoréme essentielle, le premier de Fisher et Tippet qui sert
a modéliser les maximums prouvés en 1928, la preuve complete a été proposée par Gne-
denko (1943), et le second de Belkema-De Han et Pickands qui sert a modélisé les exces

déterminé en 1975.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse a 'estimation de I'indice des valeurs extrémes

par des méthodes paramétriques, semi-paramétriques.

Dans le troisiéme chapitre, on a présenté des méthodes pour estimer le quantile ex-
tréme : estimateur naturel basé sur le quantile empirique, méthode des blocs (Bloc Max-
ima), méthode POT (Peak Over Threshold), estimateur de Hill, estimateur de Pickands,

estimateur des moments et ce a partir d'un modele de régression exponentielle.



Table des matiéres

Au quatrieme chapitre on introduit une mesure de risque VaR (Value at Risk) a 99%;
c’est le quantile extréme. Pour cela, on a commencé par définir la VaR puis, on a donné
des méthodes pour la calculer qui sont basé sur le méthode semi-paramétrique, la pre-
miere repose sur les k plus grandes observations d’un échantillon et détermine les trois
lois possibles des extrema (synthétisées sous le nom de loi GEV) et la seconde utilise les
observations au dela d’un seuil déterministe, nous parlons alors de méthode Peaks Over
Thresholds (PO.T).

Le dernier chapitre consiste a choisir un modele de log rendement pour estimer la VaR
et donner une application des méthodes POT, BM, a partir des données réelles. et calculer
la VaR a partir les méthodes utilisées précédemment comparerant les resultats avec celles

d’autres méthodes connues.



Chapitre 1

Geéneéralités

1.1 Statistique d’ordre

Soit X1, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de densité

f et de fonction de répartition F'.

Notons F' = 1— F(x) la fonction de survie (ou de queue).On appelle statistique d’ordre

notées X(i ), ..., X(n,n) l&s variables aléatoires ordonnées.

Définition 1.1. On appelle statistiques d’ordre notées X(i ), ..., X(nn), les variables aléa-

toires ordonnées :

min(Xl, ,Xn) = X(l,n) g X(Q’n) S S X(mn) = maX(Xl, ,Xn)

On note M, = X = max(Xy, ..., X,)

1.2 Densité conjointe de n statistiques d’ordre

Lemme 1.1. ([1]) Soit (X, ..., X,) un n-échantillon, les X; supposés indpendantes iden-

tiquement distribuées, de densité f absolument continue, alors la densité de (X1 ), ..., X(nn))

est donnée par :

n
f(X<1 eXen n))(xl, ey ) = 1! Hf(%) avec v1 < ... < x,.
i=1



1.3. Densité de la k-iéme statistique d’ordre

1.3 Densité de la k-iéme statistique d’ordre
Lemme 1.2. ([1]1) La loi de la variable X ), pour 1 < k < n est donnée par :

FX(k,n) (x) = P[X(k,n) < 55]

sa densité est :

P F(@) L - F@) (@),

ka,7z($) - (k _ 1)!(n - k)

1.4 Densité conjointe de deux statistiques d’ordre

Définition 1.2. La densité conjointe de (X(,.,), X(sn)) pour r < s est donnée par :

n!
S X () = (r—=DYs—r—1ln—-:9)!

X[F(z)] " f(z) x [Fy) = F(@)]"" " f(y)
x[1—F(y)]" .

avec —oo < <y < —+oo.

La fonction de répartition F (X, ), X(sn)) est définie par :
1) pour x > yona
F(X('r,n)vx(s,n)) (‘/E’ y) = FX(s,n) (y)



1.5. Définitions

2) pour x <yona

F(X(r,n)’X(S,n))(x7 y) = P[X'Lvn S Z, ij S y]

n S
= E , E _Plexactement r variables
s=j r=t
parmi (X, ..., X,,) sont inférieur a x,
et exactement s variables parmi

(X1, ..., X,,) sont inférieur a y.

n s n!
- ZS:]' Zr:i (r=1Dl(s=r—=1)(n—s)!

X[F(2)]" ' f(x) x [Fy) — F(x)" " f(y)
x[1—F(y)]" .

1.5 Définitions
1.5.1 Inverese généralisé
On appelle inverse généralisé de F', I'application notée F'“ définie par :

F~(p) =inf{x: F(z) > p}, pel0,1].

linverse généralisé I’ coincide avec I'inverse F~! lorsque F est strictement croissante

et continue.

1.5.2 La fonction de répartition empirique
On appelle fonction de répartition emprique associée a un échantillon (X3,..., X)), la

fonction F,, définie par :

1 1
Fy(z) = ” ZI{Xka} = Card{k e {1,...n}: X, <z}.
k=1



1.5. Définitions

0 siz < X1

1/n si X1y <@ < Xam)

2/n si X S @ < X
Ey(z) =

k/n $i X(gn) < T < X(gs1m)

1 siz > Xn)

ou [ désigne la fonction indicatrice.

1.5.3 Point terminal

Le point terminal d’une distribution F est défini par :
zp=sup{r € R: F(z) < 1}.

1.5.4 Convergence de la fonction de répartition empirique

Théoréme 1.3. (Glivenko-Cantelli) [6] Soit (X,,, n € N) une suite de variables aléatoires

réeles indépendantes et de méme loi F', alors

lim sup|F, (x) — F (z)] =0 p.s.

n—-ao LBGR

1.5.5 Quantile d’ordre p

On appelle quantile ou fractile d’ordre p, le nombre défini par :
z, =inf{zr e R: F(z) > p}.
Si F est strictement croissante et continue, alors z, est 'unique nombre réel tel que :

F(z,) = p.



1.5. Définitions

1.5.6 Fonction quantile de queue

La fonction quantile de queue est définie par :

1
U(t):FH(1—¥> avec 1 <t < oo.

F< étant I'inverse généralisé de F.

1.5.7 Quantile extréme

On appelle quantile extréme, le quantile d’ordre (1 — p), défini par :

r, = inf{zeR:F(x)>p}
= F7(1-p).

ou p proche de zéro.

1.5.8 Quantile emperique

La fonction quantile empirique de I’échantillon (X, ..., X,,) est donnée par :

Qulp) =F,'(p) =inf{z €R: F, () >p} avec0 < p < 1.

n

La fonction quantile empirique de la queue correspondante est définie par :

1
U(t):FH(l—z) avec 1 <t < o0

Définition 1.3. Soit (X, ..., X,,) un échantillon issu d’une loi F et (X1 ), ..., X(n,n)) Uéchantillon
ordonné.

Soit p € |0,1[ , On appelle quantile empirique d’'ordre p, la variable aléatoire notée
X (np.n) définie par :

Xnpn) T Xp+1,n)

R 2
X(npn) =

sinp e N

X([anLn) sinon



1.6. Comportement asymptotique du maximum

ol [np] désigne la partie entiére de np.

En particulier X /2141, est la médiane empirique.

1.6 Comportement asymptotique du maximum

Dans cette section, on va s’intéresser au comportement asymptotique du maximum d’un
échantillon. On introduit, dans la partie (1.6.2) un critere décrivant les limites possibles

d’'un maximum. On rappelle au préalable la défintion de telles fonctions et on donne

quelques propriétés.

1.6.1 Distribution du maximum

La fonction de répartition de M,, est donnée par :

Fu, = P(M,<z)=(F(x))"
Osiz <zp
lim Fy, = lim (F(2))" =
1siz > ap

La loi asymptotique de M,, est dégénérée. Pour cette raison, on essaie de trouver des

constantes a,, et b, de telle sorte que la loi du maximum normalisée, c’est a dire la loi de

M, — b, )
—— ne le soit plus.
Qp,
M. —
Notons Y, = My = bn avec a, € Retb, > 0.
G,
M, — b,
Fy, () = (P {—} < :c) = (F(apz +b)"
G,
On étudie

lim Fy, (z) = lim (F(a,x + b,))"

n—oo n—oo

Définition 1.4. On appelle loi asymptotique des extréme, loi de la v.a Y telle que :

M, — b,
Y, =—r_—" Ly

G

8



1.6. Comportement asymptotique du maximum

On pose deux suites (a,)n>1, an > 0 et (b,)n>1, by, € R telle que :
Fy, (anz +b,) — H(x) quand n — oo (1.6.1)

en tout point de x de continuité de H, ott H est la fonction de répartition de Y.

1.6.2 Théoreme de Fisher-Tippet

Théoreme 1.4. [6] S’il existe deux suites (a,)n>1, an > 0 et by, b, € R tels que :

lim Fy, (apz +b,) = H(x).

Tr—00

Alors H est non dégénirée et elle est soit de type :

Type I : Fréchet
0 siz <0
P, (z) =

e ™" six>0

Type II : Weibull
e~ (2" siz <0
Vo(z) =
1 sizx >0

Type III : Gumbel
Alz) = ¢, z€R
avec ®,, V,, A sont des lois limites possibles pour le maximum.

Exemple 1. Supposons données, n variables aléatoires X1, ..., X,, indépandentes identique-
ment distribuées de fonction de répartition commune F.

Supposons F suit une loi exponentielle de parameétre 1, c’est a dire :
F(z) =1—exp(—x).

Soit Fy la fonction de répartition de la variable Y avec Y = M,, — log(n), alors



1.7. Représentation de Jenkison-Von mises

Fy(z) = P[M, —log(n) <]
= P[M, <z +log(n)]
= (P[X < x+log(n)])"

= (1 —exp(—x —log(n)))"

_ (1 _ %exp(—x))n
— exp <n log (1 —~ %eXp(—SC))>

~ exp(—exp(—z)) quand n — oo

= A(x).

(Mn — bn)

Qn,

Prenons a,, = 1, b, = log(n), alors tend asymptotiquement vers la loi de

Gumbel.

1.7 Représentation de Jenkison-Von mises

Il est possible de rassembler les trois familles de lois en une seule famille paramétrique
H

1 . . 3 N V4 /4 . 7
noc(x), & € Rtelle que £ = —. Cette famille est dite loi de valeurs extrémes généralisées
a

(GEV : Generalized extreme value distribution).

exp |- (1+§(‘”—“>)}_5 S0
exp -— exp <—< >

¢

Q

Hu,o,é(x) =

8
|
=
~__
~_
| I
“.
o
I
(@)

Ou p est un parametre de localisation, o est celui de dispersion, ¢ le paramétre de

queue et H, est définie sur 'ensemble D.

g

T — 1
D:{xeR:[1+§( “)5]}.
On peut écrire cette fonction de répartition sous la forme suivante :

10



1.8. Le domaine maximal d’attraction et les constantes de normalisation

exp[—(1+ £x)]_% si¢#0avecl+&xr >0
Hyoe(z) =
exp|— exp(—x)] sié=0

Remarque 1.1. 1. Si £ = a~! > 0, on obtientra distribution de Fréchet.
2. Si £ = —a~! <0, on obtient la distribution de Weibull.
3. Si £ =0, on obtient la distribution de Gumbel.

— Welbull H-05.0.1) T

o | — — [Frechet H[0.5,0,1) =

O
N
r = _

o

=

= | | | | |

4 2 0 2 4
£

Figure 1.1: Fonction de répartition des valeurs extrémes généralisées GEV H,, , ¢ Fréchet
(& = 0.5), Weibull ( £= 0.5) and Gumbell (£ = 0).

1.8 Le domaine maximal d’attraction et les constantes de

normalisation

1.8.1 Le domaine maximal d’attraction (MDA)

Une variable aléatoire X appartient au maximal d’attraction d'une fonction H, ,¢, et on

note F' € MDA(H,,¢) il existe deux suites a,),,~1, an > 0 et (b, ),>1, b, € R tels que :

11



1.8. Le domaine maximal d’attraction et les constantes de normalisation

lim FM" (anx + bn) - Hu,a,f (I’) .

T—00

en tout point = de continuité de H, , ¢ ().

1.8.2 Caractérisation des Domaines d’attraction

Nous voyons que les trois distributions de valeurs extrémes sont tres différentes en terme

de maximum domaine d’attraction :

e Dans le max-domaine d’attraction de la distribution Gumbel, nous trouvons des dis-
tributions dont la fonction de survie décroit vers zéro a une vitesse exponentielle

(exponentielle, Normale, Gamma, W eibull, etc).

e Dans le max-domaine d’attraction de la distribution F'réchet, nous trouvons des dis-

tributions a queue lourde (Cauchy, Pareto, Student,etc).

e Dans le max-domaine d’attraction de la distribution Weibull, nous trouvons des dis-

tributions dont le point terminal est fini (Uniforme, Beta, etc).

Définition 1.5. (Fonction a variation lente) L est dite a variation lente si :
Lt

o Lt2)

e L(D)

= 1.

Exemple 2. f(z) = log (z)

log(t 1
im og(12) = lim [ 1+ o8(2) =1
t—oo log(t) t—00 log(t)

dong, la fonction log est a variation lente.

1.8.3 Condition nécessaire et suffisante de convergence
Domaine maximal d’attraction de Fréchet

F appartient au domaine maximal d’attraction de Fréchet ssi F71(1) = +oo et Ja > 0 tel

que :

. 1= F(tz) _
lim — ) — g yp >0,
e 1-F@) Lo T

On peut écrire,

%= —log®,(x)

12



1.8. Le domaine maximal d’attraction et les constantes de normalisation

Domaine maximal d’attraction de Weibull

F appartient au domaine maximal d’attraction de Weibull ssi

F1(1) < +ooetJa >0 et

1 FPFET() - &)
T FEm g ¢ 0

On peut écrire,
%= —log¥,(r)

Domaine maximal d’attraction de Gumbel

F appartient au domaine maximal d’attraction de Gumbel ssi
E[X=X>c <+occetVe< F(1)et
1-F({t+zE[X —t/X >1])

li =e v 0.
—E () 1—F(t) “ v

De méme,

e " =logA,(x), VzreR.

Le domaine maximal d’attraction et les constantes de normalisation

1.8.4 Constantes de normalisation

Loi

On choisir les constantes de normalisation a,, et b, afin que : a,'(M, —b,) — Y

Théoreme 1.5. ([1]) On peut choisir des constantes a,, > 0 et b,, € R telle que (1.6.1) soit
vérifiée de la maniére suivante :

1
1. b, =0, an:F_l(l——) siH=9a.
n

1
2. b, =F1(1), a,=F1'1)-F! (1 — —) siH =,
n
1

b, =F1'1-—], a, = FE(X —a,/X > a,) si H=A.
n
1 1
ou bien an = F~1 (—) — 1 (1 — —) )
ne n
De plus, si :
d 1 1
lim —(—)=0 db, = .
zﬁzgfnl(l) dz (h(x)) »yon pren nf(a,)

13



1.9. Distribution des exces

1.9 Distribution des exces

Nous supposons une suite d’observations Xi, ..., X,, indépendantes identiquement dis-
tribuées, de fonction de répartition F' et xx un point terminal. Alors, pour un seuil u < zp

fixe, on définit la variable w; = X; —u,i =1, ..., n, I’exces au dessus du seuil u.

La fonction de distribution des excés de X au-dessus du seuil u est :

F(zx 4+ u) — F(u)
1— F(u)

Fu(x):P(X—ugx/X>u):F( >p0ur0§az§xF—u.

1.10 Distribution de Pareto Généralisée (GPD)

La distribution de Pareto généralisée, joue un role essentiel dans la modélisation des exces.

Définition 1.6. Une distribution G¢ s est dite de Pareto généralisée de paramétre £ € R et

B > 0 si elle s’écrit :

Pt

1-— <1+%x> siE#0
Gep(r) =

1 —exp (—%) siE=0

Cette distribution est définie pour :

x>0 si&>0.

0§x§—§ sté<O.

Le paramétre £ est le méme d’'une GEV, le S est lié a o par = o(x — u).
¢ : parameétre de forme (queue).
5 : parameétre d’échelle.

1

=0 c’est la loi est exp ()\ = E) .

Cas particulier, lorsque

§=—1  Cestlaloi Uypg.
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1.11. Théoréme de Balkema-De Haan-Pickands

1.11 Théoreme de Balkema-De Haan-Pickands

Le théoréme suivant fait le lien entre le comportement asymptotique de la distribution des

exces et la loi de Pareto généralisée.

Théoreme 1.6. Soit F, la distribution des exceés, lorsque le seuil u tend vers le point terminal
Tp,ona:

lim  sup |Fu(z) — Gepu(x)| =0.

U—TF 0<g<zp—u

ol $(u) une fonction positive mesurable.

Exemple 3. "La loi exponentielle"
Soit F(x) = (1 — 671)1{z>0} (33)
1—Fluty) et
1—F(u) e
On retrouve La loi exponentielle qui est également la loi GPD de paramétre £ = 0 et

By = u.

et P X >u+y/X >ul = =e Y, y>0

Exemple 4. "La loi Pareto"
Considérons la loi de Pareto, de fonction de queue 1 — F(x) = cx=® ot ¢ > 0, a > 0.

Posons [3(u) = wou b > 0, de telle sorte que :

F(u+ ubz) — F(u)

ot — c(u+ubz)™®
= 1-( —l—C;)Lz)’“.

1
En posant £ = — > 0 et b =&, la limite est alors la GPD de parameétre &.
a

1.12 Propriétés de la GPD
g

1
1) Si¢ > 0 la distribution G¢ g(z) est la Pareto usuelle avec o = ¢ etk ==

§

e

Geplx) = 1—(1+%’3)_

- 1_(m)ézl_(%)ézl_(ﬁ/i/fx>é'

15




1.13. Sélection du seuil

2) Si ¢ =0, la distribution Gy () est une distribution exponentielle.

1
13

: o £\
%I_I%Ggﬂ(l’) = hml—(l—l-gm)

§—0

= l—exp (—hm (%D

= 1- éii%exp (—%) log (1 + %x)

log (1 + éx)
= 1—exp (—%) = Go(x)

3) Si¢ < 0 cest la loi de Pareto de type 1I.
4) Gep € MDA(H,) pour tout £ € R.
Soit £ > 0, On sait que si F € MDA(H;) alors F = x_%L(x).

1.13 Sélection du seuil

Lestimation des parametres de la distribution GPD pose le probleme de la détermination
du seuil u, le seuil ne doit pas étre trop grand car il faut suffisamment de données pour
avoir une bonne précision des estimateurs. La technique graphique est la plus utilisée

pour estimer u.

Définition 1.7. On appelle fonction d’excés moyenne (mean excess function) la fonction e(u)
définie par :
e(u)=F[X —u/X>u] 0<u<oo

Un estimateur empirique de cette fonction est donné par :

n

> (Xi—w)t

é(u) = =

Z 1(Xi>u)
=1

16



1.13. Sélection du seuil

ou (X;—wu)t =sup(X;—u,0)

Supposons données les observations X1, ..., X,,, on trace graphiquement é(u) en fonction
de u et on choisit le plus petit u de maniére a ce que é(u) soit approximativement linéaire
pour tout x > u.

La fonction moyenne des exces empiriques sous la transformation affine s’écrit pour x <
T, comme Suit : R

é(u) = i*i G+&,>0

Trois cas peuvent alors se présenter :

1) Si a certain seuil, la fonction moyenne des exces empirique est marquée par une
pente positive, alors les données suivent une distribution de Pareto généralisée avec un

parametre £ positif.

2) Si la fonction moyenne des exces empirique présente une pente horizontale, les

données suivent une distribution exponentielle.

3) Si la fonction moyenne des exces empirique est décroissante, on a une distribution

bornée a droite.
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Chapitre 2

Estimation de I’indice des valeurs

extremes

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a I’éstimation de I'indice des valeurs extrémes.
Cet estimateur noté &, joue un rble essentiel dans le comportement de la loi des ex-
trémes. Il existe plusieurs méthodes d’estimation : paramétrique, semi-paramétrique,

graphique, etc ...

2.1 Estimation par des méthodes paramétrique

Estimateur de maximum de vraisemblance

Cette méthode notée E.M.V est fréquemment utilisée en statistique. Lestimation par le
maximum de vraisemblance donne des resultats asymptotiques efficaces, et les estima-

teurs obtenus convergent sous certaines conditions vers les vraies valeurs des parameétres.

Soit (Y7, ..., Y,,) un n-échantillon, les Y; supposé indpendantes identiquement distribuées,

de densité hy ou 0 = (i, 0,&).

Lexpression de la fonction de vraisemblance est donnée par :

00 = (,0,8); (Y1,....Yn)) = Hhe(yi)

Cestimateur ¢ est donné par la résolution du systéme suivant :

18



2.1. Estimation par des méthodes paramétrique

Olog/
00 =0

92 log £(0)

2(0) <0

Dans le cas ou £ = 0 (loi de Gumbel), la fonction log de la vraisemblance égale a :

log £(6 = (1,0,€), (Y1, .., Ya)) = —nlogo — Y exp (_yi ; M) P
=1

- o
=1

En dérivant cette fonction relativement aux deux parametres, nous obtenons le sys-

téme d’équations a résoudre suivant :

([ Olog ¥/ Y — 1t Yi — M
— _— ———1 —
0<:>n+; - {exp( - )} 0

do
dlogl - Yi — 1
| o :O@n—;exp(—T):O

La résolution de ce systeme est relativement difficile et n’admet pas en général de
solutions explicites. Dans ce cas, on fait appel a des méthodes d’optimisation numériques

(c’est ce qui est fait par exemple la fonction fgev du package R evd)

Exemple 5. (Estimation de ¢ de la GPD) Une fois le seuil optimal choisi, on construit une
nouvelle série d’observations au dessus de ce seuil, et la distribution de ces données suit ap-
proximativement une distribution généralisée de Pareto.

La densité de la distribution GPD s’écrit :

Be(f+ex) e siE#£0
gep(x) =

B exp (—%) siéE=0

Le logarithme de la fonction de vraisemblance que nous maximisons est de la forme :

log (&, B, X1, ..., X)) = —nlog B — (1 + %) Zlog (1 + %X,)
i=1
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2.2. Estimation par des méthodes semi-paramétrique

En pose que 7 = é, Uannulation des drivées partielles des logarithmes de la fonction de
vraisemblance conduit au systéme :

E= > log(1+7X) = &(7)

=1

1 1 1\ & X
=14+ .
T n(Jrg)Zl—i-TXi

=1

\
Lestimateur du maximum de vraisemblance de (£, T) est <§ =¢ (7) ,%) , ol T est solution

de : N

1 1 1 -

et D B s s
Cette derniére équation se résous numeériquement de maniere itérative pour autant que l'on
dispose d’une valeur initiale To pas trop éloignée de 7. En pratique cette valeur initiale pourra
étre obtenue par la méthode des moments (pour autant que ceux-ci existent jusqu’a Uordre
deux) ou par la méthode des quantiles. Hosking et Wallis ont montré la normalité asympto-
tique des estimateurs du maximum de vraisemblance :

ﬁ(é—&,g—l) ~ N0, M 1), n — oo

ol M '=(1+¢) <1+g _1>
-1 2

Remarque 2.1. Ce résultat permet, en particulier; de calculer les erreurs approximatives

d’estimation commises par les estimateurs du maximum de vraisemblance.

2.2 Estimation par des méthodes semi-paramétrique

Le méthode que I'on a vue exige que les variables soient distribuées exactement selon Hj.

La famille de lois H, est de nature totalement paramétrique.

En revanche, les estimateurs que I'on propose par la suite s’appliquent a des échantil-
lons dont la distribution n’est plus Hy, mais qui appartient au domaine maximal d’attraction

de H. La nature est par conséquent semi-paramétrique.

Si on se restreint au domaine d’attraction de Fréchet ou on a la caractérisation



2.2. Estimation par des méthodes semi-paramétrique

avec L une fonction a variation lente et £ > 0. Cette fonction comporte :
. Ve . _1 7 7 7
— une partie paramétrique =~ ¢ ne dépendant que d’un paramétre réel.

— une partie non-paramétrique L sur laquelle on sait seulement que :

¥ L(tz)
S L(1)

=1, pourz > 1.

2.2.1 Estimateur de Hill

Définition 2.1. Soit (X1, ..., X,,) un échantillon de variables aléatoires i.i.d de fonction de
répartition F avec F € M DA(Hy) et £ > 0.

Lestimateur de Hill est défini par :
1 F
Hkm = kH;«Lll = E ZlogX(nfiJrl,n) - lOgX(nfk,n% pour ke {L sy T 1}
=1

2.2.1.1 Construction de P'estimateur de Hill

Il ya plusieurs approches pour construire I'estimateur de Hill

Approche par EMV ([12])

On considere une suite de variables aléatoires i.i.d de loi de Pareto de parameétre o > 0,

de fonction de répartition est donnée par :

Flz)=1—2z"“pourz >1

alors fl@)=az™ "t siz>1
On veut trouver I'estimateur du maximum de vraisemblance (E.M.V) de « pour cela,
on donne L(.) la fonction de vraisemblance et les dérivées du logarithme de la fonction

vraisemblance par rapport a a.

L(z1, g, ..y tpy, ) = H f(w;)
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2.2. Estimation par des méthodes semi-paramétrique

(
Olog L (z1,x,...,Tn, ) 1
Oa T a Zlngi

9%log L(x1, 29, ..., Ty, ) M
( dor? a?

. . : 1 .
Festimateur du maximum de vraisemblance de — et donc la statistique :
o

Ll 1<
T=- ; log X; = — ; log X (i.n)
Une généralisation concerne
Flz)=Cx™*, >0

Si on pose C' = u® avec = > u > 0 on obtient de 'F.M.V de « :

—1 —1
1 — X 1 —
A= (=31 : ==Y log X;, —1

2.2.1.2 Propriétés de ’estimation de Hill

1. Convergence en probabilité

Théoréme 2.1. [4][6] Soit (X1, ..., X,,) un échantillon de variables aléatoire i.i.d de fonc-
tion de réprtitition F avec F € M DA(H¢) et £ > 0.
Soit (k(n))n>1 une suite d’entiers telles que 1 < k(n) <n
k(n) — oo

. ~H
Si et alors &,
k(n)
—_— —

n

n) L ¢ lorseque n — oo
2. Convergence forte (presque siir)

Théoréme 2.2. [4][6] Soit (X1, ..., X,,) un échantillon de n variables aléatoires identique-
ment distribuées de fonction de répartition F avec F' € M DA(H¢) et £ € R.

Soit (k(n)),>1 une suite d’entiers telles que 1 < k(n) <n
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2.2. Estimation par des méthodes semi-paramétrique

kn) . o
n ~
Si alors &y —— & lorsque n — oo
k(n) o
_ M
log(log(n))

3. Normalité asymptotique

Théoreme 2.3. [4][6] Soit (k(n)),>1 une suite d’entiers telles que 1 < k(n) < net
@ — 0
n
Si la condition du second ordre est satisfaite avec +/k(n)A (ﬁ) — 0
quand n — oo, alors k(n)(é’g(nm) — &) N N(0,&?)
Ce dernier nous permet de calculer Uintervalle de confiance pour é‘gﬁ(n)jn) = (£« %).

2.2.2 Estimateur de Pickands

Définition 2.2. Lestimateur de Pickands est défini par :

1 X(n—k+1 n) — X(n—2k+1 n)
€P n — ]_Og ( ’ : 9 5 G R
(k;n) log 2 X(n72k+1,n) - X(n74k+1,n)

Lestimateur de Pickands utilise les 4k statistiques d’ordre supérieur et donc la suite k(n)

doit rester inferieure a 1

2.2.2.1 Construction de ’estimateur de Pickands

1\~ f
Soit U(z) = (1——F(:c)) et posons ¢,((z) = /utldu x >0, t € R. De Haan (1984)

montre que la relation est vérifiée ssi

o Ulta) ~U() _ pe()
n—oo Uty) —U(t)  ¢¢(x)

pour tout z,y > 0, Y # 1. (2.2.1)

En remplacant dans (2.2.1) U par U, = [1/1 — F,]~ (F,, étant la fonction de réparti-
1

tion empirique), t par —, = par = et y par 2, on a pour n suffisamment grand

2k 2
X n— n) — an n
o ( (n—k+1,n) (n—2k+1, )> —1. (2.2.2)
X(n—2k+1,n) - X(n—4k+1an)
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2.2. Estimation par des méthodes semi-paramétrique

Lestimateur de Pickands fgm) est alors la solution de I'équation (2.2.2). Une expli-
cation possible a cela est que 5@771), qui utilise I'information apportée par des distances
entre deux statistiques ordonnées n’utilise pas le maximum de I'échantillon X, ), ce qui

implique une perte d’information sur la queue de distribution.

2.2.2.2 Propriétés de I’estimation de Pickands
1. Convergence en probabilité

Théoreme 2.4. [4][6] Soit (X1, ..., X,,) un échantillion de variables aléatoire i.i.d de fonc-
tion de réprtitition F' avec FF € MDA(H, ,¢) et £ > 0.

Soit (k(n))n>1 une suite d’entiers telles que 1 < k(n) <n

k(n) — oo
Si . et alors é’ﬁc(n)m) L ¢ lorseque n — oo
™),
n

2. Convergence forte (presque siir)

Théoréme 2.5. [4][6] Soit (X1, ..., X,,) un échantillon de n variables aléatoires identique-
ment distribuées de fonction de répartition F avec F € MDA(H, ,¢) et £ € R.

Soit (k(n))n>1 une suite d’entiers telles que 1 < k(n) <n

k) _ .
" 2 S
Si alors &y n — & lorsque n — occ.
k(n)
— 0.
log(log(n))

3. Normalité asymptotique

Théoreme 2.6. [4][6] Sous des conditions additionnelles sur la suite k(n) et la fonction de

répartition F, on a :
\/E(Sf;n) —£) N N(0,u(&)) lorsque n — oc.

ol

£ +1)
(2(2¢ — 1)log 2)?’

v(§) =
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2.2. Estimation par des méthodes semi-paramétrique

2.2.3 Le choix du nombre k

La difficulté consiste a choisir le nombre £ de statistiques d’ordre a utiliser. Les résultats
concernant les estimateurs de l'indice des valeurs extrémes sont asymptotiques : ils sont
obtenus lorsque k — oo et k/n — 0. Comme en pratique, on ne dispose que d’'un nombre
d’observations n fini, il s’agit de choisir £ de maniére a ce que I'on dispose de suffisamment

de matériel statistique tout en restant dans la queue de distribution (k << n).

2.2.3.1 Méthode graphique

c’est une méthode la plus simple pour la détermination de k. Elle consiste a tracer le
graphe (k, &) )

et de prendre la valeur ou (%, ékH(n),n) devient horizontal. Cet estimateur est valable
seulement dans le domaine d’attraction de Fréchet c’est a dire si £ > 0. Pour généraliser
aux autres domaines d’attractions, différents estimateurs ont été proposés, entre autres

Pestimateur de Dekkers-Einmahl-de Hann et 'estimateur de Pickands.

=
_— Hil
|J —————— DEdH
—_— Flckands
= il
fli
1 l‘ JH,'
M_ | e -
= g 5 T \'kf i ST
_ L e L s Y F T, A e D e e e e
,5||’..,|b"r'-‘~ i
wr | .'r.
= 4
i¥
if
=
=
-] 100 =00 =00 400 =00

Figure 2.1: Le graphe de (k, & k(n),n) Pour les diffirents estimateur de ¢ .

2.2.3.2 Méthode analytique

Il est nécessaire pour donner une précision a I'estimateur (ka(n) ), de calculer l'erreur

moyenne quadratique (MSE), elle est en fonction de & :
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2.2. Estimation par des méthodes semi-paramétrique

= biais2(ék(n)7n) + U(lr(ék(n),n)'

Le choix optimal de k, correspond a minimiser MSE. Concernant I'estimateur de Hill
pour des fonctions appartenant au domaine d’attraction maximale de Fréchet, de Haan
et Peng en 1998 ont proposé de retenir le nombre observation k,,; qui minimise l'erreur

moyenne quadratique de I'estimateur de Hill. i.e.

14 2%/ (%5

1/(26+1)
) (%) si0< &< 1.

kopt -

2n?/3 sié> 1.

2.2.3.3 Procédure numérique

Il existe plusieurs algorithmes de procédures adaptives pour trouver un estimateur fcopt de
kopt .

~

kopt

. 1 quand n — oo.
kopt

alors & (fope,m) COIIVETgE asymptotiquement vers 3 (kopt1) "
Remarque 2.2. — Si k est petit, & (k. Utilise peu d’observations et on a une grande variance.
— Si k est grand, le biais est grand, la variance est petite.
Pour une meilleure exactitude, le nombre de statistiques d’ordre utilisées dans les procédés

d’estimation doit étre intermédiaire, C’est a dire, ni trop petit ni trop grand.

2.2.4 Estimateur basé sur les graphes de mean exces plots (MEP)

Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F et d’espérance finie ; la

fonction moyenne des exces (mean exces function) de X est définie par :

e(u) = E[X —u/X >

1 -
= F(u)/u F(y)dy pour wu > 0.
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2.2. Estimation par des méthodes semi-paramétrique

Le MEP correspond au graphe associé aux points (u, ex(u)).
Si F e MDA(H,) avec ¢ > o, alors on peut écrire

erog x (logu) = Ellog X —logu/X > u] — & n— oo

En remplacant u par X ;1) dans I'expression précédente, on montre que ejqg x (X (k+17n))

est un estimateur consistant de £ On en déduit que :

~

5 = €log X (X(k—i-l,n)) .

27



Chapitre 3

Estimation des quantiles extrémes et de
la Value at Risk

3.1 Estimation des quantiles extrémes
On désire estimer z, le quantile d’ordre (1 — p) quand p est petit. Si la fonction de réparti-
tion F' est continue strictement croissante, cela revient a résoudre '’équation F'(z,) = 1—p.

Définition 3.1. Soit X1, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

i.i.d de fonction de répartition commune F. On définit le quantile extréme par :
-1
z, =F7(1—p).

avecp — 0, np — cpourn — ocoetc >0

3.2 Méthodes d’estimation d’un quantile extréme

Plusieurs méthodes d’estimation d’un quantile extréme ont été proposées dans la littéra-
ture, principalement la méthode des blocks (Block maxima noté BM), qui modélise la
distribution des extrémes par la loi des extrémes généralisées (GEV) et la méthode POT
qui modélise la distribution des exces au-dessus d’'un seuil élevé par la distribution de

Pareto généralisée (GPD), méthode du régression et méthode du Q.Q-plot, ect ...

3.2.1 Meéthode des Blocs

C’est une méthode qui est basée sur le théoreme de Fisher-Tippet,en supposant que I'échantillon

de maximum suit exactement une loi GEV'.

28



3.2. Méthodes d’estimation d’un quantile extréme

3.1.1.1 Construction des blocs

On divise I'échantillon (X7, ..., X)) en k blocs de méme taille n (soit N = nk).
Le j¢ bloc est défini par (X(j_1)nt1, -, X(j—1)n+n), il faut que la taille » et et nombre
de bloc soient suffisament grands.

On calcule le maximum M, ; de bloc j défini par :

Mn,j = Inax {X(jfl)ner s X(jfl)nJrn} y J= {17 ) k} :

3.1.1.2 Estimation des parametres de la GEV

Lestimation des parametres &, i, o est éffectuée par les méthodes suivantes:
- Méthode de maximum de vraisemblance £.M.V
- Méthode des moments
- Méthode des moment pondérés (PW M)

3.1.1.3 Estimation du quantile de la GEV

11 suffit d'inverser la fonction H,,, ¢ pour obtenir le quantile z, = H, . (1 — p).

u—%{l—(—log(l—p»f} si € #0.

p— olog{log(l —p)} si £=0.

le parametre ¢ étant inconnu, on le remplace par leur estimateur

1. En utilisant 'estimateur de Hill

Considérons les fonctions de répartition appartenants au domaine d’attraction maximal

de Fréchet (£ > 0), alors la fonction de survie peut se mettre sous la forme :

Ou L est une fonction a variation lente.

On peut donc écrire :




3.2. Méthodes d’estimation d’un quantile extréme

et en considérant que le rapport des fonctions a variation lente et proche de 1, on

trouve :

s

— T N

On déduit de cette expression un estimateur de F'(x) pour x > X, ) :

k— T 18
—F(X,_
P (X)

~H n &
T, = Xn (E(l —p))

Bl
I
|

3.2.2 Méthode POT (Peak Over Threshold)

C’est une méthode qui est basée sur 'approximation de la distribution des exces par la loi
de Pareto généralisée.

La méthode consiste a suivre les étape suivantes :

1) Soit (X3, ..., X,,) un échantillon, on choisit un certain seuil élevé u. Notons N, le
nombre d’observation qui dépassent le seuil u.

On définit les v.a des exces Y; = X; — u > 0.

2) Soit (Y73, ..., Yy.) un échantillon des exces au dessus du seuil u, de distribution con-

ditionnelle :

Fla+u) - (1)
1— F(u)

F z)=PX —u<z/X >u|=

Le théoréme de Belkema-De Haan-Pickands nous donne I'approximation de cette distri-

bution :

Fu(x) = Gep(x), >0, u— 00

Ou encore

Fo(r)~Gep(x), >0, u— 00

3) La loi F peut se décomposer de la maniere suivante :
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3.2. Méthodes d’estimation d’un quantile extréme

F(z) = P[X > u] x F,(x +u)+ P[X <u|, pourz >u
Cette distribution peut étre estimée par :
F(z) = (1 - Fy(u)) x G p(z) + Fo(u), pourz >u
Ou F),(u) est la fonction de répartition empirique au point u, tel que :
Fy(u)=1-——*
() =1-=

Donc F est la loi GPD de parametres :

¢ = ¢
B = B(l— Fy(u))
et R
p .
p 7 (- Fu)*-1)

on peut écrire aussi :

Pestimateur résultant pour la queue F(z + u) prend la forme :

%(a:—i—u):% (1—1—%)

I

et

D’ou

- N, Lz —w\ ¢

4. Finalement, on inverse la fonction définée avant et ’estimateur du quantile extréme

est donnée par :
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3.3. Estimation de la VaR

On obtient

(N%(l —p)> h = 1] :

Remarque 3.1. Cette méthode présente un avantage par rapport a la méthode des blocs, en
ce sens qu’il est plus facile d’avoir un échantillon d’excés que des maximum. Dans la pratique,

on remplace v par X,,_y1, qui représente la k plus grande observation de léchantillon
(X1, ey X))

3.3 Estimation de la VaR

Le risque de marché correspond a un risque de perte des portefeuilles des investisseurs dii
aux variations des marchés financiers : marchés des instruments de base (actions, oblig-
ations, devises, matieres premieres), mais aussi marchés des produits dérivés (contrats a
terme, options). Pour gérer le risque de marché, il faut donc mesurer de maniére précise

ce risque extréme. La mesure qui répond a cela est la VaR (Value at Risk).

3.4 Définition de la VaR

Définition 3.2. Soit 0 < p < 1, F est la distribution de la perte X d’'un investissement dans
une période de temps donnée. Les valeurs typiques pour 1—psont 1—p = 0.95et 1 —p = 0.99.
La VaR est le quantile d’ordre 1 — p défini par :

VaR, = F'(1 - p)

ot F'~1 est la fonction inverse de F (dans le cas ot I n’est pas inversible, on utilise

Uinverse généralisé). Notons :

z, = F'(1-p)
= inf{z € R: F(z) >1—p}
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3.5. Estimation de la VaR par la théorie des valeurs extrémes

3.5 Estimation de la VaR par la théorie des valeurs ex-

trémes

Il existe plusieures méthodes pour estimer la VaR, On s’interesse aux méthodes semi

paramétriques.

La VaR est un quantile extréme. Dans le chapitre précédent, on a cité différentes

méthodes pour estimer ce quantile extréme.

3.5.1 VaR par la méthodes des blocs

Supposons que 1’échantillon des maxima suit exactement une loi GEV'; Le quantile ex-
tréme z, (voir 3.1.1) estla VaR.

En remplacant le parametre par son estimateur :

1. Approche par Pestimateur de Hill

Le quantile extréme est donnée par :

n n,k

= Xk (l{:(l —P)>

- Xnk+Xnk{<%(1—p)>_H’ —1}

=
® 3

Résultat obtenu dans (chapitre 3, section (3.3)).

Lestimation de la Value at Risk est donnée par la formule suivante :
— n - Ek
VaR = Xo_i + Xos (E“ - p)) 1

ol £}/, est lestimateur de Hill.

2. Approche par I’estimateur de Pickands

oo\
i) !
VaR, = of, = ~- L

1— 2_£P (X(nfk+1,n) - X(n72k+1,n)) + X(nkarl,n)

ot ¢ est 'estimateur de Pickands .

33



3.5. Estimation de la VaR par la théorie des valeurs extrémes

3.5.2 VaR par la méthode POT

La VaR n’est rien d’autre qu'un quantile extréme calculé a partir de la loi asymptotique
des extrémes (Distribution de Pareto Généralisée G P D), obtenue en modelisant les pertes
(ou profits) extrémes par la méthode des exces. Ainsi, la VaR, correspondant au modele
G PD inconditionnel, pour un horizon donné 7" et une certaine probabilité p, ou de facon

équivalente a un niveau de confiance typiquement 1 —p =0.95et 1 —p = 0.99 est :

(Nﬁu (1 —10))_é - 1]

ol ¢ et 3 représentent les estimateurs des parametres de la loi GPD.

va%:u+§
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Chapitre 4

Application

4.1 Introduction

La VaR (Value at Risk) est tres utilisée dans les milieux financiers. Elle permet de mesurer
la perte maximale liée a une position de marché, sur une fenétre de temps particuliere
(par exemple une période de temps de t a ¢t + h) et pour un niveau de probabilité donné
en supposant que 'on connaisse la loi du rendement du portefeuille ; Dans le cadre d'une
probabilité égale a 95%. Cela signifie simplement que dans 95% des cas, la perte ne
devrait pas dépenser cette mesure de risque.

De plus la VaR repose sur I'idée de coupler le montant des pertes (quantification brute)

et la fréquence des pertes (prise en compte du risque).

4.2 Indice S&P500

Le S&P500 est un indice boursier basé sur 500 grandes sociétés cotées sur les bourses
américaines.

Findice S&P500 a été crée en 1920, il est possédé et géré par Standard&Poor’s, I'une
des trois principales sociétés de notation financiere.

Les rendements quotidiens sont observés sur la période du 03/03/2007 au 21/04/2016.

Lobjectif principal de cette étude est d’appliquer les différentes méthodes de calcul
d’un quantile extréme.

Le logiciel R met a notre disposition des outils utiles pour réaliser I'analyse descriptive

de l'indice S&P500 et calculer la VaR par les différentes méthodes.
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4.2. Indice S&P500

4.2.1 Analyse descriptive de I'indice financier

La figure (5.1) représente la série brute de I'indice S&P500 sur les 9 dernieres années. La

crise financiere de 2008 est clairement visible au 500 jour de la serie.

> plot(SP500,xlabel = ’Time’)

SP500
2000
I

1000

I I I I I I
0 200 1000 1500 2000 2500

Time

Figure 4.1: Graphique de I'indice S&P500 entre Mars 2007 et Avril 2016.

> summary (SP500)

Min 1st Qu Median Mean 3rd.Qu Max.
676.5 1228.0 1447.0 1543.0 1957.0 2396.0
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4.2. Indice S&P500

> hist (SP500)

Histogram of SP500
o _
C’J J—
[ap] I
Z o | ]
[ O —
o o] -
3
=] _
2 o
(I O —
C] —
[ [ |
1000 1500 2000
SP500

Figure 4.2: Histogramme du S&P500.

4.2.2 Analyse descriptive des log des rendements de S&P500

Lojectif de la procédure suivante est d’obtenir une séries des logarithmes des rendements
puis calculer la VaR par des différentes méthodes.

Soit p; le prix d’un actif a la date ¢ et r; le logarithme du rendement correspondant :

ry = log(p) — log(pi-1)
= log(l+ Ry)

\ t — FMi—-1 7. . e . .
ou R, = b Dt désigne la variation relative des prix.

Dr
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4.2. Indice S&P500

On considere la series des logarithmes des rendements suivante :

% Insertion des données
> log.rend.sp500 <- diff(log(SP500))
> log.rend.sp500

[1] 2.593652e-03 9.237328e-03 1.112216e-03 3.045304e-03
[5] 5.885673e-04 2.613206e-03 -6.594511e-03 6.187080e-03

[993] -1.362687e-03 -1.905125e-02 7.055531e-03 -6.067686e-03
[997] -1.126353e-02 -1.968749e-02 1.330929e-02 4.293130e-03

Le graphe des logarithmes des rendements est donné par :

% Graphe des logs rendements

> plot(log.rend.sp500,type="1")

o
‘u_. p—
o

o

O

et _

O

@ o

o

c o

7] o

—

)

E —
o
— _|
=T | | | | |

0 200 1000 1500 2000 2500

Index

Figure 4.3: Logarithmes des rendements de S&P500
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4.2. Indice S&P500

Ainsi que l'histogramme des logarithmes des rendements de I'indice S&P500 et la
courbe de loi normale N (u,2).
ou y = mean(log.rend.sp500) et 02 = sd(log.rend.sp500) sont la moyenne et la

variance calculées a partir de la séries des logarithmes des rendements.

% Histogramme de logs rendements
> hist(log.rend.sp500,prob=T,breaks=500,col="gray")
> curve(dnorm(x,mean(log.rend.sp500),sd(log.rend.sp500)),add=T, lwd=2)

Histogram of log.rend.sp300

60

Density
40

20
|

[ I — I — I I
010 005 000 005 010

log.rend.sp500

Figure 4.4: Histogramme des logarithmes des rendements.

% Analyse déscriptive de la serie des logs rendements

> summary(log.rend.sp500)

min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

-9.470e-02 -6.131e-03 5.454e-04 -3.748e-05 6.187e-03 1.096e-01

Fanalyse descriptive des logarithmes des rendements ne permet pas de tirer des con-

clusions sur la queue de la distribution.
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4.3. La VaR normale

4.3 La VaR normale

Supposons que les logarithmes des rendements suivent une loi normale N (u, 0?).
Pour calculer la VaR de ces rendements, il faut calculer le quantile x5 de N(0,1), et
estimer p et o2 par la moyenne et la variance empirique de la series des logarithmes des

rendements.

> N=length(log.rend.sp500)
> N

[1] 2533

% Simulation d’un échantillon de n variables suivent la loi normale
> x = rnorm(N,mean=0,sd=1)

> x_0.95 = quantile(x, 0.95)

> x_0.95

95%
1.64005 % Quantile au niveau 95%

> sum=numeric(N);
> sum=0;

> sum2=0;

% Calcul de 0% = sum et du p = mean
> for(i in 1:N){
+ sum=sum+x [i]

+ sum2=sum2+x[i] “2}

> mean=sum/N;

> S=sum2/N-mean~2;
> S=sum2/N-mean~2;
> S

[1] 1.046925
> mean

[1] -0.03604148
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4.4. La VaR historique

On rappelle que la VaR normale est donnée par : VaR,ormae = p + -0%0.95-

> VaR=mean+x_0.95%sqrt (S)
> VaR

[1] 95%

1.642047 % VaR normale au niveau 95%

4.4 La VaR historique

Cette technique utilise la fonction de répartition empirique.

> Fn_sp500<- ecdf (SP500)

Puisque la loi de distribution des rendements est inconnue, on va estimer la VaR des

logarithmes des rendements par un quantile empirique, avec un seuil 1 — o« = 0.95.
> quantile(log.rend.sp500, 0.95)

[1] 95%

0.0177168 % Quantile empirique au niveau 95%
Pour calculer la VaR sur tout I'historique du S&P500, on utilise :
> varh=c()

> for (i in 31:N)

+ {

+ varh[i-30]=quantile(log.rend.sp500[(i-30) :i] ,prob=0.95,na.rm = TRUE)
+ }

> Var_hist <- mean(varh)

> Var_hist

[1] 0.01708672 %VaR historique au niveau 95%
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4.4. La VaR historique
> plot(Fn_sp500,main="Fonction de répartition empirique de 1’indice S&P500")

Fonction de répartition empirique de I'indice S&F

08

Frix)
04

0.0

I I I
200 1000 1500

2000 2200

Figure 4.5: La fonction de répartition empirique.
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4.5. La VaR TVE

4.5 LaVaR TVE

La théorie des valeurs extrémes donne deux méthodes principales ; la premiere est la
méthode Blocs Maximas (BM) et la deuxiéme est la méthode de Peaks Over Threshold
(POT).

4.5.1 Estimation de la VaR par la méthode POT

Cette méthode consiste a utiliser un échantillon des exces indépendants.
On suppose que la loi des excés est la distribution de Pareto Généralisée (voir Figure

(5.6)).

@
[
=
Q= ]
[
— Pansia S0.5.1)
=~ Exponential S00,1)
=2 ---- Paneio | G{-0.5,1)
© T T T T T
0 2 4 6 8

Figure 4.6: La distribution de Pareto généralisée G, (), pour Pareto ({ = 0.5), exponen-
tiel (£ = 0) et Pareto de type II (¢ = —0.5).
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4.5. La VaR TVE

5.5.1.1 Le choix du seuil

Le choix du seuil u pour des estimateurs précis doit étre grand ; On va calculer u par des
différentes méthodes :

1. Le graphe de la fonction moyenne des exces

En utilisant le logiciel R, on va tracer le graphe de la fonction moyenne des exces notée

e(u), on obtient le graphe suivant:

> meplot(log.rend.sp500)

Mean Excess
0.06
|

0.02
I

I [ I I
-0.10 -0.05 0.00 0.05

Threshold

Figure 4.7: La distribution moyenne des exces.
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4.5. La VaR TVE

D’aprés le graphe, le seuil vy = 0.025 tel que le nuage de points (u, e(u)) soit approx-
imativement linéaire pour u > ug ; Nous estimons la GPD par la méthode de maximum

de vraisemblance et nous obtenons le résultat suivant :

% Estimation de la VaR par la méthode max de vraisemblance au seuil uy = 0.025.
> t <- gpd(log.rend.sp500, 0.025, method = "ml")
> riskmeasures(t, 0.95)

P quantile
[1,] 0.95 0.01837529

quantile désigne la VaR

2. Calculer u sous R

En utilisant directement la commande «findthresh», et préciser la taille de I'’échantillon
des exces par N, = 100.

% Sélection de seuil (threshold)
> findthresh(log.rend.sp500,100)

[1] 0.02030268

> findthresh(log.rend.sp500,50)

[1] 0.02824382

Pour une taille de I'échantillon des exces N, = 100, on trouve la valeur de u est ap-

proximativement égale a v, (valeur calculer a partir du graphe de la fonction moyenne
des exces).

Nous estimons la GPD par la méthode de maximum de vraisemblance, et nous obtenons
le résultat suivant :

% Injection de seuil choisi dans la GPD estimé et estimation de la VaR

> t <- gpd(log.rend.sp500, 0.02030268, method = "ml")
> riskmeasures(t, 0.95)

P quantile
[1,] 0.95 0.01834948
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4.5. La VaR TVE

5.5.1.2 Lestimateur de Hill

En estimant ¢}’ & partir d’'un échantillon de variables aléatoires de fonction de répartition
est la loi des valeurs extrémes généralisées (GEV).

> hill(log.rend.sp500)
Threshold

424e-02 1.05e-02 534e-03 2.50e-03 1.35e-04

F'—\qu_j_
o
)
o
Il
2w 4
Q
o
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2
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15 170 345 520 693 870 1064 1278

Order Statistics

Figure 4.8: Hillplot(k, £).

le graphe Hillplot, nous permet d’avoir I'estimateur du parameétre 1’ en fonction de k
qui est le nombre le plus élevé de statistiques d’ordre (nombre des exces) ;

La stabilité est atteinte pour k£ = 0.02 dans ce graphique.

Une fois le parametre de la GEV estimé, nous le remplacons dans la fonction du quan-

tile GEV et nous obtenons le résultat suivant :

% Estimation de quantile de la GEV au seuil v = 0.02.
> qgev(0.95, 0.02)

[1] 3.060189

Donc la valeur ci-dessus représente la VaR.
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4.5. La VaR TVE

4.5.2 Estimation de la VaR par la méthode des blocs

En commencant par donner une représentation graphique de la densité hy GEV'.

= | .
o = Weloull H{-0.5.0.1) . ke
= — [Fneghel H{050.1) [ .
o -=--  Cumbel H[0,0,1) !
]
N oy
i =
.
o
L . . S e oot
o T T T T T
4 2 0 2 4
£

Figure 4.9: Lois des valeurs extréme généralisée h, pour, Fréchet({( = 0.5) Weibull(¢ =
—0.5) and Gumbell (¢ = 0).

La méthode Blocs Maximas consiste a sélectionner la valeur maximale enregistrée
chaque mois, puis ajuster ’échantillon des maximums mensuels a une loi des valeurs

extrémes généralisée (GEV).

Sélection de la taille des blocs

On a pris la taille d'un bloc n = 30 (C’est a dire mensuelle)

> fit=gev(log.rend.sp500,block=30)
> fit$n.all

[1] 2533
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4.5. La VaR TVE

% Calcul de nombre de blocs

> fit$n
[1] 85
> fit$data

[1] 0.010693898 0.015070067 0.023864091 0.028789579
[5] 0.013693454 0.028677789 0.021215548 0.036457110

[77] 0.013588628 0.017614158 0.008566644 0.014570397
[81] 0.021980158 0.013077306 0.007994032 0.013581182
[85] 0.008576441

> fit$block
[1] 30

% Estimation des parametres de la GEV &, o et

> fit$par.ests

xi sigma mu
0.370266726 0.006601796 0.015547235

> fit$converged

[1] ©
> class(fit)

[1] "geV”

% Injection des parametres ¢, o et i, dans la qgev
> qgev(.95,0.370266726,0.006601796,0.015547235)
[1] 0.09072559

On constate qu’a 'aide de R, la théorie des valeurs extrémes nous offre plusieurs méth-

odes pour l'estimation d’un quantile extréme.
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4.6. Comparaison entre les méthodes

4.6 Comparaison entre les méthodes

Ce tableau regroupe les différentes valeurs de VaR calculées précidement :

Méthode VaR
Méthode PO.T 0.01834948
VaR Historique 0.01708672
Méthode des blocs | 0.09072559
VaR Normale 1.642047

Table 4.1: La VaR pour les différentes méthodes de niveau 0.95.

La VaR calculer par la méthode POT et la VaR historique donne approximativement le
méme résultat mais La méthode des blocs nous donnons un quantile extréme tres grand,

cela signifie qu’il a un perte d’information lors de la construction des blocs.

La VaR Normale donne un résultat éloigniez par rapport aux autres cela da a la loi

supposé qui ne suit pas une loi Normale.

Une bonne appréciation de I'estimateur des quantiles extrémes nous conduit a calculer
se dernier par des différentes méthodes.
Il n’est pas possible d’identifier une m "ethode universellement applicable pour le cal-

cule de la VaR, chaque méthode présente c’est propre limite.
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Conclusion

D’apres ce travail, nous avons constaté une varieté de méthodes d’estimation des parametres

que ce soit des lois ou des estimateurs.

Les points abordés dans ce mémoire nous ouvrent la voie a d’autres pistes de recherche
intéressantes qui méritent d’étre considérées. Nous avons traité la théorie des valeurs
extrémes et quelques applications sous indépendance, appliquant deux grands criteres
(ou théorémes), la représentation de Jenkison-Von mises GEV (utilisé dans la méthode
des blocs) qui regroupe les trois forme de la distribtion de maximum et le théoréme de
Balkema-De Haan-Pickands qui se base sur la GPD (utilisé dans la méthodes Peak over
Threshold POT).

Le premier point qui mérite d’étre considéré est de chercher d’autre méthodes dans le
but d’améliorer 'aproximation des valeurs des estimateur aux valeurs réeles, en prenant
en considération le cas ot il y a de dépendance entre les évenements.

Le second point a envisagé est 'estimation d’'un quantile extréme sous données man-

quantes pour certains modeles de séries chronologiques.
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