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Introduction générale

Introduction générale

Les mathématiques financiéres sont devenues de nos jours un outil incontournable dans
un monde ou ’argent prend une place prépondérante dans les affaires.

Tout commence en 1827 avec le botaniste Robert Brown qui décrit le mouvement continu
inhabituel et chaotique de tres petites particules immergées dans un liquide. Plus tard en
1900,dans sa these intitulée Théorie de la spéculation, Louis Bachelier introduit I'utilisation
en finance du mouvement brownien. Plusieurs progrés suivront dont les plus notables sont
ceux de Norbert Wiener qui donne un formalisme mathématique au mouvement brownien
et ceux de Kiyosi [t6 dans la théorie des processus stochastiques.

Tous ces résultats seront utilisés par Black et Scholes qui publieront en 1973 une analyse
sur les options européennes The Pricing of Options and Corporate liabilites.

C’est la naissance du modele de Black & Scholes qui favorisera 1’essor de l'ingénierie
financiére.

Les équations différentielles stochastiques sont de plus en plus utilisées dans différents
domaines tels que les finances, afin par exemple de modéliser I’évolution de cours de bourses
(exemple du mouvement brownien géométrique dans le modéle de Black-Scholes),la dy-
namique des populations, afin de modéliser la localisation ou la taille de la population d’une
espéce donnée, la physique (mécaniquedes fluides, géophysique,. . )

Notre intérét se portera plus précisément sur la simulation numérique de processus aléa-
toires et celle du mouvement Brownien géométrique dans le modéle de Black-Scholes & temps
continu, devenu la référence en termes de modele d’évaluation des produits dérivés. Il a eu
un impact majeur sur les méthodes utilisées.

Ce mémoire sera organisé comme suit :

Dans Le premier chapitre sera consacré aux rappels de base concernant les proces-
sus stochastiques.On donnera les principales propriétés du mouvement Brownien ainsi que
celles des martingales qui seront utiles pour cela. Aprés avoir présenter quelques résultats
importants relatifs & I'intégrale stochastique, on verra comment il peut étre mise en oeuvre

pour la résolution des équations différentielles stochastiques.



Introduction générale

Le deuxiéme chapitre sera consacré pour définir c’est quoi une EDS et approfondir de
ce sens et expliquer brievement I'unicité de la soulution d’'une EDS solution forte et faible,et
ensuite les différents domaines d’application des EDS

Le troisiéme chapitre présente le champ d’application du calcul stochastique en fi-
nances, plusieurs notions financiéres sont définies telle que les options, le prix d’exercice. ..
etc. Ensuite , quelque notions sur les marchés financiers et enfin nous parlerons des modeéles
financiers tel que le modéle binomial,et de Black Scholes

Le quatriéme chapitre présente des estimations et simulations des notions introduites
dans les chapitres précédents : mouvement Brownien, équation diférentielle stochastique,
schémas numériques.

Enfin le cinqiéme chapitre traitera le modéle de Black scholes qui sera des exem-
ples illustratifs (Comparaison shema Euler et Milstein de ce processus. ,cours boursiers

caterpillar) .

vi



Chapitre 1

Introduction au calcul stochastique

1.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est un modéle mathématique qui permet de décrire le comporte-
ment, a tout moment aprés l'instant initial (par exemple tqo = 0), d’'un phénoméne aléatoire.

Nous précisons cette notion dans la definition suivante.

Définition 1.1.1 Un processus stochastique X = (X;);c; est une famille de variables aléa-
toires, indexée par I et définie sur l'espace de probabilité (2, F, P) a valeurs dans un espace

mésurable (S,S), qu’on appelle espace d’états.

Remarque 1.1.1 1)I] est parfois commode de rassembler toutes ces v.a. en une seule v.a.
X définie sur (Q, F, P) est a valeurs dans un espace fonctionnel ET | c-a-d pour un w fizé
et t variable dans T, X (w, t)est appelée trajectoire du processus, c¢’est une simple fonction du
temps (sans caractére aléatoire) qui représente la réalisation du processus sous l’occurence

Pour un t fizé, X (w,t) est une simple v.a.

2) On prend sur lespace ET la tribu de Kolmogorov, définie comme étant la plus petite
tribu rendant mesurables les v.a. X;, pour tout t € T.
3) Si T est continu (exemple : T = [0,00 [ ,T =1[0,t] tgt € Ry,...), (resp. discret) on

dit que le processus est en temps continu (resp. discret).



1.1. Processus stochastique

1.1.1 Les processus gaussiens

Dans cette partie nous allons rappeler quelques notions et résultats pour une classe im-

portante de processus stochastiques, les processus gaussiens.

Définition 1.1.2 Un processus(X;)ie; est un processus gaussien si pour tout n € N* et pour

tout (t1,...,t,) € I", le vecteur aléatoire (Xy,, ..., Xy, ) est un vecteur gaussien.

Nous savons que la loi d'un vecteur aléeatoire gaussien est caractérisée par sa moyenne
et sa matrice de covariance. La proposition suivante énonce le réesultat analogue pour un

processus gaussien.

Proposition 1.1.1 . La loi d’un processus gaussien (X )ie; est caracterisee par sa fonction

moyenne

my: Il — R

et par sa fonction de covariance

I',:IxI —R
(s,t) — Cov(Xs, Xy)

1.1.2 Processus stationnaire

Un processus stochastique (X;);<o est stationnaire si pour tout entier n et pour tous réels
0< t; < tg<..<t, <oo, et pour tout h; les variables aléatoires (Xy,, Xi,, ..., Xy,) et

(Xt1in> Xtors s Xt,,,) ont méme loi.
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1.2 Espérance conditionnelle
Soit F7 une sous-tribu de F.  F} représente une information partielle sur le hasard.

L’espérance conditionnelle d’'une v.a. X par rapport & F) représente la meilleure esti-
mation que ’on puisse faire de la valeur de X a l’aide de I'information contenue dans Fj.

Soit X une v.a. telle que F' | X| < +00, on appelle espérance conditionnelle de X sachant
Fy, et on note E(X/F}), toute v.a. satisfaisant les deux conditions suivantes :

1) E(X/F}) et Fi-mesurable.

2) Pour tout A € Fy on a :

/aXdP: /GE(X/Fl)dP

1.2.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soient X et Y deux v.a. intégrables et soit [} C F on a :

1) BE(aX +Y/F) =aE(X/F)+ E(Y/F).

2)Si X <Y alors E(X/F) < E(Y/Fy).

3) E(E(X/F1)) = E(X) (on prend A = Q dans la définition).

4) Si X est indépendante deF; on a E(X/F1) = E(X), c-a-d qu’en I'absence de toute
information sur X, la meilleure estimation que ’on puisse faire sur X est son espérance.

5) Si X est Fj-mesurable alors F(X/F;) = X. Cela traduit le fait que F; contient déja
toute information sur X.

6) Si X est-mesurable et E(| XY |) < 400, alors E(XY/F,) = XE(Y/F).

7)Si Fy C Fy C F,alors E(E(X/F)/F) = E(X/F).

8) Contraction dans L?, pour p; > 1,81 X € LP : E|| E(X/F) |P] < E| X |

9) Inégalité de Jensen : si pest convexe et E|p (x)] < +oo, alors ¢(E(X/F1)) <
B(p(X)/F,).
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1.3 Mouvement Brownien
Introduction

Le mouvement Brownien est un processus stochastique (fonction aléatoire du temps).
Initialement introduit par le botaniste R. Brown au XIX eme siécle pour modéliser les
mouvements de grains de pollen en suspension, il représente de nos jours un processus

gaussien incontournable notamment en calcul stochastique.

Définition 1.3.1 :Fizons un espace de probabilité(), F , P). Un mouvement Brownien,
également appelé processus de Wiener, est un processus W qui présente les trois propriétés

sutvantes :

- Indépendance des accroissements : Pour tout n > 2 et tout 0 =15 < t; < ...... <
t,, les variables aléatoires Wy, — W, . Wy =W, . ..., W, —W,, sont indépendantes. ou
de maniére équivalente : pour tout ¢ > s > 0, la variable W; — W est indépendante de

Fo=06(Wy,u<s):
- Stationnarité :Pour tout ¢ > 0, la loi de la variable W;, s — W; ne dépend pas de t.

- Continuité.: Le processus W est continu.
De plus, nous supposons que Wy = 0. Ce qui n’est pas restrictif puisque W = W, — W,

vérifie également les trois propriétés précédentes.

1.3.1 Propriétés trajectorielles du mouvement Brownein

soit (W;) un M.B alors on & :

1) i Wy i Wy i
im sup — = limsup — = +o00
t—o0o p \/E t—0 p \/g

2) lim inf e _ lim inf W _ +00

t—o00 \/i t—0 \/E

3) La trajectoire d'un M.B (W) passe une infinité de fois par tout point et (1¥;) n’est

pas dérivable ni a gauche ni & adroite

4) Les trajectoire du M.B sont localement holdériennes-continues d’ordre a,avec o < 1/2.



1.3. Mouvement Brownien

Rappelons qu’une fonction f a valeur réelles et définie sur RTest localement holderienne

d’ordre «; s’il existe une constante a telle que :

pour tout a > 0,Y(z,y) € [0,a]*, |f() = f(y)| < |z —y|"
: on
pour n fixé et t; = 2‘7—nt , j variant de 0 & 2", Z [wtj - wltj_l}2 —t quand n — +oo, la
j=1
convergence ayant lieu en moyenne quadratique et p.s

les Figure 1.1 et 1.2 représentent des trajectoires typiques de mouvement Brownien.

Figure 1.1 Allure d’une trajectoire Brownienne dans R
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Figure 1.2 Allure d’une trajectoire Brownienne en trois dimensions

1.4 Filtrations, Martingales et temps d’arrét

Les notions de filtration, martingale et temps d’arrét sont importantes pour la théorie des
EDS. En fait, dans ces notes introductives, nous omettrons la plupart des justification de

résultats qui mettent en jeux les martingales et temps d’arrét.

1.4.1 Filtrations

Dans un espace probabilis (€2, A, P), on dit qu'une famille de sous-tribus F' = (F});<o de A
est une filltration si F, C F}; pour 0 < s < t.

Un processus X = (X;);>0 est dit adapté a F' = (F});>o (ou F-adapté) si, pour tout ¢ >
0, X; est Fyi-mesurable. Souvent, on considére pour F la filtration naturelle, ou canonique
du processus X, définie par F; = o {z,},,- On a alors E[X;/F] = X;, c’est a dire que
F; contient toute I'information de X jusqu’a l'instant t. dans la suite, étant donnée un
mouvement Brownien B = (B;)i<o, sauf indication contraire F; représentera sa filtration

canonique.
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1.4.2 Martingales

Une martingale désigne un type de processus stochastique tel que sa valeur espérée connais-
sant I'information disponible & une certaine date n,les martingales ont plusieurs propriétés
qui les rendent tres utiles dans I’étude de processus stochastiques plus généraux comme
I'intégrale stochastique.

M = (M;)>0 est une F-martingale si, pour tout ¢t > 0,
1) M,est Fi-mesurable (M est F-adapté)

3) E[M;/My] =M, pour s < t.

Sur et sous-martingales

M martingale et ¢ convexe s <t = ¢(M,) = ¢(E[M,; : M,]) < E[p(M,)/My].
M est une sous-martingale (resp sur-martingale) si E[|M;//F] < oo et E[M;/M] >
M(resp.E[M; /M| < My) pour s < t.

1.4.3 Temps d’arrét

Lorsqu’on considére un processus aléatoire, on s’intéresse souvent & des instants particuliers
tels que celui pour lequel un certain seuil est atteint. Bien sur, un tel instant dépend de

chaque trajectoire du processus est aléatoire. On définit ainsi la notion de temps d’arrét.

Définition 1.4.1 Une wvariable aléatoire a valeurs dans Ry = R, U {oc} est un temps

d’arrét pour la filtration F si, pour tout t > 0,{T <t} € F;..

1.4.4 Martingale locale

Définition 1.4.2 Un processus réel {X;},o, est une Fi-martingale locale réelle s’il existe

une suite croissante de temps d’arrét ( T, ),>1 de Fi-temps d’arrét telle que:

1) lim 7, =400 est-p.s.
n—oo

2) Pour tout 7 > 0, le processus {in, },>q €st une F;—martingale .
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1.5 Intégrale stochastique

Le but de I'intégrale stochastique est de donner un sens a des équations de la forme

dX dw,
— = f(X,t X, t)—
= = (X0 + 9(X,0
Par exemple, si  f = 0 et ¢ = 1, on devrait retrouver X; = Xg + W,, décrivant

le mouvement suramorti d’une particule Brownienne. Le probléme est que, comme nous
I’avons mentionné, les trajectoires du processus de Wiener ne sont pas différentiables, ni
méme a variations bornées. Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, on

interpréte une solution de ’équation différentielle comme une solution de I’équation intégrale

X;=Xo+ /f(x)ds + /g(:):)dVVS

C’est a la deuxieéme intégrale qu’il s’agit de donner un sens mathématique Si s — g(Xg)
était différentiable, on pourrait le faire a I’aide d’une intégration par parties, mais ce n’est en
général pas le cas. It6 a donné une autre définition de 'intégrale stochastique, qui s’applique
a une classe beaucoup plus vaste d’intégrants (et donne le méme résultat que l'intégration

par parties dans le cas différentiable).
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1.6 Calcul d’Ito

On considére un f -mouvement Brownien standard W défini sur I'espace de probabilité

filtré (Q, F, {F t},>0, P), un horizon de temps [0, 7] ou T > 0.

1.6.1 Processus d’Ito

Définition 1.6.1 Un processus stochastique (X;),t > Oest appelé processus d’Ité s’il s’écrit

sous la forme

Xy =Xo+ //{:udu + /Huqu

ou Xy est F -mesurable, {K;,t € R,} et {H;,t € Ry} sont deux processus F'—adaptés

vérifiants les conditions d’intégrabilité
T T
/ | Ky|du < oo P.p.s et / H2dW, < oo P.p.s
0 0

On note également dX; = K,dt + H;dW,

Formule d’Ito

X processus d'Tto, avec dX; = bdt + s,dWy, et g € C*(Ry x R). Alors, Y; = g(t, X;) est

un processus d’'Ito et

89(75, Xt)dt 4 8g (t, Xt) dXt n 1829(t’ Xt)

dY, =
! ot X, 2 9X2

(dX,)?

avec (dX;)? = dX;.dX;, dt.dt =0, dt.dW, = dW,.dt = 0, et dW,.dW, = dt.

On peut encore écrire

. ag(t,Xt) 39 (t,Xt) 1 82g<t,Xt) 9 3g(t,Xt)
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Formule d’intégration par parties

Soit X7 et X5 deux processus d’'Ito.

Xm = Fldt + Glth
dX2 - ngt + GQth

Alors le produit.X;, X5 est un processus d’Ito, et

d(X,X,) = X,dX, + X1dX, + dX,dX,

L’expression dX;dX, est le terme correctif d'Itd6. L’intégration de la régle du produit

d’It6 donne la formule d’intégration par parties.

10



Chapitre 2

Equation différentielle stochastique

2.1 Introduction

Les équations différentielles gouvernent de nombreux phénomeénes déterministes. Pour pren-
dre en compte des phénomeénes aléatoires, formellement on doit prendre en compte des "dif-
férentielles stochastiques", ce qui transforme les équations en équations différentielles

stochastiques (EDS). Les équations différentielles sont des équations d’évolution du type :

x = f(t,2(1))

ot l'inconnue est une fonction x(t) qui doit vérifer une équation impliquant sa dérivée
z (t) et elle méme. Les cas les plus simples sont les équations différentielles d’ordre 1 comme
en (seule la dérivée 1 ére est impliquée) avec f(t,x) = a+ bx indépendant de ¢ par rapport

a x. Symboliquement, I’équation se réécrit :
dry = f(t,z(t))dt. (2.1.1)

Cette équation modélise typiquement un systéme physique z(t),t > 0 qui évolue avec le

temps de fagon que x s’accroit, a la date t, selon le taux f (¢, x;)

11



2.1. Introduction

Par exemple, avec f(t,x;) = a(t)x(t), équation dz; = a(t)x,dt modélise le cours d'un
actif financier z; soumis au taux d’intérét variable a(t) ou d’une population avec un taux

de natalité a(t). Il est bien connu que la solution est:

2y = w0 exp( /0 t £(s)ds).

Les EDS sont des généralisations des équations (2.1.1) ou la dynamique déterministe
d’évolution est perturbée par un terme aléatoire. On peut considérer que ce bruit est un
processus gaussien généralement modélisé par un mouvement Brownien W et une intensité

de bruit (z,t) :

dCUt = f(t, .I't)dt + U(t, It)dm

Définition 2.1.1 On appelle equation differentielle stochastique (EDS) une equation en le

processus X ( a valeurs dans R?) de la forme :

dXt = f(t, It)dt + O'(t, [Et)th (212)
ce qui, en terme intégrale, s’écrit

t m t
Xi = Xg+/ fi(s,Xs)dsﬂLZ/ 01(S, X,)AWs, 1 < i < d
0 = o

ou , pour m , d des entiers positifs.

f(t,z) = (fi(t,)) 1<i<q est un vecteur mesurable de R? défini sur R, x R? appelé

dérive ou drift de 'EDS.

- o(t,r) = (0;j(t,x)) 1<i<a  est une matrice d X m mesurable défini sur R, x R? appelé
1<57<m

SIS
coeffcient de diffusion de I’EDS.
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2.2. Existence et unicité de solution

Remarque 2.1.1 En fait, l’écriture(2.1.2) est symbolique car ”dW,”n’a pas vraiment de

sens (le mouvement Brownien n’est pas dérivable). 1l faudrait écrire (sous la forme intégrale.

Xt:XO/tf(x,Xs)ds—k/ta(s,Xs)dWs. (2.1.3)
0 0

Nous énongons le théoreme fondamentale d’existence et d’unicité de la solutions d’une

EDS .

2.2 Existence et unicité de solution

Théoréme 2.2.1 (Existence et unicité de solution) On suppose que a et odeux fonctions
continues et bornées dans [0,T] et qu’il existe une constante k > 0 telle que pour tous
r,yeRette[0,T] :

i) la(t,2) - a(t )| + lo(t,2) - olt,y)| < klz—y]

i) la(t, )’ + |o(t,2)[* < k(L +|a]”).

iti) E(Xo) < 400

alors pour t > 0 (2.1.3) admet wune solution unique dans Uintervalle [0, T

Lunicité signifie que si (Xy¢)i>o0 ,(Y2)i>0 sont deux solutions de(2.1.3), alors X; = Y; p ps
vVt € (0,7

2.2.1 Propriétés de la solution d’une EDS:

Une équation différentielle stochastique posséde de nombreuses bonnes propriétés, En effet:

Proposition 2.2.1 : Soit f* et 0 deux suites de coéfficient qui vérifient les Hypothéses
uniformément en n (i.e. avec une constante K ne dépendant pas de n). Supposons de plus
que:

= ft,x),0" — I(t,x)

quand n — oo, (t,z) € Ry x R Alors: X! — X; quand n — oo dans L*(Q,R%). t € R,
ot X" [resp:X ] désigne le processus solution de I’EDS avec coéfficient f™ et 0™ [resp.f et J].

13



2.2. Existence et unicité de solution

Preuve. On a
¢ ¢
X — X' = / [f (s,28) — f" (s, Xs)] ds +/ [0 (s, Xs) — 0" (5, X)] dWg (2.2.1)
0 0

En rajoutant et en retranchant les deux termes f(f f™ (s, Xs)ds et fot 0" (s, Xs)ds , nous

obtenons:
t t
X, - Xp = / [F (5, ) — " (s, X)) ds + / (5, %) — " (s, XT)] ds
0 0
t t
+/ 0(s, X.) — 0" (s, X.)] dIW, +/ 0" (5, X.) — 0" (s, X™)] IV,
0 0
En utilisant le fait que (a +b+c+d) ? < 4(a®+ b* + ¢* + d?) . nous aurons:
t t
X - XP2 < 4 / [ (5, X0) — 7 (5, X)) ds]? + 4 / 7 (5, X0) — F(s, X™)] s +
0 0
t t
+4|/ [0 (s, X,) — 0™ (5, X,)] dW,|* + 4|/ [0 (s, X,) — 0" (s, X™)] dW,|?
0 0

En passant a ’espérance et en utilisant la propriété de 'intégrale stochastique ainsi que

I'inégalité de Holder nous obtenons:
t t
B (X0~ X0P) <, (0H4EE [ 177 (5.X0) = (s, X0) s 4B [ 10" (5,X,) = 0" (5, XD) ['ds
0 0
Maintenant en utilisant la condition de Lipschitz :
t
E(|X:— X)) < 4p, (t) +4(1+ t)K2/ E(|1X,—X"?) ds
0
ou
t t
Py, (t) = tE/ 1f (s, X)) — [ (s, X,)|* ds + E/ 10 (s, X,) — 0" (s, X,)|" ds
0 0

p,, (t) est une fonction croissante de ¢, donc
s

E (X, — XPP) < dpy () + 4(1 + t)K?/ B(|Xy — X"P)du,0 < s < t.
0

Lemme de Gronwall
Soient ¢ , 1 et y trois fonctions continues sur un segment [a,b], & valeurs positives et

vérifiant 'inégalité

14



2.2. Existence et unicité de solution

WEM&Lwﬂéﬂﬂ+/ﬂ@M$%

alors

wEmemwsww+/¢@wﬁmm/wmmws

a

t
Posons F'(t) = [¢(s)y(s)ds En multipliant les deux membres de I'inégalité donnée en

hypothése par () , on obtient

F(t) = 1(t) < o(t)p(t)
En appliquant le Lemme de Gronwall, nous aurons:
E(|X; — XP*) < 4p,(t) exp(4(1 + ) K7P).t > 0.
Pour conclure, il suffit de démontrer que: p,(t) — 0. < = 9 (s, X5) — 9"(s,Xs) — 0
p.s.(par hypothese) [¢7|* < C(1 + |£[?) qui est: dP x ds — intégrable.

Avec le méme raisonnement pour f(s, X;) — f"(s, X,).nous montrons que: p, (t) — 0

(par convergence dominée). donc 7.
B(X,— X"*) — 0 (n— o0)
d’ou:

X" — X, dans L? (Q,R%).
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2.3. Solution forte d’'une EDS

2.3 Solution forte d’une EDS

Lorsque l'on étudie 'EDS (2.1.1), nous pouvons demander que I’égalite satisfaite soit une

égalite en loi (version faible) ou une égalité presque siire (version forte).

Définition 2.3.1 Fizons T' € R Considérons I’ équation différentielle

dXt = f(t, Xt>dt + U(t, Xt)th
XO - Z

Notons F' la filtration naturelle du mouvement Brownien standard MB. Une solution
forte de cette EDS est un processus:

e Adapté a la filtration naturelle du mouvement Brownien (i.e. tel que pour tout ¢t € R+,
X; est Fi-mesurable)

o .5 [1(f(S,X,) +a(S, X,))ds < +00

o p,s Xy = Xo+ [3(f(S, X,)ds + o(s, X,))dWs,Vt € R,

La propriété de processus adapté et les conditions d’intégrabilité p.s. de s — (f (.S, X)
et s — o(9,X,) assurent que les intégrales intervenant dans 'EDS avant d’écrire des
schémas pour approcher la solution d’une équation différentielle stochastique, précisons des
conditions suffisantes (mais non nécessaires) sous les quelles cette equation est bien défnie

et admet une unique solution.

Théoréme 2.3.1 Fizons Te R, Considérons I’ equation différentielle
dXt = f(t, Xt)dt + U(t, Xt)th
XO — Z

Supposons que b et o sont des fonctions boréliennes et qu’il existe une constante k € R,
telle que
i) pour toute (z,y) et tout t € [0,T], |b(t,z) — b(t,y) + |o(t,z) — o(t,y)| < k|X =Y

ii) pour tout z et tout ¢ € [0,7T] : |b(t, z)| + [0(t, z)| < k(1 + |z]).
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2.3. Solution forte d’'une EDS

Alors il existe une solution forte X de 'EDS dans lintervalle [0, 7] .alore X et Y sont

des processus indistinguables, c’est- a-dire qu’il existe un ensemble p-négligeable N tel que:
Yw e NVt € [0,T], Xy =Y,

Par ailleurs, si Z € L*(Q), E( sup |X,|*) < +o0
t€[0.7]

2.3.1 Processus d’Ornstein Uhlenbeck :
dX(8) = a(b — X (£))dt + odW (1)

Equation déterministe correspondante:

Y(0) = Yo
Solution:
Y(t) = Yy.e® + b(1 — )
Soit:
Xt)=Y(#)+ Z(t)e ™
On a :

(i) dX(t) = dY (t) + e~ dZ(t) — ae~ Z(t)dt
(ii) dX(t) = a(b — X(2))dt + odW ()
(iii) dY'(t) = a(b — Y (t))dt

donc :

dZ(t) = e*adW (t)
Z(t) = [y e*dW(t)

Finalement le processus d’Ornstein-Uhlenbeck devient:

X(t) = [Xoe ™™ + b(1 — e*)ds] + [oe™™ /Ot e dW (s)]

17



2.3. Solution forte d’'une EDS

Propriété du processus d’Ornstein-Uhlenbeck :
E(X) = Xg.e ™ +b(1 — ™)
Moyenne pondérée de la position initiale et de la position asymptotique b. Les poids
sont des exponentielles négatives gouvernées par le facteur de rappel a
Exemple ( Processus d’Ornstein-Uhlenbeck )

Considérons le processus X a valeurs dans R solution de 'EDS linéaire a coeffcient constants

2 (77)
dXt B —OéXtdt + Bth, XO B 5 (231)

oli v et 3 sont des constantes strictement positives,IW est un F;—mouvement Brownien

et & est une variable aléatoire Fy- mesurable.

Supposons que « > 0. Nous allons montrer les points suivants :

i) La solution de (??) est donné par:

t
Xy =e Y+ / e~ =B34 s
0

ii) Si € est une variable gaussienne, alors X est un processus gaussien dont I’espérance

et la fonction de covariance sont données par:

p(t) = E(Xy) =eE()

t
R(t + 57 t) — CO'U(XH_(; + Xt) = e_(t+6)ava7«(€)€—tt)¢ + / 6—(t+6—u)a626*(t*umdu
0

pourt>0etd>0.

2
iii) si E(§) =0 et Var(é) = 25—, alors le processus X est centré (ie pu(t) =0) et de
a

covariance stationnaire, cela se traduit par le fait que R(t 4 6,¢),ne dépend plus de .

2
R(t+9,t) = QB_QG_MW >0,0 >0.
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2.3. Solution forte d’'une EDS

iv) Si & est une variable gaussienne, alors quand ¢ — oo , I'espérance et la fonction de

covariance du processus {X;,5;0 > 0} tendent vers celles du cas stationnaire :

2

E(Xii5,t) — 0,  Cov(Xips, Xi) — 25—6_6&.
«

- Si X est solution de(2.3.1) alors nous avons:

t t
thﬁ—l—oz/ Xsds—i—/ BdW s
0 0

En posant

v = Xe=

et en appliquant la formule d’Tt6 & la fonction h(t, z) = e**x, nous avons :

dY; = ae®Xdt + e*(—aX;)dt + Be* dW;

donc dY, = Be*dWt
sous forme intégrale
t
Y, =Y, —l—/ Be**dW s
0

en remplacant Y; par X; et on obtient :

t
X,eot = Xoe +/ Be**dW s
0

on en déduit la solution pour t > 0

t
X, =e M+ / Belt=)q s
0

. . . t _
ee Si ¢ est gaussienne et W est un mouvement Brownien alors fo pelt=)2qW s est
gaussienne, de plus ne dépend pas delV donc X est un processus gaussien car la somme de
deux gaussiennes.

De plus nous avons:
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2.3. Solution forte d’'une EDS

et

Cov(Xiys, Xi) = E(Xiys, Xo) — E(Xy) E(Xiys)

t+5 t
- E ( / Be” gy / 5e-<t—“>aqu) + e ar(€)
0 0
t
— e_(t+5)aVar(§)e_°‘t+/ e—(t+5—u)o¢ﬁ2€—(t—u)adu
0

esi £(§)=0et Var(é)%, alors le processus X est centré

Cov(Xyys, Xt) = e_(t”)%e_at—l—/Ote_(”é_“)aﬁ?XH(gdu
ge—(t+6—t)a

ﬁ_2€f(t+6ft)a

2c

B sa

= —e¢
200

ee si ¢ est une gaussienne, nous avons

E(Xys) = e 9 50 quand t — oo
62
R(t+46,t) — 2—6_50‘ quand t — oo
a

2.3.2 Brownien géométrique

Un mouvement Brownien géométrique est un processus stochastique continu dont le loga-

rithme suit un mouvement Brownien. Il est appliqué dans la modélisation mathématique

20



2.3. Solution forte d’'une EDS

de certains cours dans les marchés financiers. Il est principalement employé pour le pric-
ing des options parce qu’'une quantité qui suit un mouvement Brownien géométrique prend
toute valeur strictement positive et seuls les changements élémentaires de la variable aléa-
toire sont significatifs. Le mouvement Brownien géométrique représente une approximation
raisonnable de 1’évolution des cours en bourse.

Un processus stochastique(S;);>o est appelé mouvement Brownien géométrique si il est

solution de I’EDS suivante :

dSt = bStdt + UStth,

ot (Wy)¢>0 est un mouvement Brownien et b (le « drift ») et o (la « volatilité ») sont
constants.

Cette équation a une solution analytique obtenue facilement grace a la formule d’Ito6 :

2
=of, ZZZ)% =o%f

of
ox

€0 = WD), (o) =expbten )%

On a par Ito :

1
df = bfdt + o fdW, + 50—2 fdt

o2 . : .
en notant : b= pu+ 5 Le processus stochastique ( Brownien géométrique)

2

S(t) = S(0) exp((6 — %)t +ow(t))

est solution de I’équation différentielle stochastique:

dS(t) = bS(t)dt + oS(t)dW;

Propriété du mouvement Brownien géométrique :
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2.4. Théoréme de Girsanov

2.4 Théoréme de Girsanov

2.4.1 Changement de Probabilité

Proposition 2.4.1 soit P et Q deuzx probabilites sur (2, F¢).on suppose P et Q) equiva-
lentes. alors il existe (Ly,t <T) P — F, martingale strictement positive telle que Q = Ly P
sur Fy et Q/F, = LiP/F; c’est-a-dire telle que Eq(X) = Ep(X Ly) pour toute variable X¢
integrale Fy — mesurables pourt <T de plus Ly =1 et E,(L;) = 1,Vt <T

Démonstration Si la restriction de P et () & Fr sont equivalentes.il existe une variable
aléatoire Ly F; — mesurables telle que () = L7 P sur F;.on dit que L est densité de () par

rapport & P et Eqg(X) = E,(LrX) pour tout variable X — Fr mesurable et ()—integrable.

En particulier,Ly est strictement positive et EP(Ly) = l.soit Ly = EP(Lyp/F;).par
construction (L;,t < T) est une martingale et est la densité F; — mesurable de @ par
rapport a P sur F;

En effet,si X est F; mesurable et ) intégrable.

EqQ(X) = Ep(LrX) = Ep[Ep(XLy/F)] = Ep[XEp(Lr/F)] = Ep/(X L)

22



2.5. Solution faible d’EDS

Théoréme 2.4.1 soit W (t),t > 0)un mouvement Brownien sur un espace (Q, F, P) et F;

sa filtration soit L; un processus défini comme suit :

L= exp(/@(s)dWs — %/0 0%(s)ds), t <T

ol 6 est un processus F;—adapté

° si EP(L7) = 1,le processus L est une martingale

o siQ=Lr.Pie si E?X)= EP(XLy) pour toutes variables X Fr —mesurables.
alors W (t) = [W(t) — fot 6(s)ds] est un Q—mouvement Brownien.

2.5 Solution faible A’EDS

Nous pouvons affaiblir les hypothéses d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDS
introduite précédemment (notamment les conditions de Lipschitz) et donc introduire une
nouvelle notion de solution dite faible, En opposition aux solutions fortes. Ceci a des
implications importantes aussi bien pour la théorie que pour les applications.

La solution faible de ’équation (2.5.1) est un triplet : (Q, F, F;, P), un espace de prob-
abilité filtré W,un F; -mouvement Brownien (standard) X, un processus F;—adapté, les

processus X et W sont définis sur le méme espace donné et vérifient

( / b (s, X,) [2 + o (5, X,) 2lds) < 1, ¢ 0.

et

dX, =b(t, X,)dt + 0 (t,X,)dW,, Xo=-¢ (2.5.1)
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2.5. Solution faible d’EDS

Définition 2.5.1 ( Unicité en loi ) :

L’EDS admet une solution faible unique en loi si, étant données deux solution faibles

~ o~ o~

(Q, F, F, P,W, X) et (Q, F, Fi, P,W, X)

avec condition initiale de méme loi, alors les processus X et X ont méme loi.
Dans ce cadre, il existe également un autre concept d’unicité :
L’EDS (2.5.1) admet une solution faible unique au sens trajectoriel, étant données deux

solution faibles

(Q, F, F, P,W, X) ot (Q,F, Fo, P,W , X)

(donc seuls les processus et les filtrations sont différentes W est un mouvement Brownien
pour les deux filtrations ) avec méme condition initiale, alors les processus X et X sont
indistinguables.

Soit sign(r) = l{z>01 — l{z<o} nous considérons I'EDS réelle :

dX, = sign(X)dWs, Xo =0,

Nous remarquons d’abord que,si X; est une solution,X; est un mouvement Brownien
puisque X est une martingale issue de 0, d’aprés la caractérisation de Lévy et il y a unicité

en loi. Soit ¢ un mouvement Brownien réel issu de 0, posons :

t
ﬁt—/ sign(es)des
0

de la méme maniére, on voit que 3 est un mouvement Brownien, nous en déduisons:

t t t
B, = / sign(&,)dp, = / sign(&,)sign(&,)des = / des = &,
0 0 0
¢ est une solution , en prenant § comme mouvement Brownien. Il y a existence faible

mais puisque :

E(/O e,y d8,)* = E(/0 Lie —oyds) = /0 P(¢,=0)ds =0
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2.5. Solution faible d’EDS

comime

sign(—&,) = Li—¢,>0p — Lie, <0y = L—e,50y — L—g,<0y = L, <0y — L{—¢,>0p = —sign(&,).

Nous avons p.s:

t t t
_gt = - / Slgn(gs)dﬁs = / _Sign(gs)l{rfs?éo}dﬁs = / Slgn(_gs)dﬁs
0 0 0
il s’en suit que —¢ est également solution avec le mouvement Brownien (3, et donc il n’y
a pas unicité trajectorielle. La transformation de Girsanov est un outil fondamental pour
démontrer I'existence et 'unicité de solution faible d’EDS. C’est 1’objectif des propositions

qui suivent:
Proposition 2.5.1 (Ezistence)

Considérons I’EDS suivante:

ol f est borélienne et vérifie:

IK <oo/ |f(t,z)| < K1+ |z|), t >0xc R

Alors pour toute mesure de probabilité x définie sur R?, admet une solution faible de loi
initial (Xo) = p

Preuve. Considérons espace canonique (2, F, P).X le processus canonique, F; la
filtration naturelle associée et P, la loi du mouvement Brownien issu de z.

Par la caractérisation de Lévy, nous savons que:
t 1 t
Z; = exp(/ (f(s,Xs),dXs) — 5/ | X,|2ds) estuneF, — PymartingaleVr € R%.
0 0
Le théoréme de Girsanov entraine que sous QQx déffini par :
dQx

T 7, t>0
dPx b=
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2.5. Solution faible d’EDS

Le processus : Wy, = X; — x — fot f(s,Xs)ds est un F; — Q, mouvement Brownien avec
QWo=0)=1

Dou X, =W + 2+ fot f(s,Xs)ds t > 0 qui est précisément I’équation (2.5.2). Nous
avons donc construit une probabilité ()x souscette derniére telle que X est une solution

faible de (2.5.2) avec loi initiale . m
Proposition 2.5.2 ( Unicité)

Considérons (Qf, Fi, Fiy, P) Wi X' (i =1,2) deux solutions faibles de (2.5.2) avec
méme loi initiale. Si pour tout 7" > 0.

P(f|f (¢, X)) |2dt < 00 =1 i=1,2

Alors (X!, B') (X2 B?) admettent la méme loi de probabilité.

Preuve. Nous nous fixons 7' > 0 pour tout k on dé nit le temps d’arrét
Ti=inf{t >0, [} |f (s, X,) [Pds = k AT}

0 /T P'—p.s quand k> oo.

Posons :

(X = e [ (f (5,0) ax0) 4 [15 (5,0 P

oti {,) est le produit de R?a I’aide du critére de Norikov nous avons :

1 /T
E—/ |f (s, X,) [Pds < o0
2 Jo
ce qui montre que {1 (X “);t > 0} est une martingale sous P et FE(&,) = 1.

Nous pouvons donc dé nir une loi Q. sur (fo Tk F) telle que Xipri = X’—l—fTAT’“ |f (s, X1) ds+
Winri est un Q%) mouvement Brownien.

Qaﬂ est la restriction d’une mesure de probabilité Q% a I’ensemble des processus continus,

constants aprés 'instant 7¢ et arrétés en T’ pour tout k.

Enfin , pour tout n, 0 =1t <t; < ....... <t, <T et tout borélien I' de R2¥n+1),
Pl[Xt107Xt1077777X1 Xl S F,’T}CZT]:

tn>

1

= [ e MO X KX €Tk = T2
AT

1
= (X2, X2, .., X2 X2) e, 72 =T}dQ?
| e MO X X ! = T)iG%

= PX2 X2, .. X2 X2 el ,r2=T)

tno
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2.5. Solution faible d’EDS

La 2me ligne vient de l'observation précédente et du fait que sous Qrx, X'7%  est un
mouvement Brownien

Pour conclure, il suffit de faire tendre k vers co =
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Chapitre 3

Le calcul stochastique appliqué a la

finance et modéles financiers

3.1 Introduction

Les options sont des outils d’origine trés ancienne. Mais qui n’ont pas connu un développe-
ment spectaculaire qu’a partir des années soixante-dix avec le développement des modéles
d’évaluation, notamment celui de Black Scholes, permettant leur évaluation. Ce développe-
ment correspond surtout au besoin pratique de se couvrir contre des risques futurs, tout en
bénéficiant de I’évolution favorable de la conjoncture. Ainsi, toutes les fois qu’un contrat &
terme prend naissance, il y’a possibilité de créer une option sur ce contrat.

Dans ce chapitre il est question d’un champ d’application du calcul stochastique en
finances, plusieurs notions financiéres sont définies telle que les options, le prix d’exercice. . .
etc. En suite nous introduirons des notions sur des parametres non observables comme la
volatilité, quelque notions sur les marchés financiers et enfin nous parlerons des modeéles

financiers tel que le modéle binomial, et de Black Scholes .
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3.2. Notations, terminologies et quelques définitions

3.2 Notations, terminologies et quelques définitions

Le monde de la finance fait appel & une terminologie spécifique et & de nombreux anglicismes,

nous donnerons dans ce qui suit quelques définitions concernant les options financiéres.

3.2.1 Les options en finance

L’option est donc un titre qui donne le droit et non l'obligation a son détenteur d’acheter ou
de vendre un sous-jacent a un prix fixé au préalable appelé prix d’exercice (strike en anglais)
et durant une période déterminée appelé échéance. Le vendeur de 'option est tenu de se
soumettre & la décision du détenteur de 'option. Selon la terminologie anglo-saxonne, un «
call » est une option d’achat et un «put » est une option de vente, ces droits sont octroyés
moyennant un prix appelé prime ou premium, si les options peuvent étre exergable a tout
moment avant ’échéance elles sont américaines, mais dans le cas ou elles sont exercables
juste a I’échéance on parle alors d’options européennes.

Cependant les besoins spécifiques de certains marchés financiers ont engendrés la création
de différents types d’options autres que les américaines et les européennes, par exemple
I’option binaire qui stipule que le gain de I'acheteur est fixe lorsque 'actif sous-jacent est
4 un niveau supérieur au prix d’exercice de 'option pour un call et inférieur pour un put
ou bien l'option lookback, elle donne le droit & son acheteur de choisir a posteriori quel
prix utiliser, parmi ceux traités durant la vie de I'option, pour exercer ou pas 'option. Le
détenteur étant rationnel, il va opter pour le niveau qui maximise son gain.

Les options se distinguent, également, par I'actif sur lequel elles portent, autrement dit
Pactif sous-jacent. Celui-ci peut étre une action, un tracker, un indice,

Une option est dite dans la monnaie « in the money » lorsque son prix d’exercice est
inférieur au prix de son actif sous-jacent pour un call (ou supérieur au prix de son actif
sous-jacent pour un put), hors de la monnaie « out of the money » dans le cas contraire
; et & la monnaie « at the money » si le prix d’exercice est égal au cours actuel de I'actif

sous-jacent de 'option.
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3.2. Notations, terminologies et quelques définitions

3.2.2 Le prix d’exercice

Par définition le prix d’exercice d’une option est le prix fixé au préalable avec lequel le
détenteur peut exercer sont droit d’acheter ou de vendre l'option. Le vendeur est dans
I’obligation d’honorer son contrat en se pliant & la décision du détenteur. Une option
d’achat a plus de chance d’étre exercée lorsque son prix d’exercice est faible, sa valeur est
ainsi une fonction décroissante de son prix d’exercice. A linverse, une option de vente a
plus de chance d’étre exercée si son prix d’exercice est élevé par conséquent, sa valeur est

ainsi une fonction croissante de son prix d’exercice.

3.2.3 Payoff d’une option

Le résultat de l'option a I’échéance est appelé gain ou payoff, il est équivalent a la valeur
intrinséque, ce qui signifie pour un call que son payoff est égal a la différence entre le prix
du sous-jacent et le prix d’exercice et pour un put, au prix d’exercice diminué du prix du
sous-jacent. Le payoff d’une option implique aussi de déduire la prime payée pour acquérir
I’option.Nous constatons quatre situations possibles, deux pour un call et deux pour un put.

Les schémas suivants mettent en évidence la progression des gains dans différents cas :

Option d’achat (call) :

Un call écrit sur une action est un titre qui donne le droit d’acheter une option & un prix
d’exercice déterminé, disons X, jusqu’a sa date d’échéance. Le call est dit européen s’il ne
peut étre exercé qu’a son échéance. Exercer un call signifie prendre possession de 'action
en payant le prix d’exercice X.

Par ailleurs, un call est dit américain s’il peut étre exercé en tout temps jusqu’a son
échéance. Le payoff d’un call européen écrit sur une action ne versant pas de dividende est

égal au montant suivant a son échéance:

payoff = (S — X)+

ol S; est le prix de l'action sous-jacente & 1’échéance de 'option et ou (S, — X)* =

max(s; — X, 0).
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3.2. Notations, terminologies et quelques définitions

Un call combine un risque de perte limité, égal au prix de 'option, et un fort potentiel
de gains dans un marché haussier. Donc le profit maximum est potentiellement illimité, la
perte est limitée au prix de l'option et le seuil de rentabilité (break-even ou BE) est atteint

lorsque le prix du sous-jacent est égal au le prix d’exercice plus la prime d’option.

Frofic

a
- fl]

X

Priw clu sous jocsnt

s

Figure 3.1 : le payoff pour I'acheteur d’un call européen.

Comme l'indique la figure 3.2, le payoff du vendeur du call est a 'inverse de celui de
I’acheteur et s’avere négatif lorsque le prix de 'action dépasse le prix d’exercice plus la prime
d’option. Le vendeur est cependant compensé par ’acheteur qui lui verse une prime, soit le
prix proprement dit de 'option. Dans ce cas les gains sont limités & la prime d’option, la
vente d'un call peut s’avérer plus intéressant lorsque les perspectives du marché sont plus
que modérément baissieres. Donc le profit maximum est limité au prix de I'option, la perte

est potentiellement illimitée.
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3.2. Notations, terminologies et quelques définitions
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Figure 3.2 : le payoff pour le vendeur d’un call européen.

Option de vente (put) :

Le put donne le droit a son détenteur de vendre une action au prix d’exercice, disons X,
. DN 2 2 N , , . .
jusqu’a son échéance. Comme le call, le put peut étre européen ou américain.

Pour le détenteur, le payoff d’un put a son échéance est le suivant :

payoff = (X - St)+

Un put combine un risque de perte limité, égal au prix de 'option, et un fort potentiel
de gains dans un marché baissier, comme l'indique la figure 3.2. Donc le profit maximum
est potentiellement illimité, la perte est limitée au prix de l'option et le seuil de bénéfice
(break-even ou BE) est atteint lorsque le prix du sous-jacent est atteint le prix d’exercice

moin la prime d’option.
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3.2. Notations, terminologies et quelques définitions
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Figure 3.3 : le payoff pour I'acheteur d’un put européen.

Par ailleurs le vendeur d’un put a un payoff inverse de celui de 'acheteur, c’est-a-dire :
payoff = —(X — S;)".Les gains sont limités a la prime d’option ainsi la vente d’un put
peut s’avérer plus intéressant lorsque les perspectives de marché sont plus que modérément
baissiéres. Comme 'indique la figure 3.4, le payoff du vendeur du put est négatif dés que le
prix de I'action, & I’échéance de 1’option, se situe en deca du prix d’exercice.

Donc le profit maximum est limité au prix de l'option, la perte est potentiellement

illimitée.
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3.2. Notations, terminologies et quelques définitions
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Figure 3.4 :le payoff pour le vendeur d'un put européen.

Il est d’ores et déja possible de formuler les stratégies les plus simples que les acheteurs
et les vendeurs de calls et de puts peuvent imaginer. Attardons-nous d’abord aux calls.
Comme on peut le constater a la figure 3.1, le gain d’un détenteur de call est d’autant plus
important que le prix du sous-jacent, en I'occurrence ’action, 1'est également. En fait, on
dit qu'une option d’achat est a la monnaie si le prix de ’action est égal au prix d’exercice
et dans la monnaie si le prix de I'action est supérieur au prix d’exercice. Par contre, si le
prix de l'action est inférieur au prix d’exercice, le call est en dehors de la monnaie. Par
conséquent, le détenteur d’un call est d’autant plus favorisé que son option est davantage
dans la monnaie. Lorsqu’il anticipe une hausse du prix d’une action, I'investisseur aura donc
tendance a acheter des calls sur cette action de facon a engranger des profits.

L’achat de calls est donc une stratégie bullish. Il ne faut pas croire cependant que ’achat
de calls comporte un risque minimal. en effet, si le prix de 'action demeure en deca du prix
d’exercice, le détenteur du call subit une perte égale a la prime qu’il a payée pour se porter

acquéreur du call.
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3.3. Marché financier

Pour sa part, le vendeur du call fait face & un payoff négatif quand le prix de I'action
excede le prix d’exercice de 'option vendue. Certe, il encaisse une prime lorsqu’il vend un
call. Sa stratégie sera donc de vendre des calls en dehors ot trés en dehors de la monnaie
de manieére & éviter que le prix de ’action ne vienne se situer au-dessus du prix d’exercice
du call a I’échéance.

Déplagons-nous maintenant vers des stratégies élémentaires impliquant les puts clas-
siques. Un put est & la monnaie si le prix de ’action sous-jacente est égal au prix d’exercice
du put. Il est dans la monnaie si le prix de l'action est inférieur au prix d’exercice et en
dehors de la monnaie, si le prix de l'action est supérieur au prix d’exercice.

Par conséquent, un investisseur détiendra un put écrit sur une action lorsqu’il anticipera
une baisse de prix de la date d’action. L’achat de puts correspond donc & une stratégie

bearish

3.2.4 La durée de vie d’une option

Nous pouvons classer les options selon leurs échéances en trois catégories, en premier celles
ayant des durées de vie ne dépassant pas les 6 mois, la seconde catégorie peut atteindre 18
mois, 2 ans voir Hans et la derniére catégorie comporte les options ayant une maturité plus
de Hans.

Une lointaine échéance a pour effet d’augmenter les possibilités de variation du cours de

I’action est donc la probabilité d’exercice de I'option.

3.3 Marché financier

3.3.1 Equilibre d’un marché financier

Par définition, un marché est dit équilibré si l'offre est égale a la demande, cet équilibre
est réalisé en ajustant les prix des actifs. Dés que le marché est en situation d’équilibre et
suffisamment liquide, tout opérateur trouvera une contrepartie acceptant de traiter au prix
du marché. Nous disons de I’équilibre qu’il est compétitif si les agents n’ont pas un poids

relatif suffisant, pour peser sur les prix .
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3.4. Modéle binomial

3.3.2 Absence d’opportunité d’arbitrage

L’arbitrage est une opération qui n’implique aucune mise de fonds et qui n’engendre que
des flux de trésorerie positifs ou nuls. L’existence d’opportunité d’arbitrage sur un marché
est incompatible avec 1’équilibre de celui-ci. En effet, 'opportunité d’arbitrage déclenche

une offre sur les produits « sur cotés » et une demande sur les produits sous-cotés .

3.3.3 Efficience d’un marché

L’équilibre du marché peut étre le résultat d’opérateurs mal informés ou bien irrationnels.
Un marché est efficient quand & chaque instant les prix incorporent toute 'information

pertinente disponible.

3.3.4 Mesures de sensibilités des options

Les Grecs ( ou bien les ratios de gestion ) sont des indicateurs qui mesurent la sensibilité de la
prime d’une option par rapport a un déterminant donné (le cours du sous-jacent, le temps, la
volatilité). Pour gérer leurs positions, les opérateurs se basent principalement sur les ratios
primaires (delta, gamma, théta, véga, et oméga). Tandis que les ratios secondaires

(ratio égaliseur et la volatilité) servent plutot a détecter des opportunités d’arbitrage.

3.4 Modéle binomial

Le modéle binomial a été élaboré par Cox, Ross et Rubinstein en1979. Ce modéle est discret
pour la dynamique du sous-jacent. L’évaluation de 'option est calculée par ’application de

la probabilité du risque.

3.4.1 Modéle binomial & une période

Dans ce modéle nous considérons que le marché est a deux tempst =0et t =1, et a deux
actifs 'un risqué et 'autre sans risque.
L’actif sans risque passe de R=1ent=0a R= (1+7)ent =1, a titre d’exemple de

Iargent placé dans une banque avec un taux, est considéré comme un actif sans risque.
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3.4. Modéle binomial

L’actif risqué que 'on note S, vaut Sy en mais ¢ = 1 en peut prendre deux valeurs
différentes, soit il subit une augmentation S* = u.Sy ou une baisse S{ = d.Sy avec d < 1 et

u > 1.

=

-
\.

1-p | d.s,

Figure 3.5 : Arbre binomial & une période.

Le prix augmente avec une probabilité p , et baisse avec une probabilité de 1 — p

(p € [0,1]).

3.4.2 Modéle binomial & n périodes

Le modele binomial & n périodes est une généralisation du modele précédant. Considérons
un marché a deux actifs financiers I'un risqué et 'autre sans risque sur un intervalle de
temps [0, 7] divisé en n périodes. L’actif sans risqué qui vaut 1 en t=0 progresse au fil des

n périodes comme suit ( r est le taux du placement sans risque) :

1—>(1—|—T)—>(1—|—T)2—>...—>(1—|—7“)n

37



3.4. Modéle binomial

Par ailleurs, ’actif risqué prend la valeur Sy en ¢ = 0 , et il peut prendre deux valeur
a chaque période c’est-a-dire qu’a chaque période, il peut augmenter comme il peut baisser

cette évolution peut étre schématisée par un arbre comme suit :

n=0, 1,2,3,4

2.5,
P
U.Sq
P
1_
SU o L. de
1- 1-
P d.5, P U. d2.5,
p
P 2.5,
PN &5,

Figure 3.6 : Arbre binomial & trois périodes.

I’arbre binomial représente I’ensemble des trajectoires possibles pour un actif risqué, cet
ensemble est noté (2, c’est 'ensemble des n-upléts(ws....w,,) tel que chaque w; prend deux
valeurs possible W si Pactif augmente ou W¢ si 'actif baisse avec des probabilité p et 1 —p
respectivement.

On pose Y; = Sﬁg—"l, ces quantités représentent le rendement.
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3.4. Modéle binomial

3.4.3 Calcul de la prime d’une option européenne avec le modéle

binomial

Avant de calculer la prime d’une option avec le modéle binomial, on a besoin des données

suivantes :

- Le prix actuel du sous-jacent S.

- La maturité de 'option en année T' (la durée de vie).

- Le prix d’exercice ou strike K

- La volatilité annualisée de I'actif sous jacent en % (il faut 1’estimer)

- Le taux d’intérét sans risque r en % par an.

- Le taux de dividende annuel ¢ en %(dans notre étude il y a pas de dividendes).

- Le nombre de périodes n (plus le nombre est important, plus grande est la précision).

Ayant toutes ces informations nous pouvons calculer la prime en appliquant les formules

suivantes(Cpour la prime du call et P pour la prime du put) :

c = exp(—rt)Z(Mm)!)pi(l — p)™ max(su'd™ — k; 0)
p = exp(—rt)Z(i(Zi)!)pi(l — p)™ max(k — su'd™;0)
At =T/n

u=exp(0.VAL) et d = exp(—d.vV/At)

On a aussi p nommeée la probabilité « risque-neutre » de hausse du sous-jacent.

(exp(b.At) — d)
u—d
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Chapitre 4

Estimation et Simulation d’équations

différentielles stochastiques

4.1 Estimation paramétrique des EDS

On considére une EDS paramétrée par un vecteur de paramétres a estimer, de la forme:

dXt = bt<Xt, 9>dt + Ut(Xt; Q)th

On se placera dans le cas o le processus est homogéne by(x,0) = b(x,0) et oy (z,0) =
o(x,0), ou du moins peut étre considéré comme tel sur les horizons de temps etudiés.

On notera xy,,,,,,x, une séquence d’observations ol x; représente en fait x;,, avec,
t; =1A et A le pas d’échantillonnage supposé constant par commodité.

Notons cependant qu'un des intéréts de la modélisation continue lorsqu’on travaille avec
une version echantillonnée du processus réside

dans la possibilité de traiter les problémes d’estimation a partir d’échantillonnages ir-

réguliers en décrivant ces échantillons au moyen de 'EDS sous-jacente.

4.1.1 Maximum de vraisemblance

Il existe de nombreuses méthodes pour estimer les paramétres des EDS. Considérons ici
I’approche classique du maximum de vraisemblance qui consiste a maximiser la loi des X;

aux valeurs observées x; vis a vis des paramétres :

40



4.1. Estimation paramétrique des EDS

Ony = argmaxpy = (2o, ..., Tn).
La vraisemblance py(zo, ..., ) se réécrit encore sous la forme:

n—1

L(0) = Hp9($¢+1/$i)p0($0)

=0

ou encore en prenant le logarithme,

n—1

1(0) = Zlogp9<xi+l/xi) + log po(z0)

1=0

Souvent, py(zg) est inconnu et son influence sur I(#) tend a devenir faible lorsque n
n—1

croit. on se limite alors a la recherche du maximum de Z log pg(xiy1/ ;)
Meéme lorsque la loi de transition py(y/x) est connue lgr? ne peut pas en général trouver
directement le maximum de la vraisemblance par annulation du gradient <70pq(zo, ,,,,,Tn)-
Il faut alors employer des méthodes numériques d’optimisation. de nombreuses tech-

niques existent pour une telle optimisation.

4.1.2 Vraisemblance approchée

Afin d’accéder simplement a une approximation de la loi de transition py(y/z) on peut se
baser sur un schéma de discrétisation de I’'EDS.
Ainsi, le schéma d’Euler conduit a ’approximation .X;.1 = X;+b(x;, 0A)+o(X;, 0) (Wi —
dont on tire pg(wiy1, ;) ~ N(x; + by(2,0A), 0% (25, 0A) et une log-vraisemblance de la

forme:

1(6) = 1 {Z(xiﬂ _af(a:_z b;Z’)’ )4) + log(2m Ao (;, 9))}

En particulier, on peut vérifer que oest constante, la maximisation de la vraisemblance
n—1

conduit a la minimisation de Z(bz(xi, OA) — 2(z41 — x;)b(x;, 0)
i=0
Notons egalement que dans ce cas un estimateur convergent de o2 est donné par
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4.2. Estimation non paramétrique des EDS

1 n—1
= 2
o = Tit1 xz)

nAi:O

Ce résultat provient du fait que (dX;)? = 02(Xy, 0)dt , ce qui conduit a I’approximation:
nA
/ O'z(Xt, Q)dt =~ Z($i+1 — I‘i>2
0 -

4.2 Estimation non paramétrique des EDS

Pour construire des estimateurs non paramétriques de b;(z) et de o2 (), on va commencer
par décrire ces grandeurs comme des espérances mathématiques que l'on cherchera ensuite
a calculer

au moyen d’estimateurs a noyau. Partant de la relation

t+h t+h
Xt—‘,—h — Xt = / bu (Xu) du + / Oy (Xu) qu
t t
on voit donc aisément que
b = li 1E X X)X =
¢ (z) = h{%g [(Xin — Xo)[ X = 2]

Par ailleurs,

E[(Xin— X[ Xi=a] = E K /t T (Xa) du + /t T (X) qu> X, = m]

= o*(x)h + o(h)

donc,

!
o’(z) = lim (X — X0)?/ X, = 2]

On va voir comment exploiter les relations précédentes pour estimer b(z) et o%(z) dans

le cas d'un processus de diffusion homogéne. Pour cela, on va fournir dans le paragraphe
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4.3. Estimation non-paramétrique de b et de o

suivant quelques informations sur la notion d’estimateur a noyau d’une densité de probabil-

ité.

4.3 Estimation non-paramétrique de b et de o

Pour construire des estimateurs non paramétriques de b;(x) et de o?(z), on va commencer
par décrire ces grandeurs comme des espérances mathématiques que l'on cherchera ensuite

a calculer au moyen d’estimateurs a noyau.

4.3.1 Estimateurs a noyau

On considére une fonction K () positive de C*(R) telle que

/ K(x)dr =1
On supposera de plus que K est paire, de sorte que [ 2K (z)dz = 0 On définit également
les fonctions Kj(z) = h 'K (x/h) = 1. Lorsque la "bande passante" h tend vers 0, K}, tend
vers la distribution de dirac 9, et vers une densité constante lorsque h tend vers I'infini.etant
donné une variable aléatoire X dont on observe des réalisations indépendantes z1,..., x,, ont

définit un estimateur a noyau de la densité p(x) de X sous la forme:

() = %ZKh(x _ )

n
A partir de Uestimation 7, = —> kp, (r—2;) de la distribution stationnaire , la connais-

Ni=1
sance du coefficient de dérive ou de diffusion permet d’évaluer 'autre grandeur au moyen

des relations

- 1 d

Si aucun des deux coefficients n’est connu, on peut s’inspirer des relations b;(z) =

1 1
}llir%EE [(Xion — Xp)| Xy = 2] et o?(z) = }llirr(l)EE [(Xion — X1)?|X; = ] , pour construire

les estimateurs en estimant ces espérances comme suit :

o2 (@)i(z)] et Uz(x):% /t T ) () du

7(x
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4.4. Simulation des EDS

b(ZE) - rz—1
AnZthn (x — xy)
i=0
r—1
kn, (v — ) (Tip1 — iUi)Q
i=0
oi(z) =
T

—1
A, Z kp, (x — x;)
i=0

ot A, représente le pas d’échantillonnage temporel des n observations. en effet, on a

par exemple pour b(x;) les approximations locales

1 1
b(ﬂfl) = ]{EI(I)EE [(Xt—i-h — Xt)2|Xt = .I‘] ~ A—n(.ri_H — .TZ)
et la pondération par les noyaux kj,, (r—x;) permet de lisser ’estimateur pour les diverses

valeurs de x. on adopte la méme démarche pour I'estimation de o?(z) .

4.4 Simulation des EDS

L’intéreét pratique de la simulation d’équations différentielles stochastiques sera illustré dans
le chapitre suivant. Nous en donnons néanmoins un apercu rapide ici. Nous verrons qu’il
est possible de repréesenter la solution v d’'une EDP classique a ’aide de la solution d’une

équation différentielle stochastique, au moyen d’une formule du type

u(z,t) = E(h(Xr))

Pour simuler numériquement u, dont on ne peut connaitre ’expression analytique, il
existe donc deux possibilités : soit utiliser des méthodes classiques sans passer par la

représentation ci-dessus, soit simuler numériquement X jusqu’au temps7’, puis approcher
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4.5. Schéma d’Euler- Maruyama :

I’espérance a ’aide de la loi des grands nombres (moyenne de M trajectoires indépendantes
de (X7)). Cette derniére technique présente un certain intérét, surtout lorsque la dimension
de X est grande. En effet, les méthodes classiques (éléments finis, éléments frontiére,...) de-
viennent dans ce cas vite lourdes a mettre en oeuvre, et I’ordre de convergence des méthodes
déterministes diminue fortement lorsque la dimension augmente, alors qu’il est possible de
montrer que celui obtenu avec des méthodes stochastiques est indépendant de cette dimen-

sion. Il s’agit donc dans la suite d’approcher numériquement

dXt = b(X, t)dt + U(X, t)th

A propos de convergence

Deux mesures de vitesse de convergence sont habituellement utilisées sur les schémas
décrits dans la suite. Si Y,, = X, est une approximation d’une trajectoire du processus
solution de I’ “equation différentielle stochastique précédente:

—la vitesse de convergence forte est donnée par le plus grand tel que E(| X7—Yx|) = o(h?)

— la vitesse de convergence faible concerne la convergence des moments et est donnée
par le plus grand 3 tel que |E(f(X;) — E(f(Yn))| = o(h?), pour f polynéme ou fonction
réguliére & support compact.

Pour chaque schéma, des conditions de régularité spécifiques devront étre imposées a b

et o pour que la vitesse propre a la méthode soit effectivement atteinte.

4.5 Schéma d’Euler- Maruyama :

Cette méthode consiste a calculer une approximation de X(¢) sur une discrétisation de
'intervalle [0, 7.
Soit {X(t),t € [0,T]} le processus de diffusion solution de (2.1.2). Fixons un pas de

temps /At > 0 et notons 7;la suite des instants de discrétisation.

Soit (Wi) la suite des incréments de la discrétisation correspondante du mouvement

Brownien {W;,t > 0} .
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4.5. Schéma d’Euler- Maruyama :

AW =W, =W, i>0

Le schéma d’Euler-Maruyama est donné par :

Par déffinition du mouvement Brownien, la suite (AW;) est une suite de vecteur aléatoire,
indépendants et de méme loi.

Chacune des coordonnées de AW; suit la loi normale N(0, At) de moyenne 0 et de
variance At (d’écart-typey/At ).

Donc le schéma d’Euler-Maruyama devient :

Ou Z sont des variables i.i.d de loi N(0,1) .
Ce schéma a un ordre forte convergence égale a 1/2.

Exemple on a 'EDS suivant:

dS; = 0.02dt 4 0.111dW,;

Le programme en MATLAB nous donne la simulation de shéma d’Euler :

- n=1000;

- T=10;

- de=T/n;

- a=0.02;k=0.111;
Fil)=2

- for i=1:n

- w=sqrt (dt) Frand:

X R TS R VR TR PR S T
|

- vii+l)=vii)+a*y(i) *do+b*y (i) *w;
end

= e
=]
|

plotiv)
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4.6. Schéma de Milstein
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4.6 Schéma de Milstein

Milstien a proposé une approximation du second ordre, utilise & nouveau le calcul stochas-

tique différentiel. le schéma itératif est le suivant :

1
Xip1 = Xebb(Xo, 1) DS (X, ) (AW) 3 S(X,, ti)g—S(Xi,ti) [(Weis — Wi)? = At] Otvi = 1,2,3.........
i

en prend le méme exemple

dS; = 0.02dt + 0.111dW,

Le programme en MATLAB nous donne la simulation de shéma de Milstein
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4.6. Schéma de Milstein

clear all
n=1000;T=1;dc=T/n:
a=0.02;b=0.111;v(1)=2;
for i=1i:n
w==dqrt (dt) *rand;

vii+l)=v (i) +a*ry(i) *dt+b*y (i) *y+0.5%b" 2%y (i) *dt* (randn"2-1) ;
end
plot(v)

L« TS I TR 4 B O FL R O I

12 T T T T T

11

10

| | | | 1
0 200 400 600 800 1000 1200

Le programme en MATLAB nous donne la simulation de shéma de Milstein

et Euler
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4.6. Schéma de Milstein

[
= O

e B % T o

o]

3uler et milstein
clear all
n=10; T=1;dc=T/n;
a=0.02;k=0.111;v(1)=2;:¥1i(1)=2;
for i=1:mn
w=sgrt (dt) *rand:
vlii+l)=vl{i)+a*vl(i) *dc+b*vl (i) *w;
yvii+l)=vii)+a*y (i) *de+b*y (i) *u+0.5*b" 2%y (i) *dt* (randn"2-1) ;
=nd
hold on
plotiv,'c')
plotivl)
hold off
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4.7. Simulation d’'un mouvement Brownien standard:

4.7 Simulation d’un mouvement Brownien standard:

4.7.1 Discrétisation du temps :

Pour simuler le mouvement Brownien qui est un processus & temps continu, il faut d’abord
discrétiser le temps.

Soit At la longueur d’une période de temps. Nous simulerons le mouvement Brownien
au temps 0, At, 2At, 3AL, ...

La propriété d’indépendance de la définition du mouvement Brownien implique que

W,oo1 — W,

ou 7i = iAt avec At =T/N, ieN/NeN
est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, toutes

de loi N (0, At)

4.7.2 Simulation de la trajectoire :

Pour simuler une trajectoire d’'un mouvement Brownien jusqu’a l'instant NAt, il suffit de
générer m variables aléatoires indépendantes,

Zisi €1,2....N

de loi normale centrée et réduite. Nous simulerons

WO =0 et I/Vi—}—l =Wi+ vV AtZZ
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4.7. Simulation d’'un mouvement Brownien standard:

3programme de simulation du mouvement Brownien satndard
- T=1; N=500 ;dt=T/N;

= dw=zero=z (1,1 :

- w=zeros(1,H) ;

dwi{l)=sgrtidt) *randn:

- wily=dw(l):

- for 9= 2:N1

- dwiq)=sdgrt idt) *randn;

[FaT = T Y VYT, N SV I O
|

- wij)=wi{j-1)+dw({3j);

[
=]
|

end

plot{0:dc:T,[0,w], ']}

- xlabeli't','Font3ize', 1lE)
vlabel{'wit)','Font3ize',1le, 'Fotation' ,0)

=
=
|

o]

=
L
|

La Figure suivante représente la simulation du mouvement Brownien donnée par le code

Matlab:
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4.7. Simulation d’'un mouvement Brownien standard:
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Figure 4.1 : Trajectoire de mouvement Brownien standard

Avec les mémes démarches suivies dans la simulation d’une trajectoire d’'un mouvement
Brownien on peut simuler M trajectoires, le programme (PROG2) sur MATLAB, nous a

donné la simulation de N=100 trajectoires, le résultat est illustré dans la figure :
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4.8. Simulation d’'un mouvement Brownien géométrique

1

T
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Wit

kg

-
=F,
i
ey

Figure 4.2 : simulation de 1000 trajectoire d’'un mouvement Brownien

4.8 Simulation d’un mouvement Brownien géométrique

Nous voulons simuler le mouvement Brownien géométrique :

dSt - Stdt + Stth

avec la solution explicite :
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4.8. Simulation d’'un mouvement Brownien géométrique

2

dS(t) = S(0) exp K - %) t+ aW(t)}

La simulation d’un mouvement Brownien géométrique est donnée par le programme

suivant :

L T NS I o T, Y - P Y o O

~
=]

%simulation de MBEG

mu=2;:sigma=1;5z=ero=1;

T=1;N=2"8;dt=1/11;

dWf=sqgrt (dt) *randni{l,H) ;

W=cumsum ( dW) :

*resultat
Strus=Szero¥exp il (mu-0.5%sigma™2) *i{dt:dc: T) +sigma*W) ;
plot(0:dt:T, [Szero,Stru=] , "K'}
title('mu=Z,sigma=1")
¥labeli't','Font3ize', 18)
vlabel('S(L) ', 'Fontiize', 18, 'Potation' ,0)

La Figure suivante représente la simulation du mouvement Brownien géométrique donnée

par le code Matlab.
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4.8. Simulation d’un mouvement Brownien géométrique
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Figure 4.3 : Trajectoire de mouvement Brownien géométrique
A titre d’exemple on applique le schéma d’Euler-Maruyama sur le mouve-
ment Brownien géométrique :

dSt = ,uStdt + UStth
So=1

Ou p et o sont des réels constantes, par identifcation avec I’équation (4.5.1).

b(XZ,tZ) = /,LSt et S(Xz,tz) = O'St

La solution analytique ou explicite de ce probléme est connue :
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4.8. Simulation d’'un mouvement Brownien géométrique

2

S(t) = S(0) exp K - %) t+ JW(t)}

On prend p = 2,0 = 1sur Uintervalle [0, 1] avec At = 1/1000. Le logiciel Matlab donne

le
programme suivant :
1 %shema d'Euler sur MG
2 mi=z2;sigma=1:3zero=1;
3 T=1;W=1000;dc=1/1;
4 diW=sqgrt (dt) *randn (1,1 :
5 WM=cumsurm | A1) ;
& Strue=3zero*exp | (mu-0.5%sigma™2) *{dc:dc:T) +sigma*W) ;
7 plot(0:dt:T, [Szero,3trus], 'm-") ,hold on
8 P=4;Dt=E*dt:L=I/E;
g9 sem=zeros(1,L);
10 Stemp=sSIZeros;
11 for 9=1:L
2 Wine=sum (dW (E* (4-1) +1:B*3) ) :
13 Stemp=3temp+Dt *mu*stemp+sigma*stemp*Wine ;
14 Semiq) =stemp;
15 =nd
16 ploc(0:Dt: T, [Szero,3em] , 'c——*"') ,hold off
17 legend('solution exact','shéma dEuler','location', 'hest')
18 xlabeli't','Font3ize',14)
18 vlabel('3','Font3ize', 18, 'Fotation' 0, 'HhorizontalAlignemsnt' 'right')
20 Erreur EM=abs (Jem(end)-3trusiend) |

La figure suivante montre le tracé d’une trajectoire de la solution exacte , et 'approximation

correspondante donnée par le schéma .
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4.8. Simulation d’'un mouvement Brownien géométrique
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Figure 4.4 : Comparaison de 'approximation d’Euler-Maruyama et d’une trajectoire de ’'EDS

précédente.

L’erreur commise par le schéma, donné par le code Matlab est de valeur :

ErreurEM=0.0451.

L’approximation(??)a un ordre fort de convergence égale a 1. Cette méthode améliore
donc les instabilité numérique par rapport a la méthode d’Euler-Maruyama.
En utilisant I’exemple précédent celle du mouvement Brownien géométrique, pour mon-

trer la meilleure convergence vers la solution explicite, la programme est le suivant :
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4.8. Simulation d’'un mouvement Brownien géométrique

L T S R T I, Y Y P T S Y ]

= e
=

o O e Y T
| I T e I N

[#%]

o]

% application shema milstien sur MEG
- mu=2Z;:sigma=1;5z=ero=1;
- T=1:M=1000;dc=1/M;
- dif=sgrtidt) *randn (1,H) ;
- W=cumsum (dW) ;
- Strue=3zero¥exp( (mu-0.5%sigma™2) *(dL:dc: T) +3igma*W) ;
- ploc(0:dc: T, [Szero,3trus] , 'm—"') ,hold on
- F=4;Dt=PR*dt;L=N/E;
- sem=zeros (1, L) ;
- Sml=zeros(1,L);
- Xtemp=5zero;
- StempZ=sSzZeros;
- for 9=1:L
- Wine=sum (dW(E* (9-1)+1:E*3) )
- Stempi=3tempi+ (DL¥mu*itempl ) +(sigmwa*StempZ *Wine) +0.5%sigma™2 *3Cempl*, .
- (winc™Z-Dt) :
- Smliq)=3templ:
- end
- plot(0:Dc:T, [Szero,3em] , 'c——*") ,hold off
- legend|'solution exact','shema milstien','location', 'best')
- xlabel('t','Fontlize',12)
- vlabel ('5','FontSize', 18, 'Eotation' 0, 'Hhorizontalllignemsnt' 'right')
- Erreur EM=abs (Sem(end)-Stru={=snd)):

les trajectoires sont données dans la figure suivante :
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4.8. Simulation d’un mouvement Brownien géométrique

55

e

45 !

W
Ca
n
T
¢
=

25

Solution exacts
—€—-5Sheéma de Milstien

&
0 0.2 04 06 0.8 1

Figure 4.5 : Comparaison de 'approximation de Milstien et d’une trajectoire de I'EDS

précédente.

4.8.1 Simulation du modéle Binomial

On reprend 'exemple précédent correspondant au Call européen o :
Le prix d’exercice K = 85$.
La date d’échéance est dans 3 mois.
Le prix du sous-jacent S = 908.
Le placement sans risque r = 6%.

Le facteur multiplicatif de la valeur de I’action & la hausse u = 1.1
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4.8. Simulation d’'un mouvement Brownien géométrique

Le facteur multiplicatif de la valeur de ’action a la baisse d = 0.9

La valeur de la prime pour n = 4 périodes est donnée par la formule suivante :

N
=Y Chd’ 1 —q)""

\

ou

a >

- ()

J [UJdNS . K] efNr(Tft)

Afin de coder cette formule en Matlab, on utilise les fonctions de Matlab ceil() et

nchoosek().

W =1 A = L Rk

R S R R N i el = e
R e o e N T S T Ny e

Voici le programme :

function Rep=Binomial (N,u,d,r,50,5trike,T)
(Fonction utilise le modéle binomial pour
%$le calcul d'une option d'achat.

£H: Hombre de période

%u: Facteur mumltiplicatif de la hausse

%$d: Facteur multiplicatif de la baisse

%r: taux d'intérét sans risgue

£50: waleur initiale du =ous-jacent
£5trike: prix de l'exercice de 1l'option
£T: Maturitcé

%Calcul du taux d'intérét par période

- InterestRate=exp (r* (T/H)) !
£(Probabilité risgue neutre
= g=(InterestcRate-d) / (u-d)

= a=ceil (log(Strike/ (530% (d)~HN) )}/ (log(u/d))):
3Calcul de la valeur de la prime

- ExpectedPayvoff==0;
- for j=a:N

- inc=nchoosek (N, ) *g™ (3= {1-g) ~(H-3)*{{a) ™ (3)* (d) " (H-7) *50-5trike):
- ExpectedPayoffs=ExpectedPayvoff=+inc:

- end

- REep=ExpectedPayoffs/ (InterestRate) "H;

- end

La valeur de la prime d’un Call est de valeur 10,55888$.
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4.9. Simulation du modéle de Black-Scholes

4.9 Simulation du modéle de Black-Scholes

4.9.1 Simulation de la fonction d’un call

Nous avons montré dans le chapitre précédent, que la solution de I’équation d’un call de

prix S, de strike K et de maturité T est :

C(t,S;) = S;N(dl) — Ke "IN (d2)

avec : d1 et d2 donnés précédemment.
N(.) est la distribution cumulative de la loi normale.

A des fins pédagogiques, voici le programme d’évaluation d’un call :

1 function rep=CallB5(50,K,T)

2 %Fla fonction calcule le waleur d'une option d'achat par
3 %$la formule de Blacké&scholes

4 F50: waleur initiale su sous-jacent

5] FE: pix de l'exercice

& :2T: temps avant l'écheance, en annees

T

a8 £EEEEE3333initialization des paramétrestEEieeeeseeaaass
o= gigma=0.2; %=zigma:la wvolatilicé

10 - r=0.05; %r: taux dintéret sans risque annuel

11

12 FEEETETELTETFLLLEL33%%%% e resultat LR LA LES LS5
13 — dl={log(30/E)+(r)*T)/ (sigma*sqrtc (T) ) +sigma*sqrc (T) /2;
14 — dZ2=dl-sigma*sgrt (T) :

15 - rep=50*normcdf (dl) -E*exp (-r*T) *normcdf (d2) ;

16 — end

Application numérique :

En prenant Sy = 100, K = 120, T"= 1. On obtient :

C =6.9040

4.9.2 Simulation de la fonction d’un put

La formule utilisée pour le calcul d’'un put européen est :
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4.9. Simulation du modéle de Black-Scholes

P(t,S;) = Ke "YU N(—d2) — S,N(—d1)

Le programme Matlab permettant ce calcul est :

Wwooh =] 3 A = L R

N
=N TS T S T Ny Sy

E function rep=PutBS5(50,E,T)

-[¥la fonction calcule le wvaleur d'une option de wente par
%¥la formule de Blacké&scholes
£50: waleur initiale su =sous-jacent
3E: pix de l'exercice

~%T: temps avant l'échéance, en années

£EEEEEEE%3initialisation des paramitresE e eaass
gigma=0.2; %=zigma:la wolatilité
r=0.05; %r: taux d'intéret sans risque annuel

EIELTLLELLLTFLILLFLL355%% e resultat e LR LSELLSELS
dil=({log(30/E)+(r)*T)/ (sigma*sqrtc (T) ) +sigma~sqrc (T) /2;
d2=dl-sigma*sgrt (T)
rep=E*exp (—r*T) *normcdf (—d2) -530*normcdf (—-dl) ;

- end

Application numérique :

en posant Sy = 90, K = 100, T"'= 1. On obtient le résultat suivant :

P =10.2142
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Chapitre 5

Etude et Application modéle de Black
- Scholes:

5.1 Historique

Le premier modeéle d’évolution des actifs financiers a été proposé par Bachelier (1900). Les
actifs risqués étaient supposés Gaussiens et pouvaient donc prendre des valeurs négatives .
Pour remédier a ce défaut, le modéle retenu par la suite est un modeéle rendant les actifs
risqués log-normaux, afin de s’assurer qu’ils restent toujours positifs. Ce modéle est connu
sous le nom de Black-Scholes.

Dans ce chapitre nous allons nous concentrer sur une application des schémas de dis-

crétisation vu dans le chapitre précéden

5.2 Description du modéle de Black-Scholes

Considérons le modele classique de Black-Scholes
Bt — ert

dSt = MStdt + O'Stth,
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5.2. Description du modéle de Black-Scholes

avec Sy, By deux actifs,u € R, 0 > 0 et W = (I¥;) un mouvement Brownien sur un espace
(Q,A P). Afin de respecter la tradition financiére nous appellons b 'actif non risqué ( B
pour Banque) , & ne pas confondre avec un mouvement Brownien, et S l'actif risqué qui
seront définis sur une période [0,7] Intuitivement le rendement ou taux de variation de
Pactif dS;/S; n’est rien d’autre que la quantité udt a laquelle on ajoute une perturbation
aléatoire odWt . L’amplitude de cette perturbation est mesurée par o, parametre difficile &
calculer et trés important qu’on appelle la volatilité de I'actif S;. Le coefficient u est appelé

la dérive.

Définition 5.2.1 S; est un processus continu adapté défini par | équation stochastique:
dS; = pSydt + oS dW, avec Sy = sg > 0 (5.2.1)

Maintenant nous tenterons de résoudre ’équation(5.2.1). Pour ce faire définissons le

processus Z; = In(S;) , et appliquons la formule d’It6 au processus Z;. Nous avons

1 1 1
dZt = Edst + 5 _S_tQ) dSt X dSt
1 1
== g (uStdt + O'Stth) + 5 (—§> (MStdt + O'Stth) X (,uStdt + O'Stth)
t t
1 1 1
1
= (M — 502) dt + odW,

Apres intégration nous déduisons que

1
Zt_ZO: <I[L—§O'2)t+O'Wt

Puisque S; = exp(Z;), n ous obtenons:

1
Sy = Spexp { <,u — §a2> t+ aWt}

Soit un pas de discrétisation A, le schéma d’Euler de I’équation (5.2.1) est donné par :

Sni1 =Sy + puSp AN + 0 S, AW,

et celui de Milstein par :
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5.3. Applications

1
Spi1 = Sp + Su A\ + 0S8, AW, + 502 {(AW,)? — A}

o AW,, «~ N (0,4)

5.3 Applications

Pour illustrer une application des schémas présentés, nous essayons de voir la variation de
la qualité des simulations suite & la variation du nombre de simulations, de 'intervalle de
confiance, ou du pas de discrétisation au bien nous travaillons avec un pas de discrétisation
fixe et nous regardons 'effet de la variation de certains parameétres en utilisant les schémas
présentés, d’ou le choix de faire des tests avec différentes valeurs.

Pour chacun des schémas nous effectuons alors 10, 100, 1000, 10000, 100000 séries ( Nb-
Series ) de NbTraj= 1000 simulations avec un pas de discrétisation fixe A = % ,u = 0.05,
o =0.2et Sy = 100. En d’autres termes, pour un nombre de trajectoires fixé nous effec-
tuons 10, ..., 100000 simulations pour obtenir plus de précision, ou vu sous un autre angle,
le nombre de jours sur lesquels dure la simulation. Ensuite nous calculons ’erreur absolue
d’approximation epsilon avec un intervalle de confiance de ex = 95% pour chaque schéma.

Pour ce faire, et pour optimiser les programmes, nous allons plutot utiliser les fonctions
logarithmes, donc nous simulons plutét la variable logarithme de S, L’approximation du

schéma d’Euler devient;

In(S,11) = log{S,(1 + uA + cAW,)}

= In(S,,) + log(1 + uA + cAW,,)

= (So) + Zn:a +ul + o AW;)

=0

et pour le schéma de Milstein, il suffit de rajouter le terme 02{(AW;)* — A}
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5.3. Applications

Enfin, en appliquant la méme méthode aux solutions exactes, nous avons,

In{S;} = In
1o expf (u — %&)t + o)

1
= ln(So) —+ (u - 50'2)t + O'Wt

Maintenant, pour obtenir les solutions exactes au point t = (n + 1)A, nous avons,

1
In(Spy1) = In(Sp) + (u — 502)(7@ + DA+ oWiina

—n(S0) + 3 l(u— %UZ)A + o (Wirna — Wia)).

Dans un premier temps nous testons la sensibilité de I’équation par rapport au nombre
de séries simulées dans le schéma d’Euler et Milstein. Avant de présenter les résultats (voir
tableau ci-dessous), nous tragons le graphe de la solution exact.

La figure 5.1 représent une illustration des solutions exactes et approchées et permettent

de voir la fluctuation de la variable étudiée,
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5.3. Applications
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Figure 5.1 : simulation avec méthode d’Euler et milstien

mais par contre elles ne nous donnent pas de renseignements suffisants sur la précision
des schémas. Nous remarquons que la solution approchée suit bien celle qui est exacte, mais
pour étre plus rigoureux nous devons regarder la moyenne des erreurs; c’est que nous faisons
par la suite. Les études de sensibilité présentées ci-dessous permet tent de voir la variation
de la qualité des simulations suite a la variation du nombres de simulations, de 'intervalle
de confiance ou du pas de discrétisation.

Au vu des résultats présentés dans le tableau 5.3 nous pouvons remarquer que I’augmentation

du nombre de simulations donne un résultat plus précis puisque l'intervalle de confiance
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5.3. Applications

rétrécit. De plus, la méthode de Milstein confirme la théorie en donnant des résultats plus
précis puisque ’erreur est plus petite dans ce dernier cas.

Si nous reprenons ’exemple précédent, au lieu de tester la sensibilité par rapport aux
nombres de séries, nous testons celle-ci par rapport a l'intervalle de confiance et au pas de
discrétisation.

Les résultats présentés a la figur 5.4e montrent que, selon le niveau de confiance désiré,
nous obtenons des intervalles de confiance légérement différents.

Maintenant pour tester la sensibilité par rapport au pas de discrétisation,nous utilisons
les parameétres suivants: NbSeries= 1000, NbTraj= 1000, o =95% et calculons l’erreur

d’approximation en fonction de A =1/ 365, 1/52 et 1/ 12.

Nb Series | epsilon Inetrevalle Nb Series | epsilon Inetrevalle
10 0.5265 | [0.5225, 0.5305] 10 0.0229 | [0.0224, 0.0234]
100 0.5202 | [0.5225, 0.5305] 100 0.0233 | [0.0231 , 0.33]
1000 0.5221 | [0.5213, 0.5228] 1000 0.0233 | [0.0232, 0.0233]
10000 0.5224 | [0.5221 , 0.5226] 10000 0.0233 | [0.0233, 0.0233]
100000 0.5224 | [0.5224, 0.5225] 100000 0.0233 | [0.0233, 0.0233]
Figure 5.2: Sensibilité parrapport au nombre de séries

alpha | epsilon | Intervalle alpha | epsilon | Intervalle

0,9 0.5153 | [0.5116, 0.5190] 0,9 0.0231 | [0.0228, 0.0233]

0,95 | 0.5264 | [0.5196, 0.5331] 0,95 | 0.0232 | [0.0228, 0.0237]

0,99 | 0.5197 | [0.5096, 0.5297] 0,99 | 0.0234 | [0.0229 , 0.0239]

Figure 5.3: Sensibilité parrapport au nombre des éries
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5.3. Applications

Les résultats dnad le tableau montrent que le pas de discrétisation peut avoir une grande

influence sur la précision des résultats, nous remarquons que plus le pas discrétisation

diminue, plus I'erreur est petite et donc 'intervalle de confiance rétrécit.

Delta | epsilon | Intervalle Delta | epsilon | Intervalle

1/12 | 1.0531 | [1.0516, 1.0546] 1/12 | 0.0930 | [0.0929 , 0.0932]
1/52 |0.5124 | [0.5117, 0.5131] 1/ 52 |0.0224 | [0.0224, 0.0224]
1/ 365 | 0.1940 | [0.1937, 0.1942] 1/ 365 | 0.0032 | [ 0.0032, 0.0032]

Euler

Milstein

Figure 5.4: Sensibilité parrapport au pas de discrétisation

Dans la littérature il existe d’autres méthodes pour simuler les équations différentielles

stochastiques, par exemple la simulation avec variables de controles, mais 1’objectif ici est

d’appliquer les schémas vus précédemment
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5.4. Etude de la serie caterpillar

5.4 Etude de la serie caterpillar
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Figure 5.5 : La courbe réel de la série de caterpillar

5.4.1 Simulation des trajectoires de la série caterpillar par le mod-

éle de Black-Scholes

Apres discrétisation du temps : 7 p= 7 + pit,h + oiVh avec Z (0,1)

5.4.2 Algorithme modéle de Black-Scholes

Simuler n réalisations (74, ,,,,,,, Z,) de la variable aléatoire avec Z « (0, 1)
Initialiser 7,
pour j =1,,,n, calculerir; =r;_q + ur;_1At + arj,lx/A_th
-Code Matlab
La fonction Matlab « Black-Scholes » permet d’estimer les paramétres du modeéle Black

& Scholes a partir des données réels
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5.4. Etude de la serie caterpillar

function [F,ssegwal]=black =3t (7]
- n=lendtchiy)-1:

- for i=1:n

rli)=logivi(i+l)/ v(i));

- end

= F=mean (r):s=stdir):

0 =1 O N s L b
|

- segma=3:;mu=FE+0.5%3"2;

Le programme Matlab suivant permet de simuler les trajectoires a partir des parameétres

estimées :
1= clc,clear all
2 - nasdeg:;n=1000;MN=1ength(v) sh=1:¥Xt=zeros(n,N) :
= Eo{:,1)gil) *ones(n,1):
q — imu, segma) =black e=st(v]
o= for jJ=1:n
& — for J=1:N
T = wii,d)=sgrt (h) *randn;
B - o (i, j+41)=¥c (i, d)+mu*Et (i,9) *h4segma*XEt (i,9) *Wi{i,3)
o — end
10 - end
11— hold on
2 - plot (Ec,'c')
13 |= plotiv)
14 — toc
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5.4. Etude de la serie caterpillar
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Figure 5.6: Simulation d’une trajectoire de Black-Scholes (caterpillar)
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5.4. Etude de la serie caterpillar

5.4.3 Les Prévisions:

Le tableau suivant représente les prévisions obtenues par le modeéle de Black-Scholes et

I'intervalle de confiance

Date

Réel

Min

Simulé

Max

Nov 25, 2016

83.29

33.3255

105.4265

117.1054

Nov 23, 2016

81.92

33.9863

106.7716

116.1443

Nov 22, 2016

82.35

34.1266

108.1322

117.3111

Nov 21, 2016

82.76

36.5233

110.4452

118.4510

Nov 18, 2016

82.60

31.2846

113.4391

116.5120

Nov 17, 2016

82.53

32.1135

114.2428

117.5478

Nov 16, 2016

81.68

31.8574

111.0519

119.2458

Nov 15, 2016

82.50

31.0216

110.8130

121.5423

Nov 14, 2016

83.14

33.1589

114.0881

122.9852

Nov 11, 2016

83.89

34.1689

112.8160

119.1002

Nov 10, 2016

81.03

33.1589

112.0715

116.4550

Nov 9, 2016

77.85

33.1694

111.8347

118.1455

Nov 8, 2016

7791

35.0306

112.9811

119.2100

Nov 7, 2016

76.75

34.1569

113.2913

120.4522

Nov 4, 2016

76.09

33.1569

113.2145

121.3666

Nov 3, 2016

74.79

32.1846

111.5170

120.6554

Nov 2, 2016

75.12

31.1916

109.0586

118.1120

Nov 1, 2016

76.02

33.1900

108.4752

119.1390

Oct 31, 2016

77.74

33.1866

105.8112

120.1485

Oct 28, 2016

76.85

36.1339

106.1373

118.0007

Oct 27, 2016

78.25

33.4478

105.6355

117.3699

Oct 26, 2016

76.86

30.1502

103.6864

117.0650

Oct 25 2016

78.19

31.0103

103.7602

118.1566

Oct 24, 2016

79.85

33.1655

105.1839

119.4755

Oct 21, 2016

78.89

33.0658

105.0781

121.3011
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5.5. Calcule du call européen par la méthode MC:

130 Courbe simulée

Courbe réel

120 -

110}

100 F

80

g0

] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
2505 2510 2515 2520 2525 2530 2535 2540 2545 2540

On remarque que toutes les valeurs réelles sont dans l'intervalle de confiance

5.5 Calcule du call européen par la méthode MC:

Nous voulons valoriser un call asiatique européen dont les spécifications se retrouvent au
tableau suivant .On fournit un programme écrit en Matlab de nature a évaluer le prix d’une

option asiatique (call).

So | 80
X | 8
T | lan
r | 0,05
o | 0,2
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5.5. Calcule du call européen par la méthode MC:

Ces fonctions apparaissent au programme Matlab, La fonction "AsiaMC" calcule le
prix d’une option asiatique. Elle fait appel a la fonction "traj"(trajectoire) qui génére les

scénarios du prix du sous-jacent. La fonction"asiaMC"est la suivante

E%functinn [Call]=a=siaMC(50,X,T,sigma, r,np,nt)

-1250 la waleur actueslle de l'action sous-jacente

£ T le temps gui reste & l'option avant son échéance
X le prix dexercice fixé par l'option

r le taux d'intérét sans risque

sigma est la wvolatilité du prix de l'action

de oe e o

np le nombre de pas
-3% nt le nombre de trajectolire

W on =1 o A = L Ra

- S5=traj (50,T,=igma, r,np,nt) ;

=
=]
|

p=max (0, mean (5)-X)

[
=
|

Call = mean(exp(-*T)*p);

[
Pa
|

- end

La fonction Matlab "traj" permet de simuler les valeurs du .S; durant la période donnée

B T Rt s (50, T, sigma, ©, np, nt)
= de=T/np:;
- S5=zeros (np,nt) ;
- 5{1,:)=50;
dW==grt (dt) *randn (np,nt) ;
- -[for i=Z:np

E—% for j=1l:nt
- S5{i,3)=5(1i-1,j)*exp((r-0.5*%*zigma"2) *dt+sigma*dW(i-1,3}}):
- - end

[ I B I o O T
|

i
[
|

- end

[
[

Le graphe suivant illustre NV trajectoire de S
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5.5. Calcule du call européen par la méthode MC:

160

140

120

@100

80

60

40

On revient dans notre exemple et on appliquant les données du tableau précédent, Nous

fixons dans un premier temps le nombre de pas a 100 et le nombre d’itérations également &

100. Nous obtenons un prix de 1,61$ pour le call européen asiatique
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5.5. Calcule du call européen par la méthode MC:

>» for i=1:100
C{i)=a=siaMC(80,85,1,0.2,0.05,100,100):;
end

mean (C)

ans =

. 4072

Pl

*» std (C)

ans =

La moyenne des simulations est de 2,40%, ce qui est trés rapproché du prix effectif du
call asiatique, c’est-a-dire 2,48 $. La simulation que nous avons effectuée antérieurement
qui lui assignait un écart-type 0,22 , I'intervalle pour un niveau de confiance de 95% du prix

de 'option est de :

2,40 4 (1,96)(0,22) = 2,40 £ 0,43

L’intervalle de confiance du prix de 'option est déraisonnablement élevé puisqu’il s’étire
de 1,97$% a 2,83%. Le résultat obtenu d’une simulation n’est donc pas fiable pour un nom
d’itérations del00. On recalcule la valeur du call asiatique précédent en nous servant des

commandes Matlab avec 1000 itérations
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5.5. Calcule du call européen par la méthode MC:

»>> asiaMC(80,85,1,0.2,0.05,100,1000)

ans =

.5328

Fud

>» for i=1:1000
C({i)=a=siaMC(80,85,1,0.2,0.05,100,1000):
end

> mean (C)

ans =

-4140

1]

>> =td(C)
ans =

0.152%9

On remarque que 'écart-type des simulations s’est beaucoup réduit en augmentant le
nombre de simulations de 100 & 1000 puisqu’il est passé de 0,22 a 0,15. Cette réduction
était anticipée car lorsque le nombre d’itérations est de 100, la racine carrée de la somme
des erreurs au carré est divisée par v/100lors du calcul de Pécart-type, tandis que lorsque
le nombre d’itérations est de 1000, le diviseur est de v/1000. Mais, encore 1a, I'intervalle
de confiance du prix de l'option se révele trop important. Pour le réduire davantage, on
peut encore une fois augmenter le nombre d’itérations mais ces opérations finissent par
consommer beaucoup de temps. La valeur calculée pour le prix du call asiatique est donc
de 2,53%. Nous savons que sa vraie valeur est de 2,48%. Nous pouvons nous conforter en

éctuant 10 million d’itérations .Le résultat correspond & nos attentes
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5.5. Calcule du call européen par la méthode MC:

¥ TLG, P~R21a(0D,85,0.053,1,0:2, 100, 10000000) ;, GOC,
P =
2.4212

El-:'._j.?ﬁ‘:%':. Lime iz 176.093321 sevonds.

Avec 10 million d’itérations on tombe dans une valeur trés proche du prix du call asia-

tique donner
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Conclusion générale

Conclusion générale

L’étude détaillée d’une équation différentielle stochastique nécessite certaines notions de
base concernant les processus stochastiques . Dans ce mémoire,nous avons mis en place
tous les outils qui permettent d’aborder, tant au plan théorique que pratique, le cas d’une
équation différentielle stochastique lorsqu’une solution forte explicite est connue. De plus,
pour les situations ou la solution forte n’est pas connue, ou encore inexistante,nous avons
présenté le Théoréeme de Girsanov qui permet de définir une nouvelle mesure de probabilité
pour laquelle ce processus solution serait une martingale.

nous avons eu recours a la simulation en appliquant les modéles énoncés précédemment,
en utilisant deux méthodes de discrétisation (méthode d’Euler et méthode de Milstein)
sous Matlab.et les différents résultat montront que le pas de discretisation peut avoir une
grande influence sur la précision des résultats,nous remarquons que plus le pas discrétisation
diminue,plus 'erreur est petite et donc l'intervalle de confiance rétrécit.

On termine ce travail avec une Simulation de cours boursiers d’une société caterpillar
avec le modele de Black - scholes on conclu que les valeurs réelles dans l'intervalle de

confiance.
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