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Introduction générale

Introduction générale

Les équations différentielles sont apparues, pour la premiére fois, vers la fin du dix-
septiéme siecle dans les travaux d’Isaac Newton, Leibniz, et Bernoulli. Elles se sont produites
comme conséquence normale des efforts de ces grands savants d’appliquer les nouvelles idées
du calcul & certains problémes en mécanique. Plus tard la théorie d’intégration des équa-
tions différentielles a été développée par des analystes et des mécaniciens comme Lagrange,
Poisson, Hamilton, Liouville aux dix-huitiéme siécle et dix-neuviéme siécles. Pendant plus
de 300 ans, les équations différentielles ont été 1’outil essentiel de description et d’analyse
de nombreux problémes de plusieurs disciplines scientifiques.

L’importance des équations différentielles a motivé des générations de mathématiciens
et d’autres scientifiques afin de développer des méthodes d’étude des propriétés de leurs
solutions. Grace a son mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle publié
en 1886, Henri Poincaré a ouvert la voie pour une approche des équations différentielles ot
la priorité n’est plus donnée a la résolution, mais & une étude plus géométrique des solutions
en particulier de leurs propriétés. Cette recherche a pour but de trouver les propriétés des
solutions sans vraiment trouver les solutions d’une facon explicite, ce sont des méthodes
qualitatives.

Un des problémes principaux dans la théorie qualitative des équations différentielles est
I’étude de 'intégrabilité et les cycles limites des systémes différentiels planaires polynomiaux.
L’intérét des cycles limites des systémes différentiels planaires est d a leurs significations
importantes dans les modéles mathématiques issus de la pratique dans plusieurs branches
des sciences (Physique, Biologie, Economie, ...).

En 1900 D. Hilbert posait les fameux vingt-trois problémes. En particulier le 16éme

probléme, il pose la question du nombre et de la disposition des trajectoires périodiques
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isolées pour des systéemes différentiels polynomiaux

:—:P(ZL‘, )
R m
Yy _g_ (.’ﬂ,y)

avec P et () sont des polyndémes.

Ce probléme est non résolu a ce jour. Beaucoup de travaux récents sont consacrés a
I’étude des cycles limites, voir par exemple les papiers ?7.

La théorie qualitative des équations différentielles, plus connue aujourd’hui par la théorie
des systémes dynamiques, est la branche des mathématiques qui se développe le plus ac-
tivement et qui posséde les plus importantes applications scientifiques. L’étude qualitative,
surtout pour les systémes non-linéaires, reste donc un préalable nécessaire a I’étude compléte
de leurs solutions.

Dans notre travail, nous allons utiliser la théorie qualitative des équations différentielles
ordinaires pour traiter une classe des systémes différentiels planaires polynomiaux de Kol-

mogorov de la forme

avec f et g sont des polynomes.

Ce mémoire est structuré comme suit:

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions préliminaires sur les
systéemes différentiels planaires. On définit la notion de points singuliers, la linéarisation
des systémes différentiels non linéaires au voisinage de ces points, le portrait de phases, les
courbes invariantes, ainsi que les solutions périodiques.

Dans le deuxieme chapitre, on énoncera des critéres pour l'existence et la non existence
des cycles limites du systéme (/). De plus, on rappelera un théoréme qui carectérise la
stabilité d’un cycle limite.

Dans le troisiéme et dernier chapitre, seront traitées trois classes de systémes différentiels

de type Kolmogorov de la forme

z' = x(FU + \yU,)
y = y(GU — \zU,)
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ou U, I et G sont trois polynémes et A € R*.

Plus précisément dans la premiére section, sera étudiée une classe de systéme cubique avec
une intégrale premiére rationnelle qui confirme la non existence de cycles limites algébriques.
Dans la deuxiéme et la troisiéme sections, nous donnernons les conditions d’existence de
cycles limites hyperboliques ainsi que leurs expresions explicites.

Une conclusion cloturera notre travail.



Chapitre 1

Rappels et notions de base

Dans ce chapitre, on donne quelques notions et résultats sur les systémes différentiels poly-

nomiaux planaires.

1.1 Systémes différentiels polynomiaux

Définition 1.1.1 On appelle systéme différentiel du plan un systéme de la forme

r_ d_x = T
. _C% P(x(t), y(t)) (1.1.1)
y == = Qa(t),y(t))

ou P et () sont des polynomes a coefficients réels, on dit aussi que (1.1.1) est un systéme

différentiel polynomial.
Le systéme (1.1) est de degré d.ou d = max (deg P, deg Q)
Si P et () ne dépendent pas de t explicitement, alors le systéme (1.1.1) est autonome.

Dans la suite, on supposera que les fonctions P et () sont de classe C.

1.2 Champ de vecteurs

Avant de passer a I’étude d’un systéme différentiel, il est pratique de dessiner le champ de
vecteurs qui nous donne des rensignements précieux sur les différentes formes des solutions

possibles ainsi que leur comportement asymptotique.



1.3. Flot

Définition 1.2.1 On appelle champ de vecteurs, une région du plan simplement connezre
—

dM
dans laquelle il existe en tout point M un vecteur %.C ‘est -a-dire une application

M (z,y) —

- (e

ott P,Q sont de classe C'sur Q) C R2.

P
Remarque 1.2.1 Le champ de vecteur associé au systéme (1.1.1) est noté y = ( ) On

peut ’écrire aussi sous la forme suivante:

0 0

1.3 Flot

Soit M (z,y) un point de R2, on note ¢,(x,y) la position de M (z,y) aprés un déplacement
d’une durée ¢ (t € R).

Définition 1.3.1 On appelle flot (associé au champ de vecteur (P, Q)) Uapplication

0: RxR? — R?
@, (z,9) — ¢ ((z,9))

vérifiant les trois propriétés suivantes:

) Sel(@.9) = (Pei(.1), Qe (r.1)
i) po((x,y)) = (z,y)
i) gy ((:9)) = erlon((2,9)))

pour tout (z,y) € R? et t,s € R.

i) et i7) signifient que ¢,((z,y)) est la solution maximale qui passe par (z,y) a t = 0.
ii1) est une nouvelle formulation du caractére autonome de (1.1.1): au lieu de se déplacer
pendant t + s on peut le faire pendant ¢, prendre une pause, ensuite poursuivre, puis finir
son bout de chemin pendant une durée s :entre- temps le champ de vecteurs n’a pas été

modifié.
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1.4 Solutions d’un systéme différentiel

Une solution du systéme (1.1.1) consiste en un couple de fonctions (z(t),y(t)),t € I C R
qui satisfait ce systéme.

Si (z1(t),y1(t)) et (wo(t), y2(t)) sont deux solutions. On dit que (x2(t),y2(t)) est un pro-
longement de (z1(t),y1(t)) si 1 C Iy et Vt € Iy, (x1(t),y1(t)) = (22(t), ya(t))

On dit que (z(t),y(t)) est une solution maximale si elle n’admet pas de prolongement.
Autrement dit, pour toute autre solution (u(t),v(t)),onasi I C Iy et Vt € I, (z(t),y(t)) =
(u(t),v(t)) alors Iy = I.

Le plan (z,y) est appelé plan de phase.

Une trajectoire du point (z(t), y(t)) est 'ensemble des positions de ce point quand ¢ parcourt
tout 'intervalle des temps.

Les solutions (x(t),y(t)) représentent dans le plan (z,y) des courbes appelées des orbites.

Définition 1.4.1 Une solution de (1.1.1) passant par () est définie par:

(@(t), y(t)) = {w, (2", y7), t € R},

1.4.1 Portrait de phases

Définition 1.4.2 Le plan R? est appelé plan de phases et les solutions d’un champ de
vecteurs x représentent dans le plan de phases des orbites.Le portrait de phases d’un champ

de vecteurs x est I’ensemble des orbites dans le plan de phases.

1.4.2 Existence et unicité des solutions

Un résultat important de I'existence et de 'unicité d’une solution est donné par le théoreme

suivant:

Théoréme 1.4.1 Considérons l’équation % = F(z,y) avec la condition initiale y(zo) =
Yo. Alors,

i) Si F' est une fonction continue dans un voisinage de (o, yo), il existe une solution y(x) de
(1.1.1) qui passe par ce point et qui est définie dans (o —d,xg + 0) pour tout & strictement

positif.



1.5. Points singuliers

i) Si F est aussi lipshitzienne par rapport a la deuxiéme wvariable, alors la solution est

UNLqUE.

1.5 Points singuliers

Les points singuliers jouent un roéle important dans ’étude des systémes différentiels en
particulier ceux qui sont non-linéaires au voisinage de ces points. Henri poincaré (1854-
1912) montra qu’au lieu de calculer les solutions détaillées, il suffit de connaitre les points

singuliers ainsi que leur stabilité.
Définition 1.5.1 Un point (z*,y*) est dit point singulier du systéeme (1.1.1) s’l vérifie
P(z*,y") =Q(z%,y") = 0.

Remarque 1.5.1 La notion de point d’équilibre est la méme que celle de point singulier
pour le champ de vecteurs. On parle plutét de point singulier lorsque l’on regarde le champ

de vecteurs pour lui méme et de point d’équilibre lorsque on s’interesse aux trajectoires.

1.5.1 Linéarisation et matrice jacobienne

La plupart des systémes existants dans la nature sont non linéaires. La démarche la plus
naturelle pour étudier le comportement des trajectoires d’un systéme différentiel autonome
non linéaire, au voisinage d’un point singulier, consiste a se ramener a 1’étude du systeme
linéaire associé.

Notons J, ((z*,y*)) la matrice jacobienne associée au champ de vecteurs x au voisinage

d’un point singulier (xg, yo) définie par:

OP(z*y*) OP(z*y*)

* ok _ Oox Oy
JX(('T Y )) - oQ(z* y*) 2Q(z* y*)
ox oy

Considérons le systéme non linéaire (1.1.1), son linéarisé est donné par:

! OP(z*y*) OP(z*y*)

u u
= O Oy (1.5.1)
o 0Q*y*) Q") v
ox y
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Définition 1.5.2 Un point singulier du systéme (1.1.1) est dit hyperbolique si les valeurs
propres de la matrice J((z*,y*)) ont toutes une partie réelle non nulle. Dans le cas contraire,

le point singulier est dit non hyperbolique.

1.5.2 Equivalence topologique

Comme le comportement asymptotique du systéme non linéaire au voisinage d’un équilibre
hyperbolique peut étre déduit du systéme linéarisé, la question qui se pose: comment peut-on
établir une équivalence au voisinage de I’équilibre entre le systéme linéarisé et le systéme non
linéaire? D’une maniére générale, afin de comparer les flots pour des champs de vecteurs
linaires ou non linéaires, il est judicieux de définir pour toute classification, une relation
d’équivalence pour laquelle il existe une application qui transforme pour tout ¢, les orbites
de T'un en orbites de 'autre. Nous commencons, tout d’abord, par définir ce qu’est un

homéomorphisme.

Définition 1.5.3 Un homéomorphisme de R™ est une application bijective continue h :

R"™ — R"™, dont la bijection réciproque est continue.

Définition 1.5.4 Deuz systéemes autonomes dans le plan

(1.5.2)

7 = Pz(ff(t>a y(t>)a
yl = Qa2(x(t),y(1)),

définis sur deux ouverts U et V' de R" respectivement sont topologiquement équivalents s’il

(1.5.3a)

existe un homéomorphisme

h:U—YV

tel que h transforme les orbites de (1.5.2) en des orbites de (1.5.3a) et préserve Iorientation

des orbites.
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1.5.3 Le théoréme de Hartman-Grobman

Ce théoréme nous permet de réduire I’étude d’un systéme différentiel au voisinage d’un point
singulier hyperbolique, a I’étude d’un systéme linéaire topologiquement équivalent a (1.1.1)

au voisinage de 'origine.

Théoréme 1.5.1 Supposons que la matrice jacobienne au point singulier (x*,y*) a deux
valeurs propres telles que Re(A12) # 0, alors les solutions du systéme (1.1.1) sont don-
nées approximativement par les solutions du systéme linéarisé (1.5.1) au voisinage du point

singulier.

Autrement dit le portrait de phase du systéme linéarisé constitue, au voisinage de ce

point d’équilibre, une bonne approximation de celui de systéme (1.1.1).

Remarque 1.5.2 Dans le cas ot Re(A12) = 0, le point singulier (z*,y*) est un centre pour
le systéme linearisé. La détermination de sa nature dans le cas du systéme (1.1.1) nécessite

d’autres investigations: c’est le probléme du centre.

1.5.4 Stabilité de 1’équilibre

Un systéme non linéaire quelconque peut avoir plusieurs positions d’équilibre qui peuvent
etre stables ou instables.

Soit (z*,y*) un point d’équilibre du systéme (1.1.1). Notons par X* = (P(z*,y*), Q(z*, y*))
et X(t) = (P(z(t), y(t), Q(x(t), y(t)))-

Définition 1.5.5 On dit que:

i) (x*,y*) est stable si et seulement si
Ve >0,3n>0,[[(z,y) = (" y") <n = (V& >0, [ X(1) — Xo <¢)

i1) (z*,y*) est asymptotiquement stable si et seulement si tliin | X(t) — X*|| = 0.
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1.5.5 Classification des points singuliers d’un systéme linéaire

dans le plan (¢r, det)

Le flot de (1.1.1) au voisinage d’un point singulier (z*, y*) est classé selon les valeurs propres
de la matrice J,((z*,y*)) son déterminant, ainsi que sa trace. Les valeurs propres de J,

sont des solutions de I’equation caracteristique
A —tr(J )X + det(J,) =0

avec

tT’(JX> = )\1 + )\2 et det(JX) = )\1)\2

La nature des valeurs propres dépend du signe du discriminant A = (¢r(J,))? — 4 det(J,).
Trois cas se présentent:

1" Cas: A =0

On a alors \; = Ay = A, c’est -a-dire det(J,) = \*> > 0 et tr(J,) = 2)\. Par conséquent, si la

trace est positive (A > 0), on a un noeud dégénéré instable, si la trace est négative (A < 0),
on a un dégénéré stable.

2¢me (Cag: /A > 0

On a alors deux valeurs propres réelles distinctes. Donc

i) det(Jy) < 0:A; et Ay sont de signe opposé, I'origine est un col.
it) det(Jy) > 0et tr(J) > 0: A, A2 > 0, Porigine est un noeud instable.
i11) det(Jy) > 0 et tr(J) <0: A1, Ay <0, Dorigine est un noeud stable.

3¢me Cas: /A < 0

On a alors deux valeurs propres complexes conjuguées A\ 2 = a £ i3, c’est -a-dire det(J,) =

o?+ B> 0et tr(Jy) = 2a.

i) tr(Jy) <0, lorigine est un foyer stable.
it) tr(Jy) > 0, Porigine est un foyer instable.

iti) tr(Jy) =0, Dorigine est un centre.

10



1.5. Points singuliers

| DraiA)

Portrait de phase récapitulatif du systéme (1.5.1)

Exemple 1.5.1 Soit le systéeme différentiel

¥ =x—
/ Y (1.5.4)
Yy = Ccosx

C’est un systéme non linéaire qui admet une infinité de points singuliers (vg,yx) = (= +

b1 3

k, g + km) avec k € Z*
On distingue deuz cas:

Si k est pair, alors

J((zr, yx)) = 1 0

Au voisinage de (xy,yy), le linéarisé du systéme (1.5.4) est donné par:

11
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On a det(J) = —1 <0, alors (0,0) est un col pour le systéme linéaire.

Si k est impair, alors
1 -1
1 0

J(wr,yx)) =

Au voisinage de (xy,yx), le linéarisé du systéme est donné par:

Les valeurs propres de J sont solutions de [’équation caractéristique
N —tr()A+det(J) =0 <= N —A+1=0

Dans ce cas A = =3 < 0, donc deuzx valeurs propres complexes conjuguées, 12 = a £ if3.

Comme

det(J) = 1=a*>+3">0
tr(J) = 2a=1>0

lorigine est alors un foyer instable

1.6 Courbes invariantes

Pour les systémes différentiels, les parties invariantes jouent le méme role que les connexes
en topologie élémentaire: on restreint un flot & une partie invariante comme une application
continue & une composante connexe, I’étude sur chaque composante est disjointe des autres.
Elles jouent un role important dans I'intégrabilité des systémes différentiels planaires poly-

nomiaux.

Définition 1.6.1 (Ensembles invariants) Une partie T C R? est dite invariante si et seule-

ment si Nt € R, o, (T) C T.

Les point singuliers et les solutions d’une équation différentielle sont invariants pour le
flot mais la réciproque n’est pas vraie. Une courbe invariante ne peut étre une solution

d’une équation différentielle mais elle est constituée de solutions.

12
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Définition 1.6.2 Soit f : U C R?> — R une fonction de classe C* dans 'ouvert U.

L’ensemble
Cr={(z,y) €U/ f(z,y) =0}

est dit courbe invariante, s’il existe une fonction k(x,y) de classe C' dans U, appelée co-

facteur, qui satisfait la relation suivante:

Pl )5 (0,0) + Q) 5 (0,) = Ko v) o) (16.1)

pour tout (x,y) € U.

Remarque 1.6.1 L’identité (1.6.1) peut étre écrite sous la forme suivante:
VIF=kf (1.6.2)

o F((5:) = (P(r.0). Qa1 est e weteurgrdient de (s, o4, V1 (.1)) =
—_— 2 nn 5cn - - s - YJ /
((8:17 (x,y), 3y (z,y)) et "." désigne le produit scalaire. Nous désignons par 5 OU fla

fonction V f.F sur l’ensemble des solutions du systéme (1.1).

Dans toute la suite, le cofacteur joue un réle important c’est pourquoi nous supposons

toujours son existence.

Remarque 1.6.2 lorsque le cofacteur k(xz,y) est un polynome, C; est une courbe invari-
ante de cofacteur polynomial, on ne s’interessera qu’aux courbes invariantes de cofacteur

polynomial de degré inférieur ou égal & d — 1, c-a-d, deg k(z,y) < d — 1.

Définition 1.6.3 Une courbe invariante C est dite algébrique si f(z,y) € Rlz, y] et elle est
invariante pour le flot du systéme (1.1.1) dont le cofacteur k(x,y) est toujours un polynome

de degré deg k(xz,y) < d — 1.

Proposition 1.6.1 Soient f(x,y) = 0 et g(x,y) = 0 deux courbes algébriques invariantes
du systéme (1.1.1) de cofacteurs respectifs k¢(x,y) et ky(z,y), alors le produit (fg)(z,y) =0

est aussi une courbe algébrique invariante dont le cofacteur est ke(x,y) + ky(z,y).

13



1.7. Probléme d’intégrabilité

Preuve. On a:

P8 Q% — pilys §9f>+@<f + 22
= PG+ Q5+ Pl +0Z)
ce qui implique
3fg of

+Q g—9@f+ﬂw

car f(z,y) = 0 et g(x,y) = 0 sont deux courbes algébriques invariantes du systéme (1.1.1).

Par conséquent,

pdf f9

9+Qa — Falky + k)

D’ou, le produit (fg)(z,y) = 0 est une courbe algébrique invariante du cofacteur ky(z,y) +
ky(z,y). m

Remarque 1.6.3 Une courbe algébrique f(x,y) = 0 est irréductible, si f(x,y) est un

polynome irréductible dans l’anneau Rz, y].

1.7 Probléme d’intégrabilité

1.7.1 Intégrales premiéres

La notion d’intégrabilité pour un systéme différentiel est basée sur 'existence d’intégrales
premiéres, donc la question qui se pose: Si on a un systéeme différentiel, comment connaitre
s’il a une intégrale premiére? ou si on a une classe des systémes différentiels dépendent de
parametres, comment déterminer les valeurs des parametres pour lesquelles le systéme a une
intégrale premiére? Malheureusement ces questions n’ont pas de bonnes réponses.

L’étude du probléme d’intégrabilité consiste & déduire 'appartenance du facteur inté-
grant ou de facteur intégrant inverse & une classe de fonctions donnée, la recherche de ces

derniers est liée a la recherche d'une intégrale premiere.

Définition 1.7.1 Une fonction H : U — R de classe C7 et qui est constante sur chaque
trajectoire de (1.1.1) et non localement constante s’appelle intégrale premiére du systéme

(1.1.1) de classe j sur U C R2.
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1.7. Probléme d’intégrabilité

L’équation H(x,y) = ¢ pour un c € R fixé, donne un ensemble de trajectoires du systéme
d’une maniére implicite.

Quand 7 = 1, ces conditions sont équivalentes a

OH OH

et H non localement ( sur chaque composante connexe ) constante.

La recherche d’une expression explicite d’une intégrale premiére et la détermination de

sa classe fonctionnelle s’appelle probléme d’intégrabilité.

1.7.2 Facteurs intégrants

Définition 1.7.2 La fonction R(x,y) est un facteur intégrant du systéme (1.1.1) sur le sous

ensemble ouvert U CR? si R€ CY(U), R#0 sur U et

J(RP) J(RQ) . OR OR .
_ _ o o _ 1.7.1
5 T div(RP,RQ) =0 ou P@aj + Q@y Rdiv(P,Q) (1.7.1)
P
ou div(P, Q) = div(y) = ?9_:5 - % est la divergence du champ de vecteurs x = (P, Q).

C’est clair que la fonction H telle que:

0
a—y——RP

est une intégrale premiére, c’est & dire, H est donnée donc par

Hir.y) = — / R, y) Pz, y)dy + h(z)

ou

H(z,y) = /R(x, y)Q(z,y)dz + h(y)
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1.7. Probléme d’intégrabilité

1.7.3 Facteurs intégrants inverses

Définition 1.7.3 : La fonction V(x,y) est un facteur intégrant inverse du systéme (1.1.1)

sur le sous ensemble ouvert U CR? si V € CH(U), V # 0 sur U et

ov ov orP 0Q
P— — =|=—+= |V
e (l’,y)+Q8y (z,9) <8x + ay)
Le facteur inégrant inverse est une courbe algébrique invariante de cofacteur k(x,y) =
oPrP 0Q .
_(ﬂf,y)+ (ﬁay) :le(P,Q)

ox G_y

Il est facile de vérifier que si V' est définie sur U, la fonction R = % définie sur U\{V = 0}
est un facteur intégrant du systéme (1.1.1), ce qui permet de calculer 'intégrale premiére
de ce dérnier sur U\{V = 0}.

L’intégrale premiére H associée au facteur intégrant inverse V' peut étre calculée par
I'intégrale

Hie.y) = [ (Qw.v)do — Plasy)dy)/V (2.9 (1.7.2)

h
Lorsque un systéme différentiel posséde une intégrale premiére rationnelle H = —, alors
toutes les courbes invariantes peuvent étre définies par f. = 0 ou f. = h — cg pour une

certaine constante ¢ € R et sont ainsi algébriques.

1.7.4 Facteurs exponentiels

Il y a un autre objet, qui s’appelle facteur exponentiel, qui joue le méme role que les
courbes algébriques invariantes pour obtenir une intégrale premiére d’un champ de vecteurs

polynomial .

Définition 1.7.4 Soient h et g deux polynomes premiers entre eux. La fonction F =
exp(h/g) s’appelle facteur exponentiel du systéme (1.1.1) , s%l existe un polynome k(z,y)
de degré inférieur ou égal a d — 1 tel que

paexp(h/g) N Qanp(h/g)

L 5t = kexp(h/g)

Comme précédemment, on dit que k(x,y) est le cofacteur de exp(h/g).
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1.7. Probléme d’intégrabilité

La proposition suivante, donne la relation entre la notion de la courbe invariante et le

facteur exponentiel.

Proposition 1.7.1 Si F(z,y) = exp(h/g) est un facteur exponentiel et g est une fonction

constante, alors g = 0 est une courbe algébrique invariante telle que h satisfait I’équation

oh

p2r
ox +

oh

— = hk, + gk
Qay g g F
ot k4 et kp sont respectivement les cofacteurs de g et F'.

Remarque 1.7.1 Si F(z,y) = exp(h/g) est un facteur exponentiel de partie imaginaire
non nulle, alors son conjugué F~ = exp(h™/g~) est aussi un facteur exponentiel réel de

cofacteur réel.

Définition 1.7.5 Soit la fonction

M Ssz?"(eXp(ghl D (exp(12 ). (exp( 2Ly (1.7.3)

1" 92 91
our,l €N, fi(z,y) =0 (1 <i<r)etgjer,y =0 (1<j<I) des courbes algébriques
invariantes du systéme (1.1.1), h;(z,y) (1 <1 <) des polynomes de R[z,y], \; (1 <i <)
et p; (1 < j < 1) des nombres entiers non négatifs. Les fonctions précédentes sont dites

fonctions de Darbouzx (généralisées).

Le probléme d’intégrabilité consiste & trouver une classe de fonctions d’une intégrale pre-
miére (ploynomial, rationnelle, Darboux, élémentaire, Liouville, etc...) du systéme (1.1.1).

Pour cela , on introduit les deux définitions suivantes

Définition 1.7.6 Une fonction élémentaire est une fonction construite par des fonctions ra-

tionnelles a l'aide d’un nombre fini d’opérations algébriques, de compositions et d’exponentielles.

Définition 1.7.7 Une fonction de Liouville est une fonction construite par des fonctions
rationelles et leur quadratures o l'aide d’un nombre fini d’opérations algébriques, de compo-

sitions , d’exponentielles et d’intégrations .
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1.8. Solutions périodiques

1.8 Solutions périodiques

Le comportement des solutions a I'infini (¢ tend vers 00) est 1'une des questions essentielles,
et souvent difficiles, que I'on se pose a propos des équations différentielles.

Un comportement générique consiste a faire tendre les solutions vers un mouvement péri-
odique. Dans le cas du plan, cela signifie que les trajectoires se rapprochent d’un cycle
(courbe fermée image d’une solution périodique).

Dans le cas des systémes non linéaires, les cycles se présentent en général de facon assez
différente, alors que dans le cas linéaire, s’il y a un cycle il y en a une infinité. Les cycles des
systeémes non linéaires sont plus souvent isolés et controlent le comportement des trajectoires

proches, comme les points critiques controlent celui des autres trajectoires proches.

Définition 1.8.1 : La solution v(t) = (x(t),y(t)) du systéeme (1.1.1) est dite périodique s’il
eriste T' > 0 tel que:
v(t) =~ +T) Vte|0,+o0.

T est alors sa période.

Remarque 1.8.1 : Les points singuliers du systéme (1.1.1) sont des solutions périodiques

constantes.

Exemple 1.8.1 : L’oscillateur harmonique est régi par Uéquation différentielle x” +w?x = 0

est équivaut au systéme

!

r =y
y = —wix
d
Ce systéme s’inteégre facilement puisque d—y = —w?, ce qui donne pour ensemble de
x

solutions 72 + w?z? = c¢. Autrement dit, ce systéme posséde une famille continue a un

parametre de solutions périodiques représentées dans le plan des phases par des ellipses.
Un résultat important est énoncé dans le théoréme suivant qui peut seulement étre ap-

pliqué lorsque l'orbite périodique 7 est donnée d’une maniére implicite, c’est & dire, lorsqu’il

existe une courbe invariante f (z,y) = 0 telle que v C {(z,y) / f(x,y) = 0}.
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1.8. Solutions périodiques

Théoréme 1.8.1 [8 Considérons le systéme (1.1.1), v (t) une orbite périodique de période T
et supposons que f : U C R? — R une courbe invariante telle que v C {(x,y) / f (z,y) = 0}
et k (z,y) est le cofacteur de la courbe invariante. Supposons que V f (p) # 0 Vp € . Alors,

/O k(v (8)dt = / div (7 (1)) dt

Remarque 1.8.2 La supposition V f (p) # 0 signifie que f ne contient pas des points sin-

quliers.

Définition 1.8.2 (courbe fermée) Une courbe plane est un ensemble v de couples (f(t), g(t))
ot f et g sont des fonctions continues sur un intervalle I = [a,b] fermé, le point M, =
(f(a),g(a)) est Uorigine et My, = (f(b), g(b)) est Uextrémité de la courbe .

On dit que la courbe est fermée si ses extrémités sont confondues c’est-a-dire:

Définition 1.8.3 (domaine connexe) D est connexe si toute paire de points dans D peut
etre reliée par une courbe entiérement contenue dans D. Autrement dit, il est constitué d’un
seul morceau. Dans le cas contraire, chacun des morceauzr est une composante connexe de
D. Il est simplement connexe si toute courbe fermée dans D n’entoure que des points de D,

c’est-a-dire il n’a pas de trous.

1.8.1 Cycles limites

Nous avons vu que les solutions tendent vers un point singulier. Un autre comportement
possible pour une trajectoire est de tendre vers un mouvement périodique. Dans le cas d’un
systéme planaire cela signifie que les trajectoires tendent vers ce que I'on appelle un cycle

limite.

Définition 1.8.4 Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée.

Une trajectoire fermée est une orbite non réduite & un point qui revient & la solution initiale
apres un certain temps.

Isolée signifie que les trajectoires voisines ne sont pas fermées, elles spiralent autour du cycle

du cycle limite en s’en éloignant ou en s’en approchant.
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Chapitre 2

Existence de cycles limites

L’un des problémes importants et difficiles a étudier dans la théorie qualitative des équations

différentielles est la détermination des cycles limites d’un systéme différentiel de la forme

ou P, () sont des polynomes réels dont les variables sont x et y. On sait que les systémes

différentiels polynomiaux de degré 1 n’admettent pas de cycles limites.

2.1 Critéres de non existence

Dans la littérature des cycles limites, on trouve des théorémes de non existence du cycle

limite :

Théoréme 2.1.1 (critére de Bendixon) Soit D un domaine simlpement conneze de R%.

Si la quantité g + (2—22 est non identiquement nulle et de signe constant sur D, alors le

champ de vecteurs x n’admet pas de cycle limite entiérement contenu dans D.
Démonstration.

Supposons que v : X = X (t), 0 <t < T, est une orbite fermée du systéme (1.1.1) entiére-

ment contenue dans D. Si S désigne l'intérieur du -y, il s’en suit de la formule de Green que
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2.1. Critéres de non existence

or 0
//(% + 8—§)dxdy = j{(de — Qdx)
s
(Pdy — Qdx)
(Py — Qx')dt

(PQ — QP)dt

I
S ot — iy T — T — 5 7

et si div(P, Q) est non identiquement nulle et ne change pas de signe dans S, alors il s’en
suit de la continuité de champ de vecteurs (P, Q) dans S que lintégrale double précédente
est soit positive ou négative. Dans tous les cas, cela conduit a une contradiction. Donc, il

n y a pas de cycles limite de (1.1.1) entiérement contenu dans D. m

Exemple 2.1.1 Démontrons que le systéme différentiel

¢ = anx + any + By?
Y = anx + axny + A\

avec a;; > 0 pour tout i et j.
On a — + —< = ay + az > 0 en tout point de R?, alors il ne peut donc exister de cycle

limite dans R2.

Le critére de Bendixon est un cas particulier du critéere de Bendixon-Dulac comme le

montre le théoréme suivant:

Théoréme 2.1.2 (critére de Bendixon-Dulac) Soit le systéme différentiel (1.1.1) et soit

B(z,y) une fonction de classe C'sur un domaine simplement connexe D de R%. Si la quan-
L, 0 . . .

tité (BP) + —(BQ) est non identiquement nulle et de signe constant sur D, alors le

ox dy
systéme (1.1.1) n’admet pas de cycle limite dans D.
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2.1. Critéres de non existence

Démonstration. Sans perte de généralité, supposons qu'il existe une fonction B(x,y)
telle que
OBP 0BQ

0
8x+8y>

dans une région simplement connexe D. Soit v une trajectoire fermée du systéme autonome
planaire dans D. Soit S l'intérieur de . Puis, de la formule de Green, il s’en suit

aBP aBQ

—)dzdy = ¢ (BPdy — BQdx)

(BPy — BQz')dt

(BPQ — BQP)dt

I
T —y T — 5 5o

Donc l'intégrale vaut 0. C’est une contradiction, alors, il ne peut y avoir une telle

trajectoire fermée v. m

Exemple 2.1.2 Considérons le modéle de compétition dont les équations sont:

z(l —x — ay)
y(1 —y —bx)

1
avec a,b > 0, les points d’équilibre sont (0,0),(1,0),(0,1) et (z*,y*) qui vérifie les deuz

g (2.1.1)

y

équations 1 —x* —ay* =0 et 1 —y* —bz* = 0.

Les droites x = 0 et y = 0 sont respectivement isoclines nulles verticale et horizontale. On
s’interesse seulement au quadrant positif D = {(z,y) / * > 0,y > 0} . S’il doit exister un
cycle limite, il est nécessairement autour de (x*,y*)

D est aussi simplement connexe, on le choisit pour appliquer le critére de Bendixon-Dulac.

P(z,y)=2(l —z—ay) = ;—le—Qx—ay

Qz,y) =y(l—y—br) = a—§=1—2y—baz
Ainsi

oP 0Q

%—i_(’?_y = 1-2zx—ay+ (1 —2y—bx)

= 2—2(2+b) —yla+2)
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2.2. Critéres d’existence de cycles limites

Le signe de la quantité s + m n’est pas controlable, le critére de Bendixon ne permet pas
x Y
de conclure et d’exclure la présence de cycle limite.

1
Soit B(x,y) = —, alors
y

x 0 1

BP =—1—-z- — —(BP)=—-

(@) = (1 —a—ay) = S(BP)=—

BQE.y) = L1 —y—br) = ~(BQ) =

€T = — — — 0 _ [ —

o 0 d 11 , , L
Ainsi la quantité —(BP) + —(BQ) = —— — — est toujours strictement négative sur D.
Ox dy Yy x

On ne peut donc avoir la présence d’un cycle limite dans D.

2.2 Ciritéres d’existence de cycles limites

Théoréme 2.2.1 Soient deux courbes fermées C et C', la seconde entourant la premieére.
Si en chaque point de C, le vecteur vitesse (P, Q) de la trajectoire qui y passe est dirigé vers
Uexterieur, et si en chaque point de C'il est dirigé vers lintérieur, on peut affirmer qu’il

. . . . . /!
existe au moins un cycle limite compris entre C et C' .

Existence d’un cycle limite

compris entre C et C’
Dans larticle de Giacomini, Llibre et Viano [7], une méthode a été présentée pour

étudier l'existence et la non-existence de cycles limites d’'un champs de vecteur planaire.

Cette méthode est basée sur les deux critéres suivants:
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2.2. Critéres d’existence de cycles limites

Critére 2.2.1 (Chavarrigua) 7]

Considérons le systéme:
z = P(z,y)

Yy =Q(z,y)
P et Q définis sur Uouvert Q C R? de classe C*, soit (z(t),y(t)) une solution périodique

(2.2.1)

de (2.2.1) de période T. Supposons que: U = U(x,y) (de classe C*) solution de l’équation

linéaire aux dérivées partielles:

P(z, y)g—g(% y) + Q(x,y)g—g(x,y) = k(z,y)U(z,y)  (2,y) €Q (2.2.2)

ot le cofacteur k : Q — R est une fonction de classe C* vérifiant:

/0 B (), y(0)dt £ 0

Alors la trajectoire fermée:

v(t) = {(=(t),y(t)) € Q: £ € [0, T]}

est contenu dans >, = {(z,y) € Q : U(x,y) = 0} et v nest pas contenu dans un anneau

circulaire, de plus si P et () sont analytiques, alors v est un cycle limite .

Remarque 2.2.1 Nous remarquons que ce critére montre que quand nous savons explicite-
ment la solution Ul(x,y) de léquation, U(x,y) = 0,qui sont des trajectoires du systéme
a travers [’équation pour un k donné, nous avons en plus l'information sur les solutions
périodiques de systéme parce que si 7y est une trajectoire fermée, il doit satisfaire:

v est contenu dans Z = {(z,y) € R*: U(z,y) = 0} ou /k‘(t)dt =0

2!

Critére 2.2.2 [7]Considérons le systéme (2.2.1) et supposons que:
1) P,Q de classe C*

2) U = Ul(x,y) de classe C* solution de I'équation linéaire aux dérivées partielles

U ,0U _ 0P 0P

Qe = (o — 2.2.
83:+ dy (8x+8y)U (223)

St v est un cycle limite, alors v est contenu dans

Y ={(zy) €Q:U(x,y) = 0}
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2.2. Critéres d’existence de cycles limites

2.2.1 Stabilité des cycles limites

Dans [9], D.W.Jordan et P.Smith ont expliqué que les trajectoires avoisinantes ne sont pas
fermées et se comportent comme des spirales qui s’approchent ou s’éloignent du cycle limite
lorsque t — 400. Ceci concerne aussi bien les trajectoires v(¢) qui démarrent a l'intérieur
que celles qui démarrent & ’extérieur en fonction des conditions initiales. Ces solutions sont

relativement de moindre importance en comparaison avec la solution périodique.

Les types de cycles limites

(a) Le cycle limite ~ est stable (ou attractif), si les trajectoires intérieures et extérieures
spirales tendent vers l'orbite fermée v quand ¢ — +o00 .
(b) Le cycle limite ~y est instable (ou répulsif), si les trajectoires intérieures et extérieures

spirales tendent vers I'orbite fermée v quand ¢t — —o0 .
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2.2. Critéres d’existence de cycles limites

(c) Le cycle limite ~y est semi-stable, si les trajectoires spirales intérieures tendent vers
lorbite fermée v quand ¢ — +00, les autres (extérieures ) tendent vers v quand t — —o0,

et vice-versa.

-—
- -.\ -~ /'.. - - - -~ e - - ~
p # ", ; i - # - S,
¥ N e N v
S f o |
/ | _ " o : _.f( " |
\ |
. "«.\ y 1 '\.\ _‘_2'.
S R A - /
. o " - -
_——— — -
cycle limite stable cycle limite instable cycle limite demi—stable

(Classification des cycles limites

Le théoréme suivant permet de caractériser la stabilité d'un cycle limite ([12] page 216)

Théoréme 2.2.2 [12] Soit v(t) une orbite périodique du systéme (1.1.1) de période T.
Alors,

v est un cycle limite stable st .
/ div(y(£))dt < 0,
0

et est un cycle limite instable si

/T div(y(t))dt > 0.

1l peut étre un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou peut appartenir a une bande

continue des cycles si

/O " div(y(6)dt = 0.

T

Remarque 2.2.2 Lorsque la quantité / div(~(t))dt est différente de zéro, on dit que le
0

cycle limite vy est hyperbolique.

26



2.2. Critéres d’existence de cycles limites

Remarque 2.2.3 Les cycles limites stables sont trés intéressants d’un point de vue scien-
tifique puisque ils sont caractéristiques des systémes qui montrent des oscillations stables
et entretenues de maniére autonome, c-a-d, le systéme oscille méme en absence de forces

périodiques externes.

Exemple 2.2.1 On a comme exemples de cycles limites: le battement du coeur, les rhytmes
biologiques du corps humain (temperature, sécrétion d’hormones), les oscillations dans les

réactions chimiques, etc.

Remarque 2.2.4 Les cycles limites n’apparaissent seulement que dans les systémes non
linéaires, un systéme linéaire peut avoir des orbites fermées mais qui ne sont pas isolées:
en d’autres termes, si x(t) est une solution périodique, aussi cx(t) sera une solution pour

chaque constant ¢ # 0.

La recherche d’un cycle limite est une tache difficile dans le cas général, on donne un

exemple ot on peut écrire I’expression explicite du cycle limite.
Exemple 2.2.2 Soit le systéme d’équations suivant:

dz
= —yta(l =2 )
dggy (2.2.4)
pn =z +y(l—a*—19y?)

Pour résoudre ce systéme, on pose

T =rcosf

y =rsinf
la formulation du systéme permet de passer des coordonnées carisiennes (x,y) au coordon-
nées polaires (r,0) qui sont définies par les relations suivantes:

r? = 2%+ y?

tanf = ¥
T

et comme

dr_ Orde  Ordy
dt Oz dt Oydt
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2.2. Critéres d’existence de cycles limites

Cela veut dire que

dro__w dv Yy 4y
dt N 1/x2—|—y2dt ‘/(1;2—|—y2dt
0 in 0
= rcis (—rsind +rcosf(1 —r?)) + T (rcos® +rsinf(1 —r?))
~ —r2cosfsinf + r?cos? (1 — r?) + r? cos O sin 0 + r? sin® 6(1 — r?)
r
~ r2(1—r?)(cos? 0 + sin”0)
B r
= 7r(1—1?)
et on a
W _onde  0dy
dt  Oxdt Oydt
alors
A R
dt 1+ (E)2dt 1+ ()2 dt
= —Sme(—r sind +rcos (1 — %)) + Cose(r cos® +rsinf(1 —r?))
r
~ rsin®@+rsinfcosf(1 —r?) +rcos? 0+ reos@sinf(1 —r?)  r(sin®6 + cos®f) ]
- . - - =
On obtient le systéme:
dr 3
— =r—r’
at 1 (2.2.5)
% - b

On élimine t, en dwisant la premiére équation de (2.2.5) sur la deuziéme équation terme a

terme, on obtient:
dr
@ r—r
do 1
dt

ce qui implique
dr 3
— =r—-r
do

donc

r—r=—r (2.2.6)

rrTd 2 = 1. (2.2.7)
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2.2. Critéres d’existence de cycles limites

On pose
z =72
On dérive, on obtient
d
d—; = —2r %
Ce qui implique
/3 1dz
rr ———
2 df
En remplacant dans (2.2.7), on aura
1dz
——— —2(0)= -1
a9 2
alors
—2 —22=-2 (2.2.8)

. . s . ., ’ \ P .
C’est une équation différentielle linéaire en z et z non homogéne pour résoudre cette équa-
tion, on cherche la solution homogéne pour résoudre cette équation.

On considére [’équation homogéne associée

dz
9, =
70 z=0

On se raméne a une équation & variables séparées

d
R )
z
En intégrant, on trouve
Inz =—-204¢;

2(0) = co exp(—26)

tel que
cy = exp(cy)

On utilise la méthode de la variation de la constante arbitraire, on obtient
2(0) = c2(0) exp(~20)

En dérivant, on trouve

dz

i —2c9(0) exp(—20) + 6,2(9) exp(—260)
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2.2. Critéres d’existence de cycles limites

On substitue z et 2 dans (2.2.8), on aura
—2 = 2exp(—20)ca(0) — cy(0) exp(—26) — 2¢5(6) exp(—26)

= —exp(—26)cy(0)

Ce qui imlpique

’

¢y () = 2 exp(20)
donc

c2(0) = exp(20) + ¢
On revient a la soltution, on trouve

2(0) = exp(—20)(exp(20) + ¢) = 1 + cexp(—20)

On a,d’aprés ce qui précéde

1
Z = ﬁ
Ce qui implique
1
r? = -
z
1

1 + cexp(—260)
On revient aux coordonnées cartésiennes

2 .2 1
"ty = 7
1 + cexp(—2arctan(=))
x

D’ot la solution est

Ulz,y) = 0
1
= P -0

1+ cexp(—2 arctan(g))
x

pour ¢ = 0, dans le plan de phases, c’est le cercle d’équation x® +y?> —1 = 0 et c’est un
cycle limite. les autres solutions s’obtiennent par intégration du systéme. Lorsque t — o0
toutes ces solutions s’approchent du cycle limite.

Dans cet exemple, on a

v(t) = (cost,sint)”, div(P,Q) = 2 — 42 — 4y>
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2.2. Critéres d’existence de cycles limites

et
27 27
/div(fy(t))dt = /(2 —4cos’t — 4sin®t)dt = —4m
0 0
27
Puisque /div(’y(t))dt < 0, le cycle limite ~(t) est stable.
0

Le cycle limite x*> + y*> — 1 = 0 du systéme (2.2.8)

Définition 2.2.1 Un cycle limite algébrique est un cycle limite qui est contenu dans les

zéros d’une courbe algébrique invariante.
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Chapitre 3

Systémes différentiels de Kolmogorov

Les équations de Lotka-Volterra, que 'on désigne aussi sous le terme de "modele proie-
prédateur", sont un couple d’équations différentielles non linéaires du premier ordre, et sont
couramment utilisées pour décrire la dynamique de systeémes biologiques dans lequels un
prédateur et sa proie interagissent.

Elles ont été proposées indépendamment par le biologiste américain Alfred J Lotka en
1925 et par le mathématicien italien Vito Volterra en 1926.

Volterra proposa ces équations afin de modéliser ’évolution de la quantité de poisson
peché dans la mer Adriatique dans la période suivant la premiére guerre mondiale.

Ce modeéle n’a pas seulement une valeur historique mais il est aussi le point de départ
d’une série d’effort de modélisation d’entités interagissantes dans la biologie, ’écologie et
I’économie.

Ces équations modélisent les taux de croissance « ety de deux populations qui intéragis-
sent dans un écosystéme, ou x est 'effectif d’une population de proies et y est 'effectif d’une
population de prédateurs.

L’espece 1 (proie) posséde une quantité illimitée de nourriture et de ressources et que
ses individus ne soient pas en compétition entre eux.

L’espéce 2 (prédateur) se nourrit exclusivement des individus de Iespece 1.
L’espéce 1 croit exponentiellement en absence des prédateurs et ’espéce 2 décroit exponen-

tiellement en absence des proies.
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3. Systémes différentiels de Kolmogorov

La dynamique des populations est une partie de la biologie mathématique qui a pour but
la description, en termes de modéles mathématiques, de 'intéraction entre différents types
des populations dans un milieu donné. Ces modeéles sont régis par des équations d’évolutions
qui sont des équations aux dérivées partielles. Il existe en dynamique des populations
plusieurs types d’intéractions entre ces populations ( proie-prédateur, compétition, etc).
Un probléme central est I’étude du comportement asymptotique des solutions des systémes
modélisant ces phénomeénes.

Le premier modele de prédation fut proposé par les deux auteurs indépendamment: le
statisticien Alfred Lotka (1923) et le mathématicien Vito Volterra (1926), ce modele dit de
Lotka-Volterra qui est le systéme ordinaire a deux équations différentielles donné par:

v = x(a—by),

!

(3.0.1)
y = (—c+dz),

ou a, b, c et d des réels stictement positifs, x et y représentent la densité de population de ces
espéces a l'instant . Le modele de Lotka-Volterra a subit par la suite des modifications et il
est, encore a ce jour, a la base de nombreux travaux théoriques et appliqués. En général, la
solution du systéme (3.0.1) ne peut pas s’écrire de fagon analytique, mais ella a été étudiée
de maniere qualitative.

En 1936, le mathématicien russe Kolmogorov a décrit un systéme proie-prédateur planaire,
défini par deux équations différentielles. L’une d’elles mesure la variation de la densité des
proies et I'autre celle de la densité des prédateurs présents, au cours du temps.

Ce systéme dit de Kolmogorov a la forme générale suivante

r =uzf(x,
= (@9) (3.0.2)
y =yg(z,y)
avec f et g sont des fonctions continues et dérivables.
Dans notre travail, on s’interessera au systéme de la forme:
z' = 2(FU + \yU,
( yOh) (3.0.3)

y = y(GU — \zU,)

ou U, F et GG sont trois polyndémes et A € R*.
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3.1. Sur la non-existence de cycle limite pour une classe de systémes cubiques

Proposition 3.0.1 Le systéme (3.0.3) admet U(x,y) = 0 comme courbe algébrique invari-

ante de cofacteur k(z,y) = xFU,(z,y) + yGU,(z,y)

Preuve. Comme

dU , ,

= (zFU, +yGU,U

alors, U(z,y) = 0 est une courbe algébrique invariante pour le systéme(3.0.3) avec le cofac-
teur k(z,y) = 2FU,(z,y) + yGUy(z,y) =
Dans ce que suit, on va étudier trois différentes classes du systéme (3.0.3), cubique,

quartique et une derniére d’ordre six.

3.1 Sur la non-existence de cycle limite pour une classe

de systémes cubiques

Considérons le systéme cubique

’

T

z(a((x—a)+y—06)°>—7)+2\(y—p))

(3.1.1)
Y =yb((z—a)P+y—0572?—9%) -2 (r—a))

quest une classe de systéme (3.0.3) pour F = a, G =bet U(z,y) = (z — a)’+(y — 5)*—~2.

ou a, b, a, B et v sont des constantes réelles

Théoréme 3.1.1 Le systéme (3.1.1)a une intégrale premiére rationnelle de la forme

l’b

yo ((z — )2+ (y — B)2 —42)*

De plus, il n’admet pas de cycles limites algébriques.
Y

H(x,y) =

Preuve. On a

b (a4 (= B =77 — 2’ (z — )

H, =
v ((z—a)2+ (y — B)2 — 42
_ b bU —2X\z (x — «)
o yaU/\+1
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3.1. Sur la non-existence de cycle limite pour une classe de systémes cubiques

et
g~ ptE—aP =8 — ) + 2y (y - F)
! Yt ((z — )2 + (y — B)2 — )™
_ palU + 2y (y — )
= 7 Yot A
Par suite
dH ! ! ’ !
E == Hml‘ + Hyy
= x(aU+2/\y(y—6))H;+y(bU—2/\x(x—oz))H;
LU= ) U2 —a)) 00 — 2\ (z — a)) (all + 2y (y — 5))
= 7 yaU)\+1 r yaU)\+1
D’ou
dH
a0

Comme le systéme est polynomial planaire et admet une intégrale premeére rationnelle, alors
les courbes solutions sont algebriques et donc elles ne peuvent pas étre des spirales. Sinon
elles coupent ’axe des abscisses en une infinté de fois ce qu’est n’est pas possible. Ainsi, le

systéme (3.1.1) n’a pas de cycles limites algébriques. =
Exemple 3.1.1 Poura=A=1,b=—1, a = =2 le systéme (3.1.1) devient:

v =2 (7— 4z — 8y + 22 + 3y?) (3.1.2)

’

y =y (=74 8z + 4y — 3z — ?)

1l posséde

1
xy(x? +y? —dx — 4y + 7)

comme intégrale premiére du systéme car

H(iL‘,y) =

dH ’ ! ! !

= (7T — 4o — 8y +a° + 3y°) H, + y(=7+ 8z + 4y — 32” — ) H,

= 0

Par conséquent, le systéme (3.1.2) n’a pas de cycles limites algébriques.
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3.2. L’existence cycle limite algébrique pour une classe de systémes quartiques

3.2 L’existence cycle limite algébrique pour une classe
de systémes quartiques

Considérons dans le quadrant positif Q = {(x,y) € R?*/x > 0,y > 0}, le systéme quartique

= ((allﬂ + b1y + c1) ((35 - 04)2 +(y — 5)2 - 72> +2\y(y — 5)) (3.2.1)
Yy =y ((aﬂ + boy + ¢2) ((95 - 04)2 + (y — 5)2 - ’72) — 2 z(z — 04))
classe de systéme (3.0.3) pour F' = (mz+by+c1), G = (aex + by + ¢2) et U(x,y) =

(x—a)’+(y—B)* =

ol ay, by, c1, as, by, ca, a, B et v sont des constantes réelles avec o > 0, 8 > 0 et 2 <

min{a?, 3°}.

Remarque 3.2.1 Les conditions o > 0, f > 0 et v? < min{oﬂ,ﬁg} assurent que le cercle
I'={(z,y) € Q) U(z,y) =0} est contenu dans le premier quadrant du plan
Q={(z,y) eR*/z >0,y >0}

Pour ce systéme, nous allons prouver I'existence d’un cycle limite algébrique dont on

donnera 'expression explicite. Pour ce faire, soit le lemme suivant:
Lemme 3.2.1 Le cercle I' définit une solution périodique du systéme (3.2.1).

Preuve. D’apres la proposition (3.0.1), le cercle I" est une courbe algébrique invariante

de cofacteur
k(x,y) =2[x(z — a)(az + by + a) + y(y — ) (azx + by + b)] .

Reste & montrer qu’il est non singulier. Par ’absurde, supposons que I' contient le point

singulier (xg,yo) du systéme (3.2.1), donc (xg, yo) est une solution du systéme

(@ +biy +er) (@ —a)* + (y = 5)" =) +2xy(y — ) =0,
(asz + bay + ) ((z — o) + (y— B)° — 7?) = 2X\z(z — a) = 0.

D’ou



3.2. L’existence cycle limite algébrique pour une classe de systémes quartiques

Dans le premier quadrant positif du plan, 'unique point singulier est («, 3) , centre du cercle,
ce qui est absurde, donc I' est une orbite périodique. =
Dans la suite, nous donnerons une condition pour que le systéme (3.2.1) admette I’

comme cycle limite hyperbolique.

Théoréme 3.2.1 Le systéme (3.2.1) admet le cercle I' comme cycle limite hyperbolique si

a1(8 — 1/ B° = %) + bala — /a2 —7%) #0.

Preuve. On pose T la période de T'. .
Pour montrer que I" est un cycle limite, il suffit de vérifier que / div(T'(¢))dt # 0.
0

Selon le théoréeme 1.8.1, on a pour n’importe quelle valeur de u € R*

/O div(D (1)) dt = /0 div(T(#))dt + /0 div(T(#))dt — /O k(D(8))dt)

div(z,y) = (,%(m(FU + \yU,)) + (%(y(GU — AUy,))

= (F+G+aF, +yG)U +2(F = \NU, +y(G+ \)U,

avec F, est la dérivée partielle par rapport a la variable = de la fonction F' = F(x,y), et de

méme pour G, donc

/OT div(a(t), y(1))dt /OT @(F = A — p\Us + (G + A+ p\)U,) dt

En revanche, a partir du systéme (?7), nous obtenons

B dx
- 2 (FU + M\yU,)

dt

par suite

T — p—
/ div(w(t), y(t))dt = fx(F A ,u)\)U)% +5(G’ + A+ p)\)Uydx
0 r LTYUy

f(F_)\_M/\)dea:+j{<G+/\+M/\)dx.
r AyU, r AT

Comme U(z,y) = 0 est une courbe algébrique, alors

Up(z,y)dx + Uy(z,y)dy =0
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3.2. L’existence cycle limite algébrique pour une classe de systémes quartiques

C’est-a-dire
Up(z,y)de = —Uy(z,y)dy

[ avtet o= O gy JEZRm),,

On applique la formule de Green, on obtient

/Odiv(x(t),y(t))dt _ //t 9 G+i+m) aﬁxw]dm

_ // bgy + (111’) dxdy
znt
T
| Szt =5 ]
div(x(t),y(t))dt = —— —dxdy — — —dxdy 3.2.2
/0 (=(6),4(1)) A int(T) L A int(T) Y ( )

ou int(I") désigne l'intérieur de I" avec I est le cercle défini précedemment. Comme la courbe

donc

d’oll

est réunion des deux arcs

n=0-VY—(r—a)3 =50+ (v—a)?

1
I, = / / —dxdy
int(I‘)

_ /a_7 (/:Jm/vz (z—a) ldy)d

2_(z—a)2 T

Alors

En intégrant I; Par rapport a y, on obtient

aty 2 _ — 2
hezf MIEZEZR,
a—y x

On faisant le changement de variable x = a4 vy sin 6, alors

T
2 V1 —sin?f cos §
_Z a+ysind
2
™
= 2
- 27/2 _cos 0 g
a+ ysinf
2
= 44%J
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3.2. L’existence cycle limite algébrique pour une classe de systémes quartiques

ou
T
1[5 20
J_—/% cos )46
2)_Za+ysinf
En posant
t:tan§
On obtient
11—t 2t 2dt
cos) = ——, sinf = et df =
1+ ¢2 1+t2 1+t
par suite
;o 1/1 (1—12)? 1 2dt
2 ()2 2t 1412
1+4+¢2
B /1 (1—t2)2 .
) (22 (ot 4 29t 4 )
1 2 2
a 1 1 2t v -« 1
- / (= 2 5 e T 2 2 )dt
21+ (1412 v at? 4+ 2yt + o

ar ¥ —a® [t 1
- _2_+7 2 / 2 dt
¥4 2 ol Lot + 29+ «

1
1

Calculons la valeur de K = / —dt

-1 Oét2 + 2’}/t + «

On a :
1 dt
K==
04/1 (t n 7)2 N a?—~2
Q a?
Onposez:t—kz.
Q@
Alors
1! dt
K = _/ 022
« —1 ’y 9 v
(t+a) T2
B l/vza dz
N « % z2+aa—2”/2
7+«
1 « az
_ o« Q
— am(arctan a2—72)|7_a
Q@
1 _
= (arctan i — arctan ——2 )
0% — /a? — 2 /a? — 2



3.2. L’existence cycle limite algébrique pour une classe de systémes quartiques

D’ou

=
I
| N

Par conséquent

I, = 2am+4(7y* - AK
= 2am —2my\/a? —~?

D’ou

I =2n(a — v/ a? —4?) (3.2.3)

1

I, = / / —dxdy
int(I) Y
1

I, = / / —dxdy
int(T) T

Donc, en remplacant « par 5 dans ’expression de I, on obtient

Iy =2n(B — /3 —~2) (3.2.4)

En tenant compte de (3.2.3) et (3.2.4), la formule (3.2.2) devient

/0 div(T(t))dt — —27”[1)2(04 — Va2 =) +a(B— =),

Par conséquent, 'orbite périodique I' est un cycle limite hyperbolique si et seulement si

Soit la seconde intégrale

Par symétrie

a1(B—\/B* —2) + ba(a — Va2 — %) £ 0.

Ceci achéve la preuve du théoréme. m

Exemple 3.2.1 Poura; =1,b1=0,¢1=0,a,=0,c0=0,b0=1, =2, =2,v=1
(72 < min{a?, 5°}) et A = —1, le systeme (3.2.1) devient:

(3.2.5)



3.2. L’existence cycle limite algébrique pour une classe de systémes quartiques

il admet le cercle

M:(z—2°+@y—-2°-1=0

comme cycle limite hyperbolique instable car

/0 div(D (1))t — —%ﬂ[bz(a A=) 4 an(B— /B — 42)] = 33672 > 0

————

Portrait de phase du systéme (3.2.5) .
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3.3. L’existence de deux cycles limites algébriques pour une classe de systémes d’ordre six

3.3 L’existence de deux cycles limites algébriques pour

une classe de systémes d’ordre six

Considérons dans le quadrant positif Q = {(z,y) € R?*/xz > 0,y > 0}, le systéme d’ordre six

suivant:

(

oo (a1 + b1y + ¢1) ((y - b)2 + ((x - a)2 - a2) ((w — a)2 — 62)) +
Ay (2y + a® — B — 2¢)
(3.3.1)
, (ag + boy + c2) ((3/ - b)2 + ((95 - a)2 - 0‘2) ((5'7 - a)2 - ﬁ2)) -
20z ((z — B —e) (222 —4 (B + €2) x + 87 — a® + 4865 + 2€3))

\
une classe de systéme (3.0.3) pour F' = (a12 + by + ¢1), G = (a2x + by + ¢2) et U(x,y) =
(y—0)°+ ((r —a)’ = a?) (v — a)® — 5?)

ou a, b, ay, by, c1, as, ba, co, a, [, €1 et €5 sont des constantes réelles telles que 5 > a > 0,
B —a?

2
Pour ce systéme, nous allons prouver ’existence de deux cycles limites algébriques d’ une

61,€2>O,a:ﬁ+€1etb: + €9

maniére explicite. Pour ce faire, on a besoin d’établir quelques lemmes auxilliaires.
Lemme 3.3.1 [2] La courbe algébrique
Ly + (xZ—OzQ) (:C2—52) =0
est non singuliére et est composée de deux ovales.
Preuve. Pour la démonstration voir [2]. m
Lemme 3.3.2 La courbe algébrique
Iy (y—b)2+((x—a)2—0z2) ((m—a)2—ﬁz) =0

est non singuliére et est composée de deux ovales situées dans le premier quadrant positif du

plan Q = {(z,y) € R?/x > 0,y > 0}.
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3.3. L’existence de deux cycles limites algébriques pour une classe de systémes d’ordre six

B+e
Preuve. 1l suffit d’appliquer une translation du vecteur 1 ala
5 52 — 062) + €9
courbe I'; pour obtenir la courbe I's.
y A y A
—
X
—
X
La courbe I'y La courbe I'y

Remarquons que la courbe I'y existe seulement pour = € [e;,a — o] U [a + a,a + [].

Notons que 7, et v, les deux ovales de la courbe I';. Elles sont définis par
Yi={(z,y): v€la,a—a] et (y— b)® + ((z — a)® — a?) ((z — a)’ — B%) =0}
o= {(@y): z€lataatsl et (y—b+ ((z - —a?) ((z - a)* - ) =0}
Lemme 3.3.3 La courbe 'y définit deux solutions périodiques du systéme (3.3.1).

Preuve. D’apreés la proposition (3.0.1) , la courbe I'y est une courbe algébrique invariante

de cofacteur
k(z,y) = 22 (@12 + b1y + c1) ((35 — B — ) (2332 —4(B+e)x+ B> —a®+4Be + 263))+?J (agx 4 bay + c2)

Reste & montrer que I'y est non singuliére. Par I’absurde, supposons que I's contient le point

singulier (xg, o) du systéme (3.2.1), donc (g, yo) est une solution du systéme

(

z ((mx + by +cr) ((y— )+ ((z —a)® - o?) ((z — a)? — 8%)) + Ay (2y + ® — g% — 26)) =0,

(ag + bay + c2) ((y - b)2 + ((35 - a)z - 042) ((35 - @)2 - 52)) -
20x ((z — B —€2) (222 — 4 (B+ &) x + 87 — & + 4B¢es + 2€3))

=0.

43



3.3. L’existence de deux cycles limites algébriques pour une classe de systémes d’ordre six

D’ou
y(2y—|—a2—52—261) =0,
v((x—B—6) (202 —4(B+e)r+ 5 — o +4Be; +263)) = 0.

1 1
Dans le premier quadrant positif du plan, les seuls points singuliers sont | 8 + €5, —5042 + 5 B+ €1> ,

1 1 1 1 1 1
(5 + €y — 5\/§\/cﬂ + B2, —5042 + 552 + €1> et (ﬂ + e+ 5\/5\/042 + 5%, —5042 + §B2 + 61) :
ce qui est absurde, donc I's est une orbite périodique. Ce qui termine la preuve. m
Dans la suite, on donnera une condition pour que le systéme (3.3.1) admette les deux

ovales de I's comme cycles limites hyperboliques.

Théoréme 3.3.1 Le systéme (3.3.1) admet les deux ovales de la courbe I'y comme cycles

limites hyperboliques st

a1by < O,
—Tb3a* + 16ab3a® + b3 (—lla2 + 32+ 66%) a® + 2by (ba1 + by — aﬂng) a+
((0* + a28% — a2 — B%€2 + €}) b2 — 2baaiby + €2a?)

et

>0

1603 (o — B) a® + (af + 1203 (o? — 5°%)) a®+

>0
2 ((&® + a?B—aB® — %) b3 + barby + aa?) a + (003 + 2Bbar by + aa?)

(*)

Remarque 3.3.1 Les conditions du théoréme affirment que la droite d’équation ayx+bsy =

0 n’a pas de point d’intersection avec la courbe I's.

Preuve. Par ’absurde, supposons qu’il exite une solution du systéme

a1x + bey =0

(y =0+ ((z —a)* =) ((z —a)* = %) = 0
La premiére équation donne y = —Z—;x, en substituant la dans la deuxiéme, on obtient
F(z)=Az"+ B2+ Ca>+ Dr + E=0
ot A =03, B = —4ab3, C' = (b (6a® — (a® + %)) +af) , D = —2bs (—bas + abs (20° — (a® + §7)))
et B =03 ((a® — a?) (a® — 5°) + V?)
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3.3. L’existence de deux cycles limites algébriques pour une classe de systémes d’ordre six

Remarquons que A, C, E > 0et B, D < 0 car a;b, < 0. Comme 'y = v, U 7,, alors

sur v, i.e. * € [e1,a — ], on aura
r<a—a, 2°>€, 13 < (a—a)3 et z* > €]
Par conséquent
F(z)>Aei+Bla—a)’ +C2+D(a—a)+ E >0

ce qui est absurde. Sur 7, i.e, sur 'intervalle [a + a,a + ], on a

r<a+p8, 22> (a+a)’, 2 <(a+p)® et 2> (a+a)*

Par conséquent
F(x)>A(@+a) ' +Ba+p8)?>+Ca+a)’+D(a+8)+E>0

ce qui est absurde. m

Preuve du théoréme 3.3.1. On pose T} la période de v,, i = 1,2.

T;

Pour montrer que v, est un cycle limite, il suffit de vérifier que / div(~,(t))dt # 0.
0
Selon le théoréeme 1.8.1, on a pour n’importe quelle valeur de p € R*

/oTi div(7;(£))dt = /OTi div(3:(8))de + “(/o

T,

i T;
div(n(®)dt — [ kG2t
0
D’apres la démonstration du théoréeme précédent, on obtient

/ div(y,(t))dt = —// dedy
0 A nt(7y;) Ty

ou int(vy;) désigne I'intérieur de ~y,. D’aprés la remarque précédente
T;
| vty 0
0
Ce qui termine la preuve. m

Exemple 3.3.1 Poura; = —50,bb =2, a=1, =2, ¢=6=05etb =c1 =ay=cy =
0, le systéme (3.3.1) devient:

o' =x (=502 ((y —2)* + ((z = 2.5)* = 1) ((z — 2.5)* — 4)) +y (2y — 4))
v =y 2y ((y—27°+ ((x—257—1) ((x —2.5)° —4)) — 22 (v — 2.5) (22% — 102 + 7.5))
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3.3. L’existence de deux cycles limites algébriques pour une classe de systémes d’ordre six

Les deux conditions (x) sont vérifiées, alors le systéme admet les ovales de la courbe
(y =2+ ((x—25)°—1) (z —25)%—4)) =0
comme deux cycles limites hyperboliques instables, car

T; (z—2.5)°1) ((z—2.5)*—4)+2 1
/ div(y, (1))dt = — / / — (2y — 50x) dydx
0 0.5 \/ (@-2.5)*-1)((a~2.5)>~4) LY
= 64.624 >0

et

T; a+p b+\/ a?—(z—a) (z— a)z—IBQ) b
div(y, ())dt = YT OTN e
1
0 a (z— a) a)2—62) ryY

= 68.558 > 0
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Conclusion générale

Conclusion générale

Le contenu de ce mémoire porte sur ’étude des cycles limites de certaines classes des
systémes différentiels planaires non linéaires de Kolmogorov. Plus précisément, on a étudie
trois classes différentes ou on a montré que celle d’ordre trois n’admet pas de cycles limites
algebriques, la quartique en admet un seul et enfin celle d’ordre six en admet deux en
donnant ’expression explicite des cycles limites existants. Dans les travaux futurs, on

pensera nchallah aux cycles limites non algébriques.
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