23°™ Congrés Francais de Mécanique Lille, 28 Aot au 1°" Septembre 2017

Etude des résonances hormiques des ondes
Interfaciales de gravité-capillarité en profondeurs
arbitraires

N. ALLALOU? M. DEBIANE®, D. BOUGHAZI®, C. KHARIF®

a. Universit¢é M’Hamed Bougara de Boumerdes, Département de Physique, Avenue
de I’Indépendance, Boumerdes, 35000, Algérie, email :
nallalou@univ-boumerdes.dz (Allalou)

b. Faculté de Physique, Université des Sciences et de la Technologie Houari
Boumedienne, B.P. 32 El Alia, Alger, 16111, Algérie.

c. Université Aix-Marseille, CNRS, Centrale Marseille, IRPHE, Marseille, France

Résume :

Les ondes interfaciales se sont des ondes qui se développent a l’interface de deux fluides de densités
différentes. Ces ondes peuvent apparaitre, par exemple, dans les fjords norvégiens, ou l’eau douce
provenant de la fonte des glaciers polaires se trouve au-dessus de l’eau salée. Dans ce travail, on
s’intéresse a la propagation des ondes interfaciales progressives et permanentes soumises a la fois
aux forces de gravité et de tension de surface. La méthode de calcul des celle des perturbations
suivant un petit parameétre li¢ a la cambrure. L avantage de cette méthode est qu’elle permet de mettre
en évidence le phénomeéne de la résonance harmonique.

Abstract :

The interfacial waves are waves that develop at the interface of two fluids of different densities. In the
present work, we study a progressive interfacial waves in which the two forces gravity and capillarity
are present. The perturbation method is used obtain solutions to the fifth order. The advantage of this
technique is that it highlights the harmonic resonance.

Mots clefs : onde interfaciale de gravité-capillarité ; méthode des
perturbations ; résonance harmonique.

1 Introduction

L’océan est stratifié par la variation, avec la profondeur, de la température et de la salinité.
L’atmosphére quant a elle est stratifiée en température. Dans le cas ou les ondes se propagent a
I’interface de deux couches de fluides de densités différentes, on les appelle ondes interfaciales. Ces
ondes sont soumises a des forces de rappel permettant leurs propagations. Si la force de rappel a
I’ceuvre est la gravité, on parle d’onde interfaciale de gravité. Lorsque les effets de gravité et de la
tension superficielle sont tous deux considérés, les ondes sont dites de gravité-capillarité. Le paramétre
adimensionnel qui mesure 1’importance relative des deux effets est :
k2T
9(p2 = p1)

Ici k est le nombre d’onde, T la tension superficielle, g 1’accélération de la pesanteur, p, la densité du
fluide de la couche inférieure et p, celle de la couche supérieure. b est I’inverse du nombre de Bond
qui mesure le rapport des forces de gravité et de capillarité. Le probleme des ondes interfaciales
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bidimensionnelles a été 1’objet de nombreux travaux analytiques ou numériques. La méthode de
perturbation est généralement utilisée pour I’approche analytique. Hunt [1] calcula des solutions des
ondes interfaciales de gravité au quatrieme ordre et Tsuji & Nagata [2] ’ont étendis au cinquieme
ordre. Des solutions numériques jusqu’a 31éme ordre ont été calculées par Holyer [3]. Vanden-
Broeck [4] a considéré le probléme des ondes interfaciales de gravité-capillarité en profondeurs
infinies. Il a transformé le systéme d’équations du probléme en une équation intégro-différentielle
qu’il I’a résolu en utilisant la méthode de Newton. Saffman & Yuen [5] ont considéré le probléme des
ondes interfaciales de formes permanentes en présence d'un courant constant, de vitesse U, parallele a
la direction de propagation. Bontozoglou & Hanratty [6] ont reconsidéré cette étude en incluant I'effet
de la profondeur de la couche inférieure. La présente étude concerne les ondes interfaciales
bidimensionnelles en profondeurs arbitraires et dans le cas ou la gravité et la tension superficielle sont
simultanément prises en compte. Elle a pour objectif d’étendre le travail de Barakat & Houston [7],
effectué pour les ondes de surface, au cas des ondes interfaciales. Récemment, Allalou & al. [8] ont
calculé des solutions analytiques dans le cas des ondes interfaciales de gravité-capillarité en
profondeurs infinies. La méthode que nous proposons est celle des perturbations qui consiste a
développer suivant un petit paramétre lié a la cambrure 1’interface n et les potentiels des vitesses des
deux fluides ¢, et ¢b,. Il s’agit d’étendre 1’étude de Allalou & all aux profondeurs finies.

2  Position du probléeme

On considére deux couches de fluides parfaits incompressibles, d’épaisseurs d1 et d2, en équilibre et
limitées par deux plans horizontaux (figure 1). On désigne par p; et p, les masses volumiques des
deux fluides avec p,>p; (stratification stable). On étudiera les ondes de gravité-capillarité progressives
pouvant se propager dans ce milieu. Pour étudier les formes permanentes, on impose a R(O, X, z) de
se déplacer dans la direction de propagation, celle de ’axe (Ox), avec une vitesse constante égale a la
célérité ¢ de ’onde. On obtient finalement ce systéme d’équation, on supposant les fluides comme
non-visqueux et que 1’écoulement est irrotationnel :

¢ixx+¢iyy=0 pour i=1n<z<d et i=2 —d,<z<n
(U ~ 0oy + E((‘b%x + ¢%Z)> —H (77 — W0y + E((f’%x + ¢1zz)) - (77_2)§ =0 pourz=n
1+7%)?
—WNy + PixNyx — iz =0 pour z =n i=12
$1,=0 pour z =d,
$2,=10 pour z = —d,

Ici, u = p,/p, représente le rapport des densités et k = k2T /(gp,) est I'inverse du nombre de Bond
qui mesure le rapport des forces de tension superficielle et de gravité. Ce systéme d’équation admet
des solutions périodiques de formes permanentes dont la résolution est réalisée par la méthode de
perturbation qui fera 1’objet du paragraphe suivant.
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Figure 1 : Représentation schématique de 1’onde et ses caractéristiques.

3 Méthode de résolution

Pour résoudre le probléme des ondes d’amplitude finie, on utilise la méthode des perturbations. Elle
consiste a présenter la solution sous forme d’un développement en série de puissances d’un paramétre
lié & la cambrure h :

¢:(x,2) = p R+ ¢Ph2 + ¢Oh3 + ..
1) = nWh +n@h2 + K3 + ... n
w = wy + hwy + WP wy + -

Les potentiels des vitesses, pour chaque fluide, sont développés en série de Taylor autour de z=0,
tronquée a I’ordre 5 :

5 5 5 ) 5 25 o
9, 0% ¢!
$i(6,2) = ) ¢§”(x,0)hr+(g n“)hr) > —(glz hr+<§ n“W) > —af; hr

r=1 r=1 r=1 r=1 r=1
On cherche des solutions vérifiant les conditions aux limites et qui se présentent sous la forme
suivante :

n" =§af" cos(ix)
1) O () i (s COSh(i(z+d2))
O =>"c"sin(ix) ()

i=1

Les procédures de calcul sont identique a celles de Allalou & et al. [8]. On peut montrer le probléme

admet les solutions suivantes :
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25w, tanh (md, ) + pB{ P w, tanh (md, ) + o, ¥ tanh (md, ) tanh (md, )
(xm? +1- z)tanh (md, ) tanh (md, ) - ma; tanh (md, ) — umey tanh (md, )

(O
a,’ =

tanh(mdl)[a)gm(zé:fn —ﬂrﬁj’l))+tanh (mdz)(ﬁ,ﬂ’” (sz +1_,U)+ o )}
(KmZ +1—,u)tanh (md, ) tanh (md, ) - ma] tanh (md, ) — uma] tanh (md, )

b —

m

M _ tanh(mdz)[wgm”(ﬂanl) _Zr(r:fl))Hanh (mdl)(lr(nlil) (Km2 +1—ﬂ)+ Maya ™ ﬂ
(Km2 +1—y)tanh (md, )tanh (md, ) - me; tanh (md, ) — ume; tanh (md, )

m

Le phénomeéne de résonance harmonique se produit lorsque le fondamental se propage avec la
méme vitesse de phase qu’un harmonique de mode (m). Mathématiquement, cette situation se traduit

par I’apparition de diviseurs nuls dans les coefficients des harmoniques a,(q?, b,g? et c,(,? . Ceci
apparait lorsque les paramétres de I’onde vérifient la relation suivante :

(xm? +1- z)tanh (md, ) tanh (md, ) - mas] tanh (md, ) — zmey} tanh (md, ) =0

Cette relation constitue une généralisation des «rides de Wilton» au cas des ondes interfaciales. La
valeur de X pour laquelle la résonance se produit est :

o (u—1)| F,G,, (F, +uG,)-mFG, (4G, +F,)]
m[mF,G,, (F, +4G,)-FG, (4G, +F,)]

m=2,3,... )

avec : E,, = tanh(md,) et G,, = tanh(md,).

Signalons que pour les valeurs critiques de & données par I’expression précédente, la solution trouvée
par la méthode des perturbations n’est plus valable. En effet, une des hypothéses formulées dans le cas
de cette méthode est que les coefficients d’ordre n sont inférieurs a ceux d’ordre n+1. Si la relation (2)
est satisfaite, cette hypothése n’est plus vérifiée car les coefficients des harmoniques tendront vers

I’infini. Sur la figure (2), nous avons representé les courbes de résonances dans le plan (1/1(, ,u)
jusqu’a ’ordre 5 et pour des valeurs de d;=1 et d,=0.8. Ces courbes coupent ’axe 1/ x, qui représente
le nombre de Bond, en :

1 m?tanhmd, —mtanhd,

x  mtanhd, —tanhmd,

De plus ces figures montrent que les courbes de résonance atteignent des valeurs asymptotiques
lorsque u tend vers 1. Théoriquement pour x =1, la valeur de x est nulle. Notons aussi les courbes

de résonance remplissent 1’espace des paramétres dans un ordre bien particulier. Lorsque 1’ordre
augmente, ces courbes s’ordonnent toujours au dessous de la courbe m=2. Signalons aussi pour ces
valeurs critiques de «, le probleme des ondes interfaciales de gravité-capillarité ne peut se résoudre
d’une maniére unique a cause de la dégénérescence des solutions.
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Figure 2 : ensemble des courbes de résonance jusqu’a I’ordre 5, en fonction du nombre de Bond et du rapport des densités

pour le cas des profondeurs finies.
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