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Résumé :
Le probléeme de consolidation est ['un des problemes le plus compliqués de la mécanique des
sols, puisqu’il est fonction a la fois du temps et de l’espace. Dans ce mémoire, nous avons
tout d’abord modélisé ce probleme mathématiquement. Ensuite, nous [’avons résolu
analytiquement en se servant de la méthode de Fourier d’un coté et des transformées de
Fourier d’un autre coté et numériquement de la méthode des différences finies.
En plus nous avons élaboré quelques programmes en utilisant MATLAB, MathCAD et
QuickBasic pour effectuer les calculs nécessaires et représenter graphiquement les résultats
analytiques et numériques obtenus dans ce travail. La comparaison entre a montré que ces
résultats sont comparables et a que les erreurs relatives aux résultats numériques sont
négligeables.
Mots-clés : Consolidation, méthode de Fourier, transformée de Fourier, différences finies,

MATLAB, MathCAD, QuickBasic, programmes.

Abstract:

The problem of consolidation is one of the more complicated problems, since it isa function of
both time and space. In this memoir, we have first modeled this problem mathematically.
Then, we have solved this problem analytically, by using, on one side the method of Fourier
and on another side the Fourier transform and numerically, the finite difference method. In
addition, we have developed some programs using MATLAB, MathCAD and QuickBasicto
perform the necessary calculations and to represent graphically the analytical and numerical
results obtained in this work. The comparison between the latter showed that the difference
between them is negligible.

Key words: Consolidation, method of Fourier, Fourier transform, finite difference, MATLAB,
MathCAD, QuickBasic, programs.
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Avec le développement de la construction, on est maintenant amené a édifier des ouvrages de
plus en plus importants sur des fondations argileuses de faible qualité.

Les villes et les mégapoles se sont pour beaucoup développées dans les vallées, les estuaires,
en bordure de lacs ou sur les facades maritimes. Le sous-sol de ces zones est constitué de
matériaux alluvionnaires, limons, vases et d’argiles. Ces matériaux sont souvent a forte
teneur en eau et se sont consolidés sous le poids des couches sédimentaires déposées
successivement au cours des éres géologiques. Cette consolidation correspond a [’expulsion
de l’eau interstitielle sous [’effet de la contrainte appliquée par les couches supérieures.

Toute construction en surface apporte un surcroit de contrainte et provoque alors
un tassement supplémentaire, a [’échelle du batiment construit, d’un remblai, d’'un mur de
soutenement, d’'un pont, d’'un barrage ou d’une zone urbaine.

En raison de la perméabilité faible des argiles, le tassement se développe pendant des
périodes de temps allant de quelques jours a plusieurs siecles.

Donc, en ingénierie géotechnique, il faut des lors disposer de méthodes fiables de calcul et
d’analyse du phénomene de consolidation.

La théorie de la consolidation unidimensionnelle proposée par Terzaghi (1925) est une
théorie simplifiée dont [’objectif est de représenter le phénomene de consolidation des argiles,
cette théorie est couramment utilisée pour estimer le tassement final d'un ouvrage, ainsi que
la vitesse de consolidation du sol.

Ce mémoire de fin d’étude a pour but de décrire tout d’abord le phénomene de consolidation,
le modéliser mathématiquement en se basant sur les hypothéses de la théorie
unidimensionnelle de Terzaghi et en fin de résoudre le probleme mathématique
correspondant.

Pour cela, le mémoire est structuré en trois chapitres.

Le premier chapitre est réservé a des généralités.

Le deuxieme chapitre est consacré a la modélisation mathématique du phénomene de
consolidation et la résolution du probleme correspondant analytiquement en utilisant la
méthode de Fourier et la méthode de la transformée de Fourier.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons une étude numérique du probleme, basée sur la
méthode des différences finies. Ce chapitre comprend également [’élaboration de quelques
programmes en MATLAB, MathCAD et QuickBasic. Ces programmes sont utilisés pour
effectuer les calculs nécessaires dont certains résultats ont été représentés graphiquement

sous MATLAB et MathCAD.
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1- Introduction :

Lorsque [’on soumet les matériaux en général et les sols en particulier a des contraintes, il se
produit des déformations. Ces derniéres vont agir sur les structures et pouvaient
provoquer des désordres mettant en péril le bon usage, voir la siireté des ouvrages.
Ces problemes se rencontrent par exemple dans le cas des fondations d’immeubles ou
d’ouvrages d’art mais également pour les remblais et les ouvrages en terre en général.

Les deux causes principales d'instabilité du sol sont le tassement et le glissement ; les

soulevements sont plus rares.
2- Tassement du sol :

Le tassement noté habituellement s (figure 1.1) est une déformation verticale vers le bas du sol
(vers le haut, c'est un gonflement). Il est dit a l'application de charges extérieures telles que
celles des remblais, des fondations ou des poids propres des sols.

Le tassement du sol se traduit par une diminution de la porosité, c’est-a-dire de [’espace

disponible entre les particules du sol.

Figure 1.1 : description du tassement.

Les tassements subis par le sol sous l'effet d'une contrainte sont dus a trois phénomenes :
- la compression des grains solides du sol ;
- la compression de l'air et de [’eau contenus dans les vides (les pores) ;

-l'évacuation de l'eau et de l'air contenus dans les vides.
2.1.Différence entre le compactage et la consolidation :

La compression de l'air et l'expulsion de l'air et de l'eau des vides contribuent le plus au
changement de volume du sol chargé. Ce changement de volume peut étre mis en évidence
par deux processus distincts le Compactage et la consolidation.

Compactage : La compaction est le processus par lequel les particules de sol sont plus

étroitement liées, provenant d’un effet dynamique ou d’un chargement statique. Le
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changement de volume est associé a la diminution du volume d’air, 1l y a peu ou pas de

réduction de la teneur en eau.
Consolidation : La consolidation est le processus par lequel les particules de sol sont plus

étroitement compressées au cours d'une période de temps sous l’action d’'un chargement

statique. Ce processus est principalement réalisé par un drainage progressif de [’eau des
pores du sol. Le changement de volume progressif est associé a une réduction de la teneur en

eau du sol.
2.2.Types de tassements :

Dans la nature, On distingue deux types de tassements :
Tassement uniforme : Un tassement uniforme est un mouvement d’enfoncement du sol de

facon uniforme (figure 1.2).

AR

S0L SoL

Figure 1.2: tassement uniforme.

Vis-a-vis des structures que porte le sol, les tassements uniformes affectent peu la structure,
ils peuvent cependant endommager les services et accessoires tels les conduites d'eau et les

passages souterrains (figure 1.3).

Figure 1.3: rupture de canalisations suite a un tassement uniforme.
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Tassement différentiel : La différence de tassement entre deux points A et B de la structure

(figure 1.4) est appelée tassement différentiel : Sup = S5 — Sp

(I

-——-\

N ee—— = 125sement faible

Tassement fort : \r'- B

Al"a—_

SOLMOU

50L MOU

Figure 1.4 : tassement différentiel.

Ce type de tassement peut entrainer des désordres importants dans la structure (figure 1.5)

TR T

tassement entre deux appuis appatrition de fisuures
d'une structure hyperstatique

Figure 1.5: désordre dil a un tassement différentiel.

2.3.Composantes d’un tassement :

Le tassement totale est souvent décomposé en plusieurs termes (figure 1.6), liés chacun a un
phénomene différent (figure 1.7), la formule générale d’un tassement peut étre écrite sous la

forme suivante :
S=S8;+5S;+ S5+ Siar
Avec :
s; —tassement immédiat (sans expulsion d’eau interstitielle) ;
S —tassement de consolidation sans déformation latérale (variation de la teneur en eau) ;
Sg¢ —tassement de consolidation secondaire sans déformation latérale (fluage) ;

Siat —tassement lié au déplacement latéral du sol au cours du temps.
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S=S+ 5,7 + 55 tassement total (3)

| tassement immediat

tassement de consolidation

tassement de consolidation szcondaire

"
temps

SE. . —
¥
fassement

Figure 1.6: composantes d’un tassement

Tassement immédiat : Ce tassement est appelé aussi tassement initial, tassement élastique ou
tassement instantané. L’application instantanée ou quasi-instantanée de la charge a la
surface du sol entraine des déformations immédiates, c’est-a-dire sans expulsion d’eau
interstitielle.

Tassement de consolidation : Aussi appelé tassement primaire ou tassement principal parce
qu’en général constitue la majeure partie du tassement. Dans les sols saturés, [’application
d’une charge provoque un état d’exces de pression hydrostatique. La dissipation de cet exces

de pression avec le temps engendre de déformations dites tassements de consolidation.

Le tassement dii a la consolidation primaire représente 80 a 90% du tassement total.

Tassement de consolidation secondaire : Aussi appelé compression secondaire ou fluage.
Apres dissipation des exces de pression interstitielle, on constate en général la poursuite de
déformations du sol. C’est la phase de consolidation secondaire pendant laquelle le sol se
déforme dans le temps sous des contraintes constantes, il s’agit d’'un fluage.

Par conséquent ce type de tassement est également fonction du temps, mais s effectue sans
aucun changement des contraintes effectives. La compression secondaire est due a
["arrangement graduel des particules de sol pour une configuration beaucoup plus stable.
Tassement dii aux déplacements latéraux : Les effets des déplacements latéraux sont séparés

des composantes verticales de la déformation.
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La diminution du volume du sol est due a plusieures facteurs a savoir:

- la compression de ['air et de4= contenus dans les vides

négligeable .
= nstantannée

- Lexpulsion de ['eau et-de-Feaincontenus dans les vides
tfm-p stimgporit objectif du compactage
sol perméable

———i consolidation

- la compression des grains solides du sol

réarrangement
des particules

e - CONS Ol ation secondaire

Figure 1.7: Les phases d’un tassement.

3- Phénomene de consolidation :

La consolidation (ou consolidation primaire) d’un sol fin est un phénomene conduisant a la
dissipation des surpressions interstitielles et a la diminution du volume du sol au cours du
temps sous les charges qui lui sont appliquées. L’application rapide d’une charge a la
surface d’un massif ou d’une éprouvette de sol se traduit, a l’'instant initial, par ’apparition
de surpressions interstitielles (exces de pression par rapport a la distribution d’équilibre,
généralement hydrostatique) dans la phase liquide du sol. S’il existe des possibilités de

drainage aux limites du massif ou de [’éprouvette, il s’établit un écoulement transitoire.

ST

e

Figure 1.8 : Pressoir a raisin, dans ce cas, [’expulsion du fluide se fait radialement.
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La consolidation c’est donc le processus d’expulsion des vides du sol, de I’air ou de [’eau.
Les grains se resserrent donc et le sol diminue de volume.Une analogie que [’on peut faire de
ce processus est celui d’un pressoir a fruits (Figure 1.8) ou le jus est expulsé sous [’effet de la

contrainte appliquée par la vis agissant sur le plateau.
3.1.Relation entre la nature et I’état du sol et la consolidation :

Dans un sol perméable saturé, une augmentation des contraintes (une surcharge Ao telle que

causee par les charges d’un batiment a la surface du sol) induit un écoulement instantané de
l'eau interstitielle, la consolidation ne se manifeste pas et ce type de sol manifeste un
tassement instantané s;. Autrement dit, [’augmentation de la pression interstitielle se
dissipera rapidement a cause de la perméabilité relativement élevée des sols sableux. Pour
les sols grenus, les déformations (tassements) sont instantanées ou quasi instantanées, compte
tenu de leur forte perméabilité, et en amplitude elles sont identiques quel que soit l’état de
saturation initial du sol.

Le phénomene de consolidation se manifeste dans les sols fins saturés(argile). Le tassement

de ce type de sol évolue dans le temps jusqu'a l'annulation des surpressions interstitielles Au
et atteint alors une valeur s.. Un tel phénomene se produit a long terme et ce type de
consolidation est appelé consolidation primaire.

Au-dela de ce stade, le tassement du sol se manifeste toujours et est dii a un réarrangement
des grains et a des déformations plastiques des couches argileuses. Sous des contraintes
effectives constantes dans le temps. Un tel phénomene est appelé fluage et la consolidation
dans cette étape est dite consolidation secondaire. Le tassement évolue tres lentement et est
prépondérant dans les sols pratiquement imperméables comme la vase et la tourbe. Le

tassement atteint dans ce stade est noté Sf

Pour les sols fins argileux ou limoneux saturés, le tassement de consolidation primaire est
prépondérant, le tassement de fluage peut devenir une part significative dans le cas des sols

comprenant des composants organiques (vase-tourbe).

Dans un sol sec, le phénomene de tassement peut se composer de deux phases :

-Compression primaire, dans laquelle le volume des vides se réduit par expulsion de ['air,
avec un tassement instantané,

-Compression secondaire, analogue a la consolidation secondaire ou le tassement évolue
lentement.

En conclusion, voir le schéma récapitulatif de la figure 1.9.
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Figure 1.9: La relation entre la nature et l’état du sol et la consolidation.

3.2.Principales causes de la consolidation :

La consolidation se manifeste sur de longues périodes, ce qui rend difficile la détermination

des causes réelles de ce phénomene, mais en peut citer :

Figure 1.10: Dessiccation des couches du sol.

Dessiccation des couches du sol (sécheresse) :

Lors d'une période de sécheresse (un été chaud et sec par exemple), l'asséchement progresse
en profondeur et peut atteindre la couche d’argile. Lorsque cette derniere se tarit, [’argile qui
a perdu de sa teneur en eau réagit alors en changeant de volume, en se contractant et en
provoquant une consolidation de sol (figure 1.10).

L’assechement du sol argileux est plus fréquent en ville puisque les rues, les trottoirs et les
toitures sont autant des surfaces imperméables, qui favorisent le ruissellement des eaux de
pluie vers les égouts. Par conséquent, en période de sécheresse, |'eau s’évapore du sol

argileux, et celui-ci a difficilement droit a sa juste part d’infiltrations d’eau de pluie.
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Présence d’arbres : Le sol d’argile tend a se contracter lorsqu’il perd de sa teneur en eau et
c’est alors que les arbres, qui ont de grands besoins en eau, absorbent de [’eau a partir ou au

moyen de leurs racines (figure 1.11).

Figure 1.11: présence d’arbres

Abaissement des nappes phréatiques: c’est-a-dire une modification des pressions

interstitielles (changement hydrologique) (figure 1.12).

Figure 1.12: Abaissement des nappes phréatiques

Poids de nouvelles charges : [’existence de nouvelles constructions sur des terrains voisins,
ainsi que l'augmentation des charges appliquées aux fondations de ces mémes constructions.
Erreurs de conception et d'exécution : elles sont dues a une sous-évaluation des efforts ou au
non prise en compte de l'étude de sol.

Sols instables constitués de remblais : Un remblai insuffisant, mal compacté ou inadéquat
peut tres bien étre responsable d’une consolidation du sol, parce que les terrains remaniés ou

rapportés perdent leur capacité portante.
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3.3.Influence de la consolidation :

Dans ce qui suit, nous allons présenter quelques exemples ou cas réels représentant
I’influence des consolidations des sols sur les constructions :

Tour penchée de pise :

La construction de la tour penchée a Pise en lItalie (figure 1.13) a débuté en 1173 et été
achevée en 1350. De forme cylindrique, elle comporte 8 étages de 207 colonnes superposées

et une hauteur de 60 m jusqu’a la fondation.

Figure 1.13: une photo de la tour penchée a Pise.

La fondation repose sur une couche de sable limoneux de 10 m d’épaisseur, surmontant une

couche d’argile molle (figure 1.14).

UGG Nappe
Bub phréatique

| =

60 m

remblai, limon
et sable

Figure 1.14: coupe en élévation de la tour de pise et couches de sol.
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Durant les 800 ans de [’existence de la tour de Pise, la partie sud de la Tour a subi un
tassement d’environ 2,8 m, tandis que la partie nord a subi un tassement d’environ 0,8 m,
produisant un tassement différentiel de 2,0 m, La majeure partie de l’'inclinaison de la tour
s’est produite pendant les 200 premieres années. Actuellement, on observe une vitesse de

tassement d’environ 1 mm/an.

ecartement du sommet(m)

54 /
38

G 1350 1500 1600 1 7w DET

=i

=1

Figure 1.15: ’écartement du sommet de la tour par rapport a la verticale au cours des années.

La tour s’agit d’un exemple concret de tassement différentiel dii a la consolidation lente de
[’argile molle, cette derniére n’étant pas homogene.

Cathédrale de Mexico :

La cathédrale de Mexico (figure 1.16) a été construite a partir de 1560, Pendant plus de 400

ans de sa construction a accumulé des tassements différentiels trés importants (figure 1.17).

Figure 1.16: Photo de la cathédrale de Mexico.
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Figure 1.17: Evolution des tassements de la cathédrale de Mexico au cours du temps.

201972020

temps (an)

En 1907 Le tassement différentiel maximal dépassait 1,5 m, principalement en raison de

l'auto-consolidation du poids. Par pompage, de l'eau a usage domestique et industriel a

commencé a étre extraite des puits forés dans la ville (car les sources de surface n'étaient pas

suffisantes pour satisfaire la demande croissante d'une ville en croissance), cette dissipation

d’eau a produit des baisses de niveaux piézométriques dans les couches d’argile; par

conséquent, des tassements différentiels supplémentaires se sont accumulés jusqu'en 1989,

alors qu'ils totalisaient 2,4 m et les dommages sont devenus alarmants. Les tassements

différentiels atteignent 1,25 m entre les tours Ouest et Est de la cathédrale.
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Figure 1.18: Les tassements différentiels entre les tours de la cathédrale et couches de sol.
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La figure 1.19 montre les tassements différentiels d’un autre monument céleébre de la cité de

Mexico, le Temple des Capucines, construit par les Espagnols en 1787.

niveau initial

niveau final

Figure 1.19: Tassement différentiel du Temple des Capucines (Mexico).

La ville de Mexico été construite sur un ancien lac (lac de Texaco) qui repose en grande

partie sur des argiles tendres qui sont tres peu stables (fig. 1.20).

60 Iom

Figure 1.20: la ville de Mexico a été construite sur un ancien lac.

La carte schématique du centre de la ville de Mexico présentée sur la figure 1.21 permet de
comprendre ['ampleur du probleme, les tassements enregistrés au cours des 70 années
écoulées de 1891 a 1966 ont atteints 8 metres, avec des variations rapides dans certaines
zones.

On note que la charge appliquée a la surface du sol ne constitue pas un facteur essentiel du

tassement puisqu 'un monument, un parc, un palais et une cathédrale ont des tassements tres

semblables (figure 1.22)
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Figure 1.21: Carte schématique du centre de la ville de Mexico.

Effectivement, les tassements de Mexico étaient dus principalement aux pompages effectués
dans les nappes profondes pour [’alimentation en eau de la ville. L’arrét des pompages a

permis de ralentir [’évolution des tassements.

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970

S(m)

Figure 1.22: Le tassement des différentes constructions en Mexico.

Plate-forme aéroportuaire d’Osaka :

L'Aéroport International du Kansai (mis en service depuis le 4 septembre 1994) est un
aéroport international construit sur une ile artificielle 1,25 x 4 km au sud de la ville d'Osaka
au Japon (figure 1.23). Les tassements prévus étaient de [’ordre de 11 m et le niveau final de
[’aéroport reste a 4 m au-dessus de la surface de la mer, mais les tassements observés sous le
poids propre de l'aéroport seulement ont été plus forts que prévu (environ 14,3 m) et ont

conduit a des travaux importants d’élévation des murs périphériques anti-vagues et aussi a
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des travaux sur les bdtiments qui ont été fissurés. Le projet était alors devenu le plus cher de

[histoire.

Figure 1.23: L'Aéroport International du Kansai (Japon).

En 1990 (apres 3 ans de début des travaux) l’ile artificielle était enfoncée de 8,5 metres au
lieu de 7 metres prévus, Le tassement s'était notablement ralenti (17 centimétres de tassement
en 2002).

La ville de Téhéran :

Des images de la ville capturées par satellite entre 2003 et 2017 ont révélé qu'environ 10%
du centre de Téhéran ainsi que de nombreux villages voisins situés au nord-ouest sont
concernés par le phénomene de subsidence (Autrement dit, une consolidation depuis une
quinzaine d'années). Dans certaines zones, le niveau aurait méme baissé de 25 centimétres
par an, tandis que l'aéroport international de la ville (Imam-Khomeyni) s'enfonce de cing
centimetres par an depuis 2003.

Le cas de la capitale iranienne (figure 1.24) n’est pas isolé. Des observations "satellite" ont
montré que Venise en Italie, certaines parties de Texas et de Louisiane ou encore Jakarta,

capitale de l'Indonésie sont victimes d'un phénomene similaire.

Figure 1.24: La capitale d'Iran-Téhéran.
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Mais le rythme actuel de subsidence observé dans la capitale iranienne figurerait parmi les
plus élevés au monde.
4- Etapes d'investigation théorique d'un probleme physique :

Pour bien comprendre le phénomene de consolidation, on suit le processus de la modélisation
suivant (illustré sur la figure 1.25) :

probléme physique

[ hypothéses de modélisation }

modéle mathématique

( discrétization du probléme J

modéle numérique

procédure numeérique

éstimation de la précision du

maodéle numérique

mterprétation des résultats

Figure 1.25: Processus de la modélisation.

5- Analogie physique du phénomene de consolidation :

Le modele analogique illustré a la figure 1.26 permet de schématiser le phénomene de

consolidation d'une couche de sol saturé soumise a une pression Ac en surface.

4o l %Robmer Ag A
Plague ——= l I: l
HRessort i

eau : Au= Ac equ : Au = (l-a) Ao eauy: Au=10
ressort s Ag'=0 ressort - Ad ‘=g Ao rassaort » Ag'= Ag
avec: 0 < <]

(a) (b) (c)

Figure 1.26: Modeéle analogique expliquant le phénomeéne de consolidation.
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Le sol est chargé par l'intermédiaire d'une plaque percée d'un orifice de faible diamétre, muni
d'un robinet. Le comportement mécanique du squelette solide du sol est schématisé par un
ressort élastique. La faible perméabilité du sol est assurée en restreignant la section de
l'orifice permettant a l'eau de s'échapper a travers la plaque de chargement.
La Figure 1.26 a montre A l'instant initial t = 0 (robinet fermé), la charge Ac appliquée a la
plaque est transmise intégralement a l'eau, le ressort n'est pas sollicité :Au = Ao et Ao’ = 0
La Figure 1.26 b Apres ['ouverture du robinet, et sous l'effet de la surpression Au, l'eau
commence a s'évacuer lentement au cours du temps et le ressort reprend au fur et a mesure
une part de la pression Ac. Autrement dit, la contrainte effective augmente dans le temps et
en contrepartie, la surpression interstitielle diminue, telle qu’en un temps t donné :
Au=[(1-a()]Ac et Ad’" = a(t)Ac avec: 0 < a(t) <1
Ou :a(t) est une fonction du temps.
La Figure 1.26 c représente L'augmentation de la contrainte effective Ac' s'exprime par une
compression du ressort, soit s, ce qui représente le tassement du sol. Le phénomeéne évolue
jusqu’a ce que la surpression interstitielle se dissipe, l'écoulement s'arréte et le ressort
reprend toute la charge c'est a dire qu'a t=tjoo% :Au = 0 et Ao’ = A. On parle alors de la fin
du processus de consolidation. Le temps tioo% nécessaire a cette opération est théoriquement
infini, mais en pratique il correspond a une dissipation presque totale de la surpression

interstitielle. Son évolution est résumée dans le tableau I.1.

Contrainte totale Contrainte Pression Etat du phénoméne
Temps Tassement
(charge appliquée) effective interstitielle de consolidation
Début
0 Ao 0 Ao 0
a=F=1
En cours
t Ao alAo (1-a)Ac | PBAH 0<a<l
0<p<1
Fin
thO% Ao Ao 0 AH
o= 'B =

Tableau 1.1: Evolution des contraintes au cours de la consolidation.
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L'évolution de la contrainte effective, de la pression interstitielle et du tassement dans le

temps sont illustré sur la figure 1.27.

i

contrainte
Aag —
Ault
\ 'temps.
—_ fassement

S '""tésé-.éiﬁéﬁt' final S,

Figure 1.27: Evolution des contraintes et du tassement au cours de la consolidation.
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1- Introduction :

Dans la nature, les systemes et phénomenes physiques les plus intéressants sont aussi les plus
complexes a étudier. Ils sont souvent régis par un grand nombre de paramétres non-linéaires
interagissant entre eux. L'une des solutions possibles est de recourir a une série d'expériences
pour mesurer et analyser les parametres et grandeurs du systeme et leurs dépendances. Mais
les essais peuvent s'avérer tres coiiteux et ils peuvent étre parfois tres dangereux. Par
conséquent, on préfere de construire un modele mathématique permettant la représentation
du phénomene physique.

Ces modeles mathématiques utilisent trés souvent des équations ou systemes d'équations aux

dérivées partielles (EDP).

Modélisation

probléme probléme
réel = mathématique
©
o
S s
S S
O
Exploitation solution
des résultats - mathématique

Figure II.1: Principe de la modélisation mathématique.
2- Equations aux dérivées partielles (EDP) :

Les EDP apparaissent dans tous les domaines des sciences et de l'ingénierie. Une EDP est
une relation liant de fagon générale une fonction de plusieurs variables et quelques ou toutes
ses dérivées partielles. Mathématiquement une telle relation peut étre écrite dans le cas

général sous la forme suivante :

of o*f o f 5mf>:0

"0x,’  0x.% 0x,0x, ' O0x,™

F (xl,...,xn,f

2.1.0rdre de l'EDP :

L’ordre de I’équation est défini par [’ordre le plus élevé des dérivées partielles intervenant

dans [’équation.
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2.2.EDP linéaire ou non linéaire :

On dit qu’'une EDP est linéaire si on peut [’écrire sous la formeL (f (x)) = g(x), Ou x est un
vecteur de composantes (Xq,...,X,) et out f— L est une application linéaire par rapport a f.

Autrement dit, L est un opérateur différentiel linéaire, sinon [’EDP est dite non linéaire.
2.3.EDP homogeéne ou non homogene :

On dit qu’une EDP linéaire ou non linéaire est homogeéne si g(X)=0. Sinon, elle est non

homogene.
2.4.EDP elliptiques, paraboliques et hyperboliques :

Les EDP linéaires du second ordre a coefficients constants, peuvent étre écrites sous la forme

suivante :

o 0 S of )
l_; Y ox,0%; 0 + ; bi g, () +cf (X) = g ().

Ou plus simplement :

i 0%f 0*f af af
dx,2 + ﬁaxlaxz +y6x22 + 66x1 + ?ox, T =9

Ou:
a, By, 0, ¢, Gsont des constantes.

Si I’équation algébrique quadratique :
2

2
Z al-jxl-xj +Zbl~xi +c=0

i,j=1 i=1
est celle d’une ellipse (ou parabole, ou hyperbole), on dit que I’EDP est elliptique (ou
parabolique, ou hyperbolique).Autrement L’EDP ci-dessus est :
- Elliptique si f? — 4ay > 0,
- Parabolique si B?> — 4ay = 0,
- Hyperbolique si B? — 4ay < 0.

2.5.EDP d’évolution :

Ce sont des équations qui modélisent des phénomenes non-stationnaires, c’est a dire des

phénomenes qui évoluent avec le temps.
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2.6.Conditions initiales et aux limites :

Conditions initiales : si f est une fonction de x ett, les conditions initiales peuvent étre
exprimées par : f(x,ty) = @o(x).

Conditions aux limites : si f est une fonction de xe€£2 , il peut y avoir trois types de
contraintes ou conditions aux limites pour cette fonction :

Conditions de type Dirichlet qui sont de la forme : f = g.

Conditions de type Neumann qui sont de la forme : Z—i =g.

Conditions de type Robin ou mixtes qui mélangent les deux : f + Z—ﬁ =g

3- Théorie de consolidation de Terzaghi :

La théorie de la consolidation unidimensionnelle proposée par Terzaghi, au début du XXe
siecle, considere une couche de sol homogene dans laquelle les déformations et les
écoulements sont uniquement verticaux et ou la charge est appliquée instantanément a

I’instant initial.
3.1.Description du probleme :

pression uniforme Ac pression uniforme Ao

ENNEN I|..11HH

g Sol saturé Sol saturé

Ao '=0 Ac '=Ac
Au=Aa Au=0
Drainage blogué Drainage aulorisé
(a) (b)

Figure I1.2: Sol saturé chargé en surface et drainé par une seule face.

La figure I1.2 (a) représente un récipient a paroi rigide mais lisse qui est rempli de sol saturé.
- Le récipient est scellé au moyen d'une membrane recouvrant la surface supérieure du sol.
- Une pression uniforme de (Ac) est appliquée au niveau de la surface supérieure de la couche
du sol considérée.

- Le sol est saturé, le conteneur est rigide et aucun tassement du sol ne sera observé.
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- Le changement de la pression interstitielle dans le sol est égal a la contrainte appliquée
(Au = Aac) parce que la contrainte totale appliquée et la pression interstitielle, augmentent
ensemble de la méme quantité, il n'y aura pas de changement dans la contrainte effective
(Ad’ = 0).
- L'absence de tassement observé exprime la conformité avec le principe de la contrainte
effective, qui exige que le changement de volume ne se produise que suite a un changement de
contrainte effective. La figure I1.2 (b) montre qu’une ouverture a été prévue dans la membrane
pour permettre a l'eau d'étre expulsée ou drainée du récipient.
- Sous l'effet de l'augmentation de la pression interstitielle (Au = Ac), l'eau sera expulsée du
sol et ce drainage de l'eau se poursuivra jusqu'a ce que la pression de l'eau diminue et
reviendra a la valeur d'équilibre qui prévalait avant le changement de la contrainte Ao
appliquée au sol. Cela signifie que le changement de pression interstitielle sera finalement nul.
- La contrainte totale a augmenté de Ao, donc la contrainte effective augmentera également
de Ao, apres que la pression interstitielle devienne nulle.
En réponse a ce changement de contrainte effective, un tassement du sol se produira, la
quantité dépend de la compressibilité du sol.
Variation des contraintes durant la consolidation : Les variations des contraintes sur
toute la profondeur d’une couche de sol sont illustrées sur la figure I1.3.
La figure I1.3 (a) représente les conditions initiales, la nappe phréatique coincide avec la
surface du sol.
- La pression interstitielle initiale u; a une profondeur z est :
U = Yw-2
- La contrainte verticale totale initiale c; est :
Gi = Vsat-Z
- Et la contrainte verticale effective initiale c’; est :
o', =0, —y
D’ou :
o, =vy'.z
Ou y' est le poids volumique effectif du sol.
La répartition de cette contrainte effective sur toute la profondeur de la couche du sol est

représentée par la zone hachurée.
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La figure I1.3 (b) : montre qu’une contrainte (Ac) a été appliquée sur la surface du sol, le
diagramme a été tracé a l'instant de l'application de la charge, avant que l'eau ne soit
expulsée du sol.
- La pression interstitielle augmentera d'une quantité équivalente a la pression appliquée (Ao ):
Au = Ao.
- La pression interstitielle u a une profondeur 7 est u = u; + Au, ce qui permet d’écrire :
U=yYyzZ+Ao
- La contrainte verticale totale o est :
o= o; +Ac
- La contrainte effective est la méme que celle produite avant l'application de la charge :
o =a';
La figure I1.3 (c) : Sous l'effet de la pression interstitielle supplémentaire (surpression Au),
l'eau commence a s'évacuer par [’ouverture de la limite supérieure du sol.
Le drainage de l'eau continuera jusqu'a ce que la pression interstitielle supplémentaire soit
nulle Au = 0.
- La pression interstitielle uga une profondeur z est :
Ur = u;
- La contrainte verticale totale finale o5 est :
of = o; + Ao
- La contrainte Ao qui était portée comme une pression interstitielle Au a maintenant été
transformée a une contrainte effective.
- La contrainte effective finale o' a une profondeur z est :
o'f=0';+Ac
- Suite a l'augmentation Ac de la contrainte effective, le sol subira une diminution de volume

provoquant un tassement de la surface du sol.

Le processus de transformation progressive de la contrainte Ao, de la pression interstitielle,

la contrainte effective, avec le changement de volume associé est appelé consolidation.
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e

N peea—

pression interstitielle

H sol saturé contrainte totale
< o=U+ o

“fsat

0 contrainte verticale

Figure I1.3(a) : Changements de contraintes verticales pendant la consolidation

avant I’application de Ao.

pression uniforme Ac

Llvlblly

0 contrainte verticale

Figure I1.3(b) : Changements de contraintes verticales pendant la consolidation

immédiatement apres [’application de Ao .

pression uniforme Ac

il

gonframfe totale

7

U= L

0 conirainte verticale

Figure I1.3(c) : Changements de contraintes verticales pendant la consolidation

long période apres I'application de Ao.

Facteurs affectant la vitesse de consolidation : La vitesse a laquelle le tassement se

produit dépend de la vitesse a laquelle l'eau est expulsée du sol et cela dépend de plusieurs

facteurs liés au sol.
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Perméabilité : si la perméabilité du sol est tres faible, le temps de dissipation sera tres élevé,
c'est-a-dire que la  surpression interstitielle ne se dissipera que tres lentement, et par

conséquent, la vitesse de consolidation diminue.

Figure 11.4: La vitesse d’infiltration d’eau en fonction de la perméabilite.

Compressibilité : une forte compressibilité conduit a une grande diminution de l'espace vide
du sol pour un changement de contrainte particulier. Cela signifie qu'un grand volume d'eau
doit étre expulsé du sol et cela prendra plus de temps. En conséquence, la vitesse de
consolidation sera plus faible.

Epaisseur de la couche : une augmentation de l'épaisseur de la couche entraine une
augmentation de la longueur du trajet d’écoulement, et par suite la vitesse de consolidation
diminue.

Conditions aux limites : les faces de drainage a travers lesquelles l'eau peut étre expulsée a
un effet significatif sur la vitesse de consolidation. Si des couches de drainage existent des
deux cotés d'une couche de consolidation (doublement drainée, voir figure I1.5 (a)), la vitesse
d'expulsion de l'eau sera plus élevée que dans le cas ou une seule couche de drainage est
utilisée, (I’autre coté étant une couche imperméable- il y a une seule face de drainage, voir

figure IL5 (b)).

couche perméable  couche perméable
couche compressible cotiche compressible
eauchepemeabj’ : :izlf couche imperméable
s R =

Figure I1.5: Couche compressible saturée drainée, par ses deux faces (a), et par une seule face (b).

Par conséquent, une couche de sol qui est doublement drainée se consolide rapidement

qu'une couche qui est drainée par une seule face.

Université M’Hamed Bougara, Boumerdes




Chapitre Il : Analyse mathématique du probleme 2019/2020

Le tableau I1.1 résume [’effet des différents facteurs sur le temps de l’écoulement d’eau, et sur

la vitesse de consolidation.

Les facteurs Le temps d’écoulement | La vitesse de consolidation
La perméabilité el N ad
La compressibilité al el N
L’épaisseur de la couche du sol | ¥ el Y
les faces de drainage Pl AW al

Tableau I1.1: Effet des différents facteurs sur le temps d’écoulement d’eau, et sur la vitesse de consolidation.
3.2.Les hypotheses de la théorie de Terzaghi :

Terzaghi (1925) a développé une solution complete de la consolidation dans un cas
particulier simple, soit celui de la consolidation unidimensionnelle d'une couche mince
soumise a une charge uniforme Ao de grande étendue. Cette solution, qui est celle utilisée
pour l'analyse de tous les problemes courants de fondations sur dépots argileux, fait appel a
neuf hypotheses principales :

L'hypothese 1 : le sol est formé d’une couche compressible homogene, et comporte au moins
une face drainante.

L'hypothese 2 : Le sol est saturé et reste saturé pendant toute la période de consolidation, (il
est donc composé de deux phases seulement : le squelette et [’eau interstitielle).

L'hypothese 3 : L’eau et les particules solides sont incompressibles.

L'hypothése 4: Les déformations du squelette sont uniquement verticales
(unidimensionnelles).

L'hypothese 5 : L’écoulement de [’eau interstitielle (le drainage) est uniquement vertical
(unidimensionnel), et il obéit a la loi de Darcy.

L'hypotheése 6 : Les caractéristiques du sol (module E, perméabilité k) sont constantes
pendant le processus de consolidation.

L'hypothese 7 : 1l existe une relation linéaire entre les contraintes effectives et les variations

de volume du sol.
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L'hypothese 8 : Le sol ne présente pas de viscosité structurale, ou consolidation secondaire.

L'hypothese 9 : Les déformations du sol restent petites pendant la consolidation.
3.3.Limites de validité de ces hypotheses :

La plupart de ces hypothéses ne sont que des approximations assez grossieres de la réalité.
Avant d’aborder la formulation mathématique de [’équation de consolidation, Il convient
d'examiner les limites de validité de ces hypotheses :
Hypotheése d'homogénéité du sol : En effet [’homogénéité des sols est toute relative dans les
dépots de sols naturels, et il est tres rare de rencontrer une couche d'argile réellement
homogene.
Hypothese de saturation du sol : De maniere tres générale, il est rare que les sols soient
parfaitement saturés d’eau, méme si cette hypothese est satisfaite, elle exclut le traitement des
sols non-saturés qui sont a I’heure actuelle mal connus.
Hypothese d’incompressibilité des éléments du sol : les sols naturels contiennent, en général,
un certain pourcentage de gaz, provenant de la décomposition des matieres organiques, et qui
se présente quelquefois sous forme de bulles, mais plus souvent a l'état de dissolution dans
l'eau, qui fait que la compressibilité du fluide (eau + gaz) qui remplit les pores du sol, n’est
pas tout a fait négligeable.
Hypothese de déformation unidimensionnelle : dans les dépots de sols naturels, et sous
["action des ouvrages réels, l'état de déformation ne sera pas strictement uni-axial. Au
contraire des déplacements horizontaux sont souvent présents.
Hypothése d'un drainage unidimensionnel obéissant a la loi de Darcy: On doit
évidemment noter que les conditions de géométrie, requises pour produire une condition
d'écoulement unidimensionnel sont rarement réunies, et ['écoulement de [’eau suit les trois
directions. On aura donc un écoulement plus rapide.

D’autre part, certains travaux ont conduit a suggérer l'existence d'un gradient hydraulique
limite au-dessous duquel la loi de Darcy ne serait plus applicable (Hansbo, 1960).
Hypotheése de constance des caractéristiques du sol : les propriétés physiques et mécaniques
varient d’un point a l’autre; elles dépendent, en particulier, de I’état des contraintes initiales,
qui varie en fonction de la profondeur. Par ailleurs, il est maintenant bien établi que les
propriétés du sol, varient en fonction de l'indice des vides, et donc au cours de la
consolidation. De ce fait, une couche d'argile qui serait initialement homogene deviendra

nécessairement hétérogene durant le processus de consolidation.
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Hypotheése de linéarité entre les contraintes et les déformations volumétriques: cette
hypothese n'est pas vérifiée expérimentalement. On notera d'ailleurs que Terzaghi lui-méme
fait I’hypotheése contradictoire d'une relation linéaire entre les déformations volumétriques
(I'indice des vides) et le logarithme de la contrainte effective et non de la contrainte effective
elle-méme dans son calcul de l'amplitude des tassements (Terzaghi et Peck, 1965).

Hypotheése d'absence de consolidation secondaire : dans certains types de sols, les tourbes
par exemple, on ne peut pas négliger la compressibilité secondaire qui accompagne la
consolidation.

Hypothese des petites déformations : chacun sait que le comportement d'un sol est complexe
et fort loin d’étre élastique linéaire. En effet la non-linéarité, non-réversibilité, dilatance, effet
du temps, anisotropie sont autant des caractéristiques de comportement du squelette des sols,

auquel il faut adjoindre le couplage avec la pression interstitielle pour les sols fins saturés.

Bien que ces hypotheses simplifient et limitent fortement certains aspects de l’étude, [’analyse
et la modélisation du comportement des sols, la théorie de Terzaghi reste une théorie de
référence pour les calculs de consolidation, car elle contient les composantes principales du
phénomene et représente correctement les phénomenes observés dans les sols saturés

compressibles sous [’action des ouvrages et des constructions.

3.4.Formulation mathématique :

Une couche de sol en cours de la consolidation est représentée sur la figure 11.6 (a). Le sol
repose sur une base imperméable, dans ce cas, l'écoulement de l'eau se fait vers la limite de
drainage a la surface supérieure du sol. Un élément volumique du sol de dimensions
géométriques différentielles dx,dy et dz a été considéré pour la mise en équation du

processus de consolidation (figure I1.6 (b)).
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pression uniforme Ac

Q out
e l A+ (Bh/8z)dz
z
H dz| I Elément de sol dz
dx
h
| e |
impermeéable base I T |
Q in
(a) (b)

Figure 11.6 : Couche compressible saturée chargée en surface et drainée sur une seule face.

L’équation de la consolidation unidimensionnelle de Terzaghi s’obtient en combinant les
équations de conservation de la masse de l’eau et de la masse des particules solides, la loi de
Darcy et la loi de compressibilité du squelette.
La loi de Darcy : en 1956, Darcy a constaté que, le débit Q est proportionnel au gradient
hydraulique i, ce qui lui a permet d’écrire :

Q=kiA
On :
k — Coefficient de perméabilité ou conductivité hydraulique.
A — Surface de [’élément différentiel situé dans le plan (x,y)

i — Gradient  hydrauliqgue  de  [’écoulement de [l'eau  dans le  sol:
__0Oh
0z

0h : Perte de la charge hydraulique sur une longueur 0z

i

Le taux d'écoulement d'eau entrant dans l'élément est indiqué par Q, et le taux d'écoulement
sortant d'élément est indiqué par Q. Au cours de la consolidation, le tassement sera une
conséquence de la réduction des vides, suite a [’expulsion d’une partie de [’eau, contenue
dans le sol. Le volume d’eau qui sort Qyy,; est supérieur au volume d’eau qui entre Qjy,.

Le rapport des flux entrant et sortant de l'élément sera donné par l'équation de Darcy.

2

—kahdd—kah+ahd dd—kah+ dz)dxd
QiTL_ aZ X y_ az( az Z) X y_ (aZ azz Z) X y
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Loi de conservation de la masse :
La loi de conservation de la masse de I’eau pour [’écoulement transitoire qui se développe au
cours de la consolidation exprime tout simplement que la quantité d’eau sortie d’'un volume

est égale a la variation de ce volume. Le taux de stockage de l'eau peut étre exprimé par :

—kahdd kah+2hd dd—kazddd
Qin — Qout = 5 2xay (az FPvl z)dx dy = 5,2 4z dx dy
Le volume de l'élément de sol contenant des pores est :

V,=dzdxdyn

Avec :

n — Porosité de sol.
. . . .. on , . .
Afin de garantir la continuité, le taux de variation du volume des pores dz dx dy Edozt étre

égal au taux de stockage de l'eau :

2

on
—k =—.dzdxdy = dzdx dy FTA

0z?
Apres avoir simplifié cette égalité, nous obtenons :
L P N
dz> Ot ep+1
Ou:

eo — Indice des vides initiales (en place sous Ad’).

Par conséquent, de I’équation (Il.1) nous aurons :

62h_6 e . 1 Oe
)_e0+1'at

922 9t ey + 1

Loi de compressibilité du squelette :

- . S T 2
En multipliant le membre droit de 1’égalité précédente par a_Z: = 1, nous obtenons :

kazh_ 1 0de do’ 12
0z2  ey+ 100’ ot (.2

D'autre part, I’hypothese de linéarité entre la contrainte effective verticale et l'indice des

vides du sol (volume) :

e

35 = a, (I11.3)
Ou :

a, — Coefficient de compressibilité du squelette.

En portant (11.3) dans (I1.2) nous obtenons :
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9°h _ a, 0o

k 0z2 ey+ 1 0t (-4
Avec
o' =0—-u;
h = % +z;
u — Pression interstitielle dans ['élément du sol considéré ;

Yw — Poids volumique de l'eau interstitielle.
z —Cote de l'élément du sol considéreé.

Comme o est une constante, alors il nous est possible d’écrire :

do’ ou

at ot

Alors, la relation (I1.4) prendra la forme suivante :

—k

u
02 (ﬁ-l-z) _ ay (_a_u>
072 eo+1°\ 0t

La simplification de cette derniére nous donne :

k.(eg+1)0%u 9
(& + 1) u=a—7; (11.5)

a,.V, 0z?2
Compte tenu de l'hypothese 6, Terzaghi exprime le coefficient de consolidation c,, comme
propriété caractéristique du sol, par la relation :
_k.(eg+1)
CayYw

Finalement, [’équation aux dérivées partielles du processus de consolidation aura la forme

Cv

suivante: cy 3271; = Z—Z (11.6)
Type de sol cv(m?/s)
sable 0o
Argile tres plastique 0,8x 1078
Argile peu plastique 107
Limon argileux 5x 107
Limon 5x10°
Tourbe 107

Tableau I1.2 : les valeurs du coefficient de consolidation cv de quelques sols.
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Les valeurs des coefficients de consolidation de la plupart des sols fins, et comme le montre le
tableau ci-dessus, sont comprises entre 1070 et 107° m?/s.

L’équation (11.6) est celle développée par Terzaghi en 1943 pour décrire le phénomene de
consolidation unidimensionnelle des sols. C’est une équation aux dérivées partielles du
second ordre, parabolique, homogene, linéaire et a coefficients constants. Elle est dite
d’évolution parce qu’elle modélise un phénomene non stationnaire.

La résolution de cette équation permet d’obtenir la distribution de la pression interstitielle

u(z, t) d’un point quelconque de la couche du sol, durant le processus de consolidation.

3.5.Autres théories de consolidation :

De nombreuses études ont été consacrées a la consolidation des sols fins, en modifiant toutes
ou une partie des hypothéses ou parametres de la théorie de la consolidation
unidimensionnelle de Terzaghi, Dans la littérature technique, beaucoup de travaux de
perfectionnement de la théorie de Tersaghi ont été publié. Ce perfectionnement concerne
l’introduction ou la prise en considération de ce qui suit :
— généralisation bidimensionnelle et tridimensionnelle ;
— répartition non uniforme des surpressions interstitielles initiales suivant [’épaisseur ;
— variation en fonction du temps des propriétés des sols ;
— perméabilité anisotrope du sol ;
— combinaison des phénomenes de consolidation et de compression secondaire ;
— autres lois de comportement mécanique du sol ;
— sol constitué d’'une succession de couches de caractéristiques différentes ;
— chargement progressif et non instantané ;
— calcul en grandes déformations.

4- Résolution analytique de I’équation de Terzaghi :
La résolution de [’équation de la consolidation unidimensionnelle, en se servant des
conditions initiales et des conditions aux limites, permet d’obtenir la pression interstitielle
u(z, t)en tout point et a tout instant de temps dans une couche pendant la consolidation, et

par suite, I’évolution au cours du temps des contraintes effectives a l’intérieur de la couche

de sol.
4.1.Conditions initiales et aux limites :
Cas d’une couche de sol doublement drainée: pour une couche compressible

d’épaisseur 2H, comprise entre deux couches drainantes (figure I1.7(a)), a laquelle on
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applique instantanément au temps t = 0, une charge uniformément répartie d’intensité q
(figure 11.7(b)).

pression uniforme Ac=q

: HENEEN
A A e A T P SRy ey ar eyt <— AU=0
= = perméable
Z Z
couche de sol couche de sof
oH compressible oH compressible
sl e I e e e ] T h e e =—— AUu=0
perméable
(a) (b)

Figure I1.7: Couche compressible saturée chargée en surface et drainée sur ses deux faces.

Avant le chargement de la couche de sol (figure 11.7(a)), nous pouvons écrire :

o=0;=0;+y
Comme conditions initiales, nous avons (figure I11.7(b)) :

Ao=q
Ou Ao est la surcharge appliquée sur la surface de la couche du sol a l'instant t = 0.
Ainsi, il est possible d’écrire :
o=0;1tq

En ce qui concerne les conditions aux limites, a tout instant t, la surpression interstitielle est
nulle au niveau des surfaces limites de la couche, parce qu’elles sont drainantes (Au = 0).
En s’intéressent aux conditions relatives a une surpression interstitielle Au (z,t), les
conditions initiales et celles aux limites pour un écoulement unidimensionnel peuvent étre
résumés comme Suit :
- Conditions aux limites (pour tout instant t)
Pourz=0: Au (0,t) =0
Pourz=2H: Au (2Ht) =0
- Conditions initiales (pourt =0) :

Pour tout z #0etz #2H : Au (z,0) = q
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Si I’on voulait trouver directement la valeur de la pression interstitielle u(z,t) et non celle de
la surpression interstitielle Au(z,t), on devrait utiliser les conditions initiales et aux limites
suivantes :

- Conditions aux limites (a tout instant t) :
Pourz=0: u(0,t) =0
Pourz=2H: u(2H,t) =vy,,.2H

- Conditions initiales (pour t = 0):
Pour tout 7 #0 etz #2H : u(z,0) =yp-z+ q
En s’intéressent aux conditions appliquées a la surpression interstitielle Au(z,t), ca revient
a chercher une solution du probléeme linéaire ci-dessous, avec les conditions aux limites de

type Dirichlet suivant :

Trouver u: [0,2H] X [0,T] € R, solution de :

0°u  odu
Cy=—=—
d0z2 Ot
A (11.7)

u(0,t) = u(2H,t) =0 Vt

Cas d’une couche de sol drainée sur une seule face : soit une couche de sol compressible,
d’épaisseur H, indéfinie dans le sens horizontal, a laquelle on applique instantanément au

temps t = 0 une charge Ao=q (figure I1.8).

pression uniforme q

= perméable
Z
couche de sol
H compressible
Au/ Az=0
imperméable

Figure I1.8 : Couche compressible saturée chargée en surface et drainée sur une seule face.
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Pour ce cas, a l'instant t = 0, les conditions initiales peuvent étre écrites sous la forme

suivante
u=u;+q
o' =d';
o=o0;t+q

Quant aux conditions aux limites, a tout instant t, la surpression interstitielle est nulle a la

surface de la couche du sol (Au = 0), et la vitesse de |’eau au niveau de la base imperméable
a ye L1 .. L, N . . ..
est nulle ( % = 0).En s’intéresse aux conditions appliquées a la surpression interstitielle

Au(z, t), nous aurons :
- Conditions aux limites (a tout instant t)

Pourz=10: Au (0,t) =0

C0Au(zt) _

Pour z = H: 0
0z

- Conditions initiales (pourt=0) :
Pour tout 7z #0 etz #2H : Au (z,0) = ¢q
Ainsi, nous aboutissons a notre but final étant la résolution d’un probleme aux limites avec

des conditions initiales et aux limites de type Dirichlet et Neumann, défini comme suit :

Trouver u: [0,H] X [0,T] € R, solution de :
0°u _ Ju
Yoz~ at
u(z,0) =q (11.8)
du (z,t)
u(0,t) =0et TzO,pourz=H Vvt

4.2.La méthode de séparation des variables :

Dans ce qui suit,nous allons chercher une solution analytique u(z,t) non triviale pour
[’équation (I1.6). Selon la méthode de fourier ou la méthode de séparation des variables, la
solution de ce probleme peut etre écrite sous la forme d’un produit de deux fonctions, une
fonction de z et la seconde fonction de t :

u(z,t) =Z(2).T(t)
Z(z) et T(t) sont des fonctions ayant au moins des dérivées premiéres et secondes continues.
Pour le cas d’une couche de sol doublement drainée, si nous substituons une telle solution

dans I’équation de Terzaghi, nous obtenons :
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c 0?(Z(DTE) 9L T())
v 0z2 B ot

Dans un but de simplification des calculs, nous écrivons [’équation précédente sous la forme

suivante :
c,TZ" =7T' (I.9)

Ou :
Z'"" —Dérivée seconde de Z par rapport a z.
T’ —Premiere dérivée de T par rapport a t.
La relation (11.9) peut étre écrite sous une autre forme :

VAN 171

Z oT
Le membre gauche de cette équation est une fonction de z seulement, alors que le membre
droit est une fonction seulement de t. Cette égalité ne peut étre vérifiée que si la valeur de

chaque coté de I’égalité est une constante, par conséquent, il est possible d’écrire :
Z—” = lz, =A ({1.10)
Z cy T
Ou A est une constante a déterminer.
Dans ce cas la relation (II.10) peut étre remplacée par deux équations ordinaires
homogenes :
Z"—-2Z =0
T'"—A¢cyT =0
Les expressions des conditions aux limites pour ce probléme prennent les formes suivantes :
Pour tout t > 0:
u(0,t) = Z(0)T(t) =0
u(2H,t) =Z(2H)T(t) =0
D’ou :
Z(0)=0 ouT(t)=0
Comme la solution cherchée u(z,t) = Z(z)T(t) ne doit étre triviale, nous pouvons supposer
alors queT (t) # 0 pour au moinsunt = t; :
Z(0)T(ty) =00u Z(0) =0
Z(2H)T(ty) =00u Z(2H) =0
En fin la résolution du probleme revient a résoudre les équations différentielles ordinaires
homogenes ci-dessous avec des conditions aux limites pour une et initiales pour [’autre :

7" —2Z=0;Z(0)=0 et Z2H) =0 (II.11)
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T'"—AcyT =0 Pourt > 0 (11.12)
Dans ce qui suit nous allons déterminer les expressions représentant les solutions analytiques
de ces équations.
Résolution de I’équation différentielle (11.12) :
Une seule intégration de cette équation par rapport au temps permet d’aboutir a la solution
générale suivante :
T(t) = ke*vt (I11.13)
Avec k est une constante d’intégration.
Résolution de I’équation différentielle (11.11):
Comme cette équation différentielle homogene et a coefficients constants est du second ordre,
alors sa peut étre écrite sous la forme suivante :
Z(z) =e™ (11.14)
Avec :
r —Coelfficient réel.
En portant cette fonction et sa dérivée seconde dans [’équation différentielle ci-dessus, nous
obtenons aprés simplification 1'équation algébrique suivante : v*> — A = 0. Cette équation
s ‘appelle équation caractéristique de [’équation différentielle.
Si A > 0, il est possible d’écrire :
A= a® avec a > 0,
En portant les racines de [’équation caractéristique dans (I1.14) et en superposant les
solutions obtenues, nous obtenons finalement la solution cherchée :
Z(z) = Ae*” + Be™*
Ou:
A et B —constantes d’intégration qui peuvent étre déterminées en utilisant les conditions aux
limites :
Z(0)=0,;Z(2H) =0

La premiere condition permet d’avoir :

La seconde condition exige que :

Puisque H # 0 et a # 0, alors :

D’ou, nous aurons ;
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Z(z)=0
Ce qui nous donne le résultat final suivant :
u(z,t) = 0.
Dans le cas o A = 0, l'intégration de l’équation Z'" = 0 nous donne comme résultat :
Z(z) =Az+B

Ou :A et B —constantes a déterminer dont les valeurs peuvent étre déterminées au moyen des
conditions aux limites :

Z(0)=0,;,Z(2H) =0
D’ou :

B=0et A(2H)=0
Puisque H # 0, il résulte que :

A =B =0, Z(z) = 0 et par suite u(z,t) = 0.
Pour le troisieme cas, si A < 0, alors nous pouvons écrire :
A=—-a’;a>0
L’équation caractéristique sera donc:
r’+a?2=0
En portant les racines complexes de cette équation algébrique dans (Il.14), nous obtenons
une solution générale sous la forme suivante :
Z(z) = Acos(az) + B sin(az)

A et B sont des constantes d’intégration qui peuvent étre obtenues en appliquant les
conditions aux limites comme suit :

Z(0)=0,;Z(2H) =0
Ce qui nous donne :

A =0et Bsin(2aH) =0

Pour cette derniere égalité, il est possible de considérer deux cas possibles :

Le cas ou B = 0, Ceci implique que :

u(z,t) = 0.
Et le second cas ouB # 0 qui se traduit par :
sin(2aH) =0
D’ou il s’ ensuit que :
a =% :n=1,2,3,"--

Et ainsi, nous obtenons finalement :
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nr
Z,(z) = B,sin (ﬁz) avecn =1,2,3,--- (I1.15)
Puisque 2 = —a?, alors nous aurons :

- G5

En remplacant dans 11.13 on trouve :
nm 2
T,(t) =k e_(ﬁ) vt avecn=1,2,3,- (I1.16)
D’ou :
u,(z,t) = Z,(2).T,(t) = [B sm( [ke 2H CVt]

Ou sous une autre forme :

‘YI.TL'2

u,(z,t) = a, sin (gz) e~Ga) evt ;a, = B,k
Enfin, la solution analytique générale de I’équation de consolidation doit étre égale a la

superposition de [’ensemble des solutions obtenues ci-dessus :

— N _ N N nimy 2
u(z,t) = Z up(z,t) = Z a Sln(ﬁ Z) exp (—cv (ﬁ) t)
n= n=

Afin de déterminer le coefficient a,, nous allons nous servir de la condition initiale suivante :

u(z,0) = q
L’application de cette condition initiale a la solution générale obtenue ci-dessus nous permet

d’obtenir l’expression de q suivante :

ia sm )=q

n=1
Cette somme est une série de Fourier impaire, alors il résulte que :
n=2m+1 m=0,1,2--0o

Dans ce cas, coefficient a,, peut étre exprimé par :

1% [/C2m+ Dn
a, = ﬁj qsin TZ dz
0

Pour une période m,nous écrivons :

2 (" (Cm+Dn 4q
an:Ef qsin TZ dZ:an:m;
0

Alors, la solution analytique finale du probleme a la forme suivante :
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4q 1 2m+ 1 2m + D)2
u(z,t) =?qmz=0 am+ D sin(( mZ-II:I )nz) exp (—CV (%) t) (11.17)

Cas d’une couche de sol drainée sur une seule face: nous allons suivre les mémes

démarches utilisées pour le cas des deux faces drainantes, en utilisant bien sur d’autres
conditions aux limites :
Pour tout t > 0 nous avons :

u(0,t) = Z(0O)T(t) =0

du(z,t) 0Z(z)

57 F =0siz=H

T(¢)
Ce qui implique que :
Z0)=0 ouT(t)=0;

_ 0Z(z) _
T(t) =0 ou = 0.

Comme la solution doit étre non triviale, alorsT(t) doit étre différente de zéro, pour au

moins unt = ty.Et par conséquent nous pouvons écrire :

Z(0)=0
0Z(z
@) =0 siz=H
0z
Cela veut dire qu’ll nous faut résoudre les équations différentielles ordinaires suivantes :
2" —2Z = 0avec Z(0) = 0 et Z2= 0 pour z =H

T"—AcyT=0;t >0
Ou A est une constante.
Pour la premiere équation du second ordre :
En suivant les mémes démarches utilisées précédemment nous obtenons pour le cas de :
HA1>0:
Z(z)= Ae* + Be %
A et B sont deux constantes d’intégration. En se servant des conditions aux limites :

0Z(z)

Z(0) =0, et >,

=0,pourz=H
Nous obtenons :
u(z,t) =0
2)A=0:
Z'"" = 0 Implique que : Z(z) = Az+ B

A et B —constantes d’intégration.
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0Z(2)

——— = 0,pour z = H, nous donne :
0z

L utilisation des conditions aux limites : Z(0) = 0 et
u(z,t) = 0.
3)A<0:
Z(z) = Acos(az) + B sin(az)
Avec A et B sont les constantes d’intégration qui peuvent étre déterminées en appliquant les

conditions aux limites suivantes :

0Z(z)

Z(0) =0 et =

= 0,pour z=H

Ces conditions nous permettent d’obtenir les résultats suivants :

n

A=0;u(zt)=0 e a =£ in=123,-
Et Finalement on retrouve la méme solution obtenu précédemment :

Cm+ Drm

20 = 4q i 1 , 2m+ Dn
wat == , @m+ 1) Sint—x
m=

z)exp| —cy <T

) t| (1.18)

4.3.Différence entre drainage simple et double :

La figure I1.9(a) montre la direction de [’écoulement pendant le phénomeéne de consolidation
d’une couche doublement drainé, on voit que par raison de symétrie, tout se passe comme

dans le cas d’une couche simplement drainé (voir figure I1.9 (b)).

pression uniforme q pression uniforme g

lvillill . lvllllll

L e L L L L Ly L e—— drain —_— R LAk I U e Ik T A e
4 Z

couche de sol couche de sol

2H — ~ ¢ompressible H compressible
ikl hey oo <—— drain R R RRRRRIRR

perméable imperméable
(a) (b)

Figure I1.9 : la direction de [’écoulement vers les drains, cas d 'un drainage simple et double.

Pour la couche doublement drainée, la moitié supérieure de la couche compressible s’ évacue
par le drain supérieur et la moitié inférieure par le drain de bas. C’est-a-dire dans les deux

cas, le chemin de drainage est de longueur H.
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Et nous avons démontré par le calcul que la solution obtenue pour le cas ayant deux faces
drainantes est la méme que celle obtenue pour le cas d’une couche simplement drainante, en
considérant seulement la demi-épaisseur de la couche. En effet, comme le montre la figure
11.10, la ligne médiane de la couche correspond a une vitesse d'écoulement nulle. Autrement
dit, nous pouvons considérer cette ligne médiane comme une ligne qui correspond a une face
non drainante.

pression uniforme q ression uniforme q

L1l | Ll LI

Rrpny syt «— perméable 0 Ly Ry A e i w— pDerméable

z

Ligne médiane

~Vitesse d'&coulement B - - ] 1

nulle imperméable

&)
T

2H =

e

L. «— perméable

perméable

Figure I1.10 : solution obtenue pour un drainage simple et double.

Alors, les solutions trouvées précédemment (I1.17) et (IL.18) peuvent étre généralisées en
définissant la distance de drainage d (c’est le plus long parcours vertical qu’une particule
d’eau que doit parcourir pour atteindre une frontiere perméable) comme étant égale a
l'épaisseur ou a la demi-épaisseur selon que la couche est simplement ou doublement

drainante :

4q 1 2m+1 2m + D)2
u(z,t)=?q;0 (2m+1)sin(( m;; )nz) exp | —cy <$) t) (11.19)

4.4.La méthode de transformation de Fourier :

Cette partie de ce chapitre sera consacrée a la résolution de l’équation aux dérivées
partielles de consolidation au moyen de la méthode de la transformée de Fourier, schématisé

comme le montre la figure 11.11.

) T.F a(k)
% T
(zenm) (kenm )
Espace réel Espace de
- phase
T.F-

Figure Il.11 : L’idée de base de la transformation de Fourier.
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L’idée est simple, dans [’espace réel le probleme se modélise par [’équation de consolidation,
nous appliquons alors une transformation de Fourier pour passer a un espace de phase et
ainsi ’équation initiale devient plus simple.

Alors la transformée de Fourier de [’équation aux dérivées partielles de consolidation,

revient a [’appliquer a chaque terme ou membre de cette équation :

0%u ou
F (cV ﬁ> =F (E) (11.20)
+ o0
Ju 1 Jdu
7 (56) = Nz B

La permutation entre [’opération de dérivation et celle d’intégration permet d’écrire :

e—ikz dz

+co

g:(g_l:):% \/% f ue %2 dz =%(T (W)

—0o0

7 <0u) ot
at) ot
D’un autre coté, selon les propriétés des transformées de Fourier, nous pouvons écrire :

0%u 5
Tﬁz—ku

Ainsi ’application de la transformée de Fourier a notre équation de consolidation :

0%u(z,t)\ _ _ (0u(zt)
C”?< 922 >_?( ot )

a permet la transformer a une équation différentielle du premier ordre par rapport au temps :

ik, t)
t

Dou :

—chZﬁ(k, t) = a— (1121)

Cette derniere qui dépend du parametre de Fourier est plus simple a résoudre. Son
intégration a permis l’expression suivante en fonction du parameétre de Fourier :
i(k,t) = A(k)e~*°t (11.22)
Avec :
A(k) = ii(k,t = 0) —Constante d’intégration.
Le résultat obtenu est défini dans un espace de phase (I’espace de k). Pour revenir a [’espace
réel nous devons appliquer une transformation de Fourier inverse comme suit.
F1 (k) = F1(a(k, t = 0)e~wkt)

u(zl t) = \/%—nf_l[ﬁ(k, t = 0)] @T_l[e_cvkzt] K
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D’ou, nous aurons :

u(z, 1) = = u(z t = 0) ®F e~k

N — — 2
Il nous reste a calculer F 1[8 cvk t] R

F-1 [e—c,,kzt] — —cytk?+izk dk

+o0
= |
pre— e
V2r

1l s’agit ici d’une fameuse intégrale qui est celle de Gauss :

L’intégrale de Gauss :

400

2

a2 T b%

fe ax?+bx (y — ’_ew
a

— o0

Alors, en appliquant cette fameuse intégrale, nous obtenons :

+o0

(iz)?
j e—cvtk2+izk dk = ie‘wvt
cyt
Par conséquent :
—Z2 —22
j:'_l[e_cvkzt] = L ie4c1;t = 1 e4cpt
V2 [yt V2¢,t
Et finalement nous aurons :
() =z, = 0) © —— e
u(z,t) =—ul(z,t = et
Vam \2¢,t

Dans ce qui suit, nous allons nous débarrasser du produit de convolution :

—(z-y)?

e 4cpt dy

1
—u(z,t=0) ®
o ( )

Alors notre solution est :

+00

1 ;_Zzt j‘ 1 .t = 0) 1
— et = —u(y,t =
2 /mc,t 8 V2m V2¢,t

s 1 ~(z=y)*
u(z,t) = J u(y,t =0)———e *ot dy
. 2,/ mc,t

Puisque u(y,t = 0) = q Vy, cette derniére aura la forme suivante :

+0o0
.0 f 1 —(z-y)?
u(z,t) = q———¢ “*wt dy
8 2\/Tc,t
Ou encore
-(z-y)*

u(z,t) = st dy  (I1.23)

+00
q J o
2,/7cht_oo
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Application 1 :

2019/2020

On cherche a calculer la consolidation d'une couche de sol saturé de 8 m d'épaisseur ayant

une base perméable et une surface supérieure drainante, sur laquelle on applique

instantanément une pression uniformément répartie g = 100 kPa. La figure 11.12 présente le

probleme a étudieé.

g=100 KFa
RNy
R R B A R TR T T perméable

Module d'Young E = 10 MPa
8,0m Coefficient de Poisson v= 0

v . . T S 9 :
oefficient de perméabilité k= 10" m/s,
Poids volumique de l'eau w = 10 kN/m3.

perméable

Figure I1.12 : Le probléme a étudié.

Les propriétés mécaniques du sol élastique isotrope sont les suivantes :
- Module d'Young E = 10 MPa,
- Coefficient de Poisson v =0,
- Coefficient de perméabilité k = 10" m/s,
- Poids volumique de l'eau v, = 10 kN/m3.

Ces données correspondent a un coeﬁicient de consolidation :

(1+v)(1 Ty = 107°m?/s
E(1+v)
Donc, ona :
- H = 8 m (la profondeur de la couche de sol).
- q = 100 kPa (la surcharge)
- T = 3 x10’s (une année environ).
cv: 10° m%/s (coefficient de consolidation).

- M = 100(nombre de discrétisation en temps).

- N =10 (nombre de discrétisation en espace).

Nous allons présenter les résultats d'un calcul manuel a ['instant t = 0s de u(z,t) :
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4q < 1 2m+ 1 2m + D)2
u(z,t) = 7(]1”2:0 am+D sin(( mz-; )nz) exp (—CV <$> t)

Les résultats suivants correspondent a la prise en considération de deux termes seulement de

cette somme :
Pour z=0m : u = 00 kPa
Pour z=Im :u = 111,46 kPa
Pour z=2m : u = 102,03 kPa
Pour z=3m : u = 91,64 kPa
Pour z=4m : u = 110,34 kPa
Pour z=5m : u = 91,64 kPa
Pour z=6m :u = 102,03 kPa
Pour z=7m :u = 111,46 kPa
Pour z=8m :u = 4,70 kPa
Pour augmenter la précision des résultats, il est nécessaire de prendre en considération dans
un calcul, nombre suffisant de termes. Si le nombre de termes de la somme a prendre en
considération est suffisamment grand, le calcul manuel devient tres difficile et nécessite
beaucoup de temps. Dans ce cas, il est préférable et plus facile d utiliser des programmes. A
cet effet, nous avons élaboré un environnement MATLAB, permettant de prendre dans les
calculs un nombre de termes de la somme aussi grand que nous voulons. Le texte de ce
programme est présenté ci-dessous :
Function [u[=solexact(T,N, M,cv,H,n,q)
dt=T/M ;
t=0:dt:T;
dz=H /N ;
z=[0 :dt :T] ;
A=0;
fori=0:1 :n
I=((2 *i)+1)*pi /H ;
A=A+(1/(2%i+1)). *sin(1.*z). *exp((-cv). ¥(I"2).*t) ;
end
u=(4*q/pi). *A
plot(u,z)
xlabel(‘u’)
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yvlabel(‘z’
title(“solution analytique’)
end
| solexactm | conso.m | Untitled™ | + |
3 function [u]=solexact(T,N,M,cv,H,n,qg)
i de=T/M;
=l t=0:dt:T;
&= dz=H/N;
il z=[0:d=z:H]"':
6= a=0;
i for i=0:1:n
g - I={(2*i)+1) *pi/ (H) :
9 - B=R+(1/ (2%i+1)) .*=in(I.%*z).*exp((-cv).*(I"2).*t);
= end
11— = (4*g/pi) . %R
12 - | plot(y,z)
R = xlabel ('u'}
AL fe ylabel ('z')
SE i title{'Solution analitigue'}
36 end

Figure 11.13 : Le code MATLAB, pour le calcul de la solution analytique.

Une partie des résultats numériques obtenus par ce programme est présentée ci-dessous :
U=

Columns 1 through 12

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
99.1662 69.8300 53.4791 44.9015 39.4420 35.5801 32.6566 30.3305 28.4043 26.7560 25.3067 24.0048
99.8309 96.1133 85.5873 76.6960 69.8264 64.4169 60.0182 56.3245 53.1316 50.3032 47.7479 45.4039
100.1190 99.8054 97.1540 92.6332 87.8364 83.2919 79.0934 75.2149 71.6093 68.2349 65.0592 62.0578
100.2678 99.9964 99.6501 98.2581 95.9187 92.9745 89.6898 86.2408 82.7414 79.2641 75.8543 72.5395
100.3152 100.0000 99.9479 99.4262 98.0353 95.8157 92.9970 89.8076 §86.4222 82.9617 79.5061  76.1064
100.2678 99.9964 99.6501 98.2581 95.9187 92.9745 89.6898 86.2408 82.7414 79.2641 75.8543 72.5395
100.1190 99.8054 97.1540 92.6332 87.8364 83.2919 79.0934 75.2149 71.6093 68.2349 65.0592 62.0578
99.8309 96.1133 85.5873 76.6960 69.8264 64.4169 60.0182 56.3245 53.1316 50.3032 47.7479 45.4039

0.00000

99.1662 69.8300 53.4791 44.9015
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Columns 13 through 24
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
22.8155 21.7154 20.6884 19.7233
43.2289 41.1939 39.2784 37.4676
59.2125 56.5093 53.9373 51.4874
69.3356 66.2507 63.2884 60.4488
72.7941 69.5879 66.4977 63.5282
69.3356 66.2507 63.2884 60.4488
59.2125 56.5093 53.9373 51.4874
43.2289 41.1939 39.2784 37.4676
22.8155 21.7154 20.6884 19.7233
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

39.4420 35.5801 32.6566 30.3305 28.4043 26.7560 25.3067 24.0048
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
18.8119 17.9485 17.1285 16.3485 15.6056 14.8977 14.2225 13.5785
35.7505 34.1190 32.5664 31.0875 29.6777 28.3331 27.0502 25.8260
49.1521 46.9250 44.8003 42.7727 40.8375 38.9903 37.2270 35.5435
57.7302 55.1296 52.6434 50.2675 47.9976 45.8295 43.7587 41.7811
60.6804 57.9531 55.3436 52.8485 50.4638 48.1854 46.0089 43.9302
57.7302 55.1296 52.6434 50.2675 47.9976 45.8295 43.7587 41.7811
49.1521 46.9250 44.8003 42.7727 40.8375 389903 37.2270 35.5435
35.7505 34.1190 32.5664 31.0875 29.6777 28.3331 27.0502 25.8260
188119 17.9485 17.1285 16.3485 15.6056 14.8977 14.2225 13.5785
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
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Columns 97 through 101

0.0000
0.4635
0.8816
1.2135
1.4265
1.4999
1.4265
1.2135
0.8816
0.4635
0.0000

0.0000
0.4425
0.8418
1.1586
1.3620
1.4321
1.3620
1.1586
0.8418
0.4425
0.0000

0.0000
0.4225
0.8037
1.1062
1.3004
1.3674
1.3004
1.1062
0.8037
0.4225
0.0000

0.0000 0.0000
0.4034 0.3852
0.7674 0.7327
1.0562 1.0085
1.2416 1.1855
1.3055 1.2465
1.2416 1.1855
1.0562 1.0085
0.7674 0.7327
0.4034 0.3852
0.0000 0.0000

201972020

La présentation graphique tridimensionnelle de la solutionu(z,t) est présentée a la figure

11.14 ci-dessous.

utz)

Solution analitique

Figure Il.14: Représentation graphique tridimensionnelle de la solution analytique.

La présentation graphique des isochrones pour 100 valeurs de t est illustrée par la figure

1115 :

Solution analitique

Figure 11.15: Représentation graphique des isochrones.
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Chapitre I11: Analyse numérique du probleme. 201972020

1- Introduction :

La plupart des phénomenes physiques, chimiques ou biologiques issus de la la technologie
moderne sont régis par des systemes complexes d’équations aux dérivées partielles. L étude
mathématique de ces systemes d’équations n’est pas une tdche facile et des fois elle est méme
impossible. D’ou l'intérét de la simulation ou [’approximation numérique qui se présente
comme un remede qui remplace trés souvent [’étude analytique compliquée qui ne permet
d’aboutir a la solution que pour des problemes mathématiques et des conditions aux limites
simples ainsi que la simulation expérimentale qui est plus cofiteuse.

Les équations aux dérivées partielles peuvent étre répertoriées par type. Ainsi, les équations
de type elliptiques décrivent les phénomenes de diffusion stationnaire, les équations de type
parabolique décrivent les phénomenes de diffusion évolutif et les équations de type hyperbo-
lique décrivent les phénoménes de transport a vitesse finie.

Les modeéles mathématiques des phénomeénes physiques réels sont souvent représentés par des
équations aux dérivées partielles de facon générale non-linéaires dont les solutions
analytiques sont généralement tres difficiles ou impossible a obtenir. Il est alors nécessaire de
faire recours a l'utilisation des méthodes numériques de discrétisation telles que la méthode
des éléments finies, des différences finies, des volumes finis, les méthodes spectrales et
variationnelles ainsi que des méthodes numériques de [’analyse mathématique. De telles
méthodes permettent de transformer le modele mathématique continu a un modele discret
représenté par des équations algébriques dont la solution devient facile a obtenir en utilisant
les outils de [’algebre linéaire. Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l’étude analytique
et [l'approximation numérique par la méthode de différence finies du probleme de
consolidation des sols.

Le processus de discrétisation de [’équation de consolidation par exemple est schématisé par

la figure Ill. 1

Mdele corifirni 1.6

du 2 a2y Discretisation [n = AN+l

closi T W -

a7 az? L
Systéme

Eguation a -

Figure Ill.1: principe des méthodes de discrétisation.
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Dans ce qui suit nous allons nous servir de la méthode et techniques des différences finies

afin d’obtenir une solution approximative de notre probleme.
2- Principe de la méthode des différences finies :

L’objectif de toutes les méthodes de résolution numérique des équations aux deérivées
partielles est [’obtention de valeurs numériques discrétes qui approchent la solution
analytique

La résolution d’un probleme par la méthode des différences finies se déroule selon les étapes
suivantes :

1- Définir un maillage couvrant le domaine spatio-temporel et sa frontiere (discrétisation de
domaine).

2- En tout noeud du domaine considéré, exprimer les dérivées a [’aide des différences finies
(Approximation des dérivées par des différences finies).

3- Exprimer les valeurs de la fonction en tout point sur la frontiére en tenant compte des
conditions initiales et aux limites.

4- Obtention du systeme d’équations algébriques duprobleme.

5- Vérification de la convergence.

Le systeme des équations algébriques obtenu peut étre résolu en utilisant une des méthodes de
[’algebre linéaire a savoir une méthode directe comme celle de Gauss ou Choleskey, ou une

méthode itérative comme celle de Jacobi ou Gauss-Seidel.
2.1.Elaboration d'un maillage:

Afin d'appliquer la méthode des différences finies, et pour discrétiser le domaine spatio-
temporel continu2= [0,H]X [0,T] nous introduisons un pas d’espace Az >0 et un pas de
temps At >0.

Le domaine spatial[0, H] doit étre divisé en N intervalles de longueur Az = H/N et le

domaine temporel [0, T] est aussi subdivisé en M intervalles de pas At = T /M. Le domaine (2

n=0,1,..M

est donc découpé suivant un maillage ou chaque point (z;, t,) ;— 1"y

est reperé sur l’axe z

par sa position z; = iAz et sur [’axe t par : t, = nAt comme le montre la figure II1.2.

Universitée M’Hamed Bougara, Boumerdes

53




Chapitre Il1: Analyse numérique du probléeme. 201972020

A

T =1
EAE' .(Iﬂ! Zﬂ
4] |
0 id, H *

Figure II1.2: Maillage en différences finies.

Nous notons par ul* la valeur d’une solution discréte approchée au point (z;,t,) et u (z, t) la
solution exacte inconnue.

Les couples de points (z;,t,,), points bleus sur la figure II1.3, forment un maillage espace-
temps et sont appelés les nceuds du maillage.

t

F s
R ce s e e e s e
7% NS S SRR SIS NP SO SN WO, S
N T e
| SR NN YU S NVUN. SO W S .
fo & i i i i A H H i H -7
Zp Z; Z7 Z3 Z4 Zs Zg Z7 Zg Zg

Figure 111.3 : Representation d’une grille espace-temps avec N=9 et M=7.

2.2.Approximation des dérivées par différences finies:

En utilisant Le développement en série de Taylor, Nous pouvons écrire les approximations ci-

dessous :
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L’I‘C) décentrée gauche

centré
décentrée droite

: ' =

Figure I11.4: Représentation d’approximation centrée et décentrée.

Différenciation de la dérivée premiere :

Différenciation décentrée avancée :

ou|"  ult —ul
atl, — 4,
Différenciation décentrée retardée :
oul"  ul —ul!
atl, — 4,
Différenciation centrée :
ou|™  uMtt —ut?
atl, = 24,

Différenciation de la dérivée seconde :

n
0%u

0z2

n n n
_ Uipn — 22Ut
2
4,

i
2.3.Les conditions initiales et les conditions au bord :

Les valeurs approchées au bord du domaine et en t= 0 peuvent étre données comme des
valeurs exactes de la fonction u :

ug =uy =0 vne€{0,1,..,M}
P=gq vi €{0,1,...,N}
Ceci laisse M(N-1) inconnues a déterminer(les ul'pour 1 <i < N—1letl1l<n < M)(voir
figure I11.5).L utilisation des conditions aux limites permettent de déterminer les valeurs de la

fonction aux points fictifs situés hors le domaine considéré du probléme.
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IA
e ke S T S S S S
M-, ' : " ' : : ' : :
S S G S s Sk At A A SE
S SRS SRS GRS S S S S S
¥ i i i i ' ' P i 1
In___.?___?...___T.___?____? __?,..___f __? __?
R oor s e e U SRR T S
) SRS RN, TS NS, N WS- VS S "
K R S S R L aabr ST SR
+0 ' ! ’ ' ' r : ’ ’
f " e Y e Fy e e Fe Y Fy "'z
Zp I £3 Zj IN.] IN

Figure II1.5: Les M (N-1) inconnues des nceuds intérieurs et les valeurs connues sur la frontiere.

2.4.Les schémas implicites, explicites et le schéma de Richardson :

La méthode des différences finies offre plusieurs techniques d’approximation des dérivées.
Chacune d’elles conduit a une famille de schémas différents. Dans ce qui suit, nous allons en
présenter les schémas les plus fameux et les plus utilisés :

Schéma explicite : la premiere possibilité est d utiliser [’approximation décentrée avancée a

droite. Pour ce cas d’approximation, [’équation de consolidation aura la forme suivante :

utt —ul uly, — 2ul + ult
S .2 .  vie(,.,N-1), ne(,..,M-1)
A A,
Ou bien :
n+1

u

A
i = u? + CVF(uln+1 - Zu? + u?—l)

Z

At g s s . . . . N .y
Avec A = CUA—tz,a l'itération (n+ 1), ’équation de consolidation discréte précédente se

Z

transforme a :

uf ™t = qu + (1= 2Duf + iy, | (1)

Cette formule est explicite en temps. En fait pour déterminer ul**, il suffit de connaitre les
trois valeurs ul" !, ul' et ul,, comme Uillustre la figure IIL.6(a). Il faut toutefois noter
comme l’illustre la figure I11.6(b) que [’on ne peut pas utiliser ce schéma pour déterminer les

valeurs aux limites (uj et ui*tt)
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¢ * CONHues ¢ * CONNUES
A ® [NCONNLES A * inconnues
N i H!‘ )
gy T e ot e e g i i L gy I’-‘_-" ..... -
PAN, xh EANEL NN xh KON m
' ! A BN ' ' ' ':a’:". AR R DI
», 0 S C », 0
o D RO, TR SO0 TV SN S—— R I Kol Tl Rl U b b et SN
- 7 -4
=
o Zig z z z o
2 i i i i i+l
(a) (b)

Figure IIL.6: représentation graphique du schéma explicite de calcul deu**.

Sous forme matricielle, les équations algébriques résultant de [’application de la formule
(111.1) peuvent étre écrites sous la forme :

Ltn+I=Al/tn
Ou A une matrice ditération.

Sous forme développée, cette derniere relation aura la forme suivante :

w ™M ora-210) 4 0 0 u; 1" Up "
Uy A (- 2/1),1 p 0 U, 0
: = : - : : + At | (11.2)
Un-2 0 0 (1 =24 2 Un-2 0
Un—1 0 0 A (1 — 21) Un-1 Uy

Si nous appliquons les conditions :
uy =uy =0 vne (0,1,..,M)

Alors, le systeme (111.2) devient :

Uy n+1 (1_2&) y) 0 0 Uy n

Uy A A= 21)/1 O 0 Uz
Uy_; 0 0 /1(1 - 2@ A Uy—;
Un-1 0 vee 0 A (1 — 21) Un-1

Ce systeme justifie le nom de schéma explicite, puisqu’il permet de calculer la valeur
approchée au temps tn+1 par un simple produit d’une matrice connue par le vecteur des
valeurs approchées relatives a t, (ce schéma donne immédiatement les valeurs ul"*' en
. n . . . . . 7z . \
fonction des u; ).En particulier, aucune inversion de matrice ou résolution du systeme

linéaire n’est nécessaire dans ce cas.
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Schéma implicite :Nous aurions pu approcher la dérivée partielle par rapport au temps par

une approximation décentrée a gauche (retardée), nous obtiendrions alors par un tel schéma

la forme discrete suivante de |’équation de consolidation :

ul' —ul! ulty, — 2ul + ult
= i1 ALZ = vie®,.,N-1), ne(0,.,M-1)
t Z

Le décalage d’unité sur l'indice n n’est évidemment qu’apparent puisque nous pouvons

réécrire de maniere équivalente [’équation précédente sous la forme :

n+1 n n+1 n+1 n+1
U Wi — 22U Uy
=c, >
A; A,
D’ou :
n+1 n A n+1 n+1 n+1
u; o o—up = —2u; "t uy

i Cr =2 (Uit
A,

A Ny . . . NP .
Avecld = ¢, A—tz, [’équation de la consolidation a l'itération (n+ 1) prend la forme suivante :
Z

(1 + 20)u™ — 2™t + ulh = ulf| (11.3)

Ici, nous constatons que les inconnues a l'itération (n+1)sont reliées entre elles par une

relation implicite (d'ou le nom de la méthode) figure I11.7

‘A

Figure 111.7: Graphes de dépendance pour les calculs deul**par le schéma implicite.

Sous forme matricielle, les équations algébriques résultant de [’application de la formule
(111.3) peuvent étre écrites sous la forme :
Aun+I:Mn

Ou A une la matrice d’itération (opérateur discret linéaire).
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Sous forme développée, cette derniere relation aura la forme suivante :

(1 + 21) A 0 0 Uy n+1 Uy n U n
-2 @+21)-2 0 0 Uy Uy 0
: R : : = : + A+ | (11.4)
0 o -—-A1+24) -2 Un-—2 Uy-—2 0
l 0 0o -4 1+ ZX)J Uyn_1 Uyn-—1 Uy

Cette forme schéma, contrairement a la forme explicite, exige la résolution d’un systeme
d’équations linéaires pour chaque pas en [’inverse de la matrice du systeme. Sa résolution est
donc plus coiiteuse que le schéma explicite. Cependant, ce coiit en temps de calcul est
largement compensé par la meilleure stabilité du schéma.

Si nous appliquons les conditions :
ug=uy =0 vn € (0,1,..,M)

Alors, le systeme (111.4) devient :

(1+24) -4 0 - 0 u; u;
-1 @A+2)-2 0 0 Uy U
0 0 —Aa+2) =1 |luvea|  fuw—
0 o 0 =4 (A+20)1uy4 Un-1

Schéma _centrée (schéma saute-mouton ou schéma de Richardson) :Nous pourrions

chercher a améliorer la précision de différentiation par rapport au temps en utilisant
[’approximation centrée de la dérivée en temps. Dans ce cas, la forme discréte de |’équation

de consolidation serait :

uttt — gt ul'y —2ul +ult _
letl = ¢, A‘Z : vie(1,..,.N-1), ne(0,..,M—-1)
VA

Ou bien :

A
n+1 n-1 _ t n n n
Uy =20 PR (Ui — 2wy +uyy)

Z
A¢

Si nous posonsA = c, 7 [’équation de consolidation a l'itération (n+ 1) aura la forme :
Z

ulMt = 22(ul, — 2ul +ult ) + ul Y| (111.5)

1
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‘A
i - - L 2 > - L ]
& .- - ’y -9 ®

Zi1 % Zir1

n+1

Figure 111.8 : Représentation graphique du schéma centré pour le calcul deu;

Sous forme matricielle, les équations algébriques résultant de I’application de la formule
(111.5) sont de la forme :
W™ =Au" +Iu™!
Ou :
A est une matrice dite d’itération et I une matrice unitaire.

Sous forme développée, cette derniere relation aura la forme suivante :

up -12 0 0 “ 1" U" 10 0 0 W 1*7°
Uy 2 =12 0 0| 0 010 00| w
s =al & o A Y B e R |
Uy-2 0 0 2-1 2 [|uv- 0 00 01 ofun-
Un-1 0 0 2 —1lluy, Uy 0-- 0 01lluy,
L’application des conditions :
ug=uy =0 vn € (0,1,..,M)
Transforme le systeme d’équations précédent au systeme suivant :
up 1 -12 0 0 W 100 0 W "
Uz 2 -12 0 0 Uz 010 00| uz
: =Al i o : o :
Un-2 0 0 2-1 2 |luy— 00 01 o]fuv-2
Un-1 0 0 2 —1dluy, 0--0 01lluy,

2.5.Fiabilité des schémas (Convergence des schémas):

Pour assurer la convergence des schémas numériques précédents aux différences finies, on
applique le théoréeme de Lax qui affirme que pour un schéma linéaire, la consistance et la

stabilité implique la convergence du processus itératif.
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Theoréme de LAX :

201972020

Convergence = consistance + stabilité

o

comportement
numérique
proche du réel

N

absence
d'oscillations
parasites

Figure I11.9 : Théoreme de Lax.
Consistance :
On définit tout d’abord [’erreur de troncature ou de consistancet comme étant, [’ensemble

des termes tronqués lors de la discrétisation d’une équation différentielle ou équation aux

dérivées partielles, en effet cela peut étre exprimé par [’égalité suivante :
Equation continue = Equation discrete + t

Un schéma est dit consistant si son erreur de troncature tend vers 0 lorsque Az et At tendent

vers 0 indépendamment.

Comme notre probléeme dépend de t et z, alors l'erreur de troncature peut étre exprimée par :

T =T — CpTy,

Un développement de Taylor permet d’avoir :

ult iy oul A, (02Ul 2
—>Pour le schéma explicite : T, = +——=~L——L ==t (—‘) o4
p t At at 2oz ) )
L .. ul'—ul™t  qul Ay (92Ul
—>Pour le schéma implicite : 7, = +—*+———L ==L (—‘) + 0(4:%)
At ot 2 \ 9t?
n+1 n-1 n
. . iU ou;
®Pour le schéma centré : T, = = I — — a_tl = 0(4,.%)
t

Concernant T, nous avons .

= Ml | O O ey
z Ap 0z2 12 ~ 9z* t
Nous constatons que pour les trois schémasA jim T =0, et par conséquent ils sont bien
t,4z0
consistants.
Stabilité :

En analyse numérique, la stabilité d’un schéema numérique aux différences finies est une
propriété globale de [’algorithme qui en découle. Elle concerne essentiellement le
comportement numérique qui se manifeste lorsque les pas de discrétisation(Az, At) tendent

tous vers zéro.Sous certaines hypotheses, le théoréeme de Lax montre que la stabilité est une
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condition nécessaire et suffisante pour assurer la convergence.Bien qu’un schéma numérique
soit con¢u pour tenter de résoudre un probleme décrit par des équations aux dérivées
partielles, la stabilité du schéma n’a aucun lien avec la solution exacte du probleme. La
stabilité d’un schéma ne doit pas étre confondue avec la stabilité de la solution du probleme
d’origine. Concretement, l’instabilité se manifeste par des oscillations parasites non bornées

(changement du signe de la pente d’un neeud a [’autre voir figure I11.10).

Figure 111.10: Exemples d’un schéma stable et autre instable.

Un schéma explicite est conditionnellement stable, c’est-a-dire stable si et seulement si la
condition CFL (R.Courant, K.Friendrichs, and H.Lewy en 1928) suivante est satisfaite :
A 1

L <z
v,z =0

Le schéma implicite est inconditionnellement stable, c’est-a-dire stable quel que soit les pas
d’espace Az et de temps At. Concernant le schéma centré, il est inconditionnellement
instable, c’est-a-dire la stabilité n'est jamais vérifiée. Un tel schéma est évidemment
inutilisable.

Remarque :

Le schéma implicite nécessite un travail numérique supplémentaire par rapport au schéma
explicite (I’inversion de la matrice A). En contrepartie, il n’impose aucune condition sur le
choix de Atet Az. Cet avantage est si tellement important que |’ approximation par schéma de
différences finies implicite est presque toujours préférée a [’approximation par différences

finies de type explicite dans les cas pratiques.

Le schéma de Richardson est totalement instable ! Un tel schéma doit étre rejeté car il n’est

pas convergent.
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3- Résolution numérique du probleme:
Dans ce qui suit, nous allons présenter la résolution numérique de l'équation de consolidation
unidimensionnelle conventionnelle en se servant de la méthode des différences finies. La
technique explicite des différences finies peut étre appliquée conformeément a l’équation

itérative suivante :
u™t = Jul 4+ (1= 20ul + Al
Pour initialiser le processus itératif, nous nous servons de la condition initiale :
u) = qVvie(0,...,N)

Dans le but d’effectuer les calculs nécessaires et réaliser ce processus itératif, nous avons
élaboré I’algorithme formel suivant :

1) wW=q Vie{0,..,N}

2) Pourn:0a M-I faire :

3) Calculer u** vi€{0,..,N}

4) Calculer ul** et uk*'vi € {0,..,N}

5) Fin pour.

Le résultat cherché est une matrice de dimensions(N + 1), (M + 1) contenant les valeurs de

u. La figure I11.11 est une matrice (N+1) x (M+1) de réels tel que :
Ui+1n+1)=u’ Vie(0,..,N)etvne(0,..,M)

colonnes
1 2 3 M-1 M M+!
0 i 2 M2l M-I AM
1| up uy | u; Uy Uy | Up
o ) 2 w2l M
2| W u| u iy up |
A M-I
3 ug | | uf M w7 w 2‘”
1 1 1 1 1 1 1 1
2 ] ] ] ] ] ] ] 1
= 1 1 1 1 1 1 1 1
"‘_‘S_:O 1 1 1 1 1 1 1 1
| | | | | | | | | | | | | | 1
1 1 1 1 1 1 1 1
0 ¥ 2 My aal o
N | Y | Yiver Wyl g | s
. 2 2 w2 e M
N1 ul | e | ud uy | ay| uy

Figure II1.11: La matrice résultat (N+1)X(M+1).
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Pour résoudre le probleme, il est nécessaire d’introduire les données suivantes :

H- profondeur de la couche du sol considérée

T- temps.

C,- coefficient de consolidation (réel strictement positif).

M - nombre d’intervalles de temps.

N- nombre d’intervalles de [’épaisseur de la couche.

L’algorithme du probleme est réalisé sous forme d’une fonction dont l’exécution retourne les
valeurs numériques de u ainsi que les coordonnées z et t des noeuds sous forme de vecteurs

comme le montre la figure I11.12.les valeurs des éléments de ces vecteurs sont telles que :

zi+1) =2z Vie(,..,N) ett(i+1)=t; vne (0,..,M)

t(1) t2)  13) tM-1) HM) fM+1)
% i b heo | Taes| v
z(1) z22) 3 z(N-1) z(N) z(N+1)
z Zn Z; Zy Iy o Iy ZN

Figure II1.12 : Les vecteurs z et t.

L’algorithme complet de résolution du probleme est :

01) Fonction[t, x. U] <« (H. T. cv. N. M).

02) At=T/M

03)t« (0, At, T)

04) Az=H/N

05)z <« (0, Az. N)

06 2= C, (At/(Az) 2)

07 U (:,1) « q « Conditions initiales

08) I « [2 : N] <« Indices des points intérieurs

09) Pour n « 1 a M faire < Boucle relative au temps

10) U (1. n+l) « (1-22)*U (I. n)-A*(U (I+1. n) +U (I-1. n))
INDU(1.n+1) « 0
12)UN+1,n+1) « 0
13 Fin pour

14) Fin Fonction.

< Conditions aux limites
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Application 1 :

Dans ce qui suit, nous allons résoudre numériquement par la méthode des différences finies
la méme application, résolu analytiquement dans le chapitre précédent en se servant de la

méthode de séparation des variables et de la transformée de Fourier

g=100 KFa
IR
v e e T TR A VR perméable

Module d'Young E = 10 MPa
8,0m Coefficient de Poisson v= 0
Coefficient de perméabilité k = 1 g’ m/s,

Poids volumique de l'eau w = 10 kN/m3.

‘ \ .\_‘\; \ 2 ._‘:‘.'. ‘.‘_’\; 5 ‘ ters ‘\\_ Mo R oe— perméa ble

Figure 111.13: Probleme a étudié pour I’application 1.

Données du probléeme :

Module d’Young E = 10 MPa.

Coefficient de Poisson v = 0.

Coefficient de perméabilité k = 107k

Poids volumique de l'eau y,, = 10 KN /m3.

H = 8 m (la profondeur de la couche de sol).

q = 100 kPa (la surcharge).

T = 3 x10’s (une année environ).

M = 100 (nombre d’intervalles de temps).

N =10 (nombre d’intervalles de [’épaisseur de la couche).

A partir de ces données, nous calculons le coefficient de consolidation :

— — 10~6m2
Cv = [(1+V)(1—zv)] =107"m?%/s
Wi E@+v
Vérification de la condition de stabilité :
A T
ﬂ_CVA_tZ ;AZ €Z‘At=ﬁ
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3x107

A=10"°x % = 0,46875

10

A< 5 donc la condition de stabilité est vérifiée.

En utilisant la formule et la condition initiale suivantes :
u™t = Jul 4+ (1= 20ul + Al
u) =100 kPa Vie(0,...,10)
Nous présentons un exemple d’illustration de calcul manuel pour obtenir quelques valeurs
nodales de la pression interstitielle qui correspondent au maillage adopté :
uj = 0,46875(100) + (1 — 2x0,46875)100 + 0,46875(100) = 100 kPa ,
De la mémé fagon nous obtenons les valeurs suivantes :
us = 100 kPa ;

u? = 53,125 kPa.
Afin d’automatiser ce calcul pour un nombre de noeud pratiquement suffisant pour obtenir
une solution approchée avec une précision aussi grande que nous voulons, nous avons
élaboré le code MATLAB suivant :
Fonctionft,z,U J=conso (H,T, C,,N,M,q)
dt=T/M ;
T=0:dt:T;
dz=H/N ;
z=[0:dt:T];
U=zeros (N+1, M+1) ;
E=C,*dt/ (dz?"2);
c=1-2*E;
I=2: N;
U(:1)=g;
Forn=1: M;

U(Ln+1)=c*U(Ln)+E*U(I+1,n)+U(I-1,n));

U (N+1, n+l1) =0;
U(l, n+l) =0;
end
Plot (U, z)
xlabel (‘U’)
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yvlabel(‘z’

end

| solexact.m | conso.m N

bdiiilela M [T, 2, U] =conso (H, T, cv, N, M, q)
dt=T/M;
t=0:de:T7;
dz=H/N;
z=[0:dz:H]"':
U=zeros (N+1,M+1);
E=cv*dt/ (dz"2) ;
c=1-2%E;
I=2:N:
U(:,1)=a;
for n=1:M
U(I,n+l)=c*U(I,n)+E* (U(I+1,n)+0(I-1,n));
O(N+1,n+1)=0;
U(1l,n+1}=0;
end
plot (U, =)
xlabel ('U')
ylabel('z"}
end

[ T TN R SR
IS S B i S g

o
R =
[

[ i
Mot e Lk
= B

i
)
|

o
o
[

Figure II1.14: Code MATLAB réalisant la solution numérique du probléme.

Une partie des résultats numériques obtenus par ce programme est présentée ci-dessous :

u=

Columns 1 through 12
100.0000 0 0 0 0 0
100.0000 100.0000 53.1250 50.1953 39.7125 37.7699
100.0000 100.0000 100.0000 78.0273 75.2808 65.3673
100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 89.7003 87.7691
100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 95.1720
100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000
100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 95.1720
100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 89.7003 87.7691
100.0000 100.0000 100.0000 78.0273 75.2808 65.3673
100.0000 100.0000 53.1250 50.1953 39.7125 37.7699

100.0000 0 0 0 0 0

Columns 13 through 24
0 0 0 0 0 0

23.2957
44.6876
60.6665
71.9107
74.7417
71.9107
60.6665
44.6876
23.2957
0

22.4033
42.1502
58.4471
67.9670
72.0876
67.9670
58.4471
42.1502
22.4033
0

21.1581 20.3222
40.5330 38.3592

55.2704
65.4361
68.2245
65.4361
55.2704
40.5330
21.1581
0

53.1274
61.9780
65.6103
61.9780
53.1274
38.3592
20.3222
0

19.2510
36.8270
50.3535
59.5319
62.2050
59.5319
50.3535
36.8270
19.2510
0
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18.4658
34.9288
48.3153
56.4826
59.6990
56.4826
48.3153
34.9288
18.4658
0

0
33.0015
62.9319
80.7384
93.9650
95.4738
93.9650
80.7384
62.9319
33.0015

0

0

17.5270
33.4867
45.8688
54.1619
56.6836
54.1619
45.8688
33.4867
17.5270
0

0
31.5619
57.2488
78.5916
88.4723
94.0593
88.4723
78.5916
57.2488
31.5619

0

0

16.7923
31.8097
43.9521
51.4565
54.3195
51.4565
43.9521
31.8097
16.7923
0

0

0
28.8080
55.2125
73.2187
86.4596
88.8215
86.4596
73.2187
55.2125
28.8080

0

0
27.6814
51.2758
70.9850
81.3601
86.6072
81.3601
70.9850
51.2758
27.6814

0

0

15.9603
30.4620
41.7781
49.2808
51.6355
49.2808
41.7781
30.4620
15.9603
0

0

15.2766
28.9687
39.9906
46.8676
49.4280
46.8676
39.9906
28.9687
15.2766
0

0
25.7656
49.4546
66.6096
78.9564
81.6880
78.9564
66.6096
49.4546
25.7656

0

0
14.5339
27.7170
38.0477

0
24.7922
46.3918
64.3557
74.4493
79.1271
74.4493
64.3557
46.3918
24.7922
0

13.9007
26.3799
36.3911

44.8442 42.6818
47.0277 44.9807
44.8442 42.6818
38.0477 36.3911
27.7170 26.3799
14.5339 13.9007

0

0
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Columns 97 through 101

0 0 0 0 0
0.4502 0.4295 0.4098 0.3910 0.3731
0.8563 0.8170 0.7795 0.7438 0.7096
1.1786 1.1245 1.0729 1.0237 0.9767
1.3855 1.3219 1.2613 1.2034 1.1482
1.4568 1.3900 1.3262 1.2653 1.2073
1.3855 1.3219 1.2613 1.2034 1.1482
1.1786 1.1245 1.0729 1.0237 0.9767
0.8563 0.8170 0.7795 0.7438 0.7096
0.4502 0.4295 0.4098 0.3910 0.3731

0 0 0 0 0

La présentation graphique tridimensionnelle de la solutionu(z,t) est présentée a la figure.

1115 ci-dessous :

Solution numirique

100

Figure Il 15 : Représentation tridimensionnelle de la solution numérique.

La représentation graphique des isochrones pour 100 valeurs de t est représentée sur la

figure I11.16.
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Solution numirique

o

z
-

@

Figure I11.16 : Représentation graphique des isochrones.

Application 2 :

Soit une couche d’argile de 10 m d’épaisseur dont la surface supérieure est perméable et
inférieure imperméable avec une répartition initiale de ’excés de la pression interstitielle
représentée sur la figure III.17. Les valeurs initiales de cette pression en fonction de
différentes valeurs de la profondeur sont données dans le tableau ci-dessous. Le coefficient de

consolidation est donné par C, = 7.9 m? /an.

Profondeur (m) 0 z 4 6 8 10

Pression (kN/m?) 60 54 41 29 19 15

Tableau 1111 : Les valeurs initiales de la pression interstitielle en fonction de la profondeur.

En utilisant vingt pas de temps pour une durée d’une année, nous aurons :

1
At = —=0.05
20

Afin d’obtenir une bonne précision des résultats, nous utilisons un maillage uniforme de huit
intervalles. Alors :

10
Azzgz 1.25m =125 cm

Par conséquent, le parametre f sera :
_ GAt (7.9)(0.05)
- (A2)2 (1.25)2

= (0.2528 < 0.5

Conformément a la relation (I11.1) :

Uint1 = Ujp Tt .B(ui—l,n - Zui,n + ui+1,n)
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avec f = 0,2528, l'exces de la pression interstitielle a la fin du premier pas temporel sera :
ug1 = 0 (condition a la frontiere)
U1 = ugy + 0.2528(ugp — 2ugy + Uyp) = 40.64 kN/m?
Upy = Upo + 0.2528(uy g — 2uy0 + Uz ) = 50.09 kN /m?

Ug1 = Ugo + 0.2528(us — 2ug o + Uy ) = 22.07 kN /m?
U.7,1 = U.7,0 + 02528(‘“6,0 - 2u7,0 + ug,o) == 1788 IICIV/Tn2
Ugy = Ugo + 0.2528(us 0 — 2ug g + Ugg) = 16.264 kN /m?

Frontiére perméable

Frontiére imperméable

Couche semi-fermée

Figure 111.17 : Probleme a étudié pour [’application 2.

NB : Dans les buts d’enrichir les contenus de mémoire, notre encadreur a préparé des

programmes en QuickBasic et MathCad en plus de notre programme développé en Matlab

Un programme informatique en langage QuickBasic est élaboré pour effectuer les calculs
nécessaires concernant la résolution numérique du probléeme de consolidation
unidimensionnel par la méthode des différences finies sous sa forme explicite en satisfaisant

les conditions aux limites représentées par la figure ci-dessus

PROGRAMME :
REM####k+443 4 RESOLUTION DU PROBLEME UNIDIMENSIONNIEL %3k skt ek
REM ##sdtsdtDE CONSOLIDATION PAR LA METHODE EXPLICITE etk
REM *#**DES DIFFERENCES FINIESD’UNE COUCHE D’ARGILE HOMOGENE *#**
REM ###ssxiitpOUR UNE SURFACE SUPERIEURE PERMEABLE sk skttt
REM stk * BT INFERIEURE IMPERMEABLE kst sttt steste sttt st
DIM IN (30), VA (30), FI (30), K(30)
INPUT “ EPAISSEUR DE LA COUCHE ” ; H
INPUT “ NOMBRE DES INTERVALLES DU MAILLAGE ” ; N
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HH=H/N

INPUT “COEFFICIENT DE CONSOLIDATION DE LA COUCHE” ; CV

INPUT “INTERVALLE DE TEMPS” ; TTT

INPUT “INCREMENT DE TEMPS"; TT

BETA= (CV*TT)/ (HH"2)

IF BETA >.5 THEN 120

M=N+1

TIME=0

FOR I=1 TOM

READ IN (I)

VA () = 1IN (I)

PRINT VA ()

NEXT I

TIME = TIME+TT

IF TIME > TTT THEN 430

FOR I=2 TOM

IF I=M THEN 290

FI (I) = BETA*(VA (I-1) +VA (I+1)-2*VA (I)) +VA (I)

K (1) = FI (I)

GOTO 320

FI (I) = BETA*(2*VA (I-1)-2*VA (1)) +VA (I)

K () =FI (1)

GOTO 330

NEXT I

PRINT "TIME INCREMENT=*; TIME

FOR I=1 TOM

PRINT FI (I)

NEXT I

FOR I=1 TOM

VA () =K ()

NEXT I

GOTO 220

REM ENTER VALUES OF INITIAL EXCESS PORE WATER PRESSURE
DISTRIBUTION
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DATA 0, 56, 25, 50, 75, 42.63, 35, 27.75, 21.5, 17.5 ,15
END

201972020

Pour effectuer les calculs nécessaires, nous avons compilé le programme présenté ci-dessus

dans [’environnement QB64 (voir figure 111.18). Ce dernier nous a permis d’obtenir un fichier

exécutable susceptible d’étre utilisé indépendamment de |’environnement QuickBasic

BB consolidation.bas - QBG4

File Edit WView Search Run Options

" UNIVERSITE M’'HAMED BOUGARA DE BOUMERDES '
£ FACULTE DE TECHNOLOGIE H
DEPARTEMENT DE GENIE CIUIL

" INTRODUISEZ: '

REH*PBDCBHHHEE DE RESOLUTION DU PROBLEME UNIDIMENSIONMEL DE CONSOLIDATIOM=
Maeseserescscsesesesesese D’ UNE COUCHE HOMOGENE PAR LA METHODE EXPLICITE sesesesescssesesencse

REH****** DES DIFFEREMCES FINIES FOUR LE CAS D’UNE FACE SUFPERIEURE e

REM: PERMEABLE ET INFERIEURE IMPERHMEABLE

OPEN "RESULTATS" FOR OUTPUT AS #1

DIM TH(30), UAC(30), FI(30), K(30)

INPUT " L°EPAISSEUR DE LA COUCHE (M) "': H

INFUT '™ LE NOMBRE D’ INTERVALLES DU MAILLAGE DE LA COUCHE ';
HH = H ~ N

2 =8
PRINT #1., *

FOR j =1 TON + 1
PRINT #1, USING “‘stis. #sus;: Z:
Z = 2Z + HH

NEXT j

1T0 S
PRINT #1, " 5

NEXT jj

PRINT #1,

166 INPUT ' LE COEFFICIENT DE CONSOLIDATION CM™ Z/ﬂHHEE) : cuy
116 INPUT ' L° INTERUALLE DE TEMPS C(ANHEES) TT
120 INPUT " L° INCREMENT DE TEMPS (ANNEES)

consolidation.bas

= = EE

Figure Il 18 : programme dans [’environnement QB64

L’exécution de ce programme affiche la fenétre suivante permettant de saisir les données

utilisées par le programme pour effectuer les calculs et afficher les résultats obtenus :

B} Untitied
UNIVERSITE M'HAMED BOUGARA DE BOUMERDES
FACULTE DE TECHNOLOGIE
DEFARTEMENT DE GENIE CIVIL

INTRODUI

L*EPAISSEUR DE LA COUCHE (M) 7 10
LE HOMBRE D' INTERVALL DU MAILLA
LE COEFFICIENT DE CONSOLIDATION (
L' INTERVALLE DE TEMPS (ANNEES)7 1
L* INCREMENT DE TEMPS (AMNEES) 7 0.05

Figure I11.19 : La fenétre d’exécution du programme QB64
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Les résultats obtenus sont affichés automatiquement par le programme sous forme d’'un

tableau comme le montre la figure 111.20 :

[

| J] RESULTATS - Netepad = [ =
File Edit Format View Help
| Z Lo il L] 1. 2500 2. 5000 3.7500 5. 0000 6. 2500 7. 5000 B. 7500 10.0000
| 1: 7T="0.00 0.0000 56.2500 50.7500 42.6250 35.0000 27.7500 21.5000 17.5000 15.0000
f 2: T=0.05 0.0000 40.6396 50.0864 42.7514 35.0948 2E.0028 22.0688 17.8792 16.2640
I 3: T= 0.10 0.0000 32.7541 45.B440 42.6701 35.2375 28.2955 22.5098 15.5300 17.08B06
é 4: T= 0.15 0.0000 27.7830 41.7325 41.5935 35.3615 28.5878 22.9663 19.1697 17.8134
| s5: 7= 0.20 0.0000 24.2859 38.1700 40.0532 35.2246 28.8701 23.4277 10.7866 18.4902
G: T= 0.25 0.0000 21.6565 35.1366 3B.3567 34.8411 29.1051 23.885%3 20.3816 19.1501
7: T= 0.30 0.0000 19.5895 32.5429 36.6539 34.2798 29.2356 24.3192 20.9560 19.7728
8: T= 0.35 0.0000 17.9119 30.3075 35.0145 33.6048 290.2679 24.7118 21.5071 20.3710
9: Te= 0.40 0. 0000 16.5174 28.3638 33.4682 32.8648 29.2125 25.0535 22.0301 20.9454
10: T= 0.45 ©.0000 15.3366 26.6594 32.0253 32.0040 29.0844 25.3405 22.5202 21.4938
11 T= 0.50 0. 0000 14,3219 25.1535 30.6862 31.3158 28.8988 25.5740 22.9737 22.0127
12: T= 0.55 0.0000 13.4396 23.8139 29.4467 30.5456 28.6693 25.7572 23.3881 22.4986
13: T= 0.60 0.0000 12.6647 22.6153 28.3005 29.7935 28.4074 25.80945 23.7621 22.9483
14 T= 0.65 0. 0000 11.9786 21.5370 27.2407 29.0657 28.1226 25.9907 24.0955 23.3598
15: T= 0.70 0.0000 11.3667 20.5625 26.2602 28.3659 27.8220 26.0505 24.3886 23.7318
16: T= 0.75 0.0000 10.8179 19.6782 25.3521 27.6961 27.5117 26.0782 24.6427 24.0639
17: 7T= 0.80 0.0000 10.3230 18.8727 24.5103 27.0569 27.1959 26.0777 24.8593 24.3565
18: T= 0.B5 0.0000 ©9.8747 18.1365 23.7289 26.4483 26.8781 26.0524 25.0402 24.6107
19: 7T= 0.90 0. G000 9.4670 17.4617F7 23.0026 25.B695 26,5607 26.0052 25.1875 24.8278
rds T= 0.95 0. GO00 9.0948 16.8414 22.3266 25.3195 26.2455 25.9389 25.3033 25.0097
71: T= 1.00 0.0000 B.7540 16.2697 21.6965 24.7970 25.9339 25.8557 25.3898 25.1581

&

Figure 111.20 : Les résultats obtenus sous forme d’un tableau.

DEGRE MOYEN DE CONSOLIDATION :
Pour un élément de sol a une profondeur z dans une couche de sol, l'avancement du
processus de consolidation sous un incrément de contrainte peut étre exprimé
par [’expression suivante :
fod U, dz
U=1—-—"—"
fO ul-dz

Ou:

d . . \1as .
fo U, dz =Aire sous une isochrone a l’instant t en question.

d . y L
fo u; dz =Aire sous l’isochrone initiale.

U est définie comme le degré moyen de consolidation. Pour calculer ce dernier a la fin de
chaque pas de temps, il est nécessaire de calculer les aires se trouvant sous les isochrones.
Cela revient a effectuer des intégrations numériques en utilisant les résultats contenus dans le
tableau précédent. Les intégrales Pour ce faire, nous allons nous servir de la méthode de

Simpson.
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Méthode de Simpson:
L’aire comprise entre la courbey = f(x), ['axe des x et les abscisses x et x,, (I'entier n

doit étre pair) est exprimée mathématiquement par l’intégrale simple suivante :

Aire = f f(x)dx

YA
f (1’},—-"—
Vs V3 Vn
Y1
Yo
0 Xo X Xz X3 Xn X

Figure II1.21 : Principe de méthode d’intégration de Simpson.

Une valeur numérique approximative de cette intégrale peut étre obtenue avec la précision

exigée en se servant de la formule de suivante de Simpson :

Xn

Ax
f f(x)dx ~ ?()’0 +4y; + 2y, + 4y + 2y, + o+ )

X0

Ou de facon générale :

Xn

Ax
J f(x)dx = ?(J’o + 4’2 Yimpairs +2 Z Ypairs + yn)
Xo

Dans le but de calculer ces intégrales pour les différentes isochrones, nous avons élaboré le

programme MathCad suivant:

SIMPSOMN(U.DELTA.NN) = |SP <« 0
Sl 0
for ke2. NN -1

SP «— 3P + Uk--l- if Trunc(k,2)=k

Bl « SI+ U, _-2 if Trunc(k,2) = k

2

DELTA
S<—|SP+SI+U1+U\_\E}- =
\ NN, 3

3

Figure II1.22 : programme MathCad pour le calcul des intégrales.
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L utilisation de ce programme necessite l'introduction du tableau précédent contenant

comme résultats les pressions intertitielles obtenus au moyen d’un programme QuickBasic.

Par suite, le tableau précédent doit etre converti au format MathCad.Le résultat de cette

conversion est:

1 2 3 4 3 & 7 8 9 10
1 60.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2 56,250 40.640 | 32734 27.783 | 24.286| 21.657( 19.590) 17.912| 16.517 | 15.337
3 50.750| 50.086 | 45.844 | 41.733| 38.171| 35.137( 32.543| 30.308| 28.364| 26.659
4 42.625| 42.731| 42.670| 41.593| 40.053| 38.357| 36.654| 35.014| 33.468| 32.025
U=Is 35.000| 35.085] 35.237| 35361 | 35.225| 34.841| 34.280| 33.605| 32.865| 32.094
& 27750 28.003 | 28.296 | 28.578| 28.879| 29.105 IE 29.268 | 29.212| 29.084
7 21.500| 22.069 | 22,510 22.966| 23.428| 23.885( 24.319| 24.712| 25.053| 25.430
8 17.500| 17.879| 18.530| 19.170| 19.787| 20.382( 20.956| 21.507| 22.030| 22.520
d, 15.000| 16.264 | 17.081| 17.813| 18.499| 19150 19.773| 20.371| 20.945| 21.494
4 ] [ 3
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
2| 14322 13.440( 12.665( 11.979( 11.367| 10.818( 10.323 9.875 9.467 9.095 8.754
3| 25.154| 23.814| 22.615| 21.537| 20.563| 19.678| 18.873| 18.137| 17.462| 16.841| 16.270
4| 30.686| 29.447| 28.300| 27.241| 26.260| 25.352| 24.510| 23.729| 23.003| 22.327| 21.697
5| 31.316( 30.546( 29.794| 29.066| 28.366| 27.696| 27.057| 26.448| 25.869( 25.320( 24.797
6 | 28.899( 28.669| 28.407( 28.123( 27.822| 27.512( 27.196( 26.878| 26.570| 26.245| 25.934
7| 25.574| 25.757 | 25.895| 25.991| 26.050( 26.078| 26.078| 26.052| 26.005| 25.939| 25.856
8| 22974 23.388| 23.762| 24.096( 24.389| 24.643( 24.859( 25.940( 25.188| 25.303( 25.390
9| 22.013| 22499 22948 23.360( 23.732| 24.964( 24.357| 24.611( 24.828| 25.010( 25.158
] ]

Figure I11.23 : conversion du tableau résultat de format QuickBasic au format MathCad.

Le programme SIMPSON ci-dessus, basé sur la formule d’intégration numérique de Simpson

est appliqué pour chaque colonne de ce tableau pour calculer [’aire sous chaque isochrone.

Les résultats ainsi obtenus pour toutes les isochrones sont :

DELTA = 123
NN=9

»
Intd1 = sr\-ipso_\ﬂ._u{l' :DELTA,__\D:} = 360.833
TS {2 el
t04 = SIMPSON|U~ _DELTA NN/ = 286.012
. dEsay, 3 .
Int07 := SIMPSON|U"" ,DELTA NN = 261.582

5y {10 T T
Int10 = SIMPSON\U JDELTA NN/} = 244 033

¥
U<13.

Int13 = spvPsoNlUMY DELTA NN) = 230,030

o
U(m

Intl6 = S]Z\-iPSO_\i'{_ _.DEJ_TA_._\DI_:' = 218.819

Qg

Intl% = S]Z\-IPSO_\-‘I._D _.DELT&\__._\T_\I::' = 208.503

Int02

Int03

Int08

Intll

Intl4 = SIMPSON|

@ 1)
= SIMPSON|\U™ ,DELTA NN/ = 311.607

4 45 ) i
= SIMPSON|U™" [ DELTA NN/ = 276735

3
- sivpsoNUY DELTA,NN) = 255,177

— SIMPSON|

»
U<1 1

Ay
U<14

_DELTA NN/ = 230,000

_DELTA NN = 225957

{17 )
Int17 = SIMPSON|U" " _DELTA NN/ = 214969

_ {2 ) < 205,45
Int20 = SIMPSONIU JDELTA NNJ = 205454
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M
Int03 = sn-mso:»'l,u{} ,DEJ_TA___\-'_\I} =297.193
{® y
Int06 = SIMPSONIU " DELTA NN/ = 268.608
EERCY 3
Int0? = SIMPSONIU™" ,DELTA NN/ = 240.343

{12 e
Int12 = SIMPSONIU "~ . DELTA, NN/ = 234378

N .
et = svpsoNU Y DELTA NN = 222100

y \
Intl8 = SD-IPSON'I._U<1S' _.DEJ_TA___\W_:' = 213135

_ fofar T
Int21 = SIMPSONIU™“" DELTA NN/ = 202542
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Chapitre I11: Analyse numérique du probleme. 201972020

Un sous-programme MathCAD DMC sous forme d’une fonction utilisant le programme

SIMPSON, est élaboré pour calculer le degré moyen de consolidation a la fin de chaque pas

temporel :

DMC(DELTA,N) = |for ke2.2

snvipsoN(U® DELTA N)
D« |1- - |-100

snviesoN(UY DELTA N)

D

Figure I11.24 : sous-programme MathCAD pour calculer le degré moyen de consolidation.

Avant d’exécuter ce programme, il est nécessaire de préparer le tableau des pressions
interstitielles, calculées précédemment et lui transmettre a l’appel le pas Az et le nombre de
subdivisions de [’épaisseur de la couche de sol considérée.

L’exécution de ce programme nous a donné les degrés moyens de consolidation pour tous les

pas temporels. Les résultats sont affichés par le programme sous forme d’'un vecteur comme

suit :
|
T 1 - 5 6 7 8 9 10
DMCOY =Wl 13:542 1?.53?mg 23.307 | 25.534| 27.506| 29.281| 30.898| 32.364| 33.762
= | -
l [+
|
T 11 12 | 13 ] 14 15 16 17 18 19 20
DMC(Y = W7 35.085 36.248m§ 38.448 | 30.357| 40.424| 40,927 42.216] 43.061| 43.868

[ »

Figure II1.25 : Le vecteur résultat contenant les degrés moyens de consolidation pour tous les pas temporels
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Conclusion générale . 2019/2020

Les résultats analytiques obtenus par la méthode de séparation des variables ou la méthode
de Fourier sont trés proches des résultats obtenus numériquement par la méthode des
différences finies en résolvant le méme probleme au moyen des programmes élaborés dans ce
travail. D’un autre coté les résultats obtenus par le programme réalisant la méthode des
différences finies, sont en bonne concordance avec les résultats publiés par Craig. Ce qui
permet de conclure également que le programme développé sur la base de la méthode de la
différence finie peut étre utilisé pour résoudre numériquement le probleme unidimensionnel
de consolidation avec une bonne précision. Nous avons constaté en plus que le degré de
consolidation d’une couche d’argile dépend de [’exces initial de la pression interstitielle et
des conditions aux limites de la couche. La comparaison des résultats avec ceux de Craig
montre qu’un raffinement du maillage pourrait améliorer considérablement la précision des
résultats. Les résultats numériques obtenus montrent également que le degré de consolidation
et I’exces de la pression interstitielle dépendent fortement du coefficient de consolidation et

de ’épaisseur de la couche.
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