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                                           INTRODUCTION 

 
Les équations différentielles stochastiques rétrogrades, notées EDSR, edsr ou en anglais 
BSDE (backwards stochastics differentials équations), ont été introduites dans [13]  pour la 
première fois en 1973 par J.M .Bismut dans le cas lineaire . Le premier résultat dans le cas  
général a été publié en 1990 par S.Peng et E.Pardoux dans [52]  , c’est en 1997 que 
N.Elkaroui, S. Peng et M.C.Quenez dans [27] écrivent l’article fondateur de l’application des 
EDSR au domaine financier  et depuis , le travail de recherche dans ce domaine  s’est 
diversifié  et  une importance particulière a été donnée aux problèmes de résolution 
numérique  des edsr (tout genres confondus) dans le cas où la filtration est brownienne , 

 

ce qui a augmenté l’importance et l’intérêt  de l’application des EDSR dans plusieurs 
domaines tels  

 
Le contrôle stochastique 

 
La finance  

  
Calcul différentiel et équations aux dérivés partielles ect… 

 

Dans ce mémoire qui se compose de  cinq chapitres, et qui a pour but essentiel d’exposer 
quelques méthodes, exemples et applications sur la résolution numérique de quelques types 
d’équations différentielles stochastiques rétrogrades, par conséquent,  il est peut être scindé 
en trois parties principales : 

 
 

Discrétisation des équations différentielles stochastiques rétrogrades    

 
quelques exemples de Simulation de ces équations. 

 
Exemples d’application dans le domaine des finances. 

Dans le premier chapitre, on trouve quelques rappels de base concernant le calcul 
stochastique et les processus de diffusion. 
 
Dans le second chapitre

 

 on a exposé ,en résumé, les grandes lignes concernant les équations 
différentielles stochastiques , les équations différentielles stochastiques rétrogrades  et les 
équations différentielles stochastiques rétrogrades  réfléchies ,avec une seule barrière 
inférieure continue,  et les théorèmes d’existence et d’unicité  des solutions  concernant ces 
équations. 

Le troisième chapitre comporte six parties : 
La première partie est consacrée aux méthodes de discrétisation des EDS tels la méthode 
d’Euler Maryuma et la méthode de Milstein avec quelques exemples de simulation d’EDS.  
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Dans la deuxième partie ,on a donné une description de quelques méthodes d’approximation 
d’EDSR où la méthode des marches aléatoires a été prise comme exemple. Cette méthode 
qui a été utilisée dans plusieurs travaux (par exemple [11],[22] , [41] , [42] , [51]) sur la 
résolution numérique des edsr ,se base sur l’approximation du mouvement brownien W par 
une suite de marches aléatoires sur un espace de probabilité de dimension fini puis l’écriture 
de l’équation rétrograde associée ,en temps discret. 
Après la partie théorique où figure les schémas de discrétisation issues de cette méthode avec 
les théorèmes de convergence associés, pour un cas particulier des edsr dit cas non 
markovien, on a réservé une place dans la quatrième partie de ce chapitre à quelques 
exemples de simulation, dans des cas particuliers, suivant les schémas de discrétisation 
proposés.  
Dans la cinquième et la sixième partie on a suivit, à peut prés, les mêmes démarches vues 
dans la troisième et la quatrième partie, dans le cas des edsr ,  mais cette fois ci pour les edsr  
réfléchies avec une seule barrière inférieure continue. 
Dans le quatrième chapitre on a exposé, en résumé, quelques travaux faits sur 
l’approximation d’edsr dans le cas markovien.Ce type, important, d’edsr se caractérise par la 
dépendance de la condition terminale et du générateur de l’edsr d’une variable aléatoire   qui 
est la solution d’une EDS ; par conséquent la propriété de Markov pour les EDS se transmet 
aux edsr. 
 
Dans le cinquième et dernier chapitre, on trouve quelques applications des edsr dans le 
domaine des finances tels l’évaluation du prix d’options européennes et la détermination du 
prix d’options et les temps d’arrêt dans le cas des options américaines

                                                         

 avec la comparaison 
des valeurs approximées, par la méthode des EDSR, avec celles trouvées avec d’autres 
méthodes.  
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                                   Abstract 
 
 
In this work, that I shared in five chapters, and that has essential goal to expose some 
methods, examples and applications on the numeric resolution of some types of backward 
stochastic differential equations  
In the first chapter, I gave some basics recalls concerning the stochastic calculation and 
processes of diffusion. 
In the second chapter, I exposed, in summary, the important points in the topic of stochastic 
differential equations, the backward stochastic differential equations, and the reflected 
stochastic differential equations with one barrier and theorems of existence and uniquenes of 
solutions concerning these equations. 
 
The third chapter is dedicated to discrétisation methods of BSDE and reflected BSDE with 
only one continuous lower barrier. In the no markovien, case and I gave a description of 
some methods of BSDE approximation where the random walk method has been taken like 
example. After the theoretical part, one place of this chapter is reserved to some examples of 
simulation, in the particular cases, according to schemes of discrétisation proposed. 
 
In the fourth chapter, I tried to expose, in summary, some works made on the approximation 
of  BSDE in markovien case. 
 
I exposed in the fifth and last chapter, some applications of  BSDE in the financial domain  
such the assessment of the european option price and the determination of the option price 
and  the exit times in the case of the American options. 
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Résumé 

 
 

Dans le premier chapitre, on a donné quelques rappels de base concernant le calcul 
stochastique et les processus de diffusion 

 A travers ce modeste travail nous avons essayé d’exposer quelques méthodes, exemples et 
applications sur la résolution numérique des ’équations différentielles stochastiques 
rétrogrades,  

Dans le second chapitre on a exposé en résumé, les 
grandes lignes concernant les équations différentielles stochastiques, les équations 
différentielles stochastiques rétrogrades et rétrogrades refléchies avec une seule barrière et 
les théorèmes d’existence et d’unicité des solutions concernant ces équations. 
Le troisième chapitre est consacré aux méthodes de discrétisation des EDS en général et des 
EDSR en particulier   avec

Dans ce chapitre on a donné  les schémas de discrétisation avec les théorèmes de 
convergence associés, pour un cas particulier d’EDSR dit non markovien ,pour la 
discrétisation nous avons utilisé une méthode appelée la méthode des marches aléatoires. 

 une description de quelques méthodes d’approximation d’EDSR 
et des EDSR réfléchies avec une seule barrière inférieure continue . 

Après l’étude théorique on a réservé une place dans ce chapitre à quelques exemples de 
simulation. 
Dans le quatrième chapitre on a donné un petit résumé sur quelques travaux faits sur 
l’approximation d’EDSR dans le cas markovien. 
Dans le cinquième et dernier chapitre, on trouve quelques applications des EDSR dans le 
domaine des finances tels l’évaluation du prix d’options européennes et la détermination du 
prix d’options et les temps d’arrêt dans le cas des options américaines. 
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1Tملخص 
 
 

1T  خاصة بالحل العدديال لطرق بعض ا هو عرض,إن الهدف الأساسي لهذه المذكرة والمقسمة إلى خمسة فصول 
.ت التفاضلية الستوكاستكية التراجعيةلأصناف من المعادلا   

                                                                      
1T في الفصل الأول قمنا بالتذكير ببعض التعريفات والنظريات الهامة المتعلقة بالحساب الستوكاستكي

 ير النشر سو
 

1Tالمعادلات , لقة بالمعادلات التفاضلية الستوكاستكية في الفصل الثاني تم التطرق بإيجاز للمواضيع المتع
التفاضلية الستوكاستكية التراجعية و المعادلات التفاضلية الستوكاستكية التراجعية المنعكسة ذوات 

 . الحاجز الواحد  المستمر السفلي مع ذكر نظريات وجود ووحدانية الحلول الخاصة  بها 
                                                                 

1T للتعريف ببعض الطرق الخاصة بتبسيط أو تقطيع المعادلات التفاضلية  الفصل الثالثخصص
حيث اعتمدنا طريقة  و التراجعية المنعكسة لمعادلات التفاضلية الستوكاستكية التراجعيةاوالستوكاستكية 

الخاص بالنوع الغيرماركوفي من هذه  و طريقةنجد العرض النظري لهذه الكما المشي العشوائي  كمثال 
والمحتوي على مناهج التبسيط أوالتقطيع و نظريات تقاربها كما خصصنا جانبا من هذا  المعادلات 

 .المناهج هذه محاكاة حالات خاصة من هذه المعادلات  حسب  الفصل لبعض أمثلة
1Tع المعادلات التفاضلية ملخص عن  بعض الأعمال المنجزة في موضو نجد بعافي الفصل الر

 .الستوكاستكية التراجعية الماركوفية
1T في الفصل الخامس والأخير أدرجت بعض الأمثلة عن تطبيق المعادلات التفاضلية الستوكاستكية

التراجعية في الميدان المالي كتقييم الثمن في حالة الاختيار الأوروبي  وتقييم الثمن وأزمنة التوقف في 
 .مريكيحالة الاختيار الأ
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    Chapitre 1 
 

 
 

 
           Généralités, Le Mouvement Brownien, Intégrale  

          Stochastique et la topologie de Skorkhod. 
 

 
 
 
1.1 - GENERALITES  
 
1.1.1 Tribus          
 
Définition 1.1 
 
Soit ( , , )PΩ ℑ  un espace de probabilité (qu’on suppose complet) ou' Ω  est   l'espace 
fondamental dont les éléments sont notés ω et ℑ une tribu surΩ .Une tribu ou (σ-algèbre) sur 
Ω  est une famille de parties de Ω telle que  
a) φ ∈Ω   
b) A∀ ∈ℑ  alors AC ∈ℑ      (stable par passage au complémentaire) 
c) stable par union et intersection dénombrable  
 
Notation    
 

,*Ν∈∀n  on note par )IR( nβ  (ou  nIRβ ) , la tribu borélienne sur n IR  et par )(Xσ  la plus 
petite tribu qui rend une variable aléatoire  X mesurable et on a )(Xσ  
={ ∈− EEX );(1 )IR( nβ }. 
0n appelle processus stochastique, une famille de variables aléatoire 

+∈IR)( ttX  définies sur 
cette espace. 
 
1.1.2 Filtration 
 
 Définition1.2 
On appelle filtration, une famille croissante de sous tribus 

+∈ℑ IR)( tt deℑ . 
Cette tribu est dite complète si +∈∀ IRt  , tℑ  contient les ensembles négligeables N de F où  
N = { .Ω⊂N  ; , N∃Α∈ℑ ⊂ Α  , p(A) = 0}. 
 
Remarque : on peut toujours se ramener au cas d’une tribu complète en changeant tℑ  en 
tribu engendré par ( )tN ∪ℑ  , ( )tNσ ∪ℑ . 
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De point de vue plus concret, tℑ   représente les information existantes jusqu’à la date t, 
stockée dansℑ .  
 
1.1.3 Processus aléatoires, Fonctions Mesurables et progressivement 
mesurables 
 
Définition 1.3 
 
Soit S un ensemble. On appelle processus stochastique indexé par S   et à valeurs dans d IR  
une famille ( )t t SX ∈  d’applications mesurables de ( , )Ω ℑ  dans   ))IR(,(IR dd β  ; pour tout  
t S∈  , ( )t t SX ∈ est une variable aléatoire. 
Dans la suite on a affaire soit à S= IN , ce qui correspond au cas discret, soit à S = IR  , ce qui 
correspond au cas continu. 
La caractéristique de base d’un processus stochastique est le fait que la loi de la variable 

tX soit fonction de t. Une réalisation d’un processus est appelée trajectoire. C’est donc la 
suite des réalisations des variables aléatoires tX . Les réalisations d’une même variable 
aléatoire pouvant être différentes, les réalisations d’un même processus peuvent donner des 
trajectoires différentes. 
       
Exemples : Jeu de “Pile ou Face”. Après chaque lancer, le joueur gagne s’il obtient“Pile” et 
perd s’il obtient “Face”. La variable nX  , INn∈   représentant sa fortune après n tirages est un 
processus a valeurs dans IR  , appelé marche aléatoire ou processus de Bernoulli. 
 
Définition 1.4 
 
Soit (Ω , ℑ  ) et ( Ω’ ′ℑ, ) deux espaces mesurables. Une application   f :  Ω → Ω’

ℑ
  est dite 

mesurable par rapport à  ( , ′ℑ ) si f -1 ℑ(A) ∈ , ∀ A∈ ′ℑ où     f -1
Si X est une variable aléatoire 

(A)={ω∈Ω/f(ω) ∈ A }. 
ℑ  mesurable et f une fonction Borélienne alors ( )f X  est 'ℑ  

mesurable. 
 
Définition 1.5 
 
Soient X et Y deux processus. X est une modification de Y si, pour tout 0t ≥   , les v.a. tX  et  

tY  sont égales P–p.s. :  0t∀ ≥  ,  P( tX = tY ) = 1. 
On dit que X et Y sont indistinguables si, P–p.s., les trajectoires de X et de Y sont les mêmes 
c’est à dire P ( tX  = tY  , 0t∀ ≥  ) = 1. 
 
Définition 1.6 
 
Un processus

+∈IRt)(Xt est  dit mesurable si la  fonction t IRnX :(IR , (IR ) ( , ) (IR , )nFβ β+ + × Ω →                                                  

qui    à ∈),( ωt )IR(,(IR ++ β ( , )× Ω ℑ  associe ∈)(ωtX nIR,(IR βn ) est mesurable. 
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Définition 1.7 
 
Un processus 

+∈IRt)(Xt  est dit progressivement mesurable si 0T∀ , la fonction  
 

[0, ]: ([0, ]), ) ( , )t T TX T β × Ω ℑ → ( ),(IR nIRβn  qui à ∈),( ωt  [0, ]([0, ]), ) ( , )T TT β × Ω ℑ associe 

∈)(ωtX ),(IR nIRβn   est mesurable. 

 
1.1.4 Processus Adapté 
 
Définition 1.8 
 
Un processus 

+∈IRt)(Xt est dit adapté à la filtration 
+∈ℑ IRt)( t si tX  est tℑ  mesurable. 

 
Remarque : 
 
 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.  
 
1.1.5 Martingales continues [40] 
 
Définition 1.9 
 
Une famille de variables aléatoires 

+∈IRt)(Xt  est une martingale (continue) par rapport à la 
filtration ( tℑ ) si  
(1) tX  est tℑ  mesurable et intégrable pour tout t. 
(2) ( )t s SE X Xℑ =   .s t∀ ≤  
 
Propriétés 
 
Si X est une martingale  0( ) ( )tE X E X=  t∀ . 
Si ( , )tX t T≤  est une martingale, le processus est complètement déterminé par sa valeur 
terminale : ( ).t T tX E X= ℑ    
 
Définition 1.10  
 
Une famille de variables aléatoires 

+∈IRt)(Xt  est une surmartingale (resp. sous martingale) 
par rapport à la filtration tℑ  si 
-  tX  est tℑ  mesurable et intégrable pour tout t. 
-   s t∀ ≤    ( ))s t sX E X≥ ℑ    (resp.  ( )).s t sX E X≤ ℑ  
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1.1.6 Martingales discrètes [40] 
 
 
Définition 1.11 
 
Une famille de variables aléatoires réelles ( )n nX ∈  est une martingales par rapport à la 
filtration nℑ  si 
(1)  nX  est intégrable INn∈∀ . 
(2) nX  est  nℑ  mesurable INn∈∀  
(3)  1( )n n nE X X+ ℑ = INn∈∀  
 
Propriétés 
  
 On a 
 

( )n nn pE X X+ ℑ =    INn∈∀  , INp∈∀  
 
Proposition 1.1 (inégalité de Doob).  [57] 
 
Si X  est une martingale continue, 2 2(sup ) 4 ( ).s T

s T
E X E X

≤
≤  

 
 1.1.7 Temps d’arrêt  
Avant de formuler mathématiquement la notion de temps d’arrêt, donnons un exemple 
concret : 
Imaginez qu’on possède une action et on veut la vendre à un certain Temps T qui va 
dépendre de l’évolution du marché.   
le temps T où  on va devoir vendre ne doit dépendre que de l’information qu’on a collecté 
jusque là. Par exemple, on peut pas vendre l'action au moment Tmax où son cours atteint son 
maximum car au temps Tmax
Donnons deux exemples d’ordre de vente possible : vendre au temps T où le cours de l’action 
a réalisé pour la première fois une progression de 15% sur les 100 derniers jours, ou bien 
vendre au premier temps T où le cours dépasse 100 dollars. Dans ces deux cas, la décision est 
bien prise en fonction de l’information dont on dispose au temps T; le temps T est donc un 
temps d’arrêt. 

, personne ne sait que le cours est à son maximum.  

Comment se caractériser un temps d’arrêt. T ? L’idée est la suivante. Considérons le cas de 
l’ordre de vente et appelons

nℑ   l’information dont on dispose au temps n. Le temps T est un 
temps aléatoire (il dépend de l’évolution de la bourse), et on sait à partir de l’information 

nℑ

 

 
si T = n ou non. 
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Définition 1.12    
 

Un temps d’arrêt est une variable τ  à valeur dans +∞∪IR  telle que ∈∀ℑ∈≤ tt t ,)(τ IR où 
( tℑ ) est la filtration avec ( )tt

σ∞ℑ = ∪ℑ . 
-Une constante positive est un temps d’arrêt. 
- On associe à un temps d’arrêtτ , la tribu tℑ  dite des événements antérieurs àτ , définie par  
  ))(( tt tAA ℑ∈≤ℑ∈=ℑ ∞ τ IR∈∀t . 
 
Propriétés : 
 

• Si T est un temps d’arrêt, T est Tℑ  mesurable. 
• Si S, T sont des temps d’arrêt, S T∧ est un temps d’arrêt.               . 
• Si S, T sont des temps d’arrêt tels que  S T≤  , on a S Tℑ ⊂ ℑ  . 
• Soit ( , 0)tX t ≥  un processus et T un temps d’arrêt fini .On définit TX  par 

( )( ) ( )T TX X ωω ω= . 

• Si un processus X est continu et adapté, TX est  Tℑ  mesurable. 
 
Théorème d’arrêt  1.1 [40] 
 
Si T est un temps d'arrêt et M une tℑ  martingale, le processus Z défini par  t t TZ M ∧=  est une 

tℑ  martingale. En particulier,  0( ) ( )t TE M E M∧ =  
 
Théorème 1.2 (d’arrêt de Doob) [ 40] 
Si M est une ( tℑ ) martingale continue et si S, T sont deux temps d’arrêt tels que S T K≤ ≤  , 
K est une constante finie, TM est intégrable et ( )T S SE M Mℑ =  . 
Cette égalité se généralise à tout les temps d’arrêt si la martingale est uniformément 
intégrable .  
Si M est uniformément intégrable, on peut montrer que tM  converge p.s. dans 1L   vers M∞  
quand t →∞  et que ( )s sM E M∞= ℑ  
 
Proposition 1.2 [40] 
 
- Si pour tout temps T d'arrêt borné )()( 0xExE T =  , pour tout t, le processus X est une 
martingale. 
Mais X n'est pas nécessairement une martingale si  )()( 0XEXE t =  pour tout t  , par exemple  

on a  ∫=
t

ut duMX
0

 ou'  M est une martingale d'espérance nulle. 

- Si M est une surmartingale positive et τ   un temps d’arrêt alors 0( ) ( )E M E Mτ ≤  ou' on 
pose 0.M∞ =   
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Définition 1.13 
-Un processus M adapté, est une martingale locale s'il existe une suite croissante de temps 
d'arrêt nτ   telle que ∞→nτ   et  )0,( ≥∧ tM

nt τ  est martingale pour tout n. 
-Une martingale locale positive est une surmartingale. 
 
1.1.8 Processus de Markov  
 
Définition 1.14 
 
On dit qu'un processus est de Markov, si son comportement dans le future ne dépend du 
passé qu'a travers le présent. 
Mathématiquement ça se traduit par : soit X un processus et  ( )tℑ sa filtration canonique .on 
dit que le processus  est de Markov si , pour tout t ,  pour  toute  variable bornée  Y ∞∈ℑ  
on a ( ) ( )t tE Y E Y Xθ θℑ =   où θ  est l'opérateur de translation définit sur les 
applications coordonnées par  u s u sX Xθ +=  
 
Remarque [40] 
 
On peut définir aussi un processus de Markov de cette façon :  
Pour tout n, pour tout fonction bornée g définie sur n , pour  nttt .....21 <<  

1 2 1 2
( ( , ,........., ) ) ( ( , ,........., ) )s t s t s t s s t s t s t sn nE g X X X E g X X X X+ + + + + +ℑ = Ceci 

implique en particulier, que pour toute fonction f borélienne bornée. 
( ( ) ) ( ( ) )t ts sE f X E f X Xℑ =  , t s∀  . 

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout couple de 
temps d’arrêt finis T, S avec T > S. 
 
Lemme 1.1 (de Gronwall) [ 29] 
 
Soit h une fonction continue, positive telle que  

[ ] [ ]
0

( ) ( ) ( ) 0, , 0, : 0,
t

h t t h s ds t T Tα β β α≤ + ∀ ∈ ≥ →∫    est   une fonction intégrable 

.alors,   
0

( ) ( ) ( ) exp( ( )
t

h t t s t s dsα β α β≤ + −∫     [ ]0,t T∀ ∈ . 

 
1.2 Le Mouvement Brownien 
 
L’un des processus stochastiques à temps continu les plus importants et les plus utilisés est le 
mouvement brownien aussi appelé processus de Wiener.  C’est un ensemble de particules 
idéalisées comme des points se déplaçant aléatoirement dans l’espace et dans le temps et qui 
simultanément se reproduisent et meurent à des taux constants .Le mouvement Brownien est 
le plus célèbre des processus stochastiques et sans doute le plus central en théorie des  
Probabilités. C’est le premier processus qui ait été introduit pour modéliser un phénomène 
réel autre qu’un jeu de hasard : 
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À l’origine, le mouvement brownien a été découvert par le botaniste Robert Brown en 1828 ; 
en observant le mouvement des grains de pollen en suspension dans l’eau, il a remarqué que 
le choc successif entre le pollen et les molécules d'eau, engendre un mouvement de diffusion 
aléatoire qui prend la forme de trajectoires irrégulières.  
Ces trajectoires sont appelées ensuite le mouvement brownien et il est modélisé comme une 
distribution gaussienne depuis, son champ d’application s’est étendu pour servir à modéliser 
plusieurs phénomènes dynamiques :  
-particules microscopiques en suspension, 
-prix d’actions en bourse, 
-comportement asymptotique de files d’attente,  
-tout comportement dynamique avec part aléatoire (équations différentielles stochastiques) 
en 1900,   Bachelier dans  [2]  a obtenus les premiers résultats quantitatifs concernant les 
fluctuations des prix des actions en bourse. 
en 1905, Einstein a trouvé la densité de probabilité de transition du mouvement brownien à 
partir de la théorie moléculaire de la chaleur  
Dans les années 1923-1924, Wiener a démontré avec une méthode purement mathématique, 
l'existence du mouvement brownien. 
 
Définition 1.15 
  
On appelle un mouvement brownien (standard) de dimension n et on le note par tW ou  tB  , 
Un   processus mesurable adapté à la filtration 0( )t t≥ℑ    à valeur dans nIR  tel que 
-   00 =W   p.s 
-   tWt →  est continue p.s 
-  pour ts ≤≤0    l’accroissement st WW −   est indépendant de sℑ . 

   - ,, ts∀ t.q WsWts t −≤≤ ,0 et stW − suivent une loi normale centrée de matrice de 

covariance nIdst )( −  . 
Pour résumer, il s’agit d’un processus gaussien centré à trajectoires continues et à 
accroissement indépendants. 
On montre, dans la suite, qu’il est possible de construire un tel processus par plusieurs 
manières. 
 
Remarque : 
 
 Si 0)( ≥ttW est un processus continu qui vérifie les conditions : 
1. tW  est à accroissement indépendants et stationnaires ie pour 
tout utsr ≤≤≤≤0 , tu WW −   ,   rs WW −  sont indépendants et   la loi de tu WW − ne dépend 
que de  u-t . 
2. tW = 0WWt −  suit une loi gaussienne centrée, de matrice de covariance kIdt(  
Alors avec la tribu engendrée par  tW   , { tW  , 0( )t t

β
≥ℑ  } est un mouvement brownien  

où   0( )t t
β

≥ℑ  = (σ 0)( ≥ttW ) ,  
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1.2.1 Propriétés trajectorielles du mouvement brownien 
 
Soit ( tW ) un M.B alors on a 
 

1. +∞==
+→∞→ t

W
t

W t
t

t
t

suplimsuplim
0

 

2. +∞==
+→∞→ t

W
t

W t
t

t
t

infliminflim
0

 

3. P.ps la trajectoire d’un M.B ( tW ) passe une infinité de fois par tout point et ( tW ) n’est pas 
dérivable ni à gauche ni à droite.  
 
4.  Les trajectoires du M.B sont localement holdériennes – continues d’ordreα , avec α < 1/2 
 
Rappelons qu’une fonction f  à valeur réelles et définie sur +IR est localement hölderienne 
d’ordre  α  ; s’il existe une constante C  telle que : 
 pour tout a > 0, 2( , ) [0, ] , ( ) ( )x y a f x f y C x y α∀ ∈ − ≤ −  
 
Théorème 1.3 

Pour n fixé et  
2

nj

jt t=  , j variant de 0 à 2
n
, 

1

2 2

1
[ ]

j

n

t tj j
W W t

= −
− →∑  qd n →∞ , la 

convergence  ayant lieu en moyenne quadratique et p.s. 
 
Les  figure 1 et 2  représentent des trajectoires typiques du mouvement brownien                                                                 
            
                                       Allure d’une trajectoire brownienne dans IR  

                                                                           
            
                                                             Fig. 1 
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                    Allure d’une trajectoire brownienne en trois dimensions 
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                                                                      Fig. 2 
 
 
 
Proposition 1.2 (propriété de martingale) [40] 
 
i. tW  est une martingale par rapport à la tribu 0( )t t≥ℑ , de carré intégrable donc on a 

;0 ts ≤≤∀ tWE( / )sℑ = sW  . 
ii. { ∞<≤− ttWt 0;2  } est aussi une martingale par rapport à la tribu 0( )t t≥ℑ , 
 
Preuve 
 
Par utilisation de la définition 1.15 avec les propriétés de la loi normale on aura 

    0  )( )/( =−=− stsst WWEFWWE et     )(  )/( )/)(( 222 stFWWEFWWE sstsst −=−=−  
 
Remarque  
 
la deuxième propriété  montre que le mouvement brownien est à variation quadratique finie 
presque sûrement . Si π  = { kttt ,......, 10 } est une subdivision de l’intervalle [0, t [, la 

variation quadratique sur [0, t [ par rapport à π est )(2 πtV =
2

1 1

k

i
t ti i

W W
= −

−∑  

Si  )(2 πtV  converge quand le pas de la subdivision π  tend vers 0, on dit que le processus est 
à variation quadratique finie. 
 
 
 
 
 



 20 

1.2.2 Propriété de Markov [40] 
 
 
La propriété de Markov utilisée dans le cas du brownien est plus forte que la propriété de 
Markov habituelle : pour tout s, le processus )0,( ≥tBt défini par sstt WWB −= +    est un 
mouvement brownien indépendant de Sℑ . 
 
Théorème 1.4 
 
Pour f borélienne bornée, ( ( ) ) ( ( ) ( ))u t u tE f W E f W Wσℑ =  
On peut formuler cette propriété autrement en disant que pour ,tu > conditionnellement à tW   
La v.a uW est de loi gaussienne d'espérance tW  et de variance tu −  alors  

(1 ) (1 ( ))W t W tu x u x
E E Wσ

≤ ≤
ℑ =  pour tout tu ≥ . 

 
1.2.3 Construction du Mouvement Brownien   
                                                                                                         
Il existe plusieurs méthodes de construction du M.B : 
   1. La méthode de Kolmogorov (1933 et 1956) : Il a utilisé la notion de consistance et un 
critère de continuité, pour   démontrer l’existence d’une probabilité P sur [,0[

[[0, ,IR ∞
∞ β  et un 

processus stochastique 0(( ) , )W
t t tW ≥ ℑ sur le même espace, tels que avec P, W est un 

mouvement brownien. 
 
2. Wiener (1923), Lévy (1948) , Ciesielski : ils ont  fait une construction basée sur la théorie 
des espaces de Hilbert et sur le caractère gaussien  du M.B. 
 
3. Donsker (1951) : il a fait une construction sur l’ensemble [),0([ ∞C d’une mesure, appelée 
mesure de Wiener, en utilisant la notion de convergence faible de variables aléatoires, il a 
montré que le M.B s’obtient comme limite de promenades aléatoires renormalisées il se 
résume comme suit : 
 
Définition 1.16, [5], [40], [45] 
 
Soit 1( ) i niξ ≤ ≤   Une famille de v.a de Bernoulli   indépendantes   identiquement distribuées 
définies sur l’espace ( , , )PΩ ℑ . on a ( 1) ( 1) 1/ 2P Pi iξ ξ= = = − = .  
On définit la suite 0)( ≥nnS  comme suit :   

00 =S ,
1

nSn i
i

ξ= ∑
=

, .1≥n  La suite     0)( ≥nnS     s’appelle  promenade aléatoire  ou 

marche aléatoire. La figure 2 représente une trajectoire de marche aléatoire pour n=5. 
On sait que (0,1)Sn Nn →  en loi   ( d’aprés TCL) plus généralement  [0,1]t∀ ∈   On construit 

un processus continu t [0,1]Y ( Yt ) ∈=  par interpolation linéaire : 
( [ ])[ ] [ ] 1Y S t tt t tξ= + − +     ][toù  désigne la partie entière de t  c’est la normalisation de  

l’échelle du temps et de l’espace.  
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Pour tout *Nn∈ ,  on définit la suite *)( Nn

nX
∈

   par   =nX { 0;1 ≥= tYX ntn
n
t   }.  
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                                                                             Fig.3 
 
 
Remarque 
 

Si on choisit  
n
ks =    et 

n
kt )1( +

=   on obtient :  

1
1n nX X ist n ξ− = +  qui indépendant de la tribu engendre par nX   jusqu'à l'instant s , car 

c'est aussi la tribu engendrée par les , ,.......1 2 .kξ ξ ξ  de plus ,on a : 0)( =− n
t

n
t XXE , 

1( )n n
t sVAR X X

n
− = . 

Ensuite on prend une suite de v.a *( ) INnnξ ∈  indépendantes identiquement distribuées de 

moyenne nulle et de variance 2σ   avec 0< 2σ <∞ .On prend la définition précédente de  
tn YS ,   et on normalise par σ/1  dans la définition de nX . 

 
Théorème1.5   (de  Donsker) [5], [6],[40] 
 
La suite de processus )( nX  converge en loi vers un processus qui est un mouvement 
brownien de dimension 1. 
 La démonstration de ce théorème repose se résume comme suit :  
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nX est une fonction de ( , )Ω ℑ  dans )[),,0([( [),0([ ∞+∞ βC , ou' [),0([( +∞C  désigne l'ensemble 
des fonctions continues sur [),0([ +∞  muni de la  métrique  ( ou de la distance)  

0

1( , ) max( ( ) ( ) 1)
2n t n

f g f t g tρ
≤ ≤

= − ∧∑ . 

Ce qui implique que nX induit une probabilité nP  sur )[),,0([( [),0([ ∞+∞ βC et la convergence 

en loi de nX  est équivalent à la convergence faible de la suite nP . 
Pour tout 1 20 < <......< < mt t t≤ ∞     , ( ,......., )

1
X Xt tm  converge en loi vers ( ,......., )

1
W Wt tm   en effet :  

On a 
n

Sn  converge en loi vers la loi normal centré réduite )1,0(N  ce qui implique que 
][

][

nt
S nt  

 converge aussi vers )1,0(N et par suite =
n

S nt ][

n
nt

nt
S nt ][

][
][  converge vers t )1,0(N  = 

),0( tN  et puisque  les variables aléatoires  [ ]ntξ  , [ ] 1S nt +  sont indépendantes alors 
nX  converge vers ),0( tN qui est la loi de tW   .  

On faisant Une démonstration plus approfondie et  à l’aide d’outils d’analyse mathématiques  
(en particulier, le théorème d’Ascoli), on peut montrer qu’effectivement, nX  converge 
étroitement vers cette limite. 
 
Remarque 
 
 Cette construction fournit un outil important pour la simulation des trajectoires browniennes. 
   
 
1.2.4 Temps d’atteinte (cas de mouvement brownien) [40] 
 
Proposition 1.3 
 
Soit 0( )t tW ≥  un mouvement brownien et a un nombre rel. Soit  inf{ 0; }a tT t W a= ≥ =  alors 
Ta  est  
un temps d’arrêt  fini p.s .tel  que ( )E Ta = ∞  et pour 0λ ≥  

( )TaE e λ− = 2( ).aE e λ−  
Cette propriété se généralise : Si t tX tµ β= +  et inf{ 0; }a tT t X aµ = ≥ =  on montre par 
utilisation  

de la martingale 
2 2( ( 1/2 ) , 0X tte tβ µβ σ β− +

≥ Pour 0, 0µ λ  (on pose 2 2( 1/ 2 ))λ µβ σ β= + ,  

 
2( 2 )( )T a aaE e e

µλ µ µ λ− − +=  on obtient ( )ap T ∞ en faisant 0λ = .  
   Si ,aµ  ont même signe , ( )ap T < ∞ =1. 
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1.2.5 Le mouvement brownien géométrique 
 
Définition 1.17 

 Soit  ),( σb 2R∈  , le processus  tt BtbXX σσ +−= )
2
1exp[( 2

0  est appelé M.B 

géométrique,   il est appelé aussi le M.B   log-normal.  

On a si   00 xX =     la loi  =)ln( tX  tb )
2
1( 2σ− + tBσ + )ln( 0x  suit une loi 

normale. 
 
1.2.6 Le mouvement brownien multidimensionnel 
 
Définition 1.18 

Soit 
(1) (1) ( ) *

( , ,...... )
n

t t t t
W W W W=  un vecteur de dimension n où (*) désigne la transposition 

d'un vecteur .On dit que W est un mouvement brownien multidimensionnel si les processus 
),( )( niW i ≤ sont des browniens indépendants.C'est un processus à accroissements 

indépendants. 
              
1.2.7 Le Mouvement brownien généralisé 
 
 Définition 1.19 
 
Le processus t tX a B= +  est un mouvement brownien issu de a. On dit que X est un est un 
mouvement brownien généralisé ou un M.B de drift µ  si  t tX x t Bµ σ= + +  où  tB  est un 
M.B standard. La variable  tX  est une variable gaussienne d’espérance x tµ+  et de 
variance 2tσ  .Les v.a 01

( , ...... )nt tii
X X t t

+
− ≤ ≤  sont indépendantes. 

 
1.3 Intégrale stochastique [18]  
 

L’objective de ce paragraphe est de définir l’intégrale ( )
b

t
a

f t dW∫ .qui n’est en aucun cas une 

intégrale de Lebesgue Stieljes de fait que les trajectoires du M.B ne sont pas à variation finie. 
 
Dans toute la suite, on fixe un réel T strictement positif .les processus sont définis pour 

[0, ]t T∈  ; 
 
On considère C l’ensemble des fonctions suivantes : 
 
{f : [a, b] × Ω → R, continue et stochastique et  a),  b) et  c) sont satisfaits, où 
 
a) f est [ , ]a bβ × ℑ  mesurable ; 
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b) f (t, .) : Ω → R est tℑ   mesurable ; 

c) f (t, .) ∈   2 ( )L Ω  et 2[ ( ,.) ]
b

a

E f t dt ∞∫  ie   2L ([ , ] )f a b∈ ×Ω  

soit [0, ]( )t t TW ∈  un processus de Wiener  (M.B)   et  Π (a, b) l’ensemble de toutes les partitions 
de  
[a, b] , 0 1: < <.......< n na t t t bπ = =  telles que ( ) ( )

1
(0,....., )
sup 0n n

n k k
k n

t tπ +
∈

= − →  quand  n →∞  

On définit l’intégrale stochastique d’Itô de   f C∈ comme la limite suivante (il a été 
démontrée qu’il existe et qu’elle est independante de la partition)  

1
( )

0
( ) ( )

1
( ) lim ( )[ ]

b n
n

t kn ka
n nt tk k

f t d W f t W W
−

→∞
= +

= −∑∫    

      
1.3.1 Processus d’itô [18] , [34] 
 
 Définition 1.19 
 
On appelle processus d’itô un processus X à valeurs réelles tel que : 
 

P.p.s   0 t T∀ ≤ ≤  ,  0

0 0

t t

t s s sX X K ds H dW= + +∫ ∫  

où  0X  est 0ℑ  mesurable , ,K H  sont deux processus progressivement mesurables vérifiant 
les conditions , P.p.s : 
 

0

T

sK ds ∞∫   ,   2

0

T

sH ds ∞∫  . 

 
 
Propriétés 
 
Si un processus d’itô est une martingale locale, continue alors  0tK =   . .P p p  
et on déduit  alors que la décomposition d’un processus d’ito est unique  au sens où   si  

0

0 0

t t

s s sX K ds H dW+ +∫ ∫ = 0

0 0

t t

s s sX K ds H dW′ ′ ′+ +∫ ∫  alors 0X = 0X ′  P.p.s  et t tK K ′=  , 

t tH H ′=  . .P p p . 

Si ,X Y deux  processus d’ito 0

0 0

t t

t s s sX X K ds H dW= + +∫ ∫   , 0

0 0

t t

t s s sY X K ds H dW′ ′ ′= + +∫ ∫  

On pose 
0

,
t

t s sX Y H H ds′〈 〉 = ∫  et  t t t tdX K dt H dW= +  . 
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On a alors la formule d’intégration par partie :   
 
Proposition 1.8 (F. intégration par partie) 

Si X , Y sont deux processus d’ito, alors  0 0

0 0

,
t t

t t s s s s tX Y X Y X dY Y dX X Y= + + + 〈 〉∫ ∫  

 Théorème 1.7 (Formule d’Ito) 
 
Soient ( , ) ( , )t x f t x→  une fonction   réelle deux fois différentiable en x et une fois 
différentiable en  t et  X un processus d’itô. On a : 

0

0 0 0

1( , ) (0, ) ( , ) ( , ) ( , ) ,2

t t t

t s s x s s xx s sf t X f X f s X ds f s X dX f s X d X X′ ′ ′′= + + + 〈 〉∫ ∫ ∫  

Cette formule peut s’étendre au cas d’un mouvement brownien de dimension d et d’un 
processus d’Ito de dimension n. 
Les hypothèses sur les coefficients sont celle de la définition 1.18. 
 
Théorème 1.8 
 
Soit X un processus d’Ito à valeurs dans nIR , pour i=1,…, n 

,
0

10 0

t td
i i i i k k
t s s s

k

X X K ds H dW
=

= + + ∑∫ ∫  

Si f une fonction   deux fois différentiable en x et une fois différentiable en  t  d’ito. On a : 

2
0

10 0 0, 1

1( , ) (0, ) ( , ) ( , ) ( , ) ,2

t t tn n
i i j

t s s s s s s
i

x xi j
i j

xif t X f X f s X ds f s X dX f s X d X X
= =

= + ∂ + ∂ + ∂ 〈 〉∑ ∑∫ ∫ ∫

avec ,

1

d
i i i k k
s s s s

k

dX K ds H dW
=

= + ∑   et   , ,

1

( , )
d

i j i k j k
s s s

k

d X X H H ds
=

= ∑     

on peut  écrire ce résultat sous forme vectorielle en notant  X le vecteur colonne de  nIR de  
coordonné iX  , K  le vecteur de nIR   de coordonnées  iK  et   W  le vecteur de dIR de 
coordonnée jW  ,on introduit ensuite la matrice de taille ,n d×  ,

1 ,1( )i j
i d j dH H ≤ ≤ ≤ ≤= . 

et on a  0

0 0

t t

t s s sX X K ds H dW= + +∫ ∫  , où  s sH dW  est un produit de matrice par un 

vecteur colonne . 
Avec les notations, x .y   qui désigne le produit scalaire dans nIR et  *

sH  la transposé de H. 
Cette formule s’écrit encore sous la forme  

2 *
0

0 0 0

1( , ) (0, ) ( , ) ( , ). ( ( , ) )2

t t t

t s s s s s s sf t X f X f s X ds f s X dX traceD f s X H H ds= + ∂ + ∇ +∫ ∫ ∫  

soit encore 
2 *

0

0 0

1( , ) (0, ) ( ( , ) ( , ) . ) ( ( , ) )2

t t

t s s s s s s sf t X f X f s X f s X K ds traceD f s X H H ds= + ∂ + ∇ +∫ ∫  
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1.3.2 Représentation des martingales browniennes [10] 
 
Introduisons maintenant un théorème qui va jouer un rôle important dans les équations  
différentielles stochastiques rétrogrades. Pour ce sujet on peut consulter [9] , [38]. 
Avant d’introduire ce théorème, rappelons tout d’abord la caractérisation du mouvement 
brownien en terme de martingales due à Paul Lévy.    
 
Théorème 1.9 
 
Soit X une 0( )t t≥ℑ  martingale locale, continue, nulle en 0.on suppose que, pour tout 

,, {1,. . . . . , } , ,i j
i ji j d X X tδ∈ 〈 〉 =   où ,i jδ =  1   si  i =j  , ,i jδ =0 si  i≠ j 

Alors X   est une 0( )t t≥ℑ   M.B dans dIR .    
 
Notons par [0, ]( )W

t t T∈ℑ  la filtration naturelle du mouvement brownien et par )IR (M d2  
l’espace des processus Z progressivement mesurables a valeurs dans dIR  tels que 

22 <
0

[ ]
T

MZ E Z dtt= ∞∫  

 
Théorème 1.10  (de représentation martingales browniennes)   
 
Soit  M  une  [0, ]( )W

t t T∈ℑ  -martingale cadlag de carré intégrable pour la filtration [0, ]( )W
t t T∈ℑ   

.Alors il existe un unique processus  ∈∈ ],0[)( TttH )IR (M d2   tel que P.p.s [0, ]t T∀ ∈  ,   

0

0

.
t

t s sM M H dW= + ∫    et dans la filtration brownienne, les martingale sont continues. 

  
Théorème 1.11  (de Girsanov) [7]               

Soit h  un processus adapté à valeurs dans d tel que   
2

0

T

sh ds ∞∫  P.p.s 

Soit 2

0 0

1exp{ }
2

T T
h sT sH h ds h dWs= − +∫ ∫ ,si [ ] 1h

TE H = alors 

.P [ ] Ph h
TH=  est équivalent à P et 

0

ThW W h dss= − ∫  est un Ph - mouvement 

brownien. 
 
Corollaire 1.1                                                               
 
Considérons la fonction IRIR: →g . 

Si h vérifie les hypothèses du théorème précèdent et si on note hE  l’espérance par rapport à 
la probabilité Ph  on a  1)[ ( )] [( ( ( )]h

T TT
hE g X E H g X−=  
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1.4 La topologie de Skorokhod                               
 
Cette topologie a été introduite par Skorkhod dans [55] et étudiée ensuite par Billingsley dans 
[6] pour les processus indexés par [0,1] et par Jacod et Shirayev dans [38] pour les processus 
indexés par +IR . La convergence suivant la topologie de Skorokhod nous sera utile dans 
l’étude de la convergence des schémas de discrétisation des EDSR et des EDSR réfléchies 
(chapitre 3). 
 
1.4.1 Le cas déterministe  
 
On note D l’ensemble des fonctions sur [0, T] à valeurs dans IR , continues en tout point  à 
droite avec une limite à gauche , ces fonctions sont  notées en abrégé (càdlàg).  
Sur cet espace, la topologie de la convergence uniforme est remplacée par la topologie 1J  de 
Skorokhod car cette dernière ,en plus qu’elle est une topologie de convergence uniforme,elle 
tient compte des décalages entre les instants de sauts de la suite de processus et de leur 
limite : 
 Plus précisément, si on note  Λ  l’ensemble des changements   de temps de [0, T]   ie  
L’ensemble des fonctions :[0, ] [0, ]T Tα →  continues strictement croissantes telles que  

(0) 0α =  et  ( )T Tα = .On note Sd  la métrique, dite métrique de Skorkhod, définie de cette 
façon , , ( , ) inf{ }Sx y D d x y Id x y

α
α α

∈Λ ∞ ∞∀ ∈ = − ∨ −   , on dit que la suite  ( )nx  de D 

converge vers  x∈D, nx x→  au sens de la topologie de Skorkhod si  ( , ) 0S n n
d x x

→∞
→  . 

Dans ce cas on munit D de la tribu engendrée par tous les ouverts pour la topologie de 
Skorkhod, c’est la tribu engendrée par les applications càdlàg , ainsi les projections 

: ( )t x x tπ →  sont continues.  
Pour cette convergence, on prend comme exemple la suite [1/ 2 1/ ,1](1 )n nnx +=  elle 
converge vers   [1/ 2,1]1x = pour la topologie de Skorkhod mais la convergence uniforme 
ordinaire ne se réalise pas à cause du décalage entre les instants de saut des nx qui a lieu en 
1/2+1/n et celui de x  qui a lieu en 1/2. 
La topologie de Skorkhod coïncide avec la topologie de la convergence uniforme si la limite 
est continue.  
 
1.4.2 Application au cas des processus aléatoires  
 
Considérons le cas des processus aléatoires càdlàg ie des processus IR],0[: →Ω×TX dont 
toutes les trajectoires sont càdlàg. 
 
• Convergence en loi 
 
Soit ( )nX  une suite de processus càdlàg indexés par [0,T] définis sur les espaces de 
probabilité ( , , P )n n nΩ ℑ  et X  un processus càdlàg défini sur  un espace  de probabilité  
( , , P)Ω ℑ .   
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Définition 1.21 
On dit que ( )n

nX converge en loi vers X  si pour tout fonction IR: →Dh  bornée et 

continue (au sens de la topologie de Skorkhod), ( ( ) P )n n
nh X d∫  converge vers 

( ) Ph X d∫ .on notera nX X→


. 

 
Convergence en probabilité 
 
Soit  ( )nX  et  X des processus càdlàg indexés par [0,T] définis sur ( , , )PΩ ℑ . 
 
Définition 1.23 
 
On dit que ( )nX  converge en probabilité vers X si  ( ( , ))n

S nd X X  converge en probabilité 
vers 0. 

On note n
p

X X→ . 
 
• Convergence pL  et convergence presque sûre  
 
Soit ( )nX une suite de processus càdlàg indexé par [0,T] et définis sur ( , , )PΩ ℑ  
 
Définition 1.24 
 
-On dit que ( )nX  converge dans pL     vers X si  ( ( , ))n

S nd X X  converge dans pL   vers 0. 

On note
pL

nX X→ . 
 
- On dit que ( )nX  converge presque sûrement vers X si ( ( , ))n

S nd X X  converge presque 

sûrement vers 0. On note
.p s

nX X→ . 
 
Définition 1.25 
 
Soit X  un processus càdlàg. On considère une suite croissante de subdivision de   [0,T], 

({ })n n
ktπ =  avec 0 0nt =  , n

N nt T=    de pas  tendant vers 0  quand n tend vers l’infinie,  ie     

1max 0n n n
i ii n

t tπ + →∞
= − → , on définit le processus discrétisé  nX  par : 

[0, ]t T∀ ∈  , 
1

[ , [
1 1

1 ( ) ( )
i

Nn
n
t t T Tt t

i
n n
i i

X X t X tδ
−

= +
= +∑ .  
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Proposition 1.15 [6] 
 
Soit X un processus càdlàg et ( )nX la suite de ses discrétisés selon la suite de subdivision 
( )nπ de pas tendant vers 0. La suite de processus ( )nX  converge presque sûrement vers le 
processus càdlàg X. 
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Chapitre 2 
 
 
 
 

Équations Différentielles Stochastiques et Équations 
               Différentielles Stochastiques Rétrogrades 

 
 
 
 
2.1- Equations différentielles stochastiques 
  
On peut voire une équation différentielle comme une perturbation aléatoire rajoutée à une 
équation différentielle ordinaire. 
En général, une équation différentielle stochastique se présente sous la forme  

TtodWXtdtXtbdx tttt ≤≤+= ,),(),( σ   (1)   avec la valeur initiale d
0 IR∈= xX , où 

),( xtb  est une fonction mesurable de dIRIR ×+  dans dIR  et ),( xtσ est une fonction 
mesurable de dIRIR ×+  dans ddIR ′×   et { 0, ≥tWt } désigne le mouvement brownien standard 

dans dIR ′ . 
Le   cœfficient   b s’appelle la dérive et la matrice *σσ  est dite matrice de diffusion.    

 
Définition 2.1          
 
On dit que le processus X= )( tX représente une solution (forte) de l’EDS  si : 
 
1/   X est un processus continu et progressivement mesurable 

2/  P.p.s ∫
T

0

{ drXrXrb rr

2
,(,( σ+ }< ∞ , où σ  = trace *σσ    ou'   

*σ  désigne le transposé 

de σ . 

3/  P.p.s  on a : 
0 0

( , ) ( , ) ,0 .
t t

t r r r
X x b r X dr r X dW t Tσ= + + ≤ ≤∫ ∫   

 
Les problèmes probabilistes qui se posent en pratique, se ramènent généralement au calcule 
d’espérances. C’est pour cela que l’on s’intéresse à des méthodes numériques pour calculer 
ces espérances, sachant que dans la majorité des cas on ne dispose pas de formules exactes.  
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Parmi les processus de diffusion utilisés fréquemment dans le domaine financier, on peut 
citer, comme exemple, le processus (ou le modèle) de Black Sholes dont l’équation, 
représente la dynamique du prix sous la probabilité risque neutre, il suit une loi brownienne  
géométrique, elle s’écrit   d

tttt RXdWXdiagdtrXdX ∈+= 0,][ σ   uo   +∈ Rr  représente 
le taux sans risque et σ  la matrice de volatilité. 
 
On peut écrire ce modèle encore sous la forme RXXdtrXdX iii

t
i
t

i
t ∈+= 0

i
t ,Wσ , 

di ......,2,1, = , i
tW   i=1…..,d  sont des v.a indépendantes de même loi N(0 , t).La solution de 

cette dernière équation  est  i
tX = .1,2,.....d i },W)t

2
1-{(rexp i

t
i2i

0 =+σσiX  et pour résoudre 

l’équation en  tX  ; il suffit   donc de simuler  la valeur de W en  t, ce qui revient donc  à 
simuler d variables aléatoires indépendantes de même loi N (0, t). 
 
2.1.1 Existence et unicité de la solution :- 
Théorème 2.1 [40] 
 
Si 
1 - σ,b  sont des fonctions boréliennes uniformément continues en x et lipchitziennes c.a.d          

0K∃  indépendant de x, y  tq yxKybxbyx −≤−+− )()()()( σσ  , pour  tout dIRx∈  
(condition de Lipchitz). 
 
2 - )1(),(),( xKxtxtb +≤+ σ  ; 
 
3 - E[ 2

0X ] <  ∞  

Alors l’ EDS admet une unique solution  tX  , ∫∫ ++=
t

ss

t

st dWXsdsXsbXX
00

0 ),(),( σ  

vérifiant ∞<
∈

}{
2

],0[
t

Tt
XSUPE . Le processus )0,( TtX t ≤≤ est appelé processus de diffusion.  

En finance, tX  modélise l’évolution de d sous djacents sur le marché (actions par exemple). 
 
2.1.2 Propriété de Markov [40] 
 
On note 

,
( , )

t s

s
X s t≥  la solution de (1) partant de x à l’instant t, soit  

, , ,
( , ) ( , )

s s
t x t x t x

s u u u
t t

X x b u X du u X dWσ= + +∫ ∫  

Sous les conditions du théorème précèdent on peut montrer que  
0,

0,,
,

x

s

xt X s
s

X X s t= ≥   

Ce qui implique que la solution de (1) est un processus de Markov par rapport à la filtration 

t
ℑ  : On a ( ( ) ) ( ( ) ) ( , , )

s t s t t
E f X E f X X s t Xℑ = = Φ  où  

,
( , , ) ( ( )),

t x

t s
s t X E f X s tΦ = ≥ . 

Ce résultat permet de calculer facilement des espérances conditionnelles. 
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En particulier si  
, , ,

( ) ( )
s s

t x t x t x

s u u u
t t

X x b X du X dWσ= + +∫ ∫  on obtient un processus de Markov 

homogène ( ( ) ) ( ( ) ) ( , , ) ( , )
s t s t t t

E f X E f X X s t X s t Xℑ = = Φ = Ψ −  où   

 
, 0,

( , , ) ( ( )) ( ( ))
t x x

t s s t
s t X E f X E f X

−
Φ = =  , 

0,
( , ) ( ( )).

x

u
u x E f XΨ =  

 
Remarque 
 
Un couple  ( , )X Y  peut être markovien sans que ses composantes le soient.  
 
2.1.3 Martingale exponentielle 
 
Proposition 2.1 [40] 
(1) soit 

0
,Y Z∈Λ  une constante, la solution de 

t t t t
dZ Y Z dW=  est 

2

0
0 0

1exp[
2

t t

t s s s
Z Z Y dW Y ds= −∫ ∫ ].Si de plus  

2

0

1( )
2

t

s
E Y ds ∞∫   , le processus  ( , )

t
Z t T≤                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

est une martingale d’espérance 
0

Z . 

(2) soit f telle que ( , ) ( , )f t x f t y c x y− ≤ −   et  sup ( ,0)
s

f s C′ ≤  alors  

     
2

0 0

1( , ) ( , )
2

t t

S s S
f s W dW f s W ds−∫ ∫  est une martingale. 

 
2.1.4 Représentation probabiliste de solutions d’équations aux dérivées 
partielles. Formule de Feynman-Kac       
 

Considérons l’EDP (équation de la chaleur)  1
2

u u
t

∂
= ∆

∂
 dans pIRIR ×+  avec  *INp∈  , ∆  

désigne le laplacien. On peut interpréter la solution de cette EDP d’une façon probabiliste à 
l’aide de la proposition suivante  
 
Proposition 2.2    [63]    
                                                                                             

Soit IRIR: p →Φ  et u  solution bornée et continue sur pIR[,0[ ×∞  de l’équation  1
2

u u
t

∂
= ∆

∂
 

sur  pIR[,0[ ×∞  avec (0, ) ( )u x x= Φ . Alors pour tout pIR[,0[),( ×∞∈xt , ( , ) [ ( )]x tu t x E W= Φ  
 où xE  est l’espérance prise en supposant que le MB part de x à l’instant t =0. 
 Réciproquement on a :  
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Proposition  2.3   [63] 

Si  Φ  est continue et vérifie la condition 2

sup(0, ln ( ) )
lim 0

x
x

x→∞

Φ
= , 

alors v définie sur  pIR[,0[ ×∞  par ( , ) [ ( )]x tv t x E W= Φ   est solution de l’équation de la 
chaleur 
 
Proposition 2.4  [63] 
 
Considérons les fonctions  pp IRIR],0[: →×Tf    ,   dpp IRIR],0[: ×→×Tσ  vérifiant    

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f t x f t y t x t y k x yσ σ− + − ≤ −  ,  2 2 2( , ) ( , ) (1 )f t x t x k xσ+ ≤ +  

Pour 0 t T≤ ≤  , pIR∈x , pIR∈y  ,  k  est une constante positive. On peut alors considérer 
,( )t xX  le processus stochastique solution de l’EDS suivante : 

, ( , ) ( , )
s st x

r r rt tsX x f r X dr r X dWσ= + +∫ ∫ .  

Soit les fonctions      

[,0[IR],0[:
IRIR],0[:

IRIR:

p

p

p

∞→×

→×

→Φ

TK
Tg     Continues telles que  pIR∈∀x         

2

2

( ) (1

( , ) (1

x c x

g t x c x

Φ ≤ +

≤ +  

 
où c est une constante strictement positive , alors si )IR],0([ p2 ×∈ TCu vérifiant  

)1(),(max,IR 2

],0[

p xMxtux
Tt

+≤∈∀
∈

  où  M  constante 0    est solution  du problème de 

Cauchy 
2

*

,

1 ( ) 0
2 ij i

i j ii j i

u u uf Ku g
t x x x

σσ∂ ∂ ∂
+ + − + =

∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑  sur pIR],0[ ×T  avec ( , ) ( )u T x x= Φ  

 
Alors on a pour tout pIR],0[),(: ×∈ Txt  ,   

                

, ,( , ) ( , )
, ,( , ) [ ( ) ( , ) ]

t x t xK r X dr K z X dzr z
t x t x
T r

r r
T

t t

t

u t x E X e g r X e
− −∫ ∫

= Φ + ∫  

Notons L l’opérateur qui à toute fonction u associe la fonction  
2

*

,

1 ( )
2 ij i

i j ii j i

u uf
x x x

σσ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂∑ ∑    

L  est le générateur infinitésimal du processus de diffusion                 
 

                                           
( , ) ( , )s s s s

t

dX f s X ds s X dW
X x

σ= +
=

  , 

  La formule Feynman –Kac s’écrit alors sous la forme u
t

∂
+

∂
 L 0u Ku g− + =  

 



 34 

 
 
 
Il existe plusieurs variantes de cette formule, l’une d’elles  appliquée en finance  où  on 
considère, au lieu  de l’équation différentielle stochastique précédente, une EDS contrôlée, 
c'est-à-dire à cœfficients , fσ dépendent d’une fonction de t  et  de  x ,avec  certaines 
conditions sur f  qui permettent de minimiser certain coût. 
On note par ( , )u t x , le coût minimal depuis l’instant t lorsque le processus contrôlé part à 
l’instant t de x, on montre que u est solution d’une équation aux dérivées partielles non 
linéaire. 
 une autre variante de cette formule est utilisée dans le cas des équations différentielles 
stochastiques rétrogrades.      
 
2.2 Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades  
Depuis l’article de J.M .Bismut

Formellement, les EDSR sont des équations différentielles stochastiques où l’on se donne la 
condition terminale.  

 cité en référence [13]  ,la théorie des équations différentielles 
stochastiques rétrogrades (EDSR) a connu un grand développement, surtout ces dernières 
années, grâce notamment à ses diverses applications dans plusieurs domaines. 

Dans le cas déterministe, il y’a équivalence entre la donnée d’une condition terminale et la 
donnée d’une condition initiale par inversion du temps, c’est comme dans le cas, par 
exemple, d’une équation différentielle ordinaire. Dans le cas stochastique, les choses sont 
fondamentalement différentes lorsqu’on cherche des solutions qui restent adaptés par rapport 
à une filtration donnée. En effet, en inversant simplement le temps, on perd la propriété de 
non anticipation de la solution c’est pour cela qu’on a introduit les edsr. 
 pour comprendre bien qu’est ce que une edsr il faut formuler d’une façon correcte la notion 
de solution adaptée à une EDSR. 
Dans ce paragraphe, on va donner, en résumé, un petit aperçu sur les EDSR, le théorème 
d’existence et d’unicité de la solution, et la relation entre EDSR et EDP. 
Soit 0( , ( ) , )t t P≥Ω ℑ  un espace de probabilité filtré et ξ une v.a mesurable par rapport à Tℑ . 

 Considérons l’équation : ( ) , [0, ]t
t T

dY f Y t T etYdt ξ− = ∈ =  (1 ). Supposons que pour 

tout ],0[ Tt ∈ , le processus 0( )t tY ≥ est adapté à la filtration { tℑ  } 0≥t  .c.a.d pour tout ],0[ Tt ∈ , 

tY  ne dépend  pas du futur après l'instant t. (ne dépend que de l’information connue jusqu'à 
l’instant t).Si 0≡f , la solution de l’équation précédente est TY = ξ  et doit être déterministe 
pour qu’elle soit tℑ  adaptée (une solution constante est une va 0ℑ  mesurable donc 
déterministe). 
mais ξ est aléatoire par hypothèse donc la solution n’est pas adapté  à la filtration { tℑ  } 0≥t   
et la meilleure approximation  de la solution, adapté qu’on peut prendre (par exemple dans 

2L )est la :martingale ( / )t tY E ξ= ℑ ce qui implique que 0 0( / ) [ ]Y E Eξ ξ= ℑ = , le théorème 
de présentation  des martingales browniennes,  prouve l’existence d’ un processus  0( )t tZ ≥ de  
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carré intégrable, tel que tY = ( / )tE ξ ℑ
0

t

S SE Z dWξ= + ∫
  

,   tY  est tℑ   adapté   par hypothèse   

alors ( / )t t tY E Y= ℑ =    ( / )tE ξ ℑ =  ( / )
T

s s t
t

E Z dWξ − ℑ∫  car  [ / ]
T

s s t
t

E Z dW ℑ∫ =0 ce qui 

implique que 
T

t s s
t

Y Z dWξ= − ∫  . 

 
                               
 

                                                       t t tdY Z dW− = −      

                                    ⇒                                                                                                   (2) 
                                                          TY ξ= .              
 
 
le rôle de 0( )t tZ ≥  c’est de  rendre le processus 0( )t tY ≥  adapté. Cette dernière équation   (2) 
possède une unique solution (Y, Z) adapté donnée par ( )t tY E ξ= ℑ  et on obtient Z par le 

théorème de représentation martingale appliquée à Y dans [ ]0,T  
Le système (2) est une forme particulière simple de ce qu’on va appeler dans la suite les 
équations différentielles stochastiques rétrogrades. 
En général et d’après ce qui précède on prend, par exemple, f dépendante de 0( )t tY ≥  , 
l’équation (1) devient :   ( , , )t t t t tdY f t Y Z dt Z dW− = −   et TY ξ= .  
En pratique, dans le domaine financier par exemple,ξ  peut présenter une fonction du prix 
d’une action à l’instant T et la filtration représente dans ce cas les informations existantes sur 
le marché à chaque instant t. 
 Résoudre L’équation (1), c’est trouver une stratégie de couverture en utilisant un actif sans 
 risque [21].  Si cette équation admet une solution, elle ne sera qu’aléatoire, car il dépend de 
ξ   et à un instant  ],0[ Tt ∈  , elle est Tℑ  mesurable c’est à dire il dépend du futur T, ce qui 
est contre les règles dans les marchés financiers, d’où la  nécessité de trouver des solutions 
avec la condition supplémentaire tel que ces dernières n’anticipent pas sur le futur c'est-à-dire 
qu’elles soient adaptées à la filtration 0( )t t≥ℑ ,c’est pour cela  qu’on a introduit les EDSR . 
Il est utile de signaler que le sujet des edsr a été traité d’une façon suffisamment détaillée 
dans [10]. 
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Remarque 
 
Cette appellation (rétrograde), provient de fait que le processus (contrairement à d’autres 
EDS est déterminé à partir de la condition terminale Ty ξ=  . 
 
Définition 2.2      
 
Soit ( , , )PΩ ℑ  un espace de probabilité, W un mouvement brownien à n dimensions avec sa 
filtration naturelle ℑ , ξ une variable aléatoire Tℑ  mesurable et de carré intégrable et une 
fonction mesurable f (appelée générateur ou driver ),    dndd IRIRIR],0[: →×××Ω ×Tf  
Les équations de la forme *( , , , )t t t t tdY f t Y Z dt Z dWω− = −  (3)  où 

*
tZ  est le transposé 

de la matrice tZ , avec la valeur terminal  (qui est aléatoire) Ty ξ= , sont appelées les 
équations différentielles stochastiques rétrogrades,     (en abrégé E.D.S.R. ou edsr   ) 
Une solution de l’edsr est un couple de processus  0 t T{( , )}t tY Z ≤ ≤  qui satisfait (3) et tel que 
{ , [0, ]tY t T∈  } est un processus continu ℑ adapté à valeurs dans  dIR   , [0, ]tZ t T∈ et   {  } 

est un processus prévisible à valeurs dans  ndIR × et qui satisfait    2

0

ds
T

sZ < ∞∫   P.P.S . 

On a  P.p.s  *( , , , ) ,0 .
T T

t s s s
t t

Y f s Y Z ds Z dWs t Tξ ω= + − ≤ ≤∫ ∫ ( 4 ) 

 
Remarque   
 

1- les intégrales dans l'équation (4) sont bien définies et Y est une semi martingale 
continue 

2- 0Y est une quantité déterministe. 
      3-   On peut définir encore une solution d’une edsr de cette façon :  
 
Si on note  par L un ensemble de  ndd IRIR ××   de processus ( , )Y Z tℑ adaptés définis sur  

+×Ω IR  

tels que  2 2 2

0 0

( , ) (sup )
T

t s
t T

Y Z E Y Z ds
≤ ≤

≤ + ∞∫  . 

Dans ce cas on peut montrer que le couple (L, . )  est un espace de Banach. 
Une solution de (3) est un couple ( , )Y Z dans (L, . )  qui vérifie l’équation (3). 
 
Définition 2.3 [49]     
 
Si  ( , ,0) 0, ,f t y y t= ∀  , l’espérance [ / ]f t tE yξ ℑ =   où IR:[.] 2 →LE f , est appelée  
 f – expectation. Dans ce cas la quantité déterministe 0y   sera égale à [ ]fE ξ . 
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2.2.1 Existence et unicité de la solution 
 
On a vu dans l’exemple précèdent que la mesurabilité du processus Y est importante car elle 
est la cause de l’inexistence de la solution pour (1) et la présence de Z rend le processus Y 
adapté. 
Pardoux et Peng sont les premiers qui ont montré, dans [52] ,  l’existence et l’unicité de la 
solution par itération, pour cela, ils ont introduit une suite 1 1( , )n nY Z+ + où ils supposent que   
( , )n nY Z  sont connus et définis par  

             1 1( ) (( , ( ), ( )) ( )
T T

n n n n s
t t

Y t f s Y s Z s ds Z s dWξ+ += + −∫ ∫ , [ ]0,t T∀ ∈                                  (4) 

Pour résoudre cette équation, on suppose que  ,n nY Z  sont connus et  1 1,n nY Z+ +  sont bien 

définis alors on a  1 1
0 0

(0) (( , ( )), ( )) ( )
T T

n n n n sY f s Y s Z s ds Z s dWξ + += − +∫ ∫   et comme 1(0)nX +  est  

 
 

0ℑ  mesurable donc déterministe, on a   

                         1 1
0 0

( ) (0) (( , ( )), ( )) ( )
T T

n n n n sE Y E f s Y s Z s ds Z s dWξ + +

 
= − + 

 
∫ ∫  

Par l’application du théorème de représentation de martingale brownienne appliqué au 

vecteur aléatoire Tℑ  mesurable, 
0

( , ( ), ( ))
T

n nf s Y s Z s dsξ + ∫  dans  [ ]0,T  on aura  

                         1( )nY t+  =  [ (( , ( )), ( )) / ]
T

n n t
t

E f s Y s Z s dsξ + ℑ∫   

ce qui implique que l’équation (4) est vérifiée. 
Ensuite on a montré que sous certaines conditions de régularité sur , ,n nf Y Z les deux suites  

,n nY Z  convergent respectivement vers Y , Z et que ces limites vérifient (4). 
Passons maintenant aux conditions et au théorème d’existence et de l’unicité de cette 
solution : 
Supposons queξ  est ( )TsWF sT ≤= ,σ - mesurable tq ∞<Ε 2ξ  , )0,0(.,.,f  2 (L∈ Ω×  

],0[ T ) est un processus prévisible et f uniformément lipchitzienne c.à.d 0>∃k tq 

1 1 2 2( , , , ) ( , , , )f t y z f t y zω ω− k≤ ( 1 2 1 2y y z z− + − ) Alors , ),( ξf  sont des paramètres  dits 
standards. 
 
Théorème 2.5   [ 52] 
 
Soit ),( ξf  des paramètres standards, alors il existe un unique couple (Y, Z) dans  

×Ω(2L ],0[ T , dIR ) x ×Ω(2L ],0[ T , dIR ) qui satisfait (3) 

De plus on a E {
2

2

0 1
0

T

t t
t

SUP Y Z dt
≤ ≤

+ ∫ } < ∞  
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Remarque 
 
De nombreux travaux ont été faits après la réalisation de théorème d’existence et d’unicité 
pour minimiser le plus possible les conditions d’existence et d’unicité, et le sujet reste ouvert. 
 
2.2.2 Existence de la solution sous les Conditions de Lipchitz locales  
 
Supposons que  
 

(1) f est continue par en (y,z)  pour tout ( , )t ω   

(2) il existe une constante 0K   et  0 1α≤   telles que  ( , , , ) (1 )f t y z K y zα αω ≤ + +  

(3) pour tout >0N  , il existe  NL   tel que  ( , , ) ( , , ) ( )Nf t y z f t y z L y y z z′ ′ ′ ′− ≤ − + −    

(4) ),,(2 d
T IRL ℑΩ∈ξ                                                 

 
Théorème 2.6  [36] 
 

logNL N≤   implique il existe une unique solution pour l’edsr   

*( , , , ) .
T T

t s s s
t t

Y f s Y Z ds Z dWsξ ω= + −∫ ∫ ,0 t T≤ ≤ . 

 
Proposition 2.5    
 
Soit (Y, Z) la solution de l’EDS (3) et soit τ  un temps d’arrêt majoré par T. 

 supposons   que  si   le driver  f  est lipchitzienne ,  2 2

0

( { f(s,0,0) )<
T

E ds ξ+ ∞∫   ,ξ  

est tℑ  mesurable et  que  f(t,y,z)=0 si τ≥t   
 
alors on a    t tY Y τ∧=  et 0tZ =  dés que τ≥t  . 
 
Preuve  

On a   pour Tt ≤≤0  , ( , , )
T T

t s s s
t t

Y f s Y Z ds Z dWsξ= + −∫ ∫     P .p.s 

on a pour τ=t ,  ( , , )
T T T

s s s sY f s Y Z ds Z dWs Z dWsτ

τ τ τ

ξ ξ= + − = −∫ ∫ ∫   car  

0),,( =yxtf  dés que τ=t .  
 

 ⇒ ξξ ττ == )/( FEY  et par suite 
T

s
t

Z dWs∫ =0  ce qui implique que 

22[( ) ] [ ] 0
T

s s
t

E Z dWs E Z dWs= =∫  
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d’où 1 0s sZ τ≥ =  . 

et puisque  par hypothèse , ( , , )s s s t

T T

tY Y f s Y Z ds Z dWs Y
τ

τ
τ

= + − =∫ ∫   alors Yτ = tY  si τ=t  

Cette proposition montre bien que le rôle de Z  et  le terme  
T

s
t

Z dWs∫  , est de rendre le 

processus Y adapté : par exemple si ξ  et  f sont déterministes alors Z=0 et  Y est la solution 

de l’équation ( , ,0)t
t

dY f t Ydt =
 
, TY ξ= . 

 
2.2.3  EDSR monotones 
 
La condition de Lipchitz par rapport à la variable y peut être remplacée par une condition de 
monotonie, ce qui est sujet de travail publié par  S.PENG dans [50]  puis ensuite par 
R.DARLING et E.PARDOUX. dans [23] 
Cette hypothèse de monotonie est très employée, il permet de manipuler les edsr  avec un 
temps finale aléatoire et d’autre part d’affaiblir l’hypothèse de croissance sur f par rapport à 
y , pour cela considérons un mouvement brownien de dimension n, défini sur un espace de 
probabilité  ( , , )PΩ ℑ Complet. 
Soit  dndd IRIRIR],0[: →×××Ω ×Tf  une fonction aléatoire telle que pour tout ( , )y z , le  
 processus 

0
{ ( , , )}

t T
f t y z

≤ ≤
 soit progressivement mesurable et soit ξ  une variable aléatoire  

T
ℑ  mesurable et on considère les hypothèses   suivantes qu’on note (Hyp) : 

 
Hyp : 
 
il existe des constantes 0,,0 ≥∈≥ CIRK µ et un processus progressivement 
mesurable,

0
{ }

t t T
f

≤ ≤
 , positive,tels que  P.p.s  

1- ( , ), ( , )t y z z′∀ ∀    ( , , ) ( , , ) ;f t y z f t y z K z z′ ′− ≤ −  

2- Monotonie en y : pour tout t,z,  ( , ),y y′∀   2( ).( ( , , ) ( , , )) ;y y f t y z f t y z y yµ′ ′ ′− − ≤ −  

3- Croissance linéaire en (y,z) :  ( , , ), ( , , ) ;
t

t y z f t y z f C y K z∀ ≤ + +  

4- Continuité en y : pour tout couple ( , ),t z   ( , , )y f t y z→    est continue ; 

5- La v.a ξ  est 
t

ℑ  mesurable et 
22

0

[ ]
T

t
E f dtξ + ∞∫   

 
Théorème 2.8 

Sous (Hyp) l’edsr  ( , , )
T T

t s s s s
t t

Y f s Y Z ds Z dWξ= + −∫ ∫  , [0, ]t T∈    possède une unique 

solution telle que Z  est progressivement mesurable et 2

0

[ ]<
T

sE Z dWs ∞∫  
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2.2.4 EDSR Linéaires        
 
Définition 2.3  On suppose que d=1 ce qui implique que IR∈Y  et  Z  est une matrice de 
taille 1 n×  (vecteur de dimension n).  
Soit 

[0, ]
{( , )}

t t t T
a b

∈
  un processus à valeur dans nIRIR × , progressivement mesurable et 

borné et soit  2

t [0,T]
{{c }} ( )t M

∈
∈   (progressivement mesurable a valeur dans  IR )  et  ξ  

une v.a 
T

ℑ  mesurable de carré intégrable à valeurs réelles.  

L’edsr  { }
T T

t s s s s s s
t t

Y a Y b Z c ds Z dWsξ= + + + −∫ ∫   s’appelle   ‘’EDSR linéaire’’  

 
Proposition 2.6 [40] 
 
L’edsr linéaire possède une unique solution 

t
Γ  qui vérifie   

                       
1

[0, ], ( )
T

t t T s s t
t

t T Y E c dsξ
−

∀ ∈ = Γ Γ + Γ ℑ∫  

Avec pour tout  [0, ]t T∈    ,
2

0 0 0

1exp{ }
2

t t t

t s s s s
b dW b ds a dsΓ = − +∫ ∫ ∫  

Remarque 
 
Les edsr linéaires sont très utilisées en finance. 
 
Théorème de comparaison [40]  
 
Théorème 2.9 
 
Ce théorème permet de comparer les solutions de deux edsr dans IR  dés que l’on sait 
comparer les conditions terminales et les générateurs : 
Supposons d=1 et que  ( , ), ( , )f fξ ξ ′ ′  vérifie la condition de Lipchitz. On note ( , )Y Z  et 
( , )Y Z′ ′ les solutions des EDSR correspondantes. On suppose également ξ ξ ′≤  P.p.s et que  

( , , ) ( , , )
t t t t

f t Y Z f t Y Z′≤  m ⊗ P.p.p (m est la mesure de Lebesque).alors, [0, ]t T∀ ∈  , 
t t

Y Y ′≤  

P.p.s. 
Si de plus 

0 0
Y Y ′=  alors P.p.s

t t
Y Y ′= , 0 t T≤ ≤  et  ( , , ) ( , , )

t t t t
f t Y Z f t Y Z′=  m ⊗ P.p.p. 

 En particulier, dés que ( ) 0P ξ ξ ′   ou ( , , ) ( , , )
t t t t

f t Y Z f t Y Z′  sur un ensemble de  

m ⊗ P-mesure strictement positive alors
0 0

Y Y ′≤ . 
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2.2.6 Relation entre EDSR et EDP .Généralisation de la formule Feynman- Kac aux      

EDSR. 
 
Commençons ce paragraphe par cet exemple simple : 
 

Considérons l’EDP suivante    
2

,
1( , ) ( , ) ( ( , )) 0
2

( , ) ( )

t x xu t x u t x f u t x

u T x g x

∂ + ∂ + =

=
   

t∂  designe la drivée premiere par rapport à t. , 2
,x x∂  la dérivée seconde par rapport à x 

 
Supposons que cette équation possède une solution régulière u, appliquons la formule d’ito  à 

( , )u t x   
2

,
1( ( , ) { ( , ) ( , )} ( , )
2

( ( , )) ( , )

s s s x x s s s s

s x s s

d u s W u s W u s W d s u s W d W

f u s W ds u s W dW

= ∂ + ∂ + ∂

= − + ∂
 

 
Si on pose ( , )s sY u s W=   ,  ( , )s x sZ u s W= ∂  nous obtenons une edsr  ( )s s s sdY f Y ds Z dW− = −   
avec  

( )T TY g W= . 
 
Donc trouver une solution régulière de l’EDP C’est trouver une solution pour cette EDSR. 

Considérons l’EDSR   ,( , , , )
T T

t x
s u u u u u

s s

Y f u X Y Z du Z dWξ= + −∫ ∫   et 
,( )t x

TXξ = Φ        
nIR],0[),( ×∈ Txt , t s T≤ ≤ . 

,t xX  désigne la solution de l’équation   
, , ,

( , ) ( , )
s s

t x t x t x

s r r r
t t

X x b r X dr r X dWσ= + +∫ ∫   , ,t x
tX x= . 

Ce genre d’EDSR représente un cas dit Markovien où il y’a une dépendance de la condition 
terminale et du générateur de l’edsr dans l’alea ω  se fait à travers de la solution d’une EDS ; 
par conséquent la propriété de Markov pour les EDS se transmet aux edsr. 
 
 Si on suppose que ( , , , ) ( , ) ( , )f t x y z c t x h t x= +  on peut montrer que                    

, , , , ,[ ( exp( ( , ) ) ( , ) exp( ( , ) ) ]
T T s

t x t x t x t x t x
t T r s r

t t t
Y E X c r X dr h s X c r X dr ds= Φ +∫ ∫ ∫  

Posons * 2
,( , )

,

1 [ ] ( , ) ( , )
2 i

i
i j x x xt x i j i

i j
L t x b t xσσ= ∂ + ∂∑ ∑  

Soit  u  la solution de l’ EDP paraboliques   semi linéaires      
( , )( ) ( , ) ( , , , ( , )) 0t t xL u t x f t x u u t xσ∂ + + ∇ =           ,                                                           

 ( , ) ( )u T x x= Φ .   
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(∇  désigne le gradient)  et  soit { 

, ,
( , )

s x s x
Y Z  ;  s t T≤ ≤ } la solution adaptée de l’edsr     

 
, *

,

( , , , )

( )

s x
t t t t t t

t x
T T

dY f t X Y Z ds Z dW

Y X

− = −

= Φ
 

   
    
Proposition [10]  
 
Supposons qu’il existe une solution régulière à l’EDP qu’on note u. Alors il existe une 
solution pour l’edsr et on a  
 

, ,( , )s x s x
t tY u t X= et , , ,( , ) ( , )s x s x s x

t t tZ u t X t Xσ= ∇  

où 
, ,

( , )
s x s x

t t
Y Z  avec  s t T≤ ≤   est la solution  de   l’edsr  partant de x à l’instant s.   

  Cette formule est une généralisation pour les edsr de la formule de formule Feynman- Kac                    
Là encore, pour confirmer ce résultat il suffit d’appliquer la formule d’Itôt  à ( , )t tu u t X= . 

 
2.2.7 Equations stochastiques rétrogrades discrètes [43] 
 
Considérons la suite de v.a de Bernoulli   iid 1,2,....,( )n

i i nε =  avec  0 0ε =   , n fixé avec  

( 1) ( 1) 0.5n n
i iP Pε ε= = = − =  

Notons par  n
jM  la σ  algèbre engendrée par  0 1, ,.......n n n

nε ε ε  ,   n
jM  = σ (

0 1, ,.......n n n
jε ε ε ) 

Par analogie avec les edsr , notons la condition terminale par nξ  ,{ nξ } 0≥n , la suite de 
variables aléatoires n

jM  mesurable , de carre intégrable et  le générateur  (le cœfficient)   par 
n
jf  .Considérons les hypothèses suivantes : 

H1-  nξ  est n
nM  mesurable : 

 IR{-1,1: →Φ∃  tel que 1 2( , ,......, )n n n n
nξ ε ε ε= Φ   

 H2- pour tout 0,...., 1j n= −  , IRIRIR: →××Ωn
jf  est n

jM  mesurable et pour tout  

( , )zω , n
jf  est C lipschitzienne par rapport à y avec >n C  

H3- pour tout ( , )yω ,  n
jf  est C lipschitzienne par rapport à z avec 2>n C  

 Soit 0q ≥  une constante donnée, considérons pour 1,.....,1,0j n= − , l’équation rétrograde 
discrète 

, , , , , ,
1 1

1 1( , ) ( )n q n q n n q n q n q n q n
j j j j j j j j

qy y f y z y z
n n n

ε−
+ += + + −    avec la condition terminale 

,n q n
ny ξ=  (I) 
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Existence et unicité de la solution [43] 
 
 
Théorème 2.9  
 
Supposons que le couple ( , )n n

jf ξ  est soumis aux hypothèses H1 et H2, alors   il existe un 

unique couple , ,( , )n q n qy z  n
jM  adapté qui est solution de (I).  

 
 
 
 
Théorème 2.10 (de comparaison) [43] 
 
si ,,( , )n qn qy z′ ′′ ′ est solution d’une edsr de la forme (I) correspondant à 
( , , )n nf qξ ′ ′ ′  , q q′≥  et si nf ′ , nf   satisfais  H3 et ( , , ) ( , , )n n

j jf y z f y zω ω′ ≥  ,  
n nξ ξ′ ≥  alors pour 0,1,....., 1j n= −  on a  , ,n q n q

j jy y′′ ≥ . 
 
Théorème 2.11 [41], [11] 
 

Posons n
tM = 

[ ]/

0

1. nt n
n
k

kn
ε

=
∑  et  

1 1
n n nM M Mt t t jj j

∆ = −
+ +

     et considérons l’edsr discrète    

11( ) ( , )
1

n nnn n n nY f t Y Z Mt t t tjni j jj i j i j
ξ

−
= + − ∆∑ ∑

= = +
      , 0 i n≤ ≤  , 0 it T≤ ≤  ,  (IV)       

qui est  la version discrète de l’edsr  ( , , )
T T

t s s s s
t t

Y f s Y Z ds Z dWξ= + −∫ ∫  , [0, ]t T∈   . On peut 

montrer que cette edsr discrète vérifie H1 et H2  ce qui assure l’existence d’une unique 
solution. 
Supposons que ( , )n nY Z   est solution de (IV) .Posons  

1

0 1
1

1 ( , )
i i

n n n n

j j

n
t t t j ti j jj

U Z M Y f t Y
n

ξ
−

= =
+

= ∆ = − −∑ ∑    

 
si on a   
 
(i) ( )F Wξ =    où dIR: →ΩF  est une fonction Lipchitzienne bornée ie   il existe une 
constante k telle que pour tout ,ω ω′∈Ω   

0
( ) ( ) su p ( ) ( )

t T
F F k t tω ω ω ω

≤ ≤
′ ′− ≤ −  

(ii)  dd IRIR]1,0[: →×f  est une fonction continue, uniformément lipchitzienne ie il existe 
une constante L telle que  dd IRIRy)(x, ×∈∀      

0
su p ( , ) ( , )

t T
f t x f t y L x y

≤ ≤
− ≤ −   
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 Alors la suite ( , )n nY U  converge faiblement au sens de la topologie de Skorokhode vers  

( , )Y ZdW∫  où  ( , )Y Z  est l’unique solution de l’edsr ∫ ∫−+=
T

t

T

t
ssst dWZdsYsfY ),(ξ , 

0 t T≤ ≤ . 
    
2.2.8 Equations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies 
 
Les équations différentielles stochastiques réfléchies sur une barrière (reflected backward 
stochastic differential équations with one barrier) ont été introduites en 1997 par N.Elkaroui, 
C.Karppodjan, E.Prdoux, S.Peng et M.C. Quenez dans [26]  , comme généralisation du 
résultats de Pardoux et Peng, dans ce cas, la première composante Y de la solution est 
contrainte à rester au dessus d’une barrière donnée par un processus continu adapté L. 
Pour cela, la notion des EDSR a été modifiée par l’ajoutant d’un processus adapté croissant, 
A, à la solution, qui devient donc un triplet de processus adaptés (Y, Z, A). 
Au début, l’introduction de ce genre d’edsr a été motivé essentiellement par l’évaluation 
d’une option américaine dans un marché contraint, qui peut être un marché sur lequel les taux 
d’intérêt  
ne sont pas les mêmes si l’on veut emprunter ou placer de l’argent .En effet, il a été prouvé 
que le prix d’un actif contingent américain  est solution d’une edsr reflichie  dont la barrière  
est donnée par le payoff  à  consulter  par exemple [26] . Ensuite ces équations sont utilisées 
dans plusieurs domaines comme les finances (options américaines) ce que, le calcul 
différentiel, le contrôle optimale etc… 
Dans notre étude, nous intéresserons aux équations différentielles stochastiques rétrogrades 
réfléchies simples (cas non markoviens) avec une seule barrière inférieure continue.ce qu’on 
va utilisé dans la suite dans le cas de l’application des edsr réflichies en finance (options 
americaines-chapitre5). 
Pour cela, considérons l’espace de probabilité ( , , )Ω ℑ Ρ  et le mouvement brownien standard 
à une dimension, { ,0 }tW W t T= ≤ ≤  et considérons la tribu  { { );0 }t sW s tσℑ = ≤ ≤  , On note 

par 2 [0, ]L Tℑ , l’ensemble de processus [0, ]( )t t Tφ ∈  tℑ - progressivement mesurables tel que 

2

0

( )<
T

tE dtφ ∞∫ . 

2[0, ]S T  est le sous espace  de 2 [0, ]L Tℑ  défini par : 2
[0, ]( )t t T Sφ ∈ ∈  si  2

0 1
{sup }<t

t
E φ

≤ ≤
∞  

+∈ℑ IR),( ββ
tL  est  L’espace des v.a tℑ  mesurables, X telles que { }<E X β ∞  

2 (0, )A T  est le sous espace  des processus A(t), adaptés,continus et croissants tq A(0)=0 et 
2( ( ) )<E A t ∞  . 

Considérons  ,f ξ  tels que  les hypothèses suivantes sont satisfaites : 
 
h1 – f est une fonction de IRIR]1,0[ ×××Ω  dans IR  tel que pour tout , ,y z  (., , )f y z  
appartient à 2S et pour tout  t , f est  c  lipchitzienne par rapport à (y,z) ie 

( , , ) ( , , ) ( ' )f t y z f t y z c y y z z′ ′ ′− ≤ − + −  

h2 – ξ  est une v.a positive Tℑ    adapté,  2{ }<E ξ ∞ . 
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Remarque 
 
-Dans ce qui suit, nous considérons le cas où tL  est un processus d’ito ie 

0
0 0

t t

t s s sL L l ds dWσ= + +∫ ∫  , 0 t T≤ ≤  et  0(( ) )s s tWξ ≤ ≤= Φ  satisfait la condition d’intégrabilité 

et tA  est un processus   appartenant 2 (0, )A T .  
- sur le sujet edsr reflichies (définitions, méthodes employées pour l’approximation des 
solution) on peut consulter par exemple [26] ,[43] , [51] , [59]. 
 
Définition 2.4    
 
Une solution d’une edsr réfléchie avec une seule barrière inférieure, continue  L  associée au 
couple ( , )f ξ  est le triplet  ( , , )Y Z A  sur [0, T ]  , qui vérifie  (h1) et  

2 2 2

0 0

[sup ]<
T

t s T
t T

E Y Z ds A
≤ ≤

+ + ∞∫  

et l’équation 

( , , )
T T

t s s T t s s
t t

Y f s Y Z ds A A Z dWξ= + + − −∫ ∫  , tY L≥ , 0 t T≤ ≤ ,,
0

( ) 0
T

tt tY L dA− =∫      (1)                                                                                    

La condition  
0

( ) 0
T

tt tY L dA− =∫  signifie que A agit d’une manière minimale, ie,   il ne 

croit que lorsque Y touche la barrière L. 
 
 
2.2.9 Existence et unicité de la solution [43] , [51] 
 
Théorème 2.12 

En plus de l’hypothèse h1, si  2 2 2

00

[ ( ,0,0) sup ( ) ]<
T

t
t T

E f t dt Lξ +

≤ ≤
+ + ∞∫  , alors   il 

existe un unique triplet  ( , , )y z A  solution de l’edsrr (1) 
 
Définition 2.5  [51] 
 
( , , )y z A   est appelé f- super solutions (resp.subsolution)  si  A est un processus croissant 
(resp.  un processus décroissant) et il appelé f -solution si  0A ≡ .  
Si   les deux triplets ( , , ), ( , , )y z A y z A sont tout deux f- supersolutions sur [0,T], 
alors ( , ) ( , )z A z A≡ .  
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Chapitre 3 
 
 

 
Simulation et Discrétisation des Processus Stochastiques 

 
 
 
Les processus stochastiques continus sont des outils largement employés dans divers 
domaines. 
En finance, par exemple, de nombreuses problématiques dans la modélisation de l’évolution 
des taux d’intérêt et cours d’actions, amènent à la simulation des trajectoires de tels 
processus. 
La mise en œuvre pratique de ces simulations nécessite la discrétisation de ces processus   
et l’estimation des paramètres et la génération des nombres aléatoires en vue de générer les 
trajectoires voulues . 
Dans ce chapitre on va étudier quelques méthodes et schémas concernant la discrétisation et 
la simulation de trajectoires des processus stochastiques en général et les équations 
différentielles   Stochastiques rétrogrades en particulier. 
 
3.1 Méthodes de Monte Carlo 
 
3.1.1 Principe de la méthode de Monte Carlo  
 
Les méthodes de Monte-Carlo permettent de calculer numériquement des espérances. 
Ces méthodes sont basées sur le résultat, connu, de la loi forte des grands nombres. : 
On simule un grand nombre de variables aléatoires indépendantes ( )n nY  et de même loi que 

Y  , on prend ensuite  la moyenne des valeurs prises , 1

1

N

n
n

N Y−

=
∑  et on aura ainsi une 

approximation de ( )E Y ,ensuite  on utilise les théorèmes suivants pour avoir la convergence . 
  
 
Théorème (loi des grands nombres)   

soit   1( )n nY ≥  une suite de v.a réelles i i d  alors 1
1

1
[ ]

N

n
n

N Y E Y−

=

→∑  P.s dans 1L   si en plus les 

1( )n nY ≥  sont de carré intégrables ,on  peut montrer que la convergence a lieu dans 2L  et on 
obtient un contrôle de l’erreur p.s et de l’erreur 2L . 
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Théorème 3.1 [7] 

Soit  1( )n nY ≥  une suite de v.a réelles i.i.d de carré intégrables .on pose 1

1

N

N n
n

m N Y−

=

= ∑   alors     

2 1
1

( )[ [ ] ]N
VAR YE m E Y

N
− = , 

1 1
1 1

limsup ( [ ]) liminf ( [ ]) 1
( )2 ln ( )2 lnN NNN

N Nm E Y m E Y
VAR Y N VAR Y N→∞→∞

− = − − =    p.s 

 
la première égalité s’obtient  en utilisant le fait que  1[ ]nY E Y−   sont indépendantes et 
centrées , la deuxième égalité est connue sous le nom de loi de logarithme itéré .  
 
Remarque 
On peut montrer que si    2

1Y L∈  , 2 1 2
1 1

( )
N

N j
Y mj Nσ =

− =
−∑       est un estimateur sans biais de 

variance Var ( 1Y ) ce qui implique d’après le théorème précèdent que   
2

N
σ  est un 

estimateur sans biais de  variance Var ( Nm ). 
 
À l’aide de théorème suivant on peut construire des intervalles de confiance asymptotiques. 
 
Théorème de la limite centrale  
 
Théorème3.2 [7] 
 
Soit 1( )n nY ≥  une suite de v.a réelles i.i.d de c carré intégrables .on suppose que 1( ) 0Var Y   et 

on pose 1

1

N

N n
n

m N Y−

=

= ∑ , 2 1 2
1 1

( )
N

j NN j
Y mσ =

− =
−∑    alors 

                                                    1
0

( )( )1 (0,1)
enloi

N

N

m E YN Nσσ
−

→ 




 

 

En particulier pour tout réel  0c   1( )[ < ] 1N
c

N

m E YP N c α
σ
−

→ −



 où  [ > ]c P X cα =  pour 

X suit )1,0(N .On déduit que pour N suffisamment grand, la probabilité d’avoir 

1[ ] [ ]N
N

cE Y m
N
σ

∈ ±


  est proche de 1 cα− .   

Remarque 
 
Deux estimations différentes peuvent conduire à deux valeurs complètement différentes d’où  
l’importance de connaître la variance de l’estimateur (qui est lui-même une v.a) et de donner 
un Intervalle de confiance.  
En finance par exemple, si on veut donner un prix d’option calculé par simulation (voir 
chapitre 5) il faut toujours le mettre en perspective avec la variance de l’estimateur ou avec 
un intervalle de confiance de manière à pouvoir juger de la précision du résultat obtenu.  
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3.1.2 Méthode de la fonction d’importance [7] 
 
 La méthode de la fonction d’importance consiste à changer la loi de simulation dans le but 
de réduire la variance. 
En finance, par exemple, nous aurons souvent besoin d’évaluer [ ]TE X K +−  .Si K est proche 

de (ou inférieur à ) 0X  , on aura beaucoup de simulations ( )j
T

X supérieures à K .mais si K est 
beaucoup plus grand que 0X , il y’en aura peu de ces simulation et l’estimateur de Monte 
Carlo risque d’avoir une variance très forte. 
Pour résoudre ce problème ie maintenir  

T
X  au dessus de K, on lui ajoute un drift positif 

sans changer la valeur de l’espérance en utilisant pour cela le théorème 1.11 (de Girsanov ): 
On peut choisir h positif de telle sorte que P [ ]h

TX K≥  soit grand .pour simuler TX  par 
rapport à Ph . 

On utilise l’équation suivante   0
0 0

( ( ) ( ) ) ( ) ,0
t t

h
t s s s s sX X a X b X h ds a X dW t T= + + + ≤ ≤∫ ∫  où 

hW  est un  Ph  mouvement brownien   et il est nécessaire dans ce cas de simuler   
2 *

0 0

1exp{ }
2

T T
h sT sH h ds h dWs= − +∫ ∫   sous Ph . 

3. 1.3 Simulation de processus  
 
Ils existent des méthodes de simulation permettant de calculer des espérances de variables 
aléatoires par méthodes de Monte Carlo, ceci n’est possible que lorsque l’on est capable de 
simuler selon la loi des dites variables aléatoires. 
En finance ,  il s’agit   souvent de calculer des espérances de la forme   ( ( )),0E f Xt t T≤ ≤ où  

0( ) t TXt ≤ ≤  est solution de l’EDS ( , ) ( , )t t t tdX t X dW b t X dtσ= +  ,  0X x= . 
Dans un premier temps commençons à nous intéresser à la simulation d’une trajectoire 
brownienne sur un intervalle de temps[0, ]T .  
 
3.1.4 Simulation récursive 
 
On considère ( ,0 1)tW t≤ ≤  un M.B définit sur [0,1] .soit  0 10 < <.........< 1nt t t= =  une 
subdivision de l’intervalle [0,1]. On cherche à simuler une trajectoire du mouvement 
brownien en ces points de la subdivision c'est-à-dire que l’on cherche la loi du processus 
discret  ( , 0,1,.., )itW i n= .  
Proposition 3.1 

Soit  1,...,( )i i nG =  une suite i.i.d selon la loi N(0,1). On définit 0 1
1

0,
i

i j j j
j

X X t t G−

=

= = −∑   pour  

0i >  Les vecteurs 0 1( , ,..., )nt t tW W W  et 0 1( , ,..., )nX X X  sont égaux en loi. 
Pour montrer cela il suffit de montrer  que 1( ,.........., )nX X  est un vecteur gaussien centré . 
Les jG  sont gaussiennes , indépendantes et centrées ce qui implique que le vecteur 

1,.... )( .., nG G est gaussien et centré donc on a  

1 1 1
1 1 1

cov( , ) cov( cov ,(, ) )
j li l

j j j j j j j j j j i
j j

i
j

l lt t G t t G t t G G tX tX
∧

− − −
= = =

− − = − == ∧∑ ∑ ∑   
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Il est utile de noter que cette méthode de simulation n’engendre pas d’erreurs de 
discrétisation   sur le processus discret, contrairement à ce qu’on l’on observe sur d’autres 
processus. 
 
3.1.5 Simulation rétrograde 
 
Pour un couple (s, t) donné, on cherche alors à identifier la loi de 

2
t sW + conditionnement à 

( , )s tW W  pour s t , noté L (
2

t sW + , ( , )s tW W ). 

 
Proposition 3.2 
 
Pour  s t  , L (

2
t sW + , ( , )s tB B ) =  

2
( , )4t s

t sB +
−Ν  

 
Cette proposition montre qu’on peut simuler toute la trajectoire brownienne dés qu’on ajoute 
un point à la subdivision entre les instants 1,i it t + . Donc à l’aide de cette méthode on peut 
simuler une trajectoire d’une diffusion s’écrivant comme fonction connue de M.B, 
malheureusement les diffusions ne sont, souvent, définies que par des équations 
différentielles stochastiques que l’on ne sait pas résoudre, ce qui oblige de recourir à une 
approximation qui correspond à une discrétisation en temps de ces EDS.           
 
3.1.6Simulation du mouvement Brownien [15],[30] 
 
Il existe plusieurs méthodes de simulation de MB.  
La méthode la plus utilisée se base sur la considération de vecteur (

1 2
, ,......... )

n
W W Wt t t  = 

( , ,........., ...... )1 1 2 1 2 nZ Z Z Z Z Z+ + +  et le fait que les v.a  
1

:k
k k

Z W Wt t
−

= − avec  0 : 0W =  , sont 

indépendantes et suivent une loi gaussienne de variance 1k kt t+ −  ce qui permet d’avoir une 
succession de petits sauts gaussiens  indépendants . 
sur la base de ce schéma  un  programme Matlab simule une trajectoire brownienne pour 
n=500  [ ]0,1t ∈   (figure 4) .                                                                                             

 
                                                                                   Fig.4 
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Toujours en utilisant la même méthode, on peut simuler 5000 trajectoires browniennes) , 

[ ]0,1t ∈    .  (Figure 5) 
 
 

 
                                                                               Fig.5  
 
 
3.2 Discrétisation d’équations différentielles stochastiques  
 
3.2.1 Schéma de discrétisation par la méthode d’Euler Maruyama [7], [ 44 ] 
 
Le moyen le plus simple de résoudre   l’eds ( , ) ( , ) ,t t t tdX b t X dt t X dW o t Tσ= + ≤ ≤  , 

0X x=  dans le cas  déterministe ( ( , )tt Xσ =0)  est la  méthode ou schéma  d’Euler , cette 
méthode s’étend au cas des processus de diffusion sous le nom  de la méthode d’Euler 
Maruyama, il consiste à calculer une approximation  de ( )X t par une chaîne de Markov sur 
une discrétisation de l’intervalle [0, ]T  
 Pour construire ce schéma, on se donne une grille de [0,T]   , ),....,....,(: 0 ni

n ttt=π  avec 
niTti /= . 

On notera   par nTtn /=∆  et  1 1
n

i t tii
W W W+ +

∆ = −  Pour tout i=1,2,…, n. on a : 

( ) ( ) ( ) ( )
11 1 11 1

t ti i n nX X b X ds X dW X b X t X Wst t t t t t t ii i i ii i it ti i
σ σ= + + ≈ + ∆ + ∆∫ ∫

−− − −− −
 

d’où la construction du   schéma :  

1
( , ). ( , ) 1

, 00

n
ti

n n n nX X b t X h t X Wt t ti i ii i i
nX X

σ
+

= + + ∆ +

=




            

i=0,1,2…..n.  où  /nh t T n= ∆ =               (1)                        
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Par définition du mouvement brownien, la suite  nWi∆  est une suite de vecteurs aléatoires 

dans dIR ′ ,indépendants et de même loi .Chacune des coordonnée de nWi∆  suit la loi normale  

N(0, nt∆ ) de moyenne 0 et d’écart  type nt∆ . Donc la simulation de nX  se ramène à la 
simulation des accroissements deW , où nWi∆ suit la loi N(0, d

ntI∆ ) = (0, )dN htI  pour 
i=1,2,...... 
 
3.2.2 Convergence Lp   [7]
 

  

Pour n fixé, on montre en utilisant les conditions de Lipchitz, pour b et σ  et la relation (1), 
que  PX Lti

∈  pour tout { }1,2......,i n∈  et 1p ≥ . 

 
Théorème 3.1 
 
Supposons que b,σ des fonctions continues et lipchitziennes. Alors ,1≥∀p  il existe une 
constante C   tel que 

 
1

[0, ]
[ ( )]

pn p
t t

t T

CE SUP X X
n∈

− ≤ . 

 
 
Corollaire 3.1 
 
Si g est une fonction lipchitzienne  

Alors 
1/

11
[ ( ,......., ) ( ,......., )

p
n n n n
n n s ss s kk

CE g X X g X X
nφ φ − ≤  

 
3.2.3 Convergence faible [7] 
 
Dans le domaine financier, on s'intéresse surtout à la convergence du prix approché vers le 
prix réel, en terme mathématique cela veut dire qu'on cherche la convergence de 

( ) ( )n
g T g TE X E X−  vers 0, c’est la convergence faible. 

 
Théorème 3.2 
 

Si 4 4, ,b pb C g Cσ ∈ ∈  alors ( ) ( )n
T T

CE g X g X
n

 − ≤   

  
Théorème 3.3 [7] 
 
Supposons que ∞∈Cb,σ et σ  uniformément elliptique, g une fonction mesurable bornée.  

Alors ∈∃C R     tq   )1()]()([ 2n
O

n
CXgXgE T

n
T +=− . 
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Remarque  
 
• L’algorithme de simulation de la suite ( nX ) est très facile à implémenter, à ce sujet, on 

peut consulter [44] , [30]. 
• La méthode E M a plusieurs avantages comme, la facilité de programmation, la rapidité 

de l’exécution mais elle représente aussi, comme dans le cas déterministe, le problème de 
cumule des erreurs   (l’écart entre la solution exacte et la solution approximée augmente 
avec le temps  
(voir Figure  7 ) , à ce sujet , on peut consulter   [44]  P. 331-337. 

 
 
3.24 exemples 
 
 
Exemple 3.2.1  
 
 Considérons l’EDS tttt dWXdtXdX σλ +=      où       01,0=λ     ,    2,0=σ        ,    200 =X    

, n=5000. la figure 6  représente  une  trajectoire de l’EDS  réalisée par un programme Matlab 
basé sur la   méthode  E.M  . 
 

 

 
                                                                      Fig.6 
 
Exemple 3.2.2  
 
On considère l’EDS lineaire  t t t tdX X X dWλ µ= +  , [ ]0,1t∈ , 
avec  0 1, 0,5, 1X λ µ= = =   pour n=500. 
la figure 7  représente  une  trajectoire de l’EDS  réalisée par un programme Matlab basé sur 
la   méthode  E.M  , en la  comparant avec la solution exacte 
   

. 
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                                                                     FIG. 7 
 
 
3.2.5 Schéma de Milshtein [7] , [30] 

 Dans le schema d’Euler  on a utilisé l’ approximation ss dWX
it

it
∫
−1

)(σ ~ )
1

)(
1

(
−

−
− i

t
W

i
t

W
it

Xσ  

et ce n'est pas la seule qu'on peut utiliser : supposons que la dimension d =1 et supposons que 
0b =  

pour 1] , ]i is t t−∈ , on a =)( sXσ   
1

(
−it

Xσ + ))(
1

tt dWX
s

it
∫
−

σ ~ 

)))(((
111 −−−

−+
ititit

WWXX sσσ  

~ )
1

)
1

)
1

)
1

((('(
−−−

+
−

−
itititit

WWXXX sσσσ   en utilisant l’egalité    

)2)
1

((
2
1

1

)
1

( tn
it

W
it

WsdW
it

it
it

WsW ∆∫ −
−

−=

−
−

−       ce qui donne l’approximation :  

 

ss dWX
it

it
∫
−1

)(σ ~ )(('2
1( 2)

1
)((

1
)

1
)

1
)(

1
tnXXX

i
t

W
i

t
W

ititi
t

W
i

t
W

it
∆−

−
−

−−
+

−
−

−
σσσ   
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Le rôle de terme b (dérive) est minime dans l'erreur d’approximation par rapport au terme de 
diffusion donc il n’est pas necessaire de le corriger. 
 
(1) pour  d=1 
 
on a  le schéma d'approximation suivant: 

0 0

2

1 1 1 1 1 1 1

1( ) ( )( ) ( ) ( ){( ) }, 1,......., .
2

n

n nn n n n n n
t t t t t t t t t ti i ii i i i i i i

X X

X X b X t X W W X X W W t i nσ σ σ
− − − − − − −

=

′= + ∆ + − + − −∆ =

(2)  pour  d>1 
 
en suivant le même raisonnement  on aura le schéma suivant : 

nidWWWX
d

kjit
W

it
WXtnXbXX

XX

k
s

k
it

j
s

n
it

jn
it

n
it

n
it

n
it

n

it

it

k ,........,1,)())(
1,

()
1

)(()(
11111

00

1

=∫ −∑
=
∇+

−
−+∆+

=

−−−−−
=

−

σσσ

 
Théorème 3.4 

Si 2, bb a C∈  , alors pour tout  
1

1,max [ ]
p

p

i n

n
t ti i

Cp E X X
n≤

≥ − ≤  

 
Ce théorème montre l'intérêt de schéma de Milshtein, qui permet d'avoir une vitesse de 

convergence pL en 1
n

 a la place de 1
n

dans le schéma d'Euler. 

Lors l'application de ce schéma, on a affaire à la simulation de l’intégrale d'ito  

1
1

( )
t

j j
s s

t

i
j

ti
i

W W dW
−

−

−∫  ce qui difficile à calculer quand d > 1. 

Le seul cas où on peut utiliser ce schéma, avec d>1, c'est lorsque la relation 
. . . , {1,........, }j k k j k dσ σ σ σ∇ = ∇ ∈  est vérifiée.Dans ce cas, la formule d'intégration par 

partie du calcul d’ito permet d'écrire le schéma dans ce deuxième cas sous la forme  
 

.,.....,1,

)
1

)(
12

1)
1

)(
1

)(
1

)(
,

(
2
1)

1
)(()(

111

0.0

ni

tnn
it

X
d

j
kjk

it
Wk

it
Wj

it
Wj

it
Wn

it
Xka

d

kj

ja
it

W
it

WXtnXbXX

XX

n
it

n
it

n
it

n
it

n

=

∆
−

∑
=
∇−

−
−

−
−

−
∑ ∇+

−
−+∆+=

=

−−−
σσσ

 
 donc il suffit de simuler les accroissements de W. 
 
Remarque  
 
Il existe plusieurs schémas d’ordres supérieurs à 1 mais, malheureusement, ils sont difficiles 
à appliquer, surtout quand la dimension est grande.       
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 3.2.6 Théorème du point fixe de Picard 
 
Théorème3.5 
 
Soit ( X , d ) un espace métrique complet et f une application contractante sur X ( ie 

: , [0,1]f X X c→ ∃ ∈  tel que  pour tout ,x y  dans X  ( ( ), ( )) ( , ).d f x f y cd x y≤ on définit 
alors par récurrence la suite ( )nx  d’éléments de X  par  0x X∈  et 1 ( )n nx f x+ =  on montre 
alors  que pour tout 0k ≥ 1 1 0( , ) ( , )k

k kd x x c d x x+ ≤  et que la suite ( )nx est de Cauchy   donc 
convergente vers x X∈  unique point fixe de f .                  , 

De plus, pour tout 0 1 0
10, ( , ) ( , )
1

n

n
cn d x x d x x
c

−
≥ ≤

−
 et  0 1

1( , ) ( , )
1

n

n
cd x x d x x
c

−
≤

−
   en 

particulier  1 0
0

( , )( , )
1

d x xd x x
c

≤
−

 

preuve 
 
Par récurrence sur 0k ≥ on a 1 1 0( , ) ( , )k

k kd x x c d x x+ ≤  de plus pour 1,r ≥   

1 1( , ) ( , ) ..... ( , )p p r p p p r p rd x x d x x d x x+ + + − +≤ + +  

              
1 1

1 0
1

1 0

( ........ ) ( , )

(1 ........ ) ( , )

p p p r

p r

c c c d x x

c c c d x x

+ + −

−

≤ + +

≤ + + +
 

                   1 0
1 ( , )
1

r
p cc d x x

c
−

≤
− 1 0 ,

( , ) 0
1

p

p r

c d x x
c →∞ →∞

≤ →
−

 

Ce qui implique que la suite ( )nx  est de Cauchy donc convergente. 
Donc pour p=0 , r=n et on passant à la limite  , n →∞ , on obtient les inégalités voulues. 
 
Remarque  
 
Cette méthode est très utilisée dans la recherche d’une approximation dans le cas des edsr. 
        
3.3 Discrétisation et Résolution Numérique des Équations   
      Différentielles   Stochastiques Rétrogrades. 
     
De nombreuses études sont faites depuis le début des années 1990 sur la résolution 
numérique des edsr.  
 
En général, considérons  0( , ( ) , )t TF Pt ≤ ≤Ω  comme espace de probabilité filtrée munie 
de mouvement brownien standard à d dimensions TttW ≤≤0)(  et l’EDSR suivante  
 
                - tttttt dWZdtZYXtfdY −= ),,,(                                             (1)     
                  ,  ( )T TY X ξ= Φ =                              
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où le processus X satisfait l’équation   tttt dWXtdtXtbdX ),(),( σ+=  ,  ,0 xX =  
 
  X est à valeurs dans  dIR  , Y à valeurs dans dIR et Z à valeurs dans ndIR × ,  σ,b  , f et Φ  
sont des fonctions qui satisfaites la condition de Lipchitz vue au chapitre 2 .  

on sait que sous cette condition ,l'équation s

t

s

t

st dWXdsXbxX )()(
00
∫∫ ++= σ   admet une  

unique solution , ( )tℑ adaptée , TttX ≤≤0)(  vérifiant  ∞<
∈

}{
2

],0[
t

Tt
XSUPE  et  on sait  encore 

que sous  certaines  conditions  ( voir le théorème d’existence et d’unicité pour les edsr) , il 
existe une unique solution , adaptée , pour  l'équation (1).  
       
Sous forme intégrale, le système précédent s’écrit : 
 

0 0

( , ) ( , )
t t

t s s sX x b s X ds s X dWσ= + +∫ ∫  

et  ( ) ( , , , )
T T

t T s s s s s
t t

Y X f s X Y Z ds Z dW= Φ + −∫ ∫    ,  [ ]0,t T∈  

On peut approximer facilement la solution de l’EDS en X par plusieurs méthodes, comme la 
méthode E.M ou la méthode de Milstein , par exemple, mais la simulation de la solution 
( ),Y Z est plus difficile. 
Plusieurs articles ont été publiés sur la résolution numérique de ce genre d’équations où 
plusieurs méthodes d’approximation ont été proposées. 
Une première méthode, repose sur le lien existant entre Y et la solution (faible) u de l’EDP   

( , ) ( , ( , ), ( ) ( , )) 0xLu t x h x u t x x u t xσ− − ∇ = , u(T,x)= (x)Φ uo   L désigne l’opérateur 

de dérivation associe à X:  
2

* ,

, 1 1

1: ( ) ( , )
2

d n
i j

ii j i
i j i

u uLu b t x
t x x x

σσ
= =

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑   

 Sous certaines conditions (chapitre2) on a ( , )t tY u t X=  et ( ) ( , )t t x tZ X u t Xσ= ∇ .Pour la 
simulation de (Y,Z) , on commence par l’estimation numérique de u et ( , )xu t x∇ puis on 
approche X par le schéma d’Euler, on obtient ainsi une approximation de (Y, Z).                                                                                                  
 
 
Cette méthode ne peut être appliquée sans la résolution de l’EDP, ce qui est compliqué dans 
le cas où la dimension de l’espace est grande. À ce sujet on peut consulter, par exemple, [46] 
,[24], [35]. 
Une deuxième méthode consiste à approximer le mouvement brownien W par une suite de 
marches aléatoires sur un espace de probabilité de dimension fini, puis, on écrit l’équation  
rétrograde associée en temps discret, au contraire de la première, cette méthode peut être 
appliquée sans la résolution de l’EDP, en  ( , )t tY u t X= . 
Le problème qu’on peut rencontrer lors de l’application de cette méthode, est l’explosion 

rapide de la complexité de l’algorithme avec l’augmentation de la dimension .on peut 

consulter pour cela  [11],[22] , [41] , [42] , [51] .   
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 Ensuite, de nouvelles méthodes d’approximation concernant ce genre d’équations, qui 
évitent ces problèmes, sont apparues ; par exemple la méthode de Monte-Carlo associée aux 
régressions non paramétriques, qui a pour but de trouver un estimateur particulier pour la 
solution en construisant un schéma de discrétisation en temps de l’équation (1), qui fait 
intervenir les espérances conditionnelles. 
Ce que on va décrire dans le chapitre 4. 
 
3.31 Discrétisation des EDSR dans le cas où le driver ne dépend que de  
 t   et tY . 
 
Pour commencer, on va essayé de donner, en résumé, quelques méthodes d’approche pour les 
edsr dans le cas simple non markovien, basées essentiellement sur l’approximation du 
mouvement brownien par une suite de marches aléatoires. 
 
Mon choix pour cette méthode est dû, essentiellement, à la disponibilité de programmes 
informatiques pour une simulation numérique des solutions, ce qui manque dans les autres 
méthodes.                     .  
 En premier lieu, intéressons nous à trouver la solution ou une approximation de celle-ci pour 
l’EDS rétrograde simple non markovien de type ( , , )t t t t tdY f t Y Z dt Z dW= −  , ,TY ξ=  

[ ]0,t T∈  (2) , pour cela Considérons ( , , )t PΩ ℑ  avec Ω = )IR],,0([ dTC , l'espace des 

fonctions continues de [0,T] dans dIR . Cette équation a une unique solution, ),( tt ZY  dés la 
satisfaction des conditions d’existence et d’unicité. 
On rappelle que dans le cas d’une edsr linéaire, nous avons déjà une forme explicite de la 
solution.(chapitre 2, proposition 2.6 ).   
Considérons maintenant le cas général et dans un premier cas, supposons que le driver f ne 
dépend que de t  et Y  ; dans ce cas l'équation (2) prend la forme  tttt dWZdtYtfdY −=− ),(   

avec la condition terminale  ξ=TY  où  ξ est une v.a  tℑ  mesurable tq ∞<2ξE . Sous 

forme intégrale, l'équation s’écrit ∫ ∫−+=
T

t

T

t
ssst dWZdsYsfY ),(ξ (3). Cette équation a une 

unique solution, ),( tt ZY . 
  
Dans ce cas considérons toujours      Ω = )IR],,0([ dTC  et l’espace ( ( , , )t PΩ ℑ   dans lequel   
 

( ) ( )tW tω ω=   est le M.B standard de dimension d. 
 
Supposons qu’il existe  dIR: →ΩF  , fonction Lipchitzienne bornée (ie il existe une 
constante k telle que pour tout ,ω ω′∈Ω   

0
( ) ( ) su p ( ) ( )

t T
F F k t tω ω ω ω

≤ ≤
′ ′− ≤ − ) tq   

( )F Wξ = et supposons que dd IRIR]1,0[: →×f  est une fonction continue, uniformément 
lipchitzienne (ie il existe une constante L telle que  dd IRIR),( ×∈∀ yx ,     

0
su p ( , ) ( , )

t T
f t x f t y L x y

≤ ≤
− ≤ −  ) 
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Pour simplifier les calculs, plaçons nous, dans l'espace de dimension 1  (d=1) avec T=1  et 
appliquons un schéma d'approche basé sur la discrétisation de (2) en remplaçant le  
 
mouvement brownien W par une simple marche aléatoire   (pour la méthode appliquée on 
peut  consulter par exemple  [41] , [42] ), pour cela notons par 0 1( )n n

t tM M ≤ ≤=  une marche 

aléatoire  symétrique   où  n
tM = 

[ ]/

0

1. nt n
n
k

kn
ε

=
∑   , 0 1t≤ ≤  et  { n

iε } ni≤≤0  est une  suite de 

variables aléatoires  i.i.d  de même loi symétrique de Bernoulli.       
 
Notons par  n

jM  la σ  algèbre engendrée par  0 1, ,.......n n n
nε ε ε  ,   n

jM  = σ (
0 1, ,.......n n n

jε ε ε ),   et 
par  
 
{ nξ } 0≥n  la suite de variables aléatoires n

jM  mesurable et de carré intégrable convergente, 
dont la limite est égale à ξ . 
Supposons que le mouvement brownien W et la suite de marches aléatoires nM  sont définis 
sur le même espace de probabilité. 
Passons à l’espérance conditionnelle dans l’équation (3) en tenant compte que 0)( =∫ tdWE  

 Dans ce cas, la solution  tY  sera présenté sous cette forme, tY = (E ∫+
T

t
ts FdsYsf )/),(ξ  et 

l'équation (3) sera approchée par l’équation rétrograde, discrète 

                        
11( ) ( , )

1

n nnn n n nY f t Y Z Mt t t tjni j jj i j i j
ξ

−
= + − ∆∑ ∑

= = +
    , (4) 

                       ( )nξ = ( )( )nF M    
 Cette équation aussi a une unique solution sous forme de couple ( ) ( )( , )n nY Z  . 

 On a 
1

n nY Yt ti i
− =

+
   1 ( , )

1
n nf t Y Z Mt t tin i i i

− ∆
+

  , en   prenant l’espérance conditionnelle par 

rapport à  
n
iM  et comme (E nZti

 / )
1

n nAt ii+
∆ M ) =0    et    nYti

  est n
iM   adapté  on aura   alors  

E 1(    (t, )  )
n1

n n n nY f Y Yt t tii ii
+ =

+
  M    ⇒  (E )

1
n nYt ii+
 M = nYti

−
n
1 ( ( , )i

nf t Yti
  (5) 

 

et    nZti
  = [

1
n nY Yt tii

−
+

  + 1 ( , )f t Ytin i
 ] 1( )

1
nMti

−∆
+

  et  comme nZti
  est n

iM   adapté alors on a  

 
nZti
  = E {[

1
n nY Yt tii

−
+

  + 1 ( , )f t Ytin i
 ] 1( )

1
nMti

−∆
+

n
iM } 

 
 
En outre, une fois 

1
n

ti
Y
+

  est déterminé, nYti
  sera trouvé par la méthode de point fixe : 
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 En posant EX =0 {
1

nYti+
 )n

iM  } et   1kX +  =  10 ( , )kX f t Xin
+  = ( )kg X , g est 

contractante : 
( , ) ( , ) ( / )g t x g t y L n x y− ≤ − ) donc ,d’après le théorème du point fixe ,les itérations de ce 

procédé convergent vers la solution de  (5).                    
De plus, si  f  est bornée par R et pour n assez grand, une itération peut représenter déjà une 

bonne approximation pour la solution de (2) et  puisque f est L  uniformément lipchitzienne,  
on a    

1n
ti

Y X− = 0 0 01 1( , ) ( , )i
nf t Y X X f t Xti in n

−+ − = 01 1( , ) ( , )i
nf t Y f t Xti in n

−  

0/ i
nL n Y Xt≤ − 1/  ( , ) ( / . )( / )i

nL n f t Y L n R ntin
= ≤  1

2
n

ti

LRY X
n

⇒ − ≤  

 
et par conséquent on peut construire le schéma numérique explicite rétrograde suivant, qui 
donne une approximation de la solution. 
 
 
ˆ ˆ, 0n n n
T TY Zξ= =   

 
( )nXti

= ( )( )
1

ˆ n n
t ii

E Y
+

M  

 
1 ( )n nŶ =X ( , )t ti i

nf t Xtin i
+  

1 ( )n n 1ˆ ˆ ˆ ˆY ( , ) Y ( )t t 1i+1 i
n
i

nn nZ E f t Y Wt t tini i i
   −= + − ∆   +  

M  

 
3.3. 2Convergence du schéma de discrétisation  
 
On a démontré dans [41] que Pour n assez grand (2 )L n≤  on a  

ti

2

0

( 1)n nˆsup Y Yt ti i

L

T

R e
n≤≤

−
− ≤  et  

2

0

( 1)(2 / )ˆsup
i

L
n n

t T
t ti i

R e L nZ Z
n≤ ≤

− +
− ≤ . 

Supposons donc que ( , )n nY Z   est solution de l’edsr discrète (4) ,le théorème  (2.11 ) vu au 
chapitre 2  

implique 
1

1( , ( , )
in n n

j
j t j

Y Y f t Y
n

ξ
=

− − ∑    converge au sens de la topologie de 

Skorokhod vers   ( , )Y ZdW∫ . 
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3.3.3 Discrétisation des EDSR dans le cas où le driver dépend de  ,, t tY Zt  
 
Considérons toujours l’espace de probabilité ( , , )t PΩ ℑ  et notons par 0( )t t T≤ ≤ℑ la filtration 
naturelle engendré par le mouvement brownien dimension 1 tW  , 

( ;0 )t tW t Tσℑ = ≤ ≤ . 
Supposons que f dépend de t, Y, Z , IRIRIR],0[: →××Tf   lipchitzienne par rapport 
(y,z) uniformément par rapport t  ie 1 1 2 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( )f t y z f t y z c y y z z− ≤ − + −   

[0, ]t T∀ ∈  , 22
2211 IRIR),(),,( ×∈∀ zyzy avec  (.,0,0)f  de carré intégrable et supposons 

que  , ξ  tℑ   mesurable, nξ  est n
jM  mesurable avec 

22 n

n
E SUPξ ξ + ∞  

   et  

lim 0n

n
E ξ ξ

→∞
 − =   

Dans ce cas l’équation (1) s’écrit ( , , )
T T

t s s s s
t t

Y f s Y Z ds Z dWξ= + −∫ ∫ (5) 

Comme dans le deuxième cas, nous appliquons la même méthode. (  pour cela ,on peut 
consulter  [9] , [40] ). 

Pour simplifier les calcules, posons T/n = h et n
tM =

[ / ]

1

t h
n
k

k
h ε

=
∑    ,  0 t T≤ ≤   où  { }

1

n
k k n
ε

≤ ≤
, 

0 0nε =     est une  suite  de v.a   de Bernoulli  symétriques :  ( 1)n
kp ε = −   =   ( 1)n

kp ε = +  =  1
2

. 

Comme dans le cas précèdent nous cherchons à trouver une approximation de processus 
(Y,Z) réelle, définie sur [0, ]T  tℑ -progressivement mesurable telle que    

2 2

0

[sup ] [ ]
T

t tE Y E Z dt+ ∞∫   et qui satisfait  ( , , )t t t t tdY f t Y Z Z dW− = −  , avec la condition 

terminale TY ξ= , 2E ξ ∞ .Pour cela   Cherchons   une   solution numérique pour (5)  à 

l’aide de couple ( , )n n
t tY Z  et qui doit satisfaire [ ]( , ) ( , ), , ( 1)n n n n

t t j jY Z y z t jh j h≡ ∈ +   avec h=T/n. et 

nj=1,  0( , )n n
j j j ny z ≤ ≤  est la solution , dans un petit intervalle ,  de l’équation rétrograde discrète 

1 1( , , )n n n n n n
j j j j j j jy y f t y z h z hε+ += + −  (6)  de valeur terminale  n n

nyξ = . Le procédé commence 

par n n
nyξ =  alors la solution ( , )n n

j jy z  de (6) est calculée d’une façon rétrograde suivant le 

schéma implicite suivant, en supposons qu’on connaît 1
n
jy +  : 

 
Théorème 3. 1  

Soit  1
n
jy +  une v.a 1

n
j+M mesurables .alors pour 1h

c
  , il existe un couple unique  ( , )n n

j jy z  , 
n
jM  mesurable vérifiant   l’équation  ( 6)   
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Preuve 

Posons    
1

1 1n
j

nY y j ε +

=− + =−
 et     

1
1 1n

j

nY y j ε +

=+ + =+
  et supposons qu’ils sont tout les deux  

n
jM  - mesurables en remplacent dans l’équation (6) on aura : 

 
 
                                         ,( , )n n n n

j j j j jy Y hf t y z hz+= + −  

                                         ,( , )n n n n
j j j j jy Y hf t y z hz−= + +  

 

Ce qui équivalent à  1 1
1 1( ) ( )

2 2
n n n n
j j j jZ Y Y E y

h h
ε+ − + += − = M  (7) 

                         et , 1
1( , ) ( )
2

n n n n n
j j j j j jy hf t y z Y Y E y+ − +

 − = + =  M ( 8) 

 
 
Par la condition de Lipchitz on peut montrer que la fonction G(y) = y - ( , , )n

j jhf t y z   est 

strictement monotone quand  1hk      ,  2( ) ( ), (1 ) 0G y G y y y h k y y′ ′ ′〈 − − 〉 ≥ − −   

Montrons cette inégalité : 
On a 1 1 2 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( )f t y z f t y z c y y z z− ≤ − + −  , 22

2211 IRIR),(),,( ×∈∀ zyzy , 
[0, ]t T∀ ∈   alors    

( ) ( ) , ( , ) ( , ) ,n n
j jG y G y y y y hf y z y hf y z y y′ ′ ′ ′ ′ − − = − − − −  =                                                  

2

2 2

( ( , ) ( , ) , ( ( , ) ( , ),

( ( , ) ( , ) [1 ] 0

n n n n
j j j j

n n
j j

y y h f y z f y z y y y y h f y z f y z y y

y y h f y z f y z y y y y h k

′ ′ ′ ′ ′ ′ − − − − = − − 〈 − − 〉 

′ ′ ′ ′≥ − − − − ≥ − − 
                                                                                      

 
d’où l’existence d’une valeur unique  n

jy  qui réalise (6). 
Ce schéma de résolution de l’edsr discrète est nommé schéma implicite. 
 
En général on ne peut pas toujours utiliser ce schéma d’une façon explicite (ie dans le cas 

1G− ne peut pas être résolue explicitement) d’où la nécessité de construire un autre schéma 
plus souple en utilisant   l’espérance conditionnelle 1( )n n

j jE y + M pour approximer n
jy  : 

  
 Posons    n n n

T nY y ξ= =     en commence l’itération par j = n - 1 on aura la relation rétrograde  
 

1 1 1( , ( ), ) ( )n n n n n n n
j j j j j j j jy y hf t E y z h z ε+ + += + −    M  (9)  ce qui équivalent aux relations suivantes 
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1 1

1 1

1 11 1
1 1

( ) ( ( ), )

1 ( )
2 2

j j

n n n n n n
j j j j j j

n n
j jn n

n n n n
j j jj

y E y h fE y z

y y
z E y

h h
ε ε

ε + +

+ +

+ += =−

+ +

= +

−
= =

   

 


M M

M
 

 
3.3.4 Convergence des deux schémas : 
 
 Posons  
                            

[ / ]
n n

t t hY y=       ,             [ / ]
n n

t t hY y=        ,    0 t T≤ ≤  

[ / ]
n n
t t hZ z=       ,             [ / ]

n n
t t hZ z=        ,    0 t T≤ ≤  

 
où  0( , )n n

j j j ny z ≤ ≤  et 0( , )n n
j j j ny z ≤ ≤   sont   les solutions de l’edsr discrète (6) par  le schéma 

implicite et explicite respectivement .  
on a : 
 
Théorème 3.2 
Sous les mêmes hypothèses citées au début, la solution discrète  1{( , )}n n

nY Z ∞
=  sous le schéma 

implicite et  1{( , )}n n
nY Z ∞
=

    sous le schéma explicite converge vers la solution  ( , )Y Z   de   (5)       
de la manière suivante : 

*  
2 2

0 0

lim [ sup ] 0
T

n n
t t s sn t T

E Y Y Z Z ds
→∞ ≤ ≤

− + − =∫      (10) 

*  
2 2

0 0

lim{sup } 0
T

n n
t t s sn t T

E Y Y E Z Z ds
→∞ ≤ ≤

− + − =∫      (11 )                                                                          

 
La première convergence a été démontré en 2001 par Briand Delyon  et J.Memin  dans [11] 
 
La deuxième a été démontrée en 2006 par shige Peng et Xu Mingyu dans [51],    
 
3.3.5 Quelques exemples de Simulation. 
 
Dans ce paragraphe, on donne quelque exemples de simulation de la solution suivant les 
deux schémas de discrétisation ci-dessus. Notre but consiste à déterminer 0Y  qui est une 
valeur déterministe. Comme [ , ( 1) ]t jh j h∈ +  , 1nj =  , n

jhM  suit une loi binomiale de 

paramètres  j , 1
2

. Donc à chaque instant 0 j n≤ ≤    les  deux V.A  n
jy  ,  n

jz   ne peuvent 

prendre chaqu’une que j+1 valeurs   
Si on considère la condition terminale  TY ξ=  , qui est une fonction de TW . On pose  

( )T TY W= Φ  dans ce cas  ( )n n n
n nhy Mξ= = Φ ,en appliquant ce procédé pour chaque j  et 

pour les deux schémas (schéma explicite (9) ou bien pour le schéma implicite (6)), à chaque 
instant   0 1j n≤ ≤ −  nous pouvons calculer facilement  
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))
1

11 ,(,( ∑
=

==
j

i

n
j

n
jhjMjy n

jh εφφ ,

))
1

22 ,(,( ∑
=

==
j

i

n
j

n
jhjMjy n

jh εφφ   

Sur la base de ces schémas, Xu  Mingyu et Shige Peng [51] ,[58] ont developé un  
programme sur Matlab qui simule et calcule la solution d’edsr  dans des cas particuliers  
suivant le driver ( , , )f f t y z=  et la fonction de la condition initiale  =ξ ( )xΦ = Φ avec T=1 , 
ici x  représente le mouvement brownien  1W . (Dans ce cas, on peut consulter encore [58]). 
En tenant compte que le driver f vérifie la propriété de Lipchitz sur l’intervalle [ 0 , 1] , à 
travers les quatre exemples suivants, on va présenter graphiquement quelques trajectoires 
d’edsr dans le cas où f est linéaire ou non linéaire. 
Chaque exemple comporte cinq figures graphiques : 
La première représente une simulation de quelques trajectoires brownienne suivant la 
condition terminale de l’edsr ( )xΦ .   
La deuxième figure fait apparaître les trajectoires des deux composantes de la solution 
approchée : 

n
jy  est représenté en rouge et n

jz en vert,  en 2d et en 3d. 
Le graphe en 2d représente les trajectoires ( , )tt Y   et  ( , )tt Z  et le graphe en 3d représente les 
trajectoires ( , , )t tt W Y  et  ( , , )t tt W Z  ; dans cette dernière, on peut constater, en bleu, la 
trajectoire du mouvement brownien et la trajectoire de la fonction de la condition 
terminale ( )xΦ    . 
Dans la troisième figure graphique on peut voir plusieurs trajectoires de la solution, suivant 
les différentes valeurs du mouvement brownien. 
La quatrième représentation graphique s’appelle ‘ la solution Y sur une surface’, comme son 
nom l’indique, ce graphe en 3d fait apparaître le chemin que suit la trajectoire de Y sur une 
surface, déterminée suivant la fonction condition terminale, on peut constater sur cette 
surface l’allure de la trajectoire ty  en rouge et en bas on peut voir la trajectoire du 
mouvement brownien ( )tW ω . 
Le cinquième graphe représente en rouge plusieurs simulations de trajectoires, sur la même 
surface, suivant les différentes trajectoires du mouvement brownien, vues au dessous de la 
surface.   
La dernière figure graphique, sous forme d’une surface déterminée par la fonction 
terminale ( )xΦ  , s’appelle ‘surface de la solution y’, elle représente la solution n

jy  suivant les 
déférents états (au total 400 dans notre cas),.  La couleur rouge (resp bleu) corresponde à la 
solution y (resp au mouvement brownien) tandis que la couleur allant de jaune au vert 
représente les liens entre les trajectoires de la solution  ty    et les trajectoires du mouvement 
brownien. 
Toutes les simulations graphiques son réalisés pour n=400 et T=1, suivant le schéma 
implicite. 
On s’intéresse dans les simulations suivantes à déterminer   les valeurs déterministes 0 0,n ny z  
 
Dans le cas de l’edsr ( , , ) ( )dy f t y z dt ZdW t− = −   avec la condition terminale 

1( )
T

y W ξ= Φ =    

 



 64 

Premier cas
 

    f   est linéaire       ,     f(t , y, z) = a.y+ b.z + c     

Exemple
1

sin Wξ =    a=b=c=1 ,     Dans ce cas on sait qu’ont peut calculer la solution 

explicitement : 

    la solution exacte pour t=0    2
0

1exp(( ) ) [ exp( )] [exp( ) 1]
2 T

cy a b T E bW aT
a

ξ= − + −   

=  1 1exp(1/ 2) [sin )exp( )] [exp(1) 1]E W W + − . 
 
La méthode de Monte-Carlo avec 10 000 000 échantillons donne la solution 0y = 3.4850  
 
Avec la méthode proposé par le schéma implicite et pour n=400  On trouve,  y(0)=3.48 , 
z(0)=0.2101 (figure  9) 
 
 

 
Deuxième cas  

f  n’est pas linéaire  
 
 

( , , )f t y z y z= −
Exemple  

 ,  ( ) sin / 2x x πΦ = +   ,   T=1  . On trouve,  y(0)= 1.7 ,   z(0) = 0.2482 
                            
 

 
 
 

 
 

 
 
                                                                         Fig.8      

Premier cas    f(t , y, z) = y+z + 1    ;      
1

sin Wξ =  



 65 

Premier cas    f(t , y, z) = y+z + 1    ;      
1

sin Wξ =  
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                                                                                                                 Fig. 9 
 



 66 

 
Premier cas    f(t , y, z) = y+z + 1    ;      

1
sin Wξ =        

                                                                            

 
                                  
                                                                                                           Fig.10 
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Premier cas    f(t , y, z) = y+z + 1    ;      
1

sin Wξ =        

 

 
 
                                                                                                                Fig.11
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Premier cas    f(t , y, z) = y+z + 1    ;      
1

sin Wξ =        

 
 
                                                                                                                 Fig.12
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 Deuxième cas      ( , , )f t y z y z= −   ,   ( ) sin / 2x x πΦ = +    ,    T=1 
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                                                                                                     Fig.13 
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Deuxième cas      ( , , )f t y z y z= −   ,   ( ) sin / 2x x πΦ = +    ,    T=1 

 
                                                                                                             Fig. 14 
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Deuxième cas      ( , , )f t y z y z= −   ,   ( ) sin / 2x x πΦ = +    ,    T=1 
 
 

 
 
                                                                                                 Fig.15
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Deuxième cas      ( , , )f t y z y z= −   ,   ( ) sin / 2x x πΦ = +    ,    T=1 
 

 
 
                                                                                              Fig.16
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3.3.6  Résultats numériques  
 
Dans cette partie on réalise quelques applications numériques, par l’utilisation du schéma explicite. 
 

 
Premier cas  

f  linéaire  
 
 

 
exemple 

( , , ) 0.1 0.4f t y z y z= − −  
 

,    ( ) max(0;100.( 1))xx eξ = Φ = −  
  
le programme matlab basé sur le schéma explicite donne 
 

 
                       

 
                                                                    Fig.17 
 

 n   100  200  400  500  1000  2000  3000  4000  6000  7000  8000 

 0y   41.1853  41.3406  41.3683  41.3738  41.3843  41.3904  41.3923  41.3932  41.3941  41.3944  41.3946 
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Deuxième cas   
 
f non linéaire 

 
 
 

( 0.1(y -z) -0.1(y-z))  
f(y,z)= -0.1y-0.4z +

2

exemple 

 

( ) max(0;100.( 1))xx eξ = Φ = −  
 
En appliquant le même programme  on aura résultats suivants  
 

 
 
 
 
 

 
                                                                           Fig.18 
 

 n   100  200  400  500  1000  2000  3000  4000  6000  7000  8000 
 0y  44.4207 44.4708 44.4958 44.5008 44.5108 44.5159 44.5175 44.5184 44.5192 44.5194 44.5196 
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3.4  Discrétisation et resolution numérique des équations différentielles 
Stochastiques rétrogrades réfléchies  non markoviennes avec une seule 
barrière inférieure continue. 
 
Considérons l’edsrr  avec une seule barrière L  

( , , )
T T

t s s T t s s
t t

Y f s Y Z ds A A Z dWξ= + + − −∫ ∫  , tY L≥ , 0 t T≤ ≤ , 
0

( ) 0
T

tt tY L dA− =∫ (1)  

Comme dans le cas précèdent pour les edsr ordinaires, cette edsrr peut être approchée dans 
un petit intervalle  [ , ( 1) ]jh j h+  par l’équation discrète suivante (on peut consulter à ce sujet 
[43], [51]) 

1 1( , , )

, ( ) 0

n n n n n n n n
j j j j j j j j j

n n n n n
j j j j j

y y f t y z h d z h

y L y L d

ε+ += + + −

≥ − =
    (2) 

 où  
1

n
j t t jj

d A A
+

= −  et    0 1
0 0

j k
n n
j i

i i
t ti i

L L h l hσ ε +
= =

= + +∑ ∑   (3) 

dans ce cas l’équation  (2) s’appelle, équation différentielle stochastique rétrograde réfléchie, 

discrète avec la valeur terminale 1 0
0

( ) )
j

n n
i j n

i
hξ ε + ≤ ≤

=

= Φ ∑  

Remarque   
 
Quand la barrière est une fonction du mouvement brownien W ie L = 0( ) ( , ( ) )t t t s tL t Wψ ≤ ≤=  
avec 1,2 ([0, ] )C Tψ ∈ × , par l'application de la formule d'ito , on a 

tL = 
2

0 20 0

1( ) ( , ) ( , )
2

t t

s s sL s W s W d W
s x x

ψ ψ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂∫ ∫ . 

Dans ce cas, la version discrète de la barrière est  [ / ] [ / ] 1 0 [ / ]
0

( , ( ) )
i

n n
t h t h k i t h

k
L t hψ ε + ≤ ≤

=

= ∑  . 

Supposons que 1
n
jy +  connue, essayons de trouver un triplet ( , , )n n n

j j jy z d  , n
jM  mesurable qui  

satisfait (2). 
 
Posons 1

1 1
n
j n

j
Y y ε+ +

+
= =  ,   1

1 1
n
j n

j
Y y ε− +

+
= =−  

 

Par (2) on déduit ,   1 1[ ]n n
j j j

n
jz E y ε+ += M  = 1 ( )

2
Y Y

h + −−   et  

1 1[ ] ( , , )n n n n n
j j j j j j j

n
jy E y f t y z h dε+ += + +M              (4)                                                                                                                                   

,n n
j jy L≥   ( ) 0n n n

j j jy L d− =  
                             
Alors, introduisons deux schémas différents pour cette équation : 
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3.4.1 Schéma réfléchi implicite    
  
 Commençons par la présentation de schéma implicite (construit par Memin, Peng et Xu 
Mingyu) [34] ,  Considérons la fonction ( ) : ( ( , , ) ( , , ))n n n

j j j j jG y y f t y z f t L z h= − −  ; alors pour 
un assez petit h 
nous avons 2( ) ( ), (1 ) 0G y G y y y h c y y′ ′ ′〈 − − 〉 ≥ − −   cela veut dire que  ( )G y  est 
strictement  
Croissante avec ( )n n

j jG L L=  donc on a  1( ) n n
j jG y L y L− ≥ ⇔ ≥ . 

On a 1
1[ ] ( )
2

n
j

n
jE y Y Y+ − += +M   d’où   

1 1( ( ) ( , , ) )
2

n n n n
j j j j jy G Y Y f t L z h d−

− += + − +  ,  1( ( ) ( , , ) ) .
2

n n n n
j j j j jd Y Y f t L z h L −

− += + + −       

 
3.4.2Schéma réfléchi explicite  
 
Pour les mêmes argument dans le cas des edsr au lieu de résoudre l’équation en G , 
construisons un Schéma réfléchi explicite en Remplaçant n

jy  par 1[ ]n
j

n
jE y + M  dans la partie 

droite de l’équation (4) 
 
Nous aurons alors la solution approchée  
 

1 1[ ] ( , [ ]), )n n n n n
j j j j j j

n n
j jy E y f t E y z h d+ += + +  M M  

1 1( [ ] ( , [ ], ) )n n n n n
j j j j j j

n n
j jd E y f t E y z h L −

+ += + − M M  

On aura ce résultat par substitution de 1
1[ ] ( )
2

n
j

n
jE y Y Y+ − += +M   dans (4). 

3.4.3 Schémas de pénalisation numérique 
 
il y’a une autre méthode numérique importante dite approximation par pénalisation  ,elle 
consiste à introduire une edsr appelée équation de pénalisation .Pour p∈ . Cette équation, 
avec le respect de la barrière inférieure L, est     

 ( , , ) ( )
T T T

p p p p p
t s s s s s s

t t t

Y f s Y Z ds p Y L ds z dWξ −= + + − −∫ ∫ ∫    (5) 

Par le théorème de comparaison pour les edsr, nous aurons 1p p
t tY Y +≤   pour p∈ . 

 

Remarquons que 
0

( )
t

p p
t t sA p Y L ds−= −∫ .    Alors on a le théorème suivant     
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Théorème3.3 
 
Il existe une constante positive µ  indépendante de p telle que 

2 2 2

0 00

[sup sup
T

p p p
t t t t t t

t T t T
E Y Y Z Z dt A A

p
µ

≤ ≤ ≤ ≤
− + − + − ≤∫  

 
Quand p →∞  on sait que   pY Y→  ,  pA A→      dans 2[0, ]S T   et  pZ Z→  dans 2Lℑ  
 
Par le théorème précédent, on peut trouver une approximation pour la solution d’une edsrr en 
utilisant la solution de l’équation pénalisée (5). 
 Pour p assez grand, dans un petit intervalle[ , ( 1) ]jh j h+ , on considère l’edsr discrète 
pénalisée   suivante : 

, , , , , ,
1 1( , , ) ( )p n p n p n p n p n n p n

j j j j j j j j jy y f t y z h p y L h z hε−
+ += + + − −  

 
Si nous connaissons déjà , ,

1 1( , )p n p n
j jy z+ + ,alors on peut trouver , ,( , )p n p n

j jy z  à l’aide de l’équation 

précédente, en premier on obtient  , ,
1 1

1[ ] ( )
2

p n p n n p p
j j j

n
jz E y Y Y

h
ε+ + + −= = −M  où   

pY+ = ,
1

1 1
p n
j n

j
y ε+

+ =
  ,   ,

1
1 1

p p n
j n

j
Y y ε− +

+
= =−  

 
Alors ,p n

jy  vérifie l’équation suivante 

                                 , , , , ,
1[ ] ( , , ) ( )p n p n p n p n p n n

j j j j j j j
n
jy E y f t y z h p y L h−+= + + −M  (6) 

 
Il y’a deux méthodes pour trouver ,p n

jy  , la première méthode à l’aide d’un schéma implicite  
qui se base sur  la résolution de l’équation  

                                 , 1 , 1
1

1( ) ( [ ]) ( ) ( ( ))
2

p n p p n p p p
j j

n
jy G E y G Y Y− −

+ + −= = −M  

où  pG  est la fonction définie par ,( ) : ( ( , , ) ( ) )p p n n
j j jG y y f t y z p y L h−= − + −    et   

, ,( )p n p n n
j j jd p y L h−= −                       

La deuxième méthode consiste à construire un schéma explicite par le remplacement de ,p n
jy  

dans f  de l’équation (6) par ,
1[ ]p n

j
n
jE y + M  ce qui nous ramène au schéma de pénalisation 

explicite- implicite suivant  
, , , , , , ,

1 1 1 1[ ] ( , [ ], ) ( [ ] ( , [ ], ) )
1

p n p n p n p n p n p n p n n
j j j j j j j j j j

n n n n
j j j j

phy E y f t E y z h E y f t E y z h L
ph

−
+ + + += + + + −

+
     M M M M

avec , ,
1 1 1

1 1

1[ ] ( )1 12
p n p n n
j j jn n

j j

n
jE y y yε ε+ + +

+ +
= += =− M  et  , ,( )p n p n n

j j jd p y L h−= −  
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3.4.4Convergence des schémas de discrétisation  
 
Commençons par l’étude des schémas de pénalisation pour l’edsrr avec barrière inférieure. 
 
Pour le schéma implicite pénalisée défini par   
 

, ,
[ / ]

p n p n
t t hY y=      ,    , ,

[ / ]
p n p n

t t hZ z=     et  [ / ], ,
0

t hp n p n
t mm

A d
=

=∑  
 
Proposition 3.3 [51] 
 
 En plus de l’hypothèse h1 (voir chapitre II ), supposons que  

22{ } sup { }n

n
E Eξ ξ+ ∞  et   

2
lim { } 0n

n
E ξ ξ

→∞
− = , alors 

 la suite , ,( , )p n p n
t tY Z  converge vers ( , )t tY Z  dans le sens suivant : 

 
2 2, ,

0 0

[ sup ] 0
T

p n p n
t t s s

t T
E Y Y Z Z ds

≤ ≤
− + − →∫   (7) 

qd n →∞ , p →∞   et ,p n
t tA A→  dans 2 ( )tL ℑ  pour 0 t T≤ ≤ . 

 
Proposition 3.4 [51] 
 
Sous les mêmes hypothèses et pour  ,n p→∞ →∞  , le couple , ,( , )p n p n

t tY Z   converge vers 
( , )t tY Z dans le sens suivant : 

2 2, ,

0 0

sup 0
T

p n p n
t t s s

t T
E Y Y E Z Z ds

≤ ≤
− + − →∫   avec ,p n

t tA A→  sur 2 ( )tL ℑ   pour  

0 t T≤ ≤  
 
 
Théorème 3.4    [ 51]  

Sous les mêmes hypothèses  
2 2

0 0

lim [sup ] 0
T

n n
t t t tn t T

E Y Y E Z Z dt
→∞ ≤ ≤

− + − =∫   

et   [0, ]t T∀ ∈ ,  2lim [( ) ] 0n
t tn

E A A
→∞

− =  
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3.4.5 Simulation des équations différentielles stochastiques rétrogrades 
réfléchies avec une seule barrière continue inférieure. 
 
Dans ce qui suit on suppose que T=1 et commençons avec n n

ny ξ= , d’une façon rétrograde, 
on cherche à trouver la solution approchée ( , , )n n n

j j jy z d  pour 1,......,1,0j n= −  où 

1
n
j t t jj

d A A
+

= −  . 

suivant le schéma explicite.   
Pour éviter la complexité des calculs, nous allons aborder seulement les cas 
simples 1( )Wξ = Φ , 

( , )t tL t W= Ψ , où  φ  est définit sur IR  et  Ψ  est définit sur IR]1,0[ ×  . 
 Pour la simulation on utilise un programme sur Matlab similaire à celui qu’on a utilisé pour  
Les   edsr (à consulter  [43 ], [51], [58], [59]) basé sur le schéma explicite. 
 

 
Exemple 

Réalisons une simulation de la solution de l’edsrr  
1 1

( , , )t s s T t s s
t t

Y f s Y Z ds A A Z dWξ= + + − −∫ ∫  , tY L≥ , 0 t T≤ ≤ ,  avec 

1

0

( ) 0tt tY L dA− =∫   

en utilisant le schéma explicite avec 

( , )f y z y z= − +    ,  1sin( )Wξ = , 1
1sin( )

2 2
L W π
= + − .     

Dans la figure 20 on peut constater deux surfaces collées l’une à l’autre, la surface de 
dessous est la surface barrière et la surface d’en haut est réservée à la solution y  où  sont 
tracées  deux trajectoires de cette solution approchée , ,

0( )n i
j j ny ≤ ≤  pour i = 1,2 

correspondantes aux deux trajectoires d’un échantillon de brownien  discret ,
0( )n i

j j nW ≤ ≤  ,  
i = 1,2  vues en bas , pour voir bien la correspondance entre ces deux groupes de trajectoires, 
on a relié  entre eux  par  de fines lignes verticales.  
Quand la trajectoire de cette solution va pénétrer dans cette région de surfaces, la force  

, ,

0
, 1, 2

j
n i n j
j s

s
A d i

=
= =∑  la pousse d’en bas vers le haut , figure (19 )  , en effet, en absence de 

cette barrière dans cette endroit, ,
0( )n i

j j ny ≤ ≤   va devenir plus petite que la barrière 

réflectrice ,n j
jL . Donc pour garder  , ,

0( ) >n i n j
j j n jy L≤ ≤  , l’action de cette force  ,n i

jA   est 
nécessaire. 
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                                                                Fig(19 ) 
                                                                          
 
Dans le reste de cette figure 20 on peut voir respectivement la trajectoire de la force  

, ,

0
, 1, 2

j
n i n j
j s

s
A d i

=
= =∑  correspondante à la valeur ,

0( )n i
j j ny ≤ ≤   , i=1,2 et la 

trajectoire , , , 1, 2n i n j
j jy L i− = . 

 On peut montrer que , ,n i n j
j jy L−  =0 est nécessaire pour la croissance de  ,n i

jA  mais l’inverse 

n’est pas vrais toujours, ie, quand  , ,n i n j
j jy L−  =0, on a pas nécessairement ,n i

jA  croissant.  
La figure21 montre clairement la surface barrière sous les deux trajectoires de la 
solution ,n i

jy . 
Dans la figure22 et la figure 23 , sont réalisées les simulations des trajectoires de la solution 
( , , )t t tY Z A en plus de celle du processus t tY L− en trois et en deux dimensions. 
 
La figure 24 représente la surface de la solution Y (qui a les mêmes caractéristiques que dans 
le cas de edsr) collée   à la surface barrière qui apparaît au dessous (figure 25).
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                                             Simulation de deux trajectoires de la solution y (t) sur une surface 
 

( , )f y z y z= − +    ,  1sin( )Wξ = , 1
1sin( )

2 2
L W π
= + −  

 
                                                                                                                    Fig.20 
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                                                                                                                Fig. 21 
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                                                                                                             Fig.22 
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                                                                                                             Fig.23 
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                                                                                                            Fig.24
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                                                                      Fig.25 
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                          Chapitre 4 
 
 

 
Discrétisations des équations différentielles stochastiques 

Rétrogrades markoviennes. 
 
 
 
 
 
4.1 Discrétisation dans le cas où le driver ne dépend pas de Z  
 
Considérons maintenant le cas markovien des équations différentielles stochastiques 
rétrogrades, et commençons par donner un résumé de la méthode de Zhang introduite dans sa 
thèse [62] dans le cas où f   ne dépend que de t , Y, X  et  b  , σ   ne dépend que de t et X . 
Pour cela on se donne comme d’habitude un mouvement brownien  ( )t tW ∈  à valeurs dans IR 
et  0( )t t≥ℑ  sa filtration et considérons le système d’équations 
 

                        ( ) ( , , )
T T

t T s s s s
t t

Y X f s X Y ds Z dW= Φ + −∫ ∫          ,       [ ]0,t T∈              ( I ) 

                        
0 0

( , ) ( , )
t t

t s s sX x b s X ds s X dWσ= + +∫ ∫             

Supposons  
• ,b σ    sont uniformément lipchitziennes 
• Φ est une fonction mesurable à croissance au plus polynomiale 
• f  est une fonction mesurable bornée par rapport à t , X et c uniformément 

lipchitzienne par rapport à Y.  
 
Pour discrétiser cette EDSR on fait une partition de l’intervalle 
[0,T] : 0 1: (0 ...... )nt t t Tπ = < < < =     , niti /=  . 
 

Ona alors pour i fixé, 
1 1

1
( , ) ( , )

t ti i
ti t ti i

X X b s X ds s X dWs st Si
σ

+ +

+
= + +∫ ∫  

                         et                    

                                   
1 1

1
( , , )

t ti i

t tii t ti i

Y Y f s X Y ds Z dWs s s S
+ +

+
= − +∫ ∫  
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on applique le schéma d’approximation d’Euler   à  l’EDS  en   Xt

0 0t tX Xπ =
   on aura  

= x 
 
, 

1
( ) ( )t t t i t ii i ii

X X b X X Wπ π π π π πσ
+
= + ∆ + ∆  pour i=1,2….,n     avec i

π∆ = 1i it t+ −   et  

1i i iW W Wπ
+∆ = −  

 
 Si on applique également le même schéma d’Euler à l’EDSR sans considération de la 
condition d’adaptation de iZ π   alors la solution (Y,Z) sera approché par ( ππ ZY , ) avec la  
condition terminal définie de manière rétrograde par   
              π

TY   =   )( π
TXg      

                                                            
et  

       
( , , )( ) .( )11 1i

i t ti i
Y Y f t X Y t t Z W Wt t t t tiii ii i

π ππ π π− + = − − −++ +
 

                               
            ⇒       Yti

π   [ ( , , )( ) )1 11 1 1 it
E Y f t X Y t tt t t ii ii i i

π π π= + − ℑ+ ++ + +
         

 
   Car On a  ( ( ) )t t ti i i

E Z W Fπ ∆ =0 alors ( ti
E yπ t i

ℑ )  =  ti
yπ   = 1( ( , , , )( )i t t t ii i i

E f t X Y Z t tπ π π
+ −

itℑ ) 

 
,   iW∆   

1
( )

i it tY Y
+
−   = iW∆  [ 1( , , )( ) . )

i i i ii t t i i t tf t X Y t t Z Wπ π π
+ − − ∆ ] 

i+1 it t[( )(Y - Y ) ]
ii tE W Fπ π∆ = 1 ( ( )[( ( , , )( ) .( )] )

i i i ii i t t i i t i tE W f t X Y t t Z W Fπ π π
+∆ − − ∆  

 
Comme ti

[( )(Y ) ] 0i ti
E W π∆ ℑ = , , E( )( ( , ) 0i i t t ti i i

W f t X Yπ π∆ ℑ =  , 2( ( )  )=  it ti i
E Z Wπ ∆ ℑ 1( )i it t+ − ti

Zπ . 

Alors   1 1( ) ( )
i ii i t i i tE Y W t t Zπ π

+ +− ∆ ℑ = − −     ⇒     1( ) [Y ]t1 i+1
t t E W ti ii i

π−− ∆ ℑ =+ Zti
π  

 
Finalement nous aurons le schéma suivant  
 

                       ( II )   

1
1

1

1 1

1

( ) [ ( )]

( ) ,0

, [ ] ( ) ( , , , )

it i i i i

T T

i i i

t ti i

t t i t t ti i i ii

Z t t E Y W Wt

Y X i n
Y E Y t t f t X Y Z

π π

π π

π

π

π π π π π

−
+

+

+ +

+

 = − −
 = Φ ≤ ≤
 = + −

 
 
Avec  [.] [. ]i ti

E Eπ π= ℑ  

Pour étudier la convergence des processus X π , Y π , Z π    définis par la relation (B  )  
qd  0π →    où     iini

tt −= +≤≤ 11
maxπ  est le pas de discrétisation  , on pose  

⇒
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( )T TY g Xπ π=  et on note  ( , )U V  la solution sur  1[ , ]i it t +  de l’équation stochastique 

rétrograde.  

Pour     1[ , ]i it t t +∈   ,on a  1

1

1
( ) ( , , )t t i i s s

t

ti

i
U Y t t f t X Y V dWt ti i i

π π π
+

+

+
= + − − ∫  (III) 

 
On pose  Y Ut ti

π =  et  Z Vt ti
π =  pour tout  t∈ [ , ]1t ti i+  , on vérifie que  

 
 

)),,()
1

(
1

[
itit

Y
it

X
i

tf
i

t
i

t
it

E
it

YY ℑ−
+

+
+

= ππππ  , 

 ( )T TY g Xπ π=                                                                                   (IV) 
 

 
A travers le théorème suivant, Zhang a montré l’existence de fonctions déterministes u, v 
telles que  

( , )s sY u s X= ,  ( , )s sZ v s Y=  dont il a déterminé explicitement les fonctions iu  , iv    , vérifiant  

ti
Y π = ( )i ti

u X π ,             ( )it ti i
Z v Xπ π=  

 
 
Theoreme 4.1 [62] 
 
 
On note par ,

1( , )( ) ( , )( ), ( )
i

s x
t t t t i iA x h s x t s s x W W t tσ −= + − + − ∆ = −  

On définit par récurrence  
 

( ) ( )u x xp = Φ  ,  ( ) 0v xp =  
 

, , ,1 1 1( ) [ ( ) ( , , ( )) ]1
t x t x t xi i iu x E u A f t A u At t t ti i ii i i i i
− − −= + ∆−  

 
( ) , , ,1 1 1 1( ) [ ( ( ) ( , , ( )) )]1

W Wt t t x t x t xi i i i iv x E u A f t A u At t t ti i ii i i i iti

−
− − − −= + ∆− ∆

 

 
On a alors    Yti

π = ( )u Xti i
π ,             ( )Z v Xt tii i

π π=  
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4.2 Majoration d’erreur et convergence du schéma 
 
Définition 4.1    
 
Une fonction nd IRIRIR],0[: →××Tf  sera lipschitzienne en espace est  α −  holdérienne 
(d’ordre )α en temps s’il existe des constantes des constantes 1 2 3, ,C C C  strictement positives 

telles que  1 2 3( , , ) ( , , )f s x y f s x y C s s C x x C y yα′ ′ ′ ′ ′− ≤ − + − + −  
 
 
Théorème 4.2 [61] 
 
Supposons que les cœéfficients , ,f b σ  et g   (dans le système d’EDSR) sont 
lipchitziennes en espace et que , ,f b σ  sont holdériennes d’ordre ½  en temps  alors il 
existe  0C  tel que   

2 2 2sup [ ] [ ] (1 )
T

t
E Y Y E Z Z ds C xs s s s

t s T
π π π− + − ≤ +∫

≤ ≤
 

Ce qui implique la convergence du schéma  
 
Dans le même cas, On peut trouver dans [22]  un théorème important dit de Chevance  
: 
Théorème 4.1   
Si f ne dépend pas de Z et si les cœfficients sont réguliers (dans le sens conditions de 

Lipchitz) on a  
0 0

1Y Y C
n

π − ≤  

 
4.3 Généralisation au cas où f dépend de Z   
 
Il s’agit de résoudre l’edsr     
 

( ) ( , , , )
T T

t T s s S s s
t t

Y X f s X Y Z ds Z dW= Φ + −∫ ∫                     [ ]0,t T∈     

où   
0 0

( , ) ( , )
t t

t s s sX x b s X ds s X dWσ= + +∫ ∫  

 
Depuis le milieu des années 90 plusieurs articles sont parus, sur le même sujet mais 
dans le cas où  
f dépendant  de ,X Y , Z. 
Parmi les auteurs, on peut cité Zhang , N. El karoui,  Pardoux , Peng  , Bruno 
Bouchard, Nizard Touzi ,Jin ma , protter , jiongmin yong, Labart, Christian  Bender, 
Robert Denk, Bally ,Gobet et Warin , Lemor , G.N.Milstein et M.V Tretyakov , , 
Benssousan , Mennouzi Bahlali ,Elssaki et autres… 
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Dans ce paragraphe on va aborder brièvement quelques résultats importants. 
 
Zhang dans sa these [61] s’est intéressé à ce cas en proposant un schéma de 
discrétisation basé sur la méthode d’E.M mais sans donner de réponse pour 
l’approximation de Z , même constat pour le schéma en quatre étapes proposé par  Jin 
ma , protter , j. yong. Dans [46] . Bally a développé dans [3] un schéma intéressant en 
utilisant la partition aléatoire du temps. Ce schéma reste encore difficile à appliquer 
en pratique.                 
Ensuite une nouvelle methode basée sur le schema de Monte-Carlo et la régression non 
paramétrique 
 Comme exemple, on peut consulter [9], [20] , [32] , [33]. 
Dans  [7] Bruno Bouchar et Nizar Touzi ont repris le travail de Zhang   pour développer en 
trois étapes un schéma d'approximation implicite qui utilise cette méthode  :   
 
Dans une première étape ils ont suivit le même chemin que celui de Zhang où ils ont 
appliqué  
La méthode d’E.M au système sans tenir compte de l’adaptation des variable et il ont aboutit 
au schéma de discrétisation, en temps, suivant 
          

),,()1(][

)(

)]
1

(
1

[1)1(

,
1

ππππ

π

ππ

ππ

ππ

itititit

it

ZY
it

XitfititYiEY

TXTY

it
W

it
W

it
YiEititZ

−++=

Φ+

−
++

−−+=

+

     ni ≤≤0,             

 
 
Ensuite il ont proposé une approximation de Z  notée  Z  , appartenant à la classe des 
processus 

it
ℑ  mesurables constants par morceaux sur les intervalles [t   , t ] i i+1 .  

11( ) [ ]1

ti
Z t t E Z dst s tii iti

+−= − ℑ∫+
  est défini pour t [t   , t ] i i+1∈ , 

 
et ils ont  majoré l’erreur de  discrétisation au sens 2L  exprimée  par la formule  
 

    2e
 

1
2

t [t   , t ] 1

1 2

2 21
i i+1

max[ sup ( )]
i n

ti

t t t ti i i ii n L Lti

E Y Y E Z Z dtπ π

∈ ≤ −

+

−
= − + −∑ ∫

 

 
Pour T=1 

il ont  prouvé l’existence d’une constante C  telle que   2

2

2
1/2( )t ti i H

e C n Z Zπ− +≤ −  

avec  1
1( )i in t t −
+= −  et  

1
2 1/ 2

0
2 [ ]tHV E V dt= ∫  

ce qui implique que 2lim 0
n

e
→∞

=  ie le schéma converge. 

C’est le résultat trouvé par Zhang. 
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Dans la deuxième étape, les auteurs ont remarqué qu’on peut pas appliqué le schéma de 
discrétisation comme il a été présenté dans l’étape1, car il nécessite le calcul d’espérances 
conditionnelles en dimension infinie, ce problème est résolu par l’application des approches 
par quantification ou par régression non paramétrique qui consiste à remplacer cette 
espérance par une approximation qu’on peut calculer. On a   

1 1
( ) ( )t t t ti ii i

E y E y Xπ π
+ +

ℑ =  et 

[( ( )
1 1

E Y W W Ft t t ti ii i
π −
+ +

)= [( ( ) )
1 1

E Y W W Xt t t ti ii i
π π−
+ +

.Il suffit donc de considérer une 

approximation π
iÊ de l’opérateur iEπ = )(. π

it
XE  qu’on note par π

iÊ   et on lui associe le 

processus )ˆ,ˆ( ππ ZY  (voir l’article cité en référence , [9] ).définie par     
 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] ( , , , )

1
Y E Y f t X Y Zt t t t ti ii i i ii
π π π π π π= +

+
)( 1 ii tt −+    

 
1

1 1 1
ˆ ˆ( ) [( ( )t t t tii ii i
Z t t E Y W Wi i
π π−

+ + +
= − − ] ,0 i n≤ ≤ avec la condition terminal   

ˆ ( )1 1 1Y g X Yπ π π= = .        
 
D’où  le  théorème suivant  
 
Théorème  4.2 [9]  
 
Sous  les conditions de Lipchitz on a pour  ni ≤≤0     

 
}{

2
L

 
2

L
1

2
 )]1(

1
ˆ )[- ˆ(    ]ˆ)[- ˆ( 

10
maxˆ πππππππ ππ

+∆
+

+
−≤≤

≤−
+ jjtYjEjEYjEjE

nj
Cn

it
YY

jt
L

it

avec  ii ttn −= +1  
  Dans la troisième étape les deux auteurs ont donné une méthode (techniquement 
lourd) basée sur le calcul de Malliavin) pour choisir l’opérateur Êπ .     
 
Le travail le plus récent, à ma connaissance, toujours sur le même sujet est celui de 
Céline Labart  dans  [16]  ou' elle est arrivée à quelques résultats : 
 
Hypothese1 
 
Supposons que les fonctions , , ,b fσ Φ et sont bornée en x et uniformément 
lipchitzienne, continue par rapport à (x,y,z)et continues holdériennes   de paramètre  
1/2  par rapport à t . De plus Φ  est de classe 2Cb

α+  pour  ]0,1[.α ∈  La matrice 
*a σσ=  est uniformément elliptique. 
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Théorème 4.3 [16] 
 
Sous l'hypothèse 1, on définit l'erreur pour 0p    
 

L'erreur de discrétisation  ( )pe n    est d’ordre 
n

1 : il existe    ( , )K T x  telle que     

n
xTKnep
),()( ≤  

où  
1

1
21

2
0 0

( ) max ( )
k

t

k

tp ppn

p tk n k t
t tk kk

e n E Y Y E Z Z dtπ π
+−

≤ ≤
=

 
= − + − 
  

∑ ∫   et   Y π    et    Z π  sont 

définies par le schéma  précèdent . 
 
 
Ce théorème est une généralisation de théorème établi par Zhang   pour p = 2.  
D’autres résultats établis par c.labart   , donnant un développement presque sûr des erreurs  
Y Yπ−  et  Z Zπ− . 

On sait, que la différence en norme pL  entre X  et  π
tX  est d’ordre 

n
1 . 

Le but c’est le développement de l’erreur entre Y Yπ− et Z Zπ−  et l’influence de l’erreur   
tX Xπ−   sur les erreurs Y Yπ− et Z Zπ−  

Sous certaines conditions et pour des fonctions 1ψ , 2ψ  explicites ona  
2

1
1( , )( ) ( ) ( )kt t t t t tk k k k k k

Y Y t X X X O O X X
n

π π π πψ− = − + + −  

tk
Z Zπ π− =  

2

2
1( , )( ) ( ) ( )k t t t t tk k k k k

t X X X O O X X
n

π πψ − + + −  

 
Ce qui généralise le résultat de D.Chevance (théorème) au cas où f   dépend de z 
 

Plus généralement l’erreur s’écrit   ( )k tt tk k

CY Y X X
n

π π πα− − − ≤ MAX
2

t tk k
X Xπ −   ou` 

kα  est un vecteur aléatoire explicite et borné. 
 
Le même développement est valable pour la variable aléatoire Z : 
 

( )k tt tk k

CZ Z X X
n

π π πα− − − ≤ MAX
2

t tk k
X Xπ −   Ce résultat montre  que ces erreurs 

dépendent principalement  de l’erreur trajectorielle  commise lors de la discrétisation de X 

,ce qui contredit les  affirmations précédentes ,que les erreurs sont d’ordre 
n

1 ,  de fait  de 

l’équation  de programmation dynamique issue de la méthode d’E.M   . 
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Ce nouveau résultat qu’on trouve dans [16] montre que dans le cas ou` on simule X de 
manière exacte aux instants tk, comme dans le cas 

n
1

de mouvement brownien géométrique ou 

arithmétique, les erreurs commises sur Y, Z sont d’ordre  .  
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Chapitre 5 
 
 

Applications des EDSR dans le domaine des finances 
 
 
Un problème qui se pose souvent en finance c’est l’évaluation de prix d’une option.  
 
 
5.1 Options financières 
 
Définition 5.1  
 
Les risques liés aux opérations boursières ont conduit le monde de la finance, à chercher des 
systèmes pour les réduire. Ainsi s’est développé le marché des options.  
Les options sont des produits dérivés qui donnent le droit à leur détenteur d’acheter ou de 
vendre une quantité donnée d'un actif sous-jacent à un prix déterminé à une date 
prédéterminée ou avant cette date.  
 
Une option d'achat (droit d'acheter l'actif sous-jacent) s'appelle un call alors que l’option de 
vendre s’appelle put. Une option qui peut être exercée à n'importe quel moment avant la date 
d'échéance est dite option "à l'américaine" , Une option qui ne peut être exercée qu'à la date 
d'échéance est dite option à l’européenne.  
L’utilisation des options est très important surtout comme politique de gestion de risque. 
D’une autre part elles peuvent être utilisée pour des buts de spéculation. 
Le problème qui se pose consiste à donner un prix à ces options.   
 
b) L’évaluation du prix d’une option 
En ce qui concerne la valorisation des options, il faut bien mentionner que la valeur de 
l’option représente la probabilité d'exercer celle-ci : plus l'exercice est probable, plus l'option 
sera chère. Cette valeur dépend du sous-jacent précisément de son prix, de la volatilité du 
prix, de la durée jusqu’à l’échéance et des taux d’intérêts.  
Parmi les modèles d’évaluation on cite le modèle de Black - Scholes, le modèle binomial et 
le modèle des edsr… 
Les travaux de Black et Sholes et de Merton ont permis le développement de la théorie 
d’évaluation des options et ont été étendus à d’autres instruments financiers. 
Les limites que comporte le modèle de black et Sholes sont basées sur les hypothèses 
suivantes : 
 

• Le marché est supposé être liquide et fournir la même information à tous les 
intervenants. 
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• Le prix du marché change en continu suivant un modèle, celui d’un processus de 
mouvement brownien géométrique. 

• Les titres négociés sur le marché sont parfaitement divisibles. 
• Le processus d’échange sur le marché financier est supposé être un processus continu. 
• Le principe de non arbitrage est supposé être vérifié.( il n’y a aucune possibilité de 

gain certain en T en ayant investi aucun capital en t = 0). 
 
Dans la pratique, aucune de ces hypothèses n’est parfaitement satisfaite.Cependant, le 
modèle de Black et Sholes consiste un outil important d’analyse des marchés réels et les prix 
proposés par Black et Sholes offrent une Approximation des prix des options. 
Dans notre travail, on va considérer l’évaluation des options et les méthodes des edsr dans 
leur formes les plus simples. 
 
5.1.1 L’option européenne  
 
L’option européenne  d’achat  appelée  ’Call Européen’’ est un contrat qui donne le droit 
mais non l’obligation à son  détenteur d’acheter à une date T fixée à l’ avance , une action à 
un prix  k  fixé à l’ avance   .T est appelé la maturité  et k le prix d’exercice  (strike)   . 
 Dans ce  cas , le détenteur de l’option exerce son droit : il achète une action à un prix  k ; il 
peut le revendre instantanément au prix Tx  et dans ce cas il aura un bénéfice de ( ( k)Tx −  à la 
date T. 
Il y’a un second cas appelé option européenne de vente   ’Put Européen’ où le détenteur de 
l’option n’exercera pas son droit il ne vas pas acheter au prix k une action qu’il peut acheter 
moins cher sur le marché. il ne fait aucun bénéfice , dans ce cas le vendeur de l’option 
s’engage donc (suivant un contrat) à payer à son détenteur (l’acheteur) la 
somme (k )Txξ += − . 
le profit que permet l’exercice de l’option, on l’ appelle ‘’payoff’’ c’est une somme aléatoire,   
représentée par une fonction  h qui vaut à l’instant T   
 

( ) max(0, k) ( k)T T T TH h x x x += = − = − dans le cas d’un call européen , 
( ) max(0,k )T T TH h x x= = −   (k )Tx += −  dans le cas  d’un put européen . 

 La question qui se pose dans ce cas, c’est , quel est le  prix  de vente  ‘’ 0y ’’ de  l’option  à la 
date t = 0  pour que le vendeur  soit sûr qu’il disposera  de la somme ξ  à la date t = T  ? 
Estimer ce prix c’est valoriser le coût du couverture contre les risques de marché. 
Pour pouvoir assurer ce prix ( 0y ) ce vendeur doit choisir l’une des deux 
façons d’investissement : 
Le premier choix c’est d’investir dans l’action dont le prix courant est donné  par  la 
trajectoire de   l’EDS  linéaire, t t t tdx x dt x dWµ σ= +  où  tx  représente  le prix courant d'une 
part de l’action à l’instant t   , Cette EDS peut s’écrire sous forme intégrale : 

                                        0
0 0

t t

t s s sx x x ds x dWµ σ= + +∫ ∫  ,  [0, ]t T∈  

Dans ce cas particulier la solution de cette EDS est
)

0

2
( ( )2

t

W ttx x e
σσ µ+ −

= . 
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Le deuxième choix  c’est d’investir dans un placement sans risque ,une banque par exemple,  
avec un taux de rendement fixe et égale à r ; le prix d’une part est donné par  0

.
t

r tE E e=  , E  

Satisfait l’EDO 0
0

t

t sE E r E ds= + ∫     

Une stratégie par définition,   est la donnée d'un couple  de processus, [0, ]( , )t t t Tp q ∈  adapté par 
rapport à la filtration du mouvement brownien Wt tqoù   est le nombre de parts d’actif 
risqués ie le nombre d'actions détenus  dans le porte feuille à l'instant  t , tp  le nombre  d’actif 
sans risque.  
Donc la richesse (weath) du vendeur (le nombre d'action détenus dans son porte feuille)   à 
l’instant t est  t t t t ty q x p E= +   , avec  0y v=      et Ty = ( k)Tx +−  
Cela veut dire que l’évolution de la richesse ne dépend que de la variation des prix, ce qu’on 
appelle dans les milieux financiers la stratégie auto financée qui se résume par, pas de retrait 
ni d’ajout d’argent.  
 
5.1.2 Formule de Black et Scholes  
 
Le modèle de Black Scholes (1973) évalue les options européennes en temps continu, sa 
formule simple et pratique du prix de l’option a contribué à sa popularité et au 
développement à terme. 
L’équation aux dérivées partielles de Back –Scholes que doit satisfaire le prix y  de l’option 
s’écrit  

2
2 2

2

1 0
2 t t

t t

y y yx r x ry
t x x

σ∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂
 avec   Ty = ( k)Tx +− . Cette équation est obtenue en 

explicitant la différentielle du prix ( , )ty t x  à l’aide de lemme d’Itô. 
Dans le cas de l’option d’achat européenne où T est la date de maturité, Black et Scholes 
réussissent à résoudre cette relation en la ramenant à l’équation classique de propagation de 
la chaleur dont la solution a une forme explicite. On sait que l’équation de la chaleur a la 

forme suivante 
2

2

u u
x τ
∂ ∂

=
∂ ∂

 où ( , )u xτ  représente la température en un point x à l’instant τ   

la solution  de cette  équation est soumise à la condition initiale  (0, ) ( )u x x= Φ est donnée 

par :
21 ( ) ( )( , ) exp( )

2 4
z x zu x dzτ

ττ

+∞

−∞

Φ −
= −∫  

Black et Scholes trouvent l’expression suivante du prix de l’option d’achat européenne : 
 

1 2( , ) ( ) exp( ( )) ( )y t x yN d K r T t N d= − − − où  

2

1 2 1

1ln( ) ( )( )
2 , ( )

y r T t
Kd d d T t

T t

σ
σ

σ

+ + −
= = − −

−
, N  est la distribution normale centrée 

réduite. 
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5.2 L’approche EDSR                                                 
                                                                                                          
Dans ce chapitre on va étudier quelques applications des edsr en mathématiques financières, 
plus précisément dans le cas de réplication d’options où un vendeur d’un call de payoff, par 
exemple, ( K)TX +− .Le vendeur va fixer le prix de l’option qu’on va noter, 0Y . 
 Ce prix évidemment va le demander à l’acheteur de telle sorte qu’il puisse à partir de son 
capital initial 0Y  trouver une stratégie d’investissement basée sur l’achat et la vente de 
l’action de telle sorte qu’il soit sûr d’atteindre le payoff ( K)TXξ += −  à l’instant T , de cette 
manière le vendeur livre à l’acheteur la valeur  finale du portefeuille qu’il a géré pendant la 
durée de vie de l’option et a complètement couvert son risque, 
De plus le vendeur est contraint de construire un portefeuille autofinancé cela veut dire que 
les variation de ce portefeuille sont complètement expliquées par l’évolution de 

0( )t t TX ≤ ≤ .En particulier, il ne peut pas rajouter d’argent au cours de la gestion. Si on note 

tY  la valeur du portefeuille, le vendeur veut réaliser  TY ξ=  
Cela s’exprime mathématiquement par le fait que qu’entre l’instant  t  et  t dt+ , la variation 
de la valeur du portefeuille est déterminée par la variation  de tX  , tdX  et le montant investi 

dans l’action, tδ .on a  ( )t
t t t t

t

dY dX Y rdt
x
δ δ= + −    où  tδ  est le montant investi dans 

l’action , tdY  : La variation de valeur du porte feuille , t

tX
δ  : Nombre d’actions détenues a 

l’instant t, tdX  : Variation du cours de l’action , ( )t tY δ−  : part investie en banque. 
Supposons que le modèle d’évolution pour x est le modèle de Black Sholes  

( )t t tdX X dt dWµ σ= +  en remplaçant dans l’équation précédente on aura  
  [ ( )]t t t t tdY rY r dt dWδ µ δ σ= + − +    
Posons t tZ δ σ=  et multipliant les deux membres par -1, on aura  

[ ]t t t t t
rdY rY Z dt Z dWµ

σ
−

− = − + −  

 

Dans ce cas  le driver ( , , ) ( )rf t y z ry z µ
σ
−

= − +    et  rµ
σ
−  s’appelle la prime de risque. Pour  

ce sujet on peut consulter [48]. 
Le théorème de Pardoux et Peng implique l’existence d’une solution unique t t(Y ,Z ) dés que f 
vérifie certaines conditions.(voir chapitre 2). 
Donc trouver le prix d'une option européenne, revient à résoudre une EDSR linéaire à deux  
Inconnues tZ  et   tY   dont on connaît la solution explicite 0Y  : 

0Y  (qui est une valeur déterministe)  représente  le prix d’une option à l’instant  t=0, on peut 
la trouver explicitement par la formule déjà vu pour les edsr linéaires (chapitre 2 , proposition 
2.6) ou bien par utilisation de la  formule de Black -Sholes . 

La valeur u porte feuille dans ce cas est donnée par t
t

Zδ
σ

= . 
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5.2.1 Exemples d’application des EDSR pour l’évaluation d’un call ou d’un put 
européen. 
 
(1) -Cas d’un call européen  
 
Dans le modèle de Black et Scholes, appliquons la méthode des edsr pour évaluer un call 
européen de maturité T égale à une année avec un taux sans risque 0µ = , de volatilité   

0.25σ =   et de strike K=150  ,sachant que la valeur initiale de sous jacent 0 100x =  et le 
prix de référence pour cette option est 0.672. [10]. 
L’edsr associée est  ( , , )t t tdY f t Y Z dt Z dW− = −   où ( , , ) 0f t Y Z =  avec la condition terminale  
 
                                    0        si  1 150x ≤   

1( 150)xξ += −  =                                                             = (
2

+
1

(0.25)100exp(0.25W +(0- ))-150)2                                      

                             1( 150)x −  si  1 150x   
 
 La condition terminale est donnée par la fonction                                                                              

2
+(0.25)(x)=(100exp(0.25x+(0- ))-150)2Φ  

 
Le schéma explicite pour les edsr, vu au chapitre 3, pour 12 essais donne les résultas suivants 
pour les différentes valeurs de n sachant que les essais sont réalisés avec un processeur de 3.0  
GHZ. 

La valeur du porte feuille à l’instant t=0, n = 400 est 0
0

6.707 26.828
0.25

Zδ
σ

= ≈ = . 

 
 
 
                                                                            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                            Fig 26                 

         n 
 Temps de 
  réalisation 

400 
1sec 

500 
1sec 

600 
1sec 

1000 
8sec 

2500 
60sec 

50001 
160sec 

6000 
360sec 

6500 
360sec 

7500 
540sec 

8500 
600sec 

  0
ny  0.6715 0.67156 0.67146 0.67163 067173 0.67175 0.67181 0.67183 67183 67184 

     Trajectoire de la solution approchée de 0y  suivant quelques valeurs de n 
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      Trajectoire de l’écart entre la solution approchée de 0y  calculée par la méthode       
      des EDSR et la valeur de référence  de  0y   suivant quelques valeurs de n 
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0

0.5

1

0

50

100
0

0.5

1

t

 simulation de Y(t)

xt

y t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

t

y t

0

0.5

1

0

50

100
0

5

10

t

 simulation de z(t)

xt

z t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8

10

12

t

z ty(0) = 0 .6715 z(0) = 6 .707

 
                                                                           Fig.28 
 
 
Toujours dans le même cas, le tableau suivant résume les écart types et les intervalles de 
confiance estimés à l’aide de la méthode de Monte- Carlo avec ou sans la méthode de la 
fonction d’importance.  
 

Nombre de Simulations Echantillon sans importance avec importance (h=2) 

10 000 0.0484    ,     [0.584, 0.774] 0.0046    ,     [0.668 , 0.686] 

100 000 0.0149    ,     [0.658, 0.716] 0.0015    ,     [0.669 , 0.675] 
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Le vendeur d’option peut être poussé par des imperfection de marché  d’emprunter de 
l’argent à un taux d’intérêt  R supérieur aux taux r auquel est rémunéré l’argent qu’il peut 
placer sur un compte bancaire . (on peut consulter à ce sujet [4] , [48]) .Dans ce cas, si x suit 
le modèle de 
Black –Sholes,la dynamique de son portefeuille de  couverture sera : 

[ ] ( )( )t
t t t t t t

ZrdY rY Z dt R r Y dt Z dWµ
σ σ

−−
− = − + + − − −  avec la condition terminale 

( )T Ty x K += − où ( )t
t

ZY
σ

−−   représente le montant emprunté à la banque et la valeur rµ
σ
−   

s ’appelle  la prime de risque.  Il s’agit ici de résoudre une edsr avec un driver f non linéaire 
mais on peut, quand même, calculer 0Y en utilisant ce qui précède :  
En effet,  

( , , )f t y z = ( ) ( ) ( ) ( )r z R z Rz ry y R r z Ry y R r z Ryµ µ µ
σ σ σ σ σ

− +− − −
− − + − − = − − + − − ≥ − −  , 

ce dernier terme représente le driver d’une edsr qui correspond à une dynamique  d’un porte 
feuille classique avec un taux d’intérêt unique qui est R . 
 
en utilisant le théorème de comparaison pour les edsr on peut montrer que 0y  sera supérieur 
au prix calculé par la formule de Black -Sholes avec un taux d’intérêt R.  Mais dans le cas de 
la réplication dans le modèle de Black- Sholes, pour couvrir l’option, le vendeur devra 
toujours emprunter à la banque, si on note par 1 1( , )t tY Z  la solution associée au driver 

R z Ryµ
σ
−

− ,alors 
1

1 t
t

ZY
σ

≤  où 
1
tZ

σ
 est le montant investi en action . 

Ainsi on obtient bien l’égalité des drivers f et R z Ryµ
σ
−

−  sur { 1 1( , )t tY Z }, donc on 

aura 1
0 0Y Y= . 

 
Si on prend : 
 
µ  r  R  0x  K  σ  T  n 
0.05 0.04 0.06 100 100 0.2 0.5 400 
                              
 Intéressons nous à trouver la valeur 0Y . 
 
 
En appliquant le schéma proposé au chapitre3   avec le 

driver 0.05 0.06( , , ) 0.06
0.2

Rf t y z z Ry z yµ
σ
− −

= − = −  , n=400,on trouve  0 8.11Y =  , fig(29 )         

 
0

0
66.12 330.6

0.2
Zδ
σ

⇒ = = ≈   

 
 



 102 

  
                                                                             Fig.29 
 
On peut vérifier ce résultat en appliquant le même schéma directement   avec le driver   

( , , ) ( ) ( )r zf t y z z ry y R rµ
σ σ

−−
= − − + − −  =,   n = 400  la simulation   Fig(30 ) donne  

 la même valeur 
0

8.11y = , 0 66.12Z = .   
 

 
                                                                           Fig.30 
 
 (2) -Cas d’un put européen 
 
Restons toujours dans le modèle de Black et Scholes et appliquons la méthode des edsr  
et la méthode de Monte Carlo pour évaluer un put européen avec les paramètres : 
 
 
 
 
 
et   Pour des différentes valeurs de 0x . Le tableau suivant résume les résultas obtenus    
 
 

µ  r  σ  K  T  
0.5 0.5 0.3 105 1 
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 Trajectoires de la solution approchée de 0y  obtenues par application de la méthode de                          
M.Carlo et la méthode des EDSR  suivant quelques valeurs de 0X  
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                                                                      Fig.31 

                  

0x  

                                 0y  
       
       Méthode des EDSR 

        Méthode de  
           M.Carlo

 

 

Y0 (MC) -  Y0 (EDSR) 

n=400 
( 1t s ) 

n=8000 
( 500t S= ) 

N= 610  
 ( 1t s ) 

N= 710  
( 1t s ) 

n=400 , 
N= 610  
 

n=8000, 
     N= 710  
 

5 58,7041 58,6866 58,6830 58,6861 -0,0211 -0,0005 
10 53,7025 53,6866 53,6863 53,6850 -0,0162 -0,0016 
20 43,6995 43,6865 43,6834 43,6852 -0,0161 -0,0013 
30 33,7214 33,7115 33,7107 33,7084 -0,0107 -0,0031 
40 24,083 24,0781 24,0828 24,0789 -0,0002 0,0008 
50 15,6909 15,6845 15,6770 15,6924 -0,0139 0,0079 
60 9,3677 9,361 9,3460 9,3626 -0,0217 0,0016 
70 5,2075 5,2023 5,2174 5,2018 0,0099 -0,0005 
80 2,7409 2,7417 2,7482 2,7411 0,0073 -0,0006 
90 1,3895 1,392 1,3912 1,3934 0,0017 0,0014 

100 0,69073 0.68963 0,6904 0,6912 -0,00033 0,00157 
105 0,48161 0,48229 0,4823 0,4832 0,00069 0,00091 
110 0,33635 0,33638 0,3391 0,3360 0,00275 -0,00038 
120 0,16265 0,16272 0,1616 0,1627 -0,00105 -2E-05 
130 0,078139 0.078454 0,0799 0,0782 0,001761 -0,000254 
140 0,037577 0,037838 0,0382 0,0377 0,000623 -0,000138 
150 0,017977 0,018296 0,0186 0,0182 0,000623 -9,6E-05 
160 0,0087536 0,0089021 0,0094 0,0088 0,0006464 -0,0001021 
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Trajectoires des écarts entre les valeurs de la solution approchée de 0y  calculée par la 
méthode des EDSR et les valeurs de cette solution calculées par la méthode de M.Carlo      
suivant quelques valeurs de 0X  
 

-0,025

-0,02

-0,015

-0,01

-0,005

0
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)
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                                                                      Fig.32 
 
Dans le cas de l’imperfection de marché, l’edsr non linéaire associée est   
 

[ ] ( )( )t
t t t t t t

ZrdY rY Z dt R r Y dt Z dWµ
σ σ

−−
− = − + + − − −  avec la condition terminale 

( )T Ty K x += −  .   Si on prend 
 
µ  r  R  0x  K  σ  T  N 
0.05 0.04 0.06 100 100 0.2 0.5 400 
 
La simulation basée sur le schéma explicite (voir chapitre3) montre que 0 4.645  y = et  

0 41.6z = −  

 
                                                                               Fig.33 
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5.3  Option américaine 
 
L’option américaine représente l’exemple de produits financiers dont il est difficile d’évaluer 
le prix numériquement, cette difficulté provient de fait  que cette option confère le droit à son 
acheteur de choisir l’instant [0, ]Tτ ∈  où il reçoit son gain Hτ , à la différence des options 
européennes où nécessairement Tτ = , le  prix de produit est égale 

à 0
[0, ]

sup { }
T

rdsE H e
τ

τ
τ

− ∫

∈
  , τ  est appelé dans ce cas,  un temps d’arrêt . On ne connaît dans 

le cadre de Black –Scholes aucune solution analytique, même aux options américaines les 
plus simples. 
Afin de comprendre la formulation par E.D.P. du problème des options américaines, il est 
utile de considérer un exemple classique de problème de borne libre et le problème de 
barrière ou de l’obstacle, ce qui est traité dans [12], [14], [26] 
On trouvera dans [47] et [57] la dérivation des inéquations variationnelles régissant le prix 
d’une option américaine : 
Par exemple, on trouve le prix d’un put américain en résolvent le problème : 
 
 pour [0, ]t T∈  
 

2
2 2

2

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0, ( , ) ( )
2t t t t t t t t

t t

y t x x y t x rx y t x ry t x y t x x K
t x x

σ −∂ ∂ ∂
− − + ≥ ≥ −

∂ ∂ ∂
, 0t   , 

0tx  , [0, ]t T∈  
2

2 2
2

1[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )](( ( , ) ( ) ) 0
2t t t t t t t t

t t

y t x x y t x rx y t x ry t x y t x x K
t x x

σ −∂ ∂ ∂
− − + − − =

∂ ∂ ∂
, 

[0, ]t T∈  , 0tx  ,                                      
 0t     avec   (0, ) ( )t ty x x K −= −                            .  

 
Pour pouvoir discrétiser ce problème on va d’abord se restreindre à un domaine borné en tx  
en introduisant tx  assez grand pour que la solution satisfasse ( , ) 0tP t x ≈  pour  [0, ]t T∈ . 
le problème précèdent  se réécrit, avec la condition aux limites approchées  ( , ) 0tP t x =  : 

, 0t   ,  
[0, ]t tx x∈ , [0, ]t T∈  ,  

2
2 2

2

1[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )](( ( , ) ( ) ) 0
2t t t t t t t t

t t

y t x x y t x rx y t x ry t x y t x x K
t x x

σ −∂ ∂ ∂
− − + − − =

∂ ∂ ∂
,

[0, ]t T∈  ,  
 0t     avec   (0, ) ( )t ty x x K −= −  , [0, ]t tx x∈ ,                          
 

On peut alors discrétiser ce problème à l’aide de la méthode des différences finies, on peut 
consulter dans ce cas [25] et pour les modèles d’organigrammes et programmes   [14], [31]. 
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5.3.1 L’approche EDSR réfléchies                                         
 
Dans le cas d’une option américaine, d’après [26], la richesse ty  de l’investisseur satisfait 
l’edsr réfléchie : 

 [ ( ) ]
T T

t T s s T t s s
t t

y S ry r z ds A A z dWµ= − + − + − −∫ ∫   , 0 t T≤ ≤ , 

t ty S≥ , 0tdA ≥  , 
0
( ) 0

T

t t ty S dA− =∫ .et T Ty Sξ= = , ( )t tS K x += − dans le cas d’un put 

américain et ( )t tS x K += −  dans le cas d’un call américain, où   0
0 0

t t

t v v vx x x dv x dWµ σ= + +∫ ∫  

, tx  représente le prix  courant d’une action à l’instant t .                       
le temps d’arrêt inf{ , 0}t tt y Sτ = − <   représente dans ce cas le temps de sortie de 
l’investisseur de marché ; à cette instant  Tτ   , soit il achète une action ou il vend une 
option.  
τ  Prend la valeur T si Y ne touche jamais la barrière S (on peut consulter à ce sujet, ( [11], 
[26], [27] [38]). 
 
Exemples 
 
1 -Cas de call américain 
Dans le cas d’un call américain ie tx k≥ , la richesse de vendeur ie le processus ty ,  peut être 
trouvé à l’aide d’une edsr  réfléchies : 

( k) [ ( ) ]
T T

t T s s s s
t t

y x ry r z ds z dWµ σ+= − − + − −∫ ∫   , 0 1t≤ ≤ , 

Couplée à l’eds 0
0 0

t t

t v v vx x x dv x dWµ σ= + +∫ ∫  où  tx  représente le prix d’une option à l’instant 

t  et ty satisfait t ty S≥  pour  0 t τ≤ ≤  où ( )t tS x K += −   avec le temps d’arrêt 
inf{ , 0}t tt y Sτ = −  ,τ  représente dans ce cas le temps de sortie de l’investisseur de 

marché ; à cette instant il achète une action . 
Dans l’exemple d’application suivant, on s’intéresse aux processus ty , tz   et au temps 
d’arrêtτ .Pour cela considérons l’edsr réfléchie avec la barrière inférieure tS , alors 

inf{ , 0}tt Aτ =   avec les paramètres : 
  
 
 
 
 
 
  
Trouvons une évaluation approchée de

0
y , suivant quelques valeurs de 

0
x  ,en la comparant à 

celle trouvée par la méthode des différences finies. Nous aurons les résultas suivants : 

µ = r σ  K  T  

0.1 0.40 105 5/12 
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Trajectoires de la solution approchée de 0y  obtenues par application de la méthode des    
différences finies et la méthode des EDSR  avec un strike K=105 et suivant quelques 
valeurs de 0X .            
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                                                                    Fig.34 

               
 
  

0
x

 

 
Méthode EDSR 
n=400 , K=105,  

( 1t s≤ ) 

 
Méthode D.F 

 

 

0
y  

 

Temps 
de sortie 
τ  

 

0
y  

 

0 0
(EDSR) (D.F)y y−  

N=3000 , 
M= 3000, K=105, 

( 1t s≤ ) 

N=6000 , 
M= 6000, K=105, 

( 1t s≤ ) 

n = 400 
N=3000, 
M=3000 

 

n = 400 
N=6000, 
 M=6000 

 
40 0,000663 5/12 0,00072321 0.00070935 -0,00006021 -0,00004635 
50 0,0183 5/12 0,0189 0.0186 -0,0006 -0,0003 
70 0,7746 5/12 0,7796 0.7758 -0,005 -0,0012 
80 2,3501 5/12 2,36 2.3518 -0,0099 -0,0017 
100 9,9611 5/12 9,9704 9.9512 -0,0093 0,0099 
105 12,8493 5/12 12,8138 12.8369 0,0355 0,0124 
110 16,0852 5/12 16,0512 16.0779 0,034 0,0073 
120 23,4758 5/12 23,4278 23.4615 0,048 0,0143 
130 31,7909 5/12 31,7377 31.7776 0,0532 0,0133 
140 40,7488 5/12 40,6907 40.7360 0,0581 0,0128 
150 50,1215 5/12 50,0616 50.1117 0,0599 0,0098 
160 59,7587 5/12 59,6921 59.7467 0,0666 0,012 
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Trajectoires des écarts entre les valeurs de la solution approchée de 0y  calculée par la 
méthode des EDSR et les valeurs de cette solution calculées par la méthode des    
différences finies avec  un  strike K=105 et suivant quelques valeurs de 0X  
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 Par exemple    Pour 
0 80x =   

0 2,3501y = , 
0 17,81z =   (Fig36) 

 

0

0.2

0.4

0

50

100

0

5

10

15

 Simulation de z(t)

t

 Simulation de y(t)

xt

y t

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

5

10

15

 the blue point is exit time.

t

y t

0

0.2

0.4

0

50

100

0

50

100

txt

z t

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

20

40

60

80

100

t

z t

y(0) = 2,35 z(0) = 17,81

x(0) = 80

 
                                                                         Fig.36 
 
 
 
 
 
 
 



 109 

 
Dans le cas de l’imperfection de marché l’edsr réfléchie associée est  
 

[ ( ) ] ( )( )t t t t t t t tdy ry r z dt R r y z dt dA z dWµ σ−− = − + − + − − − −  
    Avec  ( )T Ty x k += −  
 où  . .t t t tdx x dt x dWµ σ= +    ,     0(0)x x=   ,  ( )t tS x K += −  et  t tY S≥  , 0 t τ≤ ≤  
Réalisons une simulation de , , ,t t tY Z A τ   avec las paramètres suivant : 
 
µ  r  R  0x  K  σ  T  n 
0.05 0.04 0.06 100 100 0.2 0.5 400 
 
  Sachant que la valeur exacte de 

0
y est égale 7.156. 

 
  La simulation ( figures 40) montre que 0

y = 7.154,  (0)z =  61.14, A(t)=0 , τ =0.5 

 
                                                                     Fig 37 
                                

 
                                                                         
                                                                       Fig.38 
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                                                                      Fig.39 
 
 2)- Cas de put américain 

 
 Dans le cas d’un put américain ie, la richesse ty  de l’investisseur satisfait l’edsr reflichie [26]  : 

 (k ) [ ( ) ]
T T

t T s s T t s s
t t

y x ry r z ds A A z dWµ+= − − + − + − −∫ ∫   , 0 1t≤ ≤ , 

 t ty S≥ , 0tdA ≥  , 
0
( ) 0

T

t t ty S dA− =∫ .et ( )T Ty K xξ += = − , ( )t tS k x += −  

  où   0
0 0

t t

t v v vx x x dv x dWµ σ= + +∫ ∫  , tx  représente le prix d’une option à l’instant t                       

. 
 A l’instant inf{ , 0} inf{ , 0}t t tt y S t Aτ = − < = > , l’investisseur doit exécuter le contrat et 

payer la    somme ( )tk x +− .  
 Comme exemple prenons 
 
 
 
 Évaluons 0y  et τ  en utilisant un programme Matlab basé sur le schéma explicite pour les 
edsr reflichies (voir chapitre 3), suivant quelques valeurs de 0x , et pour  k =105, k=50 en 
comparant  les valeurs de 0y  avec celles trouvées  par la méthodes des différences finies. 
 Nous aurons dans ce cas les résultas suivants : 
 
 
                                    

µ  r  σ  T  
0.1 0.1 0.4 5/12 
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 Trajectoires de la solution approchée de 0y  obtenues par application de la méthode des    
différences finies et la méthode des EDSR  avec un strike K=105 et suivant quelques 
valeurs de 0X .             

  K=105
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M.EDSR ,n=400 M.D.F ,  N=3000,M=3000
M.D.F, N=6000,M=6000  

           
                                                                       Fig.40 

 
 
 
 

0x
 

 
Méthode EDSR 

n=400 , K=105, ( 1t s≤ ) 
 

 
 

Méthode Différences Finies 
 

 
 
 

0
y  

 
 

t. de sortie                                

τ  

0
y  

0 0
(EDSR) (D.F)y y−  

N=3000, 
M=3000, 
K=105, 

( 1t s≤ ) 

N=6000, 
M=6000, 
K=105, 

( 1t s≤ ) 

n = 400 
N=3000,      
M=3000 

 

n = 400 
N=6000, 
M=6000 

 
30 75 0.0010417 74.9389 74.9754 0,0611 0,0246 
50 55 0.0010417 54.9468 54.9833 0,0532 0,0167 
70 35 0.0010417 34.9547 34.9912 0,0453 0,0088 
90 17.2023 0.14479 17.1726 17.1983 0,0297 0,004 
100 11.2787 0.21667 11.2556 11.2743 0,0231 0,0044 
105 9.0013 5/12 9.0130 8.9984 -0,0117 0,0029 
110 7.1172 5/12 7.1311 7.1186 -0,0139 -0,0014 
120 4.3548 0.32604 4.3595 4.3506 -0,0047 0,0042 
130 2.5906 5/12 2.5937 2.5877 -0,0031 0,0029 
140 1.507 5/12 1.5093 1.5054 -0,0023 0,0016 
150 0.85864 5/12 0.8630 0.8604 -0,00436 -0,00176 
160 0.48501 5/12 0.4866 0.4850 -0,00159 1E-05 
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Trajectoires des écarts entre les valeurs de la solution approchée de 0y  calculée par la 
méthode des EDSR et les valeurs de cette solution calculées par la méthode des    
différences finies avec  un  strike K=105 et suivant quelques valeurs de 0X  
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0,07
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(E
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 - 
y 0 

(D
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)

n=400 , N=3000 , M=3000 
n=400 , N=6000 , M=6000

    
                                                                       Fig.41 
        
 

             
 
  

0
x  

 
Méthode EDSR 
n=400 , K=50,( 1t s≤ ) 

 
Méthode D.F  
 

     
   

0
y  

   

Temps  
de sortie 
τ  

               

0
y  

N=2000 ,M=2000, 
K=50   ( 1t s≤ ) 

N=6000 ,M=6000, 
      K=50   ( 20t s= ) 

20 30 0.0010417 30.0183 29,9836 
30 20 0.0010417 20.0014 20,0014 
40 10.3492 5/12 10.3353 10,3357 
50 4.2864 0.35521 4.2701 4,2849 
60 1.5227 5/12 1.5141 1,5213 
70 0.48557 5/12 0.4826 0,4854 
80 0,14481 5/12 0, 1440 0,1449 
90 0,041202 5/12 0,0414 0,0417 
100 0.011588 5/12 0.0117 0,0118 
110 0.0032344 5/12 0.0033 0.0033 
120 0.00090584 5/12 0.00093451 0.00093863 
130 0.00025662 5/12 0.00026789 0.00026862 
140 0.000072887 5/12 0.000078021 0.000078038 
150 0.000021119 5/12 0.000023131 0.000023072 
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Trajectoires de la solution approchée de 0y  obtenues par application de la méthode des    
différences finies et la méthode des EDSR  avec un strike K=50 et suivant quelques 
valeurs de 0X .             
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                                                                             Fig42         
 
Trajectoires des écarts entre les valeurs de la solution approchée de 0y  calculée par la 
méthode des EDSR et les valeurs de cette solution calculées par la méthode des    
différences finies avec  un  strike K=50 et suivant quelques valeurs de 0X  
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                                                                       Fig.43 
 
Dans le cas de l’imperfection de marché, l’edsr reflichie associée est  
 

[ ( ) ] ( )( )t t t t t t t tdy ry r z dt R r y z dt dA z dWµ σ−− = − + − + − − − −  
    Avec  ( )T Ty k x += −  
 où  . .t t t tdx x dt x dWµ σ= +    ,     0(0)x x=   ,  ( )t tS K x += −  et  t tY S≥  , 0 t τ≤ ≤ . 
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Exemple 
 
On prend  

 
  
 Evaluons 0 0,y z  et τ  en utilisant un programme sur matlab basé sur le schéma explicite pour 
les edsr reflichies ( chapitre 3) : 
   

 
                                                                       Fig.44 
       
 

 
                                                                        Fig.45 
                                                                               
 

µ  r  R  0x  K  σ  T  N 
0.05 0.01 0.06 100 95 0.2 0.25 400 
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                                   Conclusion 
 
 
 
Dans ce modeste travail, nous avons essayé d’exposer quelques schémas concernant la 
résolution numérique d’équations différentielles stochastiques rétrogrades.  
 Nous sommes intéressé au début aux EDSR et aux EDSR réfléchies dans le cas non 
markovien de genre où le driver dépend de y et z. Dans ce cas j’ai choisi de décrire une 
méthode de discrétisation basée sur le remplacement de mouvement brownien par une simple 
marche aléatoire ce qui a aboutit à deux schéma l’un est implicite et l’autre explicite après 
l’étude de convergence de ces deux schémas on a pu donner quelques exemples de 
simulations de la solution. 
Ensuite on a fait un petit aperçu sur quelques travaux faits sur les  EDSR markoviennes où on 
a cité quelques exemples d’études faites sur l’approche de solutions de ce type d’EDS. 
Dans la partie pratique, on trouve quelques exemples d’application des EDSR (en utilisant les 
schémas étudiés) dans le domaine des finances, plus précisément dans l’évaluation des 
options européennes et américaines dans des cas simples avec comparaison aux valeurs 
trouvées avec d’autres méthodes , plus précisément, la méthode de Monte Carlo et la 
méthode des différences finies où on a constaté la cohérence des  valeurs trouvées par ces 
méthodes avec celles trouvées par la méthode des edsr.              .  
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                                      Annexe 
 
 
Résolution des équations aux dérivées partielles par la méthode des 
différences finies. 
 
Il existe plusieurs méthodes de résolution numérique des équations aux dérives partielles, à 
titre d’exemples on peut citer les différences finies, les volumes finis et les éléments finis. 
Contrairement aux éléments finis et les volumes finis qui utilisent une formulation sous 
forme d’intégrale des équations,la méthode des différences finies repose sur la discrétisation 
des dérivées partielles et sur l’étude de la stabilité du schéma de résolution obtenu qui permet 
de savoir s’il y’a convergence de la solution numérique vers la solution exacte . 
Pour expliquer la démarche des différences finies, prenons un exemple simple, l’équation de 
Black –Scholes, que l’on cherche à résoudre numériquement :     
 

   
2

2 2
2

1 0
2 t t

t t

y y yx r x ry
t x x

σ∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂
 avec   ( )T ty x = ( k)Tx +− .(1) 

              
 Dans le cas d’une option d’achat sur le prix tx  d’un titre avec un prix d’exercice k à la date 
de maturité T. l’équation est dite d’ordre 2 il est également dite de dimension une de fait qu’il 

y’a une seule variable espace qui est  tx  .les termes y
t

∂
∂

,  
t

y
x
∂
∂

 sont appelés termes de 

convection tandis que   
2

2
t

y
x
∂
∂

 est dénommé élément de diffusion. 

La première étape, dans cette méthode, consiste à définir une grille finie de points appelée 
maillage qui constitue le domaine de résolution de l’équation .Chacun des points de cette 
grille représente le prix  ( )t ty x  de l’option .Le but de la méthode des différences finies est de 
chercher à calculer l’ensemble des points ( )t ty x de la grille, suivant les valeurs de t, tx  . 
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On commence par la discrétisation des dérivées partielles en temps ensuite en espace par 
l’utilisation de la formule de Taylor, on réorganise les termes de façon à faire apparaître un 
schéma de résolution : 
 
Considérons les développements suivants ,de Taylor, autour de x de la fonction f : 
  

2 31 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ......
2 6

f x h f x h fx h f x h f x′′ ′′′+ = + + + + …       (2) 

et      2 31 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ......
2 6

f x h f x h fx h f x h f x′′ ′′′− = − + − +   (3) 

    
de (1) nous aurons l’approximation suivante (d’ordre 1) : 
 

2 3( ) ( ) 1 1 1 ( ) ( )( ) [ ( ) ( ) ......] ( )
2 6

f x f x h f x h f xf x h f x h f x O h
h h h

− − + −′ ′′ ′′′= − + + = +     

(4) 
  
L’approximation  de ( )f x′  est appelée différence finie décentrée en aval ou différence 
décentrée à droite (forward différence ) 
 De l’équation (2) on aura l’opérateur à temps discret suivant     : 
 

 2 3( ) ( ) 1 1 1 ( ) ( )( ) [ ( ) ( ) ......] ( )
2 6

f x f x h f x f x hf x h f x h f x O h
h h h

− − − −′ ′′ ′′′= + + + = +     

(5) 
L’approximation dans ce cas est appelée différence finie décentrée en amont ou différence 
décentrée à gauche (backward différence) 
 
En soustrayant (4) à (3) nous aurons une autre approximation de ( )f x′  appelée différence 
finie centrée (central différence). 

31( ) ( ) 2 ( ) ( ) ..........
3

f x h f x h h f x h f x′ ′′′+ − − = + + (6) 

 Ce qui implique que  
 

3 2( ) ( ) 1 1 ( ) ( )( ) [ ( ) ...] ( )
2 2 3 2

f x h f x h f x f x hf x h f x O h
h h h

+ − − − −′ ′′′= − + = +   (7) 

 
En additionnant   (3)  à  (4) nous aurons  une autre approximation de ( )f x′′  appelée aussi  
différence finie centrée ( central différence) : 
 

2 4( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x h f x h f x h f x O h′′+ − − = + +  (8) 
2

2
( ) ( ) 2 ( )( ) ( )f x h f x h f xf x O h

h
+ + − −′′⇒ = +  (9) 

Formons maintenant la grille de points à pas constant formés des variables x  et  t de 
l’équation de Black –Scholes en précisant les valeurs de maxx , N  ainsi que la date de 
maturité  T  et M.  
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N, M représentent respectivement le nombre de points choisis pour la variable t et la variable 
x. la variable tandis que maxx  joue le rôle  de +∞  car le domaine de résolution dans ce cas est 
borné .elle correspond à une valeur maximale que ne peut pas atteindre la variable   tx . À 
chacun des nœuds de cette grille coïncide le prix de l’option défini par , ( , )i jy y i t j y= ∆ ∆   
où 0,1,.....Ni = , 0,1,.....Mj =  avec N t=T∆ , maxM x=x∆ . 
 
La figure suivante représente la grille finie de points de la méthode des différences finies : 

 
Discrétisons les dérivées partielles  de l’équation (1) en utilisant les approximations trouvées 
plus haut et la notation ,i jy  
 

, 1 ,i j i jy y y
x x

+∂ −
=

∂ ∆
  ,  1, ,i j i jy y y

t t
+∂ −

=
∂ ∆

(10)  pour les 

differences finies en aval ,  
, 1 , 1i j i jy y y

x x
+ −∂ −

=
∂ ∆

, , 1,i j i jy y y
t t

−∂ −
=

∂ ∆
 pour les differences 

finies en amont , 
 

 , 1 , 1

2
i j i jy y y

x x
+ −∂ −

=
∂ ∆

, 1, 1,

2
i j i jy y y

t t
+ −∂ −

=
∂ ∆

 et   

                                               

         
2

, 1 , 1 ,
2 2

2
( )

i j i j i jy y y y
x x

+ −∂ − −
=

∂ ∆
  pour  les différences finies centrées    

On remplace ensuite ces formules dans l’équation (1) et on regroupe les termes de manière 
d’avoir un schéma de résolution. 
Il existe plusieurs schémas de résolution, les plus connus sont le schéma implicite, explicite 
et le schéma de Crank –Nicolson. 
Le schéma explicite fait intervenir la différence finie en aval (si on résout l’équation aux 
dérivées partielles en avançant dans le temps) ou en amont (si on résout l’équation en 
rétrogradant dans le temps ) pour la dérivée partielle en fonction du temps t  et la différence 
finie centrée pour la dérivée partielle en fonction de la variable x  . 



 119 

On aura le schéma implicite par le remplacement de la dérivée partielle en fonction de t   par 
la différence finie en amont (si on résout l’équation aux dérivées partielles en avançant dans  
le temps ) ou  en aval   (si on résout l’équation en rétrogradant dans le temps ) et de la dérivée 
partielle en fonction de x par la différence finie centrée . 
Le schéma de Cran k –Nicholson (que nous avons appliqué dans notre travail) est obtenu en 
combinant les deux schémas, implicite et explicite.          
L’étude de ces schémas repose sur trois notions importantes :  

 
 

A- Convergence du schéma : c’est la convergence de la solution obtenue en temps 
discret vers la solution exacte en temps continu lorsque les pas de temps et d’espace 
tendent vers       zéro ( 0, 0)t x∆ → ∆ → . 

B -Consistance du schéma : le schéma est dit consistant avec l’équation (1) si on a 
convergence de l’approximation du problème continu vers le problème continu 
lorsque les pas de temps et de l’espace tendent vers zéro ( 0, 0)t x∆ → ∆ → . 

C- Stabilité du schéma : la stabilité signifie que les petites erreurs dans la résolution en 
temps discret ne vont pas en s’amplifiant à chacun des pas suivant de temps.    

 
Ces trois notions dépendent étroitement de choix du maillage.  
 
On peut consulter pour le sujet des différences finies, [25], [14], [31]. 
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