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INTRODUCTION

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades, notées EDSR, edsr ou en anglais
BSDE (backwards stochastics differentials équations), ont été introduites dans [13] pour la
premiére fois en 1973 par J.M .Bismut dans le cas lineaire . Le premier résultat dans le cas
général a été publié en 1990 par S.Peng et E.Pardoux dans [52] , c’est en 1997 que
N.Elkaroui, S. Peng et M.C.Quenez dans [27] écrivent I’article fondateur de I’application des
EDSR au domaine financier et depuis, le travail de recherche dans ce domaine s’est
diversifié€ et une importance particuliere a été donnée aux problemes de résolution
numérique des edsr (tout genres confondus) dans le cas ou la filtration est brownienne ,
ce qui a augmenté I'importance et I'intérét de I’application des EDSR dans plusieurs
domaines tels

= Le contréle stochastique

= Lafinance

= Calcul différentiel et équations aux dérivés partielles ect...

Dans ce mémoire qui se compose de cing chapitres, et qui a pour but essentiel d’exposer
quelques méthodes, exemples et applications sur la résolution numérique de quelques types
d’équations différentielles stochastiques rétrogrades, par conséquent, il est peut étre scindé
en trois parties principales :

» Discrétisation des équations différentielles stochastiques rétrogrades
» quelques exemples de Simulation de ces équations.
» Exemples d’application dans le domaine des finances.

Dans le premier chapitre, on trouve quelques rappels de base concernant le calcul
stochastique et les processus de diffusion.

Dans le second chapitre on a exposé ,en résume, les grandes lignes concernant les équations
différentielles stochastiques , les équations différentielles stochastiques rétrogrades et les
équations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies ,avec une seule barriére
inférieure continue, et les théorémes d’existence et d’unicité des solutions concernant ces
équations.

Le troisieme chapitre comporte six parties :
La premiere partie est consacrée aux méthodes de discrétisation des EDS tels la méthode
d’Euler Maryuma et la méthode de Milstein avec quelques exemples de simulation d’EDS.



Dans la deuxieme partie ,on a donné une description de quelques méthodes d’approximation
d’EDSR ou la méthode des marches aléatoires a été prise comme exemple. Cette méthode
qui a été utilisée dans plusieurs travaux (par exemple [11],[22] , [41] , [42] , [51]) sur la
résolution numérique des edsr ,se base sur I’approximation du mouvement brownien W par
une suite de marches aléatoires sur un espace de probabilité de dimension fini puis I’écriture
de I’équation rétrograde associée ,en temps discret.

Apreés la partie théorique ou figure les schémas de discrétisation issues de cette méthode avec
les théoréemes de convergence associés, pour un cas particulier des edsr dit cas non
markovien, on a réservé une place dans la quatrieme partie de ce chapitre a quelques
exemples de simulation, dans des cas particuliers, suivant les schémas de discrétisation
proposeés.

Dans la cinquieme et la sixiéme partie on a suivit, a peut prés, les mémes démarches vues
dans la troisieme et la quatrieme partie, dans le cas des edsr, mais cette fois ci pour les edsr
réfléchies avec une seule barriére inférieure continue.

Dans le quatrieme chapitre on a exposé, en résumé, quelques travaux faits sur
I’approximation d’edsr dans le cas markovien.Ce type, important, d’edsr se caractérise par la
dépendance de la condition terminale et du générateur de I’edsr d’une variable aléatoire qui
est la solution d’une EDS ; par conséquent la propriété de Markov pour les EDS se transmet
aux edsr.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre, on trouve quelques applications des edsr dans le
domaine des finances tels I’évaluation du prix d’options européennes et la détermination du
prix d’options et les temps d’arrét dans le cas des options américaines avec la comparaison
des valeurs approximées, par la méthode des EDSR, avec celles trouvées avec d’autres
methodes.



Abstract

In this work, that | shared in five chapters, and that has essential goal to expose some
methods, examples and applications on the numeric resolution of some types of backward
stochastic differential equations

In the first chapter, 1 gave some basics recalls concerning the stochastic calculation and
processes of diffusion.

In the second chapter, | exposed, in summary, the important points in the topic of stochastic
differential equations, the backward stochastic differential equations, and the reflected
stochastic differential equations with one barrier and theorems of existence and uniquenes of
solutions concerning these equations.

The third chapter is dedicated to discrétisation methods of BSDE and reflected BSDE with
only one continuous lower barrier. In the no markovien, case and | gave a description of
some methods of BSDE approximation where the random walk method has been taken like
example. After the theoretical part, one place of this chapter is reserved to some examples of
simulation, in the particular cases, according to schemes of discrétisation proposed.

In the fourth chapter, I tried to expose, in summary, some works made on the approximation
of BSDE in markovien case.

I exposed in the fifth and last chapter, some applications of BSDE in the financial domain
such the assessment of the european option price and the determination of the option price
and the exit times in the case of the American options.



Résumé

A travers ce modeste travail nous avons essayé d’exposer quelques méthodes, exemples et
applications sur la résolution numérique des ’équations différentielles stochastiques
rétrogrades,

Dans le premier chapitre, on a donné quelques rappels de base concernant le calcul
stochastique et les processus de diffusion Dans le second chapitre on a exposé en résume, les
grandes lignes concernant les équations différentielles stochastiques, les équations
différentielles stochastiques rétrogrades et rétrogrades refléchies avec une seule barriére et
les théoremes d’existence et d’unicité des solutions concernant ces équations.

Le troisiéme chapitre est consacré aux méthodes de discrétisation des EDS en général et des
EDSR en particulier avec une description de quelques méthodes d’approximation d’EDSR
et des EDSR réfléchies avec une seule barriére inférieure continue .

Dans ce chapitre on a donné les schémas de discrétisation avec les théoremes de
convergence associés, pour un cas particulier d’EDSR dit non markovien ,pour la
discrétisation nous avons utilisé une methode appelée la méthode des marches aleatoires.
Aprés I’étude théorique on a réservé une place dans ce chapitre a quelques exemples de
simulation.

Dans le quatrieme chapitre on a donné un petit résumé sur quelques travaux faits sur
I’approximation d’EDSR dans le cas markovien.

Dans le cinquieme et dernier chapitre, on trouve quelques applications des EDSR dans le
domaine des finances tels I’évaluation du prix d’options européennes et la détermination du
prix d’options et les temps d’arrét dans le cas des options américaines.
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Chapitre 1

Géneralités, Le Mouvement Brownien, Intégrale
Stochastique et la topologie de Skorkhod.

1.1 - GENERALITES

1.1.1 Tribus
Définition 1.1

Soit (€, 3,P) un espace de probabilité (qu’on suppose complet) ou’ Q est l'espace
fondamental dont les éléments sont notés o et J une tribu sur Q2 .Une tribu ou (c-algébre) sur

Q est une famille de parties de Q telle que
a) peQ

b) VAeJ alors C, €3 (stable par passage au complémentaire)
c) stable par union et intersection dénombrable

Notation

YneN", on note par A(IR") (ou B ) » 1a tribu borélienne sur IR" et par o(X) la plus
petite tribu qui rend une variable aléatoire X mesurable et on a o(X)
={X(E);E € B(IR")}.

On appelle processus stochastique, une famille de variables aléatoire (X,), définies sur
cette espace.

1.1.2 Filtration

Definition1.2
On appelle filtration, une famille croissante de sous tribus (3,),.z_de3J.

Cette tribu est dite compléte si Vt € IR, , T, contient les ensembles négligeables N de F ou
N={NcQ ;3JAeINcA,pA) =0}

Remarque : on peut toujours se ramener au cas d’une tribu compléte en changeant 3, en
tribu engendré par (NU 3,) , o(NUSJ,).

11



De point de vue plus concret, 3, représente les information existantes jusqu’a la date t,
stockée dans 3 .

1.1.3 Processus aléatoires, Fonctions Mesurables et progressivement
mesurables

Définition 1.3

Soit S un ensemble. On appelle processus stochastique indexé parS et a valeurs dans R’
une famille (X,),.s d’applications mesurables de (Q,3) dans (IR?, B(IR")) ; pour tout
teS , (X,).sestune variable aléatoire.

Dans la suite on a affaire soit a S=IN, ce qui correspond au cas discret, soita S =IR , ce qui
correspond au cas continu.

La caractéristique de base d’un processus stochastique est le fait que la loi de la variable
X, soit fonction de t. Une réalisation d’un processus est appelée trajectoire. C’est donc la

suite des réalisations des variables aléatoires X,. Les réalisations d’une méme variable

aléatoire pouvant étre différentes, les réalisations d’un méme processus peuvent donner des
trajectoires différentes.

Exemples : Jeu de “Pile ou Face”. Aprés chaque lancer, le joueur gagne s’il obtient“Pile” et
perd s’il obtient “Face”. La variable X, ,n € IN représentant sa fortune aprés n tirages est un

processus a valeurs dans IR , appelé marche aléatoire ou processus de Bernoulli.
Définition 1.4

Soit (€2, I ) et (€2, J') deux espaces mesurables. Une application f: Q2 — @ est dite
mesurable par rapporta (3, J')sif(A) e 3,V Ae FJou Y A)={eoecWf(w) e A}.

Si X est une variable aléatoire 3 mesurable et f une fonction Borélienne alors f(X) est I°
mesurable.

Définition 1.5

Soient X et Y deux processus. X est une modification de Y si, pour tout t >0 , les v.a. X, et
Y, sont égales P-p.s.: Vt>0, P(X,=Y,)=1.

On dit que X et Y sont indistinguables si, P—p.s., les trajectoires de X et de Y sont les mémes
cestadireP (X, =Y,, Vt>0)=1

Définition 1.6

Un processus (X, )., €st dit mesurable sila fonction X (IR., B(IR,)x(Q,F) - (|R”,,5,Rn)

qui A (t,w)e (IR.,B(IR,) x(Q,3) associe X,(w)e (IR", B n) est mesurable.

IR"

12



Définition 1.7

Un processus (X, ), est dit progressivement mesurable si VT >0, la fonction

X i(0,TD, Bor) < (,3;) —> (IR, B.n) qui a (tw)e ([0,T]), Korp)x (R, 3, ) associe
X (@) € (IR", B n) est mesurable.

1.1.4 Processus Adapté

Définition 1.8

Un processus (X,),.r_estditadapté a la filtration (3J,),.r Si X, est 3, mesurable.
Remarque :

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

1.1.5 Martingales continues [40]

Définition 1.9

Une famille de variables aléatoires (X,),.,r est une martingale (continue) par rapport a la
filtration (3,) si

(1) X, est 3, mesurable et integrable pour tout t.

(2) E(X,|3)=X; Vs<t.

Propriétés

Si X est une martingale E(X,)=E(X,) Vt.
Si (X,,t<T) est une martingale, le processus est completement détermine par sa valeur
terminale : X, = E(X; |3,).

Définition 1.10

Une famille de variables aléatoires (X,),.,, est une surmartingale (resp. sous martingale)
par rapport a la filtration 3, si

- X, est 3, mesurable et intégrable pour tout t.

- Ws<t X 2E(X([3,) (resp. X, <E(X,|3,)).

13



1.1.6 Martingales discrétes [40]

Définition 1.11

Une famille de variables aléatoires réelles (X,),., est une martingales par rapport a la
filtration 3, si
(1) X, estintégrablevn e IN.

(2) X, est 3, mesurable vn € IN

n

nell

(B) E(X,4|J,)=X,VnelN
Propriétés

Ona

E(Xpp|F) =X, VnelN, vpelN

Proposition 1.1 (inégalité de Doob). [57]

Si X est une martingale continue, E(sup XZ) < 4E(X?).

s<T

1.1.7 Temps d’arrét

Avant de formuler mathématiquement la notion de temps d’arrét, donnons un exemple
concret :

Imaginez qu’on possede une action et on veut la vendre a un certain Temps T qui va
dépendre de I’évolution du marché.

le temps T ou on va devoir vendre ne doit dépendre que de I’information qu’on a collecté
jusque la. Par exemple, on peut pas vendre I'action au moment Tmax OU SOn cours atteint son
maximum car au temps T max, PErsonne ne sait que le cours est a son maximum.

Donnons deux exemples d’ordre de vente possible : vendre au temps T ou le cours de I’action
a réalisé pour la premiére fois une progression de 15% sur les 100 derniers jours, ou bien
vendre au premier temps T ou le cours dépasse 100 dollars. Dans ces deux cas, la décision est
bien prise en fonction de I’information dont on dispose au temps T; le temps T est donc un
temps d’arrét.

Comment se caractériser un temps d’arrét. T ? L’idée est la suivante. Considerons le cas de
I’ordre de vente et appelons 3 I’information dont on dispose au temps n. Le temps T est un

temps aléatoire (il dépend de Iévolution de la bourse), et on sait a partir de I’information 3_
si T =nou non.

14



Définition 1.12

Un temps d’arrét est une variable 7 a valeur dans IR U +oo telle que (7 <t) e 3,,VtelR ou

(3,) est la filtration avec 3, = o(WU3).

-Une constante positive est un temps d’arrét.

- On associe a un temps d’arrétz , la tribu 3, dite des événements antérieurs az , définie par
3, =(Ae3J, |AN(r<t) e3)) VtelR.

Propriétés :

e SiTestuntemps d’arrét, T est I, mesurable.

e Si S, Tsontdestemps d’arrét, S AT est un temps d’arrét.
e SiS, Tsontdestempsd’arréttelsque S<T ,ona 3,3, .

e Soit (X,,t>0) un processus et T un temps d’arrét fini .On définit X, par
X1 (@) = X1 () (@).
e Siun processus X est continu et adapté, X, est I, mesurable.

Théoréeme d’arrét 1.1 [40]

Si T est un temps d'arrét et M une 3, martingale, le processus Z défini par Z, =M, ; est une
3, martingale. En particulier, E(M, ;)=E(M,)

Théoréme 1.2 (d’arrét de Doob) [ 40]
Si M est une (3,) martingale continue et si S, T sont deux temps d’arrét tels que S<T <K ,

K est une constante finie, M; est intégrable et E(M, |SS) =M .

Cette égalité se généralise a tout les temps d’arrét si la martingale est uniformément
intégrable .

Si M est uniformément intégrable, on peut montrer que M, converge p.s. dans L' vers M,
quand t — oo et que M, =E(M,|J,)

Proposition 1.2 [40]

- Si pour tout temps T d'arrét borné E(x;)=E(X,) , pour tout t, le processus X est une

martingale.
Mais X n'est pas nécessairement une martingale si E(X,) = E(X,) pour toutt , par exemple

t
ona X, = I M ,du ou' M est une martingale d'espérance nulle.
0

- Si M est une surmartingale positive et z un temps d’arrét alors E(M,) < E(M,) ou' on
pose M, =0.
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Définition 1.13
-Un processus M adapté, est une martingale locale s'il existe une suite croissante de temps
darrét 7, telleque 7, »o et (M, ,t>0) estmartingale pour tout n.

-Une martingale locale positive est une surmartingale.

1.1.8 Processus de Markov
Définition 1.14

On dit qu'un processus est de Markov, si son comportement dans le future ne dépend du
passé qu'a travers le présent.
Mathématiquement ¢a se traduit par : soit X un processus et (3,) sa filtration canonique .on

dit que le processus est de Markov si, pour toutt, pour toute variable bornée Y  3_
ona E(Y ot9| 3)=E(¥ oH|Xt) ou @ est l'opérateur de translation définit sur les
applications coordonnées par X, e &, = X

S u+s

Remarque [40]

On peut définir aussi un processus de Markov de cette facon :
Pour tout n, pour tout fonction bornée g définie sur] ", pour t, <t, <....t

E(g(Xs+t1,Xs+t2, ......... s Xty ) Ss)zE(g(XS+t1,Xs+t2, ......... s Xty )| Xs) Ceci
impligue en particulier, que pour toute fonction f borélienne bornée.
E(f(X)|J,) =E(f(X)|X,) ,Vt>s.

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout couple de
temps d’arrét finis T, Savec T > S.

Lemme 1.1 (de Gronwall) [ 29]

Soit h une fonction continue, positive telle que

t
h(t) < a(t) +,B_[h(s)dth e[0,T],f20,a:[0,T] >0 est une fonction intégrable
0

alors, h(t) < a(t) +,Bj'a(s) exp(B(t—s)ds vte[0,T].

1.2 Le Mouvement Brownien

L’un des processus stochastiques a temps continu les plus importants et les plus utilisés est le
mouvement brownien aussi appelé processus de Wiener. C’est un ensemble de particules
idéalisées comme des points se déplacant aléatoirement dans I’espace et dans le temps et qui
simultanément se reproduisent et meurent a des taux constants .Le mouvement Brownien est
le plus célebre des processus stochastiques et sans doute le plus central en théorie des
Probabilités. C’est le premier processus qui ait été introduit pour modéliser un phénomene
réel autre qu’un jeu de hasard :
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A I’origine, le mouvement brownien a été découvert par le botaniste Robert Brown en 1828 ;
en observant le mouvement des grains de pollen en suspension dans I’eau, il a remarqué que
le choc successif entre le pollen et les molécules d'eau, engendre un mouvement de diffusion
aléatoire qui prend la forme de trajectoires irréguliéres.

Ces trajectoires sont appelées ensuite le mouvement brownien et il est modélisé comme une
distribution gaussienne depuis, son champ d’application s’est étendu pour servir a modéliser
plusieurs phénomeénes dynamiques :

-particules microscopiques en suspension,

-prix d’actions en bourse,

-comportement asymptotique de files d’attente,

-tout comportement dynamique avec part aléatoire (équations différentielles stochastiques)

en 1900, Bachelier dans [2] a obtenus les premiers résultats quantitatifs concernant les
fluctuations des prix des actions en bourse.

en 1905, Einstein a trouve la densité de probabilité de transition du mouvement brownien a
partir de la théorie moléculaire de la chaleur

Dans les années 1923-1924, Wiener a démontré avec une méthode purement mathématique,
I'existence du mouvement brownien.

Définition 1.15

On appelle un mouvement brownien (standard) de dimension n et on le note par W,ou B, ,
Un processus mesurable adapté a la filtration (J,),., & valeurdans IR" tel que

- W, =0 ps

- t—W, est continue p.s

- pour 0<s<t [I’accroissement W, —W, est indépendantdeJ..

Vs,t,t.00 <s <t,W, —Wset W, suivent une loi normale centrée de matrice de

covariance 4/(t—s)Id, .

Pour résumer, il s’agit d’un processus gaussien centré a trajectoires continues et a
accroissement indépendants.

On montre, dans la suite, qu’il est possible de construire un tel processus par plusieurs
manieres.

Remarque :

Si (W, )., est un processus continu qui vérifie les conditions :

1. W, est a accroissement indépendants et stationnaires ie  pour
tout0O<r<s<t<u,W,-W, , W,-W, sontindépendants et la loi de W, —W, ne dépend
que de u-t.

2. W, =W, —W, suit une loi gaussienne centrée, de matrice de covariance \/(_tldk

Alors avec la tribu engendree par W, , {W, , (Stﬁ)tZO } est un mouvement brownien

ou (S{B)tzo = o( (\Nt)tzo) '
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1.2.1 Propriétes trajectorielles du mouvement brownien

Soit (W, ) un M.B alors on a

1. limsu

t—ow p \/_ t—>+0 pT

2. Iiminf%: lim inf%: +00
to>wo \/f t—+0 \/E

3. P.ps la trajectoire d’un M.B (W, ) passe une infinité de fois par tout point et (W, ) n’est pas
dérivable ni a gauche ni a droite.

4. Les trajectoires du M.B sont localement holdériennes — continues d’ordre « , avec a < 1/2

Rappelons qu’une fonction f a valeur réelles et définie sur IR"est localement hélderienne
d’ordre « ; s’il existe une constante C telle que :

pour tout a >0, v(x, y) €[0,al’,| f (x) - f (y)|<C|x—y[*

Théoréme 1.3

n

Pour n fixé et tj:lnt , J variant de 0 a 2" Z[\N W ] —>t qd n>w, la
2 R ‘4
convergence ayant lieu en moyenne quadratique et p.s.

Les figure 1 et 2 représentent des trajectoires typiques du mouvement brownien

Allure d’une trajectoire brownienne dans IR

18



Allure d’une trajectoire brownienne en trois dimensions

Proposition 1.2 (propriété de martingale) [40]

i. W, est une martingale par rapport a la tribu(3S,),.,, de carré intégrable donc on a
vO<s<t; EW,/3,)=W, .
ii. {W> —t;,0<t<oo }estaussi une martingale par rapport a la tribu (3,),.,,

Preuve

Par utilisation de la définition 1.15 avec les propriétés de la loi normale on aura
E(\Nt _Ws / Fs) = E(\Nt _Ws) =0 et E((\Nt _Ws)2 / Fs) = E(Wt2 _W52 / Fs) = (t—S)

Remarque

la deuxiéme propriété montre que le mouvement brownien est a variation quadratique finie

presque sdrement . Si 7 = { t,,t,,.....t, } est une subdivision de I’intervalle [0, t [, la

k 2
variation quadratique sur [0, t [ par rapport & 7 est Vtz(ﬂ') =y t —Wti )
i=1 -

Si Vf(;z) converge quand le pas de la subdivision 7 tend vers 0, on dit que le processus est
a variation quadratique finie.
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1.2.2 Propriété de Markov [40]

La propriété de Markov utilisée dans le cas du brownien est plus forte que la propriété de
Markov habituelle : pour tout s, le processus (B,,t > 0)défini par B, =W, . —W, est un

mouvement brownien indépendant de I .

t+s

Théoréme 1.4

Pour f borélienne bornée, E(fW,)|3,) = E(f(W,)|cW,))
On peut formuler cette propriété autrement en disant que pour u > t, conditionnellement a W,
La via W,est de loi gaussienne d'espérance W, et de variance u-—t alors

E@, 3,) = E(]Wu<x ‘o-(\Nt )) pour toutu >t.

u<x

1.2.3 Construction du Mouvement Brownien

Il existe plusieurs méthodes de construction du M.B :
1. La méthode de Kolmogorov (1933 et 1956) : Il a utilisé la notion de consistance et un

critére de continuité, pour démontrer I’existence d’une probabilité P sur IR[O'w[,,B[O,w[ et un

processus stochastique ((W,).,, 3 )sur le méme espace, tels que avec P, W est un
mouvement brownien.

2. Wiener (1923), Lévy (1948) , Ciesielski : ils ont fait une construction basée sur la théorie
des espaces de Hilbert et sur le caractére gaussien du M.B.

3. Donsker (1951) : il a fait une construction sur I’ensemble C([0,o0[) d’une mesure, appelée

mesure de Wiener, en utilisant la notion de convergence faible de variables aléatoires, il a
montré que le M.B s’obtient comme limite de promenades aléatoires renormalisées il se
résume comme suit :

Définition 1.16, [5], [40], [45]

Soit (&j),.;.,, Une famille de v.a de Bernoulli indépendantes identiquement distribuées
définies sur I’espace (©2, 3,P) ona P(§=1)=P(§=-1)=1V2.

On définit la suite (S,),., comme suit :

n>0

S, =0,Sn = % &j ,n>1. La suite (S,)mso  S’appelle promenade aléatoire ou
1=

marche aléatoire. La figure 2 représente une trajectoire de marche aléatoire pour n=5.

On sait que S??\ — N(0,)) enloi (d’aprés TCL) plus généralement Vte[0,1] On construit

un processus continu Y = ( Yt )t <[o1] par interpolation linéaire :
Yt = Spep + (- [tDGeg+1 ou [t] désigne la partie entiere de t c’est la normalisation de
I’échelle du temps et de I’espace.
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Pour tout ne N*, on définit lasuite (X") . par X"={ X =-+Y,;t>0 }.

2
1.5F .
S1 1 ]
0.5 —
SO o E
0.5 -
S3 =1
1.5F -1
_20 OI5 1 1‘5 I2 2.‘5 3 3‘5 4‘1 4‘5 5
n
Fig.3
Remarque
. .. k k+1 )
Sionchoisit s=— ett= ( ) on obtient :
n n

Xtn —XQ = 41 qui indépendant de la tribu engendre par X" jusqua l'instant s, car

1 .
Nkl
c'est aussi la tribu engendrée par les &,%o,.....& de plus ,on a : E(X;'-X/)=0,

VAR(X" = XM=,

n
Ensuite on prend une suite de v.a (&)ne,* iNdépendantes identiquement distribuées de

moyenne nulle et de variance o> avec 0< o® <oo .On prend la définition précédente de
S,,Y, etonnormalise parl/o dans la définition de X".

Théoremel.5 (de Donsker) [5], [6],[40]
La suite de processus (X") converge en loi vers un processus qui est un mouvement

brownien de dimension 1.
La démonstration de ce théoréme repose se résume comme sulit :
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X "est une fonction de (2, 3) dans (C([0,+o0[), Byo.p)» OU" (C([0,+oc[) désigne I'ensemble
des fonctions continues sur ([0,+o0[) muni de la métrique (ou de la distance)

p(f.9) =X 2 max(F®-g® AL

Ce qui implique que X "induit une probabilit¢ P" sur (C([0,+e]), B(,.p) €t la convergence

enloide X" est équivalent a la convergence faible de la suite P".
Pourtout 0 <t;<t,<..<t <0, (X, Xyy,) CONVErge en loi vers Wy oWy ) €N effet :

Ona Sy converge en loi vers la loi normal centré réduite N (0,1) ce qui implique que —=

Jn JInt]

S S
converge aussi vers N(0J1)et par suite — = 1 | [nt] converge vers+/t N(0) =
oo (] Von

N (0,t) et puisque les variables aléatoires f[nt] : 5[nt]+1 sont indépendantes alors

X" converge vers N(0,t) qui est la loi de W; .
On faisant Une démonstration plus approfondie et a I’aide d’outils d’analyse mathématiques

(en particulier, le théoreme d’Ascoli), on peut montrer qu’effectivement, X" converge
étroitement vers cette limite.

Remarque

Cette construction fournit un outil important pour la simulation des trajectoires browniennes.

1.2.4 Temps d’atteinte (cas de mouvement brownien) [40]
Proposition 1.3

Soit (W,),., un mouvement brownien et a un nombre rel. Soit T, =inf{t >0;W, =a} alors
Ty est
un temps d’arrét fini  ps .tel que E(Tg)=ow et pour 120

E(e*/ﬂ_a) _ E(e—\a\\/le ).

Cette propriété se généralise: Si X, =ut+f, et T/ =inf{t>0; X, =a} on montre par
utilisation

. 22
de la martingale et UHAY29BN 45 opour 10,4 =0 (on pose 4 = (1B +1/ 252 52))

_ _ 2
E(e /ﬂ-él):e(’ua A pue+2d) on obtient p(T, < o) en faisant 1 =0.
Si u,a ont méme signe , p(T, <) =1.
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1.2.5 Le mouvement brownien géométrique

Définition 1.17

Soit  (b,0) eR*, le processus X, = Xoexp[(b—%o-z)t+aBt est appelé M.B
géométrique, il est appelé aussi le M.B log-normal.

Onasi X,=x>0 laloi In(X,)= (b—%az)t+ oB, + INn(X,) suit une loi
normale.

1.2.6 Le mouvement brownien multidimensionnel

Définition 1.18
*
Soit w :(\Nt(l),Wt(l),......\/vt(n)) un vecteur de dimension n ou (*) désigne la transposition

d'un vecteur .On dit que W est un mouvement brownien multidimensionnel si les processus
W@ i<n)sont des browniens indépendants.C'est un processus a accroissements
indépendants.

1.2.7 Le Mouvement brownien généralisé
Définition 1.19

Le processus X, =a+ B, est un mouvement brownien issu de a. On dit que X est un est un
mouvement brownien géneralise ou un M.B de drift ¢ si X, =X+ ut+oB, ou B, estun
M.B standard. La variable X, est une variable gaussienne d’espérance x+ ut et de
variance o’t .Les v.a(Xti+1 — Xty <. < t,) sont indépendantes.

1.3 Intégrale stochastique [18]

b

L’objective de ce paragraphe est de définir I’intégrale J. f (t)dW, .qui n’est en aucun cas une
a

intégrale de Lebesgue Stieljes de fait que les trajectoires du M.B ne sont pas a variation finie.

Dans toute la suite, on fixe un réel T strictement positif .les processus sont definis pour
te[0,T];

On considére C I’ensemble des fonctions suivantes :
{f: [a, b] x Q — R, continue et stochastique et a), b) et c) sont satisfaits, ou

a)fest [Fra py*x I mesurable;
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b) f(t,.): Q@ — Rest 3, mesurable;
b
Oft)e L@et [ E[|f(t,)]°1dt <ocie f < L?([a,b]<)

soit (W,), o) Un processus de Wiener (M.B) et TI (a, b) ’ensemble de toutes les partitions

de

(n) (n)
Rﬂ_ﬁ

—0 quand n—

....... n)
On definit I’intégrale stochastique d’It6 de f eC comme la limite suivante (il a été
démontrée  qu’il existe et qu’elle est independante de la partition)

b n—1
Jf®d w=lim > f )W ) —W ]
2 n—<1-o ] t

1.3.1 Processus d’it6 [18] , [34]

Définition 1.19

On appelle processus d’it6 un processus X a valeurs réelles tel que :

t t
Pps VO <t<T, X = X +stds+szdws
0 0

ou X, est I, mesurable , K,H sont deux processus progressivement mesurables vérifiant
les conditions , P.p.s :

T T
I|Ks|ds <o, J'|Hs|2ds < o,
0 0

Propriétés

Si un processus d’itd est une martingale locale, continue alors K; = 0 P.p.p
et on déduit alors que la décomposition d’un processus d’ito est unique au sens ou  Si

t t t t
Xo + Jsts + IHdeS:XO' + J.Ks’ds + IH;dWS alors Xo=X, P.p.s et K, = K/,
0 0 0 0

Ht - Htr Ppp
t t t t
Si X ,Y deux processus d’ito X; = X, +Jsts +J'HdeS Y, = Xg + IK;ds + IH;dWS
0 0

0 0

Onpose (X,Y), = | HH/ds et dX, = K, dt + H,dW, .

O.-)""
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On a alors la formule d’intégration par partie :

Proposition 1.8 (F. intégration par partie)

Si X, Y sont deux processus d’ito, alors X.Y, = XY, + szdYS + ijdXs + (X, Y ),
Théoreme 1.7 (Formule d’lto) O O

Soient (t,x) — f(t,x) une fonction réelle deux fois différentiable en x et une fois
différentiable en tet X un processus d’itd. On a:

t t t
FEX) = FO.Xo) + [ £ (s, X)ds + [ £ (5, X)dX, + 2 [ £3(s,X,)d(X, X),
0 0 0

Cette formule peut s’étendre au cas d’un mouvement brownien de dimension d et d’un
processus d’Ito de dimension n.
Les hypothéses sur les coefficients sont celle de la définition 1.18.

Théoréme 1.8

Soit X un processus d’lto a valeurs dans IR", pour i=1,..., n

Xi= X!y jK;ds + Zj Hi WX
0 k=1
Si f une fonction deux fois différentiable en x et une fois différentiable en t d’ito. On a:

t n t ) n t ) )
f(t,X,) = £(0,X,) + Ic’isf(s, X,)ds + > jaxif(s,xs)dx; +%Z Iazxixjf(s, X )d(X' X,
0 i=1 o ij

i,j=1 o
avec dX; = Kids + D H“dW et d(X',X"), = > H H!"ds
k=1 k=1
on peut écrire ce résultat sous forme vectorielle en notant X le vecteur colonne de IR"de
coordonné X' , K le vecteur delR" de coordonnées K' et W le vecteur de IR%de
coordonnée W' ,on introduit ensuite la matrice de taille n x d, H = (H" )1cicaa<j<a -

t t
etona X, = X, + Jsts + szdWS , ou  H.,dW, est un produit de matrice par un
0 0

vecteur colonne .
Avec les notations, x .y qui désigne le produit scalaire dans IR"et H. la transposé de H.
Cette formule s’écrit encore sous la forme

t t t

LX) = F(0,X0) + [8, (s, X.)ds + [VE(s,X.)dX, + 2 [traceD*(f (s, X,)H,H.)ds
0 0 0

soit encore

t t
f(t,X,) = £(0,X,) + I(asf(s, X,) + VI(s X,).K,)ds + %jtraceDz(f(s, X )H.H.)ds
0 0
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1.3.2 Représentation des martingales browniennes [10]

Introduisons maintenant un théoréme qui va jouer un réle important dans les équations
différentielles stochastiques rétrogrades. Pour ce sujet on peut consulter [9] , [38].
Avant d’introduire ce théoréme, rappelons tout d’abord la caractérisation du mouvement
brownien en terme de martingales due a Paul Lévy.

Théoréeme 1.9

Soit X une (3,).., martingale locale, continue, nulle en 0.on suppose que, pour tout
ijefl.....,d} (X", X"y =5t ous,;=1 sii=j,d,;=0sii#]
Alors X estune (J,)., M.BdansIR?.

Notons par (3, heor; 12 filtration naturelle du mouvement brownien et par M?(IR?)
I’espace des processus Z progressivement mesurables a valeurs dans IR tels que

T
1ZIm2 = E[[I1Zt]" dt]<>o

Théoréme 1.10 (de représentation martingales browniennes)

Soit M une (3 )y -Martingale cadlag de carré intégrable pour la filtration (3 Dtefor]
Alors il existe un unique processus (H,),or) € M?(IR?) tel que P.p.sVt € [0,T],

t
M, = M, + IHS.dWS et dans la filtration brownienne, les martingale sont continues.
0

Théoreme 1.11 (de Girsanov) [7]

T 2
Soit h un processus adapté a valeurs dans [] 9 tel que 'f||hs | ds < oo P.ps
(@]

Soit H = exp{—;jj)”hs I ds + :j) h, dWs} si E[H]] = 1alors

P" _[H"]P est équivalentaPet wh —w _} hsds estun P"- mouvement
brownien. i

Corollaire 1.1

Considérons la fonctiong : IR > IR..

Si h vérifie les hypotheses du théoreme précedent et si on note =L I’espérance par rapport a
la probabilité P" ona E[g(Xt)] = Eh[(HTh)—l(g(XT )]
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1.4 La topologie de Skorokhod

Cette topologie a été introduite par Skorkhod dans [55] et étudiée ensuite par Billingsley dans
[6] pour les processus indexés par [0,1] et par Jacod et Shirayev dans [38] pour les processus

indexés par IR™. La convergence suivant la topologie de Skorokhod nous sera utile dans
I’étude de la convergence des schémas de discrétisation des EDSR et des EDSR réfléchies
(chapitre 3).

1.4.1 Le cas déterministe

On note D I’ensemble des fonctions sur [0, T] a valeurs dans IR, continues en tout point a
droite avec une limite a gauche , ces fonctions sont notées en abrégé (cadlag).
Sur cet espace, la topologie de la convergence uniforme est remplacée par la topologie J, de

Skorokhod car cette derniere ,en plus qu’elle est une topologie de convergence uniforme,elle
tient compte des décalages entre les instants de sauts de la suite de processus et de leur
limite :

Plus précisément, si on note A I’ensemble des changements de temps de [0, T] ie
L’ensemble des fonctions «:[0,T]—[0,T] continues strictement croissantes telles que

a(0)=0 et a(T)=T.Onnote d la métrique, dite metrique de Skorkhod, définie de cette
facon Vvx,yeD,d (X, y)=im;{||a—Id||wv||x—yoa||w} , on dit que la suite (x,) de D
converge vers xeD, x, — x au sens de la topologie de Skorkhod si d(x,,x) > 0 .

Dans ce cas on munit D de la tribu engendrée par tous les ouverts pour la topologie de
Skorkhod, c’est la tribu engendrée par les applications cadlag , ainsi les projections
7, X — X(t) sont continues.

Pour cette convergence, on prend comme exemple la suite X, = (L,5,9/n17) . elle
converge vers X =1,,, 17 pour la topologie de Skorkhod mais la convergence uniforme

ordinaire ne se réalise pas a cause du décalage entre les instants de saut des x,qui a lieu en

1/2+1/n et celui de x qui a lieu en 1/2.
La topologie de Skorkhod coincide avec la topologie de la convergence uniforme si la limite
est continue.

1.4.2 Application au cas des processus aléatoires

Considérons le cas des processus aléatoires cadlag ie des processus X :[0,T]xQ — IR dont
toutes les trajectoires sont cadlag.

e Convergence en loi

Soit (X") une suite de processus cadlag indexés par [0,T] définis sur les espaces de

probabilité (Q",3",P") et X un processus cadlag défini sur un espace de probabilité
(©,3,P).
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Définition 1.21
On dit que (X"),converge en loi vers X si pour tout fonction h:D — IR bornée et

continue (au sens de la topologie de Skorkhod),(_[h(X”)dP”)n converge Vvers

14
Ih(X )dP .on notera X" — X .

Convergence en probabilité
Soit (X") et X des processus cadlag indexés par [0,T] définis sur (2,3, P).

Définition 1.23

On dit que (X") converge en probabilité vers X si (d¢(X", X)), converge en probabilité
vers 0.

p
Onnote X" — X..

e Convergence L" et convergence presque sdre
Soit (X") une suite de processus cadlag indexé par [0,T] et définis sur (2,3, P)
Définition 1.24

-On dit que (X") converge dans L” vers X si (ds(X", X)), converge dans L” versO0.

LP
Onnote X" —> X .

- On dit que (X") converge presque sirement vers X si (ds(X", X)), converge presque

p.s
sirement vers 0. On note X" — X .
Définition 1.25

Soit X un processus cadlag. On considere une suite croissante de subdivision de [0,T],

7" ={ty}) avec t; =0, ty =T depas tendant vers 0 quand n tend vers I'infinie, ie

t -t

i+1 i

— 0, on définit le processus discrétisé X" par :

n—oo
Np—1

vte[0,T], X" = > X, :I_[tin,tinl[(t)+ X, S (1).
i=1 +

‘ﬂ” = max
I
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Proposition 1.15 [6]

Soit X un processus cadlag et (X") la suite de ses discrétisés selon la suite de subdivision

(= ") de pas tendant vers 0. La suite de processus (X") converge presque slrement vers le
processus cadlag X.
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Chapitre 2

Equations Différentielles Stochastiques et Equations
Différentielles Stochastiques Rétrogrades

2.1- Equations différentielles stochastiques

On peut voire une équation différentielle comme une perturbation aléatoire rajoutée a une
équation différentielle ordinaire.
En général, une équation différentielle stochastique se présente sous la forme

dx, =b(t, X )dt + o(t, X, )dW,,0<t<T (1) avec la valeur initiale X, = x € IR", ou
b(t,x) est une fonction mesurable de IR* xIR® dans IR’ et o(t,x)est une fonction
mesurable de IR x IR? dansIR®?" et {W,,t >0} désigne le mouvement brownien standard

dans IR?".
Le ccefficient b s’appelle la dérive et la matrice oo * est dite matrice de diffusion.

Définition 2.1
On dit que le processus X=(X,) représente une solution (forte) de ’EDS si :

1/ X est un processus continu et progressivement mesurable

h
2/ P.p.sj {‘b(r,Xr “dr}< oo, ol lo| = traceco™ ou' o désigne le transposé
0

+ HO'(I‘, X,

de o.

t t
3/ Ppsona: X =x+[b(r,X )dr+[o(r,X )dW ,0<t<T.
0 0

Les problemes probabilistes qui se posent en pratique, se raménent généralement au calcule
d’espérances. C’est pour cela que I’on s’intéresse a des méthodes numériques pour calculer
ces espérances, sachant que dans la majorité des cas on ne dispose pas de formules exactes.
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Parmi les processus de diffusion utilisés frequemment dans le domaine financier, on peut
citer, comme exemple, le processus (ou le modéle) de Black Sholes dont I’équation,
représente la dynamique du prix sous la probabilité risque neutre, il suit une loi brownienne

géométrique, elle s’écrit  dX, = rX,dt +diag[X,]odW,, X, e R® ou reR, représente
le taux sans risque et o la matrice de volatilite.

On peut écrire ce modeéle encore sous la forme dX| =rX/dt+X/c'W, X} eR,
Ji=12...,d ,Wti i=1.....,d sont des v.a indépendantes de méme loi N(O, t).La solution de

.y , - i i 1 i i R A
cette derniére équation est X, = X, exp{(r -EHO' Hz)t+0 W}, 1=1.2,.....d. et pour résoudre

I’équation en X, ; il suffit donc de simuler la valeur de W en t, ce qui revient donc a
simuler d variables aléatoires indépendantes de méme loi N (0, t).

2.1.1 Existence et unicité de la solution :-
Théoréeme 2.1 [40]

Si

1 - b,o sont des fonctions boréliennes uniformément continues en x et lipchitziennes c.a.d
3K >0 indépendant de X, y tq [o(x) = o (y)] +[b(x) —b(y)| < K|x - y| , pour tout x  IR*
(condition de Lipchitz).

2 - |b(t, x)| +[ot, )| < KQ+[x]) ;
3-E[[X,’[1< =

Alors I’ EDS admet une unique solution X, ,X, =X, +

[ S——

t
b(s, X, )ds + j o(s, X, )dW,
0

verifiant E{SUP‘Xt 2}< oo . Le processus (X,,0 <t <T)est appele processus de diffusion.

te[0,T]

En finance, X, modélise I’évolution de d sous djacents sur le marché (actions par exemple).

2.1.2 Propriété de Markov [40]
On note (X:’S,s >1t) la solution de (1) partant de x a I’instant t, soit

X" =x+[b(u, X "ydu+ [ou, X ")dW.
t t

0,x

< X<

Sous les conditions du théoréme précedent on peut montrer que XSO’ =X, * s>t
Ce qui implique que la solution de (1) est un processus de Markov par rapport a la filtration
3, :Ona E(f(Xs) |St)= E(f(XS) |Xt)=CD(s,t,Xt) ou CD(s,t,Xt)z E(f(X:’X)),SZt.

Ce résultat permet de calculer facilement des espérances conditionnelles.
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En particulier si X:X = x+Ib(X:’X)du+Io(X:’X)qu on obtient un processus de Markov
t t

homogene E(f(X ) |St)=E(f(XS) |Xt):CD(s,t,Xt):‘P(s—t,Xt) ol

D(s,t, X )= E(f(X ) =E(F(X)), P(u,x) = E(f (x:’x)).

Remarque

Un couple (X,Y) peut étre markovien sans que ses composantes le soient.

2.1.3 Martingale exponentielle
Proposition 2.1 [40]
(1) soit Y € A, ZO une constante, la solution de dZt =YtthWt est

t t t
Zt = Zoexp[jYS dWS —%ijzds].Si de plus E(%J'Y:ds) < o0 , le processus (Zt,t <T)
0 0 0

est une martingale d’espérance ZO.

(2) soit f telle que | (t,x)— f(t,y)|<c|x—y| et sup|f’(s,0)|<C alors

t t
j f(s,WS)dWS —%I f (s,WS)zds est une martingale.
0 0

2.1.4 Représentation probabiliste de solutions d’équations aux dérivees
partielles. Formule de Feynman-Kac

Considérons I’EDP (équation de la chaleur) aa—ltj:%Au dans IR* xIR? avec peIN” , A

désigne le laplacien. On peut interpréter la solution de cette EDP d’une facon probabiliste a
I’aide de la proposition suivante

Proposition 2.2 [63]

Soit @ : IR? — IR et u solution bornée et continue sur [0,o[xIR" de I’équation %u:%Au

sur [0,o0[xIR" avec u(0, x) = ®(x) . Alors pour tout (t, x) € [0,0[xIR", u(t,x) = E,[©W,)]
ou E, est I’espérance prise en supposant que le MB part de x a I’instant t =0.
Réciproguement on a :
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Proposition 2.3 [63]
— 0,

. . L e . . su O, IN|dDd(x
Si @ est continue et vérifie la condition Llim P( 2| ( )D
| X|—>o0 |X|

alors v définie sur [0,o[xIR" par v(t,x)=E [®(W,)] est solution de I’équation de la
chaleur

Proposition 2.4 [63]

Considérons les fonctions f :[0,T]xIR® - IR? , o :[0,T]xIR? — IR™ vérifiant
[f@x) - Tt y)|+|et.x)-ot.y)|<k|x-y| . |f @) +]ot 0| <k?@+|x])
Pour 0<t<T ,xelR?, yelR" , k est une constante positive. On peut alors considérer
(X' le processus stochastique solution de I’EDS suivante :
X\ = x+f f(r, x,)dr+fa(r, X, )dW, .
Soit les fonctions
®:IR" - IR 00| < e+ x|
g:[0,T]xIR" > IR Continues telles que Vvx € IR? g(t,x)| < c(1+||x||2
K:[0,T]xIR? —[0,00]

ol c est une constante strictement positive , alors si ueC?*([0,T]xIRP)vérifiant

vx e IR", rr[13$<|u(t X)| < M(1+||x|| ) ol M constante =0 est solution du probléme de
tel

Cauchy
Z( )i 8 a +>f, ——Ku+g 0 sur [0,T]x IR avec u(T,x) = ®(x)

i,j i

Alors on a pour tout : (t,x) [0, T]x IR",

r r
—jK(r,xE'X)dr T —IK(z,XE'X)dz
u(t,x) = E[@(Xi¥)e t +[g(r,X{™)e ]

t
Notons L I’opérateur qui a toute fonction u associe la  fonction

ou
= f —
Z( ”8 6 ' OX

L est le generateur infinitésimal du processus de diffusion

dX, = f (s, X,)ds+o(s, X,)dW,
X, =X

La formule Feynman —Kac s’écrit alors sous la forme 2—1:+ Lu—-Ku+g=0
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Il existe plusieurs variantes de cette formule, I’'une d’elles appliquée en finance ou on
considere, au lieu de I’équation différentielle stochastique précédente, une EDS contrélée,
c'est-a-dire a ccefficients o, f dépendent d’une fonction de t et de Xx ,avec certaines

conditions sur f qui permettent de minimiser certain codt.
On note paru(t, x), le colt minimal depuis I’instant t lorsque le processus controlé part a

I’instant t de x, on montre que u est solution d’une équation aux derivees partielles non
linéaire.

une autre variante de cette formule est utilisée dans le cas des équations différentielles
stochastiques rétrogrades.

2.2 Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades

Depuis I’article de J.M .Bismut cité en référence [13] ,la théorie des équations differentielles
stochastiques rétrogrades (EDSR) a connu un grand développement, surtout ces dernieres
années, grace notamment a ses diverses applications dans plusieurs domaines.

Formellement, les EDSR sont des équations différentielles stochastiques ou I’on se donne la
condition terminale.

Dans le cas déterministe, il y’a équivalence entre la donnée d’une condition terminale et la
donnée d’une condition initiale par inversion du temps, c’est comme dans le cas, par
exemple, d’une équation différentielle ordinaire. Dans le cas stochastique, les choses sont
fondamentalement différentes lorsqu’on cherche des solutions qui restent adaptés par rapport
a une filtration donnée. En effet, en inversant simplement le temps, on perd la propriété de
non anticipation de la solution c’est pour cela qu’on a introduit les edsr.

pour comprendre bien qu’est ce que une edsr il faut formuler d’une fagon correcte la notion
de solution adaptee a une EDSR.

Dans ce paragraphe, on va donner, en résume, un petit apercu sur les EDSR, le théoréme
d’existence et d’unicité de la solution, et la relation entre EDSR et EDP.

Soit (€2, (3,)..0, P) un espace de probabilité filtre et £ une v.a mesurable par rapport a3, .

Considérons I’équation:—% = f(Y,),t € [0,TletY; =& (1 ). Supposons que pour

toutt [0, T], le processus (Y,).so€st adapté a la filtration { 3, },., .c.a.d pour toutt € [0,T],
Y, ne dépend pas du futur apres l'instant t. (ne dépend que de I’information connue jusqu'a
I’instant t).Si f =0, la solution de I’équation précédente est Y; = & et doit étre déterministe
pour qu’elle soit 3, adaptée (une solution constante est une va3J, mesurable donc
déterministe).

mais & est aléatoire par hypothese donc la solution n’est pas adapte a la filtration { 3, }..,
et la meilleure approximation de la solution, adapté qu’on peut prendre (par exemple dans
L*)est la :martingale Y, =E(&/3,)ce qui implique que Y, = E(¢/3,) = E[£], le théoréme
de présentation des martingales browniennes, prouve I’existence d’ un processus (Z,).., de
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t

carré intégrable, tel queY, = E(¢/3,) = ES + IZSdWS , Y, est 3, adapté par hypothese
0
T T

alors Y, = E(Y,/3,) = E(£/3)= E(£-[Z,dW,/3,) car E[[Z,dW,/T]=0 ce qui
t t

.
implique que Y, = §—jZSdWs :
t

= )

le role de (Z,),., c’est de rendre le processus (Y,)., adapté. Cette derniére équation (2)
posséde une unique solution (Y, Z) adapté donnée par Y, = E(§| 3,) et on obtient Z par le

théoréme de représentation martingale appliquée a Y dans [O,T]

Le systeme (2) est une forme particuliere simple de ce qu’on va appeler dans la suite les
équations différentielles stochastiques rétrogrades.

En général et d’aprés ce qui précéde on prend, par exemple, f dépendante de (Y,)wo
I’équation (1) devient: —-dY, = f(t,Y,,Z)dt — ZdW, etY; = ¢&.

En pratique, dans le domaine financier par exemple, & peut présenter une fonction du prix
d’une action a I’instant T et la filtration représente dans ce cas les informations existantes sur
le marché a chaque instant t.

Résoudre L’équation (1), c’est trouver une stratégie de couverture en utilisant un actif sans
risque [21]. Si cette équation admet une solution, elle ne sera qu’aléatoire, car il dépend de
& etauninstant te[0,T], elle est 3, mesurable c’est a dire il dépend du futur T, ce qui
est contre les regles dans les marchés financiers, d’ou la nécessité de trouver des solutions
avec la condition supplémentaire tel que ces derniéres n’anticipent pas sur le futur c'est-a-dire
qu’elles soient adaptées a la filtration (3, ),.,.c’est pour cela qu’on a introduit les EDSR .

Il est utile de signaler que le sujet des edsr a été traité d’une fagon suffisamment détaillée
dans [10].
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Remarque

Cette appellation (rétrograde), provient de fait que le processus (contrairement a d’autres
EDS est déterminé a partir de la condition terminale y; =& .

Définition 2.2

Soit (Q, T, P) un espace de probabilite, W un mouvement brownien a n dimensions avec sa
filtration naturelle 3, &une variable aléatoire J; mesurable et de carré intégrable et une
fonction mesurable f (appelée générateur ou driver ), f :Qx[0,T]x IR xIR*™ — IR®

Les équations de la forme —dY, = f(w,t,Y,,Z,)dt — Z,dW, (3) o0 Z; est le transposé
de la matriceZ, , avec la valeur terminal (qui est aleatoire) y, =&, sont appelées les

équations différentielles stochastiques rétrogrades, (en abrégé E.D.S.R. ou edsr )
Une solution de I’edsr est un couple de processus {(Y,,Z )}, Qui satisfait (3) et tel que

{Y,,t € [0,T] } est un processus continu 3 adapté a valeurs dans IR et { Z,t € [0,T]}

.
est un processus prévisible a valeurs dans IR®" et qui satisfait I|Zs|2ds <o P.PsS.
0
T T
Ona Pps Y, = & + If(a),s,YS,Zs)ds — Iz;‘dWs,o <t < T.(4)
t t

Remarque

1- les intégrales dans I'équation (4) sont bien definies et Y est une semi martingale
continue
2- Y, est une quantité déterministe.

3-  On peut définir encore une solution d’une edsr de cette fagon :

Si on note par L un ensemble de IR®xIR™" de processus (Y ,Z ) J,adaptés définis sur
QOxIR*

0<t<T

;
telsque |(Y,Z)IF < E(suplY,| + j|zs|2ds) < o,
0

Dans ce cas on peut montrer que le couple (L, ||.|[) estun espace de Banach.
Une solution de (3) est un couple (Y ,Z )dans (L, |.||) qui vérifie I’équation (3).

Définition 2.3 [49]

Si f(t,y,0)=0,Vy,t ,I’espérance E,[£/3,]=y, o0 E,[]:L* — IR, estappelée
f — expectation. Dans ce cas la quantité deterministe y, seraégale aE,[£].
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2.2.1 Existence et unicité de la solution

On a vu dans I’exemple précedent que la mesurabilité du processus Y est importante car elle
est la cause de I’inexistence de la solution pour (1) et la présence de Z rend le processus Y
adapté.

Pardoux et Peng sont les premiers qui ont montré, dans [52] , I’existence et I’unicité de la
solution par itération, pour cela, ils ont introduit une suite (Y,.,,Z,.,)ou ils supposent que

(Y,,Z,) sont connus et definis par
T T
Yoa() =&+ F(.Y,(5). Z,(s))ds - [ Z,,, ()W, , vt e[0,T] (4)
t t

Pour résoudre cette équation, on suppose que Y,,Z,  sont connus et Y. ,,Z ., sont bien

n+l? = n+l

T T
définis alors on a §:Yn+l(0)—.[f((S,Yn(s)),Zn(s))ds+'[Zn+1(s)dWs etcomme X, ,(0) est
0 0

3, mesurable donc deterministe, on a
T

E(£)=Y,1(0)—E| [ F((,Y,(5)).Z,(s))ds + Tf Z,,1(S)AW,

0
Par I’application du théoreme de représentation de martingale brownienne appliqué au

.
vecteur aléatoire 3, mesurable, §+'|.f(s,Yn (s),Z(s,))ds dans [O,T] on aura
0

V() = ELS +_T[ F((s,Y,(8)), Z,(s))ds/ 5]

ce qui implique que I’équation (4) est vérifiée.
Ensuite on a montré que sous certaines conditions de régularité sur f,Y ,Z les deux suites
Y,,Z, convergent respectivement vers Y , Z et que ces limites vérifient (4).

Passons maintenant aux conditions et au théoréeme d’existence et de I’unicité de cette
solution :

Supposons que& est F, =o(W,,s<T)- mesurable tq El¢| <o , f(,.,00) €L*(Qx
[0,T]) est un processus prévisible et f uniformément lipchitzienne c.a.d 3k >0tq
[f(o,t,y,2) — T(o,t, Y, L) <KW — V| + 12, — Z,]) Alors, (f,&) sont des parameétres dits
standards.

Théoreme 2.5 [52]

Soit (f,£) des parametres standards, alors il existe un unique couple (Y, Z) dans
L2(Q2x[0,T], IRY) x L2(Q2x [0,T], IR?) qui satisfait (3)

T 2
De plusona E{SUPIY,[ + j|zt| dt} < o

0
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Remarque

De nombreux travaux ont été faits apres la réalisation de théoréme d’existence et d’unicité
pour minimiser le plus possible les conditions d’existence et d’unicité, et le sujet reste ouvert.

2.2.2 Existence de la solution sous les Conditions de Lipchitz locales

Supposons que

(1) fest continue par en (y,z) pour tout (t, <)
(2) il existe une constante K =0 et 0<a <1 tellesque |f(t, @, y,2)|<K@+|y[" +|z[")

(3) pour toutN>0 , il existe L, telque |f(t,y,z)—f(t,y,z)|<L,(y-y|+|z-2)
(4) £el’(Q,3,,IRY)
Théoréme 2.6 [36]
L, <+/logN impliqgue il existe une unique solution pour I’edsr

T T
Y= &+ [f@sY,Z)ds - [Zdws 0 <t <T.
t t

Proposition 2.5

Soit (Y, Z) la solution de I’EDS (3) et soit z un temps d’arrét majoré par T.
T

supposons que si le driver f est lipchitzienne , E(I{|f($,0,0)|2ds+|§|2)<oo &
0

est 3, mesurable et que f(ty,z)=0si t>7
alorsona Y, =Y., etZ =0désquet>7.

Preuve

T T
Ona pour 0<t<T ,Y, =& + If(s,YS,ZS)ds - IZSdWs P.p.s
t t

T T T
on a pour t=r, Y =&+ If(s,YS,ZS)ds - IZSdWs =& - JZSdWs car

f(t,x,y)=0 désque t=r.
.

=Y =E(/F)=¢ et par suite IstWs:O ce qui implique que
t

E[(Z.dWs)'] = E[[IZ.IFdWs] = 0
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d’oll ZL,, = 0 .

T T
et puisque par hypothése, Y, = Y; + If(s,Ys,Zs)ds - IstWs =Y, alorsY, =Y, sit=r
T T

.
Cette proposition montre bien que le réle de Z et le terme IZSdWs , est de rendre le
t

processus Y adapte : par exemple si & et f sont déterministes alors Z=0 et Y est la solution
dy,

del’équationW = f(t,Y,,0) , Yy = &.

2.2.3 EDSR monotones

La condition de Lipchitz par rapport a la variable y peut étre remplacée par une condition de
monotonie, ce qui est sujet de travail publié par S.PENG dans [50] puis ensuite par
R.DARLING et E.PARDOUX. dans [23]

Cette hypothése de monotonie est tres employée, il permet de manipuler les edsr avec un
temps finale aléatoire et d’autre part d’affaiblir I’hypothése de croissance sur f par rapport a
y, pour cela considérons un mouvement brownien de dimension n, défini sur un espace de
probabilité (Q, T, P) Complet.

Soit  f:Qx[0,T]xIR?xIR*™ — IR une fonction aléatoire telle que pour tout(y,z), le
processus { f (t, vy, z)}0<t<T soit progressivement mesurable et soit & une variable aléatoire

ST mesurable et on considére les hypothéses suivantes qu’on note (Hyp) :

Hyp :

il existe des constantes K >0,ueIR,C>0et un processus progressivement
mesurable,{ft}O<t<T , positive,tels que P.p.s

1- V(ty).V(z,2) [f(ty,2)-f(ty 2)<K]|z-Z];

2- Monotonie en'y : pour tout t,z, V(y,y), (y-Y).(f(ty,2)-f(t Yy, 2)<uly-y|;
3
4

Croissance linéaire en (y,z) : V(t,y,2z),|f(t,y,2)| < f+C ly|+ K]z

Continuité en y : pour tout couple (t,z), y— f(t,y,z) estcontinue;

.
5- Lav.a & est 3 mesurable et E[|§|2 +I ftzdt]< 0
0

Théoréme 2.8

T T
Sous (Hyp) I’edsr Yt=§+_|.f(s,YS,ZS)ds—stdWS , te[0,T] possede une unique
t t

.
solution telle que Z est progressivement mesurable et E[I||ZS||2d Ws]<oo
o]
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2.2.4 EDSR Linéaires

Définition 2.3  On suppose que d=1 ce qui implique que Y € IR et Z est une matrice de
taille 1xn (vecteur de dimension n).

Soit {(at,bt)}t 011 un processus a valeur dans IR x IR", progressivement mesurable et

borné et soit {{ct}}t 0] eM?(d) (progressivement mesurable a valeur dans IR) et &

unev.a 3 mesurable de carré intégrable a valeurs réelles.

T T
Ledsr Y =&+[{aY +bZ +c}ds—[Z dWs s’appelle *EDSR linéaire”
t t

Proposition 2.6 [40]
L’edsr linéaire posséde une unique solution r qui verifie

i
vte[0,T1Y = E(@T_+[cT ds |3)
t

t t 2 t
Avec pour tout te[0,T] T = exp{jbsdwS —%Hbs‘ ds +J'asds}
0 0 0
Remarque
Les edsr linéaires sont trés utilisées en finance.

Théoréme de comparaison [40]

Théoréme 2.9

Ce théoréeme permet de comparer les solutions de deux edsr dans IR dés que I’on sait
comparer les conditions terminales et les générateurs :

Supposons d=1 et que (&, f),(&', f') vérifie la condition de Lipchitz. On note (Y,Z) et
(Y’, Z") les solutions des EDSR correspondantes. On suppose également & < &' P.p.s et que
f(t,Yt,Zt) < f’(t,Yt,Zt) m ®P.p.p (m est la mesure de Lebesque).alors, vVt €[0,T] , Yt SYt'
P.p.s.

Si de plus Y :YO’ alors P.p.sY, :Yt’, 0<t<T et f(t,Yt,Zt) = f’(t,Yt,Zt) m ®P.p.p.

En particulier, dés que P(£ < &) >0 ou f(t,Yt,Zt) < f’(t,Yt,Zt) sur un ensemble de

m ® P-mesure strictement positive anrsY0 < YO'.

40



2.2.6 Relation entre EDSR et EDP .Généralisation de la formule Feynman- Kac aux
EDSR.

Commencons ce paragraphe par cet exemple simple :

atu(t,x)+%aivxu(t,x)+ f(u(t,x)) =0
u(T,x) = g(x)

0, designe la drivée premiere par rapportat. , ajx la dérivée seconde par rapport a x

Considérons I’EDP suivante

Supposons que cette équation posséde une solution réguliére u, appliquons la formule d’ito a
u(t, x)

d(u(s,W,) :{asu(s,Ws)+%6§’Xu(s,ws)}d s+o.u(s,W,)d W
=—f(u(s,W,))ds+0o,u(s,W,)dw,
Sionpose Y, =u(s,W,) , Z,=0u(s,W,) nous obtenons une edsr —dY, = f(Y,)ds—Z dW,

avec

Yr =gW;).

Donc trouver une solution réguliére de I’'EDP C’est trouver une solution pour cette EDSR.
Considérons I’EDSR Y, =§+.T|‘ f(u, Xj’X,Yu,Zu)du—]Zuqu et &=d(X;")
(t,x) [0, T]xIR", t<s<T.

X' désigne la solution de I’équation X:'X = x+jb(r, X:'x)dr +ia(r, X:'X)dWr , X=X
Ce genre d’EDSR représente un cas dit Markovierll ou il y’a une ;Iépendance de la condition
terminale et du générateur de I’edsr dans I’alea @ se fait a travers de la solution d’une EDS ;

par conséquent la propriété de Markov pour les EDS se transmet aux edsr.

Si on suppose que f(t,X,y,z) = c(t,x) + h(t,x) on peut montrer que

Y = E[(X exp(fe(r X )dr) + [h(s, X*)exp(fe(rX*)dr)ds]

1 *
Posons Ly ,, = Eizj:[aa It x)aiin + Zbi (t, X)0y
Soit u la solution de I’ EDP paraboliques semi linéaires

(0 + Lipu(t, x) + f(t, x,u,Vuo(t,x)) =0 :
u(T, x) =d(x).
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(V désigne le gradient) et soit { (YS’X,ZS’X) ; s <t < T} lasolution adaptée de I’edsr

—dY, = f(t, X *Y,Z)ds — Z,dW,
YT = (D(X;X)

Proposition [10]

Supposons qu’il existe une solution réguliere a I’EDP qu’on note u. Alors il existe une
solution pour I’edsr et on a

Y =u(t, X)) et Z7F = Vu(t, X))ot X))

ou (Yts'X,Z:'X) avec s<t<T estlasolution de I’edsr partantde x a I’instant s.

Cette formule est une généralisation pour les edsr de la formule de formule Feynman- Kac
La encore, pour confirmer ce résultat il suffit d’appliquer la formule d’Itét a u, =u(t, X,).

2.2.7 Equations stochastiques rétrogrades discreétes [43]

Considérons la suite de v.a de Bernoulli iid (&), , avec & =0 , n fixé avec
P(e'=1)=P(e' =-1)=05
Notons par M| la o algebre engendrée par &, é&/,......&y , M| =0o(e, g, ......g]

Par analogie avec les edsr , notons la condition terminale par &" {&"},.,, la suite de
variables aléatoiresM | mesurable , de carre intégrable et le genérateur (le ccefficient) par
f" .Considérons les hypothéses suivantes :
H1- £" est M| mesurable :

30 :{-1,1> IR tel que &" =D(g, &5, &
H2- pour tout j=0,..,n-1, f':QxIRxIR—IR est M| mesurable et pour tout
(w,2), f" est C lipschitzienne par rapportay avec Nn=C

H3- pour tout (e, y), f" estC lipschitzienne par rapportaz avec N>C 2

Soit q>0 une constante donnée, considérons pour j=n-1,.....,1,0, I’équation rétrograde
discréte

yit=yid+ (e z'?'q)1+ﬂ(y“'q)*—z?'qig“ avec la condition terminale
n n

i j N
Yot =&"
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Existence et unicité de la solution [43]

Théoréme 2.9

Supposons que le couple (f,&") est soumis aux hypotheses H1 et H2, alors il existe un
unique couple (y™9,z™9) M7 adapté qui est solution de (1).

Théoreme 2.10 (de comparaison) [43]

Si (y’”’q' , Z"™ 97 est solution d’une edsr de la forme (I) correspondant a
&, f",a’) , q=q etsi £, f" satisfais H3 et f"(w,y,2)> f(0y,2) ,

&' = &M alorspour j=0,1,...,n-1lona Y™ = y9.

Théoreme 2.11 [41], [11]

[nt]/n
Posons M= —= > & et AM{’ =M -M{ et considérons I'edsr discréte
Jn &= F tj+1 tj—l—l tj

- n - n-1._.
V=ML S e Y-S Z0aM?  o<isn, 0<t,<T , (V)
i nj=i YT EY s

T T
qui est la version discrete de I’edsr Yt :§+I f (31Y5,Zs)d5—IZSdWS , 1[0, T] . On peut
t t

montrer que cette edsr discrete vérifie H1 et H2 ce qui assure I’existence d’une unique
solution.

Supposons que Y",Z" est solution de (V) .Posons
i-1 N 1 i -
U= Z"AM" =Y"-&E"—2) f(t.,Y,.
f JZ; G a g n4s (t;:Yy)
siona
(i) E=FW) o0 F:Q—IR" est une fonction Lipchitzienne bornée ie il existe une

constante k telle que pour tout w,o' € Q@ |F (@) - F(@')| <k su fo(t) - o'(t)|
0<t<T

(i) f:[01]xIR? — IR" est une fonction continue, uniformément lipchitzienne ie il existe
une constante L telle que V(x,y)e IR"xIR?  su pf(t,x)— f(t, y)|<L|x—y]|

o<t<T
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Alors la suite (Y",U") converge faiblement au sens de la topologie de Skorokhode vers
(Y,IZdW) ou (Y,Z) est I'unique solution de I’edsr Y, :§+]f(s,Ys)ds—]stWS,
0<t<T. t t

2.2.8 Equations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies

Les équations différentielles stochastiques réfléchies sur une barriére (reflected backward
stochastic differential équations with one barrier) ont été introduites en 1997 par N.Elkaroui,
C.Karppodjan, E.Prdoux, S.Penget M.C. Quenez dans [26] , comme généralisation du
résultats de Pardoux et Peng, dans ce cas, la premiere composante Y de la solution est
contrainte a rester au dessus d’une barriére donnée par un processus continu adapté L.

Pour cela, la notion des EDSR a été modifiée par I’ajoutant d’un processus adapté croissant,
A, ala solution, qui devient donc un triplet de processus adaptés (Y, Z, A).

Au début, I’introduction de ce genre d’edsr a été motivé essentiellement par I’évaluation
d’une option américaine dans un marché contraint, qui peut étre un marché sur lequel les taux
d’intérét

ne sont pas les mémes si I’on veut emprunter ou placer de I’argent .En effet, il a été prouvé
que le prix d’un actif contingent américain est solution d’une edsr reflichie dont la barriere
est donnée par le payoff a consulter par exemple [26] . Ensuite ces équations sont utilisées
dans plusieurs domaines comme les finances (options américaines) ce que, le calcul
différentiel, le contrdle optimale etc...

Dans notre étude, nous intéresserons aux équations différentielles stochastiques rétrogrades
réfléchies simples (cas non markoviens) avec une seule barriére inférieure continue.ce qu’on
va utilisé dans la suite dans le cas de I’application des edsr réflichies en finance (options
americaines-chapitreb).

Pour cela, considérons I’espace de probabilité (Q2,T,P) et le mouvement brownien standard

a une dimension, W ={W,,0 <t <T} et considérons la tribu I, ={c{W,);0<s<t} , On note

par LZ[0,T], I’ensemble de processus (#)iqor) 3:- progressivement mesurables tel que
T

E([|g|" dty<oo.
0

S?[0,T] est le sous espace de LZ[O,T] définipar: (4), o €S si E{sup |¢t|2}<oo

o<t<1
L”(3,), B €IR" est L’espace des v.a I, mesurables, X telles que E{| X |'8}<oo
A*(0,T) est le sous espace des processus A(t), adaptés,continus et croissants tq A(0)=0 et
E(A(t)*)<oo .
Considérons f,& tels que les hypotheses suivantes sont satisfaites :

hl — f est une fonction de Qx[0,1]xIRxIR dans IR tel que pour tout y,z, f(.,v,2)
appartient & S°et pour tout t , f est C lipchitzienne par rapport a (y,z) ie
1ty 2)- f(ty,2)|<c(y-y|+|z-2)

h2 — & est une v.a positive 3, adapté, E{|.§|2}<oo.
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Remarque

-Dans ce qui suit, nous considérons le cas ou L, est un processus d’ito ie
t t

L =L+ [lds+[odW, , 0<t<T et &=d(W,),,.) satisfait la condition d’intégrabilité
0 0

et A estun processus appartenant A’(0,T).

- sur le sujet edsr reflichies (définitions, méthodes employées pour I’approximation des
solution) on peut consulter par exemple [26] ,[43] , [51] , [59].

Définition 2.4

Une solution d’une edsr réfléchie avec une seule barriére inférieure, continue L associée au

couple (f,&) est le triplet (Y,Z,A) sur [0, T ] , qui verifie (hl) et
T

E[sup |Y,|” + _[|ZS|2ds +| A" 1<o0

O<t<T 0

et I’équation
T T

Z)ds+ A —A-[ZAW, , Y = Ly, 0<t<T, [(%,-L)dA =0 ()

t

0

Yt:.§+j[f(s,Y

S

.
La condition _f(Yt — L )dA, = O signifie que A agit d’une maniére minimale, ie, il ne
[0}

croit que lorsque Y touche la barriere L.

2.2.9 Existence et unicité de la solution [43] , [51]

Théoréme 2.12

o<t<T

.

En plus de I’hypothése hi, si E[|§|2 +_f f ?(t,0,0)dt + sup (L) )?*]<oco , alors il
(0]

existe un unique triplet (y,z, A) solution de I’edsrr (1)

Définition 2.5 [51]

(y,z,A) estappelé f- super solutions (resp.subsolution) si A est un processus croissant
(resp. un processus décroissant) et il appelé f -solutionsi A=0.
Si les deux triplets (y,z, A),(y,Z,A)sont tout deux f- supersolutions sur [0,T],

alors(z, A) = (Z, A).
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Chapitre 3

Simulation et Discrétisation des Processus Stochastiques

Les processus stochastiques continus sont des outils largement employés dans divers
domaines.

En finance, par exemple, de nombreuses problématiques dans la modélisation de I’évolution
des taux d’intérét et cours d’actions, aménent a la simulation des trajectoires de tels
processus.

La mise en ceuvre pratique de ces simulations necessite la discrétisation de ces processus

et I’estimation des parametres et la génération des nombres aléatoires en vue de générer les
trajectoires voulues .

Dans ce chapitre on va étudier quelques méthodes et schémas concernant la discrétisation et
la simulation de trajectoires des processus stochastiques en général et les équations
différentielles Stochastiques rétrogrades en particulier.

3.1 Méthodes de Monte Carlo
3.1.1 Principe de la méthode de Monte Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo permettent de calculer numériquement des espérances.
Ces méthodes sont basées sur le résultat, connu, de la loi forte des grands nombres. :
On simule un grand nombre de variables aléatoires indépendantes (Y,), et de méme loi que

N
Y , on prend ensuite la moyenne des valeurs prises , N’len et on aura ainsi une

n=1

approximation de E(Y) ,ensuite on utilise les théorémes suivants pour avoir la convergence .

Théoreme (loi des grands nombres)

N
soit  (Y,),., une suite de v.aréellesiid alors N*>Y, - E[Y,] P.sdans L sien plus les

n=1

(Y.),., sont de carré intégrables ,on peut montrer que la convergence a lieu dans L* et on
obtient un contrdle de I’erreur p.s et de I’erreur L*.
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Théoreme 3.1 [7]

N
Soit (Y,),., une suite de v.a réelles i.i.d de carré intégrables .on pose m, = N‘lZYn alors

n=1

n=1

e, —ED 1=

. N N . ~
"Tffp\/VAR(Yl)zlnN( v EDLD)=Slimin \/VAR(Yl)ZInN(mN_E[Yl])_l p-s

la premiere égalité s’obtient en utilisant le fait que Y, —E[Y,] sont indépendantes et
centrées , la deuxiéme égalité est connue sous le nom de loi de logarithme itéré .

Remarque
: - N . : -
On peut montrer que si Y, e L*, ahﬁz (Yj —mN)2 est un estimateur sans biais de
15

- - - - N 7 Y 7 Y ~2
variance Var (Y,) ce qui implique d’aprés le théoréme précédent que = — est un

estimateur sans biais de variance Var (m, ).

A I’aide de théoréme suivant on peut construire des intervalles de confiance asymptotiques.
Théoréme de la limite centrale
Théoreme3.2 [7]

Soit (Y,),., une suite de v.a réelles i.i.d de c carré intégrables .on suppose que Var(Y,) >0 et

N
onpose M, =N"'>Y, 52 -

n=1

. —my )2 alors

N —EG)y; N 0,1)

N

N I:ﬁN B E(Yl)

En particulier pour tout réel <c]—>1-a, ol a, =P[|X|>c] pour

Oy

X suit N(0,1).On déduit que pour N suffisamment grand, la probabilité d’avoir

Co,
E[Y.1e[m, £ ==27 est proche de 1-«..
[Y.]e[m, «/W] p .
Remarque

Deux estimations différentes peuvent conduire a deux valeurs completement différentes d’ou
I’importance de connaitre la variance de I’estimateur (qui est lui-méme une v.a) et de donner
un Intervalle de confiance.

En finance par exemple, si on veut donner un prix d’option calculé par simulation (voir
chapitre 5) il faut toujours le mettre en perspective avec la variance de I’estimateur ou avec
un intervalle de confiance de maniere a pouvoir juger de la précision du résultat obtenu.
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3.1.2 Méthode de la fonction d’importance [7]

La méthode de la fonction d’importance consiste a changer la loi de simulation dans le but
de réduire la variance.
En finance, par exemple, nous aurons souvent besoin d’évaluer E[X; — KJ™ .Si K est proche

de (ou inférieur a ) X, , on aura beaucoup de simulations XT(J') supérieures a K .mais si K est

beaucoup plus grand que Xg, il y’en aura peu de ces simulation et I’estimateur de Monte

Carlo risque d’avoir une variance tres forte.
Pour résoudre ce probleme ie maintenir X, au dessus de K, on lui ajoute un drift positif

sans changer la valeur de I’espérance en utilisant pour cela le théoreme 1.11 (de Girsanov ):
On peut choisir h positif de telle sorte que P"[X; > K] soit grand .pour simuler X, par

rapport a P".

t t
On utilise I’équation suivante X, = XO+j(a(xs)+b(Xs)hs)ds+ja(Xs)dWs“,OstST ol
0 0

W" estun P" mouvement brownien et il est nécessaire dans ce cas de simuler
T T
HP = exp{—;g)nmﬁ ds + gh:dws} sousP".
3. 1.3 Simulation de processus

Ils existent des méthodes de simulation permettant de calculer des espérances de variables
aléatoires par méthodes de Monte Carlo, ceci n’est possible que lorsque I’on est capable de
simuler selon la loi des dites variables aléeatoires.

En finance , il s’agit souvent de calculer des espérances de la forme E(f(Xt)),0<t<T ou

(Xt)ost<r estsolution de ’EDS dX; = o(t, X;)dW, +b(t, X, )dt , X, =X.

Dans un premier temps commengons & nous intéresser a la simulation d’une trajectoire
brownienne sur un intervalle de temps[0,T].

3.1.4 Simulation récursive

On considere (W;,0<t<1) un M.B définit sur [0,1] .soit O=ty<t<...... <t,=1 une
subdivision de I’intervalle [0,1]. On cherche a simuler une trajectoire du mouvement
brownien en ces points de la subdivision c'est-a-dire que I’on cherche la loi du processus
discret (W,,i=0,1,..,n).

Proposition 3.1

j=1
i >0 Les vecteurs (W, ,Wh, , ..., Wiy, ) et (Xo, Xy,..., Xs) sont égaux en loi.
Pour montrer cela il suffit de montrer que (X,,.......... , X)) estun vecteur gaussien centré .
Les G, sont gaussiennes , indépendantes et centrées ce qui implique que le vecteur
(G,,......,G,) est gaussien et centre donc on a

i | jal
cov(X;, X,) =cov(Qd Jt, —t,,G;, D\t —t1G)) =Dt —t,, cov(G,,G,) =t At
j=1 j=1 =1
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Il est utile de noter que cette méthode de simulation n’engendre pas d’erreurs de
discrétisation sur le processus discret, contrairement & ce qu’on I’on observe sur d’autres
processus.

3.1.5 Simulation rétrograde

Pour un couple (s, t) donné, on cherche alors a identifier la loi de W, conditionnement a
2

(Ws,W,) pours <t, noté L (Wi, (Ws,W;)).
2

Proposition 3.2

Pour s<t ,L(WHTS,(BS,B[)F N(Btﬂz—s,tzs)

Cette proposition montre qu’on peut simuler toute la trajectoire brownienne dés qu’on ajoute
un point a la subdivision entre les instantst;,ti.;. Donc a I’aide de cette méthode on peut
simuler une trajectoire d’une diffusion s’écrivant comme fonction connue de M.B,
malheureusement les diffusions ne sont, souvent, définies que par des équations
différentielles stochastiques que I’on ne sait pas résoudre, ce qui oblige de recourir a une
approximation qui correspond a une discrétisation en temps de ces EDS.

3.1.6Simulation du mouvement Brownien [15],[30]

Il existe plusieurs méthodes de simulation de MB.
La méthode la plus utilisée se base sur la considération de vecteur (W; Wi ,......W; ) =
1 2 n

(Z,.2,+2Z4,........, Zi+Zy+...Ln) et le fait que les v.a Z; :=Wtk —Wtk_1 avec W, =0, sont

indépendantes et suivent une loi gaussienne de variance t ., —t ce qui permet d’avoir une
succession de petits sauts gaussiens indépendants .

sur la base de ce schéma un programme Matlab simule une trajectoire brownienne pour
n=500 te[0,1] (figure4).
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Toujours en utilisant la méme méthode, on peut simuler 5000 trajectoires browniennes) ,
te[0,1] . (Figure5)

Wit)

Fig.5

3.2 Discrétisation d’équations différentielles stochastiques

3.2.1 Schéma de discrétisation par la méthode d’Euler Maruyama [7], [ 44 ]

Le moyen le plus simple de résoudre  I’eds dX,=b(t, X,)dt+o(t, X,)dW,,0<t<T ,

X, =X dans le cas déterministe (o(t, X,)=0) est la méthode ou schéma d’Euler , cette
méthode s’étend au cas des processus de diffusion sous le nom de la méthode d’Euler
Maruyama, il consiste a calculer une approximation de X(t)par une chaine de Markov sur
une discrétisation de I’intervalle [0,T]

Pour construire ce schéma, on se donne une grille de [0,T] , " :=(t,,....t;,...t,) avec
t.=iT/n.

Onnotera par A"t =T /N et AW, =W, -W, Pourtouti=12,..n.ona:
t: t:
1 | n n
Xt = X b(X, )d Xt )dWg = X¢  +b(Xg )A"t+o(Xp, AW
G ti—1+ti£1 ) S+ti£10-( §Ms =Xy +D0g PATtro Xy At

d’ou la construction du schéma :

n n n n,,n
Xti+l = th + b(tl , th )h + O'(tl , th )A W|+1

: i=0,1,2....n. ol h=AMt=T/n (1)

, X
0
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Par définition du mouvement brownien, la suite  A™w; est une suite de vecteurs aléatoires

dans IRY indépendants et de méme loi .Chacune des coordonnée de AnWi suit la loi normale

N(0, A"t) de moyenne 0 et d’écart type A"t . Donc la simulation de X" se raméne a la
simulation des accroissements deW , ou AnWi suit la loi N(O, A"tl;) =N(O,htl,) pour

3.2.2 Convergence LP [7]

Pour n fixé, on montre en utilisant les conditions de Lipchitz, pour b et o et la relation (1),

Théoréme 3.1

Supposons que o,bdes fonctions continues et lipchitziennes. Alors Vp>1, il existe une
constante C tel que

1
[E(SUP|X/ - X[ ")]° <

<
te[0,T] \/ﬁ .

Corollaire 3.1

Si g est une fonction lipchitzienne

Alors E[

‘g(xggl, ....... X )—ag (XD, ... , XD

3.2.3 Convergence faible [7]

Dans le domaine financier, on s'intéresse surtout a la convergence du prix approché vers le
prix reel, en terme mathématique cela veut dire qu'on cherche la convergence de

E,(X{)—-E,(X;) vers 0, c’est la convergence faible.

Théoréme 3.2

Si b,oeC;,geC? alors HE[g(XT”)—g(XT)]HS%
Théoreme 3.3 [7]

Supposons que o,b € C” et o uniformément elliptique, g une fonction mesurable bornée.

Alors 3C R 1g E[g(XT")—g(XT)]:%+O(n—12).
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Remarque

e L’algorithme de simulation de la suite (x") est trés facile & implémenter, & ce sujet, on

peut consulter [44] , [30].

e La méthode E M a plusieurs avantages comme, la facilité de programmation, la rapidité
de I’exécution mais elle représente aussi, comme dans le cas déterministe, le probléme de
cumule des erreurs (I’écart entre la solution exacte et la solution approximée augmente
avec le temps
(voir Figure 7)), ace sujet, on peut consulter [44] P. 331-337.

3.24 exemples

Exemple 3.2.1
Considérons ’EDS dX, = AX,dt+o X, dW, ot 1=001 , 0=02 , X,=20

, N=5000. la figure 6 représente une trajectoire de ’EDS réalisée par un programme Matlab
basé sur la méthode E.M .

20.5

20
19.5
19
18.5
16
17.5
17

16.5

16

Exemple 3.2.2

On considére I’EDS lineaire dX, = AX, + uX,dW, , t€[0,1],
avec X,=1,1=0,5 =1 pour n=500.

la figure 7 représente une trajectoire de I’EDS realisée par un programme Matlab basé sur
la méthode E.M , enla comparant avec la solution exacte .
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3.2.5 Schéma de Milshtein [7] , [30]
t.

1
Dans le schema d’Euler on a utilisé I’ approximation IO‘(XS)dWS"U(Xti JW W)
t 4 - [ i—1
et ce n'est pas la seule qu'on peut utiliser : supposons que la dimension d =1 et supposons que
b=0
S
pour s lt;, ,,t; ], on a o(X,)= a(Xti_1+ ja(xt)dwt)~
b
o(Xy , to(Xy W, =W, )

~a(Xti_1) +a'(Xti_1)a(Xti_1)(\NS _Wti—l) en utilisant I’egalité
J g -w, )dWs_%((Wt -w_ *-A")  ce qui donne I’approximation :

i 1 2 4N
U(Xs)dWs“'G(Xti_l)(Wt_ -W, )+50 (Xti—l)a(xti—l)((wt. W) -A't)

i i i-1 i i-1

53



Le rble de terme b (dérive) est minime dans I'erreur d’approximation par rapport au terme de
diffusion donc il n’est pas necessaire de le corriger.

(1) pour d=1

on a le schéma d'approximation suivant:
Xg = X,

n_ yh n n n 1, un n 2 AN G
xti = Xti—l -I-b(XtI )A t"'U(Xti_l)(Wti _Wti_l)"'EO' (Xti—l)a(xti—l){(wti _Wti—l) -A'thi=1....n.

(2) pour d>1

en suivant le méme raisonnement on aura le schéma suivant :
XQ = Xg
n n n d j _k n ti j k k -
+b(Xti_1)A t+0(xti—1)(wti —Wt_ l)+j kZ(Zo- o )(Xti_l) j(\Ns _Wti_l)dWS d=1....... N
K= t

Xt? B Xt?—l

i-1
Théoréme 3.4

1

o L
Sib,aeC/? ,alors pour tout p>1 max E[th? —Xti H 1° sg
1<n n

Ce théoreme montre l'intérét de schéma de Milshtein, qui permet d'avoir une vitesse de

1 1 , ,
convergence L”en — ala place de — dans le schéma d'Euler.
n

N

Lors l'application de ce schéma, on a affaire a la simulation de [I’intégrale d'ito

tI ) _
j w,/ —WtiJ_l)dWSJ ce qui difficile a calculer quand d > 1.

fi1
Le seul cas ou on peut utiliser ce schéma, avec d>1, c'est lorsque la relation
Volo* =vVo*ol k e{l,........ ,d} est vérifiée.Dans ce cas, la formule d'intégration par

partie du calcul d’ito permet d'écrire le schéma dans ce deuxieme cas sous la forme

X§ =X,

1 d . . . 1d
X7 =X, b0 Ao (X)W, W, )+ r(valax ! w)-wd wf-wk -2 svelakyx )an
i i-1 i

t

i-1 2jk i-1 G -1 N -l 2= i—

Jd=1....n
donc il suffit de simuler les accroissements de W.
Remarque

Il existe plusieurs schémas d’ordres supérieurs a 1 mais, malheureusement, ils sont difficiles
a appliquer, surtout quand la dimension est grande.

54



3.2.6 Théoréme du point fixe de Picard
Théoréme3.5

Soit ( X , d ) un espace métrique complet et f une application contractante sur X ( ie
f:X — X,3ce[0,1] tel que pour tout x,y dans X d(f(x), f(y))<cd(x,y).on définit
alors par récurrence la suite (x,) d’élements de X par x,€ X et x,,, = f(x,) on montre
alors que pour tout k >0 d(x.,,, %) <c*d(x,X,) et que la suite (x )est de Cauchy donc
convergente vers xe X unique point fixe de f ,

De plus, pour tout n>0,d(x,, Xo)< 1 d(x1 x,) et d(x, Xo)< - d(xl 0 o
particulier d(x,x,) < 90 :0)

preuve

Par récurrence sur k >0ona d(x,,,, %) <c“d(x,x,) de plus pour r>1,

d (X X ) SA(X, X 0) +oeee A (X g0 X )
<(CP+cP o P (X, X,)
<cP@+C+.n +cr’l)d( x)

<c p1-C'

p—0,r—w

Ce qui impligue que Ia suite (x,) est de Cauchy donc convergente.
Donc pour p=0, r=n et on passant & la limite , n — oo, on obtient les inégalités voulues.

Remarque

Cette méthode est tres utilisée dans la recherche d’une approximation dans le cas des edsr.

3.3 Discrétisation et Résolution Numérique des Equations
Différentielles Stochastiques Rétrogrades.

De nombreuses études sont faites depuis le début des années 1990 sur la résolution
numerique des edsr.

En général, considérons (€2, (Rt )o<t<T - P) comme espace de probabilité filtrée munie
de mouvement brownien standard a d dimensionsW (t),_,. et ’EDSR suivante

- dY, = f(t,X,,Y,,Z,)dt — Z,dW, 1)
Yy =0(X;) =&
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ou le processus X satisfait I’équation  dX, =b(t, X,)dt + o(t, X,)dW, , X, =X,

X est & valeurs dans IR® , Y & valeurs dans IR%et Z & valeurs dans IR®™™, b,o , fet @
sont des fonctions qui satisfaites la condition de Lipchitz vue au chapitre 2 .

t t
on sait que sous cette condition ,I'équation X, = xjtj'b(xs)ds+ja(xs)dws admet une
0 0

2
unique solution , (3J,) adaptée , (X,),q Vérifiant E{SUP‘Xt ‘ } <o et on sait encore
te[0,T]

que sous certaines conditions ( voir le théoreme d’existence et d’unicité pour les edsr) , il
existe une unique solution , adaptée , pour I'équation (1).

Sous forme intégrale, le systéme précédent s’écrit :
t t

X, =x+ [b(s, X,)ds + [ (s, X, )dW,
0 0

T T
et Yt=<D(XT)+If(S,XS.YS,Zs)dS—_[stWs , te[0,T]
t t

On peut approximer facilement la solution de I’EDS en X par plusieurs méthodes, comme la
méthode E.M ou la méthode de Milstein, par exemple, mais la simulation de la solution
(Y, Z)est plus difficile.
Plusieurs articles ont été publiés sur la résolution numérique de ce genre d’équations ou
plusieurs méthodes d’approximation ont été proposées.
Une premiére méthode, repose sur le lien existant entre Y et la solution (faible) u de I’EDP
—Lu(t, x) —h(x,u(t, xX),c(X)V u(t, x)) = 0,u(T,x)=d(x) ou L désigne I’opérateur

- . 0 13 wii 0 ou
de dérivation associea X: Lu=—+=)» (oo )"  —+ ) b(t,x)—

ot 2;‘1( ) ox'ox! ,Z;‘ ] )ax'

Sous certaines conditions (chapitre2) on a Y, =u(t, X,) et Z =o(X,)V,u(t, X,).Pour la
simulation de (Y,Z) , on commence par I’estimation numérique de u et V u(t,X)puis on
approche X par le schéma d’Euler, on obtient ainsi une approximation de (Y, Z).

Cette méthode ne peut étre appliquée sans la résolution de I’EDP, ce qui est compliqué dans
le cas oul la dimension de I’espace est grande. A ce sujet on peut consulter, par exemple, [46]
[24], [35].

Une deuxiéme méthode consiste a approximer le mouvement brownien W par une suite de
marches aléatoires sur un espace de probabilité de dimension fini, puis, on écrit I’équation
rétrograde associée en temps discret, au contraire de la premiere, cette méthode peut étre
appliquée sans la resolution de ’EDP, en Y, =u(t, X,).

Le probléme qu’on peut rencontrer lors de I’application de cette méthode, est I’explosion
rapide de la complexité de I’algorithme avec I’augmentation de la dimension .on peut
consulter pour cela [11],[22], [41], [42], [51] .
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Ensuite, de nouvelles méthodes d’approximation concernant ce genre d’équations, qui
évitent ces problémes, sont apparues ; par exemple la méthode de Monte-Carlo associée aux
régressions non paramétriques, qui a pour but de trouver un estimateur particulier pour la
solution en construisant un schéma de discrétisation en temps de I’équation (1), qui fait
intervenir les espérances conditionnelles.

Ce que on va décrire dans le chapitre 4.

3.31 Discrétisation des EDSR dans le cas ou le driver ne dépend que de
t etV,.

Pour commencer, on va essaye de donner, en résumé, quelques méthodes d’approche pour les
edsr dans le cas simple non markovien, basees essentiellement sur I’approximation du
mouvement brownien par une suite de marches aléatoires.

Mon choix pour cette méthode est dd, essentiellement, a la disponibilité de programmes
informatiques pour une simulation numérique des solutions, ce qui manque dans les autres
méthodes. .

En premier lieu, intéressons nous a trouver la solution ou une approximation de celle-ci pour
I’EDS rétrograde simple non markovien de type dY, = f(t,Y,Z)dt-Z,dW,, Y; =¢,
te[O,T] (2) , pour cela Considérons (Q2,3,,P) avec Q= C([0,T],IR?), I'espace des

fonctions continues de [0,T] dansIR®. Cette équation a une unique solution, (Y,,Z,) dés la

satisfaction des conditions d’existence et d’unicité.

On rappelle que dans le cas d’une edsr linéaire, nous avons déja une forme explicite de la
solution.(chapitre 2, proposition 2.6 ).

Considérons maintenant le cas genéral et dans un premier cas, supposons que le driver f ne
dépend que de t et'Y ; dans ce cas I'équation (2) prend la forme —dY, = f(t,Y,)dt—Z,dW,

avec la condition terminale Y; =& ou &est une v.aa 3, mesurable tq E|§|2 <oo. Sous
T T

forme intégrale, I'équation s’écrit Y, :§+'[f(s,Ys)ds—jZSdWS (3). Cette équation a une
t t

unique solution, (Y,,Z,).
Dans ce cas considérons toujours Q= C([0,T],IR?) et I’espace ((©2,T,,P) dans lequel
W, (@) = o(t) estle M.B standard de dimension d.

Supposons qu’il existe F:Q— IR? , fonction Lipchitzienne bornée (ie il existe une
constante k telle que pour tout w,0' € Q  |F (@) - F (') <k su fo(t) - '(t)|) tq
0<t<T

£=F(W)et supposons que f :[01]xIR® — IR" est une fonction continue, uniformément
lipchitzienne (ie il existe une constante L telle que v(x,y) e IR xIR?,

supf(t,x)—f(ty)<L{x—y|)

o<t<T
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Pour simplifier les calculs, plagcons nous, dans I'espace de dimension 1 (d=1) avec T=1 et
appliquons un schéma d'approche basé sur la discrétisation de (2) en remplagant le

mouvement brownien W par une simple marche aléatoire (pour la méthode appliquée on

peut consulter par exemple [41], [42] ), pour cela notons par M " = (M ") ;. Une marche
. . N 1. sn .
aléatoire symétrique ou M= NGl > e 0<t<let {&'},, estune suitede
Nn k-o

variables aléatoires i.i.d de méme loi symétrique de Bernoulli.

n A A n n n
Notons par M7 la o algebre engendrée par &;,¢&,....... £
par

{&"} .5 la suite de variables aléatoiresM | mesurable et de carré intégrable convergente,
dont la limite est égale a &.

Supposons que le mouvement brownien W et la suite de marches aléatoires M " sont définis
sur le méme espace de probabilité.

Passons a I’espérance conditionnelle dans I’équation (3) en tenant compte que E(J dw,)=0

;
Dans ce cas, la solution Y, sera présente sous cette forme, Y,= E( §+J' f(s,Y,)ds/F,) et
t

I'équation (3) sera approchée par I’équation rétrograde, discréte

~ 1 n ~ n—l,.,
4 =& #o 2 (G- ZZ0AME L (4)
j=i I = I I

9z(n) = F(l\/l (n))
Cette équation aussi a une unique solution sous forme de couple (Y ™,Z™) .

N yn
On a Yti —Yti

1 - = . .
= —f(ti,Yt_)—Ztr_‘AMtr_] X en  prenant I’espérance conditionnelle par
+ n | i i+

rapport a
M " et comme E( Zt? AA] M M)=0 et Y estM :‘1 adapté onaura alors
i+ i

5 1 N Ny N N nn_yvn 1 N
EN" + = f Y MM=v E(Y, MM=Y"_Z(ft...\") 5
O o T %) M) b= (ti+1| i)=Y — (T Yy )

et Ztri' = [Ytln

—\Z[_n+1f(ti,\ﬁ[_)](AMtr_] ) et comme Z{ est M :’1 adapté alors on a
4 1. n I i+1 1

- - on 1 -
ZN=eqv" ¥+ Z i@ V. )1aM )yt [mD
g =B, T TG 1AMy ) M3

En outre, une fois Vt_” 1 est déterminé,\ﬁ[_n sera trouvé par la méthode de point fixe :
i+ i
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En posant XO:E{Y}_”1 MMy yet  xKH = X0+1f(ti,Xk) = g(X"), g est
I+ n

contractante :
l9(t,x)—g(t, y)|<(L/n)|x—y|) donc ,d’aprés le théoréme du point fixe les itérations de ce
procéde convergent vers la solution de (5).

De plus, si f est bornée par R et pour n assez grand, une itération peut représenter déja une

bonne approximation pour la solution de (2) et puisque f est L uniformément lipchitzienne,
ona

Yt_"—xl:‘lf(ti,ﬁn)+x°—x°_lf(ti,xo) =‘1f(ti,\ft_”)_3f(ti,x°)
' n ! n n "“'n

- 1 ~ n LR
<L/ -X°|=L/n =1 (G V)| < (L/n. R/ ) = vy - x| = =

et par conséquent on peut construire le schéma numérique explicite rétrograde suivant, qui
donne une approximation de la solution.
Y =&, 270 =0

(M= gy n
Xg =B M)
=xn o e x (M)

A - 1 ~(n) An} n 1. n
y AL DL LI F CRAVARL AR VAL TNV M
b { L1 n .Y ) 4 (AW 1) i

3.3. 2Convergence du schéma de discrétisation

On a démontré dans [41] que Pour n assez grand (2L <n) on a
R 2L 2L _
0<t;<T i i \/ﬁ
Supposons donc que (Y",Z") est solution de I’edsr discréte (4) ,le théoréme (2.11) vu au
chapitre 2

et sup <

0<t;<T

Z) -7y

implique (Y",Y"—&" —%i f(tj,\ftj) converge au sens de la topologie de
=
Skorokhod vers (Y, [ZdW).
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3.3.3 Discrétisation des EDSR dans le cas ou le driver dépend de t,Y..Z,

Considérons toujours I’espace de probabilité (Q2,3,,P) et notons par (3J,),..; la filtration
naturelle  engendre  par le  mouvement brownien dimension 1 W,
3, =c(W,;0<t<T).

Supposons que f dépend de t, Y, Z, f:[0,T]xIRxIR — IR lipchitzienne par rapport
(y.z) uniformément par rapport t ie|f(t,y;,z)— f(t,y,, )| <c(y,— Y,|+|z— z))
vte[0,T], Y(y,,2,),(Y,.2,) € IR*xIR?avec f(.,0,0) de carré intégrable et supposons

que , & 3, mesurable, &' est M | mesurable avec E [|§2|+ SUP|§” 2] < oo et

lim E[|§—§”|]=O

n—>oo

T T
Dans ce cas I’équation (1) s’écrit Y, =& +I f(s,Y,,Z,)ds —IZSdWS (5)
t t

Comme dans le deuxiéme cas, nous appliquons la méme méthode. ( pour cela ,on peut
consulter [9], [40]).

[t/h]
Pour simplifier les calcules, posons T/n = h et Mt”:\/ﬁz & , 0<t<T ou {g;‘}l<k< :
k=1 =Ksn

g =0 estune suite dev.a de Bernoulli symétriques: p(g, =-1) = p(g =+1) = %

Comme dans le cas précédent nous cherchons a trouver une approximation de processus
(Y.Z) réelle, définie sur [0, T]  3J,-progressivement mesurable telle que

.
E[sup|Yt|2]+ E[J‘|Zt|2dt]<oo et qui satisfait —dY, = f(t,Y,,Z,)—-Z,dW, , avec la condition
0

terminaleY; =¢&, E|¢j|2 <o .Pour cela Cherchons une solution numérique pour (5) a
I’aide de couple (Y,",Z") et qui doit satisfaire (Yt”,Zt”)z(yj”,z?),te[jh,(j+1)h] avec h=T/n. et
nj=1, (¥],2])ocj<n €St lasolution, dans un petit intervalle , de I’équation rétrograde discrete
Y=Y+ .y, z?)h—z?gj.”+l\/ﬁ (6) de valeur terminale &" =y, . Le procédé commence
par &" =y, alors la solution (y{,z]) de (6) est calculée d’une fagon rétrograde suivant le

schéma implicite suivant, en supposons qu’on connait yj, :

Théoréme 3. 1

n

. 1 . . .
n n n
Soit yj,, unev.a M|, mesurables .alors pour h<E , il existe un couple unique (yj,zj) ,

M mesurable vérifiant 1’équation ( 6)
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Preuve

Posons Y_=y" et Y, =y" " et supposons qu’ils sont tout les deux
JHen =+1

J+1 en =1 _

j+H j+l:

M7 - mesurables en remplacent dans I’équation (6) on aura :

y;.‘=Y++hf (tj,y?,z?)—\/ﬁz?
y;‘:Y7+hf (tj'y;‘,z?)+\/ﬁzj'7
1 1
—— (Y. -Y)=—=E(y".,&"
2\/H( + 7) 2\/H (yj+1 j+1
n n n l n
et y] ~hf (t,y],2]) =2 (Y, +Y) =E| y],

Ce qui équivalenta Z] =

M) (7)

M5 (8)

Par la condition de Lipchitz on peut montrer que la fonction G(y) =y - hf(t;,y,z}) est
strictement monotone quand hk <1 , (G(y)-G(y),y—-y»>(@-h B{|y—y’2 =0
Montrons cette inégalité :

On a [f(ty,z)— f(t Y, 2)|<c(Vi—Ys|+|za—2,]) V(1.2).(¥,.2,) € IR xIR?,
Vvt e[0,T] alors

(G -G(Y),y-y)=(y=hf(y.2})-[y'=hf(y’.2))].y-y')=

(y=y' =h[(f(y.2)- (v, 2) |y-y)=[y-y[ =M (y.2))- £ (¥, 2]) y—y)

2ly=y| -h|(f(v.2) - f (v, 2)|ly-y|zly-y[L-h k0

d’ou I’existence d’une valeur unique y| qui realise (6).
Ce schéma de résolution de I’edsr discréte est nommé schéma implicite.

En général on ne peut pas toujours utiliser ce schéma d’une facon explicite (ie dans le cas
G ne peut pas étre résolue explicitement) d’ol la nécessité de construire un autre schéma
plus souple en utilisant I’espérance conditionnelle E(y{,,|M 7) pour approximer y{ :

Posons YT” =¥’ =&" encommence I’itération par j = n - 1 on aura la relation rétrograde

M), 20) - (Vh)Z0el,, (9) ce qui équivalent aux relations suivantes

)7? = y?+1 +hf (tj’ E(y?u
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yi =E(¥}./M ) +h (E(¥], M), Z])
N 1 ~n n n y?+l 5nj =1 - y?ﬂ 5nj+1=—1
Zj —mE(yﬁl j+1 M j) 2\/H

3.3.4 Convergence des deux schémas :

Posons
n n 7' n ~n

Yt = Ying ’ Yt = Y1 , 0<t<T
n n > n 5N

25 =Zpmy Z' =Zyy o, 0<t<T

ol (¥],2))ocjcn €L (¥],Z])0cjcn SONt les solutions de I’edsr discréte (6) par le schéma

implicite et explicite respectivement .
ona:

Théoréme 3.2
Sous les mémes hypothéses citées au début, la solution discréte {(Y",Z")}._, sous le schéma

implicite et {(\7”,2”)};‘;1 sous le schéma explicite converge vers la solution (Y,Z) de (5)
de la maniere suivante :

]

* imE[ sup|Y" -, [ +[|z7 -Z[ds]=0  (10)
n—> 0<t<T 0
. ~ 2 T 2

* lim{sup EV" Y, [ +E[|Z0-Z,[ds}=0 (11)
N—=% o<t<T A

La premiere convergence a été démontré en 2001 par Briand Delyon et J.Memin dans [11]

La deuxieme a éte démontrée en 2006 par shige Peng et Xu Mingyu dans [51],

3.3.5 Quelques exemples de Simulation.

Dans ce paragraphe, on donne quelque exemples de simulation de la solution suivant les
deux schémas de discrétisation ci-dessus. Notre but consiste a déterminer Yo qui est une
valeur déterministe. Comme te[jh,(j+1)h] , nj=1, Mj suit une loi binomiale de

n

. .1 R . .
parametres j, =. Donc a chaque instant 0< j<n les deux V.A y] , z] ne peuvent
2

|

prendre chaqu’une que j+1 valeurs
Si on considere la condition terminale Y, =&, qui est une fonction deW,. On pose

Y, =®W;) danscecas y, =<&" =d(M,) en appliquant ce procédé pour chaque j et

pour les deux schémas (schéma explicite (9) ou bien pour le schéma implicite (6)), a chaque
instant 0< j <n-1 nous pouvons calculer facilement
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i
yi=a(i.Mj=-a(i,vhD> e,
i=1

Vi = (1 M) - (VA3 &)

Sur la base de ces schémas, Xu Mingyu et Shige Peng [51] ,[58] ont developé un
programme sur Matlab qui simule et calcule la solution d’edsr dans des cas particuliers
suivant le driver f = f(t,y,z) et la fonction de la condition initiale &= ® = d(x)avec T=1,
ici X représente le mouvement brownien W;. (Dans ce cas, on peut consulter encore [58]).
En tenant compte que le driver f vérifie la propriété de Lipchitz sur I’intervalle [ 0, 1], a
travers les quatre exemples suivants, on va présenter graphiquement quelques trajectoires
d’edsr dans le cas ou f est linéaire ou non linéaire.

Chaqgue exemple comporte cing figures graphiques :

La premiere représente une simulation de quelques trajectoires brownienne suivant la
condition terminale de I’edsr ®(x).

La deuxieme figure fait apparaitre les trajectoires des deux composantes de la solution
approchée :

y| est représenté en rouge et z{en vert, en 2d et en 3d.

Le graphe en 2d représente les trajectoires (t,Y,) et (t,Z,) et le graphe en 3d représente les
trajectoires (t,W,,Y,) et (t,W,,Z,) ; dans cette derniére, on peut constater, en bleu, la
trajectoire du mouvement brownien et la trajectoire de la fonction de la condition
terminale d(x)

Dans la troisiéme figure graphique on peut voir plusieurs trajectoires de la solution, suivant
les différentes valeurs du mouvement brownien.

La quatrieme représentation graphique s’appelle * la solution Y sur une surface’, comme son
nom I’indique, ce graphe en 3d fait apparaitre le chemin que suit la trajectoire de Y sur une
surface, déterminée suivant la fonction condition terminale, on peut constater sur cette
surface I’allure de la trajectoire y, en rouge et en bas on peut voir la trajectoire du

mouvement brownienW, (@)

Le cinquieme graphe représente en rouge plusieurs simulations de trajectoires, sur la méme
surface, suivant les différentes trajectoires du mouvement brownien, vues au dessous de la
surface.

La derniére figure graphique, sous forme d’une surface déterminée par la fonction

terminale ®(x) , s’appelle ‘surface de la solution y’, elle représente la solution y} suivant les
déférents états (au total 400 dans notre cas),. La couleur rouge (resp bleu) corresponde a la
solution y (resp au mouvement brownien) tandis que la couleur allant de jaune au vert
représente les liens entre les trajectoires de la solution y, et les trajectoires du mouvement

brownien.

Toutes les simulations graphiques son réalisés pour n=400 et T=1, suivant le schéma
implicite.

On s’intéresse dans les simulations suivantes a déterminer les valeurs déterministes yj,, z,

Dans le cas de I'edsr —dy=f(t,y,z)dt—ZdW(t) avec la condition terminale

yT :CD(VVl) :66
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Premier cas f estlineaire , f(t,y,z)=ay+bz+c

Exemple a=b=c=1, ézsin‘wl‘ Dans ce cas on sait qu’ont peut calculer la solution
explicitement :

la solution exacte pour t=0 y, = exp((a—%bz)T)E[gE exp(bW; )] +£[exp(aT) -1]
a
= exp(1/ 2)E[sin|W, ) exp(W,)] + [exp(1) -1].
La méthode de Monte-Carlo avec 10 000 000 échantillons donne la solution y,= 3.4850

Avec la méthode proposé par le schéma implicite et pour n=400 On trouve, y(0)=3.48 ,
2(0)=0.2101 (figure 9)

Deuxiéme cas

f n’est pas linéaire

Exemple
f(t,y,z)=|y—z| , ®(x)=sin|x+z/2| , T=1.Ontrouve, y(0)=1.7, z(0)=0.2482

Premiercas f(t,y,z)=y+z+1 ; &=sin ’Wl‘

Simulation de quelques trajectoires browniennes

-0 8_6.325'\— i __——W(1)=-1.5, sin(abs(W(1))=0.9975

W(1)=2.1 , sin(abs(\W(1))

08t
06 ~—4-
0.44-

sinfabs(x)

0.4y
06 .
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Premiercas f(t,y,z)=y+z+1 ; ¢ :sin‘Wl‘

Simulation de la solution y(t) Simulation de la solution z(t)

Fig. 9
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Premiercas f(t,y,z)=y+z+1 ; ¢ :sin‘Wl‘

Simulation de quelques trajectoires de la solution Y sur une surface

Fig.10
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Premiercas f(t,y,z)=y+z+1 ; ¢ :sin‘Wl‘

Simulation de processus Y

Simulation de processus Z

Fig.11
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Premiercas f(t,y,z)=y+z+1 ; ¢ :sin‘Wl‘

Surface de la solution Y

Fig.12
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Deuxiémecas  f(t,y,z)=|y-z , ®(X)=sin|x+z/2] , T=1

Simulation de y(t) Simulation de Z(t)

Y(O)=1.7 0.2

Fig.13
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O(x) =sin|x+7z/2| T=1

Deuxiéme cas f(ty z)=|y-z|

simnulation de plusieur trajectoires de y(t)

simulation de plusieur trajectoires de z(t)

ci *N‘f&. M‘I ‘;4“ W
! \M "q\’m 1}1\\::{{*'@&

“

» uw,n
|||f| i ! n“
%

i Wﬂ
ww

pl

e

Fig. 14
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=1

sin|x+7z/2| . T

f(t,y,Z)=|y—Z| ) (D(X)

Deuxiéme cas

Simulation de quelques trajectoires de la solution Y sur une surface

Fig.15
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Deuxiemecas  f(t,y,z)=|y-z| , ®(X)=sin|x+z/2] , T=1

Surface de la solution Y

Fig.16
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3.3.6 Résultats numériques

Dans cette partie on réalise quelques applications numériques, par I’utilisation du schéma explicite.

Premier cas
f linéaire
exemple

f(,y,z)=—0.1y —0.4z

, & = D (x) = max((0;100.(e* —1))

le programme matlab basé sur le schéma explicite donne

n 100 200 400 500 1000 2000 3000 4000 6000 7000 8000
yo 41.1853 | 41.3406 | 41.3683 | 41.3738 | 41.3843 | 41.3904 | 41.3923 | 41.3932 | 41.3941 | 41.3944 | 41.3946
Simulation de Y(t)

Simulation de Z(t)

,,,,,

e v : R “ 200
00 g ! : L : ! e .,
0l 10
= N |
: 0
0 : 1 = 1

T s TR t e 02
oo Pour n=400,y(0)= 41.3683 , 2(0)= 72.56

-------- e T o s R s S SO N R

50
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Deuxiéme cas

f non linéaire

exemple
f(y,z)= -0.1y-0.4z + (|0.1¢y -2) |2-0-1(y—z))

E = D (%) = Mmax(0;100.(e* —1))

En appliquant le méme programme on aura résultats suivants

n 100 200 400 500 1000 2000 3000 4000 6000 7000 8000
yo 44.4207 | 44.4708 | 44.4958 | 44.5008 | 44.5108 | 44.5159 | 44.5175 | 44.5184 | 44.5192 | 44.5194 | 44.5196

Simulation de Y(t) Simulation de Z(t)
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3.4 Discrétisation et resolution numérique des équations différentielles
Stochastiques rétrogrades réfléchies non markoviennes avec une seule
barriére inférieure continue.

Considérons I’edsrr avec une seule barriére L
T T T

Y, =§+J.f(s,Ys,Zs)ds+Ar —A—IZSdWS Y = L ,0<t<T, I(Yt —L¢)dA =0(1)
t t (0]

Comme dans le cas précedent pour les edsr ordinaires, cette edsrr peut étre approchée dans
un petit intervalle [jh,(j+21)h] par I’équation discréte suivante (on peut consulter a ce sujet

[43], [51])
Vi =Yla+ 17y 2+ d] - 2)vhel,
y; 2L, (y] -L))d] =0

i k
ol dif = A —A, e L”J.:L0+h§|ti+§atigijl\m (3)

dans ce cas I’équation (2) s’appelle, equation différentielle stochastique rétrograde réfléchie,

(2)

J

discrete avec la valeur terminale &" = db(zéiil\/ﬁ)ogjgn)
i=0

Remarque

Quand la barriere est une fonction du mouvement brownien W ie L =(L,), =y (t,(W,) o)
avecy eC™([0,T ]x[ ) par l'application de la formule d'ito, on a

WEI,)+ [ Sy (s, )W

1
L= L,+ j(—+28 .

i
n n
Dans ce cas, la version discréte de la barriere est L, = z//(t[t,h],(z & VM )osicumy) -
k=0

Supposons que y [, connue, essayons de trouver un triplet (y},z{,d]) ,m ’J‘ mesurable qui
satisfait (2).

PosonsY=?| ,Y:f_‘|
+ yj+1 €?+1:l - yj+l 8?+1:_1

Par (2) on déduit, z] =E[y],,&;,|M

" = \F(Y “Y) et
z))h+d]

yj =Elyj.&aM r}]+ F(t,y5.7]

O
Vi 2L (v -L3)d] =0

Alors, introduisons deux schémas différents pour cette équation :
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3.4.1 Schéma réfléchi implicite

Commencons par la présentation de schéma implicite (construit par Memin, Peng et Xu
Mingyu) [34] , Consideérons la fonction G(y):=y—(f(t;,y,z])— f(t;,L],z]))h ; alors pour
un assez petit h

nous avons{G(y)—-G(y),y-y»>(@-h ¢|y—y’|2 >0 cela veut dire que G(y) est
strictement

Croissante avec G(Lj) =L; doncona G'(y)> L < y>L].

On a E[y;]+1

M ?]:%(Y+Y+) d’ou

n —. 1 n n n n 1 n n ny—
V=G (Y +Y) = (4, L. 2Dh+d]) L df =0V +Y,)+ (8, 15, z)h- L)

R R R

3.4.2Schéma réfléchi explicite

Pour les mémes argument dans le cas des edsr au lieu de résoudre I’équation en G,
- 7 7 7 - - - n n n -
construisons un Schéma refléchi explicite en Remplagant y; par E[y],, (M j] dans la partie

droite de I’équation (4)

Nous aurons alors la solution approchée

M1+t ELy].,

§" =E[y", mM51),z))h+d]

dj = (Elyj.

M+ £ (4 ELY,

ML Zh-L5)"

On aura ce résultat par substitution de E[y7],,

M rj‘] :%(Y +Y,) dans (4).

3.4.3 Schémas de pénalisation numérique

il y’a une autre méthode numérique importante dite approximation par pénalisation elle
consiste a introduire une edsr appelée équation de pénalisation .Pour p e[J . Cette équation,

avec le respect de la barriére inférieure L, est
T T T
YO =&+ £(s,YP,Z0)ds+ p[ (Y. —L) ds—[zPdw, (5)
t t t

Par le théoréme de comparaison pour les edsr, nous aurons Y,” <Y,”** pour pelJ .

t
Remarquons que A" = pI(Ytp —L,)"ds. Alorsona le théoréme suivant
0
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Théoréme3.3
Il existe une constante positive 4 indépendante de p telle que

E[sup

o<t<T

Y,P— Y| +j|zp z| dt -+ sup

o<t<T

p M
A Alsﬁ

Quand p—o onsaitque YP—Y , AP > A dans S’[0,T] et ZP — Z dans L%

Par le théoréme précédent, on peut trouver une approximation pour la solution d’une edsrr en
utilisant la solution de I’équation pénalisée (5).
Pour p assez grand, dans un petit intervalle[ jh,(j+1)h], on considére I’edsr discrete

pénalisée suivante :
yPT = YRl £yt 2P b+ plypt - L)) h-20Vhe

Si nous connaissons déja (Y}, z};;) alors on peut trouver (ypn z{") a I"aide de I’équation

précédente, en premier on obtient zP" = E[y}/ e}, ||v| '}] = (Y>-=Y") ou

ﬁ

Yp_ yjp-i-z _1 ' Y—p = pr-;2 ST—HL:_:L

Alors yP" vérifie Iéquation suivante
yPr=ELypD [MG1+f(t, yP" z2P"h+ p(yP" - L) h (6)

Il y’a deux méthodes pour trouver y;" , la premiére méthode a I"aide d’un schéma implicite
qui se base sur la résolution de I’équation

yp" =GP (ElyfS MG = (Gp)‘l( (Y2 =Y")
ou G est la fonction définie par GP(y):= y—(f(tj,y,sz”)+ p(y-L;))h et
djp'n = p(yjp'n - Lr})ih
La deuxieme méthode consiste a construire un schéma explicite par le remplacement de y;"
dans f de I"équation (6) par E[y} |M ] ce qui nous ramene au schéma de pénalisation

explicite- implicite suivant

Yjpn E[yj+l J]+ f(tJ!E[y]+1

?],Z;)'n)h+ (E[y]+1 J]+ f(tJ’E[yj+1 T]1Zf'n)h—|_r])7

avec E[y}7|M

U ) et 4P =p(y" L) h

gn —1 y]+1
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3.4.4Convergence des schémas de discrétisation
Commencons par I’étude des schémas de pénalisation pour I’edsrr avec barriere inférieure.

Pour le schéma implicite pénalisée défini par
[t/h]
p.n_ /Pn p.n _ 5p.n p.n _ p.n
Yt - y[t/h] J Zt - Z[t/h] et A - Zm:O dm

Proposition 3.3 [51]

2
}<oo et

En plus de I’hypothése h1 (voir chapitre 11 ), supposons que E{]§|2}+sup E{]f”

LEEE

la suite (Y,”",Z"") converge vers (Y, ,Z,) dans le sens suivant :

2}: 0, alors

E[sup “ds] >0 (7)

0<t<T

Zsp’n - Zs

;
A

0
gd n—>w, p—>o et A" — A dans L*(3,) pour 0<t<T.
Proposition 3.4 [51]

Sous les mémes hypothéses et pour n — oo, p - , le couple (¥,”",Z ") converge vers
(Y,,Z,)dans le sens suivant :

“ds >0 avec AP" >A sur LX(3)  pour

0<t<T

sup E " -y, \2+ETﬂz~;"“ ~Z.
0

0<t<T

Théoreme 3.4 [ 51]

Sous les mémes hypotheses lim E[sup

=0 oxt<T

et vte[0,T], imE[(A - A")"]=0

' -z,[ dt=0

YY1+ E}
0
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3.4.5 Simulation des equations différentielles stochastiques rétrogrades
réfléchies avec une seule barriere continue inférieure.

Dans ce qui suit on suppose que T=1 et commengons avecy, =&", d’une fagon rétrograde,
on cherche a trouver la solution approchee (y],z{,d) pourj=n-1...,10 ol
dj = A[j+1 — Aj :

suivant le schéma explicite.

Pour éviter la complexité des calculs, nous allons aborder seulement les cas
simples& =dW,),

L =Y(t,W,),ou ¢ estdefinitsur IR et ¥ est définit sur [01]x IR .

Pour la simulation on utilise un programme sur Matlab similaire a celui qu’on a utilisé pour
Les edsr (a consulter [43], [51], [58], [59]) basé sur le schéma explicite.

Exemple
Réalisons une simulation de la solution de I’edsrr

1 1
Yo=&+[f(s,Y,.Z)ds+ A - A - [ZdW, Y =L, 0<t<T, avec
t t

1

[y —L)dA =0

[0}

en utilisant le schéma explicite avec

f(y,2)=-ly+2] , &=sin(W,)), L:sin(\Nl+%)—%.

Dans la figure 20 on peut constater deux surfaces collées I’'une a I’autre, la surface de
dessous est la surface barriere et la surface d’en haut est réservée a la solution y ou sont

tracées  deux trajectoires de cette solution approchée , (y{'),.., pour i = 1.2

correspondantes aux deux trajectoires d’un échantillon de brownien discret (W ,-”’i)og j<n

i =1,2 vues en bas, pour voir bien la correspondance entre ces deux groupes de trajectoires,
on arelié entre eux par de fines lignes verticales.
Quand la trajectoire de cette solution va pénétrer dans cette région de surfaces, la force

A;‘*‘ = i d™,i=12 la pousse d’en bas vers le haut , figure (19 ) , en effet, en absence de
s=0

cette barriere dans cette endroit, (y;"‘)Osjgn va devenir plus petite que la barriére
4 - n,j n,i n,j ’ H n,i
réflectrice L'. Donc pour garder (y['),.,>L}' , I'action de cette force A" est
nécessaire.
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a-"“flln . ) . )
pormitb T ™ 1 barriere réflectrice L’;.‘i'

la force 4 pousse la trajectoire (y}’), «,vers le haut

Fig(19)

Dans le reste de cette figure 20 on peut voir respectivement la trajectoire de la force

A;‘":gds”"',izl,z correspondante & la  valeur(y") .., , =12 et la

- . n,i . n,j s

trajectoirey ;" —L7",1=12.

On peut montrer que y " — L7’ =0 est nécessaire pour la croissance de A" mais I’inverse
n’est pas vrais toujours, ie, quand y?" —L”j'j =0, on a pas nécessairement A}‘" croissant.

La figure2l montre clairement la surface barriere sous les deux trajectoires de la
solutiony .

Dans la figure22 et la figure 23, sont réalisées les simulations des trajectoires de la solution
(Y., Z,, A) enplus de celle du processus Y, — L, en trois et en deux dimensions.

La figure 24 représente la surface de la solution Y (qui a les mémes caractéristiques que dans
le cas de edsr) collée a la surface barriéere qui apparait au dessous (figure 25).
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Simulation de deux trajectoires de la solution y (t) sur une surface

VA
+ =

sinqW, +2) -

sin(W, ), L

E =

~ly+z|

)=

f(y

Deusx trajectoiores de y(t) sur une surface

2

z

U U P g

025 p----------

&15 LT s

0.5

0.6

0.4

0.2

Fig.20
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simulation des deux trajectoire de la solution y(t) maintenues au dessus de |la surface barriere

Fig. 21
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simulation d'une trajectoire de y(t) en 3-D simulation d'une trajectoire de z(t) en 3-D simulation d'une trajectoire de A(t)
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quelques trajectorires de y(t) en 3-D quelques trajectorires de z(t) en 3-D quelques trajectorires de A(t)

---------------------------------------------------

] SR e o e beceeeeees

Fig.23
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Surface de la solution Y(t)




surface barriere de la solution Y(t)
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w
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= L= =]

La fonction de la valeur terminale

]
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Fig.25
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Chapitre 4

Discrétisations des équations differentielles stochastiques
Reétrogrades markoviennes.

4.1 Discrétisation dans le cas ou le driver ne dépend pas de Z

Considérons maintenant le cas markovien des équations différentielles stochastiques
rétrogrades, et commencons par donner un résumé de la méthode de Zhang introduite dans sa
these [62] dans le cas ouf ne dépend quedet,Y, X et b, o nedépendquedetetX.

Pour cela on se donne comme d’habitude un mouvement brownien (W,),_, a valeurs dans IR

et (3,),, Sa filtration et considérons le systeme d’équations
T T
Y =@(X)+ [ f(s,X,.Y, )ds— [ Z,dw, . te[oT] (1)
t t

t t
X, = x+ [b(s, X,)ds + [ o(s, X, )dW,
0 0

Supposons
e Db,o sontuniformément lipchitziennes

e @ est une fonction mesurable a croissance au plus polynomiale
e f est une fonction mesurable bornée par rapport a t , X et ¢ uniformément
lipchitzienne par rapporta Y.

Pour  discrétiser cette EDSR on fait une partition de [Pintervalle
[0T]:7z:(0=t, <t <....<t, =T) ,t, =i/n.

G iy
Onaalors pour i fixé, X, = Xg + | b(s,Xg)ds+ | o(s, Xg)dWqg
1 ti ti
et

Y, S

i+l

Gy L
=Y, — | f(5,Xg,Yg)ds+ | ZgdW
{; {;
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on applique le schéma d’approximation d’Euler a I'EDS en Xt on aura
XtO — XtO =X

: Xt::l=th+b(xtf)Aiﬂ+0(Xt?)A”Wi pour i=1,2....,n avec A= t,

i+1 -1 et
AW =W, —W,

Si on applique également le méme schéma d’Euler & ’EDSR sans considération de la
condition d’adaptation deZ" alors la solution (Y,Z) sera approché par (Y*,Z") avec la
condition terminal définie de maniere rétrograde par

Y7 = g9(X{)
et Y7 +YT = f(t, XP YN . —t) -2, ~W,
ti+1 ti (. t0 T )(|+1 |) ti (Wti+l ti)

= Y7 =EIY +f(t . XT YOt -t) [3T,)
f Pl X Y G =) 13,
CarOna E(Zt’if(AWti)‘Fti)=0alorsE(y{i’ 3, = ¥ =E(F XY Z0) (s )] 3,)

, AW, (th_Yti) = AW, [f(ti,X;’,Yti”)(tm—ti)—Zt’i’.AWti)]

= E[(AW)(Y;,- Y7)

Fti ] =E ( (AWi)[(f (ti’ Xt:r'Yti”)(t _ti) - Zt?'(AWi)]‘ Fti)

i+1

Comme E[(AW,)(Y{")

3,120, EAW)E (4, X7 Y [3.)=0 B (W) [3, )= (t,—t) Z7 .

fj

Vi o~ T _1 o~
Alors —E(YTAW, 5 ) =—(t, )27 = (4,,-t) E[Y{i:_lAWi Jti]zzt’if

Finalement nous aurons le schéma suivant

Ztlir = (bt )_1 E’ [Ytii_:_l (Wti a —Wt,)]
(1) Y7 =2(X7) ,0<i<n
Y =B 1 (-t T (6 XTL YT ZE)

Avec E’[]=E"[ |:sti]
Pour étudier la convergence des processus X*, Y*, Z" définis par la relation (B )
qd |z|—>0 ol |z|=maxit

1<i<n

—ti| est le pas de discrétisation , on pose

i+1
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Y;" =9g(Xy) etonnote (U,V) la solution sur [t,t ] de I’équation stochastique
rétrograde.
G

Pour  teft,t,] ona U =Y +(t,—t)f (G, XY )~ j'VdeS (1)
i .

Onpose Y{" =U; et z{¥ =V, pourtout te [t 4] , on vérifie que
i i

T w ~

Y5 =g(X{) (V)

A travers le théoréme suivant, Zhang a montré I’existence de fonctions déterministes u, v
telles que

Y, =u(s, X,), Z,=v(s,Y,) dont il a déterminé explicitement les fonctionsu, , v,

., Vérifiant
Yti”: ui(xt?)v Ztii[ :Vi(thiI)

Theoreme 4.1 [62]

On note par A™ = x+h(s, X)(t—s) + o (s, )W, =W,), A, =(t; —t,,)
On définit par récurrence

up(x):<I>(x) : vp(x):O

t ., t ., t .,
300~ El A+ G AT (AT )

W -W t . t. t.
a0 =B A 1A A )
i
On a alors Y{T:ui(x{_Z , Z{_Z:vi(X{_[
1 1 1 1
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4.2 Majoration d’erreur et convergence du schéma
Définition 4.1

Une fonction f :[0,T]xIR* xIR — IR" sera lipschitzienne en espace est « — holdérienne
(d’ordre «)en temps s’il existe des constantes des constantes C,,C,,C, strictement positives

telles que | f(s,x,y")— (s, % y)|<Cy[s—¢’

G x=x[+Cyly -y

Théoréme 4.2 [61]

Supposons que les cceéfficients f,b,oc et g (dans le systtme d’EDSR) sont

lipchitziennes en espace et que f,b,o sont holdériennes d’ordre %2 en temps alors il
existe C > 0tel que

Vs 2 T

sup E[|Ys —Ys | 1+ E[J

t<s<T t

Ce qui impligue la convergence du schéma

zs - z& [ ds]=c@+|x)|7]

Dans le méme cas, On peut trouver dans [22] un théoreme important dit de Chevance

Théoreme 4.1
Si f ne dépend pas de Z et si les ceefficients sont réguliers (dans le sens conditions de

Y”* —Y SCi
o) o)

N

Lipchitz) on a

4.3 Généralisation au cas ou f dépend de Z

Il s’agit de résoudre I’edsr

T T
Y =X )+ [ £, XY, , Z5)ds - [ Z,dW, te[0,T]
t

t

t t
ou X, =x+[b(s, X )ds+ [ (s, X,)dW,
0 0

Depuis le milieu des annees 90 plusieurs articles sont parus, sur le méme sujet mais
dans le cas ou
f dépendant de X,Y, Z.

Parmi les auteurs, on peut cité Zhang , N. El karoui, Pardoux , Peng , Bruno
Bouchard, Nizard Touzi ,Jin ma , protter , jiongmin yong, Labart, Christian Bender,
Robert Denk, Bally ,Gobet et Warin , Lemor, G.N.Milstein et M.V Tretyakov , ,
Benssousan , Mennouzi Bahlali ,Elssaki et autres...
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Dans ce paragraphe on va aborder brievement quelques résultats importants.

Zhang dans sa these [61] s’est intéressé a ce cas en proposant un schéma de
discrétisation basé sur la méthode d’E.M mais sans donner de réponse pour
I’approximation de Z , méme constat pour le schéma en quatre étapes propose par Jin

ma , protter , j. yong. Dans [46] . Bally a développé dans [3] un schéma intéressant en
utilisant la partition aléatoire du temps. Ce schéma reste encore difficile a appliquer

en pratique.

Ensuite une nouvelle methode basée sur le schema de Monte-Carlo et la régression non
paramétrique

Comme exemple, on peut consulter [9], [20] , [32] , [33].

Dans [7] Bruno Bouchar et Nizar Touzi ont repris le travail de Zhang pour développer en
trois étapes un schéma d'approximation implicite qui utilise cette méthode :

Dans une premiere étape ils ont suivit le méme chemin que celui de Zhang ou ils ont
appliqué

La méthode d’E.M au systéme sans tenir compte de I’adaptation des variable et il ont aboutit
au schéma de discrétisation, en temps, suivant

- e —1ermpy 7
Z7 =(t; 4 -t E: —W.
i =G G) I [Yti+1(Wti+1 t )]
< V{7 +d(XT) 0<i<n
T _ =7 V4 T V4 V4
Yy =Ej [Yti+1]+(ti+1_ti)f(ti’xti Y Zg)
&

Ensuite il ont proposé une approximation de Z notée Z , appartenant & la classe des
processus I, mesurables constants par morceaux sur les intervallesft; ,t;,,] .

- -1 ti+1 - e .
Zy = (4,4 %) "EI tj_ Z4ds |\sti] est défini pour teft, .t;,,1,
1

et ils ont majoré I’erreur de discrétisation au sens L> exprimée par la formule

[ E Y. =Y/ E(Ztif1 z, —z7[ dt)]%
o ~magt e |, | - eE Tz, - 2]
2 i=n—1 iy, Pti+1] g G2 E g G ]2
Pour T=1
2
il ont prouvé I’existence d’une constante C telle que e, <c(n Y2, Z —Zt’if H2)

1
avec n=(t,,—t)" et |V 2= E[J‘|Vt|2dt]“2
0

ce qui implique que lime, =0 ie le schéma converge.
n—oo

C’est le résultat trouvé par Zhang.
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Dans la deuxiéme étape, les auteurs ont remarqué qu’on peut pas appliqué le schéma de
discrétisation comme il a été présenté dans I’étapel, car il nécessite le calcul d’espérances
conditionnelles en dimension infinie, ce probleme est résolu par I’application des approches
par quantification ou par régression non paramétrique qui consiste a remplacer cette
esperance par une approximation gu’on peut calculer. On a

E(yt7ir+1 ISti ) - E(yt7ir+1 |><ti) et

E[C," We W) |R)=E[(," W, —W, ) |X{).Il suffit donc de considérer une
ti+1 ti+1 G | b ti+1 ti+1 b | §

approximation E[ de I’opérateur E" = E(.|X{f) gu’on note par E” et on lui associe le

processus (Y *,Z ") (voir I"article cité en référence , [9] ).définie par

7T _ TG T
%t = [Yti

+f(t, XT YF,ZE) (., -,
+1] G X Y 2D (G —t)

ZA{i[ = (ti+1_ti)_lEi [(\a:il (\Nti+1 _Wti)] ,0<i<navec la condition terminal

A7Z'_ TN _ vy 7T
Y =a(x{")=Y".
D’ou le théoréme suivant

Théoreme 4.2 [9]

Sous les conditions de Lipchitzonapour 0<i<n

\?ti” B Yt7.Z

=T T ¥4 T
. HET-ENNYT @, | 3

J+1 2

<Cn  max {1‘(@7.[{7.[)[\?{_’]
2 O<j<n-11 1 17w

L2
avec N=1t,, -

Dans la troisieme étape les deux auteurs ont donné une méthode (techniquement
lourd) basée sur le calcul de Malliavin) pour choisir I’opérateur E” .

Le travail le plus récent, a ma connaissance, toujours sur le méme sujet est celui de
Céline Labart dans [16] ou' elle est arrivée a quelques résultats :

Hypothesel

Supposons que les fonctions b,o, f,det sont bornée en x et uniformément

lipchitzienne, continue par rapport a (X,y,z)et continues holdériennes de parameétre

1/2 par rapport a t . De plus @ est de classe C§+“ pour « €]0,1. La matrice

* - 7 - -
a=oo estuniformément elliptique.
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Théoréme 4.3 [16]

Sous I'hypothése 1, on définit I'erreur pour p >0

L'erreur de discrétisation e (n) est d’ordre %: il existe K(T,x) telle que
n
K(T,x)
e (n)<
‘ p ‘ Jn
p n—1 "t 2 P lp
ou e (n)= gnkaxEr(tk —Yt” +E(ZJ' Z’; -Z,| dt)? et Y™ et Z” sont
<k <n k koo ¢ t

définies par le schéma précédent .

Ce théoreme est une généralisation de théoreme établi par Zhang pour p = 2.
D’autres résultats établis par c.labart , donnant un développement presque sGr des erreurs

Y-Y'et Z-2Z".
: el 1
On sait, que la différence en norme L" entre X et X/ est d’ordre T
n
Le but c’est le développement de I’erreur entre Y — Y et Z — Z" et I’influence de I’erreur
X — X{ surleserreursY —Y7et Z — 27
Sous certaines conditions et pour des fonctionsy,,w, explicites ona
2
)

ty

)

T T T 1 v
Ytk =Y :V/l(tk'xtk)(xtk - Xy k)+o(ﬁ)+o(‘xtk - X

T T — T 1 Va
2 -27= wa(to X X X J+O(+O(X T ~X

Ce qui généralise le résultat de D.Chevance (théoréeme) au cas ou f dépend de z

- , . C 2 .
Plus généralement I’erreur s’écrit <— ou
n

YE-Y T (X -X,)

MAX‘X{; - Xy,

a, est un vecteur aléatoire explicite et borné.

Le méme développement est valable pour la variable aléatoire Z :

2

27 -727—a (X7 =X)) Ce résultat montre que ces erreurs
'[k k tk t

SEMAX‘X{[ _X,
n k k

dépendent principalement de I’erreur trajectorielle commise lors de la discrétisation de X

,ce qui contredit les affirmations précédentes ,que les erreurs sont d’ordre T de fait de
n

I’équation de programmation dynamique issue de la méthode d’E.M
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Ce nouveau résultat qu’on trouve dans [16] montre que dans le cas ou™ on simule X de
maniére exacte aux instants t, comme dans le cas de mouvement brownien géométrique ou

L . , 1
arithmétique, les erreurs commises sur Y, Z sont d’ordre — .
n
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Chapitre 5

Applications des EDSR dans le domaine des finances

Un probleme qui se pose souvent en finance c’est I’évaluation de prix d’une option.

5.1 Options financieres
Définition 5.1

Les risques liés aux opérations boursiéeres ont conduit le monde de la finance, a chercher des
systemes pour les réduire. Ainsi s’est développé le marché des options.

Les options sont des produits dérivés qui donnent le droit a leur détenteur d’acheter ou de
vendre une quantité donnée d'un actif sous-jacent a un prix déterminé a une date
prédéterminée ou avant cette date.

Une option d'achat (droit d'acheter I'actif sous-jacent) s'appelle un call alors que I’option de
vendre s’appelle put. Une option qui peut étre exercée a n'importe quel moment avant la date
d'échéance est dite option "a I'américaine” , Une option qui ne peut étre exercée qu'a la date
d'échéance est dite option a I’européenne.

L utilisation des options est trés important surtout comme politique de gestion de risque.
D’une autre part elles peuvent étre utilisée pour des buts de spéculation.

Le probleme qui se pose consiste a donner un prix a ces options.

b) L’évaluation du prix d’une option

En ce qui concerne la valorisation des options, il faut bien mentionner que la valeur de
I’option représente la probabilité d'exercer celle-ci : plus I'exercice est probable, plus I'option
sera chére. Cette valeur dépend du sous-jacent précisément de son prix, de la volatilité du
prix, de la durée jusqu’a I’échéance et des taux d’intéréts.

Parmi les modeéles d’évaluation on cite le modéle de Black - Scholes, le modele binomial et
le modeéle des edsr...

Les travaux de Black et Sholes et de Merton ont permis le développement de la théorie
d’évaluation des options et ont été étendus a d’autres instruments financiers.

Les limites que comporte le modéle de black et Sholes sont basées sur les hypotheses
suivantes :

e Le marché est supposé étre liquide et fournir la méme information a tous les
intervenants.
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e Le prix du marché change en continu suivant un modele, celui d’un processus de
mouvement brownien géométrique.

e Les titres négociés sur le marché sont parfaitement divisibles.

e Le processus d’échange sur le marché financier est supposé étre un processus continu.

e Le principe de non arbitrage est supposé étre verifié.( il n’y a aucune possibilité de
gain certain en T en ayant investi aucun capital en t = 0).

Dans la pratique, aucune de ces hypothéses n’est parfaitement satisfaite.Cependant, le
modeéle de Black et Sholes consiste un outil important d’analyse des marchés réels et les prix
proposés par Black et Sholes offrent une Approximation des prix des options.

Dans notre travail, on va considérer I’évaluation des options et les méthodes des edsr dans
leur formes les plus simples.

5.1.1 L’option européenne

L’option européenne d’achat appelée ’Call Européen’’ est un contrat qui donne le droit
mais non I’obligation a son détenteur d’acheter a une date T fixée a I’ avance , une action a
unprix k fixéal’ avance .T estappelé la maturité et k le prix d’exercice (strike) .

Dans ce cas, le détenteur de I’option exerce son droit : il achéte une action a un prix k; il
peut le revendre instantanément au prix x; et dans ce cas il aura un bénéfice de ((x; —k) ala
date T.

Il y’a un second cas appelé option européenne de vente ’Put Européen’ ou le détenteur de
I’option n’exercera pas son droit il ne vas pas acheter au prix k une action qu’il peut acheter
moins cher sur le marché. il ne fait aucun bénéfice , dans ce cas le vendeur de I’option
s’engage donc (suivant un contrat) a payer a son détenteur (I’acheteur) la

somme& =(k—x;)".
le profit que permet I’exercice de I’option, on I’ appelle “’payoff’” c’est une somme aléatoire,
représentée par une fonction h qui vaut a I’instant T

H; =h(x) =max(0, x; —k) = (%, —k)"dans le cas d’un call européen ,
H, =h(x;)=max(0,k—x;) =(k—x;)" dans le cas d’un put européen .
La question qui se pose dans ce cas, c’est, quel est le prix de vente *’y,’” de I’option a la

date t = O pour que le vendeur soit sir qu’il disposera de lasomme £ aladatet=T ?
Estimer ce prix c’est valoriser le codt du couverture contre les risques de marché.
Pour pouvoir assurer ce prix (Yy,) ce vendeur doit choisir I'une des deux

facons d’investissement :
Le premier choix c’est d’investir dans I’action dont le prix courant est donné par la
trajectoire de I’EDS linéaire, dx, = ux,dt+oxdW, ou x, représente le prix courant d'une

part de I’action a I’instant t , Cette EDS peut s’écrire sous forme intégrale :

t t
X, =X, +J.,uxsds+'|.axsdwS , te[0,T]
0 0

2
I : (oW +(1—%5)0)
Dans ce cas particulier la solution de cette EDS est X, = X e :
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Le deuxiéme choix c’est d’investir dans un placement sans risque ,une banque par exemple,
avec un taux de rendement fixe et égale a r ; le prix d’une part est donné par E, = E,e"™ | E

t
Satisfait I'EDO E, = E,+r[E,ds
0

Une strategie par definition, est la donnée d'un couple de processus, (p,,d, )7, adapté par
rapport a la filtration du mouvement brownien W; ou g, est le nombre de parts d’actif

risqués ie le nombre d'actions détenus dans le porte feuille a I'instant t, p, le nombre d’actif

sans risque.

Donc la richesse (weath) du vendeur (le nombre d'action détenus dans son porte feuille) a
I’instant test y, =q,x. + p,E, ,avec y,=v et y, =(x —Kk)"

Cela veut dire que I’évolution de la richesse ne dépend que de la variation des prix, ce qu’on
appelle dans les milieux financiers la stratégie auto financée qui se résume par, pas de retrait
ni d’ajout d’argent.

5.1.2 Formule de Black et Scholes

Le modele de Black Scholes (1973) évalue les options européennes en temps continu, sa
formule simple et pratique du prix de I’option a contribué a sa popularité et au
développement a terme.

L’équation aux dérivées partielles de Back —Scholes que doit satisfaire le prix y de I’option
s’écrit

2

g+£a—¥ 2aerrﬂxl—ry:O avec y; = (% —K)*. Cette équation est obtenue en
ot 20X OX,

explicitant la différentielle du prix y(t, x,) a I’aide de lemme d’It6.

Dans le cas de I’option d’achat européenne ou T est la date de maturité, Black et Scholes
réussissent a résoudre cette relation en la ramenant a I’équation classique de propagation de

la chaleur dont la solution a une forme explicite. On sait que I’équation de la chaleur a la
. o'u ou . , , s
forme suivante pv il ou u(z, x) repreésente la température en un point x a I’instant =
X T

la solution de cette équation est soumise a la condition initiale u(0, x) = ®(x) est donnée

par :u(z, x) :%I <Ii/(;z) exp(— (X;TZ) )dz

Black et Scholes trouvent I’expression suivante du prix de I’option d’achat européenne :

y(t,x) = yN(d,) — K exp(-r(T —t))N(d,) ou
) |n(|Z)+(r +;az)(r _)

d
! 0'\/T -t

,d,=d,—o/(T-t),N est la distribution normale centrée

réduite.
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5.2 L’approche EDSR

Dans ce chapitre on va étudier quelques applications des edsr en mathématiques financiéres,
plus précisément dans le cas de réplication d’options ou un vendeur d’un call de payoff, par

exemple, (X; —K)".Le vendeur va fixer le prix de I’option qu’on va noter, Y, .

Ce prix evidemment va le demander a I’acheteur de telle sorte qu’il puisse a partir de son
capital initial Y, trouver une stratégie d’investissement basée sur I’achat et la vente de
I’action de telle sorte qu’il soit sOr d’atteindre le payoff &= (X, —K)" a Iinstant T , de cette

maniere le vendeur livre a I’acheteur la valeur finale du portefeuille qu’il a géré pendant la
durée de vie de I’option et a complétement couvert son risque,

De plus le vendeur est contraint de construire un portefeuille autofinancé cela veut dire que
les variation de ce portefeuille sont completement expliquées par [I’évolution de
(X, )o<<r -EN particulier, il ne peut pas rajouter d’argent au cours de la gestion. Si on note

Y, la valeur du portefeuille, le vendeur veut réaliser Y, =¢&

Cela s’exprime mathématiquement par le fait que qu’entre I’instant t et t+dt, la variation
de la valeur du portefeuille est déterminée par la variation de X; ,dX, et le montant investi

dans I’action, ¢,.on a dY, =idxt +(Y,—o)rdt ou o, est le montant investi dans
X,

I’action ,dY, : La variation de valeur du porte feuille, O : Nombre d’actions détenues a
t

I’instant t, dX, : Variation du cours de I’action , (Y, —&,) : part investie en banque.

Supposons que le modele d’évolution pour x est le modele de Black Sholes
dX, = X, (udt+odW,) en remplagant dans I’équation précédente on aura

dY, =[rY, + 6,(¢ —r)]dt + 5,0dW,
Posons Z,=d6,0c et multipliant les deux membres par -1, on aura

—dY, =[rY, + 2, 2" dt - z,dw,
(o)

Dans ce cas le driver f(t,y,z2)=—(ry+z

-r -r . .
H ) et i s’appelle la prime de risque. Pour
O O

ce sujet on peut consulter [48].

Le théoreme de Pardoux et Peng implique I’existence d’une solution unique (Y,,Z,)dés que f
vérifie certaines conditions.(voir chapitre 2).

Donc trouver le prix d'une option européenne, revient a résoudre une EDSR linéaire a deux
Inconnues Z, et Y, donton connait la solution explicite Y, :

Y, (qui est une valeur déterministe) représente le prix d’une option a I’instant t=0, on peut

la trouver explicitement par la formule déja vu pour les edsr linéaires (chapitre 2 , proposition
2.6) ou bien par utilisation de la formule de Black -Sholes .

: . Z
La valeur u porte feuille dans ce cas est donnée par o, =—.
(o2
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5.2.1 Exemples d’application des EDSR pour I’évaluation d’un call ou d’un put
européen.

(1) -Cas d’un call européen

Dans le modeéle de Black et Scholes, appliquons la méthode des edsr pour évaluer un call
européen de maturité T égale a une année avec un taux sans risque =0, de volatilité
o =0.25 et de strike K=150 ,sachant que la valeur initiale de sous jacent X, =100 et le
prix de référence pour cette option est 0.672. [10].

L’edsr associée est —dY, = f(t,Y,Z)dt—2Z,dW, ou f(t,Y,Z)=0 avec la condition terminale

0 si % <150

(0.25) )-150)"

E=(x-150)" = = (100exp(0.25W, +(0- 5

(x, —150) si x, >~150

La condition terminale est donnée par la fonction

qn(x):(100exp(o.25x+(o-%))-150)*

n 400 500 600 1000 2500 50001 6000 6500 7500 8500
Tempsde | 1sec 1sec 1sec 8sec 60sec 160sec | 360sec | 360sec | 540sec 600sec
réalisation
yg 0.6715 |0.67156 |0.67146 |0.67163 067173 0.67175 |0.67181 |0.67183 67183 67184

Le schéma explicite pour les edsr, vu au chapitre 3, pour 12 essais donne les résultas suivants
pour les différentes valeurs de n sachant que les essais sont réalisés avec un processeur de 3.0
GHZ.

Z, 6707

La valeur du porte feuille a I’instant t=0, n = 400 est ¢, = s 26.828.

o

Trajectoire de la solution approchée de y, suivant quelques valeurs de n

0,6719
0,6718 /‘—/_’/*,“—"/“
0,6717
© 0,6716 /
> L
0,6715 - —~
0,6714
0,6713
0,6712 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
400 500 600 1000 2500 5000 6000 6500 7500 8500
g]
Fig 26
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Trajectoire de I’ecart entre la solution approchée de y, calculée par la méthode
des EDSR et la valeur de référence de vy, suivant quelques valeurs de n

0,0006

0,0005 —# A

0,0004

0,0003 \
0,0002 \'\‘\

0,0001

Y o(exacte) - Yo(EDsR)

400 500 600 1000 2500 5000 6000 6500 7500 8500

simulation de Y (t)

" Y I
= M WyMUWW\ V(O =0 .6715 . N =0y = 6 . 7107

Fig.28

Toujours dans le méme cas, le tableau suivant résume les écart types et les intervalles de
confiance estimés a I’aide de la méthode de Monte- Carlo avec ou sans la méthode de la
fonction d’importance.

Nombre de Simulations Echantillon sans importance avec importance (h=2)
10 000 0.0484 , [0.584,0.774] 0.0046 , [0.668,0.686]
100 000 0.0149 , [0.658, 0.716] 0.0015 , [0.669,0.675]
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Le vendeur d’option peut étre poussé par des imperfection de marché d’emprunter de
I’argent a un taux d’intérét R supérieur aux taux r auquel est rémunéré I’argent qu’il peut
placer sur un compte bancaire . (on peut consulter a ce sujet [4] , [48]) .Dans ce cas, si X suit
le modéle de

Black -Sholes,la dynamique de son portefeuille de couverture  sera:
—dY, =rY, +z, £ Ndt+ (R— r)(Y, —é)*dt —-zdw, avec la condition terminale
O O
\ Z . ‘s —-r
Y. =(X; =K)"ou (Y,——)" représente le montant emprunté & la banque et la valeur £
o o

s "appelle la prime de risque. 1l s’agit ici de résoudre une edsr avec un driver f non linéaire
mais on peut, quand méme, calculer Y, en utilisant ce qui précede :

En effet,
-r Z._ -R Z..
fty,2)= -2 z-ry+(y-=) R-r)=—2""7-Ry+(y-=)' (R-r) 2 £
O O O O O

ce dernier terme représente le driver d’une edsr qui correspond & une dynamique d’un porte
feuille classique avec un taux d’intérét unique qui est R .

U

Zz—-Ry ,

en utilisant le théoréeme de comparaison pour les edsr on peut montrer que Yy, sera supérieur
au prix calculé par la formule de Black -Sholes avec un taux d’intérét R. Mais dans le cas de
la réplication dans le modéle de Black- Sholes, pour couvrir I’option, le vendeur devra
toujours emprunter a la banque, si on note par (Y,',Z!) la solution associée au driver

1 1

-R Z, . : .
A== 7Ry alors Y <=L ol =t est le montant investi en action .
O (o) o)

Ainsi on obtient bien I’égalité des drivers f et #_Rz—Ry sur {(Y},Z;)}, donc on
(o)

auraY, =Y, .

Sion prend :

y2 r R X K o T n

0.05 0.04 0.06 100 100 0.2 0.5 400

Intéressons nous a trouver la valeury,,.

En appliquant le schéma  proposé  au chapitre3 avec le
. u—R 0.05-0.06 _ .
driver f(t,y,z) = z-Ry=—-————12-0.06y , n=400,0n trouve Y,=8.11, fig(29)
O
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Simulation d'une trajectoire de Yit) Simulation d'une trajectoire de Z(t)

N -
i o
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=0
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o oos o o o 005 04 015 0z 025 D3 035 04 045 05
1

On peut Vvérifier ce résultat en appliquant le méme schéma directement avec le driver

f(ty,z)= Wl ry + (y—i)’(R —r) =, n=400 lasimulation Fig(30) donne
o o

la méme valeur Y, =8.11, Z,=66.12,

Simulation d'une trajectoire de Y(t) Simulation d'une trajectoire de Z(t)
H { 110
, | |
i o= 811 A z(0)= 66.12
IS - ,lilﬂq._._v_ IRl A ""I*IT":JL L e
A M U ISR NN RN PO UUS SO SO SO SO
i .
ol ’ H
i 1 |:T ! | i a0 i
\’gll Il||: i i
Ll I
R A gls VRS U 1 S N S I T .
ll'-'u " ) ||'|"|"':I .........
B 145
% "1 A S S S,
o T - S S, A S S
“
ons o1 015 o 025 03 03s 04 045 os 005 o1 015 oz 025 o3 035 o4 045 os

(2) -Cas d’un put européen

Restons toujours dans le modéle de Black et Scholes et appliquons la méthode des edsr
et la méthode de Monte Carlo pour évaluer un put européen avec les parametres :

H r o K T
0.5 0.5 0.3 105 1

et Pour des différentes valeurs de x, . Le tableau suivant résume les résultas obtenus
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Yo

Méthode de
Méthode des EDSR M.Carlo Yo (MC) - Yo (EDSR)
n=400 n=8000 N= 106 N= 107 n__4](:)8(; n—80£)(i,07
)<O (t <1s) (t=5008) (t <1s) (t <1s) N= N=

5 58,7041 58,6866 58,6830 58,6861 -0,0211 -0,0005
10 53,7025 53,6866 53,6863 53,6850 -0,0162 -0,0016
20 43,6995 43,6865 43,6834 43,6852 -0,0161 -0,0013
30 33,7214 33,7115 33,7107 33,7084 -0,0107 -0,0031
40 24,083 24,0781 24,0828 24,0789 -0,0002 0,0008
50 15,6909 15,6845 15,6770 15,6924 -0,0139 0,0079
60 9,3677 9,361 9,3460 9,3626 -0,0217 0,0016
70 5,2075 5,2023 5,2174 5,2018 0,0099 -0,0005
80 2,7409 2,7417 2,7482 2,7411 0,0073 -0,0006
90 1,3895 1,392 1,3912 1,3934 0,0017 0,0014
100 0,69073 0.68963 0,6904 0,6912 -0,00033 0,00157
105 0,48161 0,48229 0,4823 0,4832 0,00069 0,00091
110 0,33635 0,33638 0,3391 0,3360 0,00275 -0,00038
120 0,16265 0,16272 0,1616 0,1627 -0,00105 -2E-05
130 0,078139 0.078454 0,0799 0,0782 0,001761 -0,000254
140 0,037577 0,037838 0,0382 0,0377 0,000623 -0,000138
150 0,017977 0,018296 0,0186 0,0182 0,000623 -9,6E-05
160 0,0087536 | 0,0089021 0,0094 0,0088 0,0006464 -0,0001021

Trajectoires de la solution approchée de y, obtenues par application de la méthode de
M.Carlo et la méthode des EDSR suivant quelques valeurs de X,

70
60
50
40

y0

30
20
10

0

n o
—

100

x0

105
110

120

130
140
150

EDSR , n=400

=== =EDSR, n=8000

— & — M.C, N=1000 000

— =— =M.C, N=10 000 000

160 f

Fig.31
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Trajectoires des écarts entre les valeurs de la solution approchée de y, calculée par la

meéthode des EDSR et les valeurs de cette solution calculées par la méthode de M.Carlo

suivant quelques valeurs de X,

0,015
0,01 A
P I -
Eg 0,005 // \\ : <
]
8 o . 3 N~ T TS et T
; 5 16—-22)\9/'46‘ 50 60 '70 80 90 100 105 110 120 130 140 150 160
J
" -0,005 — ,
@) ’ *
s 00 . D " Xo
o 4 * Ll
>, -0,015 — A
4 +
0,02 5~ S
-0,025
———n=18000, N= 10 000 000
= = = =n=400, N=1000 000

Fig.32

Dans le cas de I’imperfection de marché, I’edsr non linéaire associée est

Y, =rY, + 2, 2" Ndt + (R— )Y, —5)*dt —Z,dw, avec la condition terminale
(e O
y; =(K-x;)" . Sionprend
H r R X K o T N
0.05 0.04 0.06 100 100 0.2 0.5 400
La simulation basée sur le schéma explicite (voir chapitre3) montre que y,=4.645 et
z,=-41.6
Simulation diune trajectolrs de Y(t) g Slmuiation dune trajectolre de Z¢)

I — LS Ay o4 ﬂ*;"i.'#"". .................. n pour r;jj:'_’g-

_......IY\'..' B -' .................. e

S e ! |

Fig.33
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5.3 Option américaine

L’option américaine représente I’exemple de produits financiers dont il est difficile d’évaluer
le prix numériquement, cette difficulté provient de fait que cette option confére le droit a son
acheteur de choisir I’instant 7 €[0,T] ou il recoit son gainH_, a la différence des options

européennes  ou  nécessairementz =T, le prix ~de produit est égale

a sup E{Hre_é rds} , T est appelé dans ce cas, untemps d’arrét . On ne connait dans

z<[0,T]
le cadre de Black —Scholes aucune solution analytique, méme aux options americaines les
plus simples.
Afin de comprendre la formulation par E.D.P. du probléme des options américaines, il est
utile de considérer un exemple classique de probléeme de borne libre et le probléme de
barriere ou de I’obstacle, ce qui est traité dans [12], [14], [26]
On trouvera dans [47] et [57] la dérivation des inéquations variationnelles régissant le prix
d’une option américaine :
Par exemple, on trouve le prix d’un put américain en résolvent le probleme :

pour t €[0,T]
(0
ot y
X, >0,te[0,T]

2
00507 S YR = LV TR 20 Y1) 2 (5 —K) -0

[gy(t,xt)—éffxfaa—xfy(t,xt)—rx[%ya,wry(t,xt)]«y(t,xt)—(xt K))=0,

te[0,T], x, >0,
t>0 avec y(0,x)=(x—K)

Pour pouvoir discrétiser ce probléeme on va d’abord se restreindre a un domaine borné en X,
en introduisant X, assez grand pour que la solution satisfasse P(t,%;) = O pour t<[0,T].
le probléme précedent se réécrit, avec la condition aux limites approchées P(t, %) = O :

r ,t>—0,
X €[0,%x],te[0,T],
[yt xt)—io*zXfa—zy(t Xt)—rxtiy(t X))+ ry(t, x)1((y(t, x) - (x, —K)7) =0
ot 2 oxz ox ’ ’ ’

te[0,T],
t>0 avec y(0,x)=(x-K) , x€[0,x],

\
On peut alors discrétiser ce probleme a I’aide de la méthode des différences finies, on peut

consulter dans ce cas [25] et pour les modéles d’organigrammes et programmes [14], [31].
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5.3.1 L’approche EDSR réfléchies

Dans le cas d’une option américaine, d’apres [26], la richesse y, de I’investisseur satisfait
I’edsr réfléchie :

T T
Y, =S; —[[ry,+(u—-r)z]Jds+ A, —A —[zdW, , 0<t<T,
t t
T
y,>S,, dA>0 , [(y,—S)dA =0.ety, =¢£=S,,S, =(K—-x)"dans le cas d’un put
0

t t
américain et S, = (x, —K)" dans le cas d’un call américain, ou  x, =X, + [ X, dv + [oXx,dW,
0 0

, X, représente le prix courant d’une action a I’instant t .
le temps d’arrét z=inf{t,y, —S, <O} représente dans ce cas le temps de sortie de

I’investisseur de marché ; a cette instant 7z <T , soit il achéte une action ou il vend une
option.

7 Prend la valeur T si Y ne touche jamais la barriere S (on peut consulter a ce sujet, ( [11],
[26], [27] [38]).

Exemples

1 -Cas de call américain
Dans le cas d’un call américain ie x, >k, la richesse de vendeur ie le processusy,, peut étre

trouvé a I’aide d’une edsr réfléchies :

T T
Vo= (6 —K)" = [[ry, + (u-n)z.Jds— [ oz,dW, , 0<t<,
t t

t t
Couplée a I’eds x, = X, + [ ux,dv+[ox,dW, ou x, représente le prix d’une option a I’instant
0 0

t et ysatisfait y,>S pour O0<t<z ou S =(x,—K)  avec le temps d’arrét
r=inf{t,y, —S, < 0},z représente dans ce cas le temps de sortie de I’investisseur de

marché ; a cette instant il achéte une action .
Dans I’exemple d’application suivant, on s’intéresse aux processusy,, z, et au temps

d’arrétz .Pour cela considérons I’edsr réflechie avec la barriere inférieureS,, alors
 =inf{t, A > 0} avec les parametres :

U= o K T

0.1 0.40 105 5/12

Trouvons une évaluation approchée de Yy suivant quelques valeurs de X, €N la comparant a
celle trouvée par la méthode des différences finies. Nous aurons les résultas suivants :
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mﬁggcfeé?gg Méthode D.F
X (t<1s)
q
Temps yo yO(EDSR)_yo(D-F)
y0 de sortie N=3000, N=6000, n =400 n =400
- M= 3000, K=105, M= 6000, K=105, N=3000, N=6000,
(t<1s) (t<Is) M=3000 M=6000
40 |0,000663 | 5/12 0,00072321 0.00070935 -0,00006021 -0,00004635
50 | 0,0183 5/12 0,0189 0.0186 -0,0006 -0,0003
70 | 0,7746 5/12 0,7796 0.7758 -0,005 -0,0012
80 | 2,3501 5/12 2,36 2.3518 -0,0099 -0,0017
100 | 9,9611 5/12 9,9704 9.9512 -0,0093 0,0099
105 | 12,8493 | 5/12 12,8138 12.8369 0,0355 0,0124
110 | 16,0852 | 5/12 16,0512 16.0779 0,034 0,0073
120 | 23,4758 | 5/12 23,4278 23.4615 0,048 0,0143
130 | 31,7909 | 5/12 31,7377 31.7776 0,0532 0,0133
140 | 40,7488 | 5/12 40,6907 40.7360 0,0581 0,0128
150 | 50,1215 | 5/12 50,0616 50.1117 0,0599 0,0098
160 | 59,7587 | 5/12 59,6921 59.7467 0,0666 0,012

Trajectoires de la solution approchée de y, obtenues par application de la méthode des
différences finies et la méthode des EDSR avec un strike K=105 et suivant quelques

valeurs de X,.

70
K=105
60 /
50 - == = \I.EDSR =400 i
«~—M.D.F, N=3000, M=3000 #
40 = = M.D.F, N=6000 , M=6000 o
e
30
O
> )
20 S
11/
10 /
Xo
O”_F'l_-ﬂ‘-zfj.;'ﬁlF T T T T T T T T
40 50 70 80 100 105 110 120 130 140 150 160
Fig.34
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Trajectoires des écarts entre les valeurs de la solution approchée de y, calculée par la

methode des EDSR et les valeurs de cette solution calculées par la méthode des
différences finies avec un strike K=105 et suivant quelques valeurs de X,

0,08
007 | -
006 [~~~ T
005 |~~~

0,04 1 - ——n=400, N=3000 , M=3000 - - - - - -~~~ £~~~ - - - -
0,03 | ~——n=400,N=6000,M=6000 ~/~ — >~

002

Yo (EDSR) - Yo (D.F)

Fig.35

Par exemple Pour X, —80 y0=2,3501, Z, =17,81 (Fig36)

Simulation de y(t) Simulation de z(t)
e
. LTIV
15 VO =23 zzyj\ ,{\ :Z z(0) =17,81 v WW
YT - — YW LAY
== 10 WMA' L ¢ W \A, SN 60 i 'W W H/\ /L\M/
71N V[l T of - Y !
5W VT 20 [
the blue point is exit tim bj\ \
o 0.1 03 0.3 0.4 °s 0.1 0.2 0.3 0.4
Fig.36
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Dans le cas de I’imperfection de marché I’edsr réfléchie associée est

—dy, =—[ry, +(«—r)z]Jdt+(R—r)(
Avec y, =(X; —k)”

ou dx, = uXdt+o.x,dW, X(0) = x,

y,—2z,) dt—dA, —oz,dW,

S, =(x,—K)"et Y, >S,,0<t<rt

Réalisons une simulation de Y,,Z,, A,,z avec las paramétres suivant :

H r R

X

K

o T

0.05 0.04 0.06 100

100 0.2 0.5 400

Sachant que la valeur exacte de y o &st égale 7.156.

La simulation ( figures 40) montre que Y,

=7.154, z(0)= 61.14, A()=0, 7 =0.5

Simulation d'une trajectoire de Yi(t)

Simulation d'une trajectoire de Z(t)

. eittimesin 0,5,

A0 At
40~
Yt 0 7
>y TR, |
R :
R R ;
oy ﬁ\v\@-\\\\% :
Y, «\‘\\‘,\\\ et e o :
R e ot -
~ e e e R R e e o r
0-Ls StEs s | !
; R

03
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la surface barriere S(t)

3
<
R
R R R
AR R R

T

{8

05 “ooonl 02 03 04 05
t

2)- Cas de put américain
Dans le cas d’un put américain ie, la richesse y, de I’investisseur satisfait I’edsr reflichie [26] :
T T
Yo = (k=%) = [[ry, + (u-1)zJds+ A — A~ z,dW, , 0<t<1,
t t
T
y,>S,, dA >0, g(yt —S)dA =0.ety, =&=(K=x)",S, =(k=-x)"
t t
ou X, =X, +[ux,dv+[ox,dW, ,x représente le prix d’une option a I’instant t
0 0

A Pinstantz = inf{t, y, — S, <0} =inf{t, A > O}, Iinvestisseur doit exécuter le contrat et

payer la somme(k—x)".
Comme exemple prenons

y2 r o T
0.1 0.1 0.4 5/12

Evaluonsy, et r en utilisant un programme Matlab basé sur le schéma explicite pour les
edsr reflichies (voir chapitre 3), suivant quelques valeurs de x,, et pour k =105, k=50 en
comparant les valeurs de y, avec celles trouvées par la methodes des différences finies.
Nous aurons dans ce cas les résultas suivants :
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Méthode EDSR
n=400 , K=105, (t < 15) Meéthode Différences Finies
>0 Y, y,(EDSR)-Y, (D.F)
t. de sortie N=3000, N=6000, n =400 n =400
Y, 7 o o N=3000, | N=6000,
(t<1s) (t<1s) M=3000 | M=6000
30 75 0.0010417 74.9389 74.9754 0,0611 0,0246
50 55 0.0010417 54,9468 54,9833 0,0532 0,0167
70 35 0.0010417 34.9547 34.9912 0,0453 0,0088
90 17.2023 0.14479 17.1726 17.1983 0,0297 0,004
100 11.2787 0.21667 11.2556 11.2743 0,0231 0,0044
105 9.0013 5/12 9.0130 8.9984 -0,0117 0,0029
110 7.1172 5/12 7.1311 7.1186 -0,0139 -0,0014
120 4.3548 0.32604 4.3595 4.3506 -0,0047 0,0042
130 2.5906 5/12 2.5937 2.5877 -0,0031 0,0029
140 1.507 5/12 1.5093 1.5054 -0,0023 0,0016
150 | 0.85864 5/12 0.8630 0.8604 -0,00436 | -0,00176
160 0.48501 5/12 0.4866 0.4850 -0,00159 1E-05

Trajectoires de la solution approchée de y, obtenues par application de la méthode des

différences finies et la méthode des EDSR avec un strike K=105 et suivant quelques
valeurs de X,.

K=105
80,00000
70,00000 N
60,00000 \
50,00000 \
==40,00000 \
30,00000 \
20,00000 \\
10,00000
0,00000 ‘ : ‘ ‘
30 50 70 20 100 105 110 120 130 140 150 160
xo
—— N EDSR ,Nn=400 - = =M.D.F, N=3000,M=3000
— - - M.D.F, N=6000,M=6000

Fig.40
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Trajectoires des écarts entre les valeurs de la solution approchée de y, calculée par la

méthode des EDSR et les valeurs de cette solution calculées par la méthode des
différences finies avec un strike K=105 et suivant quelques valeurs de X,

K=105
0,07
0,06 >
0,05 \\\
g 0.04 —>¢—n=400 , N=3000 , M=3000
= 005 \ N=400 , N=6000 , M=6000
Z.D:; 0,02 \ \
L
;{0,01 \\___\AR
' X T T T v/\
° 30 50 70 Xo 90 100 \05 110 14 160
0,01 —
0,02
Fig.41
Méthode EDSR Méthode D.F
n=400 , K=50,(t <1s)
X
o Temps y
Y, de sortie 0
. N=2000 ,M=2000, N=6000 ,M=6000,
K=50 (t<1s) K=50 (t=20s)
20 30 0.0010417 30.0183 29,9836
30 20 0.0010417 20.0014 20,0014
40 10.3492 5/12 10.3353 10,3357
50 4.2864 0.35521 4.2701 4,2849
60 1.5227 5/12 1.5141 1,5213
70 0.48557 5/12 0.4826 0,4854
80 0,14481 5/12 0, 1440 0,1449
90 0,041202 5/12 0,0414 0,0417
100 0.011588 5/12 0.0117 0,0118
110 0.0032344 5/12 0.0033 0.0033
120 0.00090584 |5/12 0.00093451 0.00093863
130 0.00025662 |5/12 0.00026789 0.00026862
140 0.000072887 |5/12 0.000078021 0.000078038
150 0.000021119 |[5/12 0.000023131 0.000023072

112




Trajectoires de la solution approchée de y, obtenues par application de la méthode des

différences finies et la méthode des EDSR avec un strike K=50 et suivant quelques
valeurs de X,.

35
K=50
30 1%
M. EDSR , n=400
25 "
st | D.F , N=6000 , M=6000
. 20 =M.D.F, N= 6000, M=6000
>
15
10 .
Xo
‘ ‘ M) S VAV VA > |
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Fig42

Trajectoires des écarts entre les valeurs de la solution approchée de y, calculée par la

méthode des EDSR et les valeurs de cette solution calculées par la méthode des
différences finies avec un strike K=50 et suivant quelques valeurs de X,

K=50

=—>¢—n=400 , N=2000, M= 2000
n=400 , N=6000, M=6000

0,02
0,015 \ X\

0,01 \ \
YR N N N

'_A
w
Q
[y
NS
(@)
'—A
[
(@}

0.005 50 40 =A ~n —-n on an 110 44N 14 5n0
g ZU /JU 4U ouU ouU [AY) ouU JU 10U 11U 12U

-0,01 / X0

Yo (EDSR) - Yo(D.F)

-0,015 V4

-0,02

-0,025

Fig.43
Dans le cas de I’imperfection de marché, I’edsr reflichie associée est

—dy, =—ry,+(uz—r)z, Jdt+(R-=r)(y,—z,) dt—dA, —oz,dW,
Avec y; =(k-x;)"
ou dx, =pxdt+oxdwW, , x(0)=x, , S,=(K-x,)" et Y, 2S5, ,0<t<7.
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Exemple

On prend

400

0.25

0.2

95

100

0.06

0.01

0.05

licite pour

éma exp

3

Evaluonsy,, z, et = en utilisant un programme sur matlab basé sur le sch

les edsr reflichies ( chapitre 3) :

'une trajectoire de Z(t)

Simulation d

Simulation d'une trajectoire de Y(t)

0.25

Fig.44
Une trajectoire de la solution y(t) sur la surface des prix
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Conclusion

Dans ce modeste travail, nous avons essayé d’exposer quelques schémas concernant la
résolution numérique d’équations différentielles stochastiques rétrogrades.

Nous sommes intéressé au début aux EDSR et aux EDSR réfléchies dans le cas non
markovien de genre ou le driver dépend de y et z. Dans ce cas j’ai choisi de décrire une
méthode de discreétisation basée sur le remplacement de mouvement brownien par une simple
marche aléatoire ce qui a aboutit a deux schéma I’un est implicite et I’autre explicite apres
I’étude de convergence de ces deux schémas on a pu donner quelques exemples de
simulations de la solution.

Ensuite on a fait un petit apercu sur quelques travaux faits sur les EDSR markoviennes ou on
a cité quelques exemples d’études faites sur I’approche de solutions de ce type d’EDS.

Dans la partie pratique, on trouve quelques exemples d’application des EDSR (en utilisant les
schémas étudiés) dans le domaine des finances, plus précisément dans I’évaluation des
options européennes et américaines dans des cas simples avec comparaison aux valeurs
trouvées avec d’autres méthodes , plus précisément, la méthode de Monte Carlo et la
méthode des différences finies ou on a constaté la cohérence des valeurs trouvées par ces
méthodes avec celles trouvées par la méthode des edsr.
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Annexe

Résolution des équations aux dérivées partielles par la méthode des
différences finies.

Il existe plusieurs méthodes de résolution numérique des équations aux dérives partielles, a
titre d’exemples on peut citer les différences finies, les volumes finis et les éléments finis.
Contrairement aux éléments finis et les volumes finis qui utilisent une formulation sous
forme d’intégrale des équations,la méthode des differences finies repose sur la discrétisation
des dérivées partielles et sur I’étude de la stabilité du schéma de résolution obtenu qui permet
de savoir s’il y’a convergence de la solution numérique vers la solution exacte .

Pour expliquer la démarche des différences finies, prenons un exemple simple, I’équation de
Black —Scholes, que I’on cherche a résoudre numériquement :

oy 102 0 N
e Kot el Xy =0avs ¥ (=00 K"

Dans le cas d’une option d’achat sur le prix x, d’un titre avec un prix d’exercice k a la date
de maturité T. I’équation est dite d’ordre 2 il est également dite de dimension une de fait qu’il

o

y’a une seule variable espace qui est X .les termesa, o sont appelés termes de
X

convection tandis que
2

o’y

o est dénommé elément de diffusion.
%

La premiére étape, dans cette méthode, consiste a définir une grille finie de points appelée
maillage qui constitue le domaine de résolution de I’équation .Chacun des points de cette
grille représente le prix y,(x,) de I’option .Le but de la méthode des différences finies est de

chercher a calculer I’ensemble des points vy, (x,) de la grille, suivant les valeurs de t, x, .
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On commence par la discrétisation des dérivées partielles en temps ensuite en espace par
I’utilisation de la formule de Taylor, on réorganise les termes de facon a faire apparaitre un
schema de résolution :

Consideérons les développements suivants ,de Taylor, autour de x de la fonction f :
1 2¢m 1 Sem

f(x+h)y=~f(Xx)+h @x)+§h f"(x) +Eh (X)) + o (2

et f(x-hy=f(X)-h X)+= h f"(x) - hsf”’(x)+ ...... (3)

de (1) nous aurons I’approximation suivante (d’ordre 1) :

f(x)- f(x-h) 1
h

[1h £7(x) + h F70X) 4] = f(x+h;— f(x)

f'(x) = +0(h)

(4)

L’approximation de f'(x) est appelee différence finie décentrée en aval ou différence

décentrée a droite (forward différence )
De I’équation (2) on aura I’opérateur a temps discret suivant

f'(x)=f(x)_;(x "), [hf”() hf”’(x)+ ...... ]=f(x)‘;(x‘h)+0(h)
(5)

L approximation dans ce cas est appelée différence finie décentrée en amont ou différence
décentrée a gauche (backward différence)

En soustrayant (4) a (3) nous aurons une autre approximation de f’(x) appelée différence
finie centrée (central différence).

f(x+h)— f(x—h) = 2h '(x)+%h3f’"(x)+ .......... (6)

Ce qui implique que

fx+h) - f(x-h) 1 [1h3f,,,(x)+__]: f(x) = f(x-h)

2h 2h +o) ()

f/(x) =

En additionnant (3) a (4) nous aurons une autre approximation de f"(x) appelée aussi
différence finie centrée ( central différence) :

f(x+h)— f(x—h)=2f(x)+h’f"(x) + O(h*) (8)
. f7(x) = f(x+h)+ fﬁ;— h) — 2f(x) +0(h) (9)
Formons maintenant la grille de points a pas constant formés des variables x et t de
I’équation de Black —Scholes en précisant les valeurs de Xmax, N ainsi que la date de
maturité T et M.
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N, M représentent respectivement le nombre de points choisis pour la variable t et la variable
x. la variable tandis que Xmax joue le réle de +oo car le domaine de résolution dans ce cas est
borné .elle correspond & une valeur maximale que ne peut pas atteindre la variable  X; . A
chacun des nceuds de cette grille coincide le prix de I’option défini par vyi,; = y(iAt, jAy)
oui=01..N, j=01...M avec NAt=T , MAX=Xmax -

La figure suivante représente la grille finie de points de la méthode des différences finies :
t

r 3
T

i+1

Mig
It

Discrétisons les dérivées partielles de I’équation (1) en utilisant les approximations trouvees
plus haut et la notation Vi, j

oY  Vij+r1 — VYi,j oy  Vi+i,i — VYi.j (10)

= , = pour les
OX AX ot At
differences finies en aval ,
oy Vijri — VYi.j-1 OY Vi.i — Yi-1,j

— , = pour les differences
OX AX ot At

finies en amont ,

oy _ Yii+1r — Vi1 oy _ Yivii — Yi-1.j ot

OX 2AX ot 2Nt

2

o Y o e & Vet — 2Yi3 pour les différences finies centrées

OX (AX)
On remplace ensuite ces formules dans I’équation (1) et on regroupe les termes de maniere
d’avoir un schéma de résolution.
Il existe plusieurs schémas de résolution, les plus connus sont le schéma implicite, explicite
et le schéma de Crank —Nicolson.
Le schéma explicite fait intervenir la différence finie en aval (si on résout I’équation aux
dérivées partielles en avangant dans le temps) ou en amont (si on résout I’équation en
rétrogradant dans le temps ) pour la dérivée partielle en fonction du temps t et la différence
finie centrée pour la dérivée partielle en fonction de la variable x .
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On aura le schéma implicite par le remplacement de la dérivée partielle en fonction det par
la différence finie en amont (si on résout I’équation aux dérivées partielles en avangant dans
le temps ) ou enaval (si on résout I’équation en rétrogradant dans le temps ) et de la dérivée
partielle en fonction de x par la différence finie centrée .

Le schéma de Cran k —Nicholson (que nous avons appliqué dans notre travail) est obtenu en
combinant les deux schémas, implicite et explicite.

L’étude de ces schémas repose sur trois notions importantes :

A- Convergence du schéma : c’est la convergence de la solution obtenue en temps
discret vers la solution exacte en temps continu lorsque les pas de temps et d’espace
tendent vers  zéro(At — 0,Ax — 0).

B -Consistance du schéma : le schéma est dit consistant avec I’équation (1) si on a
convergence de I’approximation du probléme continu vers le probleme continu
lorsque les pas de temps et de I’espace tendent vers zéro (At — 0,Ax — 0).

C- Stabilité du schéma : la stabilité signifie que les petites erreurs dans la résolution en
temps discret ne vont pas en s’amplifiant & chacun des pas suivant de temps.

Ces trois notions dépendent étroitement de choix du maillage.

On peut consulter pour le sujet des différences finies, [25], [14], [31].
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