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Résumé :

Ce mémoire traite de la modélisation lsastique en finance. Il faut peut étre, dans un
premier point, préciser que la modélisation dontwarparler ; touche particulierement une partie
du bilan de la société a savoir I'actif (taux cangtantané, obligation zéro coupon). L’évaluation
et la modélisation de cet actif passe par une éapehoix et de modélisation de la structure des

taux d’intérét.

Outre les chapitres introductifs, le tr@ise et le quatrieme chapitre porte respectivement
sur la modélisation des taux d’intérét (dynamigaes thux a temps discret et a temps continu) et
'évaluation des actifs financiers, tout en intr@dunt la notion d'absence d’opportunité

d’arbitrage.

La modélisation des taux d’intérét par gdescessus stochastiques continus, nous a pousseé a
introduire dans le dernier chapitre, quelques guméthodologiques qui permettront au praticien
d’effectuer de maniere efficace des simulationsetke processus : la discrétisation des processus,

I'estimation des parameétres et la génération debnesmaléatoires.
Abstract

The resurch paper treats the stochastidefisation in finance. It must may be, in a first
point, precise that the modelisation about whichangeegoing to speak; touch particularly a part of
the society’'s balance sheet to know the assett(gh&tantaneous rate, the zero coupon bonds).
The evaluation and the modelisation of this asass@s by a choice step and modelisation of the

interest rate structure.

In addition to the introductive chaptetse third and the fourth ones deal respectively wit
the modelisation of the interest rates (rates dynama discreet time and a continuous one) and

the evaluation of financial assets, by introdudimg notion of the arbitrage opportunity absence.

The modelisation of the interest ratestiy continuous stochastic processes, push us to
introduce in the last chapter some methodologiagales which permit the expert to carry out in an
efficient manner simulations of such processes.firbieguide is the discretisation of these latters

the second is the parameters estimation and this ldee generation of the uncertain numbers.
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Introduction générale:

La finance est un domaine d’'une grandeadité. Sans étre un spécialiste en la matiére, le
simple citoyen est chaque jour concerné par le cotement des taux d'intérét. Taux d'intérét, si
I'on place son épargne ou si 'on emprunte, tauxtiknge, si 'on voyage a I'étranger ou si I'on
travaille pour une entreprise qui importe ou expolt ne se passe guéere de jours ou lindividu,
gu’il soit consommateur, voyageur, travailleur @atraité, ne soit impliqué dans un événement

relevant de la finance ou ayant un rapport direetlle.

Qu’en est-il de la finance aujourd’hui ? L’évolutise poursuit et la finance s’efforce
d’apporter des réponses aux défis du monde. SomgltHapplication s’est considérablement

enrichi depuis une trentaine d’année, par I'apjparile marchés et produits nouveaux.

Ce bouleversement fait suite a une dénégheation dans les années 1970, rendant volatiles
les taux d’'intérét et instables les taux de chalgs marchés organisés ont alors vu le jour et
permis a des intervenants comme les entreprisasstinglles et commerciales, les compagnies
d’assurance et les banques d’intervenir massivemenin marché unique et liquide. A la suite du
premier de ces marchés a Chicago en 1973, la Feamreboité le pas, en créant le MATIF en
1986 (marché a terme international de France) [guiSIONEP en 1987 (marché des options

négociables).

Le développement spectaculaire de cevitgstia été rendu possible grace aux progres
technologiques, mais aussi grace aux outils théesiqqui ont permis de valoriser les nouveaux
produits financiers. Certains, ayant pour objetpd@ter de nouvelles solutions a de vieux
problemes partiellement résolus, d’autres appodesatréponses plus immédiates a des problemes
plus contemporains. C’'est le cas des options et talex d’intérét, ces actifs financiers d’'une
nature particuliére qui permettent des prises disadéd complexes dans un contexte de plus en

plus risqué.

Il'y a d'ailleurs, dans ce domaine un egkntout a fait remarquable de complémentarité
entre la théorie et la pratique, dans la mesureeoti’est qu’'a partir du moment ou un modele
théorique d’évaluation des options proposé en ¥##3Black & Scholes, qu'on a pu généraliser

l'utilisation de cet outil financier nouveau. Puisennent par la suite d’autres modeéles a savoir
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celui de Vasicek(1977), de Cox-Ingersoll-Ross ()3BbHeath-Jarrow-Morton (1992) et d’autres
pour modéliser I'évaluation de la structure tempereles taux d'intérét; évaluation qui va
permettre de reproduire I'évolution des titres darché obligataire d’'une part, et offrir une

opportunité d’évaluer le prix d’'une obligation sasipon d’autre part.

Aujourd’hui, les ingénieurs des départetaale recherche et développement des institutions
financiéres manipulent au quotidien une large paldfoutils des mathématiques appliquées.
Notre contribution dans le cadre de ce mémoiresista en I'application de ces derniers dans la
modélisation des taux d’intérét et I'évaluation @esfs financiers, tout en introduisant la notion
d’absence d’opportunité d’arbitrage ce qui constitu’objet de ce travail de recherche qu'on a

structuré en cing chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit Ilques notions basiques se rattachant aux

vocabulaires du marché financier, ses fonctionsi gjue les instruments qui le composent.

Dans le deuxiéme chapitre, on se propose de ddemaéfinition des principaux outils des
mathématiques appliguées a la finance, en partast piobabilités (mouvements brownien,
intégrale stochastique, martingales, ...) pour alés I'analyse numérique (équation aux dérivées

partielles et leur résolution numérique).

Dans le troisieme chapitre, nous nousr@stgerons a la modélisation de I'actif, cette parti
du bilan de la société qui compte parmi ses pralegpcomposantes les obligations zéro coupon ;
dont I'évaluation et la modélisation passe par étape de choix et de modélisation de la structure
des taux d’intérét, modélisation que nous allogs@nté dans le cas ou la dynamique des taux est

a temps continu et discret.

Dans le quatrieme chapitre, qui traite léealuation des actifs financiers, nous allons
montrer que I'hypothése d’absence d’opportunitérhbifeage implique qu’il existe une unique
mesure appelée probabilité risque neutre équivaléntla probabilité historique tels que la
valorisation des actifs financiers (actifs de beisactifs dérivés) sous cette probabilité sont des
martingales. Autrement dit, les différents prix duarché s’établissent par I'espérance, sous cette

probabilité des gains actualisés.

11



Enfin, la fréequence des variations deatomis des actifs financiers évalués précédemraent,
conduit les financiers a considérer des processoshastiqgues continus pour modéliser les
évolutions des taux d'intérét. La mise en ceuvréiqura de tels processus, nous a poussé dans ce
dernier chapitre a donner les trois étapes clés, lgupraticien pourra suivre pour simuler les
trajectoires de tels processus : la discrétisaties processus, I'estimation des paramétres et la

génération de nombres aléatoires.
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CHAPITRE | : LES MARCHES FINANCIERS

Introduction

Une révolution de grande ampleur a eu lieu depugstrentaine d’années sur les marchés
financiers, suite a une politique affirmée de déldigon. Ce nouveau paysage financier est né
notamment des déseéquilibres et des incertitudes pgsent sur les relations économiques
internationales depuis le début des années 19d@ttement des pays en voie de développements,

instabilité des taux de change).

La modélisation stochastique en finance nous ag@asntroduire dans ce chapitre une
étude du marché financier. Apres avoir donner fanii®n du marché financier et ses fonctions,
nous allons citer les instruments qui le composesavoir les actifs de base et les actifs dérivés
ainsi que les deux marchés sur lesquels se négamenderniers, ensuite nous définissons la
volatilité du marché, son rendement et enfin ldefac risque qui joue un tres grand role dans

I'’évolution du marché financier.

13



[- Marchés financiers
1-Définition

Une économie peut en général se financer grd@eomplémentarité des agents, les uns ont
des capacités de financement et les autres onbetesns de financement. lls investissent plus
gu’ils n’épargnent. Ces agents se rencontrentd@BF un espace appelé marché financier, ou sera
déterminé le prix appelé cours d’un titre (actiobligation). Autrement dit, le marché financier est
le marché sur lequel s’échangent les valeurs nawbsi: obligations et titre dérivés (certificat
d’'investissement, titres participatifs ; ...). Ce mler est constitué du marché primaire et du
marché secondaire.

Les transferts des uns vers les autres s’opéréné@ux systemes financiers composées
d’institutions financiéres et d’'un marché financier
2-Vocabulaire des marchés financiers [59]
-Un titre financier est un contrat ou les partieéxhangent des flux d’argent.
-Un marché financier est un lieu ou I'on acheteestdvdes titres financiers.
-La valeur d'un titre financier est un montant piésiu négatif, qui représente I'enrichissement ou
'appauvrissement des flux futurs.
-Le prix d’'un titre est un montant convenu entrendgarties en échange du titre. Le plus
souvent c’est 'acheteur qui verse ce montant.
lI- Les fonctions des marchés financier§4]
1-Le marché primaire :

Appelé aussi « marché du neuf », c’esinbrché ou sont émises les valeurs mobilieres
nouvelles par des sociétés commerciales privéeligpes ou semi-publique pour leur
financement a long terme, par I'Etat lui-méme (poégularisé le déficit budgétaire), par les
institutions financieres pour leur financement auae par les holdings pour lancer leurs prises de
participation.
2-Le marché secondaire :

Appelé aussi le marché de I'occasion. b les titres émis sur le marché primaire, leurs
négociations s’organisent sur le marché secondaiest-a-dire un centre de transactions des
valeurs déja en circulation, entre des épargnautsaphaitent les vendre et ceux qui souhaitent

les acquérir.
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[ll- Le marché boursier

Représente la famille traditionnelle deschés financiers permettant I'émission et le
transfert de titres traditionnels comme les actienkes obligations[60]. Jusqu’ en 1988 c’étaient
les officiers ministériels (les agents de change) dgtiennent le monopole des transactions
boursiéres, cependant le crack de 1987 est venifieragbtte organisation et les agents de change
se sont transformés en sociétés de bourse.
1-Les sociétés de bourses [67]

On distingue a I'intérieur :
*Euronext :

Cette société a pour mission de veillebam déroulement de la cotation des valeurs, elle
peut intervenir pour interrompre la cotation, nota@mt dans le cas d'irrégularité ou d’événement
propres a engendrer une spéculation injustifiée alrire de ses missions est d’assurer le calcul et
la cotation des indices (ex : CA@0). Elle est issue de la fusion de plusieurs $esieuropéennes
(Amsterdam, Paris et Bruxelles), auparavant I'oigiae se nommait Paris bourse SBF SA.

*Le conseil des bourses de valeurs (CBV)

Le CBYV tient un réle d’organisation etréglementation du marché par le biais de réglement
tels que : les conditions d’agrément des soci&édsodirses, les modes d’admission ou de radiation
alacote....

*La société de compensation des marchés conditionae

Cette filiale de la SBF organise le marché desoogtnégociables de Paris (MONEP)
*MATIF S.A

Cette société réalise toutes les opérations de eosaion du MATIF (marché a terme
International de France)

*La commission des opérations de bourse

La COB a été crée en 1967 pour surveiller le marché&ntend d’ailleurs couramment dire
gu’il s’agit du « gendarme » de la bourse, c’est antorité administrative indépendante dirigée par
six membres. Ses trois principaux roles sont latepton de I'épargne, linformation des

investisseurs et la garantie du bon fonctionnerdestnégociations.

' Cotation assistée en continu
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*Le conseil des marchés financiers (CMF)

Le CMF est une organisation professionnelle dipgéun college de seize membres. Il est
l'autorité des marchés francais et sa compétengtersl a toute les opérations qu’elles soient
effectuées sur un marché réglementé ou de gré. &geéprincipales attributions sont : la tutelle
des marchés réglementés, la gestion des offregpubl

Le marché boursier est composé de deux comparsméntompartiment action - ou
marché des actions — et le compartiment obligaiansmarché des obligations.
2-Le marché des obligations

Sur ce marché, on va distinguer le marché prineite marché secondaire. Le marché
primaire est celui qui concerne les nouveaux entpramis par I'Etat, les collectivités locales et
les entreprises, auxquels peuvent souscrire leésylgrs. Le marché secondaire est le marché de
I'occasion. C’est le marché sur lequel s’échanggsvaleurs déja émises.
3-Le marché des actions

Le marché Francais des actions peut lumen@&tre subdivisé en plusieurs éléments, on
distingue :
= Le marché officiel - ou cote officielle — comprehéamarché a reglement mensuel —
= ouRM - etle marché au comptant ou a reglememntédiat — ou RI
» Le second marché
= Le nouveau marché
= Le marché hors cote
a) Le marché officiel

Les entreprises souhaitant s’introduirgunt le marché officiel doivent satisfaire a diverse
conditions. Elles doivent entre autres :
= Mettre a la disposition du public vingt cing poent de leur capital ;
= Avoir versé un dividende au cours des trois desngxercices, lesquels doivent avoir été

bénéficiaire ;
= S’engager a publier régulierement des informations.
b) Le marché a reglement mensuel

C’est sur ce marché que sont cotés lésracties entreprises les plus importantes. Il 8’agi
d’'un marché a terme. Il existe donc un délai elati@nclusion du contrat (achat et vente) et son
exécution (livraison des titres et paiement). Hetetoutes les opérations effectuées au cours du

mois sont dénouées le jour de liquidatiof"fgour de bourse).

16



c) Le second marché
Ouvert en 1983, il est destiné a recestesr entreprises de taille modeste mais dont les
perspectives sont attrayantes. Les conditions dsglom sont moins restrictives que sur le Marche
officiel. Les entreprises souhaitant s’'introduirent second marché doivent satisfaire les criteres
suivants :
= Mettre a la disposition du public 10 % au moinsdpital,
= Présenter deux années de comptes certifiés.
d) Le nouveau marcheé
Le nouveau marché, ouvert en Févrierl896un marché autonome, régie par une société
propre : la société du nouveau marché (filialead€BF). Il s’adresse a des sociétés européennes,
jeunes, innovatrices, qui ont un besoin de capiaonr se développer. Le fonctionnement du
nouveau Marché est assurée par des intermeédiamasciers agrées par la société du nouveau
Marché.
e) Le marché hors cote
C’est un marché de moindre importancesriésaux petites entreprises, ou a celles qui ont
ete retrogradées du comptant ou du RM. Il s’agih adnarché étroit, c'est-a-dire que le volume
des transactions y est faible .Les conditions diadion sur ce marché y sont simple puisque
n'importe quelle société peut y étre admise a dmrdde présenter les trois derniers bilans.
f) Les marchés dérives
lls s’agit des marchés de produits dérdas font partie entre autres les contrats a texime
les options. De plus amples explications concernastmarchés sont données dans la description
des instruments financiers.
IV- Les instruments financiers
1-Définition :
Un actif ou instrument financier est un contrat][€Btre deux parties (un « créditeur » et un
« débiteur ») aux termes duquel :
= Le créditeur remet une somme d’argérftau débiteur & une daté
= Le débiteur s’engage a verser au créditeur desFtudans I'avenir a des datiesselon un
certain échéancier convenu. Les flek peuvent étre certains, aléatoires, ou fonction de

certains événements.
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Un actif financier est donc fondamentalemam convention entre deux agents économiques
par laquelle s’échange, dans une certaine propoktide I'argent d’aujourd’hui » contre « de
'argent de plus tard ».
2-Typologie :

La typologie utilisée habituellement distingue deguands groupes d’actifs : les actifs de

base et les actifs dérivés.
2-1 Actifs de base :

Dans le but de clarifier 'exposé, on se propose tkabord de dresser une liste des actifs de
base.On distingue 4 types d’actifs de base [3] dardonnera pour chacun une description.
2-1-1 Actions :

Une action est un titre de participation dans woeésé de capitaux qui confére a son
possesseur la qualité d’associé et sauf exceptiodpnne un droit proportionnel sur la gestion de
I'entreprise, sur les bénéfices réalisés et sutif'aocial.

2-1-2 Obligations :

Les obligations sont des titres de créances atkennge représentatifs de dettes. Une
obligation donne droit au paiement d’'un intéréigénéral annuel et au remboursement du capital.
Le détenteur d’'une obligation percoit un revenunto@ I'avance ou dont la révision se réalise
dans les conditions prévues au moment de I'émissies obligations peuvent étre émises par les
entreprises privés ou publiques, par I'Etat, aipse par les administrations publiques et les
collectivités locales.

a) Vocabulaire [6]

La valeur nominale d’une obligation est celle qerit sle base au calcul de l'intérét en
général annuel versé (coupon). Le coupon est algakau taux facial (fixé a I'émission) multiplié
par le nominal.

Le prix d’émission est le montant du versement det@au souscripteur lors de I'émission
de I'obligation. Lorsque le prix d’émission est Egda valeur nominale de I'obligation, I'émission
est dite au pair.

On distingue plusieurs catégories [60] d’obligasiqui répondent a des attentes différentes :

= Les obligations ordinairessont des obligations a taux fixe dont le coupors&en genéral
une fois par an est identique sur toute la duréaeddu titre.

= Les obligations a taux flottant sont composées des obligations a taux variables ou
révisable. Leur particularité est d’offrir une réméwation (taux d’intérét) qui varie dans le

temps en référence a une moyenne de taux constatéemarché.
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» Les obligations indexéesont des titres dont la valeur de remboursemefoudes intéréts
sont liés a I'évolution d’un indice de référence.
Nous citerons d’autres types d’obligations origasal44], mais encore peu utilisées :
- Obligation a coupon zéro,
- Obligation a coupon unique,
- Obligation assimilable du trésor
2-1-3 Absence d’opportunité d’arbitrage (AOA)

Une opportunité d’arbitrage est la possibilité dama un intervenant du marché de monter
une opération a investissement nul lui rapportaarisdle futur des gains toujours positifs et
strictement positifs avec une probabilité non nulle
2-1-4 Change

Un taux de change est le prix d’'une devise expgmane autre devise. Le prix en Yen d’'un
dollar était au 22 janvier 2004 de 107. Cette valqui résulte d’un équilibre entre I'offre et la
demande fluctue jour aprés jour. Sur le marchéctlaages peuvent étre aussi considérés comme
actifs de base les contrats a terme de changeglt pour un intervenant d’acheter pour une date
future déterminée dans le contrat une certainetgaate devise a un prix préfixe.

2-1-5 Matieres premiéres

Le marché des matiéres premieres a vu le dévelopmtetie produits financiers permettant
aux acteurs de se couvrir contre les variationgroe Il s’agit essentiellement de contrat de vente
et d’achat a terme. Sur certains marchés ces tergristent depuis tres longtemps (marché a
terme de métaux & Amsterdam ad™f&iécle, marché a terme de céréale au Chicago Bifard
trade au 19" siécle) et sur d'autres, ils sont nouvellementaapp comme sur le marché de
I'énergie (pétrole, gaz et électricité).

2-1-6 Marché des produits de crédit

Les Crédit Default Swap ou CDS
Un CDS est un produit financier qui procure uneuemsce contre un événement de défaut d’'une
entreprise pré deéfinie. L’acheteur du CDS est kdebr de la protection contre le risque de défaut
de l'entreprise. En cas de défaut, il recevra urteinnité et en contrepartie il doit payer une
prime, généralement tous les 3 mois ou tous lesi jusqu'a la maturité du CDS. Inversement le
vendeur de la protection, recoit la prime et pagefacheteur une indemnité en cas de défaut.
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2-1-7 Prix forward d’un actif

Nous sommes en t et 'on considere un actif S @bligation ou une action) dont on veut
déterminer le prix a terme eh (>t). Pour simplifier on considére que cet actif neseepas de
coupon ou de dividende entretT.

2-2 Les produits dérivés
A- Présentation des produits dérivés
Définition :

Les actifs dérivés sont de fagcon générale desatsrde vente ou d’achat d’actifs financiers
de base. Ces instruments sont appelés « dérivasce gu’'ils [25] sont fondés sur le cours
d’autres instruments financiers (actions, obligagjoou d’autres biens (matieres premieres), et
gu’ils dérivent donc leur valeur de la valeur de ee@tres actions, devises ou matieres premiéres
« SOus- jacentes ». lls ont un effet de levier irtgrd et peuvent conduire trés vite a des gairg ou
des pertes considérables.

2-2-1 Les contrats a terme

Ce type de contrat est symétrique, c'est-a-direchague contrepartie a autant de chance de
gagner ou de perdre de I'argent.
Définition :

Un contrat a terme [59] est un contrat d’achat ewehte d’'un produit financier, passé entre
deux contreparties, dont toutes les caractérissigoat fixés a 'avance : date de reglement, prix a
terme, etc. Le prix conclu est appelé cours a tegh€échange se fera a ce prix quelque soit le
cours du marché a la date de livraison.

On distingue :
1-Le FRA (forward rate agreement)

C’est un contrat a terme qui permet de garantiré@aiatement un taux d’intérét futur. Le
FRA comporte 2 périodes :

-Une période d’attente : pendant cette périodee e passe rien I'une ou l'autre des contreparties
a toute latitude pour déboucler ou non son opératar quelque arbitrage que ce soit.

-Une période de garantie : c’est sur cette péripgeporte la garantie de taux. Au départ de cette
période, on comparera le taux garanti avec sorvalguit (en terme de période) sur le marché. La

différence sera réglée d’avance (donc actualiséeljyne des contreparties.
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2-Les futurs et les forward

Les contrats futurs sont des contrats a terme atdisgs que I'on traite en bourse, tandis que
les forward sont des contrats a terme traités éagreé.
3-Les swaps :

Le swap de taux d'intérét est un contrat de greédgr lequel deux parties conviennent de
s’échanger, a date fixe, des flux d’intéréts d’'apital, intéréts calculés sur des références de tau
Seul le différentiel d’intérét est payé, le capitast jamais verse.

2-2-2 Les options

Une option [33] est un contrat qui permeba détenteur d’acheter ou de vendre une certaine
guantité d’'un bien ou un actif a un cours convetiaveance, appelé prix d’exercice a (ou jusqu’'a)
une date fixée, dite échéance de I'option.

En contrepartie, I'acheteur verse immédieiet au vendeur de I'option une prime qui est le
prix de I'option.
1-Catégories d’optiong45]

-Les options européennes : I'acheteur ne peut exeon droit qu’a I'échéance.
-Les options américaines : L’acheteur peut exesmer droit, & tout moment entre la date de
création de I'option et la date d’échéance.
Parallélement aux options classiques, apparaisEgmitis les années 90, sur les marchés de gré a
gré, des options dites « exotiques » :
= Les options asiatiques, dont le prix d’exercicest&@dire le cours auquel I'option peut étre
exercé a I'échéance est fonction de la moyennecdass des sous jacents enregistrés
durant la durée de vie de I'option.
= Les options lookbacks, dont le prix d’exerciceé&liéance est fonction du maximum ou du
minimum des cours du sous jacent enregistrés dlaahirée de vie de I'option.
= Les options barriéres qui peuvent étre annulés @ulrs franchit un certain seuil.
» Les options parisiennes qui peuvent étre annulé@eactivées si le cours reste dans une
certaine zone plus d’un temps donné.
= Les options d’échange qui permettent d’échangeragtien X contre une action Y a une

date future.
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2-Le bon d’option ou warrant

Le bon d’option est un titre intermédiaire entrédda de souscription et I'option classique.
Emis par un établissement financier, les valeunss$acentes sont des actions, obligations,
devises, ....lIs se distinguent des options paréeheéance généralement plus longue.
3-Call et Put européens
Définition 1 :

On appelle option d’achat [24] européenne, ouaalbpéen, le contrat qui confére a son
acheteur le droit (mais pas l'obligation) d’achateractif risqué a un couts fixé a la signature
du contrat (prix d’exercice), a la date futufeappelée échéance. L’actif risqué peut étre une
action, une obligation, un taux de change ou engoeematiére premiére.
Définition 2 :

On appelle option de vente [16] européenne, owprgpéen, le contrat qui donne a son
détenteur le droit (mais non I'obligation) de vemdne action a la datid >0 (échéance) au prik
(prix d’exercice ou strike) fixé a I'avance. Ce trah a un prix ; il est échangé sur le marché.
B- Les marchés des produits dérivés
1-Le MATIF

Le Matif [59] (Marché a Terme International de Fe@ha été crée le 20 février 1986, la
méme année que le marché des valeurs du trésgrodamt une large gamme de produits de
couverture des risques financiers (taux d’intérétdjces boursiers, marchandises). Le Matif
s’inscrit aujourd’hui parmi les plus grands marcl#&gserme internationaux. Son role est de
proposer aux acteurs économiques et financierandegsments négociables de gestion des risques
liés aux fluctuations des intéréts a long, moyecoett terme, aux variations du cours de certaines
matiéres premieres.
2-Le MONEP

Le MONEP [60] (Marché des options Négociables deéslPa été créé le 10 septembre 1987.
Il a pour objet de traiter les options négocialdesactifs (action et indice), alors que les oion

sur contrat a terme sont traitées sur le marckéndet
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V- Volatilité, Rendement et Risque :
1-Volatilité
Définition :

La volatilité [37] est le parametre qui mesure If@deur et/ou la fréquence des variations
d’'une série chronologiques, par exemple du prixditre. Autrement dit, la volatilité mesure le
risque de marché et c’est un parameétre clé emdém qui parfois recouvre des notions un peu
différentes telles que : volatilité instantanéealec volatilité moyenne sur une période, etc....

1-1 La volatilité locale

La volatilité locale [18] est le paramétre qui mesle risque associé a la variation
instantanée du sous-jacent. Elle peut étre dét&tmioomme dans le cas d’'un sous-jacent qui suit
un brownien géométrique, ou stochastique comme ldates des options.
2-Rendement
Définition :

Il y a plusieurs définitions possibles des rendamErB], qui en général sont équivalentes
lorsque les phénoménes sont déterministes, maisdifférent dans le cas stochastique. La
différence est explicable par la formule d’lt6. Nosupposons que les rendements entre deux
périodes sont mesurés par la différence des |bgaes des cours.

L’hypothese que les rendements entre 0 et t suivembouvement brownien de tendance
- % o ? et de coefficient de diffusiam, se traduit par les propriétés suivantes du peusedes
prix { S , tU[0, T]}:
= 5 =X
* Lesrendement®g (S ) — log S, ) suivent une loi gaussienne de moyenpe% g?

(t - s)et de variances *(t - 5).

= Pour tout O<t, < t,........ <t,, les accroissements relatifs%i, 0<i <n-1} sont

indépendants, et de méme loi.

En d’autres termes, il existe un mouvement browhi&el que

2

S = f (t,W) = xexp(ut + oW —%t)
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Par application de la formule d’lté pour le mouverierownien et la fonction

f(t,2)= xexp( + oz—%azt) dont les dérivées valent :

f (t2)= T2 p- % 0%), fLD=ft20, fult2)=ft 20>
Nous voyons que,

dg = pdt+o dW

3-Risque

L’investissement en valeurs mobilieres [33] constile sacrifice d’un avantage immédiat ou
une absence de consommation immeédiate en échaagenthges futurs. Dans la mesure ou le
présent est connu avec certitude, I'investisseraantaleurs mobilieres constitue I'’échange d’'un
avantage certain et immédiat contre un avantage feit incertain. Ainsi le risque d’'un actif
financier pour un investisseur peut étre défini owr’incertitude qui existe quant a la valeur de
cet actif a une date future. Autrement dit, le uisgb6] peut étre défini comme la combinaison de

l'incertitude et de I'exposition, en I'absence d'ertitude ou d’exposition, il n’y a pas de risque.
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Conclusion

Les marchés financiers dans le monde semt profonde mutation. Nous avons
principalement décrit dans ce chapitre les maréinésaciers, leurs fonctions ainsi que les sociétés
de bourse, la ou sont négociés les actions etbigations. D’autres instruments financiers sont

apparus ces derniéres années, notamment lestsanteame et les options.

Ceux-ci sont négociés sur deux marchés MATIF (marché a terme international de
France) et le MONEP (marché des options négociatiéeparis). Les instruments financiers
classiques et nouveaux constituent un soubassemkenmodélisation stochastique en finance,

d’ou la définition de ceux-ci, leur volatilité ketur rendement étaient d’un intérét majeur.
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CHAPITRE Il : INTRODUCTION AUX CALCULS
STOCHASTIQUES

INTRODUCTION :

Les applications en finance sont un prétexte &dotuction des bases de calcul stochastique.
On suppose que les marchés offrent des actifs ldenirix dépendent du temps et du hasard, on
peut donc les modéliser par des processus stoghestion suppose aussi que lI'espace des états de
la natureQ, est infini, que 'on obtient contindment I'infoation sur les marchés et que les
échanges peuvent s’opérer a tout instant. On ast amené a introduire dans ce chapitre un
certain nombre d’outils stochastique, a savoir danspremier temps, le concept général de
processus stochastique, et dans un deuxiéeme tdeggropriétés des trajectoires les plus
couramment rencontrés dans la littérature finapcé@nsi que les notions de filtration, processus

adapté et processus prévisible.

Nous abordons ensuite les processus de marcos ptdeessus de diffusion avant de
présenter le mouvement brownien (ou processus eéeétji et nous développerons par la suite les
propriétés fondamentales (pour la finance) de oceqssus, en particulier celles qui sont reliées a
la propriété de martingale,et nous traiterons di@ssdeux derniéres parties les équations
différentielles stochastiques et les équations déarvees partielles qui sont d'une grande

importance dans la résolution des problemes dadie.
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[I- Caractéristiques généraleg54]

On considéere un espace probabi(i@A, P)quelconque ; 'ensemble des dates est doté
avec/= [O,T] , T< o0 puisque nous supposons que le temps s’écoutmmrinu, les agents
pouvant intervenir & n'importe quel moment sur Erché.

Définition 1 :

bY

On appelle processus stochastique toute familleadables aléatoir¥= (X,, t 20) a
valeurs dang¢ll], B[J)
Définition 2 :
Un processus stochastique X est dit continu sidtexun ensembl@ négligeable tel que
O a O ov, L'application :t— X, (&) soit continue.
X est dit continu a droite et limité a gauche (éadlls’il existe un ensembje négligeable tel que
O« O ov, L'applicationt— X, (&) soit continue a droite et limité a gauche.
i.e
limX, (a)=X, () et lim X (a) existe et est finie
$t o
Définition 3 :
Les applications — X, (a) pourca fixé dansQ) sont appelés trajectoires du processus

Trois types de trajectoires sont couramment retnésmans les modéles financiers :

1-Hypothése classique pour décrire la dynamiquepdgsou des rentabilités des titres ou encore
des taux d'intéréts consiste a supposer que lgstoires sont continues. C’est le cas par exemple
dans le modele de Black et Scholes (1973) d’évalniates options ou dans les modeles de taux
court comme ceux de Vasicek (1977), Cox-Ingersod(1985), ou encore dans le modele de

Heath-Jarrow-Morton (1992) pour les taux forward.

2-Dans certains cas on suppose des trajectoiresgcadest-a-dire « continues a droite et
possédant une limite a gauche ». En effet, lesdi@res continues ne permettent pas toujours une
description adéquate, en particulier si les vaeisbinodélisées peuvent subir des variations

violentes lorsque les marchés sont tres agités.

27



3-Les trajectoires de processus peuvent étre caglest-a-dire continues a gauche et possédant
une limite a droite. Cette hypothése peut étre t@@ap la description des quantités de titres
détenus par un agent. En effet, les modificatianpattefeuilles s’effectuent a des instants discret
du temps et I'hnypothese de continuité a gaucheéptyt’a droite est justifié par le fait que si une
trajectoire est continue a gauche,(« ) est connu des que I¥S (a ), s<t sont connus.
Définition 4 :
1-Deux processuX et Y sont indistinguables s’ils ont en commun « prestputes » leurs
trajectoires, ce qui s’écrit :

CoO*UAtelqueP @) =1letOa U Q* OtUI, X, («)=Y, ()
2-Un processuy est une modification di si pour toutt[] 7, 'ensembleQ, = { X,= Y, } est
de probabilité 1. On dit alors qilreest une version d¥.
lI-1 Filtrations, processus adaptés et processus @visibles
Définition 5[61]
1-On appelle filtration surQ toute famille croissante (au sens de I’inclusiﬁn){ Fotur }de
sous tribu deA

2-F est continue a droite si pour tdutT, £ = () st Fs; €elle est dite compléte si chaque trifju

contient tous les ensembles négligeables c'eskededi ensembles contenues dépns
3-Un processuX est adapté a une filtratidh si pour tout, X, est#; - mesurable

4-On appelle filtration naturelle d’'un processdiset 'on noteF* la plus petite filtration par
rapport a laquell&X est adapté ; en d’autre termes, pour tpuf, est la tribu engendrée par les
variablesX _, s<t.

Définition 6 :

X est un processus prévisible s'’il est adapté ét si ses trajectoires sont continues a
gauche. Nous avons déja donné l'intuition de caédfienition lorsqu’ont été évoqués les processus
caglad ; si une fonctiofiest continue a gauche eppon a:

lim f(x)= f(x,)

X > Xx°
Par conséquent $iest connu pour toutes les valeurs inférieungs €lle est connue en.
De la méme facon, lorsque les trajectoires sontimaes a gauche, connaitre les valeurs prises par
le processus aux dates strictement inférieurésesient a connaitre;, d'ou le qualificatif de

prévisible.
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Définition 7 :
Soit X un processus défini sg2,A, P) ;
les

1-X est a accroissements indépendants si pour topteniy t,)telquet, <t,<..<t

n?

variablesX, - X, = sontindépendants.

2-X est a accroissements stationnaires si pourttouf et touth >0, la loi de X,,, — X, ne

dépend que de.

lI-2 Processus de diffusion

[I-2-1 Processus de Markov

Définition 8 :

Soit X un processus défini s¢@2, A, P,F) X est un processus de Markov si pour t¢Bt, ...B,)

ORY ettout(t, .t )OI" telquet,<t,<..... <t.,ona:

P(XUB,/X, UB,,j=1,.n-1)=P (X UB, /X, UB,,)

[I-2-2 Processus de diffusion et processus d’'Itd
Définition 9 :
a- On appelle processus de diffusion tout procesgukovien a trajectoires continues
b- Un processuX est appelé Processus d'itéXsest un processus de diffusion et s'il existe deux
fonctions et o définies surd x T & valeurs respectivement dahs [ * définies par :
E(X., — X, /X, =X) et ox 1) :”mV(XHh - X, I X, =X)
h h
k-0 h-0

Pour interprétes et o financierement, on consideXe comme étant le logarithme du prix

M (X,t) =lim

de date t d'un actif financier, dans ce ¥ag, - X, est la rentabilité de I'actif sur I'intervalle
[t,t + h].y (x, t) est alors la rentabilité instantanée err¢doe le processus est dans I'étax. La
division par h implique que est exprimé « par unité de tempswest une mesure de tendance

du processus mais on garde en général I'appella@imio-saxonne »driftg ? est, de la méme
facon, la variance instantanée de la rentabilitésuré par unité de temps. Dans la littérature
financiére on fait rarement la distinction entreqassus de diffusion et processus d’'ltd car c’est

toujours cette derniére catégorie qui est utilisée.
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Les processus d’'ltd sont relativement bien adaptésdescription de I'évolution des prix,
des rentabilités ou des taux d’intéréts. Toutefl@isgontinuité des trajectoires de ces processus
limite parfois leur adéquation aux dynamiques oldses, en particulier dans les périodes agités
pendant lesquelles on constate de fortes variatans des intervalles de temps trés courts.

On dira aussi quX est un processus d’It6 si :
t t
X, = x+jbsds+jasdvvS
0 0
oub et o sont deux processus adaptés tels que :
t t )
j|bs|ds <o et j|0’s| ds <oo
0 0

On utilise la notation plus concise suivante
dX, =bdt+o,dW,
{XO =X

Le coefficientb est le drift ou la dériveg est le coefficient de diffusion.
[I-3 Formule de 1t6 [38,50]

C’est un outil qui permet du calcul integrodiffetiehque I'on appelle communément
« calcul de Itd ».C’est du calcul sur les traje@sides processus, donc la connaissance de ce qui
se passe pour une réalisatiende 'aléa.
[I-3-1 Lemme d'Itd

Le Lemme d’Itdé nous donne le processus que sui timnction d’une variable qui suit un
processus d'lt6 et du temps: Ainsi, s${ suit un processus d’lt6 de la forme:
dX = a(t, X)dt+b(t, X)dWet si f est une fonction deet du temps t, de classe f@r rapport &

LI[0, T] et de classeTpar rapport & L1 0, alors f suit le processus suivant :

2
df =12 a+ 2+ 29T 2 e O paw
X~ ot 20X oX

[ll- Espérance conditionnelle[16]

Soit(Q ,F, P)un espace de probabilité@tne sous tribu d& et soitX une variable
aléatoire positive intégrab(& X : = j X dP < +)
Q
Définition :
Soit ¢ une sous tribule F, 'espérance conditionnelle d’une variable aléatqv.a) intégrableX

sachant; est la v.aE [X / G] définie par les deux propriétés suivantes :
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i) E [X/G] estG — mesurable,
ii) Pour toutA O G, deP:J'E(X/G)dP

Propriétés de I'espérance conditionnelle [41]

a-E(aX+pL8YIG)= a EXIG)+ S E(Y/ G), a, deux constantes

b- E(E(X/ G))= E(X)

c- E(X/ ) = X si X est(G- mesurable

d- E(X/ ¢) = E(X) si X est indépendante de

e-E (X.Y/G) =Y. E (X/G@)siY estGg- mesurable

f- Si G etH sont deux tribus telle qu¢ [ ¢ E(X /H) = E(E(X/H)7) =E(E(X/ G)/H)

g- Positivité- monotonie X 2Y p.s= E(X/G)= E(Y/ G) p.s (presque srement)

h- Si |Xn| <Y ouY estintégrable et ¥, convergep.sversX alorsk (X, /G) convergep.svers
EX/G)

[1I-1 Martingales [35]

l1I-1-1 Cas discret

On se donne une filtration, c'est-a-dire une famdi sous tribé  croissante(telle que, O F ).
Définition 1:

Une suite da variables aléatoi&s,, n [l N) est une martingale si :

-X, estintégrable,d0 nlJ N

-X, est F,_mesurable

-EX\y F)=X, ., O nO N

I11-1-2 Cas continu

On se donne une filtration, c'est-a-dire une famdk sous tribw¥, croissante (tel qués [1F,)
Osst

Définition 2 :

Une famille da v.&X,,t = Opst une martingale par rapport a la filtratlgn si :

-X, estF, - mesurable et intégrable pour tout t

'E(xt/Fs)sz, DSSI
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Propriétés
-Si X, est une martingalg (X,) = E (%), O t
-Si (X,, t < T) est une martingale, le processus est complétenhéterminé par sa valeur
terminale X, = E (X; / F,) .Cette derniére propriété est d'un usage tréesi&égen finance
Définition 3 :

Une famille de variables aléatoirs,, t 20) est une sur martingale (respectivement sous
martingale) par rapport a la filtratigh) si :
-X, est mesurable et intégrable pour tout t
-E(X, TF)< X, Os<t (respE (X, /Fs)= X, )
[1I-2 Martingales locales
Définition :

Soit X un processus cadlag adapté. On dit que c’est untingale locale [28] s'il existe une
suite de temps d’arréf, croissant vers l'infini telle que pour tout n leopessus arrét& ™ soit une

martingale.
V- Mouvement Brownien :
Bref Historique [38,50]

Historiquement, il s’agit du mouvement de partisulie pollen en suspension dans I'eau,
observé par Robert Brown 1828. Il en résulte dispersion des microparticules dans I'eau, on
dit aussi une « diffusion » du pollen dans I'eBe.fait, ce modéle sert actuellement a beaucoup
d’autres modélisations de phénomenes dynamiques :

-Particules microscopiques en suspension

-Prix d’actions en bourse

-Comportement asymptotique de files d’attente

-Tout comportement dynamique avec part aléatogadton différentielle stochastique).
1-Définition et propriétés générales :

Soit(Q ,F, P) un espace probabilisé, on appelle mouvement beow(rou processus
deWiener) standard un processus Z vérifiant :
1-Zo=0P.p.s
2- Z est a accroissements indépendants et stationnaires
3-0 (s, )00 x 0%, s<t, Z - Z~ M(0,4t—5)

4- Z est a trajectoires continues
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L’idée intuitive qui conduit au mouvement browniest la méme qui rend la loi normale
aussi importante en statistigue; en termes nonnigabs, lorsqu’'un phénomeéne résulte de
I'addition d’'un grand nombre de causes indépendaste mesure suivra une loi normale du fait du
théoreme central- limite. L'interprétation finan@éest que, sur un marché continu, les variations
de prix sont causées par un flot incessant d’inédions qui sont reflétées immédiatement dans les
prix. En conséquence, une évolution de prix engaxdinstantss et t est indépendante des
évolutions précédentes car, si ce n'était pasdelea opérateurs en tiendraient compte dans leurs
offres et demandes, ce qui aurait pour conséqutanauler cet effet de « mémoire ».
2- Processus de Wiener général

Le processus de Wiener standard veriE€Z,) = 0 etV(Z,) = t ; la généralisation naturelle
consiste a introduire des paramefesto ; u représente le drift, c'est-a-dire I'espérance de
variation par unité de temps et la variance de cette variation par unité de temps
Définition :

Un processud/ est appelé mouvement brownien général de parampeteo siW s'écrit :
W, =0
W= put+o Z,
Les propriétés d@V se déduisent directement de celleZde

2-1 Propriétés des trajectoires du mouvement browen

-Processus gaussien :

Définition :
Un processuX est dit gaussien sid, O(t,,. ... t,) réels positifs, le vecteyiX, , X, ,...... X,)
suit une loi gaussienne. Si la loi @¢,, , i=1....d)ne dépend pas €ieon dit que le processus est

stationnaire.

On appelle covariance du vecteur X la matgds, t) = E [(X, -EX,) (X, —=EX,)]" s, =0
-Proposition :

Le mouvement brownien est un processus gaussigonstaire de covariancep (s, t) =sL t
-Réciproguement, tout processus continu gaussieowkriancep (s, t) = 9_ t est un mouvement

brownien.

-Le mouvement brownien converge « en moyenne »aé&fs presque siarement quand t tend vers
e B,
P'infini. IlmT —0

15 00
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2-2 Temps d’'arrét
Soit(Q ,F, F,, P)un espace probabilisé filtré; on appelle tempsrétaoute variable

aléatoirer a valeurs dank LI {+ «} telle que pour tout, 'évenement ft <t} est dans la
tribu 7, .

3- Le brownien géométrique [53]

Définition :

Soit Wun mouvement brownieb,et 0 deux constantes.
2
o ) : s
Le processuX, = X, exp{ (b—7)t +0W, }est appelé mouvement brownien géométrique. On
I'appelle aussi processus « log normal ». En effets ce cas
1 o
InX, =(-Zo)t+0W, +Inx
2

4- Processus de Ornstein-Uhlenbech [19]

Proposition: I'équation de Langevin
X, = —tj aX,ds+oW, + X, (1)
0
a pour unique solution
X, =e™X, +Jt'e‘a“‘5)a dw, 2)
0

On écrit I'equation (1) sous forme condensée
dX, +aX,dt=odW,, X, donné
Les données du probléeme sont la variable aléaXqgjrée brownienW et les constanteset o

Démonstration :

Nous allons vérifier que (2) est solution de I'étjon (1), en posant, = €™ X, et en

appliquant la formule d’'intégration par parties :
dY,=e"dX +ad" X, dt = eodW

t
dont la solution est, =Y, + j e g dW,
0

V- Intégrale stochastique[35]
On se donne un espa@ ,#, P) et un mouvement brownien W sur cet un espace. On

désigne parF, = g(W, s<t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.
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1-Définition :
t

On veut généraliser l'intégrale de Wiener et défi@J'HSdV\/S ,tD[O,T]) pour des processus
0

stochastique8 . En mathématiques financierg, représente I'horizon du march@y, représente

t
I'évolution du prix d’'un actif,(6, )a stratégie d’investissement sur cet actifjégdvvS le gain
0

réalisé au temps par la stratégié.
1-1 Cas de processus étagés

On dit qu'un processusest étagé (ou elémentaire) s'il existe une suiteéaels t, 0< t,<t,

... £,

et une suite de variables aléatofgtelles quéd; soit th -mesurable, appartienne a

L*(Q) et qued; =6 pour toutt O]t | , t,,,], soitHS(a):zr;z 6,(a)le, 1, (8)

bt n-1
On définit alors J'HSdV\/S = Z 6, (W(t,,,)-W(t;))
0 i=0
Ona: E(j@sdvvs)=o et Var(jesdvvs)z E(j@fds)
0 0 0
On obtient

Jt.gsdvvs ziej ((\N(tj+1/\t) _W(tj/\t))

1-2 Cas général
On définit les processus caglad de carré intégiadtane 'ensemblé des processug

adaptés continus a gauche et limité a droitg), §dapté tels que :

def
6] = E [ [62dt] <
0

Les processus etagés appartienn€nt@n dit aussi qué , converge veré dansL*(Qx0O ) si:

| 6 -6, |—-0quand n>co

On peut définil_{t9st\/S pour tous les processésde " : on approch& par des processus
0
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k(n)
étagés, soif =lim@ ,quand r>c0 oud , = > 6" L,
=1

, t..], avecd; "UF, , la limite
i+l j

étant au sens de(Q x0).

o k(n)
L’intégraIeJ'HSdV\/S est alors la limite dank? (Q) des sommeg 6" (W (t]_ﬂ) -W (tj) dont
0

=1

I'espérance est 0 et la variari;?:|e2[§7jz(tj+l -t,) |.

On aalors E([6,dW,) =0 et E([6,dw,)* =E([62ds).
0 0 0

deéf

t t

On notef G,dW, = [ 6510,y (s) AW Si6 est étagff,dW, = > 6, (W, Cc-W, [0
0 0 0

2- Propriétés

t
On noteA I'ensemblel? (2 x 0 *) des processusadaptés caglad vérifiaEt(j 6? (w)ds) < oo, Lt
0

2-1 Linéarité

Soita etb des constantes e (, i=1,2) deux processus de.On a
t t t
[ (@8s+b6d)dw, =a| 65dw, +b[ 65dwW,
0 0 0
2-2 Propriétés de martingale
Proposition:

t
SoitM, =[6,dW,, ou 6 UA.
0

a/ Le processull est une martingale, a trajectoires continues.

t t
b/ Soit N, = (J' HSdWS)Z-J' 6% ds Le processugN, , t=0) est une martingale.
0

0
Démonstration :

La propriété de martingale s’écrit :

t S
E(J 6,dW,/F)=[ 6,dw,, Ot=s
0 0

t t
ou E (J' 6 ,dW, / F) = 0 ceci implique en particulier QLE(I 6 ,dw,) =0
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t t
La propriétéo/ équivaut & E [( j 6 ,dW, )2/ FJ=E[ j 6 2du/F].

3-Théoreme de Girsanov [49]
1- Changement de probabilité
Proposition :

SoientP etQ deux probabilités sy iQ , ¥, ). On supposeP etQ équivalentes. Alors il
existe(L, , t<T) P- F martingale strictement positive telle Qe L P surF; etQm =L, P,
c'est-a-dire telle quEqg(X) = Ep (X L, ) pour toute variablX Q- intégrableF;—mesurable pour
t<TDeplusL,=1=1etEp(L,)=1,0t<T

Démonstration
Si la restriction dé> etQ a F, sont equivalentes, il existe une variable aléatojré” -mesurable

telle queQ= L, P surF;.On dit quel ; est densité d& par rapport & etEq (X) = Er (L X) pour
toute variableX- F mesurable eR- intégrable. En particuliet, ; est strictement positive et

Ep (L;)=1. SoitL, = Ep (L,/ F;). Par constructiolL,, t< T) est une martingale et est la densité
F- mesurable d& par rapport & surF,. En effet, siX estF, mesurable ef intégrable

Eo(X) =Ep (LX) =Ep[Ep(X L/ F,)] =Ep [XEp (L, / F,)] = Ep (X L,).

2-Théoréme de Girsanov

Soit (W(t),t = 0) un mouvement brownien sur un espaReK, P) etF, sa filtration. SoitLt

L o t t
un processus défini comme suEt. = exp( ] 6(s W, - ;Iez (syst<T
0

0

ou & est un processuB, - adapté
-SiEP(L,)=1, le processus Lest une martingale

-SiQ=L,.P, i.e siE°(X)=E"(XL,;) pourtoutes variabléé F,—mesurables, alors
t
W(t) :[ W(t) —J'H(s)ds ] est un Q- mouvement brownien
0

4- La transformé de Laplace
Soit X une variable aléatoire [49] qui suit une loi nolendlespéranc&(X) et de variance

V(X). La transformé de Laplace des’écrit

E(e™) = e/lE(X)+;/12V(X)
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VI- Probabilité historique et probabilité risque neutre [58]

Les probabilités sont tres utiles en finance poadéfiser des grandeurs incertaines, pricer
des produits, ou encore mesurer les risques. Caperiblexiste plusieurs probabilités, on dit aussi
plusieurs mesures, les plus célebres sont la pilabdbstorique et la probabilité risque neutre.
1-La probabilité historique :

Comme son nom l'indique, la probabilité historigaffecte a un événement donné une
probabilité, ou une vraisemblance d’occurrenceleégaa fréquence au sens probabiliste. Elle est
d’'une certaine maniere, une mémoire du temps etreuanticipation n’est prise en compte.
2-La probabilité risque neutre

Quand Black & Scholes ont écrit I'équation difféietle permettant de pricer une option,

ayant comme sous jacent une grandéursuivant un mouvement stochastique, ils se sorue

compte qu’elle ne dépendait pas de son rendemeis, seulement du taux d’intérét sans risque,
de sa volatilité, de son niveau de prix actuel etteimps. En un mot, le prix de l'option est
indépendant des préférences du risque des agemt&xBmple, prenant des agents qui ont une
grande aversion au risque, alors pour qu’ils aecgp’investir dans un actif risqué, dans le sens
Oou son revenu est incertain, nos agents exigentendement -i.e un drift plus élevé pour
compenser leur prise de risque. On voit en cele, l@version au risque des agents affectera le
prix de I'option.

av,

= pu dt+oadW,

t
Mais comme I'équation différentielle dugng ne dépend pas du drift, alors pour qu’'un
calcul soit possible, on se placera dans un monddes agents sont neutres au risque, et
accepteront d’investir dans un actif risqué taré gon rendement est égal a I'actif sans risque.
Dans ce cadre, le prix de n'importe quel actif, éggil a I'espérance des gains actualisés au taux

d’intérét sans risque.
Mathématiquement parlant, en absence d’opportdirarbitrage, une telle probabilité existe,

et si de plus le marché est complet, alors ellaupgfue. Le passage d’une probabilité a l'autre,
s’appelle : un changement de probabilité de Girgano
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VII- Equations différentielles stochastiques
1-Définition
Une équation différentielle stochastique [40] ext équation de la forme

X, = X+'t[b(S,XS)dS+'t[0'(S,XS)dVVS Q)

Ou sous forme condensé

dX, =b(t, X,)dt+o(t, X,)dW,
Xo =X

La solution(X (t), t= 0) de I'équation (1) est appelée « processus desiiffiu> ou diffusion,

avec:b:0 - 0,0¢: 0 - 0O, et(W(),t= 0) est un mouvement brownien par rapport a la

filtration (F,, t=0). Trouver une solution de I'équation (1) signifieouver un processus

stochastique X (t),t = @ontinu, tel que pour tout, X () est F, mesurable et qui vérifie :

t t
-pour tout = 0, les intégralesf b (s, %) ds etj o (s, %) dW,ont un sens, soit :
0 0

t

t
J' b (s, X)ds <o etj ‘O'(S,XS) |2ds< ® p.s
0 0
-pour toutt = 0O:
t t
X, = x+jb(s,xs)ds+ja(s,xs)dvvs, p.S
0 0

Dans le cas ou les fonctiobsets ne dépendent pas de t, le processus de diffusisaspondant
est dit homogene [66]. Le théoreme ci-dessous déeseonditions suffisantes shret o pour
avoir un résultat d’existence et d’unicité pour. (1)

2- Théoreme d’existence [13]

Sib eto sont des fonctions, telles qu’il existe Kos avec :

Dlb(t, ¥)| +|o(t,x)|* < K2 1+]¥°
)| ( )| | ( )| ( M ) , alors, pour touk = Ql'équation (1) admet une
ii)b(t,X) —b(t, y)| +|o(t,x) - o(t,y) < K|x -]
solution unique dans l'intervall@, T]. De plus cette solution vérifie :
E (SURaar [X(1) )<
L'unicité [38] signifie que Si(X(t))oqer €t (Y(1))ouer SONt deux solutions de (1), alors p.s

00<t<T,X () =Y (0).
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VIlI- Equations aux dérivées partielles [35]
On se donne deux fonctiohet g de[0, T] xO dand], vérifiant les hypothéses du

théoréme (2) concernant I'existence de solutiorDSE Soit A I'opérateur défini sur les fonctions

deC*?par
Af,x)= f't,x)+ fx’(t,x)b(t,x)+%fx"x(t,x)az(t,x)
Soit (X", u=t) le processus d'ltd défini par
Xt = XX +j'b(s, sz't)ds+T0'(s, X EHdW,,u =t (2)
t t

avec une condition initiale e X*'= x
1-Probléme parabolique
On cherche les solutions du probléme paraboligiwast) avec une « condition terminale »,
c'est-a-dire une fonction g dé dansl] qui va préciser la valeur de la solution de I'doqaaux
dérivées partielles en
Af(t,x)=0,0xO00, Ot O[O0, T]
f(T,x)=9g(x ) OxuUOd 3)

Si f est solution du probleme parabolique (3f ahe solution de (2), la formule d’lté conduit & :

FEXE) = FX+ [, (5. X2)a(s X2)dW,
t

T I
En particulier enT , on a: f(T,X}")=g(X})= 1‘(t,x)+j1‘X (s, XX o(s, X )dW, et si
t

I'intégrale est une martingale on en dédu(it x) = E(g(X>* . ))
Théoréme :
La solution du probléme parabolique
Af(t,x)=0,0x00, Ot O [0, T
f(T,x)=9g(x DxO0O

est donné paff (t,x) = E(g(X"),o0 X' est le processus d'ltd défini par
XX +jb(s, X§")ds+ja(s, X YdW,,u - t
t t

avec une condition initiale en: X' = x

" Equation différentielle stochastique
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Ce résultat est écrit souvent sous la forme égeivealsuivante :

f(t,x) = E, (9(X;)), ouX estle processus d'Ito défini par

dX, =Db(s, X )ds+ o(s, X )dW,
L’espérance étant prise sous la probabHit§ui est telle que le process¥sprend la valeux a
linstant t.
2- Généralisation
Soito une constante positive. On cherche les solutionzradbléme parabolique suivant :

Aft,x)=a f(t,x), OxOO,0t0[0, T] @)
f(T,x)=9g(x ) OxuO (5)

Si f est solution de (4), et X une solution de i@fpormule d’Ité entret et T conduit a
T
FTX ) exp™ = Fe,x)exp® +[ fx (s, X)) [exp **] 0 (s, X,*") AW,
t

et si I'intégrale est une martingale (conditiomt&grabilité sur f eto ) on en déduit

f(t,x)=E[exp?™™ g(X)]. En exploitant le caractére Markovien, on a aussi

F(t,%)= E(exp ™ g(X,) /X, =)

ou

X, = Xo +[b(u, X, )du+ [a(u, X, )dW,
0 0

41



Conclusion
Nous avons essayé d'introduire dans ce chapitnedéisns de bases de calcul stochastique.
La définition des processus stochastiques, deepsas prévisibles, des martingales, du processus

d’Ité et du mouvement brownien sont d’'un usage ttés en finance.

L'utilisation de quelques théorémes etppitions a été d’'un grand apport dans le sens ou
ils apportent des éclaircissements concernantiauton de quelques problemes de modélisation
en finance et plus particulierement les modélesali@tion de la structure temporelle des taux

d’intérét et de déformation de la courbe des tawiXaront I'objet du chapitre lIl.
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CHAPITRE Ill : LES MODELES DE TAUX ET
DE DEFORMATION DE LA COURBE DES TAUX

INTRODUCTION

L’incertitude sur les mouvements futurs des taumtdiét est un point important en théorie
de la décision financiére. La plupart des agentd sgerses au risque, et ce risque est lié en
particulier au taux d’intérét. L'étude de la stuuret par terme des taux d'intéréts est d’une grande
importance pratique, qui révele les anticipatioas dgents sur les risques a venir. En particulier,
la compréhension des déformations de la courbéadespermet d’asseoir une stratégie de gestion
de trésorerie (choix de la durée de placement,usqiBan sur la structure des taux)..La
volatilité accrue des taux d'intérét rend technigeat trés important tout progrés allant dans le

sens d’'une plus grande maitrise de ces problémes.

Pour étudier les déformations futures de la coddsetaux et les contraintes qui pésent sur
ces derniers, on a jugé utile d'introduire danschapitre, la notion de taux d'intérét et leur
formation, la modélisation stochastique a tempsrdiset a temps continu, ainsi que la notion
d’absence d’opportunité d’arbitrage et enfin, npuésenterons les principaux modeéles de taux
utilisés en finance a savoir le modele de Vasialk,Cox-Ingersoll-Ross, de Heath-Jarrow-

Morton ...., ou les solutions sont données d’'unetiagumeérique.
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[1I-1 Intérét et taux d’intérét
Définition :

L'intérét est la rémunération du capital prété [86 I'emprunteur verse au préteur. Son
taux dépend des conditions du marché, de la lomgleprét (taux longs, taux courts) et de la
réputation de 'emprunteur. Ce taux est une fomnctio
-Du temps
-Du risque (le taux d’intérét sera une fonctionissante du risque; plus I'emprunteur fait prendre
de risque, plus le taux est élevé).

-Des conditions économiques en général (si le prétda possibilité de placer son argent a 4,5%,
il n’acceptera pas de préter a moins).

[1I-2 La formation des taux d'intérét :

1- L'importance de la banque centrale

La Bangue Centrale [18] est un établissement fieaupablic, qui & le monopole de
I'émission de monnaie. Une banque centrale est dssociée a une monnaie, la BCE (Banque
Centrale Européenne pour I'Euro ou Fédéral Réspour le Dollar).Toutes les autres banques
ont des comptes a la banque centrale, qui servetamment pour les mécanismes de
compensation interbancaire.

Les banques se refinancent en permanence aupl@baleque centrale. Celle-ci a pour
objectif la stabilité des prix, et celle des tawxahange, tandis que le gouvernement doit veiller
sur la croissance et sur I'emploi.

2- Formation des taux longs

Les taux a long terme sont des taux négociég;a'dse qu’ils résultent de I'équilibre de
I'offre et de la demande [59] des capitaux a loagne. Notons que les emprunteurs les plus
importants sont les Etats. lls quantifient en patier le compromis entre le placement financier a
long terme et I'investissement dans un projet itrikels

Les taux longs ont souvent été vus comme la moygéaamétrique des taux courts
anticipés, par définition de ces derniers. On d# tps taux longs sont « le juge de paix ». D’'une
part, ils refletent la santé économique d'un payd’autre part, ils sont influencés par les
anticipations des agents économiques, anticipatiofiinflation certes, mais aussi sur la politique
économique, voire sur la politique ; en bref swrstce qui peut modifier 'économie.

Les taux d’intéréts a long terme sont déterminés pde marché financier

44



3- Formation des taux courts

lls se forment de maniére différente [59]. Cerses,le marché monétaire, I'offre et la
demande de capitaux se confrontent, mais les a&ctear sont pas les mémes. Ce sont
essentiellement des banques commerciales, dedigseess institutionnels (assurances ou fonds
de pension) et des grandes entreprises sous I®lkde la banque centrale.

La banque centrale intervient sur le marché moreétai injectant plus ou moins de
monnaie centrale pour refinancer les banques coaiahes qui, en fonction de leur activité de
crédit bancaire, peuvent, temporairement manquemdanaie centrale pour faire face aux
retraits en liquide de leurs clients ou aux fudesson propre réseau.

Logiquement, les taux courts doivent &tférieurs aux taux longs (de l'ordre de 2 & 3
points) puisque l'argent est engagé pour moinstmgs. Mais quand les banques centrales
interviennent beaucoup, il peut se produire uneversion des taux (Etats- Unis d’Amérique en
2000), phénoméne pervers qui consiste a mieux réraurargent placé a court terme que
I'argent investi a long terme.

Les taux d’intérét a court terme sont déterminés pala banque centrale

(En Europe, la BCE).
Celle-ci agit dans le cadre de sa politigue monétan fonction de considérations internes et
externes.
Au niveau interne, elle doit :
-En priorité veiller a lutter contre I'inflation
-Optimiser la croissance économique
-Favoriser 'emploi
Au niveau externe, elle doit cherché a
-Maintenir un taux de change acceptable vis-a-ui$ @t du yen
4-Le taux de base bancaire (TBB) ou prime rate

Comme nous l'avons vu ci-dessus, les particuléat pas acces aux marchés financiers.
Pour placer leur argent ou pour emprunter, ils grasgénéralement, par l'intermédiaire d’'une
banque. Le taux de base bancaire correspond alorsedlleurs taux que chaque banque peut
accorder a ses meilleurs clients. Le taux de basedire s’'applique a 4% des crédits aux
particuliers et & 15% des préts aux entreprisescipalement les crédits de trésoreries et

d’équipement.
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5-Les principaux taux fixes et taux variables du meché francais
*Les taux fixes [18]
T.M.P : le taux moyen pondéré. Il est calculé lgabanque de France qui recense toutes les
opérations de préts effectués le jour J et d’'unéelde 1 jour.
T.M.M : le taux moyen mensuel du marché monétatdaamoyenne arithmétique des T.M.P du
mois civil considéré.
T.A.M : le taux annuel monétaire correspond aux tde rendement d’'un placement mensuel a
intérét composeés, renouvelé chaque fin du mois.BUM, sur les 12 derniers mois écoulés.
T.H.E : c’est le taux hebdomadaire de rendemenedgzunts d’Etat a long terme sur le marché
secondaire. Il s'agit de la moyenne des taux deleXment actuariels nets achetés avec frais
unitaires, calculé a partir du premier cours derb®ules emprunts d’Etat faisant partie d'un
échantillon mis a jour quotidiennement.
T.H.O : Le taux hebdomadaire obligataire sur le ahérprimaire est calculé a partir des taux
actuariels bruts (unitaires et sans frais) dessoms obligataires a taux fixe d’'une semaine.
T.M.O : Le taux mensuel obligataire sur le marchiénpire est calculé a partir des émissions
intervenant dans les THO de tous les jeudis appamteau mois considéré.
*Les taux variables [34]
Taux PIBOR et EURIBOR
-Les taux Pibor (Paris InterBank Offered Rate) sted taux moyens pratiqués sur le marché
francais par certaines banques et pour 12 échédecka 12 mois.
-Les Euribor sont les homologues des taux Liboéa@t Londres depuis les années 70 et sont les
successeurs du Pibor coté depuis les années 8a Pa
[1l- 3 Modélisation stochastique

L’avenir est incertain, mais il existe des modé&leson évolution (modeles a temps discret
et modeles a temps continus). Ces modeles preenesdmpte [23] I'aspect aléatoire du futur, ils
sont donc dits stochastiques (en opposition a niéstes). Il est considéré que le marché
financier peut suivre différentes évolutions, cheecude ses évolutions ayant une certaine
probabilité d’avoir effectivement lieu. Par exempdeux parametres clefs pour décrire I'évolution
du cours d’'une action sont sa tendance (haussietmissiere) et sa volatilité (« nervosité » du

marché).
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1- Modéeles a temps discret

Nous nous placons dans un modele ou les transadiirieu sans cot a des instants
indexés par des entiers, et nous travaillons [l@lsshypothese d’absence d'opportunité
d’arbitrage. Une personne empruntant 1 Euro a te dadevra remboursdf(n,N elro a la
dateN , date d’échéance du prét. On dit duén, N est)le prix forward de 1 Euro.

Si S(n) est le prix d’'un produit financier exprimé en ésitde la date n, le prix forward de
S est exprimé en unités de la dateparS; (N) = S(n)F(n,N)
Définition

Un zéro coupon de maturitd est un titre versant 1 Euro a la diitet ne générant aucun

flux avantN . Le prix a la date n d’'un zéro coupon de matuNtén< N) est notd’(n,N ) C’est

le prix de 1 euro payé a la d&de On aP(N,N) = 1 Le prix forward de 1 euro et le prix d’'un

zéro coupon sont liés par la reIaticﬁfn,N)=[P(n,N)]_1, sous hypothése d’absence

d’opportunité d’arbitrage. On définit le taux faawd instantané par :

f(n,N) = mm
P(n,N +1)
et le taux spot paun) = f(n,n )On aP(n,n+1) =expr(n))
La structure par terme des taux est I'étude detaille P(n,.)ou de la famillef (n ,.) Une des

approches consiste a étudier la déformation deolarbe des taux, c'est-a-dire a exprimer

f (n,N) en fonction de la courbe des taux aujourdh(@ N . )

2- Modeles a temps continu

Les modeéles a temps continus [22] considérent desdes qui ne sont pas de 'ordre de
'année ou du mois, mais de la journée, de I'hearesavoir de la seconde, d’ou différentes
approches sont utilisés en temps continu pour étudistructure par terme des taux d’intéréts. La
premiére consiste a modéliser le prix des zéro @asipen respectant I'hypothése d’absence
d’opportunité d’arbitrage, et en déduire I'expressilu taux spot. La deuxiéme utilise le taux spot
comme variable explicative. Nous allons évoquersdes qui suit comment un changement de
probabilité permet de valoriser facilement des pitsdsur taux.
Définition

On donne les mémes définitions qu’en temps discret.
-On appelle zéro coupon de matufltéun titre versant 1 euro a la dateet ne donnant aucun

flux entre 0 eT . On suppose que pour tdutil existe un zéro coupon de matufité
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- On appelle maturité d'une obligation sa duréeidaésiduelle, c'est-a-dire la durée qui sépare la
date actuelle de la date de remboursement.

-Le prix a la date d’'un zéro coupon de maturitéest notéP(t,T )OnaP(T,T)=1

Désignons paP(t,T Ie prix d’'une obligation zéro coupon a l'instanavec maturité .

Cette obligation nous assume de recevoir une wudtdgyent [68] a la date de maturTté Nous
avons don®(T,T) = 1Si R(t, T )désigne le rendement a I'échéaric@valeur moyenne du taux
instantan€é) nous avons :

P, T) = exp(T —t)R(t,T))
La courbe des taux sera la cowbe R (t,g ). Nous voulons étudier le comportement de cette
courbe en fonction de la courbe a l'instant initiaist-a-direg > R (0,9 ).

On remarque que :
R(LT)=-=— log (P(t.T))
T-t
Le taux d’intérét instantané [5] est donné par

r(t) =lmR (¢, T)
Tt

.1
=-lim—— logP (t, T
- logP (. T)

Tt

_[ dlog(P(t,T) ]
B S R

Dans un modele déterministe on doit avoir
P, T)=PtuPu,T), Ot<su<sT (1)
pour éviter les opportunités d’arbitrage. On enuitéslous I'hnypothése d’absence d’opportunité

d’arbitrage I'existence d’une fonction r telle que
.
Pt.T)=exp (- r(s)ds) (2)
t
On vérifie comme dans le cas discret que

RE,T)= ———

1
— r(s)ds (3)
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Si nous nous placons dans le cas de modtdehastiques pour lesquels les formules (1), (2)
et (3) ne sont pas valables, les quantRésT etrft) seront des variables mesurables par rapport
a une filtration{ (£, t =20 } qui est une famille de sous tribu Becroissante et qui représente
information ce dont on dispose a chaque instBatns le cas continu on envisage deux types de
modéles :
1-Modéles d’équilibre, qui donnent la dynamiquer (e et Yexpression du prixP(t,T des
obligations zéro coupons.

2-Modeles sans arbitrage, qui modélisent directéhesrcourbed(t,T Qu bienR(t,T )

[1I-4 Absence d’arbitrage et modélisation des taux

1- Les modeles déterministes
Si les taux d’intérét sont déterministes, I'absediegbitrage dit que les prix des zéro

coupons, qui correspondent au prix de 1 euro pagé b futur doivent vérifier

dP(t,T) _ Cdt
PtT)
Soit encore puisque(T,T)= 1
P, T)=exp (-]' r(s) ds) P, T F P@OT)exp (-Jt' r(s) ds)

2- Les modeles aléatoires

L’absences d’opportunité d’arbitrage entre les s T) des zéro coupon de différentes

maturités conduit a des résultats trés similaireedx du cas déterministes. Cette hypothese
permet encore de reconstruire le prix des zéromoappartir de la dynamique du taux court.

Pour décrire cette liaison, nous supposons quegsdes maturités T, les prix des zéro
coupons suivent des processus d'ltd. L'absencepddpnité d’arbitrage se traduit par I'existence
d’'un vecteurl ; appelé prime de risque tel que les prix des zéopan évoluent comme :

dP(t,T) _ ~ _
PLT) =r(t)dt+I(t,T)dw,, PT,T)=1

ou dVT/t= dW, — A,dt est unQ- mouvement Brownien di(t,T ekt la volatilité locale
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[11-5 Modeéles d’équilibre avec un facteur
Dans ces modeéles [16] le taux d'intérét instantafifest connu et nous souhaitons décrire
la courbe des taux a long terme. Supposons r{fuesatisfait une équation différentielle
stochastique de la forme :
dr(t) = f (t,r(t))dt+ g(t,r(t))dw,
ou VV={ W, tgf[o, T }est un mouvement brownien définit sur un espace de

probabilit§ Q ,F,P). Supposons qde £, tL[0,T] } est une famille croissante de sous tribu, qui

représente en pratique I'information disponible,eet queF; =F. Supposons que les coefficient f
et g satisfont les conditions de croissance lieéat la propriété de lipschits. Le facteur

d’actualisation appelé aussi fonction d’actualmatst donnée par :
t
A=exp (-I r(s) ds)
0
L’ingrédient principal dans la modélisation E€t, T)sera I'’hypothése (H) suivante :

Il existe une probabilit€ équivalente & qui rend les prix actualisés

P(t,u) = AP(t,u)
des martingales par rapport a la filtrati{)rFt , t[0,u] } pour tout ul1[0,T].

Cette hypothése nous permettra de calculer le B(ixT) du zéro coupon de la maniére suivante :

P(t,u) =Eq (%/Ft)

£, (exp (-j r(s) d s) /F)
t
En général la probabilit® sera de la form® (A)=E (1a Ly)

T 1T
LT:exp(J' quWS-Ej gs ds )
0 0

.
ou{ gs, s[0,T] } estun processus adapté tel qij(qr g’ ds < ). Le théoréme de Girsanov
0

t
nous donne dans ce célsV\/t =W, j Qs ds, tU[0,T] }qui est un mouvement brownien par
0
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rapport 2Q. Ce théoréme nous permet [52] de changer d’'univenspasse de I'univers historique
(Q,F, P) a l'univers d’évaluation(Q ,#, Q) ou Q est la nouvelle mesure de probabilité, appelé
probabilité risque neutre .

Sous cette hypothése le prix du zéro coupon peaalseler comme on la cité précédemment de

la fagon suivante :
P(t,u) = E, (exp (-j r(s) ds )/F)
t

valeur qui constitue en fait la véritable fonctiactualisation.
[11-6 Modélisation des taux d’'intérét

Avant de présenter les différents modeéles de tawemps continu, il faut préalablement
préciser les principales hypotheses [27] retenoes leur détermination :
- Pas de co(t de transaction ;
- Titres parfaitement divisibles ;
- Les agents sont rationnels et disposent du méweaund’'information ;
- Les marchés sont efficients : ils ne permettastge possibilité d’arbitrage ;
- Les taux d’emprunts et de préts sont identiques
1- Dynamique des taux en temps continu

A une date donnée on fait 'hypothese que le taux instantan&uit un processus de
diffusion caractérisé par I'équation suivante :

dr(t) = g(r,t)dt+ o(r,t)dW,
avec :
dr :  Variation du taux r au cours de l'instatit
U(r,t) : Moyenne des changements instantanés du tauxnparde temps
(ou coefficient de dérive)
o(r,t) : Ecart type des changements instantanés du tawnjié de temps
(ou coefficient de diffusion ou ene la volatilité)

dwW,: Un processus standard de Gauss-Weiner

Cette formule est la structure de base qui permegtiouver les principales dynamiques continues

de taux.
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A- Equation différentielle d’'un zéro coupon

L’équation différentielle régissant le prix d’'unreéoupon [1lest obtenue de maniére
classique en utilisant en premier lieu le lemmédd’buis le théoréme de Girsanov.

Soit P(t,T )le prix du zéro coupon qu’on souhaite évaluer. plagation du lemme d’'lté fournit

I'équation vérifiée par le prix du zéro coupon :
dP=[PR+ u(r,t) P+ % o’(r,t) P, ]dt + o(r,t) P dW

P., P, , P, désignent respectivement la dérivée partielle grempar rapport &, la dérivée
partielle premiere par rapportreet la dérivé du second ordre par rappart a
En appliquant le théoréme de Girsanov auléd: = dW, - A(r, t) dt (A correspondant au prix de

marché du risque), la formule précédente devient :
dP=[P,+ u(r,t) P+ % g®(r,t) P, + A\, )o(r,t) P ]dt+ o(r,t) P dw

Or dans un univers risque neutre la relatitbh= rPdt doit étre vérifiee. Cette remarque nous

conduit donc a poser :
P+ [0+, o(r,)] P, + % o2(11) P~ 1P =0

Cette relation est primordiale dans la mesure ba mérmet (lorsqu’elle est complété par une
condition aux limites) la détermination de la valdu tauxr modélisé par différentes dynamiques.
B- Modéle de Vasicek
1- L’équation des taux

Un seul facteur est a l'origine de la déformatida la courbe des taux [21] dans le modéle
de Vasicek. Cet unique facteur est le taux cowstaimané qui est modélisé sous la forme d’un
processus d’Ornstein Uhlenbeck :

dr(t)y=a (b—r (t))dt +og dW,

ou les parametres beto sont constants. Il convient aussi d'indiquer quieaux du marchg est

supposé constant et gué correspond a un processus de Wiener standard.

Cette modélisation permet de prendrec@npte l'effet de retour a la moyenne (mean-
reverting) [11] constaté sur les taux d'intéréteslvaleurs élevées des taux ont tendance a étre
suivies plus fréquemment de baisses que par desdmul'effet inverse est également constaté

pour des niveaux de taux inhabituellement bas.
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-Lorsquer(t x b I'espérance de variation d@ et positive, dans ce cas, le taux court a tendance
a augmenter, se rapprochant de la moyenne surtéon d’autant plus intensément qu’en s’en
est écarté et que le paramétre a est grand.

-A l'inverse, sir(t )> b, 'espérance instantané dé e$t négative et(t diminue dans le temps
pour se rapprocher de

La forme explicite de la solution est :

t
rt)= r, €+ b(1- ") + ae-atje“dvvs
0

avec comme paramétre .

r,: Taux instantané sans risque a la date O

b: Niveau moyen du taux qui est supposé constant
a:. Lavitesse de retour a la moyenne
o . Variance du changement instantané de
dW,: Un mouvement brownien
Propriétés :
Les variables aléatoiragt ont une loi normale de parameétres :
= E(r(t)) =r(0) €+ b( 1- ")
o*(l-e™)
= Var(r(t))= 25
2-Proposition [35]

t
La variabIeJ'rsdsest une variable gaussienne de moyenne
0

l1-e™ . o* _ o’ 1-e™
et de variance— (1-e™)* + —-(t -
3 2
a 2a a

E (j r.ds) = bt +(r, —b) )

Démonstration :

t
Par définitiorr, =r, + abt— aj r.ds+oW, . D’ou
0

t t
jrsd5=§(—rt +1p +abt+ oW, ) =§[—( o —b )™ —b-oje ™ dW, +r, +abt+ oW, ]
0 0
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Plus généralement, on a, poue s

1 — e—ar

t
E (jrudu/FS) =br+(r, -b) =M(t,s)
A a
t o? s O 1-e
V (jrudu) = (1-e™")? +?(r— )=V

t
La variablejrudu est une variable gaussienne dont on connait, ¢ondéllement aF,
S

I'espérance et la variance. On en déduit
t
E (exp—J'rudu/ F.) =expEM(t,s) +%V(t,s))

3- Structure des zéro coupons dans Vasicek

Dans le modéle de Vasicek le prix d’'un zéro coug@maturitél, noté P(t,T )est donné

par la formule :
.
P(t,T) = E(exd —jrudu |1F)
t

En utilisant les calculs précédents et en exploies propriétés de la transformé de Laplace, la

formule du zéro coupon devient :

2

P(t,T)= exp{; @1- e_ar)[R(oo)— r(t) ]_ TR(0) — Za3 1- e—ar)z}

avec :
T=T-t
Ao o?

R(e0) =b+-—
() a 2a°

Aindépendander

qui est solution de I'équation aux dérivées pdese]20] suivante:

2
9P (ab-ry+an )P 1529°P _p oo, POT)=1
ot ar 2 9r?

oua, b, o, 1 sont des constantes positives

La relation r(t,T F —T—ltln P(t,T) conduit finalement a la valeur de r :

0.2

4a°t A-e™)’

F(t1)=R (@ )+ [r(t)- R (e )]a—lr(l—e‘“)+
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Ce modele permet d’obtenir la plupart des form&$ §i2 la courbe des taux :

2

= Structure ascendanteigit <)R (« ) - 40 5
a
0.2
= Structure inverséesft YR (o ) + o
a
. o’ o’
= Structure bosseléeRi(© )+ —— < r(t)< R (o )- —;
2a 4a

Ce modele dit de déport normal présente néanmesmdonvénients :
» Les différents parametres du processus de diffusion constants
= |l n'est pas possible d’obtenir une courbe de saxs forme de cuvette
= Les valeurs négatives du taux d’'intérét ne sontpasurées
3- La courbe des taux issue du modele de Vasicek
Le modéle de Vasicek donne la forme analytique {f8la courbe des taux aujourd’hui et
plus généralement de n'importe quelle date.
Le graphe de la fonctiom I - R (t,g ) ressemble effectivement a de nombreuses courbes de
taux observés sur le marché. Toutefois, certaifiestre elles, notamment les courbes dites
« inversées », ou le taux court est plus hautlguaux long ne peuvent étre atteintes par un
modele de ce genre.
C- Modéle de Cox-Ingersoll-Ross
Ce modele, établi en 1985, introduit un processumeine carrée [9] qui interdit a un taux
initialement positif de prendre des valeurs négatitout en conservant la simplicité du processus

d’Ornstein Uhlenbeck. Il présente comme différdigidu taux spot :
dr(t) =a (b-r (t)) dt+o r(t) dW , r©O)=r (1)
ou a, bet o sont des constantes positives et W processus de Wiener standard.

Ce modéle présente [14] des propriétés réalistes :
v Les taux d'intérét négatifs sont exclus
v/ La variance du processus croit avec
v Les taux d'intérét se rapprochent a long terme adedleub, quanda détermine la
vitesse d’ajustement.

La fonction,/r(t) n’étant pas une fonction lipschitzienne, la solutde I'’équation différentielle

stochastique (1) est non explicite, on sait giste une solution positive mais on ne peut pas la
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trouver explicitement, il faut utiliser des procéelsi numériques pour la trouver. Dans ce modéle,
les variables (t n’'ont pas une loi normale (comme dans le cas ddéteode Vasicek) et sont
toujours positives.
1- Structure du zéro coupon dans CIR
La valeur du zero-coupon est déterminédgpformule suivante:
P(r,t,T) = A(t,T)expEB(t,T)r(t))

avec
t<T
ran T
M= rar @™ -y ray
B(t.T) = A 1)

(y+a+A) (e -D+2y
y=y(a+A)?+20°

AOJ)=%J?

qui est solution d’'une équation aux dérivées patie
2- Calcul des prix zéro coupon
Equation aux dérivées partielles d’évaluation
On utilise I'équation aux dérivées partielles cssleus qui permet d’obtenir les formules de

prix comme solution de celle-ci.

oP oP 1 , 9°P
—+(a(b-r)+Ar)—+=-0r—-
(ab=r)+Ar) o+ oo

rP =0, P(T,T)=1
ot

. 1 o
LarelationR(r t,T = —ﬁln P(r,t,T) permet d’aboutir a la structure par terme des taux

B(t, T)r(t) —In A(t,T)
T-t
Comme pour le modele de Vasicek, il est possibbbténir plusieurs [27] formes pour la courbe

R(r,t,T) =

des taux :

= Structure ascendantedit <)R(r,t, )

ab

= Structure inversée sft
at+tA

., .ab
= Structure bosselée SlTA <r(t)< R(r,t,o)
a
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D- Modéle de Heath-Jarrow-Morton

Le modele de HIM [28] qui date de 1992 se propesmadéliser 'ensemble de la structure
a terme des taux d'intérét du point de vue de éorile d’arbitrage. HIM ne propose pas une
structure dynamique spécifique, mais plutét un eatdr travail.

Apres avoir présenter la structure générale deéthadologie de HIM, nous nous
intéresserons a deux modeles [27] qui répondentcauxctéristiques de I'approche HIM : Les
modéles de Ho& Lee et de Vasicek généralisé.

a) Notations:

IL est indispensable d’introduire certaines notaiavant de se concentrer sur la

méthodologie HIM.

= P(t,T): prix d’'une obligation sans coupon définie pavéeur ent de un euro qui sera

payé enT
= R(,T)= —T—ltln P(t,T) : le taux de rendement continu

= r(t)=Ilim;_, R(t,T) : le taux sans risque instantané

= f(t,T)= _—aln P, T) : le taux forward instantand.(t,T rgprésente le taux d’intérét
oT

sans risque pour un prét contracté au tehagbutant & pour une période infinitésimale.

. PP . < . - Tf( ,s)d
= Ces diverses définitions conduisent a poser delations :P(t,T F e Jreaes et

r(t) = f(tt)
b) La méthodologie
On suppose que la dynamique du taux forward irsten31] est donnée par I'équation

différentielle stochastique suivante :
df (t,T) = x(t,T )dt+o(t,T dW,

dW, étant un processus de Wiener standard sous lalplighaistoriqueP
t t

La forme intégrée donnd (t,T) = f (O,T) + J',u(s,T)ds+jo*(s,T)dV\/S
0 0

Il faut également préciser I'hypothése initiale ldeméthodologie HIM :f (0,T) = f“(0,T 9u

f7(0,T) représente le taux forward instantané observalslesnarché.
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D’autre part, I'hnypothése d’absence d’appoité d’arbitrage impose une condition gut,.)

et suro(.,.). Plus précisément &i(t, T) est le processus vérifiant la relation :
T

HET) =0, T) | J'a(t,s)ds—)l(t,T) ], la condition d’absence d’arbitrage s’exprime par
t

lindépendance de(t,T) vis-a-vis deT et dond/ (t,T) = A(t)).
Mais la complexité d’estimation de la prime de uisg|(t) a partir du marché des titres

obligataires pose probleme. Pour contourner cel@nmudy HIM propose de faire appel a la mesure
risque neutré). Sous cette mesure, I'évaluation du prix d’unegadilon ne fait pas intervenit).
Dorénavant on suppose que la dynamique du tauwafdrmstantané dans 'univers risque neutre

est donné par :
df (t,T) = p(t, T)dt + o(t, T)dW,

L’hypothéese d’absence d’arbitrage impose égalemeatrelation entre (.,.) eto (.,.),néanmoins
T

celle-ci ne fait plus apparaitre la prime de risqife T)=o (t, T)J-O'(t,S)dS. Ainsi, pour déterminer
t

la valeur d’'une obligation sans risque de défdwuifit de suivre les différentes étapes détadllée
ci-apres :

1- On observe sur le marché la courbe des tauxafohmstantanés”(0,T )

2- On choisit un processus de volatilaét, T )

3- En vertus de la relation donnée plus haut, odégtuit la valeur deu(t, T )

4- On détermine le taux forward instantané dansVvers risque neutre :
t t
ft,T)=f(@OT)+ j 4(s,T)ds+ j o(s,T)dW,
0 0

avecf(0,T) = f“(0,T)

5- On retrouve le taux court terme en utilisarrelation suivante
r(t) = f(tt)
soitr(t) = f(0,t)+ (}) 11 (st s+ (})J(s,t )W,

6- Finalement, I'expression du prix d’une obligatisans coupon et sa ns risque de défaut s’écrit

comme suit :

T tT t T _~
P(LT) = ex%—u FOu U+ | [ (su)duds+ (o (su )du)dvv(s»}
t 0t 0t
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Le grand avantage de la méthodologie HIM est dihtire comme parameétre de départ la courbe
des taux forward instantané au temps 0. Les pastizantes sont des illustrations [27] de cette
meéthodologie ; nous allons choisir un modele podr, T (Ho&Lee, Vasicek généralisé), puis
appligué la méthodologie décrite antérieurement.

c) Modele de Ho&Lee
Ce modele est I'application la plus connue de lthowblogie de HIM. L’hypothese de base

de ce modele consiste a considérer le coefficiemtiflusion comme constant :
ot,T)=0

.
La relationu(t, T) =o(t,T )J'a(t,s)ds, nous permet d’obtenir le coefficient de dérive :

Ut T)=0*(T -t)
L’équation différentielle stochastique régissantdéeur du taux forward instantané s’écrit alors :
df (t,T) = o(T —t)dt + ooW,

Apres intégration, cette relation devient :
F(tT)= f(OT)+0(T —%)+0dVT/t

La valeur du taux a court terme s’en déduit aisémen

(=t =fon+ L + oW,

Et la relation P(t,T ¥ e_j‘f(t's)d'S permet d’aboutir a la valeur de I'obligation saosigon :
T
P(LT) = exp(- [(f 0.5) + Uzt(s—%) + oW ()ds)
t

_P@OT)

PO exp( Tt(T t)-o(T - t)W(t))

d) Modele de Vasicek généralisé
Dans ce modéle, le processus de volatilité véafielation suivante, ou k est une constante

positive :

o(t,T)=ce KT
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Cette forme est facilement interprétabldys on se rapproche de I'échéance, plus la
volatilité diminue. Comme pour le modéle de Ho-Lé,processus de dérive se déduit de

'expression deo (t,T )
T 0_2
HET)=0(t,T) J-O'(t,s)ds: T(e—k(T—t) — @720
t
On retrouve ensuite I'équation stochastique forviasthntané :
2 e
df (t,T) = %(e—k(T—t) —e ) gt + g e dw,

L’intégration de cette équation donne:

o2 o? t _

_ A k(T-t)y2 _ A kTy2 -k(T-s)

Q- )2+ = (1-e™) +aje I dW,
0

e =107 o

On déduit ensuite la valeur du taux court termardinde la valeur du taux forward :

2 —~
()= f O1) +%(l—e_kt )2+ e KW,
0

. . . [t o
Comme dans le point précédent, la relati®t, T = éL 9 Spermet d’aboutir a la valeur de

I'obligation sans coupon :

_P(OT) _KA(tT) _
P(t,T)——P(O't) exp{ — L(t)+K(t,T)( f(Ot) r(t))}
avec .
K (t, T)= $ L ()= Jt'aze‘zm‘s)ds

2-Dynamique des taux en temps discret

Dans le cas continu, la dynamique des taux eséseptée par des équations différentielles,
ce qui est différent du cas discret ou ces desrgent représentés par des treillis par des noceuds.
Nous allons dans ce qui suit présenter deux moddiesips discret a savoir le modele de Ho&Lee
et le modele de Hull&White
A- Modele de Ho&Lee
a) Présentation

Les travaux de Ho et Lee [29] qui date de 1986 oemtjune avancée dans le domaine des
modéles de valorisation des options de taux. Leadéaie prend en compte les phénoménes

discrets et sa mise en oeuvre est simple.
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P. (t,T) représente le prix d’une obligation zéro couponntigurité T —t (ou l'indice i
représente le nombre de mouvements a la haussefo@ele utilise la loi binomiale [10] pour
étudier la valeur des obligation zéro coupon. @mstruit un «treillis binomial» de I'évolution des
P . (t, T),qui a chaque stade du treillis peuvent suivreaumdution a la hausse ou a la baisse.

L’organigramme suivant illustre cette logique paartreillis comportant trois mouvements

successifs.
Pa(t.T)

P, T)/

P, () PotT)

/
\Pl ()

FET)

I\
/

P, (& T/
\Po (t, T

P, (tT)

A
/

Py t,T)

lllustration de I'évolution de la valeur de aéoupon dans le cadre de Ho &Lee discré '

L’évolution dans le treillis [7] se fait a partiedonction de perturbations non identique sur teus

treillis (peuvent dépendre du tentpsiéfinies ci-apres :

= P,ET)= Mh(t,T —t) pour une évolution a la hausse.
P(t-11)

= P,ET) = MhD(t,T —t) pour une évolution a la baisse.
P(t-1t)

Avech “(0)=1 eth (0)=1

b) Indépendance du chemin suivi

La courbe des taux résultant d’'un mouvement haistggun mouvement bas est la méme que
celle résultant d’'un mouvement bas puis haut (Upnibe Down Up). Il s’agit en fait de I'hypothése
d’'indépendance du chemin suivi :

h(t,T -t +2)h”(T -t)h” (@) = h”(t, T -t +)h(T -t)h(1)

c) Absence d'opportunité d’arbitrage

La démarche consiste a créer un portefeuille comapbun zéro coupon d'échéariteta’

zéro coupon d’échéande.

" o étant choisi de facon a ce que la valeur du pewtéé soit la méme dans un état haut ou dansatrbés
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La condition d’absence d’opportunité d’arbitragevsaérialise alors par la relation suivante :

1-h{(T-t) _  1-hY(T -t)
h(T-t)-hYT-t) KT -t)-h(T -t)

Si n (t) désigne la probabilité d'arbitrage du modele, landition d’absence d’opportunité
d’arbitrage peut s’écrire d’'une autre facon en isgmt ar (t) d’étre indépendante de
ah(T —t) + A—n) h"(T —t) =1 pour toutt,T —t

Les fonctions de perturbations sont obtenues erbi@nt les deux relations précédentes et donc
1

T-t
onaura :h(T -t)= — et  h¥(T-t)= o —
T+(1-m)0 T+ (1-m)0

d) Prix du zéro coupon
La valeur de l'obligation zéro coupon a I'état a la daté est donnée par :
P, Ot +T)xh(T +t —D)xh(T +t - 2)x......xN(T) 5T Avec = h"@)
P, (0, t)xh(t —2)xh(t — 2)x....... xh(@) h(@)
B- Modéle de Hull et White
lls supposent que la structure du tauxtqoeut étre modélisée par la dynamique suivante:
Ar =(6(t)—ar)4t + oAW

P,tT)=

Les différents parameétres retenus pour cette meatin sont listés ci-apres :

= Ar correspond a I'accroissement du taux enéet+ At.

= ¢ est une fonction positive de

= a(positif) représente la vitesse de retour a lawmaimoyenne.

» ¢ (positif) est la volatilité.

= West la fonction aléatoire associée au mouvementrien.
L’évolution du taux ne s’effectue pas selon un brege binomial (comme pour le modele de Ho
et Lee), mais selon un schéma trinomial. A chaade® trois branches du treillis de taux est

associée une probabilité de changement d’état, @omdiqué ci-dessous.
Branche hautp,
Valeul initiale<§ Brancht milieu py,
Branch«bassepy
* py.probabilité de passer par la branche haute

" pn: probabilité de passer par la branche du milieu

* pg: probabilité de passer par la branche basse
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D’autre part, il faut préciser que plusieurs tydesbranchage peuvent apparaitre dans le treillis de

taux :

»
»

Branchage de type Branchage de type Branchage de
«hau » « intermédiaire » tvoe «bas:

Pour plus d’information sur l'algorithme retenu pdull et White dans la détermination des
valeurs définitives pour chaque type de branchage30].
[11-7 Modeles de déformation de la courbe des taui 8]
1- Le modéle en absence d’opportunité d’arbitrage

Lorsqu’on s’intéresse aux probléemes liés aux tdumététs en absence d’opportunité
d’arbitrage, ce ne sont pas les taux eux-mémetesquels on va a priori écrire les contraintes,
mais sur les prix des opérations financieres auggleesont associés. La référence sera donc les
prix des zéro coupons, méme si pour des matunigsrigures a un an.
1-1- Le modele pour les zéro- coupon

Nous supposons un marché qui traite en temps eol&széro coupons de toutes les
maturités, sans arbitrage. L’incertain du marchex@ime a travers k mouvements browniens,

notés W, non corrélés, définis sur 'ensemble dbdabilité (Q, (#) 00 P)-
Le marché est caractérisé par le processus detaui , et le vecteur des primes de risdue

Les prix négociés sont alors uniquement différengiar leur vecteur de volatilité, et leur valeur
d’aujourd’hui. Nous faisons les hypothéses suivante
La dynamique des priR(t,T des zéro coupon est représentée par

dP(t,T)

PLT) =r()dt+r(t,T)dW, PMT,T)=1 (1)

-Fonction de volatilité

Ou I (t,T)est la famille des volatilités locales, éventuebealéatoire des zéro coupons,

paramétrée par les dates d’échéafnceComme a I'échéance, le prix du zéro coupon eat &g

1Euro, il est donc connu avec certitude. Nous sspp® qué (T,T) = 0Qet plus généralement

pour toutes les dates postérieures a I'échéance

* La famille de tribu ;) .o représente la structure d'information disponiblecaurs du temps aux agents
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- Probabilité risque neutre
Tous les prix des titres du marché dépendent dtl:e}srsu\if\vlt . En absence d’opportunité
d’arbitrage, celui-ci est défini par :
dw, = dW, — Adt
{ W, , td[o, T }est un mouvement brownien sous la probabilité P.
Nous annulons l'effet de la prime de risqueen introduisant la probabilité risque neufre
pour laquelld W,, t0[0,T] } est unQ mouvement brownien.

Dans ce contexte I'équation des zéro coupons devie

dP(t,T) _ _
ST F(t)dt+T (6, T)dW, )

2- Equation structurelle des taux
2-1 Taux zéro coupon et conditions initiales

L’équation différentielle donnant les prix des zéompons admet une solution explicite,
fonction de leur condition initiale, du taux spptet de leur vecteur de volatilité. Les prix desozér
coupons a la date dépendent alors des conditions initiales, corédifoar la famille des prix zéro
coupons aujourd’hui et de la structure des vatsillocales. D’ou :

La dynamique des taux n’est fonction que de lalm®dles taux aujourd’hui et de la
structure des volatilités locales des prix zéropoou
2-2 Prix des zéro coupons

Le prix ent d’'un zéro coupon d’échéantest donné par :

P(t,T) = P(O,T)ex;ﬁ: r.ds+ jo (s, T)dW, —%DF(S,T) \st

qui représente la solution de I'équation différelie stochastique (2)
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Conclusion ;

Nous avons présenté dans ce chapitre ge®lgnodeles d’évaluation de la structure
temporelle des taux d'intérét qui peuvent étres#lasen trois catégories selon I'approche utilisée :
- Les modeles d’équilibre partiel reposant sur aisannement d’arbitrage. Citons, celui de
Vasicek (1977) qui comporte une seule variablead’ ét
- Les modeles d’équilibre général, tel que celuiGx-Ingersoll et Ross (1985) basé sur une
description globale de I'’économie.

- Les modéles de déformation qui partent de lactira des taux d’intérét observée et lui font

subir des chocs. Citons, par exemple celui de HmX(1986).
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CHAPITRE IV : EVALUATION DES ACTIFS FINANCIERS

INTRODUCTION :

Les actifs financiers sont régis par des compontdsnaéatoires qui traduisent la complexité
du monde économique et politique. L'évaluation daxeci, est devenu un enjeu majeur pour les
opérateurs des marchés financiers, et intéreseenthlercheurs du laboratoire de probabilités et

modeles aléatoires.

L’intérét porté aux actifs financiers gu’ils soiatd bases ou des actifs dérivés nous a poussé
dans ce chapitre a introduire la notion d’évaluaties actifs financiers: évaluation a temps discret

et a temps continu.

Le chapitre sera divisé en deux grandes partiess ldapremiére nous allons présenté la
valorisation des actifs financiers (actifs de basectifs dérivés) dans un univers discret a une
période et deux états du monde, et dans la deuxpamie, nous allons donné la valorisation de

ces derniers dans le cas continu.

66



A- Evaluation a temps discret
IV- Valorisation des actifs financiers dans un uniers discret a une période
IV-1 Produits dérivés
Les produits dérivés sont de facon gérétak contrats de vente ou d’achat d’actifs firensci
de base. L’actif de base est alors appelé actg-gment. Il s’agit d’évaluer ici un actif dérivimnple
a savoir : I'option d’achat ou de vente. La méthdtkraluation utilisé repose sur :
= Une hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage
= Une modélisation de I'évolution du cours du sou®{d
1- Call et Put sur actif
Un call sur un actif [51] donne a son détar la possibilité d’acheter, mais non I'obligati
a une date fixée l'actif a un priX (prix d’exercice) convenu a l'avance. Il va perreta un
intervenant qui veut acquérir cet actif a une datere de se couvrir contre une hausse éventuelle
du cours. A la dat@ d'acquisition, le détenteur de I'option veut délsmr MAX(S;,K) pour
acheter I'actif. La probabilité pour que I'état chonde « haut » (resp. « bas ») se réaliséPest
(respR,).
si{s,t0[0,T] }désigne le prix d’un actif sous jacent dans un méafmancier a Iinstant t,
alors il y a deux possibilités [36] :
= Si S;> K alors le détenteur de I'option va acheter cetf astec le prixK et le vendre
immédiatement dans le marché avec le $yixll a donc un profit (payoffS, - K
= Si S, <K alors le détenteur ne va pas exercer cette opticon profit est donc nul i.e
(payoff) est 0.
Autrement dit, pour avoir I'assurance de ne paysr MAX(S;,K), I'agent qui désire se couvrir,
achéte un produit financier (un call), qui lui venas O si I'actif sous-jacent vaut moins gkieet
S; — K sinon.

2- Valorisation dans un univers a deux dates et d&létats du monde
2-1 Contexte de valorisation :

Nous sommes dnet notre univers de valorisation est représentédpax dateg et T et
deux états du monde €n un état « haut « et un état « bas ». Dans deersnde valorisation

nous disposons de deux actifs de base : un aosfrssgue et un actif risqué.
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- L’actif sans risque est un placement zéro coupotaaxir, sa valeur est normalisée de telle sorte
qu'ent, il vaudra 1. EfT il vaudra (1+r)™™ et ce quel que soit I'état du monde.
- L'actif risqué qui vautSent, vaudraS, dans I'état haut e§, dans I'état bas ave§, > S .

2-2 Valorisation du call [3]

Pour valoriser le call, nous allons évalua prix de réplication puis utiliser I'nypothése
d’'absence d’opportunité d’arbitrage pour conclure.payoff du call est défini par les contraintes
suivantes:

a, CLA+r)+a, LS, =MAX(S, -K,0)

a, 0Q+r)+a, 0S, = MAX(S, - K ,0)

Notons
= C, =MAX(S, -K0)
= C, =MAX(S,-K)0)
Soit
C,=a,0d+r)+a, s,
C, =a, U@d+r)+a, S,
Le systéme se résout de la fagon suivante :
a,=(C,-C)/S -S)
a,=[C, - S, 0(C, ~C,) (S, - S,)]/1+1 =(C,S, ~C,§) (S, - S,) O@+r)
Le prix de réplication de I'option est donné par :
C=a,[1+a,LS
=[c.s, -C,s (S, -8 0a+ ]+ (C, ~C,) (S, - S,) 08
Que l'on peut réécrire en fonction des payoffse€C, et de coefficients pondératedis etIl,, :
C=[IO,CC,+ II,OC ) (1+r) (2)
avec
- 1,=[s0a+n-s]i(s, - 8)
- 11, =[S0+ -8 (S, - S)
L’hypothése d’absence d’opportunité d’arbitragenpetrde conclure : le prix du call est son prix

de réplication, soit dorc.
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Par ailleurson a :
S=[II,0S,+11,0S, I/ (1+r) (2)
2-3 Propriétés des coefficients pondérateurs :
= 11, =1-11,

1—Ii:h,b D ]0’1[
2-4 Probabilité risque neutre:

IT,_,, peut s’interpréter comme une probabilite. Cett@bpbilité est appelée probabilité risque
neutre note®. I1,_, D]O;I[ entraine queé) est équivalente a la probabilité historigget qu’on
a caractérisé précédemment gay, .

Sous cette nouvelle probabilité I'équation (1)Btg'écrivent :

_pQ S
-E (1+r)

C
C =E° (-
FEUC)

On vient de montrer que sous I'hypothésdsknce d'opportunité d’'arbitrage (AOA) les
différents prix de notre marché s’établissent pesplérance, sous une probabil@ééquivalente
aP, des gains actualisés. Ou encore, que les prirakss de nos actifs sont des martingales sous
Q.

IV-2 les actifs de base

Il s’agit dans cette partie d’évaluer le prix fordal’un actif. Pour cela, nous allons nous
placer sous I'’hypothese d’absence d’opportunitébitimge et raisonner en deux étapes :

= Etablir un prix de réplication
= Conclure sur ce prix en utilisant I'hypothése d’AOA
1- Réplication

Considérons que nous sommes une banque et quéam sladresse a nous paure vente a
terme. Nous effectuons donc un achat a terme ditihSa Pour répliquer de tels flux, la banque
va mettre en place une stratégie a base d’'actifbade « actif ‘spot’ » et une opération de

« repurchase agreement » dite aussi opération repo.
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1-1 Repurchase agreement

Une opération de « repo » ou « repurchase agreeraantsiste en I'achat (ou la vente) d'un
actif assorti de la revente (resp.rachat) de cift 4@ revente ou le rachat s’effectue a une date
pour une valeur qui est fixée au moment de la msplace de I'opération.

Si'on note § le prix d’achat/vente de l'actif?

" repo

le prix de revente/rachat, le taux repo,

notér,_, dans ce cas nous avons 'égalité suivante :

I:)repoz St C (1 + rrepo)

'opération globale qu’effectue la banque est upération qui en t ne lui génere aucun flux, donc

repo?

aucun investissement et qui €rui rapporte :
Pl S @+

repo)
Sous AOA une opération a investissement nul ne gpeeirapporter 0. On a donc :
Pl= S @+r

repo)
B- Evaluation a temps continu
IV-Valorisation des actifs financiers dans un unives continu monodimensionnel
1- Contexte de valorisation

Nous sommes en temps continu et I'on se place wiansivers a horizon fiffi . Nous
sommes eh. Sur le marché coexistent deux actifs liquidesifeade base): I'actif sans risque M et
un actif risqués. On travaille sur un intervalle de temps [t, Thatespace de probabilit@(, F, P).
Les prix de ces deux actifs suivent, sous la pritib&P , dite probabilité historique, les diffusions
suivantes :

dMm
M

T

L =rdz

dS—S’ =udr + odW,

T
ou W, est un brownien souB et dontF est la filtration naturelleu,r et ¢ sont des parametres
constants. On introduit les notions de portefeuallgofinancant, d’opportunité d’arbitrage et de

prix de réplication de la fagcon suivante :
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1-1 Portefeuille autofinancant
Définition 1:

On appelle portefeuille de marché [64] un portdfeuie titres qui reproduit la composition
en valeur du marché financier. La composition depcogefeuille est susceptible de varier en
fonction du temps. La valeur des actifs financiétant des fonctions aléatoires du temps
(processus stochastique). La valeur du portefegiteslle-méme un processus stochastique.
Définition 2 :

Un portefeuille autofinancant [3] est un coufte ;) ..., de processus, - adaptés tels que :

T T
1/J' | as [ds < +oo et J' péds < +oo, p.s

t t
2/ 00t T]

aer+18rSr :atMt+18tSt+jades+jﬁsts (1)
t t
qui s’écrit également
dla M, +£.S,) =a.dM, + £.dS,

Les conditions 1) permet d’assurer une existengaracessus définit parj:crdeS + j,BstS
t t

En effet pour que{,&’sdsS ait un sens il faut quje,B’SSS,uds+j,B’SSSOdV\/S soit définit. Or pour que
t t t

T T
I,BSSS,uds soit définit, il suffit quej(,BSSS,u)zds< +00 p.s. Puisque pour touil[] Q la fonction
t t

s—S¢(w) est continu sujt, T], alors J ») est borné sy, T].
T T

Ainsi J' (Bs Sp) °ds < 40 p.s < J' Bds <+ p.s, ce qui est assuré par le premier point.
t t

MT on peut réécrire la deuxieme condition en une itimmdéquivalente

T

En posant§r =

Oz U [t, T]

~ ~

awt B S, =at+ fi S BsdS, )

- ——
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qui s’écrit également
d (os+ fs S, ) = BsdiS,
1-2 Opportunité d’arbitrage
Une opportunité d’arbitrage est une stratégie dgtissement construite a base d’un

portefeuille autofinancant et telle que :

= Proba” (a,M, +B3S =0)=1

= Proba” (a;M; +3.S, <0)=0

= Proba” (a;M; +£,S; =0)>~0
1-3 Prix de réplication

Soit un actif C payarit(S,) enT . On appelle prix de réplication le prix d’'un pdetaille

autofinangant dont la valeur est égale(8.)enT .
2- Théoreme [3]
2-1 Valorisation des actifs de base :

Il existe une probabilit€ équivalente & telle que :

M, = E?[expEr(T —t))M, /F ]

S =E°[exper (T -1)s; /F]
2-2 Valorisation des actifs dérivés

Soit un actif C payart(S; ) enT et tel queEQ[hz(Sr)/ Ft]< +00, Alors sous I'hypothése
d’absence d’opportunité d’arbitrage, le prix delicgtion de C est unique et, par ailleurs, si I'on
note C, ce prix, on a :

C, = E?[exp(r (T —t)h(S;)/ F/]

C, est appelé prix d'arbitrage de I'actif C.

3- Démonstration
3-1 Valorisation des actifs de base
On montre tout d’abord par le théoreme de Girsanow existe une probabilit®

équivalente a la probabilité historigBeelle que sou®

9 rae +dW,
S

T

ou W._est un brownien sou3
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Partons de

T =ude+odW,

gue I'on réécrit en

Do pndetodW,  (3)

Définissons le processNQ par
dW. = (r + ) dr + odW,

soit
W, = W, + | éds,
t

-r
avecH= HoT et

L, = ex;{— [ aw, 1 | szs}
t 2 t
L, est une martingale sowcar
17 1
E{exp%jezds)/ Ft} = ex;{aez(T —t)}< +00
t

Alors sous la probabilitd) de densitéel; équivalente & , VV, est un mouvement brownien

standard. On peut alors réécrire I'’équation (3) en

dS—Sf = rdz +o dW, (4)

T

En intégrant I'équation (4) on obtient

S =5 ex;{r(T —t)—%o—zcr —t) + oW, —V'Vt)}
D'ou

E°[expr (T -1))S; /F ] = EQ{exp(—r(T -1)S, exr{r(r ~t) —%o—zcr —t) + oW, —V'Vt)ﬂ
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§ exp(-— (T ~t)E%[expo( -\, )/ ]

S

Ce qui nous permet de conclure que :

S = E°[exptr(T -1))S; /F,]

SousQ la diffusion du prix déV est inchangé soit :

dM, =rdz

T

Onadonc:

M, = E?[expEr(T —t))M, /F]

S = E®[exp(r(T -t))S, /F/]

3-2 Valorisation des actifs dérivés
Existence du portefeuille répliquant

expEr (T

Posons A= E°[ “Yh(s)/E)

t

Par construction A est une martingale sQuqui vaut w h(S;) enT . Le théoreme [12]
t

de représentativité des martingales nous permeireegu’il existe un process#s-adapté (K.) .,

tel que :

A=A +stdeS (5)

.
avecj K ds <+ p.s. L’équation (5) se réécrit
t

A=A +[BdS, (6)

° La filtration naturelle d&/V© est aussi la filtration naturelle d&/ "
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K = . . .
avecfs= 5 = . Posongi,. = A;- .S, . On remarque alors que I'équation (6) s'écrier
o

S

o+ B §r: ot t+ §[ + '[ ﬁsdgs

et que donda,, £, .., Vérifie les conditions d’autofinancement 2/. Pdlears la valeur en du

portefeuille définit pafa., ;) vaut :
Ve= (@t fe S)M, =AM, =E° |exp" 7 h(S,)/F,|
Montrons pour conclure sur I'existence d’'un porntéfe autofinancant répliquar® enT , que les
conditions d’intégrabilité 1/ sont vérifiees.
T T - T
PuisqueJ' K ds <+ p.s anrsJ' ps o S,% ds<+o p.s. ou encor§' pESPds <+ p.s.
t t t

Par ailleurs(S),.,.; €tant continu suft, T] p.s, (S) est borné sut, T] p.s etdonc

t<r<T

.
J',[a’szds <+o0p.S
t

T T T
Par aiIIeursj'|aS|dss J'|Ag|ds+j B.S.|ds. (A,) ... étant continu suft, T] p.s, (A) .,.; est borné
t t t

.
surft, T] p.s et doncj'|As|ds I'est également.
t

8.5,

T T T T T

Enfin par | ds< \/jﬂszds\/jsszds et du fait que| ds< +eop.s, ainsi quéS,*ds<+ep.s
t t t t t

car(S) ,.,; estborné sut, T] p.s,ona:

.

a.lds< +o p.s
[lar p
t
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3-3 Conclusion
L’absence d’opportunité d’arbitrage [8]aligue gu'’il existe une probabilit® dite « risque
neutre » équivalente a la probabilité historigusmus laquelle les prix actualisés des actifs, saactif
de base et actifs dérivés, sont des martingaled.dtitre terme :
Oz U [t, T]
C, = E?[exp(r (T -t))C, /F, ]

S, = E?[exp(r (T -t))S; / F,]

M, = E?[expCr(T —t))M, /F,]
4- Analogies avec le modéle discret a une période
- Dans les deux cas, la construction du portefeuidipliquant méne a la mise en relief d’'une
probabilité risque neutre sous laquelle les priXalgif sans risque, I'actif risqué et I'actif Gha fois
discountés sont des martingales.
- Dans les deux cas, la probabilité risque neutréepsivalente a la probabilité historique.
4-1 Différences
- Dans le cas discret on parle du « prix » de I'adéifivé alors qu’en temps continu on parle de
« prix d'arbitrage ».
- La stratégie de couverture n'est plus statique rdgisamique : le portefeuille répliquant est
construit lors de la vente ou de 'achat au temngg I'actif C, mais il subira au cours du temps des
réarrangements. La stratégie mise en place estfirmngante, ce qui signifie que les
réarrangement de portefeuille au cours du tempsnseé colt nul.
5- Formule de Black & Scholes [4]
Dans la modélisation classique de Black& Schol@¥8), I'évolution du prix de I'actif financier

S, est gouverné par un mouvement brownien géométrique

ds = S (dt + odW)
ou S,est le prix de l'actif financier a linstaht x4 est le taux de rendement attenduest la
volatilité de I'actif financier eW, un processus de Wiener.

5-1 Prix du call
Le prix du call est donné paCqy (t,T,r,S,K,0) = SN(d,) —exp ™™ KN(d,) (7)
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avec:

IN(S, 1K) +(r +;0'2)(T ~)

n d1:
ovNT -t
1
In(S, /K)+(r -~ a*)(T -t)
s dh=di- T —t= 2

oNT -t

= N désigne la fonction de répartition de la loi natencentrée réduite
- t est la date de valorisation de I'option
- T estla date d’exercice de I'option
- (T —t) est la maturité résiduelle de I'option
- K est le strike de I'option
- S, est la valeur de I'action en t
- o est la volatilité du sous-jacent

Introduisons les notions suivantes

g—gest appelé delta de I'option. Dans le cas d'un calla g—;:: N(d,)

" %—Ct: est appelé théta de I'option

2

> est appelé gamma de I'option

5-2 Prix du put

Le prix du put est donné paP.(t,T,r,S,,K,o) =exp" "™ KN(-d,) - SN(-d,) (8)
Et son delta par

oP

- _N(-d

2s (=d,)

5-3 Prix forward d’un actif

On se place dans la situation d’une barsgregageant & a vendre e un actifS au prix
P/. Pour cela, la banque doit monter une stratégiasa d’actif sans risque et d'actif risqué qui lui
délivre des flux futurs.

Autrement dit, la banque achéte ethactif Sau prixS, et finance cet achat par un emprunt

d’'un montant S sur la duré€rl —t .)L’opération est donc neutre en t, la banque s&pb

acquéreur de I'actif en empruntant. Enelle aura dans son portefeuille I'acdiet devra
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r(T

rembourserS, Oexp "™ (emprunt au taux sans risqug. En T elle aura donc dans son

portefeuille I'actif que pourra céder & son clientcontrepartie de’Bui, somme qui permettra a la
banque de rembourser son emprunt.
D’ou
Pl =S Dexp ™™
Une autre facon de valoriser la valeur forward 'detif est d'utiliser la formule de valorisation

suivante :

E9lexp ™™ P /F, |=EClexp ™™ S, /F, ]
ou encore
Pl = S Dexp ™™
5-4 Prix BS du call et du put comme fonction du pw forward de I'actif

Les formules de valorisations peuvent iagisgprimer en fonction du prix forward de I'actif

On adans le cas du call :
CLT.r.S'.K,0) = exp”"|STN(d,) - KN(d,)]

avec .

In(StT/K)+;JZ(T—t)

dl:
o\T -t

In(StT/K)—;JZ(T—t)

u d2:
oNT -t

= ST=S,exg™ : prix forward de I'actif
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre chlnes d’évaluations des actifs financiers :
évaluation a temps discret et a temps continu.Uati@n qui sera d’un grand apport aux opérateurs

des marchés financiers quand a leur prise de décisi

Pour cela, on a utilisé I'hypothése d’absence doopymité d’arbitrage qui implique dans les
deux cadres, I'existence d’'une probabilité risqeaitre (qui permet d’actualiser le prix d’'un flux
futur) équivalente a la probabilité historique staguelle I'évaluation des actifs, actifs de baste e

actifs dérivés sont des martingales.
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CHAPITRE V : SIMULATION DES TRAJECTOIRES DE
PROCESSUS CONTINUS
INTRODUCTION :

Les processus stochastiques continusde@nbutils largement employés en finance, notamment
pour modéliser les taux d'intéréts et les courstibas. De nombreuses problématiques aménent & Iz

simulation de tels processus. La mise en ceuvr@peatie ces simulations nécessite trois étapes clés

Nous nous proposons dans ce chapitre, de doraxglitation de ces trois étapes et qui
permettent d’effectuer de maniéres efficaces denulations de processus continus, plus
particulierement dans le cadre des problématiquesdadfinance; a savoir : la discrétisation des
processus (discrétisation exacte et discrétisatpproximative), I'estimation des parametres a&t |

génération de nombres aléatoires.
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I- Discrétisation de processus continu

Prenons le cas d’'un processus défini par 'EDSesus
{dxt = p(X, Hdt+ (X, t)dW, "

Xy =X

ou W est un mouvement brownien standard
La mise en ceuvre pratique de ce processus nécesdigerétisation de celui-ci. Pour cela on met
I'équation (1) sous la forme intégrale :

X, = x+ [ (X, 9ds+ [a(X, AW, (2)

Si le processus considéré ne dispose’pas discrétisation exacte, un développement d’ltd
Taylor de I'équation (2) nous permet de disposand’version discrétisée approximative (cf point
1.2 ci-dessous). Cette approximation est d’autéums précise que le développement intervient & un
ordre élevé.

I-1 Discrétisation exacte

Pour certains processus, on dispose d’igteatisation exacte, c’est le cas du processus

d’Ornstein-Uhlenbeck retenu par Vasicek [62] pawadéliser le taux d’intérét instantané r :
dr, =a(b—r,)dt+adW, 3)

La solution de (3) est donnée par :
t
r=r.e* +bl-e*)+oe™ J' e**dW, 4)
0

La discrétisation exacte de celle-ci est :

1_ e—ZacS
l.s =re* +bl-e®)+o e (5)
a

ou:
- ¢ est une variable aléatoire de loi normale cedtmaite

- 0 est le pas de discrétisation retenu
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I-2 Discrétisation approximative

Lorsque la discrétisation exacte n’existas,pil convient de se tourner vers des
approximationsdiscrétes du processus continu sous-jacent. Le&ssh d’Euler et de Milstein
sont des procédées de discrétisation les plus déigofous deux sont des développements d’ltd
Taylor de I'équation (2) a des ordres différentsdfe 1 pour Euler, ordre 2 pour Milstein).
Dans la suite, nous ferons référence au critereodeergence forte pour classer les procédés de
discrétisation.
-Critére de convergence forte

Une discrétisation approximati\fé converge fortement vers le processus condnsi

I'erreur commise en approchant la derniére donrseméeX, par la derniere donnée simulée

notée X ¢ est en moyenne négligeable [21].

0710, imE[ X;°-X; []1=0 (6)
0—0
La vitesse de convergence de I'équation (6) nousmige d’introduire un ordre entre les procédeés
de discrétisation. Ainsi le processus discréb%é:onverge fortement a I'ordre vers le processus

X si:
CK>0, Cd,>0, 06 L]0, 9,] E[| X% -%X; [1 K" (7)

Ainsi, pour un pas de discrétisationfixé, plus le coefficienty sera éleve, plus précise sera
'approximation. Kloeden & Platen [39] prouvent gs@us certaines conditions le procédé d’Euler
Mayurama possede un ordre de convergence de 0.5.
2-1 Schéma d’Euler-Mayurama

La version discrete de (1) la plus singsé le procédé de discrétisation d’Euler-Mayurama
[2] qui consiste en I'approximation du processusticw X par le processus discrit défini, avec

les méme notations que précédemment, par :

Xos = X, + (X )0 +0(X o e (8)
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Dans le modéle de Cox -Ingersoll et Ross (CIR) I®Jtaux d’intérét instantané est solution de
'EDS :
dr, =a(b—r,)dt+o/r,dW, 9)

Le processus discrét déterminé par le schéma d’Euler peut s’écrire:

fus = +a(b—F )5+ 0,7 0de (10)
Dans ces conditions, simuler un taux éfiét revient a calculer récursivemenfpour tout t,

en simulant a chaque stade une réalisation d’un® (0, 1). Les paramétres a, beetloivent étre
judicieusement choisis afin de ne pas simuler ur tegatif.
2-2 Schéma de Milstein

De nombreux schémas d’ordre supérieurlai céEuler [57] ont été proposés pour les
éguations différentielles stochastiques, maisdtd glifficiles a mettre en ceuvre, le plus immeédiat
est celui de Milstein [43], qui s’obtient comme w@sion corrigée du précédent. Cette correction
s'obtient en effectuant un développement d'ltd Bayu second ordrée processus discret st
alors défini par :

Ros= X+ (R, 00+ 0 (%0 V3 e + 2K '2"““’ 5 (*-1) (11)

ou UX()Zt,t) désigne la dérivée par rapport au premier arguched fonctiors (., .) évaluée en

()Zt,t). Ce procédé de discrétisation présente, en gendgrairdre de convergence [21] forte plus

élevé que celui d’Euler, ce qui signifie que pouar a fixeé, la discrétisation de Milstein permet

d’atteindre un certain niveau de précision mieug gelui d’Euler. Autrement dit, &fixé, il existe

un gain de temps de calcul a utiliser ce procéddisteétisation lors des étapes de simulation.
En appliguant ce procédé de discrétisation surddaie de CIR [48], il vient :

2
s =T, + &b =7, )0+ 0T, D0+ -8(£* 1) (12)

En développant I'équation (2) a des degrés supstidiest possible d’obtenir des processus
discrétisés d'ordre de convergence plus élevé. €foist ils nécessiteront des calculs plus
nombreux et peuvent faire intervenir plus d'uneiakde aléatoire ce qui signifie des temps de

simulation plus importants.
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Le graphigue suivant (voir p.84) permet de comple®évolutions moyennes [46] de la
diffusion définie par (4) selon le schéma de digsaéion retenu pour les parametres :
ro =4% b=5% a=0.5 o=10%
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Figl
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[I- Estimation des parametres

L’estimation des parametres [15] d’'un modéle estéape délicate dans la simulation des
trajectoires d’'un processus continu car elle p&etl®rigine d’un biais. En effet, le praticienyte
se voir confronté a deux problémes :
- le processus n'admet pas forcément de discnétnsakacte,

- la variable modélisée n’est pas toujours direetenobservable

En effet, si le processus considéré n'admet passteétisation exacte, il sera impossible
d’estimer les paramétres du modeéle par la méthedmakimum de vraisemblance. Il faudra se
tourner vers des méthodes simulées telles quéténte indirecte pour estimer les parametres.

1- Estimation par inférence indirecte

Cette méthode dont le principe général a été initopar Gouriéroux et al. [26] est utilisée

lorsque le processus n‘admet pas de discrétisakaote, ou que sa vraisemblance, trop complexe,

ne permet pas d’implémenter la méthode du maximewraisemblance. Cette méthode consiste a
choisir le paramet®@ qui minimise la distance entre I'estimation d’'urodele auxiliaire sur les
données observées et I'estimation de ce méme msdeles données simulées a partir du modele

de base poué = 8 . Le modeéle auxiliaire étant une discrétisatiopragimative de (1), le schéma
d’Euler est souvent utilisé pour servir de modeieilaire.
2-Estimateurs au maximum de vraisemblance
1- Estimateur
Définition 1:

Soit n>0 un entier. Nous appellerons n-échantifleme loi £ toute suiteX,,.....,X de
variables aléatoires indépendantes deloi

Nous nous intéressons ici a la statistique paraguétrou la loic = £ (0) est caractérisée

par un parametré, qui est un nombre ou un vecteur. AinsiXsi—>3(7,p), alorsf = p est un

nombre, mais sK;, — N (u, o), alorsd = (u, o) est un vecteur.
Définition 2 :
On dit queé S Xy X)) & én =6 (X,,....X,) est un estimateur convergent \@rsi et

seulement si, en loi, onBa= lim,_ 6 (X,,....X,,) pour toute suite de variables aléatoires X

00

indépendantes, de 1ai(0).
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2- Vraisemblance
Principe de la méthode

Si un échantillonnage a produit la suite fink,(....X,) de nombres et qu’on a choisit de
modeéliser cette situation par un échantillé,....X de variables aléatoires indépendantes de loi
£ (0), et si le choix de la valeur du paramétrest le probléme auquel on est confronté, on peut
considérer 'événemeii”= {X, = %,,....X, =X, }, et plus généralement

E (X,....X,)= {X1 =Xy Xy = xn}: {X1 =X } N N {Xn =X, }
et sa probabilité

L(Xyy..... X, 5 0)=Pg(EX,..... ;xn)):Pg({Xlzx1 } N N {Xn =X, })

P,({X =% }.....P,{X,=x, })
cette derniére égalité résultant de I'nypothésed#pendance des variables aléatoXesL’idée

est alors de choisi#” qu'il convient pou#, de telle sorte que cette probabilité soit maxendur

les valeurs,,.....X, obtenues, et donc de poser
0"= Argmax, {L(X,,....%,; 0 };
c'est-a-dire la valeur dé pour laquelle la fonctiom + L(X,.....X, ; 8) est maximale. Ceci
peut se ramener a résoudreén’équation % L(%,.....X,; 8) =0
Définition :
La fonctionL, : (X;,....oX, ; 8)> L (X;,eeeonX,  8)= |_|in:1P5({Xi = }) pour des
X,— £ (0) s’appelle la vraisemblance de la loi La variable aléatoire obtenue en appliquant la
fonction (x,,..., X, ) - Argmax, {L(x,,.....x,;6 } appliqué au n-échantillogx,....X,) s'appelle

I'estimateur au maximum de vraisemblance du panaé@iede la loi discréte (0).
3- Cas d’une loi continue
Définition :
Si la loi £ (0) desX; est une loi continue de densitg, fon appelle vraisemblance de

I'échantillon(x,,....,x,) pour la loi continue (6) la fonction :

Lo (XyseeonnXy 5):|_|in:l fo(xi)
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3- Le biais associé a la procédure d’estimation [46
Le schéma de discrétisation retenu va conditiohestimation des parametres. En effet, il
va s’agir d’estimer les parametres a partir du @ssas discrétisé par la méthode de maximum de
vraisemblance.
Considérons le modele de Vasiceftr; = a(b —r, )dt + cdW,

La discrétisation exacte, comme la discrétisatadars le schéma d’Euler du modéle nous ameéne a
considérer une équation du type :

Y=o+ X+toe (13)
La méthode des moindres carrés nous donne desagstirs sans biais dgg eto” :
. Z(yi _y)(xi -X) Z(yi - yDi)z .
B=-"= . G=y-xB, &°=%2 ou y' =y=pB(x ~X)
: =\ 2 n- 2
Z(Xi - X)
i=1

L’estimation des parametres du moded= a + f X+ o ¢ par maximum de vraisemblance
donne dans le cas de la :

-Discrétisation d’Euler :

~ _ ~ ~ _ ﬁ _ ﬁ ~ 2 _ a2
Qoyler = 1- ﬁ’ beuler — A" ~ Ocyler =0
a 1-p
-Discrétisation exacte :
~ _ o ~ _ d ~ 2 _ a2 2|n ﬂ
aexact ==In ﬁ ) bexact - ) Uexact =0

mais ces estimateurs sont pour certains biaisés.
4- Estimation « Ad hoc »
L’approche ad hoc a pour objectif d’estimer lesapagtres du modele en minimisant une

distance (par exemple la distance quadratiquek dasr prix prédits par le modéle et les prix
observés sur le marché.
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5- lllustration dans le cas du modele de Vasicek

Nous allons illustrer I'application de dgiges méthodes d’estimation (méthode de maximum
de vraisemblance et la méthode ad hoc) sur le raateVasicek a partir d’'une étude de la courbe
des taux publiée par I'institut des actuaires [4@p résultats sont donnés dans le tableau ci-
dessous. Dans le modéle de Vasicek, la densit@udsition du taux spot f(t,/ r,) est connu

avec certitude : il s’agit d’une loi normale [42} thoyenne et de variance :

2
(ol 1~ N (D(1-e ) +e ™, 2 (-e™))

avecd : pas de discrétisation

o Maximum de vraisemblance: Il a été considéré des taux zéro coupon a éhagnéance
mensuelle de 1 mois a 20 ans.

o L’approche « ad hoc »: Il a été reconstitué des prix zéro couponstid@ance de 6 mois a
20 ans avec un pas de 6 mois, I'écart a miimégant I'écart quadratique entre les prix des zé

coupons observes et les prix reconstitués a phasitaux générés par le modele.

Maximum de Estimation ad hoc
vraisemblance
Paramétres estimés a, beto a, beto aetb aetb
a= 0.1112 0.2337 0.2349 0.5210
b= 0.0531 0.0569 0.0748 0.0667
0= 0.0289 0.0000 0.0500 0.1000
b= 0.0207 0.0207 0.0207 0.0207

Tabl : parametres du modéle de Vasicek estimés lBddechniques d’estimation des parameétres

L’estimation des parametres du modele de VasiaKLjtdonne des résultats trés differents selon

'approche retenue

V(U ,02) distribution de la loi normale de moyenjpée et de variances 2
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En pratique, I'estimation simultanée desapwtres a, b et conduit a une courbe des taux
guasi déterministec( est petit), ce qui peut apparaitre irréaliseequi a conduit les praticiens a

fixer arbitrairement, puis a estimer les 2 parametres restants (Mwit Xa
La figure 2, qui indique le prix des zémupon (voir p.90), en fonction de leur échéance

selon les différentes méthodes d’estimation dearpatres, nous permet de voir que la méthode de

maximum de vraisemblance peut s’avérer inadaptésqu’elle s’éloigne des autres courbes.
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Fig. 2

91



En revanche, cette technique d’estimation des patresmpermet de générer des taux instantanés
nettement plus proches en espérance de la cousbéadr originels que ceux obtenus par la

méthode « ad hoc » voir fig 3 ci apres.
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Fig3
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[ll- Génération de nombres aléatoires

Le probléme de la génération de nombres aléatsgreamene généralement a celui de la
génération de bits aléatoires suivant une disiohutiniforme, c'est-a-dire d’une suite de valeurs
valant 1 ou O, les 0 et les 1 apparaissent conir@e indépendamment les uns des autres et
uniformément distribués.

Pour générer des trajectoires de processus coiltasi,nécessaire de passer par la
génération de nombres aléatoires. |l s’agit eniquatde générer des réalisations de variables
aléatoires de loi uniforme sur le segmé@t 1]. Si u est une telle réalisatiofr*(u) peut
s’apparenter a une réalisation d’'une variable aiéatde fonction de répartitior. Mais pour
simuler des variables aléatoires d’une loi donnégjispose principalement de deux moyens :

1- L'inversion de la fonction de répatrtition [55]

Si la fonction de répartition de la loi dstet U une variable aléatoire de loi uniforme $0y 1].
Alors la loi deX = F}(U) a comme fonction de répartitidh. F* est ici l'inverse deF. La
technique d’inversion de la fonction de répartitmermet ainsi a partir de réalisation de variables
uniformes, d’obtenir des réalisations d’autres afslgs. Lorsqu’'on ne dispose pas de formule
explicite pourF* on utilise des algorithmes d’approximation deeéinction ou des algorithmes
spécifiques a la loi que I'on souhaite traiterpatcario si 'on connait la densité f on utilise :

2- La méthode de rejet [17]

Dans le cas ou la fonction de répartition ne s’isgepas bien et qu’on connait la densité f, on
utilise la méthode de rejet.

-Principe de la méthode :

On veut simuler une variable aléatoire de loi das@téf , et soit g une fonction de densité
simulable facilement telle que pour toute valeurXde f(X)<ag(X)ou a est une constante
positive. On suppose qug(X) est telle que la fonction de répartition associegX) est
analytiquement connue ainsi que son inveBs&( X )

-Algorithme général :
). GénererJ, de distribution uniformdaJ[O,l]
Y. CalculerX =G™(U,)

Y. GénéretU, de distribution uniformé)[0]]

¢, SiU,< f((>><()) on garde X comme donnée généerée sinon on la terejeet on
ag

recommence a |'étape 1.
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Les modélisations retenues en financammaisouvent intervenir des mouvements browniens,
il est nécessaire de simuler des réalisations dablas aléatoires/(0,1), mais on ne dispose pas
de formule exacte de l'inverse de la fonction dparétion inverse de la loi normale centrée
réduite, d’ou l'algorithme de Box-Muller qui, antiade deux variables uniformes indépendantes
sur[0, 1] a permet de générer deux variables indépendastés a (0, 1). En effet sU et U,

sont deux variables aléatoires indépendantes i daiformeU [0, 1], alors en posant :
X, =+4~2InU, cos@rJ,)
X, =4=2InU, sin(2rJ )

X, et X, sont indépendants et suivent une loi gaussienngéeeméduite. Cette technique est

toutefois longue a mettre en ceuvre et nécessitgléfiendance des réalisations uniformes
générées.
On distingue deux familles de générateurs [46]alabres aléatoires :
= Les générateurs pseudo aléatoires (la fonctiondextel)
= Les générateurs quasi-aléatoires (I'algorithmeode)t
1- Les générateurs pseudo aléatoires :

Le générateur implémenté dans Excel (Rnd) est nérgéeur congruentiel, c'est-a-dire un
générateur périodique issu d’une valeur initiajei doit &tre fournie paltutilisateur. Changer de
valeur initiale permet de changer de suite de neslre principe du générateur congruentiel est
la génération d’'une suite de nombres par une farnuout a fait déterministe de maniére a obtenir
une suite qui semble aléatoire (indépendance dtibdison uniforme dans l'intervalle de

variation). Générer des nombres aléatoires sunatelir [32] revient a créer une suite d’entiers :
. =f(,)
ou f est une fonction qui doit étre choisie judicieusetr@ur que la répartition des nombiles

ne puisse pas étre distinguée de ce que donnerhiddard. On parle alors de nombres pseudo
aléatoires.
- Formule du générateur congruentiel [65]

Soit X, un nombre entier positif. La suite de nombregié§inie par :

X, =(aX,_; +c)modulom oua, c etmsont des entiers positifs.

' On parle également de « graine » du générateur
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Propriétés :
v X, <m
v' Le nombre maximum de valeurs possibles de la ssitmn
v' Deés qu'un nombre est répété toute la séquence reeane
2-Les générateurs quasi aléatoires
Ce générateur multidimensionnel donneraédme réalisation de la d-eme variable aléatoire

uniforme a simuler la valeur u:

U,=n+Pq _l_n\/p—d ]

* p, estled-eme nombre premier,
= [ ] désigne I'opérateur partie entiére
Les valeurs générées par le tore ne saninpi@pendantes terme a terme et ceci peut générer

des erreurs non négligeables. Pour contournepoldgme posé a savoir la dépendance des valeurs
géneérées par l'algorithme du tore, il a été proposgautre famille de générateur dite mixte « tore
mélangé » qui est obtenu en mélangeant par urrajéné pseudo aléatoire les valeurs obtenues
par un générateur quasi-aléatoire.
3- Générateur du tore mélangé
Descriptif de I'algorithme :

Notons (,,) la suite générée par le nombre prerpiehu lieu d'utiliser le nombrau, lors
du n-eme tirage de la loi uniforme s{0, 1], nous proposons d'utilisar,, ou m est choisi de

maniéere aléatoire dams
Le générateur ainsi obtenu présente les @mébyonnes caractéristiques globales que

I'algorithme du tore sans la dépendance termenaetell nécessite toutefois d’avantage de temps

de simulation du fait du tirage de l'indice
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Conclusion :
Dans ce chapitre nous avons présenté les trois®tds quant a la génération pratique
des trajectoires de variables modélisées par aeegsus continus : la discrétisation de processus,

I'estimation des paramétres et la génération debnesmaléatoires.

L’étape de discrétisation conduit a arbitrer eptecision et temps de calcul a moins qu’une
discrétisation exacte soit disponible. Lorsque’estrpas le cas on préférera le schéma de Milstein
au schéma d’Euler parce qu’il permet de fournir deenées simulées plus précises que celle

obtenues par le procédé d’Euler.

L’estimation des parametres est une étape délitafait des biais qu’elle pourra engendrer
et cela en fonction des différentes méthodes diegion utilisées. D’autres méthodes d’estimation
des parametres ont été proposées et permettetiesle maniere plus efficace les parameétres

des modeles a savoir la méthode par inférenceeictéir

Enfin, l'utilisation de I'algorithme du tore mélgé est plus efficace que les deux autres
(I'algorithme du tore et la fonction Rnd d’Excet)mermet la construction pas a pas de trajectoires.
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Conclusion générale

Dans I'étude que nous avons proposéifi'@bligation zéro coupon, taux court instantané)
a été modélisé en vue de tirer des conclusionsivetaquant a la gestion et la régulation des

institutions financieres et donc du marché financie

Le développement présenté dans I'avamtiéler partie, principalement basé sur I'évaluation
des actifs financiers (actifs de base et actifsvdéf a temps discret et a temps continu a permet d
montrer qu’en absence d’opportunité d’arbitragexiste une probabilit€) dite « risque neutre »
équivalente a la probabilité historigBesous laquelle les prix actualisés de ces profinasciers

sont des martingales.

Dans la derniere partie, nous avons ptéses trois étapes indispensables a la génération
pratiqgue de trajectoires de variables modéliséesips processus continus : la discrétisation des

processus, l'estimation des paramétres et la géagrde nombres aléatoires.

L’étape de discrétisation conduit a advientre précision et temps de calcul a moins gu’un
discrétisation exacte soit disponible. L’estimattes parametres doit faire I'objet d’'une attention
particuliére du fait des biais qu’elle pourra erdyen. Enfin, nous recommandons I'utilisation du
tore mélangé pour toute construction pas a pasagetoires.

En Algérie, les opérateurs des marchéantirers devront songer a créer une banque de

données, qui leur permettra de faire des simulatsam des variables modélisées par des processus

continus.
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