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Résumé : 

         Ce mémoire  traite de la modélisation stochastique en finance. Il faut peut être, dans un 

premier point, préciser que la modélisation dont on va parler ; touche particulièrement une partie 

du bilan de la société à savoir l’actif (taux court instantané, obligation zéro coupon). L’évaluation 

et la modélisation de cet actif passe par une étape de choix et de modélisation de la structure des 

taux d’intérêt. 

 

         Outre les chapitres introductifs, le troisième  et le quatrième chapitre porte respectivement 

sur la modélisation des taux d’intérêt (dynamique des taux à temps discret et à temps continu) et 

l’évaluation des actifs financiers, tout en introduisant la notion d’absence d’opportunité 

d’arbitrage.  

 

         La modélisation des taux d’intérêt par des processus stochastiques continus, nous a poussé à 

introduire dans le dernier chapitre, quelques guides méthodologiques qui permettront au praticien 

d’effectuer de manière efficace des simulations de tels processus : la discrétisation des processus, 

l’estimation des paramètres et la génération de nombres aléatoires.  

Abstract 

         The resurch paper treats the stochastic modelisation in finance. It must may be, in a first 

point, precise that the modelisation about which we are going to speak; touch particularly a part of 

the society’s balance sheet to know the asset (short instantaneous rate, the zero coupon bonds). 

The evaluation and the modelisation of this asset passes by a choice step and modelisation of the 

interest rate structure. 

 

         In addition to the introductive chapters, the third and the fourth ones deal respectively with 

the modelisation of the interest rates (rates dynamic in a discreet time and a continuous one) and 

the evaluation of financial assets, by introducing the notion of the arbitrage opportunity absence.    

 

         The modelisation of the interest rates by the continuous stochastic processes, push us to 

introduce in the last chapter some methodological guides which permit the expert to carry out in an 

efficient manner simulations of such processes. The first guide is the discretisation of these latters, 

the second is the parameters estimation and the last is the generation of the uncertain numbers.     
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  :صـخـمل

  

لذا بإمكاننا كنقطة . نعالج من خلال هذه المذكرة نماذج الستوكاستيك في مجال المالية      

أولية تحديد أن النموذجية التي سوف نتحدث عنها تمس بالخصوص جزء من ميزانية 

وتمر هذه الأصول ). معدل فوري قصير، سندات القسيمة الصفرية(المؤسسة وهي الأصول 

  .موذجيتها بمرحلة اختيار و نموذجية هيكلة نسب الفوائدفي تقييمها ون
  

إضافة إلى الفصول التمهيدية، فإن الفصل الثالث والرابع يتمحوران حول معالجة        

وتقييم ) حركية معدلات الفوائد ذات الأزمنة المتقطعة والمستمرة(نموذجية نسب الفوائد 

  .هوم غياب فرصة التحكيمالأصول على التوالي، آخذين بعين الاعتبار مف

  

      إن نموذجية نسب الفوائد عن طريق سيرورة الستوكاستيك المستمر، دفعنا في الفصل 

الأخير إلى إدماج بعض الدلائل المنهجية التي تسمح للممارس إنجاز عمليات محاكات 

  .  السيرورات بطريقة فعالة
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Introduction générale: 

         La finance est un domaine d’une grande actualité.  Sans être un spécialiste en la matière, le  

simple citoyen est chaque jour concerné par le comportement des taux d’intérêt. Taux d’intérêt, si 

l’on place son épargne ou si l’on emprunte, taux de change, si l’on voyage à l’étranger ou si l’on 

travaille pour une entreprise qui importe ou exporte. Il ne se passe guère de jours où l’individu, 

qu’il soit consommateur, voyageur, travailleur ou retraité, ne soit impliqué dans un événement 

relevant de la finance ou ayant un rapport direct avec elle. 

 

Qu’en est-il de la finance aujourd’hui ? L’évolution se poursuit et la finance s’efforce  

d’apporter des réponses aux défis du monde. Son champ d’application s’est considérablement 

enrichi depuis une trentaine d’année, par l’apparition de marchés et produits nouveaux.  

 

         Ce bouleversement fait suite à une déréglementation dans les années 1970, rendant volatiles 

les taux d’intérêt et instables les taux de change. Des marchés organisés ont alors vu le jour et 

permis à des intervenants comme les entreprises industrielles et commerciales, les compagnies 

d’assurance et les banques d’intervenir massivement sur un marché unique et liquide. A la suite du 

premier de ces marchés à Chicago en 1973, la France a emboîté le pas, en créant le MATIF en 

1986 (marché à terme international de France) puis le MONEP en 1987 (marché des options 

négociables).  

          

         Le développement spectaculaire de ces activités a été rendu possible grâce aux progrès 

technologiques, mais aussi grâce aux outils théoriques qui ont permis de valoriser les nouveaux 

produits financiers. Certains, ayant pour objet d’apporter de nouvelles solutions à de vieux 

problèmes partiellement résolus, d’autres apportent des réponses plus immédiates à des problèmes 

plus contemporains. C’est le cas des options et  des taux d’intérêt, ces actifs financiers d’une 

nature particulière qui permettent des prises de décision complexes dans un contexte de plus en 

plus risqué.  

        

         Il y a d’ailleurs, dans ce domaine un exemple tout à fait remarquable de complémentarité 

entre la théorie et la pratique, dans la mesure où ce n’est qu’à partir du moment où un modèle 

théorique d’évaluation des options proposé en 1973 par Black & Scholes, qu’on a pu généraliser 

l’utilisation de cet outil financier nouveau. Puis, viennent par la suite d’autres modèles à savoir  
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celui de Vasicek(1977), de Cox-Ingersoll-Ross (1985) de Heath-Jarrow-Morton (1992) et d’autres  

pour modéliser l’évaluation de la structure temporelle des taux d’intérêt ; évaluation qui va 

permettre de reproduire l’évolution des titres du marché obligataire d’une part, et offrir une 

opportunité d’évaluer le prix d’une obligation sans coupon d’autre part.  

 

         Aujourd’hui, les ingénieurs des départements de recherche et développement des institutions 

financières manipulent au quotidien une large palette d’outils des mathématiques appliquées. 

Notre contribution dans le cadre de ce mémoire, consiste en l’application de ces derniers dans la 

modélisation des taux d’intérêt et l’évaluation des actifs financiers, tout en introduisant la notion 

d’absence d’opportunité d’arbitrage ce qui constituent l’objet de ce travail de recherche  qu’on a 

structuré en cinq chapitres : 

 

         Dans le premier chapitre, on introduit quelques notions basiques se rattachant aux 

vocabulaires du marché financier, ses fonctions ainsi que les instruments qui le composent. 

 

Dans le deuxième chapitre, on se propose de donner la définition des principaux  outils  des  

mathématiques appliquées à la finance, en partant des probabilités (mouvements brownien, 

intégrale stochastique, martingales, …) pour aller vers l’analyse numérique (équation aux dérivées 

partielles et leur résolution numérique). 

 

         Dans le troisième chapitre, nous nous intéresserons à la modélisation de l’actif, cette partie 

du bilan de la société qui compte parmi ses principales composantes les obligations zéro coupon ; 

dont l’évaluation et la modélisation passe par une étape de choix et de modélisation de la structure 

des taux d’intérêt, modélisation que nous allons présenté dans le cas ou la dynamique des taux est 

à temps continu et discret. 

 

         Dans le quatrième chapitre, qui traite de l’évaluation des actifs financiers, nous allons 

montrer que l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage implique qu’il existe une unique 

mesure appelée probabilité risque neutre équivalente à la probabilité historique tels que la 

valorisation des actifs financiers (actifs de base et actifs dérivés) sous cette probabilité sont des 

 martingales. Autrement dit, les différents prix du  marché s’établissent par l’espérance, sous cette 

probabilité des gains actualisés.   
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         Enfin, la fréquence des variations des cotations des actifs financiers évalués précédemment, a 

conduit les financiers à considérer des processus stochastiques continus pour modéliser les 

évolutions des taux d’intérêt. La mise en œuvre pratique de tels processus, nous a poussé  dans ce 

dernier chapitre à donner les trois étapes clés, que le praticien pourra suivre pour simuler les 

trajectoires de tels processus : la discrétisation des processus, l’estimation des paramètres et la 

génération de nombres aléatoires.          
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CHAPITRE I : LES MARCHES FINANCIERS 

 

Introduction                   

Une révolution de grande ampleur a eu lieu depuis une trentaine d’années sur les marchés  

financiers, suite à une politique affirmée de dérégulation. Ce nouveau paysage financier est né 

notamment des déséquilibres et des incertitudes qui pèsent sur les relations économiques 

internationales depuis le début des années 1970 (endettement des pays en voie de développements, 

instabilité des taux de change). 

 

La modélisation stochastique en finance nous a poussé à introduire dans ce chapitre une  

étude du marché financier. Après avoir donner la définition du marché financier et ses fonctions, 

nous allons citer les instruments qui le composent à savoir les actifs de base et les actifs dérivés 

ainsi que les deux marchés sur lesquels se négocient ces derniers, ensuite nous définissons  la 

volatilité du marché, son rendement et enfin le facteur risque qui joue un très grand rôle dans 

l’évolution du marché financier.    
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I- Marchés financiers 

1-Définition  

     Une économie peut en général se financer grâce à la complémentarité des agents, les uns ont  

des capacités de financement et les autres ont des besoins de financement. Ils investissent plus 

qu’ils n’épargnent. Ces agents se rencontrent [33] dans un espace appelé marché financier, où sera 

déterminé le prix appelé cours d’un titre (action, obligation). Autrement dit, le marché financier est 

le marché sur lequel s’échangent les valeurs mobilières : obligations et titre dérivés (certificat 

d’investissement, titres participatifs ; …). Ce dernier est  constitué du marché primaire et du 

marché secondaire. 

Les transferts des uns vers les autres s’opèrent grâce aux systèmes financiers composées  

d’institutions financières et d’un marché financier. 

2-Vocabulaire des marchés financiers [59] 

-Un titre financier est un contrat où les parties s’échangent des flux d’argent. 

-Un marché financier est un lieu où l’on achète et vend des titres financiers. 

-La valeur d’un titre financier est un montant positif ou négatif, qui représente  l’enrichissement ou 

l’appauvrissement des flux futurs. 

-Le prix d’un titre est un montant convenu entre deux parties en échange du titre. Le plus    

souvent c’est l’acheteur qui verse ce montant.      

II- Les fonctions des marchés financiers [44] 

1-Le marché primaire : 

         Appelé aussi « marché du neuf », c’est le marché où sont émises les valeurs mobilières 

nouvelles par des sociétés commerciales privées, publiques ou semi-publique pour leur 

financement à long terme, par l’Etat lui-même (pour régularisé le déficit budgétaire), par les 

institutions financières pour leur financement ou encore par les holdings pour lancer leurs prises de 

participation.  

2-Le marché secondaire : 

         Appelé aussi le marché de l’occasion. Une fois les titres émis sur le marché primaire, leurs 

négociations s’organisent sur le marché secondaire, c'est-à-dire un centre de transactions des 

valeurs déjà en circulation, entre des épargnants qui souhaitent les vendre et ceux qui souhaitent 

les acquérir.    
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III- Le marché boursier 

         Représente la famille traditionnelle des marchés financiers permettant l’émission et le  

transfert de titres traditionnels comme les actions et les obligations[60]. Jusqu’ en 1988 c’étaient 

les officiers ministériels (les agents de change) qui détiennent le monopole des transactions 

boursières, cependant le crack de 1987 est venu modifier cette organisation et les agents de change 

se sont transformés en sociétés de bourse.   

1-Les sociétés de bourses [67] 

On distingue à l’intérieur : 

*Euronext : 

         Cette société a pour mission de veiller au bon déroulement de la cotation des valeurs, elle  

peut intervenir pour interrompre la cotation, notamment dans le cas d’irrégularité ou d’événement 

propres à engendrer une spéculation injustifiée. Une autre de ses missions est d’assurer le calcul et 

la cotation des indices (ex : CAC١ 40). Elle est issue de la fusion de plusieurs bourses européennes 

(Amsterdam, Paris et Bruxelles), auparavant l’organisme  se nommait Paris bourse SBF SA.   

*Le conseil des bourses de valeurs (CBV) 

         Le CBV tient un rôle d’organisation et de réglementation du marché par le biais de règlement 

tels que : les conditions d’agrément des sociétés de bourses, les modes d’admission ou de radiation 

à la cote….  

*La société de compensation des marchés conditionnels 

Cette filiale de la SBF organise le marché des options négociables de Paris (MONEP) 

*MATIF S.A 

Cette société réalise toutes les opérations de compensation du MATIF (marché à terme  

International de France)  

*La commission des opérations de bourse 

La COB a été crée en 1967 pour surveiller le marché, on entend d’ailleurs couramment dire  

qu’il s’agit du « gendarme » de la bourse, c’est une autorité administrative indépendante dirigée par 

six membres. Ses trois principaux rôles sont la protection de l’épargne, l’information des 

investisseurs et la garantie du bon fonctionnement des négociations.    

 

 

 

 

                                                 
١ Cotation assistée en continu 
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*Le conseil des marchés financiers (CMF) 

Le CMF est une organisation professionnelle dirigé par un collège de seize membres. Il est  

l’autorité des marchés français et sa compétence s’étend à toute les opérations qu’elles soient 

effectuées sur un marché réglementé ou de gré à gré. Ces principales attributions sont : la tutelle 

des marchés réglementés, la gestion des offres publics …   

Le marché boursier est composé de deux compartiments : le compartiment action - ou  

marché des actions – et le compartiment obligations - ou marché des obligations. 

2-Le marché des obligations 

Sur ce marché, on va distinguer le marché primaire et le marché secondaire. Le marché  

primaire est celui qui concerne les nouveaux emprunts émis par l’Etat, les collectivités locales et 

les entreprises, auxquels peuvent souscrire les particuliers. Le marché secondaire est le marché de 

l’occasion. C’est le marché sur lequel s’échangent les valeurs déjà émises.   

3-Le marché des actions 

         Le marché Français des actions peut lui-même être subdivisé en plusieurs éléments, on 

distingue :  

� Le marché officiel - ou cote officielle – comprenant le marché à règlement mensuel –    

� ou RM -  et le marché au comptant ou à règlement immédiat – ou RI  

� Le second marché 

� Le nouveau marché 

� Le marché hors cote 

a) Le marché officiel  

         Les entreprises souhaitant s’introduirent sur le marché officiel doivent satisfaire à diverses 

conditions. Elles doivent entre autres :  

� Mettre à la disposition du public vingt cinq pour cent de leur capital ; 

� Avoir versé un dividende au cours des trois derniers exercices, lesquels doivent avoir été 

bénéficiaire ;  

� S’engager à publier régulièrement des informations. 

b) Le marché à règlement mensuel  

         C’est sur ce marché que sont cotés les actions des entreprises les plus importantes. Il s’agit  

d’un marché à terme. Il existe donc un délai entre la conclusion du contrat (achat et vente) et son 

exécution (livraison des titres et paiement). En effet, toutes les opérations effectuées au cours du 

mois sont dénouées le jour de liquidation (6ème jour de bourse). 
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c) Le second marché  

         Ouvert en 1983, il est destiné à recevoir des entreprises de taille modeste mais dont les  

perspectives sont attrayantes. Les conditions d’admission sont moins restrictives que sur le Marché 

officiel. Les entreprises souhaitant s’introduirent au second marché doivent satisfaire les critères 

suivants : 

� Mettre à la disposition du public 10 % au moins du capital;  

� Présenter deux années de comptes certifiés. 

d) Le nouveau marché  

         Le nouveau marché, ouvert en Février1996, est un marché autonome, régie par une société  

propre : la société du nouveau marché (filiale de la SBF). Il s’adresse à des sociétés européennes, 

jeunes, innovatrices, qui ont un besoin de capitaux pour se développer. Le fonctionnement du 

nouveau Marché est assurée par des intermédiaires financiers agrées par la société du nouveau 

Marché.  

e) Le marché hors cote  

         C’est un marché de moindre importance, réservé aux petites entreprises, ou à celles qui ont  

été  rétrogradées du comptant ou du RM. Il s’agit d’un marché étroit, c'est-à-dire que le volume 

des transactions y est faible .Les conditions d’admission sur ce marché y sont simple puisque 

n’importe quelle société peut y être admise à condition de présenter les trois derniers bilans. 

f) Les marchés dérivés    

         Ils s’agit des marchés de produits dérivés dont font partie entre autres les contrats à terme et  

les options. De plus amples explications concernant ces marchés sont données dans la description 

des instruments financiers.  

IV- Les instruments financiers  

1-Définition : 

Un actif ou instrument financier est un contrat [63] entre deux parties (un « créditeur » et un  

« débiteur ») aux termes duquel : 

� Le créditeur remet une somme d’argent 0F au débiteur à une date 0t  

� Le débiteur s’engage à verser au créditeur des flux Ft dans l’avenir à des datest , selon un 

certain échéancier convenu. Les flux Ft  peuvent être certains, aléatoires, ou fonction de 

certains événements. 
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      Un actif financier est donc fondamentalement une convention entre deux agents économiques 

par laquelle s’échange, dans une certaine proportion « de l’argent d’aujourd’hui » contre « de 

l’argent de plus tard ».  

2-Typologie :  

La typologie utilisée habituellement distingue deux grands groupes d’actifs : les actifs de  

base et  les actifs dérivés.  

2-1 Actifs de base : 

Dans le but de clarifier l’exposé, on se propose tout d’abord de dresser une liste des actifs de  

base.On distingue 4 types d’actifs de base [3] dont on donnera pour chacun une description. 

2-1-1 Actions : 

Une action est un titre de participation dans une société de capitaux qui confère à son  

possesseur la qualité d’associé et sauf exception, lui donne un droit proportionnel sur la gestion de 

l’entreprise, sur les bénéfices réalisés et sur l’actif social.  

2-1-2 Obligations :  

Les obligations sont des titres de créances à long terme représentatifs de dettes. Une  

obligation donne droit au paiement d’un intérêt en général annuel et au remboursement du capital. 

Le détenteur d’une obligation perçoit un revenu connu à l’avance ou dont la révision se réalise 

dans les conditions prévues au moment de l’émission. Les obligations peuvent être émises par les 

entreprises privés ou publiques, par l’Etat, ainsi que par les administrations publiques et les 

collectivités locales. 

a) Vocabulaire [6] 

La valeur nominale d’une obligation est celle qui sert de base au calcul de l’intérêt en  

général annuel versé (coupon). Le coupon est alors égal au taux facial (fixé à l’émission) multiplié 

par le nominal. 

Le prix d’émission est le montant du versement demandé au souscripteur lors de l’émission  

de l’obligation. Lorsque le prix d’émission est égal à la valeur nominale de l’obligation, l’émission 

est dite au pair. 

On distingue plusieurs catégories [60] d’obligations qui répondent à des attentes différentes : 

� Les obligations ordinaires sont des obligations à taux fixe dont le coupon versé en général 

une fois par an est identique sur toute la durée de vie du titre.  

� Les obligations à taux flottant sont composées des obligations à taux variables ou 

révisable. Leur particularité est d’offrir une rémunération (taux d’intérêt) qui varie dans le 

temps en référence à une moyenne de taux constatée sur le marché.  
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� Les obligations indexées sont des titres dont la valeur de remboursement et /ou les intérêts 

sont liés à l’évolution d’un indice de référence.     

Nous citerons d’autres types d’obligations originales [44], mais encore peu utilisées : 

- Obligation à coupon zéro,    

- Obligation à coupon unique,      

- Obligation assimilable du trésor 

2-1-3 Absence d’opportunité d’arbitrage (AOA) 

Une opportunité d’arbitrage est la possibilité donnée à un intervenant du marché de monter  

une opération à investissement nul lui rapportant dans le futur des gains toujours positifs et 

strictement positifs avec une probabilité non nulle. 

2-1-4 Change 

Un taux de change est le prix d’une devise exprimé en une autre devise. Le prix en Yen d’un  

dollar était au 22 janvier 2004 de 107. Cette valeur, qui résulte d’un équilibre entre l’offre et la 

demande fluctue jour après jour. Sur le marché des changes peuvent être aussi considérés comme 

actifs de base les contrats à terme de change. Il s’agit pour un intervenant d’acheter pour une date 

future déterminée dans le contrat une certaine quantité de devise à un prix préfixé.   

2-1-5 Matières premières 

Le marché des matières premières a vu le développement de produits financiers permettant  

aux acteurs de se couvrir contre les variations de prix. Il s’agit essentiellement de contrat de vente 

et d’achat à terme. Sur certains marchés ces contrats existent depuis très longtemps (marché à 

terme de métaux à Amsterdam au 18ème siècle, marché à terme de céréale au Chicago Board of 

trade au 19ème siècle) et sur d’autres, ils sont nouvellement apparus comme sur le marché de 

l’énergie (pétrole, gaz et électricité). 

2-1-6 Marché des produits de crédit          

Les Crédit Default Swap ou CDS 

Un CDS est un produit financier qui procure une assurance contre un événement de défaut d’une 

entreprise pré définie. L’acheteur du CDS est l’acheteur de la protection contre le risque de défaut 

de l’entreprise. En cas de défaut, il recevra une indemnité et en contrepartie il doit payer une 

prime, généralement tous les 3 mois ou tous les 6 mois jusqu'à la maturité du CDS. Inversement le 

vendeur de la protection, reçoit la prime et paiera à l’acheteur une indemnité en cas de défaut.     
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2-1-7 Prix forward d’un actif 

Nous sommes en t et l’on considère un actif S (une obligation ou une action) dont on veut  

déterminer le prix à terme en T (>t). Pour simplifier on considère que cet actif ne verse pas de 

coupon ou de dividende entre t et T.  

2-2 Les produits dérivés  

A- Présentation des produits dérivés  

Définition :      

Les actifs dérivés sont de façon générale des contrats de vente ou d’achat d’actifs financiers  

de base. Ces instruments sont appelés « dérivés » parce qu’ils [25] sont fondés sur le cours 

d’autres instruments financiers (actions, obligations) ou d’autres biens (matières premières), et 

qu’ils dérivent donc leur valeur de la valeur de ces autres actions, devises ou matières premières 

« sous- jacentes ». Ils ont un effet de levier important et peuvent conduire très vite à des gains ou à 

des pertes considérables. 

2-2-1 Les contrats à terme 

Ce type de contrat est symétrique, c'est-à-dire que chaque contrepartie a autant de chance de  

gagner ou de perdre de l’argent. 

Définition :  

Un contrat à terme [59] est un contrat d’achat ou de vente d’un produit financier, passé entre  

deux contreparties, dont toutes les caractéristiques sont fixés à l’avance : date de règlement, prix à 

terme, etc. Le prix conclu est appelé cours à terme, et l’échange se fera à ce prix quelque soit le 

cours du marché à la date de livraison.   

On distingue :  

1-Le FRA (forward rate agreement) 

C’est un contrat à terme qui permet de garantir immédiatement un taux d’intérêt futur. Le  

FRA comporte 2 périodes : 

-Une période d’attente : pendant cette période, il ne se passe rien l’une ou l’autre des contreparties       

a toute latitude pour déboucler ou non son opération par quelque arbitrage que ce soit. 

-Une période de garantie : c’est sur cette période que porte la garantie de taux. Au départ de cette 

période, on comparera le taux garanti avec son équivalent (en terme de période) sur le marché. La 

différence sera réglée d’avance (donc actualisée) par l’une des contreparties.           
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2-Les futurs et les forward 

Les contrats futurs sont des contrats à terme standardisés que l’on traite en bourse, tandis que  

les forward sont des contrats à terme traités de gré à gré. 

3-Les swaps :    

Le swap de taux d’intérêt est un contrat de gré à gré par lequel deux parties conviennent de  

s’échanger, à date fixe, des flux d’intérêts d’un capital, intérêts calculés sur des références de taux. 

Seul le différentiel d’intérêt est payé, le capital n’est jamais versé.  

2-2-2 Les options 

        Une option [33] est un contrat qui permet à son détenteur d’acheter ou de vendre une certaine  

quantité d’un bien ou un actif à un cours convenu à l’avance, appelé prix d’exercice à (ou jusqu’à ) 

une date fixée, dite échéance de l’option.    

        En contrepartie, l’acheteur verse immédiatement au vendeur de l’option une prime qui est le  

prix de l’option.   

1-Catégories d’options [45]  

-Les options européennes : l’acheteur ne peut exercer son droit qu’à l’échéance. 

-Les options américaines : L’acheteur peut exercer son droit, à tout moment entre la date de 

création de l’option et la date d’échéance.  

Parallèlement aux options classiques, apparaissent depuis les années 90, sur les marchés de gré à 

gré, des options dites « exotiques » : 

� Les options asiatiques, dont le prix d’exercice c’est à dire le cours auquel  l’option peut être 

exercé à l’échéance est fonction de la moyenne des cours des sous jacents enregistrés 

durant la durée de vie de l’option. 

� Les options lookbacks, dont le prix d’exercice à l’échéance est fonction du maximum ou du 

minimum des cours du sous jacent enregistrés durant la durée de  vie de l’option. 

� Les options barrières qui peuvent être annulés si le cours franchit un certain seuil.                           

� Les options parisiennes qui peuvent être annulées ou activées si le cours reste dans une 

certaine zone plus d’un temps donné. 

� Les options d’échange qui permettent d’échanger une action X contre une action Y à une 

date future. 
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2-Le bon d’option ou warrant 

Le bon d’option est un titre intermédiaire entre le bon de souscription et l’option classique.  

Emis par un établissement financier, les valeurs sous-jacentes sont des actions, obligations, 

devises, ….Ils se distinguent des options par leur échéance généralement plus longue.  

3-Call et Put européens 

Définition 1 :  

On appelle option d’achat [24] européenne, ou call européen, le contrat qui confère à son  

acheteur le droit (mais pas l’obligation) d’acheter un actif risqué à un cours K  fixé à la signature 

du contrat (prix d’exercice), à la date future T  appelée échéance. L’actif risqué peut être une 

action, une obligation, un taux de change ou encore une matière première.     

Définition 2 : 

On appelle option de vente [16] européenne, ou put européen, le contrat qui donne à son  

détenteur le droit (mais non l’obligation) de vendre une action à la date N >0 (échéance) au prixK  

(prix d’exercice ou strike) fixé à l’avance. Ce contrat a un prix ; il est échangé sur le marché.           

B- Les marchés des produits dérivés  

1-Le MATIF 

Le Matif [59] (Marché à Terme International de France) a été crée le 20 février 1986, la 

même année que le marché des valeurs du trésor. Proposant une large gamme de produits de 

couverture des risques financiers (taux d’intérêts, indices boursiers, marchandises). Le Matif 

s’inscrit aujourd’hui parmi les plus grands marchés à terme internationaux. Son rôle est de 

proposer aux acteurs économiques et financiers, des instruments négociables de gestion des risques 

liés aux fluctuations des intérêts à long, moyen et court terme, aux variations du cours de certaines 

matières premières.  

2-Le MONEP 

Le MONEP [60] (Marché des options Négociables de Paris) a été créé le 10 septembre 1987.  

Il a pour objet de traiter les options négociables sur actifs (action et indice), alors que les options 

sur contrat à terme sont traitées sur le marché à terme. 
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V- Volatilité, Rendement et Risque :   

1-Volatilité 

Définition : 

La volatilité [37] est le paramètre qui mesure l’ampleur et/ou la fréquence des variations  

d’une série chronologiques, par exemple du prix d’un titre. Autrement dit, la volatilité mesure le 

risque de marché et  c’est un  paramètre clé en finance, qui parfois recouvre des notions un peu 

différentes telles que : volatilité instantanée locale, volatilité moyenne sur une période, etc.…  

1-1 La volatilité locale 

La volatilité locale [18] est le paramètre qui mesure le risque associé à la variation  

instantanée du sous-jacent. Elle peut être déterministe comme dans le cas d’un sous-jacent qui suit 

un brownien géométrique, ou stochastique comme dans le cas des options. 

2-Rendement  

Définition : 

Il y a plusieurs définitions possibles des rendements [18], qui en général sont équivalentes  

lorsque les phénomènes sont déterministes, mais qui différent dans le cas stochastique. La 

différence est explicable par la formule d’Itô. Nous supposons que les rendements entre deux 

périodes sont mesurés par la différence des logarithmes des cours. 

L’hypothèse que les rendements entre 0 et t suivent un mouvement brownien de tendance  

µ - 
2

1 σ 2 et de coefficient de diffusionσ , se traduit par les propriétés suivantes du processus des 

prix { tS , t ∈[0, T]} :  

� xS =0  

� Les rendements log ( tS ) – log ( sS ) suivent une loi gaussienne de moyenne (µ -
2

1
 σ 2)  

)( st − et de variance σ 2 )( st − . 

� Pour tout 0< 1t < 2t ……..< nt , les accroissements relatifs {
i

i

t

t

S

S
1+ , 0 ≤ i ≤ n-1} sont 

indépendants, et de même loi. 

En d’autres termes, il existe un mouvement brownien W tel que  

tS  = ƒ )
2

exp(),(
2

tWtxWt
σσµ −+=  
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Par application de la formule d’Itô pour le mouvement brownien et la fonction   

),( ztf = )
2

1
exp( 2tztx σσµ −+  dont les dérivées valent : 

ƒt
΄ (t, z)= ),( ztf ( µ -  

2

1 σ 2 ),     ƒz
΄(t, z)= ƒ(t, z)σ ,        ƒzz

˝(t, z)= ƒ(t, z)σ 2 

Nous voyons que, 

t

t

S

dS
 = µ dt +σ tdW  

3-Risque     

L’investissement en valeurs mobilières [33] constitue le sacrifice d’un avantage immédiat ou  

une absence de consommation immédiate en échange d’avantages futurs. Dans la mesure ou le 

présent est connu avec certitude, l’investissement en valeurs mobilières constitue l’échange d’un 

avantage certain et immédiat contre un avantage futur et incertain. Ainsi le risque d’un actif 

financier pour un investisseur peut être défini comme l’incertitude qui existe quant à la valeur de 

cet actif à une date future. Autrement dit, le risque [56] peut être défini comme la combinaison de 

l’incertitude et de l’exposition, en l’absence d’incertitude ou d’exposition, il n’y a pas de risque.     
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Conclusion 

         Les marchés financiers dans le monde sont en profonde mutation. Nous avons 

principalement décrit dans ce chapitre les marchés financiers, leurs fonctions ainsi que les sociétés 

de bourse, là où sont négociés les actions et les obligations. D’autres instruments financiers sont 

apparus ces dernières  années, notamment les contrats à terme et les options.  

 

         Ceux-ci sont négociés sur deux marchés : le MATIF (marché à terme international de 

France) et le MONEP (marché des options négociables de paris). Les instruments financiers 

classiques et nouveaux  constituent un soubassement à la modélisation stochastique en finance, 

d’où  la définition  de ceux-ci, leur volatilité et leur rendement étaient d’un intérêt majeur.  
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      CHAPITRE II : INTRODUCTION AUX CALCULS 

                STOCHASTIQUES 

 

INTRODUCTION : 

Les applications en finance sont un prétexte à l’introduction des bases de calcul stochastique.  

On suppose que les marchés offrent des actifs dont les prix dépendent du temps et du hasard, on 

peut donc les modéliser par des processus stochastiques, on suppose aussi que l’espace des états de 

la nature,Ω , est infini, que l’on obtient continûment l’information sur les marchés et que les 

échanges peuvent s’opérer à tout instant. On est ainsi amené à introduire dans ce chapitre un 

certain nombre d’outils stochastique, à savoir dans un premier temps, le concept général de 

processus stochastique, et dans un deuxième temps, les propriétés des trajectoires les plus 

couramment rencontrés dans la littérature financière ainsi que les notions de filtration, processus 

adapté et processus prévisible. 

 

Nous abordons ensuite les processus de marcov et les processus de diffusion avant de  

présenter le mouvement brownien (ou processus de Wiener) et nous développerons par la suite  les 

propriétés fondamentales (pour la finance) de ce processus, en particulier celles qui sont reliées à 

la propriété de martingale,et nous traiterons dans les deux dernières parties  les équations 

différentielles stochastiques et les équations aux dérivées partielles qui sont d’une grande 

importance  dans la résolution des problèmes de finance.   
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II- Caractéristiques générales [54] 

On considère un espace probabilisé (Ω, A, P) quelconque ; l’ensemble des dates est noté  Ґ  

avec Ґ= [ ]T,0   , T< ∞    puisque nous supposons que le temps s’écoule en continu, les agents 

pouvant intervenir à n’importe quel moment sur le marché.   

Définition 1 : 

On appelle processus stochastique toute famille de variables aléatoire X= (X t , t ≥ 0) à  

valeurs dans (ℜ , Bℜ )  

Définition 2 : 

Un processus stochastique X est dit continu s’il existe un ensemble N  négligeable tel que  

∀ ω ∉  N , L’application : ta X t (ω ) soit continue. 

X est dit continu à droite et limité à gauche (càdlàg) s’il  existe un ensemble N  négligeable tel que 

∀ ω ∉  N , L’application ta X t  (ω ) soit continue à droite et limité à gauche. 

i.e      

           lim X s  (ω )=X t  (ω )              et                            lim Xs (ω ) existe et est finie 

           s↓t                                                                         s↑t 

Définition 3 :  

Les applications t  →  X t  (ω ) pour ω  fixé dans Ω  sont appelés trajectoires du processus X. 

Trois types de trajectoires  sont couramment rencontrés dans les modèles financiers : 

 

1-Hypothèse classique pour décrire la dynamique des prix ou des rentabilités des titres ou encore 

des taux d’intérêts consiste à supposer que les trajectoires sont continues. C’est le cas par exemple 

dans le modèle de Black et Scholes (1973) d’évaluation des options ou dans les modèles de taux 

court comme ceux de Vasicek (1977), Cox-Ingersoll-Ross (1985), ou encore dans le modèle de 

Heath-Jarrow-Morton (1992) pour les taux forward. 

 

2-Dans certains cas on suppose des trajectoires càdlàg, c'est-à-dire « continues à droite et 

possédant une limite à gauche ». En effet, les trajectoires continues ne permettent pas toujours une 

description adéquate, en particulier si les variables modélisées peuvent subir des variations 

violentes lorsque les marchés sont très agités.  
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3-Les trajectoires de processus peuvent être càglàd, c'est-à-dire continues à gauche et possédant 

une limite à droite. Cette hypothèse peut être adaptée à la description des quantités de titres 

détenus par un agent. En effet, les modifications de portefeuilles s’effectuent à des instants discrets 

du temps et l’hypothèse de continuité à gauche plutôt qu’à droite est justifié par le fait que si une 

trajectoire est continue à gauche, X t  (ω ) est connu dès que les X s  (ω   ), s<t sont connus.  

Définition 4 :  

1-Deux processus X et Y sont indistinguables s’ils ont en commun «  presque toutes » leurs 

trajectoires, ce qui s’écrit :  

∃  Ω* ∈ Α tel que P (Ω*) = 1  et ∀ ω ∈ Ω*, ∀ t ∈ Ґ,    X t  (ω )=Y t (ω ) 

2-Un processus Y est une modification de X si pour tout t∈ Ґ, l’ensemble Ω t = { X t = Y t } est 

de probabilité 1. On dit alors que Y est une version de X. 

II-1 Filtrations, processus adaptés et processus prévisibles 

Définition 5[61]  

1-On appelle filtration sur  Ω toute famille croissante (au sens de l’inclusion) ₣= { ₣t, t∈Ґ }de 

sous tribu de Α        

2-₣ est continue à droite si pour tout t <T,   ₣t = I  s>t ₣s ; elle est dite complète si chaque tribu ₣t 

contient tous les ensembles négligeables c'est-à-dire les ensembles contenues dans ₣ 0 . 

3-Un processus X est adapté à une filtration ₣t  si pour tout t, X t  est ₣t - mesurable        

4-On appelle filtration naturelle d’un processus X et l’on note ₣ X   la plus petite filtration par 

rapport à laquelle X est adapté ; en d’autre termes, pour tout t,  ₣ X
t  est  la tribu engendrée par les 

variables X s ,  s≤ t. 

Définition 6 :  

X est un processus prévisible s’il est adapté à  ₣  et si ses trajectoires sont continues à  

gauche. Nous avons déjà donné l’intuition de cette définition lorsqu’ont été évoqués les processus 

càglàd ; si une fonction ƒ est continue à gauche en xo, on a :                          

lim )()( 0xfxf =  

                                                                 0−→ xx  

Par conséquent si ƒ est connu pour toutes les valeurs inférieures à xo, elle est connue en xo.  

De la même façon, lorsque les trajectoires sont continues à gauche, connaître les valeurs prises par 

le processus aux dates strictement inférieures à t revient à connaître Xt, d’où le qualificatif de 

prévisible.  



 29 

 

Définition 7 : 

Soit X un processus défini sur ( Ω , Α , Ρ ) ;  

1-X est à accroissements indépendants si pour tout n-uple (t1 ,……, t n ) tel que  t1 ≤ t 2 ≤ …≤  t n , les 

variables X
jt -  X

1−jt  sont indépendants. 

2-X est à accroissements stationnaires si pour tout t ∈  Ґ  et tout h >0, la loi de X ht+  – Xt  ne 

dépend que de h. 

II-2 Processus de diffusion 

II-2-1  Processus de Markov 

Définition 8 : 

Soit X un processus défini sur (Ω, A, P, ₣), X est un processus de Markov si pour tout  (B1 , …Bn ) 

∈ßn
ℜ

  et tout (t 1 ,……, t n ) ∈ Ґ n   tel que 1t < 2t < ……. < nt , on a : 

                         P (X
nt

∈ Bn / X
jt ∈ B j , j=1,…n-1) = P (X

nt
∈ Bn  / X

1−nt
∈ B 1−n ) 

II-2-2 Processus de diffusion et processus d’Itô 

Définition 9 :               

a- On appelle processus de diffusion tout processus markovien à trajectoires continues          

b- Un processus X est appelé  Processus d’Îtô si X est un processus de diffusion  et s’il existe deux 

fonctions µ   et σ  définies sur ℜ x Ґ à valeurs respectivement dansℜ xℜ + définies par : 

     µ (x,t) = lim  
h

xXXXE ttht )/( =−+       et    σ 2(x, t) = lim
h

xXXXV ttht )/( =−+                 

                    h →0                                                                  h→0 

Pour interpréter µ  et σ  financièrement, on considère Xt  comme étant le logarithme du prix  

de date t d’un actif financier, dans ce cas X ht+  - Xt   est la rentabilité de l’actif sur l’intervalle 

[ ]htt +, . µ (x, t) est alors la rentabilité instantanée en t lorsque le processus X est dans l’état x. La 

division par h implique queµ  est exprimé «  par unité de temps ». µ  est une mesure de tendance 

du processus mais on garde en général l’appellation anglo-saxonne »drift. σ 2 est, de la même 

façon, la variance instantanée de la rentabilité, mesuré par unité de temps. Dans la littérature 

financière on fait rarement la distinction entre processus de diffusion et processus d’Itô car c’est 

toujours cette dernière catégorie qui est utilisée.   
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Les processus d’Itô sont relativement bien adaptés à la description de l’évolution des prix,  

des rentabilités ou des taux d’intérêts. Toutefois, la continuité des trajectoires de ces processus 

limite parfois leur adéquation aux dynamiques observées, en particulier dans les périodes agités 

pendant lesquelles on constate de fortes variations dans des intervalles de temps très courts.   

On dira aussi que X est un processus d’Itô si : 

                                        ∫ ∫++=
t t

ssst dWdsbxX
0 0

σ     

où b et σ  sont deux  processus adaptés tels que :  

                                        ∫
t

s dsb
0

 < ∞   et   ∫
t

s ds
0

2σ  <∞  

On utilise la notation plus concise suivante                                           

                                            




=
+=

xX

dWdtbdX tttt

0

σ
   

Le coefficient b est le drift ou la dérive, σ  est le coefficient de diffusion. 

II-3 Formule de Itô [38,50]                     

C’est un outil qui permet du calcul integrodifferentiel que l’on appelle communément  

« calcul de Itô ».C’est du calcul sur les trajectoires des processus, donc la connaissance de ce qui 

se passe pour une réalisation ω  de l’aléa.    

II-3-1 Lemme d’Itô 

Le Lemme d’Itô nous donne le processus que suit toute fonction d’une variable qui suit un  

processus d’Itô et du temps : Ainsi, si X suit un processus d’Itô de la forme : 

dWXtbdtXtadX ),(),( += et si ƒ est une fonction de X et du temps t, de classe C1 par rapport à t 

∈[0, T]  et de classe C2  par rapport à X ∈ ℜ , alors ƒ suit le processus suivant : 

dƒ = [ ] bdW
X

f
dtb

X

f

t

f
a

X

f

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ 2

2

2

2

1
 

III- Espérance conditionnelle [16] 

Soit (Ω ,₣, P) un espace de probabilité et Ă une sous tribu de ₣  et soit X une variable  

aléatoire positive intégrable (E X : = ∫
Ω

X dP < +∞ )  

Définition :  

Soit Ă une sous tribu de ₣, l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire (v.a) intégrable X  

sachant Ă est la v.a. E [X / Ă]  définie par les deux propriétés suivantes :  
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i) E [X / Ă]  est Ă – mesurable,  

ii) Pour tout A ∈ Ă, ∫ ∫=
A A

XEXdP /( Ă) dP  

Propriétés de l’espérance conditionnelle [41]  

a- E(α X + β Y / Ă) =  α  E(X/ Ă) + β  E(Y/  Ă), βα ,   deux constantes                  

b- E(E(X/ Ă))= E(X) 

c- E(X/ Ă) = X si X est Ă- mesurable 

d- E(X/ Ă) = E(X) si X est indépendante de Ă 

e- E (X .Y / Ă) = Y. E (X / Ă) si Y est Ă- mesurable 

f- Si Ă et H sont deux tribus telle que H ⊂  Ă E(X /H) = E(E(X/H)/Ă) =E(E(X/ Ă)/H) 

g- Positivité- monotonie : YX ≥ p.s ⇒ /(XE Ă) /(YE≥  Ă) p.s (presque sûrement) 

h- Si YXn ≤ ou Y est intégrable et si X n converge p.s vers X alors E (Xn /Ă) converge p.s vers      

    E(X/ Ă)    

III-1 Martingales [35]  

III-1-1 Cas discret    

On se donne une filtration, c'est-à-dire une famille de sous tribu ₣ n croissante(telle que ₣ n ⊂  ₣ 1+n ). 

Définition 1:  

Une suite da variables aléatoires (X n , n ∈ N) est une martingale si : 

-X n  est intégrable,   ∀   n ∈   N    

-X n  est  ₣n - mesurable  

-E (X 1+n  /₣ n ) = X n ,   ∀   n ∈   N    

III-1-2 Cas continu   

On se donne une filtration, c'est-à-dire une famille de sous tribu  ₣ t  croissante (tel que  ₣s ⊂₣ t )  

∀  s ≤  t  

Définition 2 : 

Une famille da v.a )0,( ≥tX t  est une martingale par rapport à la filtration ₣ t   si : 

-X t est ₣ t - mesurable et intégrable pour tout t  

-E (Xt  / ₣s) = Xs,   ∀  s ≤  t  
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Propriétés 

-Si X t  est une martingale E (Xt ) = E (Xo), ∀  t 

-Si (X t , t ≤  T) est une martingale, le processus est complètement déterminé par sa valeur 

terminale : X t  = E (XT  / ₣ t ) .Cette dernière propriété est d’un usage très fréquent en finance. 

Définition 3 : 

Une famille de variables aléatoires (X t ,  t ≥ 0)  est une sur martingale (respectivement sous  

martingale) par rapport à la filtration ₣ t  si : 

-X t  est mesurable et intégrable pour tout t  

-E (Xt  / ₣s ) sX≤ , ∀ ts ≤  ( resp. E (Xt  / ₣s )≥  Xs  )  

III-2 Martingales locales 

Définition :   

Soit X un processus càdlàg adapté. On dit que c’est une martingale locale [28] s’il existe une  

suite de temps d’arrêt nT croissant vers l’infini telle que pour tout n le processus arrêté nTX soit une 

martingale. 

IV- Mouvement Brownien : 

Bref Historique [38,50] 

Historiquement, il s’agit du mouvement de particules de pollen en suspension dans l’eau,  

observé par  Robert Brown  1828. Il en résulte une dispersion des microparticules dans l’eau, on 

dit aussi une « diffusion »  du pollen dans l’eau. De fait, ce modèle sert actuellement à beaucoup 

d’autres modélisations de phénomènes dynamiques : 

-Particules microscopiques en suspension 

-Prix d’actions en bourse 

-Comportement asymptotique de files d’attente 

-Tout comportement dynamique avec part aléatoire (équation différentielle stochastique).    

1-Définition et propriétés générales : 

Soit (Ω ,₣, Ρ )  un espace probabilisé, on appelle mouvement brownien ( ou processus  

deWiener) standard un processus Z vérifiant : 

1- Z0 = 0 P.p.s 

2- Z est à accroissements indépendants et stationnaires 

3- ∀  (s, t) ∈ ℜ + x ℜ +, s<t,  Zt  -  Zs ~  N (0, st − ) 

4- Z est à trajectoires continues 
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L’idée intuitive qui conduit au mouvement brownien est la même qui rend la loi normale  

aussi importante en statistique; en termes non techniques, lorsqu’un phénomène résulte de 

l’addition d’un grand nombre de causes indépendantes, sa mesure suivra une loi normale du fait du 

théorème central- limite. L’interprétation financière est que, sur un marché continu, les variations  

de prix sont causées par un flot incessant d’informations qui sont reflétées immédiatement dans les 

prix. En conséquence, une évolution de prix entre deux instants s  et t est indépendante des 

évolutions précédentes car, si ce n’était pas le cas, les opérateurs en tiendraient compte dans leurs 

offres et demandes, ce qui aurait pour conséquence d’annuler cet effet de « mémoire ».      

2- Processus de Wiener général 

Le processus de Wiener standard vérifie  E (Zt ) = 0 et V(Zt ) = t  ; la généralisation naturelle  

consiste à introduire des paramètresµ  etσ  ; µ  représente le drift, c'est-à-dire l’espérance de 

variation par unité de temps  et σ 2  la variance de cette variation par unité de temps. 

Définition : 

Un processusW est appelé mouvement brownien général de paramètre µ  et σ  si W   s’écrit :   

00 =W  

tW = µ σ+t  Z t  

Les  propriétés de W se déduisent directement de celles de Z 

2-1 Propriétés des trajectoires du mouvement brownien    

-Processus gaussien : 

Définition : 

Un processus X est dit gaussien si ∀ d,  ∀ (t 1 ,………t d ) réels positifs, le vecteur (X
1t
, X

2t
,……X

dt
) 

suit une loi gaussienne. Si la loi de (X
itt+ ,   i=1….d) ne dépend pas det , on dit que le processus est 

stationnaire.   

On appelle covariance du vecteur X la matriceρ (s, t) = E [(Xs  –EX s ) (X t  –EX t )]
T   s, t≥ 0 

-Proposition : 

Le mouvement brownien est un processus gaussien stationnaire de covariance : ρ (s, t) = s∧  t 

-Réciproquement, tout processus continu gaussien de covariance ρ (s, t) = s∧  t est un mouvement 

brownien. 

-Le mouvement brownien converge « en moyenne » vers zéro presque sûrement quand t tend vers  

l’infini.                                                              lim 
t

Bt  →0 

                                                                 t→∞  
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2-2 Temps d’arrêt 

Soit (Ω ,₣, ₣ t , P) un espace probabilisé filtré; on appelle temps d’arrêt toute variable 

aléatoire τ à  valeurs dans Ґ ∪  {+ ∞ } telle que pour tout t , l’évènement { τ ≤ t} est dans la  

tribu ₣ t . 

3- Le brownien géométrique [53] 

Définition :  

Soit W un mouvement  brownien, b et σ  deux constantes. 

Le processus X t  = Xo exp { }tWtb σσ +− )
2

(
2

est appelé mouvement brownien géométrique. On 

l’appelle aussi processus « log normal ». En effet, dans ce cas  

ln X t  = (b- 
2

1 σ 2)t + σ Wt  +ln x 

4- Processus de Ornstein-Uhlenbech [19] 

Proposition: l’équation de Langevin  

∫ ++−=
t

tst XWdsaXX
0

0σ            (1) 

a pour unique solution  

∫
−−− +=

t
staat

t eXeX
0

)(
0 σ d sW                 (2) 

On écrit l’équation (1) sous forme condensée 

d σ=+ dtaXX tt d tW ,         0X  donné 

Les données du problème sont la variable aléatoire0X , le brownien W et les constantes a et σ  

Démonstration : 

Nous allons vérifier que (2)  est solution de l’équation (1), en  posant Yt = eat tX  et  en  

appliquant la formule d’intégration par parties : 

d Yt = eat d tX + a eat tX dt  =  e-atσ dWt 

dont la solution est  Yt  = Yo  + ∫
t

0

eas   σ  dWs  

V- Intégrale stochastique [35] 

On se donne un espace ( Ω ,₣, P) et un mouvement brownien W sur cet un espace. On  

désigne par )ts,W(F st ≤= σ  la filtration naturelle du mouvement Brownien. 
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1-Définition : 

On veut généraliser l’intégrale de Wiener et définir ( ∫
t

ssdW
0

θ , [ ]Tt ,0∈ ) pour des processus 

stochastiquesθ  .   En mathématiques financière, T  représente l’horizon du marché, )( tW représente 

l’évolution du prix d’un actif, )( tθ la stratégie d’investissement sur cet actif et ∫
t

ssdW
0

θ le gain 

réalisé au temps t  par la stratégieθ . 

1-1 Cas de processus étagés 

On dit qu’un processusθ  est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels tj , 0≤  t 0 ≤ t1  

≤ ……  ≤  t n   et une suite de variables aléatoiresθ j telles queθ j  soit F
jt -mesurable, appartienne à 

L2 ( Ω ) et que θ i  = θ j  pour tout t ∈]t j  ,  t 1+j ], soit θ s (ω )=∑
−

=

1

0

n

j
θ j (ω ) 1] t j

 ,  t 1+j ] (s)      

On définit alors                     ∫
∞

0

ssdWθ  = ∑
−

=

1

0

n

j

θ j  ( ))()( 1 jj tWtW −+  

On a :              E (∫
∞

0

ssdWθ ) = 0                 et                Var (∫
∞

0

ssdWθ ) =   E )(
0

2
∫
∞

dssθ  

On obtient 

∫
t

ssdW
0

θ =∑
−

=
+ Λ−Λ

1

0
1 ))()(((

n

j
jjj ttWttWθ  

1-2 Cas général 

On définit les processus càglàd de carré intégrable comme l’ensemble Γ des processus θ     

adaptés continus à gauche et limité à droite, (₣ t ) adapté tels que : 

                                                           def 

                                                               
2θ  = E [ ∫

∞

0

2dttθ ] < ∞  

Les processus étagés appartiennent àΓ . On dit aussi queθ n converge versθ  dans L2( Ω xℜ + ) si :   

θ   - θ n →0 quand n →∞  

On peut définir∫
∞

0

ssdWθ pour tous les processus θ  de Γ  : on approche θ  par des processus                                     
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étagés,  soit θ  =limθ n quand n→∞   ou θ n  = ∑
=

)(

1

nk

j

θ �jn 1] t j
 ,  t 1+j ] ,  avec θ 
j n ∈F

jt , la limite 

étant au sens de L2( Ω xℜ ). 

L’intégrale∫
∞

0

ssdWθ est alors la limite dans L2 ( Ω ) des sommes∑
=

)(

1

nk

j

θ 
jn (W (t
1+j ) –W (t

j
) dont 

l’espérance est 0 et la variance E ∑ −+ )(
~

1
2

jjj ttθ .     

On a alors    E(∫
∞

0

ssdWθ ) = 0 et              E ∫
∞

0

2)( ssdWθ    = E ∫
∞

0

2 )( dssθ . 

                 déf 

On note∫
t

ssdW
0

θ  = ∫
∞

0

θ s 1[0, t] (s) dWs. Siθ  est étagé∫
t

ssdW
0

θ  = ∑i iθ  (W
1+it  ∧ t  - W

it ∧ t). 

2- Propriétés 

On note Λ l’ensemble L2 (Ω x ℜ +) des processus θ adaptés càglàd vérifiant:E ∫ ∞
t

s ds
0

2 ))(( pϖθ ,∀t 

2-1 Linéarité 

Soit a et b des constantes et (θ  i, i=1,2) deux processus de Λ .On a  

∫
t

0

 (aθ s
1 + bθ s

2) d sW  = a ∫
t

0

θ s
1d sW  + b∫

t

0

θ s
2d sW  

2-2 Propriétés de martingale 

Proposition: 

Soit M t  =∫
t

ssdW
0

θ , ou  θ  ∈ Λ . 

a/ Le processus M est une martingale, à trajectoires continues. 

b/ Soit  N t  = ( ∫
t

0

θ s d sW )2 - ∫
t

0

θ 2
s ds. Le processus (N t , t≥ 0) est une martingale. 

Démonstration : 

La propriété de martingale s’écrit : 

E(∫
t

0

θ u  d uW  / ₣s) = ∫
s

0

θ u  d uW  , ∀ t ≥ s 

où  E (∫
t

s

θ u d uW  / ₣s) = 0 ceci implique en particulier que E (∫
t

s

θ u d uW ) =0 
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La propriété b/  équivaut à    E [( ∫
t

s

θ u d uW ) 2 / ₣s] = E [ ∫
t

s

θ  
u
2 du / ₣s]. 

3-Théorème de Girsanov [49] 

1- Changement de probabilité 

Proposition : 

Soient P et Q deux probabilités sur ( Ω , ₣ T ). On suppose  P et Q équivalentes. Alors il  

existe (L t , t ≤ T) P-  ₣t  martingale strictement positive telle que Q= L T P  sur ₣ T  et Q/₣t = L t P/₣t, 

c'est-à-dire telle que EQ(X) = EP (X L t ) pour toute variable X Q- intégrable ₣t –mesurable pour 

t ≤ T De plus 1L0 =  = 1 et EP (L t ) =1, ∀  t≤  T 

Démonstration  
Si la restriction de P et Q à ₣ T  sont équivalentes, il existe une variable aléatoire L T  ₣ T -mesurable 

telle que Q= L T P sur ₣ T .On dit que L T est densité de Q par rapport à P et EQ (X) = EP (L T X) pour 

toute variable X- ₣ T mesurable et Q- intégrable. En particulier, L T est strictement positive et  

EP (L T )=1. Soit L t  = EP (LT / ₣t). Par construction (L t , t≤  T) est une martingale et est la densité 

₣t- mesurable de Q par rapport à P sur ₣ t .  En effet, si X est ₣ t  mesurable et Q intégrable 

EQ(X) = EP (L T X) = EP [EP(X LT / ₣ t )] = EP [XEP (LT  / ₣ t )] = EP (X Lt ). 

2-Théorème de Girsanov         

Soit ( 0),( ≥ttW ) un mouvement brownien sur un espace (Ω, ₣, P) et ₣ t sa filtration. Soit tL   

un processus défini comme suit : 
∫ ∫ ≤−=
t

0

t

0

2
st Tt,ds)s(

2

1
dW)s(exp(L θθ  

où θ  est un processus  ₣ t - adapté 

-Si E P (L T )= 1, le processus LT est une martingale  

-Si Q= L T .P,  i.e si EQ (X) = EP (X LT )   pour toutes variables X  FT – mesurables, alors 

      [ ]∫−=
t

dsstWtW
0

)()()(
~ θ    est un  Q- mouvement brownien 

4- La transformé de Laplace   

Soit X une variable aléatoire [49] qui suit une loi normale d’espérance E(X) et de variance  

V(X). La transformé de Laplace de X s’écrit 

)(
2

1
)( 2

)(
XVXEX eeE

λλλ +
=  
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VI- Probabilité historique et probabilité risque neutre [58] 

Les probabilités sont très utiles en finance pour modéliser des grandeurs incertaines, pricer  

des produits, ou encore mesurer les risques. Cependant, il existe plusieurs probabilités, on dit aussi 

plusieurs mesures, les plus célèbres sont la probabilité historique et la probabilité risque neutre. 

1-La probabilité historique : 

Comme son nom l’indique, la probabilité historique  affecte à un événement donné une  

probabilité, ou une vraisemblance d’occurrence, égale à sa fréquence au sens probabiliste. Elle est 

d’une certaine manière, une mémoire du temps et aucune anticipation n’est prise en compte. 

2-La probabilité risque neutre     

Quand Black & Scholes ont écrit l’équation différentielle permettant de pricer une option,  

ayant comme sous jacent une grandeur tV , suivant un mouvement stochastique, ils se sont rendu 

compte qu’elle ne dépendait pas de son rendement, mais seulement du taux d’intérêt sans risque, 

de sa volatilité, de son niveau de prix actuel et du temps. En un mot, le prix de l’option est 

indépendant des préférences du risque des agents. Par exemple, prenant des agents qui ont une 

grande aversion au  risque, alors pour qu’ils acceptent d’investir dans un actif risqué, dans le sens 

ou son revenu est incertain, nos agents exigent un rendement -i.e un drift plus élevé pour 

compenser leur prise de risque. On voit en cela, que l’aversion au risque des agents affectera le 

prix de l’option. 

t

t

V

dV
 = µ  tdWdt σ+  

          Mais comme l’équation différentielle du pricing ne dépend pas du drift, alors pour qu’un  

calcul soit possible, on se placera dans un monde ou les agents sont neutres au risque, et 

accepteront d’investir dans un actif risqué tant que son rendement est égal à l’actif sans risque. 

Dans ce cadre, le prix de n’importe quel actif, est égal à l’espérance des gains actualisés au taux 

d’intérêt sans risque.  

 

Mathématiquement parlant, en absence d’opportunité d’arbitrage, une telle probabilité existe,  

et si de plus le marché est complet, alors elle est unique.  Le passage d’une probabilité à l’autre, 

s’appelle : un changement de probabilité de Girsanov.      
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VII- Equations différentielles stochastiques 

1-Définition 

Une équation différentielle stochastique [40] est une équation de la forme  

∫ ∫++=
t t

ssst dWXsdsXsbxX
0 0

),(),( σ          (1) 

Ou sous forme condensé    





=
+=

xX

dWXtdtXtbdX tttt

0

),(),( σ
 

La solution (X (t), t≥  0) de l’équation (1) est appelée « processus de diffusion » ou diffusion, 

avec : b : ℜ ℜ→ , σ : ℜ ℜ→  , et )0),(( ≥ttW  est un mouvement brownien par rapport à la 

filtration (₣ t , ).0≥t  Trouver une solution de l’équation (1) signifie trouver un processus 

stochastique ( )0),( ≥ttX continu, tel que pour tout  t,  X (t) est  ₣ t  mesurable et qui vérifie : 

-pour tout 0≥t , les intégrales ∫
t

0

 b (s, Xs) ds   et ∫
t

0

σ (s, Xs) d sW ont un sens, soit : 

∫
t

0

 b (s, Xs)ds <∞ et ∫
t

0

dsXs s

2
),(σ < ∞  p.s 

-pour tout 0≥t  : 

∫ ∫++=
t t

ssst dWXsdsXsbxX
0 0

),(),( σ ,    p.s 

Dans le cas ou les fonctions b et σ ne dépendent pas de t, le processus de diffusion correspondant 

est dit homogène [66]. Le théorème ci-dessous donne les conditions suffisantes sur b et σ pour 

avoir un résultat d’existence et d’unicité pour (1).  

2- Théorème d’existence [13] 

Si b et σ  sont des fonctions, telles qu’il existe K <∞ , avec : 













−≤−+−

+≤+

yxKytxtytbxtbii

xKxtxtbi

),(),(),(),()

)1(),(),()
2222

σσ
σ

, alors, pour tout 0≥T , l’équation (1) admet une 

solution unique dans l’intervalle [0, T] . De plus cette solution vérifie : 

E ( Tt0sup ≤≤
2

)t(X ) < ∞  

L’unicité [38] signifie que si TttX ≤≤0))((  et TttY ≤≤0))((  sont deux solutions de (1), alors p.s 

Tt ≤≤∀0 , X (t) = Y (t).  
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VIII- Equations aux dérivées partielles [35] 

On se donne deux  fonctions b et σ  de [0, T]  xℜ  dansℜ , vérifiant les hypothèses  du  

théorème (2) concernant l’existence de solution d’EDS٢. Soit A l’opérateur défini sur les fonctions 

de C 2,1 par  

A ),( xtf =  ),( xtf t′ + ),(),(
2

1
),(),( 2 xtxtfxtbxtf xxx σ′′+′  

Soit (Xu
x, t, u≥ t) le processus d’Itô défini par  

∫ ∫++=
u

t

u

t

s
tx

s
tx

s
tx

t
tx

u tudWXsdsXsbXX f,),(),( ,,,, σ           (2) 

avec une condition initiale en t : Xt
x, t = x   

1-Problème parabolique 

On cherche les solutions du problème parabolique suivant, avec une « condition terminale »,  

c'est-à-dire une fonction g de ℜ  dans ℜ  qui va préciser la valeur de la solution de l’équation aux 

dérivées partielles en T. 

∈∀= xxtAf ,0),( ℜ , ∀ t  ∈ [0, T] 

                    )(),( xgxTf =      ∀ x∈ ℜ                         (3) 

Si ƒ est solution du problème parabolique (3) et X une solution de (2), la formule d’Itô conduit à :  

∫
′+=

u

t

s
tx

s
tx

sx
tx

u dWXsXsfxtfXtf ),(),(),(),( ,,, σ  

En particulier enT , on a : ∫
′+==

T

t

s
tx

s
tx

sx
tx

T
tx

T dWXsXsfxtfXgXTf ),(),(),()(),( ,,,, σ et si 

l’intégrale est une martingale on en déduit ))((),( ,tx
TXgExtf = . 

Théorème : 

La solution du problème parabolique  

∈∀= xxtAf ,0),( ℜ , ∀ t ∈ [0, T] 

                                                )(),( xgxTf =   ∀ x∈ ℜ                          

est donné par oùXgExtf tx
T ),((),( ,=   Xx,t  est le processus  d’Itô  défini par  

∫ ∫++
u

t

u

t

s
tx

s
tx

s
tx

u tudWXsdsXsbX f,),(),( ,,, σ  

avec une condition initiale en t  : xX tx
t =,  

                                                 
٢ Équation différentielle stochastique 
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Ce résultat est écrit souvent sous la forme équivalente suivante : 

))((),( , Ttx XgExtf = ,    où  X  est le processus d’Itô défini par 

                         ssss dWXsdsXsbdX ),(),( σ+=  

L’espérance étant prise sous la probabilité P qui est telle que le processus X prend la valeur x à 

l’instant t . 

2- Généralisation 

Soit α une constante positive. On cherche les solutions du problème parabolique suivant :  

 A =),( xtf  α ),( xtf ,  ∀ x∈ ℜ , ∀ t ∈ [0, T]    (4) 

                               )(),( xgxTf =          ∀ x∈ ℜ                              (5) 

Si ƒ est solution de (4), et X une solution de (2), la formule d’Itô entre t  et T conduit à  

   ,(Tf X tx
T

, ) exp -α T = ),( xtf exp-α t  +∫
T

t

 ƒx
´ (s, X tx

s
, ) [exp- α s ] σ (s, X tx

s
, ) d sW , 

et si l’intégrale est une martingale (condition d’intégrabilité sur  ƒx
´ etσ ) on en déduit                                                  

),( xtf = E[ )(exp tT−−α )(Xg ].  En exploitant le caractère Markovien, on a aussi :  

),( xtf = E( )(exp tT−−α )( TXg  / Xt  = x)  

 

où 

∫ ∫++=
s s

uuus dWXuduXubXX
0 0

0 ),(),( σ  
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Conclusion 

Nous avons essayé d’introduire dans ce chapitre les notions de bases de calcul stochastique.  

La définition des processus stochastiques, des processus prévisibles, des martingales, du processus 

d’Itô et du mouvement brownien sont d’un usage très utile en finance.     

 

         L’utilisation de quelques théorèmes et propositions a été d’un grand apport dans le sens ou 

ils apportent des éclaircissements concernant la résolution de quelques problèmes de modélisation 

en finance et plus particulièrement les modèles d’évaluation de la structure temporelle des taux 

d’intérêt et de déformation de la courbe des taux qui feront l’objet du chapitre III.   
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           CHAPITRE III : LES MODELES DE TAUX ET                          

         DE DEFORMATION DE LA COURBE DES TAUX 

 

INTRODUCTION  : 

L’incertitude sur les mouvements futurs des taux d’intérêt est un point important en théorie  

de la décision financière. La plupart des agents sont averses au risque, et ce risque est lié en 

particulier au taux d’intérêt. L’étude de la structure par terme des taux d’intérêts est d’une grande 

importance pratique, qui révèle les anticipations des agents sur les risques à venir. En particulier, 

la compréhension des déformations de la courbe des taux permet d’asseoir une stratégie de gestion 

de trésorerie (choix de la durée de placement, spéculation sur la structure des taux …). La 

volatilité accrue des taux d’intérêt rend techniquement très important tout progrès allant dans le 

sens d’une plus grande maîtrise de ces problèmes. 

 

Pour étudier les déformations futures de la courbe des taux et les contraintes qui pèsent sur  

ces derniers, on a jugé utile d’introduire dans ce chapitre, la notion de taux d’intérêt et leur 

formation, la modélisation stochastique à temps discret et à temps continu, ainsi que la notion 

d’absence d’opportunité d’arbitrage et enfin, nous présenterons les principaux modèles de taux 

utilisés en finance à savoir le modèle de Vasicek, de Cox-Ingersoll-Ross, de Heath-Jarrow- 

Morton …. , où les solutions sont données d’une façon numérique.  
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III-1 Intérêt et taux d’intérêt 

Définition : 

L’intérêt est la rémunération du capital prêté [25] que l’emprunteur verse au prêteur. Son  

taux dépend des conditions du marché, de la longueur du prêt (taux longs, taux courts) et de la 

réputation de l’emprunteur. Ce taux est une fonction : 

-Du temps 

-Du risque (le taux d’intérêt sera une fonction croissante du risque; plus l’emprunteur  fait prendre 

de risque, plus le taux est élevé). 

-Des conditions économiques en général (si le prêteur à la possibilité de placer son  argent à 4,5%, 

il n’acceptera pas de prêter à moins).         

III-2 La formation des taux d’intérêt : 

1- L’importance de la banque centrale  

La Banque Centrale [18] est un établissement financier public, qui à le monopole de  

l’émission de  monnaie. Une banque centrale est donc associée  à une monnaie, la BCE (Banque 

Centrale Européenne pour l’Euro ou Fédéral Réserve pour le Dollar).Toutes les autres banques 

ont des comptes à la banque centrale, qui servent notamment pour les mécanismes de 

compensation interbancaire. 

Les banques se refinancent en permanence auprès de la banque centrale. Celle-ci  a pour  

objectif la stabilité des prix, et celle des taux de change, tandis que le gouvernement doit veiller 

sur la croissance et sur l’emploi.   

2- Formation des taux longs      

Les taux  à long terme sont des taux négociés, c'est-à-dire qu’ils résultent de l’équilibre de  

l’offre et de la demande [59] des capitaux à long terme. Notons que les emprunteurs les plus 

importants sont les Etats. Ils quantifient en particulier le compromis entre le placement financier à 

long terme et l’investissement dans un projet industriel. 

Les taux longs ont souvent été vus comme la moyenne géométrique des taux courts   

anticipés, par définition de ces derniers. On dit que les taux longs sont « le juge de paix ». D’une  

part, ils reflètent la santé économique d’un pays et d’autre part, ils sont influencés par les 

anticipations des agents économiques, anticipation sur l’inflation certes, mais aussi sur la politique 

économique, voire sur  la politique ; en bref sur tous ce qui peut modifier l’économie. 

Les taux d’intérêts à long terme sont déterminés par le marché financier 
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3- Formation des taux courts 

Ils se forment de manière différente [59]. Certes, sur le marché monétaire, l’offre et la  

demande de capitaux se confrontent, mais les acteurs ne sont pas les mêmes. Ce sont 

essentiellement des banques commerciales, des investisseurs institutionnels (assurances ou fonds 

de pension) et des grandes entreprises sous le contrôle de la banque centrale. 

La banque centrale intervient sur le marché monétaire en injectant plus ou moins de 

monnaie centrale pour refinancer les banques commerciales qui, en fonction de leur activité de 

crédit bancaire, peuvent, temporairement manquer de monnaie centrale pour faire face  aux 

retraits en liquide  de leurs clients ou aux fuites de son propre réseau. 

         Logiquement, les taux courts doivent être inférieurs aux taux longs (de l’ordre de 2 à 3 

points) puisque l’argent est engagé pour moins longtemps. Mais quand les banques centrales 

interviennent beaucoup, il peut se produire une « inversion des taux  (Etats- Unis d’Amérique en 

2000), phénomène pervers qui consiste à mieux rémunérer l’argent placé à court terme que 

l’argent investi à long terme.  

Les taux d’intérêt à court terme sont déterminés par la banque centrale 

(En Europe, la BCE). 

Celle-ci agit dans le cadre de sa politique monétaire, en fonction de considérations internes et  

externes. 

Au niveau interne, elle doit : 

-En priorité veiller à lutter contre l’inflation     

-Optimiser la croissance économique  

-Favoriser l’emploi 

Au niveau externe, elle doit cherché à  

-Maintenir un taux de change acceptable vis-à-vis du $ et du yen   

4-Le taux de base bancaire (TBB) ou prime rate 

Comme  nous l’avons vu ci-dessus, les particuliers n’ont pas accès aux marchés financiers.  

Pour placer leur argent ou pour emprunter, ils passent généralement, par l’intermédiaire d’une  

banque. Le taux de base bancaire correspond alors au meilleurs taux que chaque banque peut 

accorder à ses meilleurs clients. Le taux de base bancaire s’applique à 4% des crédits aux 

particuliers et à 15% des prêts aux entreprises, principalement les crédits de trésoreries et 

d’équipement. 
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5-Les principaux taux fixes et taux variables du marché français 

*Les taux fixes [18] 

T.M.P : le taux moyen pondéré.  Il est calculé par la banque de France qui recense  toutes les 

opérations de prêts effectués le jour J et d’une durée de 1 jour. 

T.M.M : le taux moyen mensuel du marché monétaire est la moyenne arithmétique des T.M.P du 

mois civil considéré. 

T.A.M : le taux annuel monétaire correspond aux taux de rendement d’un placement mensuel à 

intérêt composés, renouvelé chaque fin du mois au T.M.M, sur les 12 derniers mois écoulés. 

T.H.E : c’est le taux hebdomadaire de rendement des emprunts d’Etat à long terme sur le marché 

secondaire. Il s’agit de la moyenne des taux de rendement actuariels nets achetés avec frais 

unitaires, calculé à partir du premier cours de bourse des emprunts d’Etat faisant partie d’un 

échantillon mis à jour quotidiennement.  

T.H.O : Le taux hebdomadaire obligataire sur le marché primaire est calculé à partir des taux 

actuariels bruts (unitaires et sans frais) des émissions obligataires à taux fixe d’une semaine. 

T.M.O : Le taux mensuel obligataire sur le marché primaire est calculé à partir des émissions 

intervenant dans les THO de tous les jeudis appartenant au mois considéré. 

*Les taux variables [34] 

Taux PIBOR et EURIBOR 

-Les taux Pibor (Paris InterBank Offered Rate) sont des taux moyens pratiqués sur le marché 

français par certaines banques et pour 12 échéances de 1 à 12 mois. 

-Les Euribor sont les homologues des taux Libor cotés à Londres depuis les années 70 et sont les 

successeurs du Pibor coté depuis les années 80 à Paris.  

III- 3 Modélisation stochastique 

L’avenir est incertain, mais il existe des modèles de son évolution (modèles à temps discret  

et modèles à temps continus). Ces modèles prennent en compte [23] l’aspect aléatoire du futur, ils  

sont donc dits stochastiques (en opposition à déterministes). Il est considéré que le marché 

financier peut suivre différentes évolutions, chacune de ses évolutions ayant une certaine 

probabilité d’avoir effectivement lieu. Par exemple, deux paramètres clefs pour décrire l’évolution 

du cours d’une action sont sa tendance (haussière ou baissière) et sa volatilité (« nervosité » du 

marché).    
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1- Modèles à temps discret 

Nous nous plaçons dans un modèle ou les transactions ont lieu sans coût à des instants   

indexés par des entiers, et nous travaillons [16] sous hypothèse d’absence d’opportunité 

d’arbitrage. Une personne empruntant 1 Euro à la date n devra rembourser ),( NnF euro à la 

dateN , date d’échéance du prêt. On dit que ),( NnF est le prix forward de 1 Euro. 

Si )(nS  est le prix d’un produit financier exprimé en unités de la date n, le prix forward de  

S est  exprimé en unités de la date N  par ),()()( NnFnSNSF =          

Définition 

Un zéro coupon de maturité N est un titre versant 1 Euro à la dateN et ne générant aucun  

flux avantN . Le prix à la date n d’un zéro coupon de maturité N (n≤  N) est noté ),( NnP . C’est 

le prix de 1 euro payé à la dateN . On a 1),( =NNP . Le prix forward de 1 euro et le prix d’un 

zéro coupon sont liés par la relation [ ] 1),(),( −= NnPNnF , sous hypothèse d’absence 

d’opportunité  d’arbitrage. On définit le taux forward instantané par : 

),( Nnf  = log
)1,(

),(

+NnP

NnP
 

et le taux spot par ),()( nnfnr =  . On a ))(exp()1,( nrnnP −=+  

La structure par terme des taux est l’étude de la famille ,.)(nP ou de la famille ,.)(nf . Une des 

approches consiste à étudier la déformation de la courbe des taux, c'est-à-dire à exprimer 

),( Nnf en fonction de la courbe des taux aujourd’hui ),0( Nf .    

2- Modèles à temps continu 

Les modèles à temps continus [22] considèrent des périodes qui ne sont pas de l’ordre de  

l’année ou du mois, mais de la journée, de l’heure, à savoir de la seconde, d’où différentes 

approches sont utilisés en temps continu pour étudier la structure par terme des taux d’intérêts. La 

première consiste à modéliser le prix des zéro coupons en respectant l’hypothèse d’absence 

d’opportunité d’arbitrage, et en déduire l’expression du taux spot. La deuxième utilise le taux spot 

comme variable explicative. Nous allons évoquer dans ce qui suit comment un changement de 

probabilité permet de valoriser facilement des produits sur taux. 

Définition   

On donne les mêmes définitions qu’en temps discret.  

-On appelle zéro coupon de maturité T  un titre versant 1 euro à la dateT , et ne donnant aucun 

flux entre 0 etT . On suppose que pour toutT , il existe un zéro coupon de maturitéT .  
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- On appelle maturité d’une obligation sa durée de vie résiduelle, c'est-à-dire la durée qui sépare la  

date actuelle de la date de remboursement.  

-Le prix à la date t  d’un zéro coupon de maturitéT  est noté ),( TtP .On a 1),( =TTP   

 

Désignons par ),( TtP le prix d’une obligation zéro coupon à l’instantt , avec maturitéT .  

Cette obligation nous assume de recevoir une unité d’argent [68] à la date de maturitéT . Nous 

avons donc 1),( =TTP . Si ),( TtR désigne le rendement à l’échéance T (valeur moyenne du taux  

instantané) nous avons :  

)),()(exp(),( TtRtTTtP −−=  

La courbe des taux sera la courbeθ a R (t,θ ). Nous voulons étudier le comportement de cette 

courbe en fonction de la courbe à l’instant initial c'est-à-dire, θ a R (0,θ ). 

On remarque que :       

),( TtR = -
tT −

1
 log ( ),( TtP ) 

Le taux d’intérêt instantané [5] est donné par  

)(tr  = lim R (t, T) 

T→ t 

                         = - lim 
tT −

1
 log P (t, T) 

T→ t 

                         = - [
T

TtP

∂
∂ ),(log( ]T=t 

Dans un modèle déterministe on doit avoir  

P ),(),(),( TuPutPTt =  ,  ∀  Tut ≤≤      (1) 

pour éviter les opportunités d’arbitrage. On en déduit sous l’hypothèse d’absence d’opportunité 

d’arbitrage l’existence d’une fonction r  telle que : 

  ),( TtP = exp (-∫
T

t

r(s) ds)       (2) 

On vérifie comme dans le cas discret que  

   ),( TtR = 
tT −

1
∫
T

t

r(s) ds       (3) 
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         Si nous nous plaçons dans le cas de modèles stochastiques pour lesquels les formules (1), (2) 

et (3) ne sont pas valables, les quantités ),( TtP  et )(tr  seront des variables mesurables par rapport 

à une filtration { (₣t, t ≥ 0 } qui est une famille de sous tribu de F croissante et qui représente 

l’information ce dont on dispose à chaque instant. Dans le cas continu on envisage deux types de 

modèles : 

1-Modèles d’équilibre, qui donnent la dynamique de )(tr et l’expression du prix ),( TtP des 

obligations zéro coupons.     

2-Modèles sans arbitrage, qui modélisent directement les courbes ),( TtP ou bien ),( TtR  

III-4 Absence d’arbitrage et modélisation des taux  

1- Les modèles déterministes  

Si les taux d’intérêt sont déterministes, l’absence d’arbitrage dit que les prix des zéro  

coupons, qui correspondent au prix de 1 euro payé dans le futur doivent vérifier 

),(

),(

TtP

TtdP
 =  dtrt  

Soit encore puisque 1),( =TTP  

),( TtP = exp (-∫
T

t

r(s) ds)                        ),( TtP  = ),0( TP exp (-∫
t

0

r(s) ds) 

2- Les modèles aléatoires 

L’absences d’opportunité d’arbitrage entre les pris ),( TtP des zéro coupon de différentes  

maturités conduit à des résultats très similaires à ceux du cas déterministes. Cette hypothèse 

permet encore de reconstruire le prix des zéro coupon à partir de la dynamique du taux court. 

Pour décrire cette liaison, nous supposons que toutes les maturités T, les prix des zéro  

coupons suivent des processus d’Itô. L’absence d’opportunité d’arbitrage se traduit par l’existence 

d’un vecteurλ t  appelé prime de risque tel que les prix des zéro coupon évoluent comme : 

),(

),(

TtP

TtdP
= )(tr tWdTtdt

~
),(Γ+ ,         1),( =TTP  

où tWd
~

= dtdW tt λ−  est un Q- mouvement Brownien et ),( TtΓ est la volatilité locale 
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III-5 Modèles d’équilibre avec un facteur  

Dans ces modèles [16] le taux d’intérêt instantané )(tr est connu et nous souhaitons décrire  

la courbe des taux à long terme. Supposons que )(tr  satisfait une équation différentielle 

stochastique de la forme : 

tdWtrtgdttrtftdr ))(,())(,()( +=  

où W= { tW , t ∈ [0, T] } est un mouvement brownien définit sur un espace de 

probabilité( Ω ,F,P). Supposons que{ ₣t,  t∈[0,T] } est une famille croissante de sous tribu, qui 

représente en pratique l’information disponible en t,  et que ₣t =F. Supposons que les coefficient ƒ 

et g satisfont les conditions de croissance linéaire et la propriété de lipschits. Le facteur 

d’actualisation appelé aussi fonction d’actualisation est donnée par :      

tA = exp (- ∫
t

0

r(s) ds) 

L’ingrédient principal dans la modélisation de P (t, T) sera l’hypothèse (H) suivante : 

Il existe une probabilité Q équivalente à P qui rend les prix actualisés  

 

),(),(
~

utPAutP t=  

des martingales par rapport à la filtration { ₣t , t∈[0,u] } pour tout u ∈[0,T]. 

Cette hypothèse nous permettra de calculer le prix ),( TtP du zéro coupon de la manière suivante : 

 

),( utP  = EQ (
t

u

A

A
/₣t) 

                                                                      = EQ (exp (-∫
u

t

r(s) d s) / ₣t) 

En général la probabilité Q sera de la forme Q (A)= E (1A  LT) 

L T  = exp (∫
T

0

 qs sdW - 
2

1
∫
T

0

qs
2 ds  ) 

où { qs , s∈[0,T] } est un processus adapté tel que  E(∫
T

0

qs
2  ds < ∞ ). Le théorème de Girsanov 

nous donne dans ce cas { tt WW =~
 - ∫

t

0

qs  ds,  t∈[0,T] }qui est un mouvement brownien par 
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rapport à Q. Ce théorème nous permet [52] de changer d’univers : on passe de l’univers historique 

( Ω ,₣t, P) à l’univers d’évaluation  (Ω ,₣t, Q) où Q est la nouvelle mesure de probabilité, appelé 

probabilité risque neutre . 

Sous cette hypothèse le prix du zéro coupon peut se calculer comme on la cité précédemment de 

la façon suivante : 

QEutP =),( (exp (-∫
u

t

r(s) ds )/ ₣t) 

valeur qui constitue en fait la véritable fonction d’actualisation.                                                    

III-6 Modélisation des taux d’intérêt 

Avant de présenter les différents modèles de taux en temps continu, il faut préalablement  

préciser les principales hypothèses [27] retenues pour leur détermination : 

- Pas de coût de transaction ; 

- Titres parfaitement divisibles ; 

- Les agents sont rationnels et disposent du même niveau d’information ; 

- Les marchés sont efficients : ils ne permettent pas de possibilité d’arbitrage ; 

- Les taux d’emprunts et de prêts sont identiques 

1- Dynamique des taux en temps continu 

A  une date donnéet , on fait l’hypothèse que le taux instantané r  suit un processus de  

diffusion caractérisé par l’équation suivante : 

tdWtrdttrtdr ),(),()( σµ +=  

avec : 

dr  :      Variation du taux r au cours de l’instant dt  

),( trµ : Moyenne des changements instantanés du taux par unité de temps  

            (ou coefficient de dérive) 

),( trσ : Écart type des changements instantanés du taux par unité de temps  

                (ou coefficient de diffusion ou encore la volatilité) 

tdW :     Un processus standard de Gauss-Weiner 

Cette formule est la structure de base qui permet de retrouver les principales dynamiques continues  

de taux. 
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A- Equation différentielle d’un zéro coupon  

L’équation différentielle régissant le prix d’un zéro coupon [1] est obtenue de manière  

classique en utilisant en premier lieu le lemme d’Itô, puis le théorème de Girsanov. 

Soit ),( TtP le prix du zéro coupon qu’on souhaite évaluer. L’application du lemme d’Itô fournit 

l’équation vérifiée par le prix du zéro coupon : 

dP= [ tP + ),( trµ rP + 
2

1
),(2 trσ rrP ] dt  + ),( trσ rP dW  

P t , P r  , P rr  désignent respectivement la dérivée partielle première par rapport àt , la dérivé 

partielle première par rapport à r et la dérivé du second ordre par rapport àr . 

En appliquant le théorème de Girsanov avec tdWWd =~
- λ(r, t) dt  (λ correspondant au prix de 

marché du risque), la formule précédente devient : 

dP= [Pt + ),( trµ rP + 
2

1
),(2 trσ rrP + λ(r, t) ),( trσ rP ] dt + ),( trσ rP dW

~
 

Or dans un univers  risque neutre la relation rPdtdP =  doit être vérifiée. Cette remarque nous 

conduit donc à poser : 

tP + [ ),( trµ + λ(r, t) ),( trσ ] rP  + 
2

1
),(2 trσ rrP - rP =0 

Cette relation est primordiale dans la mesure ou elle permet (lorsqu’elle est complété par une 

condition aux limites) la détermination de la valeur du taux r modélisé par différentes dynamiques.  

B- Modèle de Vasicek 

1- L’équation des taux 

Un seul facteur est à l’origine de la déformation  de la courbe des taux [21] dans le modèle  

de Vasicek. Cet unique facteur est le taux court instantané qui est modélisé sous la forme d’un 

processus d’Ornstein Uhlenbeck : 

)(tdr = a (b – r (t)) dt  +σ  tdW  

où les paramètres a, b etσ  sont constants. Il convient aussi d’indiquer que le taux du marché λ est 

supposé constant et que tW correspond à un processus de Wiener standard.  

   

           Cette modélisation permet de prendre en compte l’effet de retour à la moyenne (mean-

reverting) [11] constaté sur les taux d’intérêts. Des valeurs élevées des taux ont tendance à être 

suivies plus fréquemment de baisses que par des hausses. L’effet inverse est également constaté 

pour des niveaux de taux inhabituellement bas. 
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-Lorsque )(tr < b l’espérance de variation de )(tr est positive, dans ce cas, le taux court à tendance 

à  augmenter, se rapprochant de la moyenne sur long terme d’autant plus intensément qu’en s’en 

est écarté et que le paramètre a est grand.   

-A l’inverse, si )(tr  > b, l’espérance instantané de )(tr  est négative et )(tr diminue dans le temps 

pour se rapprocher de b.   

La forme explicite de la solution est : 

)(tr =   r 0  e-at +  b (1- e-a t ) + σ e at−
∫
t

s
asdWe

0

 

avec comme paramètre : 

0r : Taux instantané sans risque à la date 0  

b :   Niveau moyen du taux qui est supposé constant 

a :   La vitesse de retour à la moyenne 

σ :   Variance du changement instantané de r   

tdW : Un mouvement brownien   

Propriétés : 

Les variables aléatoires )(tr ont une loi normale de paramètres : 

� E( )(tr ) = r(0) e-at + b( 1- e-at  ) 

� Var ( )(tr ) =  a

e at

2

)1( 22 −−σ
 

2-Proposition [35] 

La variable ∫
t

sdsr
0

est une variable gaussienne de moyenne 

E (∫
−−−+=

t at

s a

e
brbtdsr

0

0

1
)()       et de variance )

1
()1(

2 2

2
2

3

2

a

e
t

a
e

a

at
at

−
− −−+−− σσ

 

Démonstration : 

Par définition ∫ +−+=
t

tst Wdsraabtrr
0

0 σ . D’où 

∫
t

sdsr
0

= ]

 +++−−−−=+++− ∫
−−− t

0
t0u

)ut(aat
0t0t WabtrdWebe)br(

a

1
)Wabtrr(

a

1 σσσ  
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Plus généralement, on a, pour  st ≥  

E (∫ =−−+=
−t

s

a

ssu stM
a

e
brbFdur ),(

1
)()/

τ

τ  

V (∫ =−−+−=
−

−
t

s

a
a

u stV
a

e

a
e

a
dur ),()

1
()1(

2
)

2

2
2

3

2 τ
τ τσσ

 

La variable ∫
t

s

udur est une variable gaussienne dont on connaît, conditionnellement à sF  

l’espérance et la variance. On en déduit  

E ( ∫ +−=−
t

s

su stVstMFdur )),(
2

1
),(exp()/exp  

3- Structure des zéro coupons dans Vasicek 

Dans le modèle de Vasicek le prix d’un zéro coupon de maturité T, noté ),( TtP est donné  

par la formule : 

[ ]∫−=
T

t

tu FdurETtP )/(exp),(  

En utilisant les calculs précédents et en exploitant les propriétés de la transformé de Laplace, la 

formule du zéro coupon devient : 

[ ) ]








−−∞−−∞−= −− 2
3

2

)1(
4

)()(()1(
1

exp),( ττ στ aa e
a

RtrRe
a

TtP
 

avec : 













−+=∞

−=

rdetindépendan
aa

bR

tT

..
2

)(
2

2

λ

σλσ
τ

 

qui est solution de l’équation aux dérivées partielles [20] suivante: 

0rP
r

P

2

1

r

P
))rb(a(

t

P
2

2
2 =−

∂
∂+

∂
∂+−+

∂
∂ σσλ ,   1),( =TTP  

où a, b, σ, λ sont des constantes positives 

La relation  ),( Ttr = ),(ln
1

TtP
tT −

−  conduit finalement à la valeur de r : 

),( τtr = R (∞  ) + [ )(tr - R (∞  )] 2
3

2

)1(
4

)1(
1 ττ

τ
σ

τ
aa e

a
e

a
−− −+−  
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Ce modèle permet d’obtenir la plupart des formes [27] de la courbe des taux : 

� Structure ascendante si )(tr ≤  R (∞  ) -  
2

2

4a

σ  

� Structure inversée si )(tr ≥  R (∞  ) +  
2

2

2a

σ  

� Structure bosselée si R (∞  ) +  
2

2

2a

σ
 ≤  )(tr ≤  R (∞  ) -  

2

2

4a

σ
 

Ce modèle dit de déport normal présente néanmoins des inconvénients : 

� Les différents paramètres du processus de diffusion sont constants 

� Il n’est pas possible d’obtenir une courbe de taux sous forme de cuvette 

� Les valeurs négatives du taux d’intérêt ne sont pas censurées 

3- La courbe des taux issue du modèle de Vasicek 

Le modèle de Vasicek donne la forme analytique [18] de la courbe des taux aujourd’hui et  

plus généralement de n’importe quelle date. 

Le graphe de la fonction θ → R (t,θ ) ressemble effectivement à de nombreuses courbes de 

taux  observés sur le marché. Toutefois, certaines d’entre elles, notamment les courbes dites 

« inversées », ou le taux court  est plus haut que le taux long ne peuvent être atteintes par un 

modèle de ce genre.  

C- Modèle de Cox-Ingersoll-Ross 

Ce modèle, établi en 1985, introduit un processus en racine carrée [9] qui interdit à un taux  

initialement positif de prendre des valeurs négatives, tout en conservant la simplicité du processus 

d’Ornstein Uhlenbeck. Il présente comme différentielle du taux spot : 

)(tdr  = a (b- r (t)) dt +σ )(tr  tdW  ,     rr =)0(     (1) 

où  a, b et σ  sont des constantes positives et Wt  un processus de Wiener standard. 

Ce modèle présente [14]  des propriétés réalistes : 

� Les taux d’intérêt négatifs sont exclus 

� La variance du processus croît avec r 

� Les taux d’intérêt se rapprochent à long terme de la valeurb , quand a détermine la 

vitesse d’ajustement.   

La fonction )(tr  n’étant pas une fonction lipschitzienne, la solution de l’équation différentielle 

stochastique (1) est non explicite, on sait qu’il existe une solution positive mais on ne peut pas la  
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trouver explicitement, il faut utiliser des procédures numériques pour la trouver. Dans ce modèle, 

les variables )(tr  n’ont pas une loi normale (comme dans le cas du modèle de Vasicek) et sont 

toujours positives. 

1- Structure du zéro coupon dans CIR 

         La valeur du zero-coupon est déterminée par la formule suivante: 

))(),(exp(),(),,( trTtBTtATtrP −=  

avec  





















=

++=

+−++
−=

+−++
=

−

−

−

−++

rtr

a

ea

e
TtB

ea

e
TtA

Tt

tT

tT

tT

tT
a

σ
λλ

σλγ

γλγ

γλγ
γ

γ

γ

γ

λγ

),(

2)(

2)1)((

)1(2
),(

2)1)((

2
),(

22

)(

)(

)(

2
)(

p

 

qui est solution d’une équation aux dérivées partielles. 

2- Calcul des prix zéro coupon 

Equation aux dérivées partielles d’évaluation 

On utilise l’équation aux dérivées partielles ci-dessous qui permet d’obtenir les formules de  

prix  comme solution de celle-ci. 

0rP
r

P
r

2

1

r

P
)r)rb(a(

t

P
2

2
2 =−

∂
∂+

∂
∂+−+

∂
∂ σλ ,    1),( =TTP  

La relation ),,( TtrR = ),,(ln
1

TtrP
tT −

− permet d’aboutir à la structure par terme des taux : 

),,( TtrR = 
tT

TtAtrTtB

−
− ),(ln)(),(

 

Comme pour le modèle de Vasicek, il est possible d’obtenir plusieurs [27] formes pour la courbe 

des taux : 

� Structure ascendante si )(tr ≤  ),,( ∞trR  

� Structure inversée si )(tr
λ+

≥
a

ab
 

� Structure bosselée si   
λ+a

ab ≤≤ )t(r ),,( ∞trR  
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D- Modèle de Heath-Jarrow-Morton 

Le modèle de HJM [28] qui date de 1992 se propose de modéliser l’ensemble de la structure  

à terme des taux d’intérêt du point de vue de la théorie d’arbitrage. HJM ne propose pas une 

structure dynamique spécifique, mais plutôt un cadre de travail.  

Après avoir présenter la structure générale de la méthodologie de HJM, nous nous  

intéresserons à deux modèles [27] qui répondent aux caractéristiques de l’approche HJM : Les 

modèles de Ho& Lee et de Vasicek généralisé.   

a) Notations : 

IL est indispensable d’introduire certaines notations avant de se concentrer sur la  

méthodologie HJM. 

� ),( TtP : prix d’une obligation sans coupon définie par la valeur en t  de un euro qui sera 

payé en T  

� ),( TtR = ),(ln
1

TtP
tT −

−  : le taux de rendement continu 

� )T,t(Rlim)t(r tT→=  : le taux sans risque instantané  

� ),( Ttf = ),(ln TtP
T∂
∂−

 : le taux forward instantané. ),( Ttf  représente le taux d’intérêt 

sans risque pour un prêt contracté au temps t débutant à T pour une période infinitésimale. 

� Ces diverses définitions  conduisent à poser deux relations : ),( TtP = e ∫−
T

t
dsstf ),(

 et      

      )(tr  = )t,t(f  

b) La méthodologie 

On suppose que la dynamique du taux forward instantané [31] est donnée par l’équation  

différentielle stochastique suivante : 

tdW)T,t(dt)T,t()T,t(df σµ +=  

tdW étant un processus de Wiener standard sous la probabilité historique P 

La forme intégrée donne  += ),0(),( TfTtf ∫ ∫+
t t

sdWTsdsTs
0 0

),(),( σµ  

Il faut également préciser l’hypothèse initiale de la méthodologie HJM : ),0(),0( TfTf ∗= où 

),0( Tf ∗  représente le taux forward instantané observable sur le marché. 
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         D’autre part, l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage impose une condition sur µ (.,.) 

et  sur σ(.,.). Plus précisément si λ ),( Tt est le processus vérifiant la relation : 

 ),(),( TtTt σµ = [ ∫ −
T

t

Ttdsst ),(),( λσ ], la condition d’absence d’arbitrage s’exprime par 

l’indépendance de λ ),( Tt vis-à-vis de T et donc (λ ),( Tt = λ )(t ). 

Mais la complexité d’estimation de la prime de risque λ )(t  à partir du marché des titres  

obligataires pose problème. Pour contourner ce problème, HJM propose de faire appel à la mesure 

risque neutre Q. Sous cette mesure, l’évaluation du prix d’une obligation ne fait pas intervenirλ (t). 

Dorénavant on suppose que la dynamique du taux forward instantané dans l’univers risque neutre 

est donné par : 

tWdTtdtTtTtdf
~

),(),(),( σµ +=  

L’hypothèse d’absence d’arbitrage  impose également une relation entre µ (.,.) et σ (.,.), néanmoins 

celle-ci ne fait plus apparaître la prime de risque: µ(t, T)=σ (t, T)∫
T

t

dsst ),(σ . Ainsi, pour déterminer 

la valeur d’une obligation sans risque de défaut, il suffit de suivre les différentes étapes détaillées 

ci-après : 

1- On observe sur le marché la courbe des taux forward instantanés ),0( Tf ∗  

2- On choisit un processus de volatilité ),( Ttσ  

3- En vertus de la relation donnée plus haut, on en déduit la valeur de ),( Ttµ   

4- On détermine le taux forward instantané dans l’univers risque neutre : 









=

++=

∗

∫ ∫

),0(),0(

~
),(),(),0(),(

0 0

TfTavecf

WdTsdsTsTfTtf
t t

sσµ
  

5- On retrouve le taux court terme en utilisant la relation suivante 








++=

=

∫ ∫
t

0

t

0
sW

~
d)t,s(ds)t,s()t,0(f)t(soitr

)t,t(f)t(r

σµ
 

6- Finalement,  l’expression du prix d’une obligation sans coupon et sa ns risque de défaut s’écrit 

comme suit :  







 ++−= ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

T

t

t

0

T

t

t

0

T

t
))s(W

~
d)du)u,s((duds)u,s(du)u,0(f(exp)T,t(P σµ  
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Le grand avantage de la méthodologie HJM est d’introduire comme paramètre de départ la courbe 

des taux forward instantané au temps 0. Les parties suivantes sont des illustrations [27] de cette 

méthodologie ; nous allons choisir un modèle pour ),( Ttσ (Ho&Lee, Vasicek généralisé), puis 

appliqué la méthodologie décrite antérieurement. 

c) Modèle de Ho&Lee 

Ce modèle est l’application la plus connue de la méthodologie de HJM. L’hypothèse de base  

de ce modèle consiste à considérer le coefficient de diffusion comme constant : 

σσ =),( Tt  

La relation ),(),( TtTt σµ = ∫
T

t

dsst ),(σ , nous permet d’obtenir le coefficient de dérive : 

)(),( 2 tTTt −= σµ  

L’équation différentielle stochastique régissant la valeur du taux forward instantané s’écrit alors : 

tWddttTTtdf
~

)(),( 2 σσ +−=  

Après intégration, cette relation devient : 

t
2 W

~
d)

2

t
T(t)T,0(f)T,t(f σσ +−+=  

La valeur du taux à court terme s’en déduit aisément : 

+== ),0(),()( tfttftr tW
t ~

2

22

σσ +  

Et la relation  ),( TtP = e ∫−
T

t
dsstf ),(

permet d’aboutir à la valeur de l’obligation sans coupon : 

),( TtP = exp (- ∫ +−+
T

t

dstW
t

stsf )))(
~

)
2

(),0(( 2 σσ  

            = ))(
~

)()(
2

exp(
),0(

),0( 2

tWtTtTTt
tP

TP −−−− σσ
 

d) Modèle de Vasicek généralisé 

Dans ce modèle, le processus de volatilité vérifie la relation suivante, ou k est une constante  

positive : 

)tT(ke)T,t( −−= σσ  
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         Cette forme est facilement interprétable ; plus on se rapproche de l’échéance, plus la 

volatilité diminue. Comme pour le modèle de Ho-Lee, le processus de dérive se déduit de 

l’expression de ),( Ttσ : 

),(),( TtTt σµ = ∫
T

t

dsst ),(σ = )( )(2)(
2

tTktTk ee
k

−−−− −σ
 

On retrouve ensuite l’équation stochastique forward instantané : 

=),( Ttdf )( )(2)(
2

tTktTk ee
k

−−−− −σ σ+dt e )( tTk −−
tWd

~
 

L’intégration de cette équation donne: 

),0(),( TfTtf = - s

t
sTkkTtTk Wdee

k
e

k

~
)1(

2
)1(

2 0

)(2
2

2
2)(

2

2

∫
−−−−− +−+− σσσ

 

On déduit ensuite la valeur du taux court terme à partir de la valeur du taux forward : 

),0()( tftr = + 2kt
2

2

)e1(
k2

−−σ
+ s

t

0

)st(k W
~

de∫ −−σ  

Comme dans le point précédent, la relation  ),( TtP  = e ∫−
T

t
dsstf ),(

permet d’aboutir à la valeur de 

l’obligation sans coupon : 









−+−= ))t(r)t,0(f)(T,t(K)t(L
2

)T,t(K
exp

)t,0(P

)T,0(P
)T,t(P

2

 

avec : 

K (t, T)= 
k

e tTk )(1 −−−
                           L (t)= ∫

−−
t

sTk dse
0

)(22σ  

2-Dynamique des taux en temps discret  

Dans le cas continu, la dynamique des taux est représentée par des équations différentielles,  

ce qui est différent  du cas discret où ces derniers sont représentés par des treillis par des nœuds. 

Nous allons dans ce qui suit présenter deux modèles à temps discret à savoir le modèle de Ho&Lee 

et le modèle de Hull&White  

A- Modèle de Ho&Lee    

a) Présentation 

Les travaux de Ho et Lee [29] qui date de 1986 marquent une avancée dans le domaine des  

modèles de valorisation des options de taux. Leur modèle prend en compte les phénomènes 

discrets et sa mise en oeuvre est simple. 
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         P i ),( Tt représente le prix d’une obligation zéro coupon de maturité tT − (ou l’indice i 

représente le nombre de mouvements à la hausse). Ce modèle utilise la loi binomiale [10]  pour 

étudier la valeur des obligation zéro coupon.  On construit un «treillis binomial» de l’évolution des 

P i (t, T), qui à chaque stade du treillis peuvent suivre une évolution à la hausse ou à la baisse.  

L’organigramme suivant illustre cette logique pour un treillis comportant trois mouvements  

successifs.                               

              P 2  (t, T)      

 P1  (t, T) P 2 (t, T) 

P 0  (t, T)  P1  (t, T) 

                                     P0  (t, T)   P1  (t, T) 

                                                                               P0  (t, T) 

 P 0  (t, T) 

 

 

L’évolution dans le treillis [7] se fait à partir de fonction de perturbations non identique sur tous le 

treillis (peuvent dépendre du tempst ) définies ci-après : 

� ),(1 TtPi + = ),(
),1(

),1(
tTth

ttP

TtP

i

i −
−
−

 pour une évolution à la hausse. 

� ),(1 TtPi +  = ),(
),1(

),1(
tTth

ttP

TtP

i

i −
−
− ∗ pour une évolution à la baisse. 

Avec h ∗ (0) = 1 et h (0) =1 

b) Indépendance du chemin suivi 

La courbe des taux résultant d’un mouvement haut puis d’un mouvement  bas est la même que  

celle résultant d’un mouvement bas puis haut (Up Down = Down Up). Il s’agit en fait de l’hypothèse 

d’indépendance du chemin suivi : 

)1()()1,()1()()1,( htThtTthhtThtTth −+−=−+− ∗∗∗  

c) Absence d’opportunité d’arbitrage 

La  démarche consiste à créer un portefeuille comportant un zéro coupon d’échéance T et α٣  

zéro coupon d’échéance T ' .  

 

 
                                                 
٣ α étant choisi de façon à ce que la valeur du portefeuille soit la même dans un état haut ou dans un état bas 

    Illustration de l’évolution de la valeur de zéro coupon dans le cadre de Ho &Lee discrétisé   

P3(t,T) 
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La condition d’absence d’opportunité d’arbitrage se matérialise alors par la relation suivante : 

)tT(h)tT(h

)tT(h1

)tT(h)tT(h

)tT(h1
''

'

−−−
−−=

−−−
−−

∗

∗

∗

∗
 

Si π )(t désigne la probabilité d’arbitrage du modèle, la condition d’absence d’opportunité 

d’arbitrage peut s’écrire d’une autre façon en imposant à π )(t  d’être indépendante de t : 

π −+− 1()( tTh π) 1)( =−∗ tTh  pour tout tTt −,  

Les fonctions de perturbations sont obtenues en combinant les deux relations précédentes et donc 

on aura : 
tT)1(

1
)tT(h −−+

=−
δππ

        et         
tT

tT

)1(
)tT(h −

−
∗

−+
=−

δππ
δ

 

d) Prix du zéro coupon 

La valeur de l’obligation zéro coupon à l’état i et à la date t est donnée par : 

P )(

0

0

)1(........)2()1(),0(

)(.......)2()1(),0(
),( itT

i xhxtxhtxhtP

TxhxtTxhtTxhTtP
Tt −

−−
−+−++

= δ ,  Avec  
)1(

)1(

h

h∗

=δ  

B- Modèle de Hull et White 

        Ils  supposent que la structure du taux court peut être modélisée par la dynamique suivante: 

Wt)ar)t((r ∆σ∆θ∆ +−=  

Les différents paramètres retenus pour cette modélisation sont listés ci-après : 

� ∆r correspond à l’accroissement du taux entre t et  t+ ∆t. 

� θ est une fonction positive de t. 

� a (positif) représente la vitesse de retour à la valeur moyenne. 

� σ (positif) est la volatilité. 

� W est la fonction aléatoire associée au mouvement brownien. 

L’évolution du taux ne s’effectue pas selon un branchage binomial (comme pour le modèle de Ho 

et Lee), mais selon un schéma trinomial. A chacune des trois branches du treillis de taux est 

associée une probabilité de changement d’état, comme indiqué ci-dessous. 

                      

                                                                    

   

   

� pu : probabilité de passer par la branche haute 

� pm : probabilité de passer par la branche du milieu 

� pd : probabilité de passer par la branche basse  

 

Branche haute pu 

Branche milieu pm 

Branche basse pd 

     Valeur initiale 
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D’autre part, il faut préciser que plusieurs types de branchage peuvent apparaître dans le treillis de 

taux :  

  

 

 

 

Pour plus d’information sur l’algorithme retenu par Hull et White  dans la détermination des 

valeurs définitives pour chaque type de branchage voir [30]. 

III-7 Modèles de déformation de la courbe des taux [18] 

1- Le modèle en absence d’opportunité d’arbitrage 

Lorsqu’on s’intéresse aux problèmes liés aux taux d’intérêts en absence d’opportunité  

d’arbitrage, ce ne sont pas les taux eux-mêmes sur lesquels on va à priori écrire les contraintes, 

mais sur les prix des opérations financières auxquels ils sont associés. La référence sera donc les 

prix des zéro coupons, même si pour des maturités supérieures à un an.   

1-1- Le modèle pour les zéro- coupon  

Nous supposons un marché qui traite en temps continu les zéro coupons de toutes les  

maturités, sans arbitrage. L’incertain du marché s’exprime à travers k mouvements browniens, 

notés W, non corrélés, définis sur l’ensemble de probabilité٤ ( Ω , (₣t) 0≥t , P). 

Le marché est caractérisé par le processus de taux court r t et le vecteur  des primes de risqueλ t.  

Les prix négociés sont alors uniquement différenciés par leur vecteur de volatilité, et leur valeur 

d’aujourd’hui. Nous faisons les hypothèses suivantes : 

La dynamique des prix ),( TtP des zéro coupon est représentée par  

),(

),(

TtP

TtdP
 = tdWTtdttr ),()( Γ+ ,        1),( =TTP      (1) 

-Fonction de volatilité 

Où ),( TtΓ est la famille des volatilités locales, éventuellement aléatoire des zéro coupons,  

paramétrée par les dates d’échéance T . Comme à l’échéance, le prix du zéro coupon est égal à 

1Euro, il est donc connu avec certitude. Nous supposons que 0),( =Γ TT , et plus généralement 

pour toutes les dates postérieures à l’échéanceT .      

 

                                                 
٤ La famille de tribu (₣t) 0≥t représente la structure d’information disponible au cours du temps aux agents 

Branchage de type 
« intermédiaire » 

Branchage de type      
« haut » 

Branchage de 
type  « bas» 
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- Probabilité risque neutre       

Tous les prix des titres du marché dépendent  du processus tW
~

. En absence d’opportunité  

d’arbitrage, celui-ci est défini par : 

dtdWW
~

d ttt λ−=  

{ tW , t ∈[0, T] }est un mouvement brownien sous la probabilité P. 

Nous annulons l’effet de la prime de risqueλ t en introduisant la probabilité risque neutre Q  

pour laquelle{ tW
~

, t∈[0,T] } est un Q mouvement brownien. 

 Dans ce contexte l’équation des zéro coupons devient  

),(

),(

TtP

TtdP
= tWdTtdttr

~
),()( Γ+            (2) 

2- Equation structurelle des taux  

2-1 Taux zéro coupon et conditions initiales 

L’équation différentielle donnant les prix des zéro coupons admet une solution explicite,  

fonction de leur condition initiale, du taux spot tr  et de leur vecteur de volatilité. Les prix des zéro 

coupons à la date t  dépendent alors des conditions initiales, constitués par la famille des prix zéro 

coupons aujourd’hui et de la  structure des volatilités locales. D’où : 

La dynamique des taux n’est fonction que de la courbe des taux aujourd’hui et de la  

structure des volatilités locales des prix zéro coupon.     

2-2 Prix des zéro coupons 

Le prix en t  d’un zéro coupon d’échéanceT est donné par : 









Γ−Γ+= ∫ ∫ ∫

t t t

ss dsTsWdTsdsrTPTtP
0 0 0

2
),(

2

1~
),(exp),0(),(  

 

qui  représente la solution de l’équation différentielle stochastique (2) 
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Conclusion : 

         Nous avons présenté dans ce chapitre quelques modèles d’évaluation de la structure 

temporelle des taux d’intérêt qui peuvent être classés en trois catégories selon l’approche utilisée : 

- Les modèles d’équilibre partiel reposant sur un raisonnement d’arbitrage. Citons, celui de 

Vasicek (1977) qui comporte une seule variable d’état. 

- Les modèles d’équilibre général, tel que celui de Cox-Ingersoll et Ross (1985) basé sur une 

description globale de l’économie. 

- Les modèles de déformation qui partent de la structure des taux d’intérêt observée et lui font 

subir des chocs. Citons, par exemple celui de  Ho&Lee (1986).        
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CHAPITRE IV : EVALUATION DES ACTIFS FINANCIERS 

 

INTRODUCTION : 

                   

Les actifs financiers sont régis par des comportements aléatoires qui traduisent la complexité  

du monde économique et politique. L’évaluation de ceux-ci, est devenu un enjeu majeur pour les 

opérateurs des marchés financiers, et intéressent les chercheurs du laboratoire de probabilités et 

modèles aléatoires. 

               

L’intérêt porté aux actifs financiers qu’ils soient de bases ou des actifs dérivés nous a poussé  

dans ce chapitre à introduire la notion d’évaluation des actifs financiers: évaluation à temps discret 

et à temps continu.  

 

Le chapitre sera divisé en deux grandes parties, dans la première nous allons présenté la  

valorisation des actifs financiers (actifs de base et actifs dérivés) dans un univers discret à une 

période et deux états du monde, et dans la deuxième partie, nous allons donné la valorisation de 

ces derniers dans le cas continu.    
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A- Evaluation à temps discret 

IV- Valorisation des actifs financiers dans un univers discret à une période 

IV-1 Produits dérivés 

         Les produits dérivés sont de façon générale des contrats de vente ou d’achat d’actifs financiers 

de base. L’actif de base est alors appelé actif sous-jacent. Il s’agit d’évaluer ici un actif dérivé simple 

à savoir : l’option d’achat ou de vente. La méthode d’évaluation utilisé repose sur : 

� Une hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage 

� Une modélisation de l’évolution du cours du sous-jacent 

1- Call et Put sur actif  

         Un call sur un actif [51] donne à son détenteur la possibilité d’acheter, mais non l’obligation  

à une date fixée l’actif à un prix K (prix d’exercice) convenu à l’avance. Il va permettre à un 

intervenant qui veut acquérir cet actif à une date future de se couvrir contre une hausse éventuelle 

du cours. A la date T d’acquisition, le détenteur de l’option veut débourser MAX ),( KST  pour 

acheter l’actif. La probabilité pour que l’état du monde « haut » (resp. « bas ») se réalise est hP  

(resp. bP ). 

Si [ ] }{ TtSt ,0, ∈ désigne le prix d’un actif sous jacent dans un marché financier à l’instant t,  

alors il y a deux possibilités [36] : 

� Si TS > K  alors le détenteur de l’option va acheter cet actif avec le prix K  et le vendre 

immédiatement dans le marché avec le prixTS . Il a donc un profit (payoff) KST −  

� Si KST ≤  alors le détenteur ne va pas exercer cette option et son profit est donc nul i.e 

(payoff) est 0. 

Autrement dit, pour avoir l’assurance de ne payer que MAX ),( KST , l’agent qui désire se couvrir, 

achète un produit financier (un call), qui lui versera 0 si l’actif sous-jacent vaut moins que K  et   

KST − sinon. 

2- Valorisation dans un univers à deux dates et deux états du monde 

2-1 Contexte de valorisation : 

         Nous sommes en t  et notre univers de valorisation est représenté par deux dates t  et T et  

deux états du monde enT , un état « haut «  et un état « bas ». Dans cet univers de valorisation 

nous disposons de deux actifs de base : un actif sans risque et un actif risqué.  
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- L’actif sans risque est un placement zéro coupon au taux r, sa valeur est normalisée de telle sorte 

qu’ent , il vaudra 1. En T il vaudra tTr −+ )1(  et ce quel que soit l’état du monde. 

- L’actif risqué qui vaut Sent , vaudra hS  dans l’état haut et bS  dans l’état bas avec hS > bS .  

2-2 Valorisation du call [3] 

         Pour valoriser le call, nous allons évaluer un prix de réplication  puis utiliser l’hypothèse 

d’absence d’opportunité d’arbitrage pour conclure. Le payoff du call est défini par les contraintes 

suivantes: 

)0,()1(

)0,()1(

21

21

KSMAXSr

KSMAXSr

bb

hh

−=∗++∗
−=∗++∗

αα
αα

 

Notons  

� )0,( KSMAXC hh −=  

� )0,( KSMAXC bb −=  

Soit  

hh SrC ∗++∗= 21 )1( αα  

bb SrC ∗++∗= 21 )1( αα  

Le système se résout de la façon suivante : 

)/)(2 bhbh SSCC −−=α  

[ ] )1()/()(1/)/()(1 rSSSCSCrSSCCSC bhbhhbbhbhhh +∗−−=+−−∗−=α  

Le prix de réplication de l’option est donné par : 

=C 1α ∗ 1+ 2α ∗ S 

    = [ ] [ ] SSSCCrSSSCSC bhbhbhbhhb ∗−−++∗−− )/()()1()(/  

Que l’on peut réécrire en fonction des payoffs Ch et Cb et de coefficients pondérateurs П h et П b  : 

=C [ П h ∗ +hC  П b bC∗ ]/ ( r+1 )        (1) 

avec 

� П h = [ ] )/()1( bhb SSSrS −−+∗  

� П b  = [ ] )/()1( bhh SSSrS −−+∗  

L’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage permet de conclure : le prix du call est son prix 

de réplication, soit doncC . 
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Par ailleurs on a : 

=S [ П h hS∗ + П b bS∗  ]/ ( r+1 )         (2) 

2-3 Propriétés des coefficients pondérateurs : 

� П b  = 1- П h  

� П bhi ,= ] [1,0∈  

2-4 Probabilité risque neutre : 

П bhi ,=  peut s’interpréter comme une probabilité. Cette probabilité est appelée probabilité risque 

neutre notée Q.  П bhi ,= ] [1,0∈  entraîne que Q est équivalente à la probabilité historique P et qu’on 

a caractérisé précédemment parbhiP ,= .  

Sous cette nouvelle probabilité l’équation (1) et (2) s’écrivent : 

)
1

(
r

S
ES TQ

t +
=  

)
1

(
r

C
EC TQ

t +
=  

         On vient de montrer que sous l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage (AOA) les 

différents prix de notre marché s’établissent par l’espérance, sous une probabilité Q équivalente 

àP , des gains actualisés. Ou encore, que les prix actualisés de nos actifs sont des martingales sous 

Q.    

IV-2 les actifs de base 

Il s’agit dans cette partie d’évaluer le prix forward d’un actif. Pour cela, nous allons nous  

placer sous l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage et raisonner en deux étapes : 

� Etablir un prix de réplication 

� Conclure sur ce prix en utilisant l’hypothèse d’AOA    

1- Réplication 

Considérons que nous sommes une banque et qu’un client s’adresse à nous pour une vente à  

terme. Nous effectuons donc un achat à terme d’un actif S . Pour répliquer de tels flux, la banque 

va mettre en place une stratégie à base d’actifs de base « actif ‘spot’ » et une opération de 

« repurchase agreement » dite aussi opération repo. 
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1-1 Repurchase agreement  

Une opération de « repo » ou « repurchase agreement » consiste en l’achat (ou la vente) d’un  

actif assorti de la revente (resp.rachat) de cet actif. La revente ou le rachat s’effectue à une date 

pour une valeur qui est fixée au moment de la mise en place de l’opération. 

Si l’on note tS  le prix d’achat/vente de l’actif, repoP  le prix de revente/rachat, le taux repo,  

noté repor , dans ce cas nous avons l’égalité suivante : 

repoP =    tS ∗    ( )1 repor+  

l’opération globale qu’effectue la banque est une opération qui en t ne lui génère aucun flux, donc 

aucun investissement et qui en T lui rapporte : 

Pƒ- )1( repot rS +  

Sous AOA une opération à investissement nul ne peut que rapporter 0. On a donc : 

Pƒ=  )1( repot rS +  

B- Evaluation à temps continu 

IV-Valorisation des actifs financiers dans un univers continu monodimensionnel  

1- Contexte de valorisation 

Nous sommes en temps continu et l’on se place dans un univers à horizon finiT . Nous  

sommes ent . Sur le marché coexistent deux actifs liquides (actifs de base): l’actif sans risque M et 

un actif risqué S. On travaille sur un intervalle de temps [t, T] et un espace de probabilité(Ω , F, P). 

Les prix de ces deux actifs suivent, sous la probabilité P , dite probabilité historique, les diffusions 

suivantes : 

τ

τ

M

dM
 = rdτ 

τ

τ

S

dS
 = µdτ + σdWτ 

où Wτ est un brownien  sous P et dont F est la filtration naturelle. µ,r et σ sont des paramètres 

constants. On introduit les notions de portefeuille autofinançant, d’opportunité d’arbitrage et de 

prix de réplication de la façon suivante : 
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1-1 Portefeuille autofinançant 

Définition 1: 

On appelle portefeuille de marché [64] un portefeuille de titres qui reproduit la composition  

en valeur du marché financier. La composition de ce portefeuille est susceptible de varier en 

fonction du temps. La valeur des actifs financiers étant des fonctions aléatoires du temps 

(processus stochastique). La valeur du portefeuille est elle-même un processus stochastique.   

Définition 2 : 

Un portefeuille autofinançant [3] est un couple (ατ, βτ) Tt ≤≤τ de processus Fτ - adaptés tels que : 

1/ ∫
T

t

αs ds < +∞                   et      ∫
T

t

βs
2ds < +∞ ,            p.s 

2/ ∀ τ ∈ [t, T] 

++=+ tttt SMSM βαβα ττττ ∫ ∫+
τ τ

βα
t t

ssss dSdM              (1) 

qui s’écrit également  

=+ )( ssss SMd βα ssss dSdM βα +  

Les conditions 1) permet d’assurer une existence au processus définit par : ∫ ∫+
τ τ

βα
t t

ssss dSdM  

En effet pour que ∫
τ

β
t

ssdS ait un sens il faut que ∫∫ +
ττ

σβµβ
t

sss

t

sS dWSdsS  soit définit. Or pour que  

∫
τ

µβ
t

ss dsS  soit définit, il suffit que ∫
T

t

ss dsS 2)( µβ < +∞  p.s. Puisque pour tout ω∈ Ω la fonction 

s→Ss(ω) est continu sur [t, T], alors S.( ω) est borné sur [t, T]. 

 Ainsi ∫
T

t

 (βs Ssµ)
 2 ds < +∞  p.s ⇔ ∫

T

t

βs
2ds < +∞  p.s,  ce qui est assuré par le premier point. 

En posant τS
~

 = 
τ

τ

M

S
 on peut réécrire la deuxième condition en une condition équivalente   

∀ τ ∈ [t, T]  

ατ + βτ  τS
~

  = αt + βt  tS
~

 +  ∫
τ

t

 βs sSd
~

          (2) 
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qui s’écrit également  

d (αs + βs sS
~

 ) = βs sSd
~

 

1-2 Opportunité d’arbitrage 

Une opportunité d’arbitrage est une stratégie d’investissement construite à base d’un  

portefeuille autofinançant et telle que : 

� PobaPr 1)0( ==+ tttt SM βα  

� PobaPr 0)0( =+ pTTTT SM βα  

� PobaPr ( 0)0 ffTTTT SM βα +  

1-3 Prix de réplication 

Soit un actif C payant )( TSh  enT . On appelle prix de réplication le prix d’un portefeuille  

autofinançant dont la valeur est égale à )( TSh en T . 

2- Théorème [3] 

2-1 Valorisation des actifs de base : 

Il existe une probabilité Q équivalente à P telle que : 

[ ]tT
Q

t FMtTrEM /))(exp( −−=  

[ ]tT
Q

t FStTrES /))(exp( −−=  

2-2 Valorisation des actifs dérivés  

Soit un actif C payant )( TSh enT et  tel que [ ]ptT
Q FShE /)(2 +∞ . Alors sous l’hypothèse  

d’absence d’opportunité d’arbitrage, le prix de réplication de C est unique et, par ailleurs, si l’on 

note tC ce prix, on a : 

[ ]tT
Q

t FShtTrEC /)()(exp( −−=  

tC est appelé prix d’arbitrage de l’actif C. 

3- Démonstration 

3-1 Valorisation des actifs de base 

On montre tout d’abord par le théorème de Girsanov qu’il existe une probabilité Q  

équivalente à la probabilité historique P telle que sous Q  

τ

τ

S

dS
= rdτ +d τW

~
 

où τW
~

est un brownien sous Q 
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Partons de  

τ

τ

S

dS
 = µ dτ + σ τdW  

que l’on réécrit en  

τ

τ

S

dS
= (r + µ –r) dτ + σ τdW          (3) 

Définissons le processus W
~

par  

τWd
~

 = (r + µ –r) dτ + σdWτ 

soit  

τW
~

 = dsW
t
∫+
τ

τ θ , 

avec θ= 
σ

µ r−
 et  









−−= ∫∫

ττ

τ θθ
t

s

t

dsdWL 2

2

1
exp  

τL est une martingale sous P car 






 −=







∫ )(

2

1
exp/)

2

1
exp( 22 tTFdsE

T

t

t
P θθ < +∞  

Alors sous la probabilité Q de densité TL équivalente aP , τW
~

est un mouvement brownien 

standard. On peut alors réécrire l’équation (3) en : 

 

τ

τ

S

dS
= rdτ +σ τWd

~
                   (4) 

En intégrant l’équation (4) on obtient  

 






 −+−−−= )
~~

()(
2

1
)(exp 2

tTtT WWtTtTrSS σσ  

D’où  

[ ] 












 −+−−−−−=−− )
~~

()(
2

1
)(exp))(exp(/))(exp( 2

tTt
Q

tT
Q WWtTtTrStTrEFStTrE σσ  
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                                           = [ ]ttT
Q2

t F/)W
~

W
~

(expE))tT(
2

1
exp(S −−− σσ   

                                          = tS  

Ce qui nous permet de conclure que : 

[ ]tT
Q

t FStTrES /))(exp( −−=  

 

Sous Q la diffusion du prix de M est inchangé soit : 

τ

τ

M

dM
 = rdτ 

On a donc : 

[ ]tT
Q

t FMtTrEM /))(exp( −−=  

[ ]tT
Q

t FStTrES /))(exp( −−=  

 

3-2 Valorisation des actifs dérivés  

Existence du portefeuille répliquant  

Posons          Aτ = EQ [
tM

tTr )(exp( −−
h (ST ) / ₣τ) 

Par construction A est une martingale sous Q qui vaut  
tM

tTr )(exp( −−
)( TSh enT . Le théorème [12] 

de représentativité des martingales nous permet de dire qu’il existe un processusF -adapté٥ (Kτ) Tt ≤≤τ  

tel que : 

∫+=
τ

τ
t

sst WdKAA
~

             (5) 

avec ∫
T

t

Ks
2 ds <+∞  p.s. L’équation (5) se réécrit  

∫+=
τ

τ β
t

sst SdAA
~

              (6) 

 

 

                                                 
٥ La filtration naturelle de QW est aussi la filtration naturelle de PW  
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avec βs=
σs
s

S

K
~ . Posons ατ = Aτ - βτ τS

~
 .  On remarque alors que l’équation (6) s’écrit encore  

ατ + βτ  τS
~

 =    αt + βt  tS
~

 +  ∫
τ

t

 βsd sS
~

 

et que donc (ατ, βτ) Tt ≤≤τ vérifie les conditions d’autofinancement 2/. Par ailleurs la valeur en τ du 

portefeuille définit par (ατ, βτ)  vaut : 

 

Vτ = (ατ + βτ  τS
~

) τττ MAM = QE= [ ]τ
τ FSh T

Tr /)(exp )( −−  

 

Montrons pour conclure sur l’existence d’un portefeuille autofinançant répliquant C enT , que les 

conditions d’intégrabilité 1/  sont vérifiées. 

Puisque ∫
T

t

Ks
2 ds <+∞  p.s alors ∫

T

t

βs
2 σ2 sS

~ 2 ds<+∞  p.s. ou encore ∫
T

t

 βs
2Ss

2 ds <+∞  p.s.  

Par  ailleurs  (Sτ ) Tt ≤≤τ  étant  continu  sur  [t, T]  p.s,  (Sτ ) Tt ≤≤τ est  borné  sur [t, T]  p.s  et donc  

∫
T

t

s ds2β  < +∞ p.s 

Par ailleurs∫ ∫ ∫+≤
T

t

T

t

T

t

ssss dsSdsAds
~βα . (Aτ) Tt ≤≤τ étant continu sur [t, T]  p.s, (Aτ) Tt ≤≤τ  est borné 

sur [t, T]  p.s  et  donc ∫
T

t

s dsA  l’est également.  

Enfin par ∫∫ ∫≤
T

t

s

T

t

T

t

sss dsSdsdsS 22 ~~ ββ  et du fait que ∫
T

t

βs
2ds< +∞ p.s, ainsi que∫

T

t

s dsS 2~
<+∞ p.s   

car (Sτ) Tt ≤≤τ  est borné sur [t, T]  p.s, on a : 

∫
T

t

s dsα < +∞  p.s 
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3-3 Conclusion 

         L’absence d’opportunité d’arbitrage [8] implique qu’il existe une probabilité Q dite « risque 

neutre » équivalente à la probabilité historiqueP sous laquelle les prix actualisés des actifs, actifs 

de base et actifs dérivés, sont des martingales. En d’autre terme : 

∀ τ ∈ [t, T] 

[ ]ττ FCtTrEC T
Q /))(exp( −−=  

[ ]ττ FStTrES T
Q /))(exp( −−=  

[ ]ττ FMtTrEM T
Q /))(exp( −−=  

4- Analogies avec le modèle discret à une période 

- Dans les deux cas, la construction du portefeuille répliquant mène à la mise en relief d’une 

probabilité risque neutre sous laquelle les prix de l’actif sans risque, l’actif risqué et l’actif C une fois 

discountés sont des martingales.   

- Dans les deux cas, la probabilité risque neutre est équivalente à la probabilité historique.  

4-1 Différences 

- Dans le cas discret on parle du « prix » de l’actif dérivé alors qu’en temps continu on parle de 

« prix d’arbitrage ». 

- La stratégie de couverture n’est plus statique mais dynamique : le portefeuille répliquant est 

construit lors de la vente ou de l’achat au temps t  de l’actif C, mais il subira au cours du temps des 

réarrangements. La stratégie mise en place est autofinançante, ce qui signifie que les 

réarrangement de portefeuille au cours du temps se font à coût nul.     

5- Formule de Black & Scholes [4]  

Dans la modélisation classique de Black& Scholes (1973), l’évolution du prix de l’actif financier 

St  est gouverné par un mouvement brownien géométrique : 

)( ttt dWdtSdS σµ +=  

où St est le prix de l’actif financier à l’instantt , µ est le taux de rendement attendu, σ est la 

volatilité de l’actif financier et Wt  un processus de Wiener.  

5-1 Prix du call  

  Le prix du call est donné par : )(exp)(),,,,,( 2
)(

1 dKNdNSKSrTtC tTr
ttBS

−−−=σ            (7) 
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avec:  

� d1= 
tT

tTrKSt

−

−++

σ

σ ))(
2

1
()/ln( 2

 

� d2 = d1- σ tT − =  
tT

tTrKSt

−

−−+

σ

σ ))(
2

1
()/ln( 2

 

� N désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite  

- t  est la date de valorisation de l’option 

- T  est la date d’exercice de l’option  

- )( tT −  est la maturité résiduelle de l’option  

- K  est le strike de l’option  

- St  est la valeur de l’action en t 

- σ est la volatilité du sous-jacent 

Introduisons les notions suivantes 

� 
tS

C

∂
∂

est appelé delta de l’option. Dans le cas d’un call, on a  
tS

C

∂
∂

= )( 1dN  

� 
t

C

∂
∂

 est appelé thêta de l’option 

� 
2

2

tS

C

∂
∂

est appelé gamma de l’option 

5-2 Prix du put  

Le prix du put est donné par : )()(exp),,,,,( 12
)( dNSdKNKSrTtP t

tTr
tBS −−−= −−σ           (8) 

Et son delta par  

tS

P

∂
∂

=  )( 1dN −−  

5-3 Prix forward d’un actif   

         On se place dans la situation d’une banque s’engageant à t  à vendre en T  un actif S au prix 

Pƒ. Pour cela, la banque doit monter une stratégie à base d’actif sans risque et d’actif risqué qui lui 

délivre des flux futurs.  

         Autrement dit, la banque achète en t  l’actif S au prix St  et finance cet achat par un emprunt 

d’un montant St  sur la durée )( tT − . L’opération est donc neutre en t, la banque se portant  

acquéreur de l’actif en empruntant. En T  elle aura dans son portefeuille l’actif S et devra 



 78 

 

rembourser )(exp tTr
tS −∗ (emprunt au taux sans risque r). En T  elle aura donc dans son 

portefeuille l’actif que pourra céder à son client en contrepartie de Pƒ qui, somme qui permettra à la 

banque de rembourser son emprunt.   

D’où 

Pƒ = )(exp tTr
tS −∗  

Une autre façon de valoriser la valeur forward de l’actif est d’utiliser la formule de valorisation 

suivante : 

 

E ] ][[ tT
tTrQ

t
ftTrQ FSEFP /exp/exp )()( −−−− =  

où encore 

Pƒ = )(exp tTr
tS −∗  

5-4 Prix BS du call et du put comme fonction du prix forward de l’actif  

         Les formules de valorisations peuvent aussi s’exprimer en fonction du prix forward de l’actif. 

On a dans le cas du call : 

[ ])()(exp),,,,,( 21
)( dKNdNSKSrTtC T

t
tTrT

t −= −−σ  

avec :  

� d1 = 
tT

tTKST
t

−

−+

σ

σ )(
2

1
)/ln( 2

 

� d2 = 
tT

tTKST
t

−

−−

σ

σ )(
2

1
)/ln( 2

 

� ST
t = St expr (T-t)    : prix forward de l’actif 
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Conclusion 

          

         Nous avons présenté dans ce chapitre deux cadres d’évaluations des actifs financiers :  

évaluation à temps discret et à temps continu. Evaluation qui sera d’un grand apport aux opérateurs 

des marchés financiers quand à leur prise de décision. 

 

Pour cela, on a utilisé l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage qui implique dans les  

deux cadres, l’existence d’une probabilité risque neutre (qui permet d’actualiser le prix d’un flux 

futur) équivalente à la probabilité historique sous laquelle l’évaluation des actifs, actifs de base et 

actifs dérivés sont des martingales. 
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CHAPITRE V : SIMULATION DES TRAJECTOIRES DE   

               PROCESSUS CONTINUS 

INTRODUCTION :  
          

         Les processus stochastiques continus sont des outils largement employés en finance, notamment  

pour modéliser les taux d’intérêts et les cours d’actions. De nombreuses problématiques amènent à la 

simulation de tels processus. La mise en œuvre pratique de ces simulations nécessite trois étapes clés. 

 

Nous nous proposons dans ce chapitre,  de donner l’explication de ces trois étapes et  qui  

permettent d’effectuer de manières efficaces des simulations de processus continus, plus 

particulièrement dans le cadre des problématiques de la finance; à savoir : la discrétisation des 

processus (discrétisation exacte et discrétisation approximative),  l’estimation des paramètres  et  la 

génération de nombres aléatoires.   
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I- Discrétisation de processus continu 

Prenons le cas d’un processus défini par l’EDS suivante : 





=
+=

xX

dWtXdttXdX tttt

0

),(),( σµ
                                 (1) 

                                                                                      

où W  est un mouvement brownien standard 

La mise en œuvre pratique de ce processus nécessite la discrétisation de celui-ci. Pour cela on met 

l’équation (1) sous la forme intégrale : 

∫ ∫++=
t t

ssst dWsXdssXxX
0 0

),(),( σµ          (2) 

  

         Si le processus considéré ne dispose pas d’une discrétisation exacte, un développement d’Itô 

Taylor de l’équation (2) nous permet de disposer d’une version discrétisée approximative (cf point 

I.2 ci-dessous). Cette approximation est d’autant plus précise que le développement intervient à un 

ordre élevé. 

I-1 Discrétisation exacte   

        Pour certains processus, on dispose d’une discrétisation exacte, c’est le cas du processus  

d’Ornstein-Uhlenbeck retenu par Vasicek [62]  pour modéliser le taux d’intérêt instantané r : 

ttt dWdtrbadr σ+−= )(                                                (3) 

La solution de (3) est donnée par : 

∫
−−− +−+=

t

s
asatatat

t dWeeeberr
0

0 )1( σ                (4) 

La discrétisation exacte de celle-ci est :  

εσ
δ

δδ
δ a

e
eberr

a
aa

tt 2

1
)1(

2−
−−

+
−+−+=            (5) 

où : 

- ε  est une variable aléatoire de loi normale centre réduite 

- δ  est le pas de discrétisation retenu 
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I-2 Discrétisation approximative 

        Lorsque la discrétisation exacte n’existe pas, il convient de se tourner vers des 

approximations discrètes du processus continu sous-jacent. Les schémas d’Euler et de Milstein 

sont des procédées de discrétisation les plus répondus. Tous deux sont des développements d’Itô 

Taylor de l’équation (2) à des ordres différents  (ordre 1 pour Euler, ordre 2 pour Milstein).  

Dans la suite, nous ferons référence au critère de convergence forte pour classer les procédés de 

discrétisation.  

-Critère de convergence forte   

         Une discrétisation approximative X
~

 converge fortement vers le processus continu X si 

l’erreur commise en approchant la dernière donnée observée TX  par la dernière donnée simulée 

notée δ
TX

~
est en moyenne négligeable [21]. 

 

         ∀ T>0,  lim E[ X� δ
T  - XT ] =0                                          (6) 

                                            δ →0 

La vitesse de convergence de l’équation (6) nous permet  d’introduire un ordre entre les procédés 

de discrétisation. Ainsi le processus discrétisé X
~

 converge fortement à l’ordre  γ  vers le processus  

X
~

 si : 

 

∃ K>0, ∃ δ 0>0, ∀ δ ∈]0, δ 0 ]   E [ X� δ
T  - XT ] ≤  Kδ γ      (7) 

 

Ainsi, pour un pas de discrétisation δ fixé, plus le coefficient  γ sera  élevé, plus précise sera 

l’approximation. Kloeden & Platen [39] prouvent que sous certaines conditions le procédé d’Euler 

Mayurama possède un ordre de convergence de 0.5.   

2-1 Schéma d’Euler-Mayurama  

         La version discrète de (1) la plus simple est le procédé de discrétisation d’Euler-Mayurama 

[2] qui consiste en l’approximation du processus continu X par le processus discret X
~

 défini, avec 

les même notations que précédemment, par : 

 

δσδµδ ),
~

(),
~

(
~~

tXtXXX tttt ++=+ ε                             (8) 
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Dans le modèle de Cox -Ingersoll et Ross (CIR) [9], le taux d’intérêt instantané est solution de 

l’EDS : 

tttt dWrdtrbadr σ+−= )(                              (9) 

Le processus discret r~  déterminé par le schéma d’Euler peut s’écrire: 

 

εδσδδ ∗+−+=+ tttt r~)r~b(ar~r~                   (10) 

         Dans ces conditions, simuler un taux d’intérêt revient à calculer récursivementtr , pour tout t, 

en simulant à chaque stade une réalisation d’une loi N (0, 1). Les paramètres a, b et σ doivent être 

judicieusement choisis afin de ne pas simuler un taux négatif.   

2-2 Schéma de Milstein 

         De nombreux schémas d’ordre supérieur à celui d’Euler [57] ont été proposés pour les 

équations différentielles stochastiques, mais ils sont difficiles à mettre en œuvre, le plus immédiat 

est celui de Milstein [43], qui s’obtient comme une version corrigée du précédent. Cette correction 

s’obtient en effectuant un développement d’Itô Taylor au second ordre. Le processus discret X est 

alors défini par :   

 

X� δ+t = X � t  + µ (X� t , t) δ+ σ (X� t , t) δ ε  +
2

),
~

(),
~

( tXtX ttx σσ
δ (ε2 -1)             (11) 

où ),
~

( tX txσ désigne la dérivée par rapport au premier argument de la fonction σ (. , .)  évaluée en 

),
~

( tX t . Ce procédé de discrétisation présente, en général, un ordre de convergence [21] forte plus 

élevé que celui d’Euler, ce qui signifie que pour un  δ  fixé, la discrétisation de Milstein permet 

d’atteindre un certain niveau de précision mieux que celui d’Euler. Autrement dit, à δ fixé, il existe 

un gain de temps de calcul à utiliser ce procédé de discrétisation lors des étapes de simulation.     

En appliquant ce procédé de discrétisation sur le modèle de CIR [48], il vient : 

)1(
4

r~)r~b(ar~r~ 2
2

tttt −+∗+−+=+ εδσεδσδδ                                   (12) 

En développant l’équation (2) à des degrés supérieurs, il est possible d’obtenir des processus  

discrétisés d’ordre de convergence plus élevé. Toutefois ils nécessiteront des calculs plus 

nombreux et peuvent faire intervenir plus d’une variable aléatoire ce qui signifie des temps de 

simulation plus importants. 
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Le graphique suivant (voir p.84) permet de comparer les évolutions moyennes [46] de la  

diffusion définie par (4) selon le schéma de discrétisation retenu pour les paramètres : 

                    r 0  = 4%                b=5%                a=0.5            σ = 10% 
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Fig1 
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II- Estimation des paramètres 

L’estimation des paramètres [15] d’un modèle est une étape délicate dans la simulation des  

trajectoires d’un processus continu car elle peut être l’origine d’un biais. En effet, le praticien peut 

se voir confronté à deux problèmes : 

- le processus n’admet pas forcément de discrétisation exacte, 

- la variable modélisée n’est pas toujours directement observable 

                   

En effet, si le processus considéré n’admet pas de discrétisation exacte, il sera impossible  

d’estimer les paramètres du modèle par la méthode de maximum de vraisemblance. Il faudra se 

tourner vers des méthodes simulées telles que l’inférence indirecte pour estimer les paramètres. 

1- Estimation par inférence indirecte  

Cette méthode dont le principe général a été introduit  par Gouriéroux et al. [26]  est utilisée  

lorsque le processus n’admet pas de discrétisation exacte, ou que sa vraisemblance, trop complexe, 

ne permet pas d’implémenter la méthode du maximum de vraisemblance. Cette méthode consiste à 

choisir le paramètreθ̂  qui minimise la distance entre l’estimation d’un modèle auxiliaire sur les 

données observées et l’estimation de ce même modèle sur les données simulées à partir du modèle 

de base pour θθ ˆ=  . Le modèle auxiliaire étant une discrétisation approximative de (1), le schéma 

d’Euler est souvent utilisé pour servir de modèle auxiliaire.  

2-Estimateurs au maximum de vraisemblance 

1- Estimateur 

Définition 1: 

Soit n>0 un entier. Nous appellerons n-échantillon d’une loi L  toute suite X1 ,…..,Xn de  

variables aléatoires indépendantes de loi L . 

Nous nous intéressons ici à la statistique paramétrique, où la loi L = L (θ) est  caractérisée  

par un paramètre θ, qui est un nombre ou un vecteur. Ainsi, si X i→B(1,p), alorsθ  = p est un 

nombre, mais si X i  → N (µ, σ), alorsθ  = (µ, σ) est un vecteur. 

Définition 2 : 

On dit queθ̂  : (x1 ,….x n ) → nθ̂  = θ̂  (x1 ,….x n ) est un estimateur convergent versθ   si  et  

seulement si, en loi, on aθ  = lim ∞→n θ̂  (X 1 ,….X n ) pour toute suite de variables aléatoires Xi  

indépendantes, de loi L (θ). 

 



 87 

 

2- Vraisemblance 

Principe de la méthode 

Si un échantillonnage a produit la suite finie (1x̂ ,….. nx̂ ) de nombres et qu’on a choisit de  

modéliser cette situation par un échantillon  X1 ,….Xn de variables aléatoires indépendantes de loi 

L (θ), et si le choix de la valeur du paramètreθ  est le problème auquel on est confronté, on peut 

considérer l’évènement E∗ = }{ nn xXxX ˆ,.....ˆ11 == , et plus généralement 

 E (x1 ,….xn )= }{ nn xXxX == ,....,11 =  }{ 11 xX = ∩ …… ∩ }{ nn xX =  

et sa probabilité  

L(x1 ,….. ;xn  ;  θ ) = Pθ (E(x1 ,….. ;xn ))= P θ ( }{ 11 xX = ∩ ……∩ }{ nn xX = )  

                                                                 = Pθ ( }{ 11 xX = ……Pθ }{ nn xX = ), 

cette dernière égalité résultant de l’hypothèse d’indépendance des variables aléatoires X i . L’idée 

est alors de choisir ∗θ  qu’il convient pourθ , de telle sorte que cette probabilité soit maximale pour 

les valeurs1x̂ ,….. nx̂  obtenues, et donc de poser 

∗θ = Argmaxθ }{ θ;x̂,....,x̂(L n1 ; 

c'est-à-dire la valeur de θ  pour laquelle la fonction θ  a L( 1x̂ ,….. nx̂  ; θ )  est maximale. Ceci 

peut se ramener à résoudre en θ   l’équation  
θ∂

∂ ln
L( 1x̂ ,….. nx̂ ;θ ) =0 

Définition : 

La fonction L n  : (x1 ,…..,xn  ; θ )a L n (x1 ,…..,xn  ; θ )=  }{∏ =
=n

i ii xXP
1

)(θ  pour des  

X i→ L (θ) s’appelle la vraisemblance de la loi L . La variable aléatoire obtenue en appliquant la 

fonction (x1 ,…, x n ) → Argmaxθ }{ θ;,....,( 1 nxxL  appliqué au n-échantillon (X1 ,….Xn ) s’appelle 

l’estimateur au maximum de vraisemblance du paramètreθ  de la loi discrète L (θ). 

3- Cas d’une loi continue 

Définition : 

Si la loi L (θ) des X i est une loi continue de densité ƒθ , on appelle vraisemblance de  

l’échantillon (x1 ,….,xn )  pour la loi continue L (θ) la fonction : 

L n (x1 ,…..,xn  ; θ ) =∏ =

n

i 1
ƒθ (x i ) 
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3- Le biais associé à la procédure d’estimation [46] 

Le schéma de discrétisation retenu va conditionner l’estimation des paramètres. En effet, il  

va s’agir d’estimer les paramètres à partir du processus discrétisé par la méthode de maximum de 

vraisemblance. 

Considérons le modèle de Vasicek : ttt dWdt)rb(adr σ+−=  

La discrétisation exacte, comme la discrétisation selon  le schéma d’Euler du modèle nous amène à  

considérer une équation du type :                     

 

Y= α + β X+ σ ε                                        (13) 

La méthode des moindres carrés nous donne des estimateurs sans biais de α, β et σ 2  : 

∑

∑

=

=

−

−−
=

n

i
i

n

i
ii

xx

xxyy

1

2

1

)(

))((
β̂ ,         βα xy −=ˆ  ,      

2

)(
ˆ 1

2

2

−

−
=
∑

=

∗

n

yy
n

i

ii

σ      où  )(ˆ xxyy ii −−=∗ β  

L’estimation des paramètres du modèle : Y= α + β X+ σ ε  par  maximum de vraisemblance 

donne dans le cas de la :         

-Discrétisation d’Euler : 

        β̂1ˆ −=eulera ,         
β

αα
ˆ1

ˆ

ˆ

ˆˆ
−

==
a

beuler ,              22 ˆˆ σσ =euler  

-Discrétisation exacte : 

β̂lnˆ −=exacta ,              
β

α
ˆ1

ˆˆ
−

=exactb ,                      
1ˆ

ˆln2
ˆˆ

2

22

−
=

β
βσσ exact  

 

mais ces estimateurs sont pour certains biaisés. 

4- Estimation « Ad hoc » 

L’approche ad hoc à pour objectif d’estimer les paramètres du modèle en minimisant une  

distance (par exemple la distance quadratique) entre les prix prédits par le modèle et les prix 

observés sur le marché.  
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5- Illustration dans le cas du modèle de Vasicek  

         Nous allons illustrer l’application de quelques méthodes d’estimation (méthode de maximum 

de vraisemblance et la méthode ad hoc) sur le modèle de Vasicek à partir d’une étude de la courbe 

des taux  publiée par l’institut des actuaires [47]. Les résultats sont donnés dans le tableau ci- 

dessous. Dans le modèle de Vasicek, la densité de transition٦ du taux spot ƒ(r1+t / r t ) est connu 

avec certitude : il s’agit d’une loi normale [42] de moyenne et de variance : 

r δ+t / r t  ~ N ( ,re)e1(b t
aa δδ −− +−  )1(

2
2

2
δσ ae

a
−− ),  

avec δ :  pas de discrétisation 

 

o  Maximum de vraisemblance : Il a été  considéré des taux zéro coupon à chaque échéance    

    mensuelle de 1 mois à 20 ans. 

o  L’approche « ad hoc » : Il a été  reconstitué des prix  zéro coupons d’échéance de 6 mois à    

    20 ans avec un pas de 6 mois, l’écart à minimiser étant l’écart quadratique  entre les prix des zéro 

coupons observés et les prix reconstitués à partir des taux générés par le modèle.  

 

 

Maximum de 

vraisemblance 

Estimation ad hoc 

Paramètres estimés a, b et σ    a, b et σ a et b a et b 

           â=      0.1112      0.2337 0.2349 0.5210 

                b̂ = 0.0531      0.0569 0.0748 0.0667 

                  σ̂ = 0.0289      0.0000 0.0500 0.1000 

         r0 =         0.0207      0.0207 0.0207 0.0207 

Tab1 : paramètres du modèle de Vasicek estimés selon les techniques d’estimation des paramètres 

 

L’estimation des paramètres du modèle de Vasicek (tab1) donne des résultats très differents selon 

l’approche retenue. 

 

 

 

 

 

                                                 
٦ N ( µ , 2σ )   distribution de la loi normale de moyenne µ  et de variance 2σ  
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        En pratique, l’estimation simultanée des paramètres a, b et  σ conduit  à une courbe des taux 

quasi déterministe  (σ  est petit), ce qui peut  apparaître  irréaliste, ce qui a conduit les praticiens à 

fixer arbitrairement σ, puis à estimer les 2 paramètres restants (voir tab.1).  

 

        La figure 2, qui indique le prix des zéro coupon (voir p.90), en fonction de leur échéance 

selon les différentes méthodes d’estimation des paramètres, nous permet de voir que la méthode de 

maximum de vraisemblance  peut  s’avérer inadaptée  puisqu’elle s’éloigne des autres courbes.    
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Fig. 2 
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En revanche, cette technique d’estimation des paramètres permet de générer des taux instantanés 

nettement plus proches en espérance de la courbe des taux originels que ceux obtenus par la 

méthode « ad hoc » voir fig 3 ci après. 
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Fig3 
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III- Génération de nombres aléatoires 

Le problème de la génération de nombres aléatoires se ramène généralement à celui de la  

génération de bits aléatoires suivant une distribution uniforme, c'est-à-dire d’une suite de valeurs 

valant 1 ou 0, les 0 et  les 1 apparaissent comme tirés indépendamment les uns des autres et 

uniformément distribués.           

Pour générer des trajectoires de processus continu, il est nécessaire de passer par la  

génération de nombres aléatoires. Il s’agit en pratique de générer des réalisations de variables 

aléatoires de loi uniforme sur le segment [0, 1]. Si u est une telle réalisation, F-1(u) peut 

s’apparenter à une réalisation d’une variable aléatoire de fonction de répartition F. Mais pour 

simuler des variables aléatoires d’une loi donnée, on dispose principalement de deux moyens : 

1- L’inversion de la fonction de répartition [55] 

Si la fonction de répartition de la loi est F et U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].  

Alors la loi de X = F-1(U) a comme fonction de répartition F. F-1 est ici l’inverse de F. La 

technique d’inversion de la fonction de répartition permet ainsi à partir de réalisation de variables 

uniformes, d’obtenir des réalisations d’autres variables. Lorsqu’on  ne dispose pas de formule 

explicite pour F-1 on utilise des algorithmes d’approximation de cette fonction ou des algorithmes 

spécifiques à la loi que l’on souhaite traiter, à contrario si l’on connaît la densité ƒ on utilise : 

2- La méthode de rejet [17] 

Dans le cas où la fonction de répartition ne s’inverse pas bien et qu’on connaît la densité ƒ, on 

utilise la méthode de rejet. 

-Principe de la méthode : 

On veut simuler une variable aléatoire de loi de densité f , et soit g une fonction de densité  

simulable facilement telle que pour toute valeur de X : )X(ag)X(f ≤ où a est une constante 

positive. On suppose que g(X) est telle que la fonction de répartition associée G(X) est 

analytiquement connue ainsi que son inverse )X(G 1−  

 -Algorithme général : 

١. Générer 1U  de distribution uniforme [ ]1,0U  

٢. Calculer )U(GX 1
1−=  

٣. Générer 2U  de distribution uniforme [ ]1,0U  

٤. Si 
)X(ag

)X(f
U 2 ≤  on garde X comme donnée générée sinon on la « rejette » et on 

recommence à l’étape 1. 
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         Les modélisations retenues en finance faisant souvent intervenir des mouvements browniens, 

il est nécessaire de simuler des réalisations de variables aléatoires N (0,1), mais on ne dispose pas  

de formule exacte de l’inverse de la fonction de répartition inverse de la loi normale centrée 

réduite, d’où l’algorithme de Box-Muller qui,  à partir de deux variables uniformes indépendantes 

sur [0, 1]  a permet de générer deux variables indépendantes de loi N (0, 1). En effet si U1et U 2  

sont deux variables aléatoires indépendantes  de loi uniforme U [0, 1], alors en posant : 







−=

−=

)2sin(ln2

)2cos(ln2

212

211

UUX

UUX

π

π
 

X 1 et X 2 sont indépendants et suivent une loi gaussienne centrée réduite. Cette technique est 

toutefois longue à mettre en œuvre et nécessite l’indépendance des réalisations uniformes 

générées.  

On distingue deux familles de générateurs [46] de nombres aléatoires : 

� Les générateurs pseudo aléatoires (la fonction Rnd d’Excel) 

� Les générateurs quasi-aléatoires (l’algorithme du tore)  

1- Les générateurs pseudo aléatoires : 

Le générateur implémenté dans Excel (Rnd) est un générateur congruentiel, c'est-à-dire un  

générateur périodique issu d’une valeur initiale٧ qui doit être fournie par l’utilisateur. Changer de 

valeur initiale permet de changer de suite de nombres. Le principe du générateur congruentiel est 

la génération d’une suite de nombres par une formule tout à fait déterministe de manière à obtenir 

une suite qui semble aléatoire (indépendance et distribution uniforme dans l’intervalle de 

variation). Générer des nombres aléatoires sur ordinateur [32] revient à créer une suite d’entiers : 

)(1 nn IfI =+  

où f est une fonction qui doit être choisie judicieusement pour que la répartition des nombres nI  

ne puisse pas être distinguée de ce que donnerait le hasard. On parle alors de nombres pseudo 

aléatoires.  

- Formule du générateur congruentiel [65] 

Soit X0  un nombre entier positif. La suite de nombres est définie par : 

ulocaXX ii mod)( 1 += − m  où a, c et m sont des entiers positifs. 

 

 

 
                                                 
٧ On parle également de « graine » du générateur  
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Propriétés : 

� iX  < m  

� Le nombre maximum de valeurs possibles de la suite est m  

� Dès qu’un nombre est répété toute la séquence recommence 

2-Les générateurs quasi aléatoires 

        Ce générateur multidimensionnel donne à la n-ème réalisation de la d-ème variable aléatoire  

uniforme à simuler la valeur un  : 

u n = n ][ dd pnp −  

où : 

� p d  est le d-ème nombre premier, 

� ][.  désigne l’opérateur partie entière 

        Les valeurs générées par le tore ne sont pas indépendantes terme à terme et ceci peut générer 

des erreurs non négligeables. Pour contourner le problème posé à savoir la dépendance des valeurs  

générées par l’algorithme du tore, il a été proposé une autre famille de générateur dite mixte « tore 

mélangé » qui est  obtenu en mélangeant par un générateur pseudo aléatoire les valeurs obtenues 

par un générateur quasi-aléatoire.  

3- Générateur du tore mélangé 

Descriptif de l’algorithme : 

        Notons ( nu ) la suite générée par le nombre premier p. Au lieu d’utiliser le nombre nu  lors  

du n-ème tirage de la loi uniforme sur [0, 1], nous proposons d’utiliser um  où m est choisi de 

manière aléatoire dans N.  

        Le générateur ainsi obtenu présente les mêmes bonnes caractéristiques globales que 

l’algorithme du tore sans la dépendance terme à terme. Il nécessite toutefois d’avantage de temps 

de simulation du fait du tirage de l’indice m.  
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Conclusion : 

Dans ce chapitre nous avons présenté les trois étapes clés quant à la génération pratique  

des trajectoires de variables modélisées par des processus continus : la discrétisation de processus, 

l’estimation des paramètres et la génération de nombres aléatoires. 

 

L’étape de discrétisation conduit à arbitrer entre précision et temps de calcul à moins qu’une  

discrétisation exacte soit disponible. Lorsque ce n’est pas le cas on préfèrera le schéma de Milstein 

au schéma d’Euler parce qu’il permet de fournir des données simulées plus précises que celle 

obtenues par le procédé d’Euler.   

                    

L’estimation des paramètres est une étape délicate du fait des biais qu’elle pourra engendrer  

et cela en fonction des différentes méthodes d’estimation utilisées. D’autres méthodes d’estimation 

des paramètres ont été proposées et permettent d’estimer de manière plus efficace les paramètres 

des modèles à savoir la méthode par inférence indirecte.   

                    

Enfin,  l’utilisation de l’algorithme du tore mélangé est plus efficace que les deux autres   

(l’algorithme du tore et la fonction Rnd d’Excel) et permet la construction pas à pas de trajectoires.      
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Conclusion générale : 

          

         Dans l’étude  que nous avons proposé, l’actif (obligation zéro coupon, taux court instantané) 

à été modélisé en vue de tirer des conclusions relatives quant à la gestion et la régulation des 

institutions financières et donc du marché financier. 

 

         Le développement présenté dans l’avant dernière partie, principalement basé sur l’évaluation 

des actifs financiers (actifs de base et actifs dérivés) à temps discret et à temps continu a permet de 

montrer qu’en  absence d’opportunité d’arbitrage, il existe une probabilité Q  dite « risque neutre » 

équivalente à la probabilité historique P, sous laquelle les prix actualisés de ces produits financiers  

sont des martingales. 

          

         Dans la dernière partie, nous avons présenté les trois étapes indispensables à la génération 

pratique de trajectoires de variables modélisées par des processus continus : la discrétisation des 

processus,  l’estimation des paramètres et la génération de nombres aléatoires.  

 

         L’étape de discrétisation conduit à arbitrer entre précision et temps de calcul à moins qu’une 

discrétisation exacte soit disponible. L’estimation des paramètres doit faire l’objet d’une attention 

particulière du fait des biais qu’elle pourra engendrer. Enfin, nous recommandons l’utilisation du 

tore mélangé pour toute construction pas à pas de trajectoires. 

 

         En Algérie, les opérateurs des marchés financiers devront songer à créer une banque de 

données, qui leur permettra de faire des simulations sur des variables modélisées par des processus 

continus.     
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