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 :مـلـخـص

  

 الحساب التفاضلي يعطي إطار مفهوم المعادلة التفاضلية العادية، التي تستخدم كنموذج للظـواهر المـتغيرة               

  . تفاضل الحركة البرونيةمعندما أردنا إضافة تغيرات عشوائية إلى هذه المعادلات  تضايقنا بعد .خلال الزمن

إيتو، وشكل إيتو هو أساس تقنيات الحساب التفاضلي على         إن تعريف مسألة تفاضلية عشوائية يمر عبر تكامل         

  .سم الحساب العشوائيإالأنظمة العشوائية التي نجملها تحت 

الهدف من هذه الدراسة هو تقديم نظرية إيتو للمعادلات العشوائية على شكل تفاضـل أو تكامـل، وبرهنـة            

  .والمعادلات ذات المشتقات الجزئيةالارتباطات التي قد توجد بين المعادلات التفاضلية العشوائية 

الأدوات المستعملة من أجل الوصول إلى هذا الهدف هي أساسا الحـساب العـشوائي والتقنيـات الأوليـة                  

  .للمعادلات التفاضلية العادية

نظمة الأ. نبدأ ببناء تكامل مقارنة بالحركة البرونية من أجل التعريف فيما بعد بمفهوم المعادلة التفاضلية العشوائية              

  .العشوائية المستعملة هي أنظمة تمتلك خاصية ماركوف

نشير فيما بعد إلى التمثيلات الاحتمالية لحلول عدة مسائل، هذه التمثيلات تعطينا وسيلة تحليـل أو حـساب                  

  .التقريبات لحلول هذه المعادلات

 

 

 

 

 

 



Summary:  
 

     The differential calculation gives a setting in the notion of ordinary 

differential equation, that acts as model for variable phenomena in the time.   

When we wanted to add to these equations random disturptions, we have been 

embarrassed by the non differentiability of the Brownian movement. The 

definition of a problem differential stochastic passes by the integral of Itô. The 

formula of Itô is to the basis of the differential calculation techniques on the 

stochastic processes that we regroup under the stochastic calculation name.   

 The objective of this work is to present the theory of Itô of the stochastic 

equations under differential or complete form, and to show the ties that can exist 

between the stochastic differential equations and the equations to the partial 

derivatives.   

The instruments used to reach this objective are essentially the stochastic 

calculation and the elementary techniques of the equations differential ordinary 

determinists.   

 We starts with constructing an integral in relation to the Brownian movement, 

for in continuation to define the notion of stochastic differential equation. The 

used stochastic processes are the processes possessing the property of Markov.   

 We indicate the probabilistic representations of the solutions of the numerous 

problems. These representations provide an in instrument of analysis or 

calculation of approximations of the solutions of these equations.     
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Introduction  

Introduction 
 
Le calcul différentiel donne un cadre à la notion d'équation différentielle 
ordinaire, qui sert de modèle pour de phénomènes variables dans le temps. 
Quand on a voulu ajouter à ces équations des perturbations aléatoires, on a 
été gêné par la non différentiabilité du mouvement brownien. La définition 
rigroureuse d'un problème différentiel stochastique passe par l'intégrale 
d'Itô et la formule d'Itô est à la base des techniques de calcul différentiel sur 
les processus stochastiques. 
 
Le but de ce travail est de présenter la théorie d'Itô des équations 
stochastiques sous forme différentielle ou intégrale, de présenter la 
multiplicité des situations où peuvent intervenir les équations différentielles 
stochastiques, et de montrer les liens qui peuvent exister entre les équations 
différentielles stochastiques et les équations aux dérivées partielles. 
 
Les outils utilisés pour atteindre ce but sont essentiellement le calcul 
stochastique et les techniques élémentaires des équations différentielles 
ordinaires déterministes. 
 
Dans ce travail, on rassemble dans le premier chapitre les notions de 
théorie des probabilités qui seront utilisées dans cette recherche. [05][06] 
[08][09][10][12][14][16][17][18][19][25] 
Dans le deuxième chapitre, on traite les processus d'Itô avec la base des 
techniques de calcul différentiel sur les processus stochastiques (formule 
d'Itô). [05][06][07][09][10][12][14][16][18][19][22][23][25][26] 
Dans le troisième et quatrième  chapitre, on s'intéresse la représentation de 
la solution d'une équation différentielle stochastique. Précions qu'il s'agit 
d'équation différentielle stochastique d'Itô où l'intégrateur dans l'intégrale 
stochastique est un mouvement Brownien donné a priori et les fonctions 
coefficients dépendants du temps sont déterministes. [02][09][10][15][21]  
Et plus de ça, on exprime la solution d’une équation différentielle 
stochastique d’un certain type en se ramenant à la solution d’une autre 
équation différentielle stochastique. [03] 
 
Enfin et dans le cinquième chapitre, on s'intéresse au lien profond entre 
certaines systèmes d'équation aux dérivées partielles et les équations 
différentielles stochastiques. [04][06] Ce lien se traduit en des méthodes de 
résolution approchée pour certaines équations aux dérivées partielles, 
basées sur des simulations des processus de diffusion. [01][02][04][11][13] 
[20][24][27] 
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1-1- Convergence de variable aléatoire. 

     Soit (Ω,F,P) un espace de probabilité. Toutes les variables aléatoires 

sont définies sur cet espace. 
 

1-1-1- Convergence presque sûre: 

Une suite de variables aléatoires Xn converge presque sûre (p.s) vers X si 

pour presque tout w, 

( ) )( wXwX n →         quand  ∞→n  

On note XX
sp

n

.

→  

 

Théorème 1.1: Convergence monotone 

Si Xn est une suite de variables aléatoires monotone ( )1+≤ nn XX  si 

X=lim p.s Xn , on a E(X) = lim E(Xn) 

 

Théorème 1.2: Théorème de Lebesgue dominé 

Si Xn est une suite de variables aléatoires convergeant presque sûre vers X 

et s'il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que YXn ≤ , alors 

E(Xn) converge vers E(X). 

 

Théorème 1.3: Loi des grands nombres. 

Si ( )1, ≥iXi est une suite de variables aléatoires équidistribuées, indépendantes 

d'espérance finie, ∑
=

n

i
iX

n 1

1  converge presque sûrement vers E(X1).  
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1-1-2- Convergence quadratique (dans L2(Ω)): 

Une suite de variables aléatoires Xn ∈ L2 et X ∈ L2 converge en moyenne 

quadratique (dans L2(Ω)) vers X si 

0)()( 22
2

→−=− XXEXX nn quand    ∞→n  

Où 

             )( 22
2

XEdpXdefX =∫
Ω

 

et 

∞<
2

X  

 

Si Xn → X dans L2(Ω), on a )()( 22 XEXE n →  et la réciproque est fausse. 

 

Théorème 1.4: Loi des grands nombres. 

Si(Xi,i≥1)est une suite de variables aléatoires équidistribuées indépendantes 

de variance finie, ∑
=

n

i
iX

n 1

1
 converge en moyenne quadratique vers E(X1). 

 

Si une suite de variables aléatoires gaussiennes converge en moyenne 

quadratique, la limite est une variable gaussienne. 

 

1-1-3 Convergence en probabilité: 

Une suite de variables aléatoires Xn converge en probabilité vers X (on note 

XX P
n ⎯→⎯  ) si: 

( ) 0,0 →≥−>∀ εε XXP n      quand ∞→n  
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1-1-4 Convergence en loi: 

Une suite de variables aléatoires Xn converge en loi vers X (on note 

XX L
n ⎯→⎯  ) si:  

))(())(( XfEXfE n →    quand ∞→n  

pour toute fonction ƒ continue bornée. 

On peut également définie la convergence en loi par la convergence simple 

des fonctions caractéristiques. 

 

La convergence en probabilité implique la convergence en loi. 

La convergence presque sûre implique la convergence en probabilité.   

La convergence quadratique implique la convergence en probabilité. 

La convergence en probabilité implique qu'une sous suite converge p.s. 

Si une suite converge quadratique, il existe une sous suite qui converge p.s. 

Si une suite uniformément intégrable (par exemple bornée) converge p.s., 

elle converge dans L². 

 

 

    C P.S                                                                       C M.Q 

 

 

 

C P 

 

C L 
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1-2-Espérance conditionnelle. 

     Soit (Ω,F,P) un espace de probabilité et les variables aléatoires sont 

définies sur cet espace. 

1-2-1 Conditionnement sur un évènement: 

Définition 1.5: 

Si A et B sont deux évènements ),( FBA ∈ , on appelle probabilité 

conditionnelle de A sachant B le nombre: 

)(
)()/(

BP
BAPBAP ∩

=  

pour tout B tel que P(B) ≠ 0. 

 Propriété 1.6:  

P(A/B) est une nouvelle probabilité sur Ω. 

Définition 1.7: 

Soit X une variable aléatoire définie sur l'espace (Ω,F,P). 

Considérons le cas de X à valeurs dans (x1, x2, x3, …, xn). 

Soit B fixé et P(A/B) = Q(A). 

 

On a alors l'espérance de X par rapport à Q: 

∑ ∑
= =

∩=
==

n

j

n

j

j
jjjQ BP

BxXP
xxXQxdéfXE

1 1 )(
)(

)()(  

∫ ==∩=
B

xXj dpBxXP
j

1)(                                     (1) 

Où 
jxX =1  est la fonction qui vaut 1 si w ∈ (X=xj): 

{ )(1
.01 j

j

xXwsi
nonsixX

=∈
= =  

∑
=

==
n

j
xXj j

xX
1

1                                        (2) 
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Donc de (1) et de (2), on a: 

∫

∑ ∫∑

=

=
∩=

=
=

=
=

B

n

j B
xXj

n

j

j
jQ

dpX
BP

dpx
BPBP

BxXP
xXE

j

)(
1

1
)(

1
)(

)(
)(

11  

Donc 

∫=
B

Q dpXBPXE )()(  

1-2-2 Espérance conditionnelle par rapport à une tribu: 

Soit G une sous tribu de F, et soit X une variable aléatoire intégrable 

définie sur (Ω, F, P). 

Définition 1.8: 

On appelle espérance conditionnelle de la variable X par rapport à G (on 

note E(X/G)) l'unique variable aléatoire vérifié les deux propriétés 

suivantes: 

• G-mesurable 

• Telle que 

GAdpXdpGXE
AA

∈∀= ∫∫ ,)/(  

c'est aussi l'unique variable G-mesurable telle que (à une égalité p.s 

prés): [ ] )()/( YXEYGXEE =  

pour toute variable Y G-mesurable bornée. 
 

1-2-3 Espérance conditionnelle par rapport à une variable: 

Soit Z une variable aléatoire prenons pour ß la tribu engendrée par Z, et X 

une variable aléatoire intégrable. 

On appelle espérance conditionnelle de X sachant Z, l'espérance 

conditionnelle E(X/ ß) (on note E(X/Z)). 

Remarquons que E(X/ ß) est une fonction de Z, comme variable mesurable 

par rapport à la tribu engendrée par Z. 
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L'espérance conditionnelle E(X/Z) est caractérisée par: 

1. C'est une variable ß-mesurable. 

2. ß,)/( ∈∀= ∫∫ AdpXdpZXE
AA

 

1-2-4 Propriétés de l'espérance conditionnelle: 

111...   Linéarité: soit a et b deux constantes, 

E(aX + bY /G) = aE(X/G) + bE(Y/G). 

222...   Croissance: soit X et Y deux variables aléatoires telles que 

 X ≤ Y, alors  E(X/G) ≤ E(Y/G) 

333...   Si X est G-mesurable, E(X/G) = X. 

444...   Si Y est G-mesurable, E(XY/G) = YE(X/G). 

555...   E(E(X/G)) = E(X). 

666...   Si X est indépendante de G, E(X/G) = E(X). 

777...   Si G est la tribu grossière (composée de l'ensemble vide et de Ω), 

E(X/G) = E(X). 

888...   Si G et H sont deux tribus telles que GH ⊂ , alors 

E(E(X/H)/G) = E(E(X/G)/H) = E(X/H) 

999...   Théorème 1.9: Inégalité de Jensen. 

Soit φ: IR → IR fonction convexe, telle que φ(X) est aussi intégrable, 

alors  φ(E(X/G)) ≤ E(φ(X/G)) 

1-2-5 Loi conditionnelle: 

Définition 1.10: 

Soit (X,Y) deux variables aléatoires réelles. 

La loi conditionnelle de X quand Y est la famille de lois sur IR (on note 

μ(y,dx)) telle que: 

[ ] ∫
+∞

∞−

Ψ==Ψ ),()(/)(E xyxyYx μ  

pour toute fonction Ψ  borélienne bornée. 

La propriété s'étend aux fonctions Ψ  intégrables par rapport à μ. 
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Si on connaît la loi conditionnelle, l'espérance et la variance conditionnelle 

sont réduisent à des calcules d'espérance et de variance. 

En effet: 

∫
+∞

∞−

== ),()/( dxyxyYXE μ  

est l'espérance d'une variable aléatoire de loi μ(y,dx), pour tout y. 

Si (X,Y) a une densité ƒ(x,y), on a: 

∫
=

IR

duyuf
dxyxfxy

),(
),(),(μ  

Cas Gaussien: 

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles est gaussien. 

La densité conditionnelle de X à Y est une loi gaussienne d'espérance 

linéaire en Y et de variance c indépendante de Y. 

Donc on a: 

E(X/Y) = aY + b ⇒  E(X) = aE(Y) + b 

E(XY) = E(YE(X/Y)) = E(aY2) + bE(Y) 

Où 

[ ] [ ]2222 )()()/()/(

)()(,
var

),(cov

baYEXEYXEYXEc

YaEXEb
Y

YXa

+−=−=

−==
 

 

Maintenant, si (X,Y) est un vecteur gaussien. 

La densité conditionnelle de X à Y est aussi une loi gaussienne d'espérance 

linéaire en Y et de variance c indépendante de Y. 
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1-3- Processus stochastiques: 

  On va s'intéresser à des phénomènes dépendant du temps.  

Ce qui est connu à la date t est rassemblé dans une tribu Ft, c'est 

l'information à la date t. 

 

1-3-1 Filtration: 

Définition 1.11: 

On appelle filtration la famille croissante de sous tribu de F, c'est-à-dire 

st FF ⊂  pour tout t ≤ s. 

La filtration est continue à droite au sens où Ι
ts

st FF
>

=  

Une filtration G est dite plus grosse que F Si tGF tt ∀⊂ ,  

 

1-3-2 Processus: 

 Définition 1.12: 

On appelle processus stochastique la famille de variables aléatoires 

 (Xt, t ∈ [0,∞[) définies sur le même espace de probabilité. 

 

Un processus stochastique (Xt, t ∈ [0,∞[) est dite adapté par rapport à une 

filtration Ft si Xt est Ft-mesurable pour tout t. 

On dit que le processus est continu si les applications t → Xt(w) sont 

continues pour presque tout w. 

On associe la filtration naturelle F X
t pour le processus stochastique X, c'est-

à-dire la famille croissante de tribus { }tsX s
X
tF ≤= ,σ  

Définition 1.13: 

On appelle processus prévisible si et seulement si l'application(t,w)→Xt(w) 

est mesurable par rapport à la tribu des prévisibles (la tribu sur (0,∞)×Ω 

engendrée par les rectangles de la forme: ] ] sFAtsAts ∈≤≤× ,0,,  
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Soit X,Y deux processus: 

♦ X,Y sont égaux à une modification près si Xt = Yt p.s t∀ . 

♦ X,Y sont égaux en loi YloiX  si pour tout (t1, t2, …, tn) et pour tout n,  

on a 

)...,,,()...,,,(
2121 nn tttttt YYYloiXXX . 

Processus croissant: 

On appelle processus croissant le processus A = (At, t≥0) tel que: 

A0 = 0 et t → At est une fonction croissante, c'est-à-dire  

At(w) ≤ As(w) ,   spst .≤∀  

Processus gaussiens: 

Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (Xt, t≥0) 

est une variable aléatoire gaussienne, c'est-à-dire si 

∑
=

∀∀∀
n

i
tiii i

Xaatn
1

,,,  

est une variable aléatoire gaussienne. 

Un processus gaussien est caractérisé par son espérance et sa variance. 

Processus de Markov: 

Définition 1.14: 

Un processus est de Markov si son comportement dans le futur ne dépend 

du passé qu'a travers le présent. 

Soit X un processus et (Ft)t≥0 sa filtration canonique. 

On dit que le processus est de Markov si, pour tout t, pour toute variable 

bornée Y ∈ F∞ l'égalité:   

E(Y○θt / Ft) = E(Y○θt /Xt) 

Où θ est l'opérateur de translation défini sur les applications coordonnées 

par Xu○θs = Xu+s . 
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Définition 1.15: 

Pour toute fonction bornée ƒ définie sur IRn, pour toute n, pour tous 

t1<t2<…<tn: 

)/)...,,,(()/)...,,,((
2121 stststsstststs XXXXfEFXXXfE

nn ++++++ =  

Ceci implique en particulier que pour toute fonction ƒ borélienne bornée: 

E(ƒ(Xt) / Fs) = E(ƒ(Xt) / Xs) ,    st >∀  

On appelle processus de Markov forte si la propriété précédente est vraie 

pour tout couple de temps d'arrêt finis T, S avec T>S. 

 

1-4- Martingales et temps d'arrêt: 

1-4-1 Martingales: 

Soit (Ω,F,P) un espace de probabilité, muni d'une filtration (Ft)t≥0. 

a/ Cas discret: 

Définition 1.16: 

Une suite de variables aléatoires réelles (Xn,n∈IN) est une Fn-martingale si: 

 Xn est intégrable, INn ∈∀  

 Xn est Fn-mesurable, INn ∈∀  

 E(Xn+1 / Fn) = Xn , INn ∈∀  

Propriétés 1.17: 

 E(Xn+p / Fn) = Xn   ,     INn ∈∀  , INp ∈∀ . 

 Si Xn = Y1+Y2+…+Yn où les Yi sont des variables aléatoires 

indépendantes centrées, Xn est une martingale. 

 Une famille des vecteurs (Sn , n≥0) telle que Sn est à valeurs dans IRd 

est une martingale, si les familles ),( INnS i

n ∈  sont des martingales 

i∀ , 1≤i≤d. 
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b- Cas continu: 

Définition 1.18: 

Une famille de variables aléatoires [ [),0,( ∞∈tX t  est une martingale par 

rapport à la filtration (Ft)t≥0 si: 

 Xt est Ft-mesurable et intégrable pour tout t. 

 E(Xt / Fs) = Xs , ts ≤∀ . 

Propriétés 1.19: 

 Si X est une martingale E(Xt) = E(X0) ,   t∀  

 Si (Xt, t≤T) est une martingale, Xt est complètement déterminé par sa 

valeur terminale: 

Xt = E(XT / Ft) 

Cette propriété est d'un usage très fréquent en finance. 

Définition 1.20: 

Une famille de variables aléatoires [ [),0,( ∞∈tX t  est une sous martingale 

(resp surmartingale) par rapport à (Ft)t≥0 si: 

 Xt est Ft-mesurable et intégrable pour tout t. 

 E(Xt / Fs) ≥ Xs) , ts ≤∀ . ( resp E(Xt / Fs) ≤ Xs ) 

Propriété 1.21: 

 Si X est une martingale, alors X2 est une sous martingale. 

 Si X est une martingale et A un processus croissant, X+A est une 

sous-martingale. 

Proposition 1.22: Inégalité de Doob. 

Si X est une martingale continue, 

( )22 4sup Ts
Ts

XEXE ≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤
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1-4-2 Temps d'arrêt: 

Définition 1.23: un temps d'arrêt. 

On appelle temps d'arrêt la variable aléatoire τ à valeur dans { }∞+∪IR  

telle que { } IRtFt ∈∀∈≤ ,tτ  

Exemple 1.24: 

Une constante positive est un temps d'arrêt. 
 

On associé a un temps d'arrêt τ la tribu Ft dite des évènement antérieurs à τ, 

définie par: 

{ }{ }.,/ IRtFtAFAF t ∈∀∈≤∩∈= ∞ ττ  

Propriétés 1.25: 

 Si T un temps d'arrêt alors T est FT-mesurable. 

 Si S et T sont des temps d'arrêt, SΛT est un temps d'arrêt. 

En particulière TΛt est un temps d'arrêt. 

 Si S et T sont des temps d'arrêt tels que S≤T, alors Ts FF ⊂ . 

 Si un processus X est continu et adapté, XT est FT-mesurable. 

Théorème 1.26: Théorème d'arrêt 

Soit T un temps d'arrêt et M une (Ft)-martingale, le processus Z défini par 

Zt = MtΛT est une (Ft)-martingale et E(MtΛT) = (M0). 

Théorème 1.27: Théorème d'arrêt de Doob 

Soit M une (Ft)-martingale continue et si S et T sont deux temps d'arrêt tels 

que S ≤ T ≤ k (k une constante finie), Mt est intégrable et: 

E(MT / FS) = MS 

S'étend ce résultat pour tous les temps d'arrêt si la martingale est 

uniformément intégrable. 

Proposition 1.28: 

Si pour tout temps d'arrêt borné E(XT) = E(X0), le processus X est une 

martingale. 
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Remarque 1.29: 

Si E(XT) = E(X0) pour tout t, le processus X n'est pas nécessairement une 

martingale. 

Une martingale locale positive est une surmartingale. 

Une martingale locale uniformément intégrable est une martingale. 

 

1-5- Mouvement Brownien: 

     Le mouvement Brownien joue un rôle fondamental dans de nombreux 

domaines. 

Il fut introduit par Bachelier en 1900, pour des applications à la finance et a 

de nouveau, à l'heure actuelle, un rôle important en mathématiques 

financières. 

En 1905, Einstein détermine la densité de transition du mouvement 

Brownien par l'intermédiaire de l'équation de la chaleur et relie ainsi le 

mouvement Brownien et les équations aux dérivées partielles de type 

parabolique. 

La même année, Smoluchowski décrit le mouvement Brownien comme une 

limite de promenades aléatoires.    

Soit l'espace de probabilité (Ω,F,P) et le processus (Bt, t≥0) sur cet espace. 

La définition plus usuelles du mouvement Brownien est la suivante. 

1-5-1 Définition: 

On appelle mouvement Brownien (standard) le processus (Bt, t≥0) 

satisfaisant aux propriétés: 

♦ Le mouvement Brownien est issu de l'origine, c'est-à-dire: 

P(B0=0) = 1. 

♦ Le mouvement Brownien est un processus à accroissements 

indépendants: 

,ts ≤∀ la variable Bt-Bs est indépendante de la tribu du passé avant s, 

soit σ(Bu, u ≤ s). 
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♦ L'accroissements de mouvement Brownien est une variable aléatoire 

réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t-s). 

Il existe une approche classique du mouvement Brownien, qui consiste à 

l'obtenir comme limite de marches aléatoires. 

1-5-2 Théorème: Théorème de Donsker: 

Soit (Xn)n≥1 une famille de variables aléatoires réelles indépendantes 

identiquement distribuées avec E(Xn) = 0 et 1)( 2 =nXE  

Soit ∑
=

=
n

i
in XS

1
avec S0 = 0. (E(Sn) = 0 et V(Sn) = n). 

Les processus des sommes normalisées [ ]nt
n
t S

nY
1

=  (où[nt] désigne la 

partie entière de nt) converge en loi, en tant que processus, vers le 

mouvement Brownien. 

On considère toujours des mouvement Brownien ayant des trajectoires 

continues et qui sont nuls au temps 0. On appelle souvent un tel processus 

un mouvement Brownien standard. 

1-5-3 Propriétés: 

Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien et Ft = σ{Bs, s≤t} sa filtration 

naturelle. 

1-5-3-1 Proposition: Processus gaussien 

Le mouvement Brownien est un processus gaussien centré (E(Bt) = 0)(pour 

tout t), de covariance min(s,t) (Cov(Bt,Bs) = sΛt). 

Démonstration: Le caractère gaussien résulte de ( )∑∑
==

−=
+

n

i
tti

n

i
ti iii

BBbBa
00

1
 

avec nniii banibba =−≤−= + ,1,1 . La covariance est égale à E(Bt Bs) car 

le processus est centré.  

Si s ≤ t, E(BtBs)=E((Bt – Bs)Bs + Bs
2)=E(Bt – Bs)E(Bs)+E(Bs

2)=s , c'est-à-

dire cov (Bt ,Bs)=s∧t = s  
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1-5-3-2 Propositions: 

Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien, alors 

 W't = - Bt est un mouvement Brownien. 

 W't = 1/c Bc²t est un mouvement Brownien. 

 W't = t B1/t ,     0',0 =>∀ tWt  est un mouvement Brownien. 

1-5-3-3 Propriété de Markov: 

On considère un mouvement Brownien B sur l'espace (Ω,F,P) et la 

filtration (Ft)t≥0 qu'il engendre. 

Puisqu'il est à accroissements indépendantes, la variable Bt-s-Bs est 

indépendante de la tribu F. 

Théorème 1.30: 

Pour chaque fonction ƒ borélienne bornée: 

))(/)(()/)(( tutu BBfEFBfE σ=     pour    tu >  

Définition 1.31: 

Un processus(Xt)t≥0 est un processus de Markov si, étant donné la filtration 
0

)(
≥tF X

t engendrée par le processus, celui-ci vérifie la propriété de Markov, 

à savoir que pour tous s, t≥0 et pour tout fonction ƒ borélienne bornée: 

)./)(()/)(( ssT
X

tsT XXfEFXfE ++ =  

 

Proposition 1.32: Propriété de Markov forte. 

Soit T un temps d'arrêt à valeurs finies. 

On a alors. 

)).(/)(()/)(( ssTtsT BBfEFBfE σ++ =  

En particulier, pour tout temps d'arrêt fini T, le processus Bt+T - BT est un 

mouvement Brownien indépendant de FT. 
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1-5-3-4 Propriété de martingale: 

Propositions 1.33: 

Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien standard et Ft la tribu engendre  

par Bt. 

111...    Le processus (Bt, t ≥ 0) est une martingale. 

222...    Le processus (B²t-t, t ≥ 0) est une martingale et la réciproque est vraie 

(c'est-à-dire si X est un processus continu tel que X et (X²t-t,t ≥ 0) sont 

des martingales alors X est un mouvement Brownien). 

333...    Soit B1 et B2 deux mouvements Brownien indépendantes. Le produit 

B1B2 est une martingale. 

444...    Le processus )0),
2
1(exp( 2 ≥− ttBt σσ  est une martingale, pour tout σ réel, 

et la réciproque est vraie (c'est-à-dire si X un processus continu tel que 

)0),
2
1(exp( 2 ≥− ttBt σσ  est une martingale, le processus X est un 

mouvements Brownien). 

Démonstration: 

En utilisant l'indépendance des accroissements du mouvement Brownien et 

la définition de martingale (c'est-à-dire si s ≤ t, Bt-Bs indépendante de Fs et 

E(Bt/Fs) = Bs)) avec les propriétés d'espérance conditionnelle. 

 

Définition 1.34: 

On dit que B est un (Ft)-mouvements Brownien si B et (B²t-t, t ≥ 0) sont des 

(Ft)-martingale. 

 

 

 

 

 



Chapitre 01                                                                                                      Généralités. 

18 
 

1-5-4 Intégrale de Wiener: 

1-5-4-1 Définition: 

Soit L²(IR+) l'ensemble des fonctions boréliennes ƒ de IR+ dans IR de carré 

intégrable telles que ∫
+∞

∞<
0

2)( dssf .(c'est un espace de Hilbert pour la 

norme .))((
0

2
12

2 ∫
∞

= dssff ) 

 

a/- Fonction en escalier: 

On pose )()()(
0

uBvBdBsf s −=∫
∞

 pour ] ]vuf ,1=  

Soit ƒ une fonction en escalier, on pose   

))()(()( 1
1

1
0

−
=

−

∞

−= ∑∫ ii

n

i
is tBtBfdBsf  

La variable aléatoire ∫
∞

0

)()( sdBsfdeffI  est une variable gaussienne 

d'espérance nulle et de variance ∫
∞

0

2 )( dssf (car B est gaussien et centré). 

 

b/- Cas général: 

En analyse, si ƒ ∈ L²(IR+), il existe une suite ƒn de fonction en escalier qui 

converge dans L²(IR+) vers ƒ: 

0)(
0

2 ⎯⎯ →⎯− ∞→

∞

∫ nn dxxff  

Dans ce cas, la suite ƒn est de Cauchy dans L²(IR+). 

La suite de variable aléatoire ∫
∞

=
0

)( snn dBsfF  est une suite de Cauchy dans 

l'espace de Hilbert L²(Ω), donc elle est convergente. 
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On pose: 

∫∫
∞

∞→

∞

=
00

)(lim)( snnsn dBsfdBsfdefF  

La limite ne dépend que de ƒ et non de la suite ƒn. 

On dit I(ƒ) l'intégrale de Wiener de ƒ par rapport à B. 

1-5-4-2 Propriétés: 

♦ L'intégrale est linéaire, c'est-à-dire: 

I(ƒ+g) = I(ƒ) + I(g) 

♦ L'intégrale est isométrique de L²(IR+), c'est-à-dire la norme de I(ƒ) 

est égale à la norme de ƒ ⇒  

[ ]

∫

∫
∞

∞

=

==

0

0

2222

)()())()((

)())(()(

dssgsfgIfIE

dssffetfIEfI
 

♦ Si ƒ ∈ L²(IR+), pour tout t, la variable I(ƒ) vérifie: 

∫∫ =
∞ t

st dssfdBsfBE
00

)())((  

1-5-4-3 Processus lié à l'intégrale stochastique: 

Soit ƒ ∈ L²(IR+), 

[ ] st

t

s dBsfsdefdBsf )()(1)(
0

,0
0

∫∫
∞

 

De même façon Tdssf
T

∀∞<∫ ,)(
2

0

, ce qui permet de définir l'intégrale 

stochastique pour une grande classe de fonctions (on note 2
locL ). 
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Théorème 1.35: 

Soit ƒ ∈ L loc
2

 et ∫=
t

st dBsfM
0

)(  

 Le processus M est une martingale continue.(d'espérance nulle et de 

variance ∫
t

dssf
0

2 )( ) 

 Le processus M est un processus de gaussien centré de covariance 

∫
Λ st

duuf
0

2 )(  à accroissement indépendants. 

 Le processus )0,)((
0

22 ≥− ∫ tdssfM
t

t  est une martingale. 

 Si ƒ et g sont dans L loc
2

, on a 

∫∫∫
Λ

=
sts

u

t

u duugufdBugdBufE
000

)()())()((  

 

1-5-4-4 Brownien géométrique: 

Définition 1.36: 

Soit B un mouvement Brownien et b,σ sont constants, le processus 

 

tt BtbXX σσ +−= )
2
1exp( 2

0  

 

est appelé Brownien géométrique. 
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     On se donne un espace (Ω,F,P) et B un mouvement Brownien sur cet 

espace. Ft = σ(Bs, s≤t) sa filtration naturelle du mouvement Brownien. 

 

2-1- Processus étagés (élémentaire): 

On veut généraliser l'intégrale de Wiener et définir ∫
t

ss dB
0

θ  pour des 

processus stochastique θ. 

Définition 2.1: 

On appelle processus étagé (ou élémentaire) (θt)0≤t≤T, s'il existe une suite de 

réels tj, 0=t0≤t1≤…≤tn=T et une suite de variable aléatoire θj telles que θj est 

Ft-mesurable et bornée, un processus de forme: 

[ ]

[ ]
[ ]{ 1

1

1

,1
0,

1
,

1

1)()(

+

+

−

∈

=

=

= ∑
jj

jj

jj

ttssi
nonsitt

n

j
ttjs oùww θθ

 

l'intégrale stochastique de θ est alors par définition le processus continu 

TttI
≤≤0

))(( θ définir par: ( )
1

10

)(
−

−== ∑∫
=

∞

jj tt

n

j
jsst BBdBI θθθ  

On a E(I(θ)t) = 0 et ).())(var(
0

2∫
∞

= dsEI st θθ  

On obtient:  ( )tttt

n

j
j

t

sst jj
BBdBI ΛΛ

=
−

−== ∑∫ 1
10

)( θθθ  

Ce qui établit la continuté de l'application t → I(θ)t. 

Si Tj, 0≤T0≤….≤Tn est une suite croissante de temps d'arrêt, 

[ ] )(1)( ,
1

1
sw

jj TT

n

j
js −
Ι= ∑

=

θθ  

on définit alors: 

( )tTtT

n

j
j

t

sst jj
BBdBI ΛΛ

=
−

−== ∑∫ 1
10

)( θθθ  
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2-2- Généralisation: 

     On peut prolonger la définition de l'intégrale de Wiener à une classe 

plus grande de processus (on perd le caractère gaussien de l'intégrale, ce 

qui est déjà le cas pour de processus étagé). 

Les processus étagés appartient à Γ ( Γ: l'ensemble de définition des 

processus càglàd de carré intégrable c'est-à-dire appartenant à L²(Ω×IR+) 

tel que les processus θ adaptés continus à gauche limités à droite, (Ft) 

adaptés et 

∞<∫
∞

)(
0

22 dtEdef tθθ  

on dit que θn converge vers θ dans L²(Ω×IR+) si 

0
∞→

→−
nnθθ  

La définition de I(θ)t pour tous les processus θ de Γ: 

On approche θ par des processus étagés, soit nn
θθ

∞→
= lim  où 

] ]1,

)(

1
1~

+∑
=

=
jj tt

nK

j

n
jn θθ  avec t

n
j F∈θ~ , la limite étant au sens de L²(Ω×IR+). 

 

L'intégrale ∫
∞

0
ss dBθ  est alors la limite dans L²(Ω) des sommes 

))()((~
1

)(

1
jj

nK

j

n
j tBtB −+

=
∑ θ  dont l'espérance est zéro et la variance: 

)).(~( 1

)(

1

2
jj

nK

j
j ttE −+

=
∑ θ  

On a alors:  

0)(
0

=∫
∞

ss dBE θ  et ∫∫
∞∞

=
0

2

0

).()( dsEdBVar sss θθ  
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On note: 

[ ]∫∫
∞

=
0

,0
0

)(1)( sts

t

sst dBsdefdBI θθθ  

Si θ est étagé: 

( )tttt

n

j
j

t

ss jj
BBdB ΛΛ

=

−=
+∑∫ 1

10

θθ  

Plus généralement, si τ est un temps d'arrêt, le processus [ ] )(1 ,0 tτ  est 

adapté et on définit 

[ ]∫∫ =
Λ t

ss

t

ss dBsdB
0

,0
0

)(1 τ

τ

θθ  

Propriétés 2.2: 

On note Λ l'ensemble Lloc²(Ω×IR+) des processus θ adaptés càglàd 

vérifiant:  

∫ ∀∞<
t

s tdssE
0

2 .,))(( θ  

111...    Soit θ1,θ² deux processus de Λ, on a: 

             ∫ ∫∫ +=+
t

s

t

sss

t

sss dBbdBadBba
0 0

21

0

21 )( θθθθ  

                           ba,∀  des constantes 

222...    Propriété de martingale: 

Proposition 2.3: 

Soit ∫=
t

sst dBM
0

θ , où θ ∈Λ. 

 Le processus M est une martingale, à trajectoires continues. 

 Soit ∫∫ −=
t

s

t

sst dsdBN
0

22

0

.)( θθ  

Le processus (Nt,t≥0) est une martingale. 
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Démonstration: 

 stdBFdBE
s

uus

t

uu ≥∀= ∫∫ ,)/)(
00

θθ (la propriété de martingale) 

On a: 0)(0)/)(
00

=⇒= ∫∫
t

uus

t

uu dBEFdBE θθ  

 ∫∫∫∫ −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

s

u

s

uus

t

s

t

ss dudBFdsdBE
0

22

00

22

0

)()/)(( θθθθ  

On a: ⇒=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ∫∫ 0)/)(( 22

s

t

s
u

t

s
uu FdudBE θθ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫∫ s

t

s
us

t

s
uu FduEFdBE //)( 22 θθ  donc 

∫∫∫∫

∫∫∫∫

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

s

u

s

uus

t

s
u

t

s
uu

s

s

u

s

uus

t

s

t

ss

dudBFdudBE

FdudBEFdsdBE

0

22

0

22

0

22

00

22

0

)()/)((

)/)(()/)((

θθθθ

θθθθ

 

Si l'on veut définir Mt pour t≤T, il suffit de demander que [ ]),0(2 TL ×Ω∈θ  

c'est-à-dire ∫ ∞<
T

t dtE
0

2 )( θ  et que θ soit adapté. 

Sous cette condition, (Mt, t ≤T) est encore une martingale. 

 

Corollaire 2.4: 

{ }∫==
t

stt dsEMVaretME
0

2)(0)( θ  

Si 

∫∫ ==
t

sst

t

sst dBMetdBM
0

'

0

ϕθ  où ϕ Є Λ. 
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Le processus dsMM s

t

stt ϕθ∫−
0

'  est une martingale ⇒  

∫∫∫ =−
t

ss

t

ss

t

ss dsEdBdBE
000

0)()( ϕθϕθ  

Il suffit de remarquer que 

∫∫∫ +−++
t

ss

t

sss

t

sss dsdBetdB
0

22

00

)())(()( ϕθϕθϕθ  

sont des martingales. 

Proposition 2.5: 

Soit τ un temps d'arrêt et θ un Processus FB-adapté tel que 

∞<∫ )(
0

2
τ

θ dsE s  

alors 

∫∫∫ ==
τττ

θθθ
0

22

00

)()(0)( dsEdBEetdBE sssss  

 

Exemple 2.6: 

Remarquons que l'intégrale stochastique d'Itô ne suit pas les règles du 

calcul différentiel classique; en effet (W ou B: un mouvement Brownien) 

)(2
12

2

2

00

2

0

2

tWdWWtdWWW

dWWW

t

t

ss

t

sst

t

sst

−=⇒+=

≠

∫∫

∫
 

Puisque 0)2()(
0

2 == ∫
t

sst dWWEettWE  par 0)(
0

=∫
t

ss dWE σ  

En écrivant: 

∑∑
==

−+−=
++

n

i
tttt

n

i
tt iiiii

WWWWWW
0

2

1

2 )()(2
11
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où par définition: 

)(lim
1

10
iii tt

n

i
t

t

ss WWWdWW −=
+∑∫

=

 

L'égalité 

∑∑∑
===

−−−=−
+++

n

i
tt

n

i
tttt

n

i
t iiiiiii

WWWWWWW
0

2

0

22

0
)()()(2

111  

vérifie 

)(2
1

)(lim2
1

2

0

22

0
1

tW

WWWdWW

t

n

i
ttnt

t

ss ii

−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−= ∑∫

=
+  

où 

tWEWW t

n

i
tt ii

==−∑
=

+
)()(lim 2

0

2
1  

En général, si I(θ)t processus adaptés càglàd qui n'appartiennent pas 

nécessairement à L²(Ω×IR), mais qui vérifient pour tout t, 

spdsws
t

.),(
0

2 ∞<∫θ , dans ce cas M n'est pas une martingale mais une 

martingale locale et l'espérance peut être nul.(On utilise souvent qu'une 

martingale locale positive est une surmartingale) 

 

Inégalité maximale: (Voir inégalité de Doob) 

∫∫∫ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≤

≤

T

u

T

uu

s

uu
Ts

duEdBEdBSupE
0

2

2

00

)(4)(4))(( θθθ  
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2-3- Processus d'Itô: 

Définition 2.8: 

On appelle processus d'Itô, le processus X tel que p.s Tt ≤∀  

∫∫ ++=
t

ss

t

st dBdsbxX
00

σ  

où b est un processus adapté tel que ∫
t

s dsb
0

existe (au sens Lebesgue) p.s 

pour tout t, et σ est un processus appartient à Λ. 

On utilise la notation suivante:  

⎩
⎨
⎧

=
+=

xX
dBdtbdX tttt

0

σ
 

Le coefficient b est la dérive, σ est le coefficient de diffusion. 

La décomposition d'un processus d'Itô est unique, c'est-à-dire si 

σσ

σσ
~~
~~

==

+=+=

etbb

alorsdBdtbdBdtbdX ttttttt
 

En particulier, si X est une martingale locale alors b=0 et réciproquement. 

On peut définir un processus d'Itô pour des coefficients de diffusion tels 

que ∞<∫
t

s ds
0

2σ  p.s, mais on perd la propriété de martingale de l'intégrale 

stochastique. La partie ∫+
t

s dsbx
0

 est la partie à variation finie. 

 

Si un processus à variation finie est une martingale, il est constant.  

En effet, si A0=0, 0)(2 2

0

2 == ∫ t

t

sst AEetdAAA  

 

 

 



Chapitre 02                                                                                    Intégrale stochastique. 

29  
  

Propriété 2.9: 

Si σ ∈ à Λ, on a  

)/()/(

)/()/(

,,)()()(

00
0

0
0

s

t

s
usst

s

t

s
u

s

uu

s

ust

t

st

FdubEXFXE

doncFdubEdBdubXFXE

stetdsbEXEXE

∫

∫∫∫

∫

+=

+++=

≥∀+=

σ  

Si b≡0, le processus X est une martingale continue. 

La réciproque est vraie sous certaines conditions d'intégrabilité et de 

mesurabilité, toute martingale continue s'écrit ∫+
t

ss dBx
0

φ  

Intégrale par rapport à un processus d'Itô: 

Soit X un processus d'Itô: 

tttt dBdtbdX σ+=  

On a sous réserve de conditions d'intégrabilité: 

∫∫∫ +
t

sss

t

ss

t

ss dBdsbdefdX
000

σθθθ  

 

Crochet d'un processus d'Itô: 

Soit Z une martingale continue de carré intégrable (telle que 

.)( 2

0
∞<

≤≤
t

Tt
ZSupE ). 

S'il existe un processus croissant continu A implique que (Z²t-At, t≥0) est 

une martingale. 

Le processus A est appelé le crochet oblique ou le crochet de Z. 

On note:   
tt ZZA ,=  ou encore 

t
Z  
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Nous avons établi que le crochet de Brownien est t et que le crochet de 

l'intégrale stochastique )(
0
∫=
t

sst dBM θ  est ∫
t

s ds
0

2θ  

Le crochet de deux martingales locales continues est défini par: 

),,,(2
1,

tttt
NNMMNMNMNM −−++=  

c'est l'unique processus à variation finie tel que le processus NMMN ,−  

est une martingale locale. 

Le crochet de deux intégrales stochastiques 

∫∫ +=+=
t

ssts

t

st dBKyYdBHxX
00

,  

est ∫=
t

sst
dsKHYX

0

,  

Proposition 2.10: 

Le crochet de deux martingales continues M et N est égale à la variation 

quadratique de ce processus: 

.))((lim,
1

11∑
=

−−=
++

n

i
ttttt iiii

NNMMNM  

Il en résulte que si P et Q sont deux probabilités équivalentes, le crochet de 

M sous P et sous Q sont égaux. On dit que deux martingales continues sont 

orthogonales si leur crochet est nul, ou si leur produit est une martingale. 

 

On étend la définition du crochet aux processus d'Itô, si deux processus 

d'Itô dXi(t) = bi(t) dt + σi(t) dBt , i = 1,2 , leur crochet est par définition le 

crochet de leur partie martingale. Cela tient à la proposition 2.10. 

Nous en déduisons une nouvelle forme de la définition de Browniens 

corrélés: Si deux Browniens sont corrélés implique que leur crochet est ςt. 

On caractérise le mouvement Brownien en disant que c'est une martingale 

continue d'espérance nulle et de crochet t.  
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On définit le crochet du processus d'Itô comme étant le crochet de sa partie 

martingale.  

Le crochet de processus d'Itô X est ∫==
t

stt dsXA
0

2σ .  

 

2-4- Formule d'Itô: 

Soit X un processus d'Itô de décomposition dXt = bt dt + σt dBt. 

2-4-1 Première forme: 

Théorème 2.11: 

Soit ƒ une fonction de IR dans IR, deux fois continûment différentiable, 

alors 

∫∫ ′′+′+=
t

ss

t

sst dsXfdXXfXfXf
0

2

0
0 )(2

1)()()( σ  

où 

∫ ∫∫ ′+′=′
t t

sssss

t

ss dBXfdsbXfdXXf
0 00

)()()( σ  

Sous forme condensée 

dtXfdXXfXdf ttttt
2)(

2
1)()( σ′′+′=  

tttttttt dBXfdtXfdtbXfXdf σσ )()(
2
1)()( 2 ′+′′+′=  

Si on utilise le crochet: 

tttttttt dBXfXdXfdtbXfXdf σ)()(
2
1)()( ′+′′+′=  

La formule est facile à mémoriser en notant sa ressemblance avec la 

formule de Taylor, sous forme: 

tttttt dXdXXfdXXfXdf )(
2
1)()( ′′+′=  

et la règle de multiplication: 

dt dt = 0 ,  dt dBt = 0 ,  dBt dBt = dt 
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Si ƒ′ et σ sont bornés: 

111...    =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′++= ∫

t

sssst dsXfbXfEXfEXfE
0

2
0 ))(2

1)('())(())(( σ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′++ ∫

t

ssss dsXfbXfEXfE
0

2
0 ))(2

1)('())(( σ  

222...    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= ∫ s

t

s
uuuusst FduXfbXfEXfFXfE /))("2

1)('()()/)(( 2σ

[ ]∫ ++=
t

s
suuuus duFXfbXfEXf /))("2

1)('()( 2σ  

333...    )(2
1 2

0

tBdBB t

t

ss −=∫                                                         

    Si Xt = Bt et F(Xt) = Bt², on applique la formule d'Itô. On obtient 

facilement: 

tdBBB
t

sst += ∫
0

2 2  

444...     )2
1)(exp())(exp( 2 dtdXXXd tttt σ+=  

555...    La seule solution de )( ttt dBdtSdS σμ +=  est 

tttt BtXavecXxS σσμ +−== )2
1()exp( 2  

Proposition 2.12: 

Supposons que  

.)()(
00

0 ∫∫ ++=
t

ss

t

st dBXdsXbXX σ  

Où b et σ sont des fonctions de IR dans IR bornées.   

Si ƒ est une fonction d'échelle de IR dans IR de classe C² à dérivées bornées 

et vérifiant: 

0)(")²(2
1)(')(, =+∀ xfxxfxbx σ  

Le processus ƒ(X) est une martingale. 

 



Chapitre 02                                                                                    Intégrale stochastique. 

33  
  

Démonstration: 

La fonction ƒ est déterminée, à deux constantes prés par les fonctions b et σ 

par: ∫ ∫−=
x

c

x

c

dudbxf ))²(/)(2exp()( ννσν  

On peut affaiblir la condition sur la bornitude des dérivées qui n'est utilisée 

que pour assurer l'existence des intégrale et la propriété de martingale. 

 

2-4-2 Fonction dépendant du temps: 

Théorème 2.13: 

Soit ƒ une fonction définie sur IR+×IR, deux fois différentiable en x et une 

fois différentiable en t, on a  

∫

∫∫

+

++=

t

ssxx

t

ssx

t

stt

dsXsf

dXXsfdsXsfXfXtf

0

2

00
0

),("2
1

),('),('),0(),(

σ
 

Où 

∫∫∫ +=
t

sssx

t

ssx

t

ssx dBXsfdsbXsfdXXsf
000

),('),('),(' σ  

On note  

( )

ttxxtttx

tttttx

ttxxttt

XdXtfdXXtf

dtXtfdXXtf

dtXtfXtfXtdf

),("2
1),('

),('),('

),("2
1),('),( 2

++

=+

+=

σ

σ

σ
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Exemples 2.14: 

111...    Soit X un processus tel que: 

∫∫ ++=
t

ss

t

st dBXsdsXsbXX
00

0 ),(),( σ  

Si ƒ est une fonction de IR+×IR dans IR telle que σƒ'x est bornée et 

0),("),(2
1),('),(),(' 2 =++ xtfxtxtfxtbxtf xxxt σ  

Alors (ƒ(t,Xt), t≥0) est une martingale. 

L'opérateur L définir sur les fonctions de C1,2 par: 

),("),(2
1),('),(),)(( 2 xtfxtxtfxtbxtfL xxx σ+=  

est le générateur infinitésimal de la diffusion. 

Si  

),(),("),(2
1),('),(),(' 2 xtrfxtfxtxtfxtbxtf xxxt =++ σ                  (3) 

Alors )0),,()(exp( ≥− tXtfrt t  est une martingale. 

Dans ce cas: 

)/),()(exp(),()exp( tTt FXTfrtEXtfrt −=−  

Si ƒ vérifie ƒ(T,x) = h(x) et solution de (3), on a 
)/)()(exp(),()exp( tTt FXhrtEXtfrt −=−  

222...    Soit X un processus tel que: )( ttt dBdtrXdX σ+= Où r et σ sont des 

constantes. Alors le processus (e-rt Xt, t≥0) est une martingale. 

On remarque que:  

d(e-rt Xt) = e-rt  Xt σ dB 

d(e-rt Xt) = dXt e-rt – r dt e-rt Xt = e-rt (dXt – rXt dt) 

et vérifié les conditions d'intégrabilité. 

La solution de dXt = Xt(r dt + σ dBt) est: 

))
2
1exp(( 2

tBtrxX σσ +−=  

On dit que X est un Brownien géométrique. 
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333...    Soit X un processus tel que dXt = Xt(b(t) dt + σ(t) dBt) où b et σ sont 

des fonctions. X est dit Brownien géométrique à coefficient 

déterministes, alors le processus ( 0,))(exp(
0

≥− ∫ tXdssb t

t

) est une 

martingale. 

Cas multidimensionnel: 

Théorème 2.15: 

Soit (Xi, i =1,2) deux processus d'Itô tels que dXi(t) = bi(t) dt + σi(t) dBi 

Soit ƒ une fonction de IR² dans IR de classe C², on a 

dƒ(X1(t),X2(t)) = ƒ'1(X1(t),X2(t)) dX1(t) + ƒ'2(X1(t),X2(t)) dX2(t) + 

1/2 (ƒ"11σ²1(t) + 2 ƒ"12 σ1(t) σ2(t) + ƒ"22 σ²2(t)) (X1(t),X2(t)) dt 

Où ƒ'i désigne la dérivée par rapport à xi, i =1,2 et ƒ"ij la dérivée seconde 

par rapport à xi xj. 

Sous forme condensée: 

dttXtXf

tdXtXtXftXXdf

ji
ji

i
i

σσ∑

∑

=

=

+=

1,
21

2

1
2121

))(),(("
2
1

)())(),(('))(,(

 

Proposition 2.16: Formule d'intégration par parties. 

Soient Xt et Yt deux processus d'Itô tel que: 

∫ ∫

∫ ∫

++=

++=

t t

st

t t

st

dBsdssbYY

dBsdssbXX

0 0
220

0 0
110

)()(

)()(

σ

σ

 

Alors     
t

t

ss

t

sstt YXdXYdYXYXYX ,
00

00 +++= ∫∫  

Avec                        ∫=
t

t
dsssYX

0
21 )()(, σσ  

)()()( 21 ttdXYdYXYXd tttttt σσ++=  
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La formule d'Itô montre que: 

∫∫

∫∫

∫∫

+++++=+

++=

++=

tt

sssstt

tt

sst

tt

sst

dsssYXdYXYXYX

dssdYYYY

dssdXXXX

0

2
21

0

2
00

2

0

2
2

0

2
0

2

0

2
1

0

2
0

2

))()(()()(2)()(

)(2

)(2

σσ

σ

σ

 

En faisant: 
222 2)( tttttt YXYXYX ++=+  

Avec 

∫∫∫ +++=
tt

ss

t

sstt dsssdXYdYXYXYX
0

21
00

00 )()( σσ  

 

2-4-3 Formule d'Itô multidimensionnelle: 

La formule d'Itô se généralisé au cas où la fonction ƒ dépend de plusieurs 

processus d'Itô et lorsque ces processus d'Itô s'expriment en fonction de 

plusieurs mouvements Browniens. 

 

2-4-3-1 Cas Browniens indépendants: 

Théorème 2.17: 

Soit (Xi, i =1,2) deux processus d'Itô tels que: 

dXi(t) = bi(t) dt + σi(t) dBi(t) 

Où B1 et B2 sont deux Browniens indépendants. On a 

dƒ(X1(t),X2(t)) = ƒ'1(X1(t),X2(t)) dX1(t) + ƒ'2(X1(t),X2(t)) dX2(t) + 

1/2 ( ƒ"11(X1(t),X2(t)) σ²1(t) + ƒ"22(X1(t),X2(t)) σ²2(t) ) dt. 
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Dans le cas générale (plusieurs Browniens indépendants), soit (Xt,t≥0) un 

processus d'Itô multidimensionnel de composantes (Xi(t), i≤n) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ppppp

p

p

nn dB

dB
dB

vvv

vvv
vvv

dt

u

u
u

dX

dX
dX

.

.

.

..
.....
.....
.....

..

..

.

.

.

.

.

.
2

1

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

2

1

2

1

 

Soit ƒ une fonction définie sur IR+×IRn de classe C1,2, alors: 

∑

∑

=

=

++=

n

ji
jitij

n

i
itittt

tdXtdXXtf

tdXXtfdtXtfXtdf

1,

1

)()(),("
2
1

)(),('),('),(

 

Où l'on utilise les conventions d'écriture: 

dBi dBj = δij dt   ,          dBi dt = 0   ,         dt dt = 0 

 

2-4-3-2 Cas Brownien corrélés: 

Théorème 2.18: 

Soit (Xi, i = 1,2) deux processus d'Itô tels que 

dXi(t) = bi(t) dt + σi(t) dBi(t) 

Où B1 et B2 sont deux Browniens de corrélation ς 

 

 On a 

dƒ(X1(t),X2(t)) = ƒ'1(X1(t),X2(t)) dX1(t) + ƒ'2(X1(t),X2(t)) dX2(t) + 

1/2 ( ƒ"11(X1(t),X2(t)) σ²1(t) + 2 ƒ"12(X1(t),X2(t)) ς σ1(t) σ2(t) + 

ƒ"22(X1(t),X2(t)) σ²2(t) ) dt. 

Où   

dB1 dB2 = ς dt 
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     Soit b et σ deux fonctions de IR+×IRn à valeur réelles données. 

On se donne également un espace de probabilité (Ω,F,P) muni d'une 

filtration (Ft) et B un processus de Wiener définir sur cet espace de 

probabilité filtré. 

 

3-1- Définition: 

On appelle équation différentielle stochastique une équation du type 

suivant: 

∫∫ ++=
t

ss

t

st dBXsdsXsbxX
00

),(),( σ                    (4) 

où la seconde intégrale est une intégrale stochastique. (tous les termes b, σ, 

x sont donnés) 

(4) sous forme condensée: 

⎩
⎨
⎧

=
+=

xX
dBXtdtXtbdX tttt

0

),(),( σ
 

et l'inconnu est le processus X. 

 

Le problème est de montrer que, sous certaines conditions sur b et σ, 

l'équation différentielle a une unique solution (comme pour une équation 

différentielle ordinaire). Donc la solution est un processus X continu (Ft)-

adapté tel que les intégrales ∫ ∫
t t

sss dBXsetdsXsb
0 0

),(),( σ  ont un sens et 

l'égalité (4) est satisfaite pour tout t, avec 

 

spdBXsetdsXsb
t t

sss .),(),(
0 0

∞<∞<∫ ∫ σ  
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3-2- Théorème d'existence et d'unicité: 

Théorème 3.1: 

On suppose que: 

   Les fonctions b et σ sont continues. 

   Il existe k tel que pour tout [ ]Tt ,0∈ , x ∈ IR , y ∈ IR 

 yxkytxtytbxtb −≤−+− ),(),(),(),( σσ  

 )1(),(),( 2222 xkxtxtb +≤+ σ  

   La condition initiale X0 est indépendante de (Bt, t≥0) et est carré 

intégrable. 

Alors il existe une unique solution de (4) à trajectoires continues pour t≤T. 

Cette solution vérifie: 

∞<
≤≤

)( 2

0
s

Ts
XSupE  

 

L'unicité signifie que si
TttX

≤≤0
)( et

TttY
≤≤0

)( sont deux solutions de (4), 

alors:    

                     tt YXspTt =≤≤∀ .,0  

Ce théorème se généralise au cas de processus à valeurs dans IRn. 

 

Théorème 3.2: 

Soit δ une fonction borélienne de ] [+∞,0 dans lui-même telle que l'intégrale 

de (δ)-1 au voisinage de zéro diverge (par exemple xx =)(δ ) 

Si )(),(),( 2 yxysxs −≤− δσσ  et b est Lipschitzienne, soit 

yxkysbxsb t −≤− ),(),(  pour tout x, y ∈ IR et s≤t, il existe une 

unique solution de (4) 
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3-3- Propriété de Markov: 

La propriété de Markov pour un processus
0

)(
≥ttX signifie que le 

comportement futur de ce processus après t dépend uniquement de Xt et 

nom de ce qui s'est passé avant t. 
 

On dit qu'un processus
0

)(
≥ttX vérifie la propriété de Markov par rapport à la 

filtration
0

)(
≥ttF , pour le quelle il est adapté, si pour toute fonction ƒ 

borélienne bornée et pour tous s et t, tels que s≤t: 

)/)(()/)(( stst XXfEFXfE =  
 

Soit ),( , tsX xt
s ≥  la solution de: 

∫∫ ++=
t

ss

t

st dBXsdsXsbzX
00

),(),( σ  

partant de x à l'instant t et xx XX ,0=  la solution de l'équation partant de x 

à l'instant 0. 

Donc ),( , tsX xt
s ≥  vérifie: 

∫∫ ++=
s

t
u

xt
u

s

t

xt
u

xt
s dBXuduXubxX ),(),( ,,, σ  

Lemme 3.3: 

Sous les conditions du théorème d'existence, si s≥t: 

spXX
x
sXt

s
x

s .,,0 =  

En particulier si:  

∫∫ ++=
s

t
u

xt
u

s

t

xt
u

xt
s dBXduXbxX )()( ,,, σ  

on obtient un processus de Markov homogène. 

).,(),,()/)(()/)(( tttsts XtsXtsXXfEFXfE −=== ψφ  

où                      ))(())((),,( ,0, x
ts

xt
st XfEXfEXts −==φ  

))((),( ,0 x
uXfExu =ψ  
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Théorème 3.4: 

Soit 
0

)(
≥ttX un processus sous forme: 

∫∫ ++=
t

ss

t

st dBXsdsXsbzX
00

),(),( σ  

c'est un processus de Markov par rapport à la filtration
0

)(
≥ttF de mouvement 

Brownien B. 

Plus précisément, on a pour toute fonction borélienne bornée ƒ: 

spXstXXfEFXfE sstst .),,()/)(()/)(( φ==  

Où 

stXfEXst xs
ts ≥= ,))((),,( ,φ  

 

3-4- Théorème de comparaison: 

Théorème 3.5: 

Soit 2,1,))(())(()( =+= idBtXdttXbtdX tii σ où bi est Lipschitzienne et 

yxkyx −≤− 2)()( σσ . On suppose  )0()0( 21 XX ≥  et )()( 21 xbxb ≥  

alors )()( 21 tXtX ≥  

 

3-5- Exemples: 

a/ La martingale exponentielle 2)()(
t

tB eetX
−

=  est un processus qui 

satisfait à l'équation: 

).()( tdBxXdX t =  

(pour démontrer on utilise la formule d'Itô pour 2
1

),(
−

= eextF x ) 

b/ Proposition: Martingale exponentielle. 

Soit θ ∈ Λ et Z0 une constante. La solution de tttt dBZdZ θ=  est 

)
2
1exp(

0

2

0
0 ∫∫ −=

t

s

t

sst dsdBZZ θθ  
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Si la condition de Novikov ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∞<∫ ))

2
1(exp(

0

2
T

s dsE θ  est vérifiée, le 

processus (Zt, t≤T) est une martingale d'espérance Z0. 

Démonstration: 

Par définition, Z est une martingale. 

On utilise la formule d'Itô pour vérifie que 

)
2
1exp(

0

2

0
0 ∫∫ −=

t

s

t

sst dsdBZZ θθ  

est solution de l'équation proposée: tttt dBZdZ θ=  

En notant )(
2
1

0
0

2

0

tU
t

t

s

t

sst eZZdsdBU =⇒−= ∫∫ θθ  

Alors dtdBdU tttt
2

2
1 θθ −=  d'où 

tttttt
U

tttt
U

tt
U

t

dBZdZdBeZ

dtdtdBeZdtdUeZdZ
t

tt

θθ

θθθθ

=⇒=

+−=+=

)(

)2
1

2
1()2

1(

0

22
0

2
0

 

Le processus Z, noté tB )(θξ , est appelé l'exponentielle de Doléans-Dade 

de θB. C'est une martingale locale positive si Z0>0. 

Il est plus délicat de vérifier que c'est une martingale. Sous condition de 

Novikov, (Zt, t≤T) est une martingale. Si non, c'est une martingale locale 

positive, donc une surmartingale et E(Zt)≤Z0. 

Si la condition de Novikov n'est pas vérifiée, on a 

Lemme 3.6: 

Soit ƒ telle que yxcytfxtf −≤− ),(),(  et csfSup ≤′ )0,(  

Alors 

∫∫ −
t

s

t

ss dsBsfdBBsf
0

2

0

),(
2
1),(  

est une martingale 
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c/ Processus d'Ornstein-Uhlenbeck: 

Soit ∫−=
t

sdBsttY
0

)exp()exp()( αασ où α>0, σ∈IR fixé, pour tout t≥0. 

Vérifie: tt dBdttYdY σα +−= )(  

Démonstration: 

On utilise la formule d'Itô pour xextF t .),( α−= , On a 

∫=
t

s
s dBet

0

)( ασξ  

 est un processus d'Itô avec t
t dBetd ασξ =)(  

t
ttt dBeedttetdY ααα σξα −− +−= )()(  

t

t

s
st dBdtdBeetdY σσα αα +−= ∫−

0

)(  

tt dBdttYdY σα +−= )(  

 

3-6- Equations différentielles stochastiques linéaires: 

     Comme avec des équations ordinaires linéaires, la solution générale 

d'une équation stochastique linéaire peut être trouvée explicitement. 

La méthode de solution implique également un facteur d'intégration ou une 

solution fondamentale d'une équation homogène associée. 

 

La formule générale d'une équation stochastique linéaire scalaire est: 

tttt dWtbXtbdttaXtadX ))()(())()(( 2121 +++=                       (5) 

où 2121 ,,, bbaa  sont des fonctions du temps t. S'ils sont mesurable et 

borné sur un intervalle 0<t<T. 

Quand 0)(2 ≡ta  et  0)(2 ≡tb , (5) réduire au équation différentielle 

stochastique linéaire homogène: 

tttt dWXtbdtXtadX )()( 11 +=                            (6) 
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Evidament 0≡tX  est une solution de (6). 

Quand 0)(1 ≡tb dans (5), l'E.D.S.(équation différentielle stochastique) a la 

forme: 

ttt dWtbdttaXtadX )())()(( 221 ++=                      (7) 

L'équation homogène obtenue à partir (7) est alors une équation ordinaire: 

t
t Xta

dt
dX )(1=                                                 (8) 

et sa solution fondamentale est: 

))(exp(
0

0 1, ∫=
t

t
tt dssaφ  

Cette solution fondamentale satisfait la condition initiale 1
00 , =ttφ  

On applique la formule d'Itô à la transformation xxtU tt .),( 1
, 0

−= φ  et la 

solution Xt de (7), nous obtenons: 

tttttttt

tttt
tt

ttt

dWtbdttadWtb

dttaXtaX
dt

d
Xd

1
,2

1
,2

1
,2

1
,21

1
,1

,

000

0

0

0

)()()(

))()(()(

−−−

−
−

−

+=+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++=

φφφ

φ
φ

φ
 

Car 

)(1
1

,

1
,

0

0 ta
dt

d
tt

tt −
−

−= φ
φ

 

La partie droite de 

tttttttt dWtbdttaXd 1
,2

1
,2

1
, 000

)()()( −−− += φφφ  

est composée des fonctions connues de t et de w, et peut être intégré pour 

donner: 

∫∫ −−−− ++=
t

t
sts

t

t
tstttttt dWsbdssaXX

0

0

0

00000

1
,2

1
,2

1
,

1
, )()( φφφφ  
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Comme 11
, 00

=−
ttφ , on obtient: 

))()((
0

0

0

000

1
,2

1
,2, ∫∫ −− ++=

t

t
sts

t

t
tstttt dWsbdssaXX φφφ                     (9) 

où 

))(exp(
0

0 1, ∫=
t

t
tt dssaφ                                        (10) 

 

3-6-1 E.D.S. linéaires: Bruit additif. 

Coefficients constants: homogènes. 

ttt dWdtXdX σα +−=  

)(
0

0 ∫+= −
t

s
st

t dWeXeX αα σ  

 

Coefficients constants: non homogènes. 

)()( tdWcdtbaXdX tt ++=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+= ∫ −−

t

s
asatat

t dWece
a
bXeX

0
0 )1(  

 

Coefficients variables: 

)()())()(( tdWtcdttbXtadX tt ++=  

))()((
0

0

0

000

1
,

1
,, ∫∫ −− ++=

t

t
sts

t

t
tstttt dWscdssbXX φφφ  

où la solution fondamentale est: 

))(exp(
0

0, ∫=
t

t
tt dssaφ  
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Exemple 3.7: 

Soit  

ttt dWtbdttbX
t

dX 22 )1()1(
1

2
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+
=  

2)1()()( tbtctb +==  

 

La solution fondamentale est: 

2

00

,

1
1))

1
1ln(2exp(

)
1

2exp())(exp(
00

0

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=
+
+

=

+
== ∫∫

t
t

t
t

ds
s

dssa
t

t

t

t
ttφ

 

et la solution générale est: 

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] )(1
1
1

))(1)(1(
1
1

)11(
1
1

)11(
1
1

))1(
1
1)1(

1
1(

1
1

))(
1
1)(

1
1(

1
1

0
2

2

0

2
00

2
0

2

0

2
0

2
0

2

0

2
0

2
0

2

0

2
2

02
2

0

2

0

2
0

2
0

2

0

00

00

00

0

00

0

00

0

00

0

ttWWtbX
t
t

WWtbtttbX
t
t

dWtbdstbX
t
t

dWbtdsbtX
t
t

dWsb
s
tdssb

s
tX

t
t

dWsc
s
tdssb

s
tX

t
tX

ttt

ttt

t

t
s

t

t
t

t

t
s

t

t
t

t

t
s

t

t
t

t

t
s

t

t
tt

−+−++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=

−++−++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=

++++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=

++++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

++⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫
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3-6-2 E.D.S. linéaires: Bruit multiplicatif. 

Coefficients constants: homogènes. 

tttt dWbXdtaXdX +=  

))2
1exp(( 2

0 tt bWtbaXX +−=  

Les deux exemples important sont: 

    1/- 1;
2
1

== ba       2/- 1;0 == ba  

 

Coefficients constants: non homogènes. 

tttt dWdbXdtcaXdX )()( +++=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+= ∫∫ −−

t

ss

t

stt dWddsbdcXX
0

1

0

1
0 )( φφφ  

avec la solution fondamentale est: 

))
2
1exp(( 2

tt bWtba +−=φ  

 

Coefficients non constants: homogènes. 

tttt dWXtbdtXtadX )()( +=  

))())(
2
1)((exp(

00

2
0 ∫∫ +−=

t

s

t

t dWsbdssbsaXX  

 

Coefficients non constants: non homogènes. 

tttt dWtdXtbdttcXtadX ))()(())()(( +++=  

∫∫ −− +−+=
t

t
sts

t

t
tstttt dWsddssdsbscXX

0

0

0

000
)())()()((( 1

,
1

,, φφφ  

avec 

∫∫ +−=
t

t
s

t

t
tt dWsbdssbsa

00

0
)())(

2
1)((exp( 2

,φ  
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Exemples 3.8: 

a/- Soit βα ,,, ba quatre constantes réelles et Soit IRx∈  

On considère l'équation différentielle stochastique suivante: 

⎩
⎨
⎧

=
+++=

xX
dBXbdtXadX tttt

0

)()( βα
 

cette équation admet une solution unique car xaxtb α+=),(  et xbxt βσ +=),(  

sont Lipschitziennes et ont une croissance linéaire. 

On a  

∫∫ ++++=
t

ss

t

st dBXbdsXaxX
00

)()( βα  

La solution de l'équation vérifie ∞<
≤

)( 2
s

ts
XSupE  

Soit m(t) l'espérance de Xt et en posant: 

∫ ++==
t

t dssmaxXEtm
0

))(()()( α  

La fonction m est dérivable et vérifie )()( tmatm α+=′ . Compte tenu de 

la condition initiale xm =)0( , la solution est 

αα
α aeaxtm t −+= )()(  

La formule d'Itô conduit à: 

dtXbdBXbXdtXaXXd ttttttt )()(2)(2)( 2 ββα +++++=  

en admettant que l'intégrale stochastique est une martingale et en posant 

∫ ∫ +++++=
t t

dssmbbdssMsamxtM
0 0

222 ))(2())()((2)( ββα  

Cas particulier 1 

Soit 
0

)(
≥ttY l'unique solution de l'équation précédente  quand 0== ba  

vérifiant 10 =Y . On a  )( ttt dBdtYdY βα +=  dont la solution est 

(Brownien géométrique)  

))
2
1exp(( 2

tt BtY ββα +−=  
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Si on utilise la propriété de martingale du Brownien, on a 

)
2
1exp()exp()

2
1exp()exp()( 22

sstst BstFBtEtFYE ββαββα +−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=  

Le processus Y est une martingale si 0=α . D'où, si 0≥α , le processus Y 

est une sous martingale ( sst YFYE ≥)( ). 

Soit 
0

)(
≥ttZ  le processus défini par 

∫ ∫ −− +−+=
t t

ssst dBYbdsYbaxZ
0 0

11)( β  

Zt est un processus d'Itô car 1−
tY  est de carré intégrable et 

tttt dBbYdtYbadZ 11)( −− +−= β  

et on a aussi 

ββ bYbYZYd ttt
== −1,  

Soit ttt ZYU = . La formule d'Itô conduit à 

ttt

tttt

dBUbdtUa
dtbdBdtUbdBdtbadU

)()(
)()(

βα
ββαβ

+++=
++++−=

 

et comme xU =0  on a par unicité tttt ZYUX ==  

Cas particulier 2 

On se place dans le cas 0== βa  

⎩
⎨
⎧

=
+=

xX
bdBdtXdX ttt

0

α
 

On sait (cas précédent) que cette équation admet une solution unique. 

en posant t
t

t XeZ α−= , on voit que t
t

t dBedZ α−=  d'où 

∫ −+=
t

s
stt

t dBbeexeX
0

ααα  

Il en résulte que X est un processus gaussien de moyenne xeXE t
t

α=)(  et de 

variance 

)(
2

1)( 2
2

22 tdefeebXV
t

t
t σ

α

α
α

−−
=  
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b/- Soit  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+−=

xX
dBXdtXbadX tttt

0

)( σ  

On calcul l'espérance et la variance de Xt. On pose t
at

t XeY =  

On a tt

atat
t dBYedtabedY 2σ+=  et )1()( −+= t

t ebxYE α  

en utilisant: 

∫

∫ ∫

+=

++=

t

ss

as

t

t t

ss

asas
t

dBYeYE

dBYedsabexY

0

2

0 0

2

)( σ

σ
 

on obtient 

∫=−
t

ss

as

tt dBYeYEY
0

2)( σ  

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=− ∫

t

s
as

tt dsYeEYEYE
0

22))(( σ  

∫=
t

s
as

t dsYEeYV
0

2 )()( σ  

)1()()( −+== at
t

at
t ebxXEeYE  

∫∫ === −
t

s

t

s
asas

t
at

t dsXEdsXeEeXeVYV
0

2

0

2 )()()()( σσ  
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3-7- Equations différentielles stochastiques réductibles: 

     Avec une substitution appropriée ),( tt YtUX = , certains équations 

différentielle stochastique non linéaire. 

tttt dWYtbdtYtadY ),(),( +=                                     (11) 

on peut réduire à une E.D.S. linéaire dans Xt. 

tttt dWtbXtbdttaXtadX ))()(())()(( 2121 +++=                  (12) 

Si ),(,0),( xtVyyt
y
U

=≠
∂
∂  de ),( ytUx =  avec lequel est 

)),(,( xtVtUx =  et )),(,( ytUtVy =  

La forme de solution de (11) est alors 

),( tt XtVY =  

La forme d'Itô donne: 

tt dW
y
Ubdt

y
Ub

y
Ua

t
UYtdU

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= 2

2
2

2
1),(  

où les coefficients et les dérivés partiels sont évalués (t,Yt). 

Ceci coïncide avec une équation différentielle stochastique linéaire de la 

forme (12) si: 

),(),(
2
1),(),(),( 2

2
2 yt

y
Uytbyt

y
Uytayt

t
U

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  

)(),()( 21 taytUta +=                                                     (13) 

et 

)(),()(),(),( 21 tbytUtbyt
y

Uytb +≅
∂
∂

                        (14) 

Si 0)(;0)( 11 ≡≡ tbta et )()(2 tta α= et )()(2 ttb β=  

On obtient à partir (13) l'identité: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−=
∂∂

∂ ),(),(
2
1),(),(),( 2

2
2

2

yt
y
Uytbyt

y
Uyta

y
yt

yt
U  
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et à partir (9) l'identités: 

0),(),( =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂ yt

y
Uytb

y
 

)('),(),(),(),(
2

tyt
y

U
t

ytbyt
yt

Uytb β=
∂
∂

∂
∂

+
∂∂

∂  

Supposer que 0),( ≠ytb  

Puis, éliminant U et ses dérivés, nous obtenons: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

= ),(
2
1)

),(
),((),(

),(
1),()()(' 2

2

2 yt
y

b
ytb
yta

y
yt

t
b

ytb
ytbtt ββ

 

 

Puisque le coté gauche est indépendant de y, ceci signifie 

.0),( =
∂
∂ yt

y
η  

où 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

−
∂

∂
=

y
ytb

ytb
yta

y
ytb

t
ytb

ytb
yt ),(

2
1

),(
),(),(),(

),(
1),(η              (15) 

c'est un état suffisant pour la réductibilité d'E.D.S non linéaire (11) à 

l'E.D.S. explicitement intégrable. 

tt dWtdttdX )()( βα +=                                      (16) 

 

Au moyen d'une transformation ),( ytUx =  

On peut déterminer à partir (13) et (14) lesquels, dans ce cas, réduire 

)(),(),(
2
1),(),(),( 2

2
2 tyt

y
Uytbyt

y
Uytayt

t
U α=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  

et 

)(),(),( tyt
y
Uytb β=
∂
∂  
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On a le résultat 

dz
ztb

dsyscytU
yt

∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

00 ),(
1),(exp),( η  

où c est une constante arbitraire. 

 

Nous remarquons que cette méthode peut ramener certaine E.D.S. linéaire 

de forme (16). 

Une variation du procédé est applicable pour réduire une E.D.S. autonome 

non linéaire: 

tttt dWYbdtYadY )()( +=                               (17) 

au E.D.S. linéaire autonome: 

tttt dWbXbdtaXadX )()( 2121 +++=                         (18) 

par la moyenne d'une transformation indépendante du temps 

)( tt YUX =  

 

Dans ce cas, les identités (13) et (14) prennent la forme: 

212

2
2 )()()(

2
1)()( ayUa

dy
yUdyb

dy
ydUya +=+                          (19) 

et 

21 )()()( byUb
dy

ydUyb +=                                   (20) 

Supposant que 0)( ≠yb  et 01 ≠b , l'équation (20) implique: 

[ ]
1

2
1 )(exp)(

b
b

yBbcyU −=                                     (21) 

où 

∫=
y

y sb
dsyB

0
)(

)(  
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La substitution de cette expression à U(y) dans (19) donne: 

1

2
1211

2
11 ))(exp(

2
1)(

b
baayBbcabyAb −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+                       (22) 

où 

dy
ydb

yb
yayA )(

2
1

)(
)()( −=  

On multiple la différenciant de (22) par 
[ ]

1

1 )(exp)(
b

yBbyb −  

et on différenciant encore, nous obtenons: 

01 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

dy
dAb

dy
d

dy
dAb                                  (23) 

Ceci est satisfait si 0=
dy
dA  

ou si 

0=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

dy
dA

dy
dAb

dy
d

dy
d                                        (24) 

Le b1 est choisi comme: 

dy
dA

dy
dAb

dy
d

b
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−=1  

Si 01 ≠b , la transformation appropriée est: 

))(exp()( 1 yBbcyU =                                               (25) 

Si 01 =b , 

cyBbyU += )()( 2                                             (26) 

où b2 est choisi de (20) soit satisfait. 
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Exemple 3.9: 

Soit l'E.D.S. non linéaire: 

t
YY

t dWedtedY tt −− +−= 2

2
1

 

On a : 

0)(,)(,
2
1)( 2 ==−= −− yAeybeya yy  

L'équation (23) est satisfait avec tout b1. 

Pour 01 =b  et 12 =b , une solution de (20) est: 

⇒=⇒=− yy e
dy

ydU
dy

ydUe )(1)(
 

yeyU =)(  

La substitution dans (19) conséquence 021 == aa  

Par conséquent tY
t eX =  et l'équation (18) réduit à la différentielle 

stochastique tt dWdX = , qui a la solution: 

 
0

0
Y

ttt eWXWX +=+=  
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         Dans ce chapitre, on s'intéresse la représentation intégrale de la 

solution d'une telle équation pour énoncer des conditions sur les fonctions 

coéfficients déterministes de l'équation pour pouvoir exprimer 

analytiquement la solution et obtenir cette expression analytique. 

On cherchera à représenter la solution d'une E.D.S en utilisant une 

représentation de la solution d'une autre E.D.S. On voudra passer d'un 

processus à un autre. 
 

4-1-  Propositions : 

Proposition 4-1: 

Soit D1⊂IR, D2⊂IR deux intervalles réels, g :IR+×D1→IR et F, G:IR+×D2→IR 

des fonctions données. 

On suppose les trois hypothèses suivantes: 

 H0: La fonction g vérifie 

1) g est suffisamment régulière (exemple g∈C2 ). 

2) 1),(,0),( DIRxtxtg ×∈∀≠ +  

3) Pour tout t∈IR+, la fonction 
)(

1
xgx t→  est intégrable sur D1 avec 

                         1,
)(

1)( Dxdy
yg

x
x

t
t ∈= ∫ψ                        (27) 

 H1: Pour tout t∈IR+, l'E.D.O 

                 1,))((
)(

1)( DxxG
xg

x tt
t

t ∈=′ ηη                      (28) 

Admet une solution )(•tη  vérifiant 

1) La fonction )(),(),( xxtxt tηη =→  est suffisamment régulière. 

2) Pour tout 0)(,),( 1 ≠×∈ + xDIRxt tη .(ainsi tη  est injective). 

3) Pour tout )(, •∈ +
tIRt η  est surjective de D1 sur D2 
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 H2: Pour tout z0∈ D2 donné, l'E.D.S 

                  0)0(

0,))(,())(,()(

zZ

tdBtZtGdttZtFtdZ t

=

≥+=
                (29) 

admet une unique solution Z(t)∈D2 pour t≥0. 

 

Ses ces trois hypothèses, si la fonction ƒ: IR+×D1→IR est définie par 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+
−

= )),(,(),(
2
1

)),(,(
),()),(,(

),(),( xttGxtg
xttG

xtxttF
xtgxtf zx

t η
η

ηη
 

Alors, pour tout 1
0 Dx ∈  donnée et en posant )( 000 xz η=  et Z(t) la solution 

de l'E.D.S (29). 

On a que X(t) défini par ))(()()( 1 tZtX t −= η  vérifie l'E.D.S 

0)0(

0,))(,())(,()(

xX

tdBtXtgdttXtftdX t

=

≥+=
 

� 

Soit l'E.D.S suivante: 
)())(,())(,()( tdBtXtgdttXtftdX +=  

est toujours supposé vérifier l'hypothèse H0. 

Supposons données des fonctions )(, 1
21 +∈ IRCkk . On donne également 

IRDIRg →×+ 1:  vérifiant H0. On définit alors IRDIRf →×+ 1:  par 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−+= ),()(),(),(

2
1)(),(),( 21 xttkxtxtgtkxtgxtf tx ψψ           (30) 

où ψ  est définie par: 

∫=
x

t dy
yg

xt
)(

1),(ψ  

Soit ƒ1, ƒ2 ∈ C1(IR+) deux fonctions arbitraires données.  

En notant: 

∫=
t

dssftF
0

22 )()(   ,     ∫=
t

dssktK
0

22 )()(  
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On définit les fonctions g1, c et η par 

[ ])()(exp)( 22
0
11 tKtFgtg +=              Pour t∈IR+ et 00

1 ≠g  

[ ]

{ }
t

FtF

t
sFtF

gkfeae

dssgsksfeaetc

111
)(

0
111

)()(

,

)()()()(

22

22

−+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+=

−

−∫  

pour t∈IR+ et IRa∈ . 

              )()()(),( 1 xtgtcxt tψη +=   Pour t∈IR+ et x∈D1                            (31) 

On vérifie aisément que la fonction 

)(),( 1 tgztG =   ,   IRIRzt ×∈ +),(  

vérifie l’E.D.O (28) et l’hypothèse H1 

))((
)(

1)( xG
xg

x tt
t

t ηη =′      ,                 1Dx∈  

En effet 

)(
))(,(

)(
)()()()( 1

1 tg
xtG

tg
tgxtgx t

t

t
tt ηψη ==′=′  

observons que  
[ ] )()()()( 1221 tgtktftg +=′  

[ ]{ }
)()()()()(

)()()()()()(

1112

111
)()(

2
22

tgtktftctf
tgtktfeetctftc tFtF

−+=
−+=′ −

 

Comme on a ƒ1,ƒ2, k1 et k2∈C1(IR+), cela implique que g1, c∈C2(IR+) et 

donc par (31), η∈C2(IR+×D1). Et on a vu que 

0)(
)()( 1 ≠=′

xg
tgx t

tη  
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Proposition 4-2: 

Soit g une fonction vérifiant H0 et supposons que tψ  définie en (27) 

Soit ψ,g  sont des fonctions vérifiant en H0. Soit ƒ définie sur IR+×D1 (et 

ψ  est une bijection de D1 sur IR, ∀t∈IR+) par 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−+= ),()(),(),(

2
1)(),(),( 21 xttkxtxtgtkxtgxtf tx ψψ  

où k1 et k2 sont des fonctions données arbitraires de classe C1(IR+). 

Alors l’E.D.S 

          
DxX

tdBtXtgdttXtftdX
∈=

+=
0)0(

)())(,())(,()(
                                     (32) 

a pour solution 

( ))()()( 1 tYtX t −= ψ  

où Y(t) est définie par 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∫−+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∫−+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∫−= ∫∫
t

s

st st
dBdrrkdsskdrrkxdssktY

0 0
2

0
1

0
2

00

0
2 )(exp)()(exp)()(exp)( ψ

 

Démonstration : 

On définit les fonctions F, G et η comme suivantes : 

IRIRztztftfztF ×∈+= +),()()(),( 21  

IRIRzttgztG ×∈= +),()(),( 1  

                         )()()(),( 1 xtgtcxt tψη +=  

avec IRDD == 21  

 

On a déjà vu plus haut qu’elles vérifient toutes les conditions de la 

proposition 4-1, sauf le point trois de H1 à savoir la surjectivité de tη . On 

le vérifie ici. 
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Soit donc z∈D2=IR. 

On veut )( xz tη=  pour IRx ∈ , c-à-d 

)(
)()(

)()()(

1

1

tg
tczx

xtgtcz

t

t

−
=⇒

+=

ψ

ψ
 

Or par hypothèse, tψ  est bijective sur IR et 

                                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= −

)(
)()(

1

1

tg
tczx tψ                                        (33) 

Ainsi 1)( −tη  est définie par 

                             ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= −−

)(
)()()()(

1

11

tg
tczz tt ψη                                  (34) 

Alors, par la proposition 4-1, la solution X(t) de (32)est donnée par 

                       
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

=

−

−

)(
)()()(

))(()()(

1

1

1

tg
tctZ

tZtX

t

t

ψ

η
                                            (35) 

où Z(t) est la solution de l’E.D.S 

                 
[ ]

)()0(

0)()()()()(

0
00

121

xzZ

tdBtgdttZtftftdZ t

η==

≥++=
                     (36) 

avec ƒ1, ƒ2∈C1(IR+) deux fonctions arbitraires données et g1 définie comme 

suite : 
)()(0

11
22)( tKtFegtg +=  pour t∈IR+ et 00

1 ≠g . 

Or on peut écrire explicitement la solution Z de l’E.D.S linéaire (36) 

 

            

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++=

∫

∫∫

−−

−−

t

s
sF

t

sFtF

t

s
sF

t
sFtF

dBsgefeze

dBsgedssfezetZ

0
1

)(
1

)(0)(

0
1

)(

0
1

)(0)(

)(,

)()()(

222

222

              (37) 
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En utilisant les expressions pour Z(t), c(t) et g1(t). 

On calcule 

     

[ ]

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++

−
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−

++
=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

=

−
=

∫

∫

∫

∫

−−−

−−−

−−

−−

−

−

−−

−−

t

s
sF

t

FtK

t

s
sF

t

FtK

t

F

t

F

t

s
sF

t

F

tK

t

FtF

t

s
sF

t

FtF

tKtF

dB
g

sge
g
gke

g
aze

dBsgegkeaze
g

gkefea

dBsgefez
e

g

gkfeae

dBsgefeze
e

g

tg
tctZtY

0
0
1

1)(
0
1

1
10

1

0
)(

0
1

)(
11

0)(
0
1

111

0
1

)(
1

0

)(
0
1

111
)(

0
1

)(
1

0)(

)()(
0
1

1

)(,

)(,1

,,

)(,1

,

)(,1

)(
)()()(

222

222

22

22

2

22

222

22

   

Mais d’une part 

)(

)0()()0()0()0()(

00

0
1

0
0

1
0
1

0
0

0
1

0

x

g
cxgc

g
cx

g
az

ψ

ψη

=

−+
=

−
=

−

 

et d’autre part, par définition de g1, on a 

)()(
0
1

1 22
)( sKsF ee

g
sg

=−  

D’où en substitution ces deux expressions dans Y(t), on a 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++= ∫−
t

s
sK

t

KtK dBekexetY
0

)(
1

00)( 222 ,)()( ψ  

Ainsi avec (35), on obtient l’expression de X(t) voulue. 
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4-2 Exemples : 

a- Soit l’E.D.S d’Itô suivante 

] [

)()(

222
1)(

,0,)0(

0))(())(()(

2

00

xpxg

BxAxf

xxX

tdBtXgdttXftdX t

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞∈=

≥+=

 

avec 

DxBxAxp ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

2

2
)(  

et les paramètres qui vérifient A > 0 et D > (B/A)2. On peut vérifier 

facilement que 

Q(x)=g(x)+(A/2)x+(B/A)      ,                                 x∈IR 

 vérifie Q(x)>0,∀x∈IR.(Q est strictement croissante sur IR et  

+∞==
+∞→−∞→

)(lim;0)(lim xQxQ
xx

) 

On vérifie qu’une primitive de 
g
1  est 

)(2
)(

1)( xQLn
A

dy
yg

x
x

== ∫ψ  

En effet : 

2
1

2

2
)(

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= DBxxAxg  

d'où 

)(
22

222
1)(

2

22
1

2

xg

BxA

BxADBxxAxg

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

−
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et donc 

)(
1

22
)(

2

)(
222)(

1

2
)(

2

)(
222)(

1

2
)(

2)(

22

2

2
)(

2
)(

2
)(
)(2)(2

2

2

2

2

xgBxAxgA

xgABxA
xg

A
BxAxgA

xgABxA
xg

A
BxAxg

A
xg

BxA

A

A
BxAxg

Axg

AxQ
xQ

A
xLnQ

Adx
d

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +′

=
′

×=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

 

Ainsi ψ est une bijection de IR sur IR avec 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇔=⇔

=⇔=

− yAyA

eQxxQe

xLnQyAxy

212 )(

)(
2

)(ψ

 

On a donc 

IRyeQxy
yA

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== −− ,)( 211ψ  

D’autre part 

22
)()(

2 BxAxgxg +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′  

et donc 

)(
222

1)()(
2
1 2

xfBxAxgxg =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′  
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Sous la proposition 4-1 avec k1=0=k2 et la solution X de l’E.D.S est donnée 

par 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== −− )(

211 ))(()(
tYA

eQtYtX ψ  

où  

t

t

s

BxQLn
A

tY

dBxQLn
A

tY

+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+= ∫

))((2)(

))((2)(

0

0

0

 

Ainsi 

tBAtYA

exQe 20)(
2 )(=  

d'où 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= − tBA

exQQtX 201 )()(  

� 

Corollaire 4-3: 

On considère l’E.D.S suivante 

                    
DxX

dBtXh
t

dttXtftdX t

∈=

+=

0)0(

))((
)(

1))(,()(
α                          (38) 

où D⊂IR un intervalle donnée. 

ƒ, α, h sont des fonctions vérifiant : 

 α∈C2(IR+), α(t)≠0, ∀t≥0. 

 h∈C2(D), h(x)≠0, ∀x∈D et (1/h) est intégrable sur D avec 

∫ ∈=
x

Dxdy
yh

xH ,
)(

1)(  

Supposée une bijection de D sur IR. 

 

 



Chapitre 04                                                          La représentation de la solution d'une E.D.S 

67  
  

 f: IR+×D→IR est de la forme 

         
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+′+= )()()(
)(2

1)()(),( 221 xHtcxh
t

tcxhxtf
α

                      (39) 

avec c1, c2∈(IR+). 

 

Alors la solution X de l’E.D.S (38) est donnée par 

))()(()( 1 tYxHtX ′= −  

où Y′ est le processus 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++=′ ∫∫
−

−
t

s

sCt
sCtC dB

s
edsscexHetY

0

)(

0
1

)(0)(

)(
)()()(

2
22

α
 

avec C2 définie par 

∫ ≥=
t

tdssctC
0

22 0,)()(  

Démonstration: 

On applique la proposition 4-2 avec 

)(
)(

1),( xh
t

xtg
α

= , )()()( 11 tcttk ×= α  et ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′
+−=

)(
)()()( 22 t

ttctk
α
α  

avec ces définitions, on a 

hg x ′=
α
1  

et 

∫ ==
x

xHtdy
yg

xt )()(
)(

1),( αψ  

d’où 
)()( xHt ×′= αψ  

On vérifie que f est bien de la forme 

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−+= ),()(),(),(

2
1)(),(),( 21 xttkxtxtgtkxtgxtf tx ψψ  
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En effet 

fHchch

HHcHhch

HcHhchkgkg tx

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +′+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ′

++
′

−′+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′

++′−′+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ×−−+×

221

221

2121

1
2
1

1
2
1

1
2
11

2
1

α

α
α

α
α

α

α
α
αα

α
α

α
ψψ

 

Alors par la proposition 4-2, la solution X de (38) donnée par 

( ) ( ))()( 1 tYtX t −
= ψ  

où 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

∫ ∫

∫ ∫∫
t

s

s

t st

dBdrrk

dsskdrrkxdssktY

0 0
2

0
1

0
2

00

0
2

)(exp

)()(exp)()(exp)( ψ

 

Or on calcule 

)0(
)()()()(

)()()
)(
)()(()(

202

0
2

0 0
22

α
αα

α
α
α

sLnsCrLnsC

drrLn
dr
dsCdr

r
rrcdrrk

s

r

ss s

−−=−−=

−−=
′

+−=

=

∫∫ ∫
 

et donc 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∫
= −

)0(
)()(

)(
)( 20

2
2

α
α seee sC

drrk
sK

s

 

Ainsi le processus Y ci-dessus s’écrit 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧
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∫

∫

∫∫

−
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−
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t
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t
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t

s
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s
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dBe
s

dsske
s

xHettY

0

)(

1
0)(

0

)(
10)(

0

)(

0
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)(0)(

)(
,)()(

)(
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et par hypothèse sur H, on a que )(xy tψ=  si et seulement si ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

)(
1

t
yHx

α
, 

c-à-d 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== −−

)(
)( 11

t
yHxyt

α
ψ  

d'où 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== −−

)(
)())(()( 11

t
tYHtYtX t

α
ψ  

avec 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++= ∫
−

−
t

s

tC

t

CtC dB
s

ecexHe
t
tY

0

)(

1
0)(

)(
,)(

)(
)( 2

22

αα
 

� 

 

b- On considère l’E.D.S suivante 

0)0(

0,)(
2
1)()()(

0 >=

≥+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

xX

tdBtXdttLnXtXtdX t  

Dans ce exemple 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

2
1),( Lnxxxtf   et   xxg =)(  

Si on pose  Lnxxt =),(η , on a 0=tη , 
xx
1

=η  et 2
1
xxx −=η , et en posant 

))(,()( tXttZ η= , on a par la formule d’Itô 

( ) [ ]( )

( ) ( )

tt

t

txxxxt

dBdttZdBdttXt

dBtXtx
x

dttXt
x

x
x

Lnxx

dBtXtgdttXtgftdZ

+=+=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=

)())(,(

)(,1)(,1
2
11)

2
1(

)(,)(,
2
1)(

2
2

2

η

ηηηη
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Ainsi Z vérifie l’E.D.S linéaire 

[ ] tdBtgdttZtftftdZ )()()()()( 121 ++=  

Donc f1(t) = 0 ;  f2(t) = 1 et  g1(t) = 1. et on a le choix pour η , par exemple 

si Lnxext t +−=′′ 1),(η , alors 2

1;1;
xx

e xxx
t

t −=′′=′′=′′ ηηη  ; et dans ce cas, 

si on pose ))(,()( tXttZ η ′′=′′  alors, par la formule d’Itô, on a 

[ ]

[ ] [ ]
[ ] t

tt
t

t
t

txxxxt

dBdttZ
dBdttXtdBdttXLne

dBtXtx
x

tXt
x

x
x

Lnxxe

dBtXtgdttXtgftZd

+′′+=
+′′+=++=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

′′+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′′+′′+′′=′′

)(1
))(,(1))((

))(,(1))(,()1(
2
11

2
1

))(,())(,(
2
1)(

2
2

2

η

ηηηη

 

et Z ′′  vérifie l’E.D.S linéaire suivante 

[ ] tdBtgdttZtftftZd )()()()()( 121 ′′+′′′′+′′=′′  

avec 1)(;1)( 21 =′′=′′ tftf  ; 1)(1 =′′ tg  et peu importe la transformation η  

choisie, en posant 0)(,)(,1)( 1 === tcxxhtα  et 1)(2 =tc  dans le 

corollaire 4-3, on a bien que f est de la forme (39). 

En effet 

∫ ==
x

Lnxdy
y

xH 1)(  

d'où 

)(
2
1

)()()(
)(2

1)()( 221

xfLnxx

xHtcxh
t

tcxh

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+′+

α  

et donc la solution X s’écrit 

 

( ) )(1 )()( tYetYHtX ′′− =′′=  
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où 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

∫
=′′

∫

∫ ∫∫ ∫

−
t

st

t

t

st sds

dsexLne

dBdrdsdrxLnetY

t

0

0

0 00 0

0

)(

exp0exp)()( 0

 

� 

Ce dernier exemple peut être traité plus généralement comme suit. 

 

c- Soit l’E.D.S suivante 

    
[ ]

0)0(

0,)(
)(

1))(()()()()(

0

21

>=

≥++=

xX

tdBtX
t

dttXLntdtdtXtdX tα           (40) 

où )(,00)( 2
+∈≥∀≠ IRCtt αα  et )(, 1

21 +∈ IRCdd . 

Ici on a 

[ ]Lnxtdtdxxtf )()(),( 21 +=  

et 

)(
)(

1),( xh
t

xtg
α

=  

avec 
xxh =)(  

Ainsi 

Lnxdy
yh

xH
x

== ∫ )(
1)(  

d'où 
yeyH =− )(1  

et en posant dans le corollaire 4-3 

)(2
1)()( 211 t

tdtc
α

−=  

et 

)()( 22 tdtc =  
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On a bien 

[ ] ),()()(

)(
)(2

1
)(2

1)(

)()()(
)(2

1)()(

21

2221

221

xtfLnxtdtdx
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⎦
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α

 

et donc par le corollaire 4-3, la solution X(t) de (40) est donnée par 
)()( tYetX ′′=  

où 
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A titre d’illustration, si on pose 0)(,1)( 21 ≠== atdtd  et 0,1)( ≠= − σ
σ

α atet . 

Donc la solution X(t) de 

[ ]
0)0(

0,)())((1)()(
0 >=

≥++=

xX

tdBtXedttXaLntXtdX t
atσ  

est donnée par 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
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t
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a
e

a
xLneetX )1(

2
)1(1)(exp)( 0)( σσ  

Si on pose 0=σ , on obtient 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+= − )1(1)(exp)( 0 atat e

a
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qui est la solution de l’E.D.O déterministe 
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     Dans ce chapitre, on trouve le lien mathématique profond entre certaines 

équations aux dérivées partielles (E.D.P.) et les processus de diffusion. 

 

5-1-Interprétation probabiliste des E.D.P. du second ordre: 

Dans ce paragraphe nous exprimons les solutions d'E.D.P. du second ordre 

en fonction de l'espérance d'une fonctionnelle d'un processus de diffusion. 

Le type de ce résultat s'étend à des classes d'équations plus générales. Nous 

considérerons d'abord des équations de type elliptique, puis des équations 

de type parabolique. 

 

5-1-1- Interprétation des E.D.P. de type elliptique: 

 Soit b et σ deux applications mesurables et bornées, de IRd dans IRd et les 

matrices d×d respectivement, qui vérifient: 

Il existe k>0, tel que: 
dIRyxyxkyxybxb ∈∀−≤−+− ,,)()()()( σσ              (41) 

On suppose que la matrice at =σσ  vérifie: 

Il existe α >0, tel que: 

( ) dIRyxyyyxa ∈∀≥ ,,,)( 2α                               (42) 

et que a est à dérivées bornées. 

 

Cette hypothèse est équivalente à: 
dIRyxyyx ∈∀≥ ,,)( ασ  

c'est-à-dire que )( xσ  est une matrice inversible, telle que 

dIRxx ∈∀≤− ,1)( 1

α
σ  
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Etant donné ( )tt WPFF ,,,,Ω  un Wiener standard à valeur dans IRd, on 

note pour tout dIRx ∈ , { }+∈ IRtX x
t ,  le processus solution de l'équation: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

>+=

xX

tdWXdtXbdX
x

t
x

t
x

t
x
t

0

0,)()( σ
                                  (43) 

dont le générateur L s'écrit: 

∑ ∑∑
= == ∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
d

i

d

i i
i

d

j i
ij

j x
xa

x
xa

x
L

1 11
)()(

2
1

             (44) 

avec ∑
= ∂

∂
−=

d

j j

ij
ii x

xa
xbxa

1

)(
2
1)()(  

Pour une fonction c de IRd dans IR continue, bornée et négative, on définit: 

cILL +=~
                                                       (45) 

5-1-1-1- Problème elliptique sans frontière: 

Supposons que 0)( <≤ βxc avecβ assez grand pour qu'il existe θ>0 tel que: 
2,~ UUUL θ≥−                                           (46) 

Pour tout U dans H 1(IRd), L~ étant considéré comme un opérateur de 

H1(IRd) dans H 1 ــ (IRd), ou comme un opérateur non borné dans L²(IRd). 

Soit ƒ une fonction continue bornée sur IRd et de carré intégrable, on 

considère L'équation aux dérivées partielles (E.D.P.): 
dIRxxfxUL ∈−= ,)()(~

                                            (47) 

La solution de ce problème admet une représentation probabiliste à l'aide 

de la diffusion définie en (43). 

Théorème 5.1: 

La solution U de (47) vérifie: 

d
t

x
s

x
t IRxdtdsXcXfExU ∈∀⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫ ∫

∞

,)(exp)()(
0 0

                   (48) 
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Remarque 5.2: 

Les hypothèses faites sur ƒ et c assurent que le nombre de droite de (48) a 

bien un sens. 

Démonstration: 

La démonstration consiste à appliquer la formule d'Itô pour calculer la 

différentielle de processus tψ  

Soit le processus ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

t
x

s
x

tt dsXcXU
0

)(exp)(ψ  

en approchant U par suite de fonctions régulières Un. 

Alors: 

t
x

t
x

t

t
x
s

t
x
s

x
t

x
t

t
x
s

x
tt

dWXXUdsXc

dtdsXcXUXc

dtdsXcXLUd

)()((exp

(exp)()(

(exp)(

0

0

0

σ

ψ

∇⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∫

∫

∫

 

En intégrant cette différentielle entre 0 et T et en prenant une espérance, on 

obtient 

∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

T t
x
s

x
tT dtdsXcXULExUE

0 0

)(exp)(~)()(ψ  

L'hypothèse faite sur c montre que )( TE ψ  converge vers 0 lorsque T tend 

vers l'infini, et on obtient: 

 

∫ ∫

∫ ∫
∞

∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

0 0

0 0

)(exp)()(

)(exp)(~)(

dtdsXcXfExU

dtdsXcXULExU

t
x

s
x

t

t
x

s
x

t
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5-1-1-2- Problème elliptique avec condition de Dirichlet: 

On considère maintenant D un ouvert borné de IRd et soit la frontière ∂D 

assez régulière (C² par exemple). 

 

On suppose que L~  peut être défini comme un opérateur de )(1
0 DH  dans 

H 1 ــ(D), avec l'inégalité de coercivité: 

)(

2

1
0

,~
DH

UUUL θ≥−  

pour tout U de )(1
0 DH (nulle au bord), on peut affaiblir les hypothèses sur c 

si l'on veut seulement que l'inégalité de coercivité soit vérifiée sur D; cela 

permet en particulier pour Δ=L , d'avoir 0=c  

On note xτ  le temps d'atteinte du fermé D c: 

{ }DXt x
tx ∉>= ;0infτ  

Pour ƒ continue sur DDD ∂∪= , on considère le problème: 

⎩
⎨
⎧

∂∈=
∈−=

DxxU
DxxfxUL

,0)(
,)()(~

                                          (49) 

alors ce problème admet une solution unique )(1
0 DHU ∈  

Théorème 5.3: 

La solution de (49) vérifie: 

DxdtdsXcXfExU
x t

x
s

x
t ∈∀⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫ ∫

τ

0 0

,)(exp)()(                   (50) 

Démonstration: 

Cette formule (c'est-à-dire (50)) se démontre comme au théorème 5.1 et en 

remplaçant T par temps d'arrêt xτ  dont on montre que son espérance est 

finie ( ∞<
x

Eτ ). 

Il en résulte que le membre de droite de (50) a un sens. 
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Pour Dx ∂∈ , d'après (42) et la régularité de ∂D, 0=xτ  p.s 

Il reste à montrer (50) pour Dx∈ . 

On applique la formule d'Itô pour calculer la différentielle de processus tψ : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

t
x
s

x
tt dsXcXU

0

)(exp)(ψ  

On obtient alors: 

∫ ∫∫ ∫ ∇⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

T

t
x
t

x
t

t
x
s

T t
x
s

x
t dWXXUdsXcdtdsXcXfxU

0 00 0

)()()(exp)(exp)()( σ

On remplace T par xτ , et prendre l'espérance, on obtient: 

∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

x

dtdsXcXfExU
t

x
s

x
t

τ

0 0

)(exp)()(  

Remarque 5.4: 

De même, pour la solution du condition non homogène: 

⎩
⎨
⎧

∂∈=
∈−=

DxxxU
DxxfxUL

,)()(
,)()(~

ϕ
                                              (50') 

avec ƒ et ϕ donnés. 

∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

x

dtdsXcXfExU
t

x
s

x
t

τ

0 0

)(exp)()(  

DxdsXcXE
x

x

x
s

x ∈∀
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∫ ,)(exp)(

0

τ

τϕ       (50') 

pour obtenir la solution de cette nouvelle condition au bord, avec la 

convention 0)( =x
x

X τϕ  pour +∞=xτ  

Le dernier terme s'écrit aussi: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫∞<

x

xx
dsXcXE x

s
x

τ

ττ ϕ
0

)(exp)(1  
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5-1-2- Interprétation des E.D.P. de type parabolique: 

Soient b et σ deux applications mesurables et bornées de IR+×IRd, à valeurs 

dans IRd et les matrices d×d respectivement, qui vérifient: 

Il existe k tel que: 

yxkytxtytbxtb
IRyxIRt d

−<−+−

∈∀∈∀ +

),(),(),(),(
,,

σσ  

On définit la matrice symétrique a  par: 

),(),(),( xtxtdéfxta tσσ  

Il existe 0>α  tel que: dIRIRxtIxta ×∈∀≥ +),(,),( α  

Cette hypothèse sur a est équivalente à l'hypothèse sur σ : 

ασ ≥),( xt  

donc σ matrice inversible d'inverse uniformément bornée. 

De plus: 

)( d

j

ij IRIRL
x
a

×∈
∂

∂ +∞                                              (51) 

Etant donnée (Ω,F,Ft,P,Wt) un Wiener standard à valeurs dans IRd. 

A tout dIRIRxt ×∈ +),( , on associe le processus { }tsX xt
s ≥,,  solution du 

problème à E.D.S.: 

⎩
⎨
⎧ ≥+=

=

tsdWXsdsXsbdX

xX

s
xt

s
xt

s
xt

s

xt
t

,),(),( ,,,

,

σ

                        (52) 

Pour T > 0 fixé, on se donne: 

[ ]( )

[ ]( ) [ ]( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

×∩×∈

∩∈

≤×∈

d
b

d

d
b

d

d
b

IRTCIRTLf

IRCIRLu

xtcencoreavecIRTCc

,0,0

)()(

0),(,,0

2

2              (52') 
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Le générateur de ( )xt
sX ,  est donnée par: 

∑∑ ∑
== = ∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
d

i i
i

d

i

d

j i
ij

j x
xta

x
xta

x
tL

11 1

),(),(
2
1)(                        (53) 

où  

∑
= ∂

∂
−=

d

j i

ij
ii x

xta
xtbxta

1

),(
2
1),(),(  

On définit )(~ tL  par: 

IxtctLtL ),()()(~ +=                                           (54) 

(par rapport à 5-1-1, on se replace ici dans le cadre des diffusions à 

coefficients dépendant du temps). 

5-1-2-1 Problème parabolique sans frontière: 

On considère l'équation parabolique rétrograde (avec donnée finale 

en T) sur IRd: 

⎩
⎨
⎧ ≤≤−=+

∈=

TtfutL
dt
du

IRxxuxTu d

0,)(~

,)(),(                                                    (55) 

Ce problème a une unique solution: 

[ ]( ) [ ]( ))(;,0)(;,0 212 dd IRLTCIRHTLu I∈  

Théorème 5.6: 

La solution ),( xtu  de (55) vérifie: 

∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

T

t

s

t

xtxt
s dsdXcXsfExtu θθ θ ),(exp),(),( ,,  

[ ] d
T

t

xt
s

xt
T IRTxtdsXscXuE ×∈∀

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∫ ,0),(,),(exp)( ,,         (56) 

où ( )xt
sX ,  est la solution de (52) 
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Démonstration: 

La démonstration se fait encore en appliquant la formule d'Itô à: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫

s

t

xtxt
ss dXcXtu θθψ θ ),(exp),( ,,  

entre s=t et s=T, en prenant l'espérance et en utilisant (55). 

Dans le cas homogène, où ),,,( fcb σ sont indépendants de temps t, on 

peut poser )()( tTutv −= , Alors )(tv vérifie: 

 

⎩
⎨
⎧ >+=

=

0,)(~)(

)0(

tftvL
dt

tdv

uv                                                        (57) 

 

et il résulte de (56), avec t=0: 

∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

T t
x

s
x

t dtdsXcXfExtv
0 0

,0,0 )(exp)(),(  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∫

T
x

t
x

T dtXcXuE
0

,0,0 )(exp)(                    (58) 

 

Cette formule, qui donne l'interprétation de la solution de (57) est vraie 
dIRIRxt ×∈∀ +),( . 

La formule (58), dans le cas 0=f , est souvent appelée formule de 

Feynman-Kac. 
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5-1-2-2 Problème parabolique avec condition de Dirichlet: 

Soit D un ouvert borné de frontière ∂D de classe C2. 

Avec les données ci-dessus, on considère le problème: 

] [
[ ]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂×=

×−=+

DdansxuxTu
DTsurxtu

DTdansfutL
dt
du

,)(),(
,0,0),(

,0,)(~

                                             (59) 

Ce problème a une solution unique:  

[ ]( ) [ ]( ))(;,0)(;,0 21
0

2 DLTCDHTLu I∈  

En utilisant le processus ( )tsX xt
s ≥,,  définit par (52), on considère le temps 

d'arrêt xt ,τ  définir par: { }DXts xt
sxt ∉>= ,

, ;infτ  

Théorème 5.7: 

La solution ),( xtu  de (59) vérifie: 

∫ ∫
∧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

T

t

s

t

xtxt
s

xt

dsdXcXsfExtu
,

),(exp),(),( ,,
τ

θ θθ  

{ } [ ] DTxtdXcXuE
T

t

xtxt
TT xt

×∈∀
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∫≤ ,0),(,),(exp)(1 ,,

,
θθ θτ             (60) 

Démonstration: 

Cette formule se démontre comme théorème 5.6, en appliquant ce coup-ci 

la formule d'Itô à: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫

s

t

xtxt
ss dXcXsu θθψ θ ),(exp),( ,, entre ts =  et 

Ts xt ∧= ,τ , et on prend l'espérance (comme précédemment, on est amené 

dans un premier temps à supposer [ ]( )DTCu ×∈ ,02,1 , ce qui nécessite les 

conditions de compatibilités: ),()(,0 xTfxuu D =Δ−=∂  sur ∂D (avec 

)(2 DCu ∈  ), puis on abandonne la régularité par un passage à la limite.  

Il en sera de même dans les différents situations envisagées par la suite.) 
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De même, si le problème non homogène c'est-à-dire ),(),( xtxtu ϕ=     sur 

[ ] DT ×,0  dans (59). 

La solution du problème non homogène: 

] [
[ ]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂×=

×−=+

DdansxuxTu
DTsurxtxtu

DTdansfutL
dt
du

,)(),(
,0,),(),(

,0,)(~

ϕ                                      (61) 

admet la représentation: 

{ }
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∫

∫ ∫

≤

∧

T

t

xtxt
TT

T

t

s

t

xtxt
s

dXcXuE

dsdXcXsfExtu

xt

xt

θθ

θθ

θτ

τ

θ

),(exp)(1

),(exp),(),(

,,

,,

,

,

                       

{ }
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+ ∫<

xt

xtxt

t

xtxt
xtT dXcXE

,

,,
),(exp),(1 ,,

,

τ

θττ θθτϕ                          (62) 

A nouveau, si ),,,,( ϕσ fcb  ne dépendent pas de t, posons ),()( xtTutv −=  

Alors v est la solution de 

] [
[ ]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂×=

×+=

Ddansuv
DTsurtv

DTdansfvL
dt
dv

,)0(
,0,)(

,0,~

ϕ                                          (63) 

et vérifie: 

{ }
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∫

∫ ∫

≤

∧

T
xx

TT

T s
xx

s

dXcXuE

dsdXcXfExTv

x

x

0
0

0 0

)(exp)(1

)(exp)(),(

θ

θ

τ

τ

θ

 

{ }
dxx

T IRIRxtdXcXE
x

xx
×∈∀

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+ +

< ∫ ),(,)(exp)(1
0

0

τ

ττ θϕ           (64) 

avec les conventions:  xx
xx XX ,0

,0 , ττ == ••  
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5-2 Interprétation probabiliste des E.D.P. et résolution numérique : 

        Dans ce paragraphe, nous indiquons de quelques manières les 

représentations probabilistes des solutions présentées au paragraphe 

précédent peuvent aider à l'analyse numérique de ces équations. 

D'une part, elles peuvent servir à montrer la convergence de schémas de 

discrétisation d'E.D.P. en montrant que la représentation de la solution de 

l'équation discrétisée converge vers la représentation de la solution de 

l'équation continue correspondante. Ce la s'obtient à l'aide d'un résultat de 

convergence en loi de chaînes de Markov vers une diffusion (théorème 

d'invariance). 

D'autre part, on sait d'après la loi des grands nombres que l'espérance d'une 

variable aléatoire est la limite p.s. des moyennes d'un grand nombre de 

réalisations indépendantes de cette variable aléatoire. On a donc un moyen 

de calculer une approximation de la solution d'une E.D.P., à condition de 

simuler un grand nombre de réalisation indépendantes du processus de 

diffusion qui lui est associé. On peut aussi appliquer cette méthode après 

discrétisation, d'après ce que nous venons d'indiquer. Cette méthode de 

calcule s'appelle méthode de Monte-Carlo. 

 

5-2-1 Théorème d'invariance: (Principe d'invariance) 

On se place sous les hypothèses du paragraphe 5-1, et on considère la 

famille des processus { }0, ≥tX x
t  solution de: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≥+=

xX

tdBXdtXbdX
x

t
x
t

x
t

x
t

0

0,)()( σ
                 (65) 

où les coefficients b et σ sont indépendants de t. 

Nous désignerons par xP  la loi de ce processus sur l'espace canonique 

),( F ′Ω ′ . 
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Soit 0>h , un pas de discrétisation en temps t (destiné à tendre vers 0). 

Considérons une chaîne de Markov ( ),...1,0,, =nX hx
n  à valeurs dans IRd, 

partant de x ( xX hx =,
0 ) et de probabilité de transition ),( dzyM h , 

mesure de probabilité sur ( ))(, dd IRIR β  pour y fixé, qui définit la loi de la 

chaîne homogène par: 

( ) INnIRBdzyMyXBXP d

B
h

hx
n

hx
n ∈∈∀==∈ ∫+ ,)(,),(/ ,,

1 β  

La chaîne ( )hx
nX , est ici à valeurs dans IRd continu; dans la pratique, elle sera 

à valeurs dans le sous-ensemble discret correspondant aux nœuds du 

maillage utilisé. 

On considère le processus ( )0,, ≥tX xh
t dans les trajectoires (continues) sont 

formées par les lignes brisées joignant les points ( ),...2,1,0),,( , =nXhn hx
n  et 

on dénote par h
xP sa loi sur l'espace des trajectoires continues à valeurs dans 

IRd. 

 

Définition 5.10: 

On dira que la suite h
xP  converge étroitement vers xP , quand 0→h , si 

( ) [ ] [ ])()(,),( ••
+ →∈∀ ξφξφφ x

h
x

d
b EEIRIRCC  où •ξ  désigne l'élément 

générique de ),( dIRIRC + , h
xE  et xE  les espérances suivant h

xP  et xP . 

Le principe d'invariance va consister à donner des condition sur ),( dzyM h  

assurent cette convergence étroite de h
xP  vers xP , dIRx ∈∀  

Le générateur L du processus ( ) 0>t
x

tX  vérifie: 

 

[ ] 0)()( == t
x

tXfE
dt
dxLf  
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De façon similaire, on définit 

[ ]∫ −=
dIR

hh dyxMxfyf
h

xfL ),()()(1)(                              (66) 

et les moments d'ordre 1 et 2 de la probabilité de transition ),( dzyM h :  

∫
≤−

−
1

),()(1)(
xy

hii
h
i dyxMxy

h
défxb                             (67) 

∫
≤−

−−=
1

),())((1)(
xy

hjjii
h
ij dyxMxyxy

h
xa                      (68) 

 

Théorème 5.11: Supposons: 

   )()( xaxa h →  et )()( xbxb h → , quand 0→h , uniformément 

sur tout compact de IRd. 

   Les quantités )( xa h  et )( xb h  sont majorées par des constantes 

indépendantes de h et de x. 

   0)(,(1sup →
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

∈
xBIRxM

h
d

h
IRx d

ε quand 0,0 >∀→ εh où 

)(xBε  désigne la boule de centre x et de rayon ε. 

 

Alors dIRx ∈∀ si xxh → quand 0→h , h
x h

P converge étroitement vers xP  

On démontre en fait que )()( xLfxfL h →  uniformément sur tout 

compact k de IRd. 
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5-2-2 Convergence d'un schéma d'approximation 

          d'un problème elliptique: 

Nous allons tout d'abord considérer un exemple particulièrement simple. 

Soit 2IRD ⊂  le carré ] [ ] [1,01,0 × . 

On considère le problème de Dirichlet: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂=

−=Δ

Dsurxxu

Ddansxfxu

)()(

)()(
2
1

ϕ
                                           (69) 

où ƒ est continue sur DDD ∂= U  et ϕ est continue sur ∂D. 

On a existence et unicité de la solution de ce problème et bien que, ici, ∂D 

n'est pas de classe C².  Alors Dx ∈∀ , on a: 

[ ])()()(
0

txtx WEdtWfExu ϕ
τ

+= ∫  

où Ex est l'espérance par rapport au brownien partant de x et τ le temps 

d'atteinte de ∂D. 

Soient
N

k 1
= , et Rk la grille des points de coordonnées Zjijkik /∈,),,(  et 

par e1 et e2 les vecteurs (k,0) et (0,k). 

Soit{ } DRxxu k
k I∈,)( , la solution du problème discrétisé (qui est un 

système linéaire): 

 

[ ]

[ ]

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂∈∀=

∈∀−=

−−+++

−−++

DRxxxu

DRxxf

xuexuexu
k

xuexuexu
k

k
k

k

kkk

kkk

I

I

,)()(

,)(

)(2)()(
2

1

)(2)()(
2

1

222

112

ϕ

                                   (70) 
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Choisissons h > 0 et une probabilité de transition ),( dyxM h  de telle sorte 

que l'opérateur Lh définir par:  

[ ]∫ −=
dIR

hh dyxMxgygxghL ),()()()(  

soit identique à l'opérateur qui tout application g de Rk dans IR fait 

correspondre la fonction gk donnée par: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+

++−++
=

)(4)(
)()()(

2
1)(

2

211
2 xgexg

exgexgexg
k

xg k  

Cela impose 2

2kh =  et 4
1),(),( 21 =±=± exxMexxM hh  

On utilisant les formules (67) et (68), on obtient: 

0)()( 21 == xbxb hh  

0)()( 2112 == xaxa hh  

1)()( 2211 == xaxa hh  

On vérifie que l'on peut appliquer le théorème 5.11, les lois h
xP  convergent 

étroitement vers la loi xP  défini ci-dessus lorsque 0→h   

Posons { }tsXsF st ≤→=′ ,σ  

En utilisant hk 2= , pour indicer toutes les quantités par h. 

En utilisant la propriété de Markov de la chaîne { },..1,0, =jX jh  pour 

représenter la solution de (70) )(xu h : 

{ }[ ]{ }
{ } [ ]{ }
{ }{ } { }{ })(1)(1

/))()((1

)()(1

)1(

)1(

jhjh
h
xjh

h
hjh

h
x

jhjh
h

hj
hh

jh
h
x

jh
h

hj
h

jh
h
x

XfhEXuhAE

FXuXuEE

XuXuE

ττ

τ

τ

<<

+<

+<

−=

=′−

=−

 

)()( ττ ϕ XXu h =  

où τ est le temps de sortie de D de la chaîne. 
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D'où par sommation: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+= ∑
−

=

1)/(

0
)()()(

h

j
jh

h
x

h XXfhExu
τ

τϕ                       (71) 

On vérifie que )( xu h se comporte, lorsque 0→h , comme )(~ xu h  donné 

par: 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+= ∫ )()()(~
0

τ

τ

ϕ XdtXfExu t
h
x

h  

Cette dernière quantité converge vers )( xu  quand 0→h , grâce au 

principe d'invariance. 

 

5-2-3 Convergence d'un schéma d'approximation 

          d'un problème parabolique: 

On désigne toujours )0,( ≥tX x
t  le processus homogène solution de (65) et 

xP sa loi. Nous allons nous placer dans la cas 1=d , et ] [1,0=D  

On considère le problème avec E.D.P. parabolique: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∈=
>==

×
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+

Dxxuxu
ttutu

DIRdansxt
x
uxbxt

x
uxaxt

t
u

,)(),0(
0,0)1,()0,(

,),()(),()(
2
1),( 2

2

 

où la donnée u est continue sur [ ]1,0=D  

On a alors (ce problème est du type de celui étudié au paragraphe 5-2-2):  

{ }{ } DIRxtXuExtu
xt

x
tx ×∈∀= +

≤ ),(,1)(),( τ  

Soient h  le pas de discrétisation en temps t, 
N

k 1
=  le pas de discrétisation en 

espace x.  

On pose ),( kh=μ . On définit les points { }ZjjkRk /∈= ,  

 

 

 



Chapitre 05                Interprétation probabiliste des EDP du second ordre et résolution numérique 

90  
  

On considère le schéma suivant de type différences finies en x, et explicité 

en temps t: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈=

===

=∈
−+

+

−−
−

++−−
+

=+

+

−

DRxxuxu

jjhujhu

jDRx
k

xjhukxjhuxhb

k
kxjhuxjhuxhb

k
kxjhuxjhukxjhuxah

xjhuxhju

k

k

I

I

,)(),0(

,...2,1,0)1,()0,(

,...1,0,,),(),()(

),(),()(

),(),(2),()(
2

),(),)1((

2

μ

μμ

μμ

μμ

μμμ

μμ

     (72) 

avec −b et +b sont les parties positive et négative de b  

La première égalité de (72) peut se réécrire: 

),()()(1

),()()(
2

),)1((

2

2

xjhuxb
k
hxa

k
h

kxjhuxb
k
hxa

k
hxhju

μ

μμ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+ −

 

DRxkxjhuxb
k
hxa

k
h

k I∈+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ + ,),()()(

2 2
μ                    (73) 

La condition analogue de stabilité des schémas aux conditions classiques 

en analyse numérique: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤

k
xaxb

kh

x

)()(sup
                               (74) 

assure que les trois coefficients du membre de droite de (73) soient non 

négatifs. 
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Remarque 5.12: 

En dehors de la contrainte (73), les pas h et k peuvent être choisis 

indépendamment l'un de l'autre, au contrainte de la situation du paragraphe 

précédent où le temps n'apparaissait pas dans l'E.D.P. considérée. 

En définie la probabilité de transition de la chaîne de Markov associé à 

(73), comme: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈∀

+=+

−−=

+=−

+

−

kRx

xb
k
hxa

k
hkxxM

xb
k
hxa

k
hxxM

xb
k
hxa

k
hkxxM

)()(
2

),(

)()(1),(

)()(
2

),(

2

2

2

μ

μ

μ

 

et d'après (67) et (68), nous obtenons: 

)()()(,)()( xbkxaxaxbxb +== μμ  

On vérifie que l'on peut appliquer le théorème 5.11. 

 

On définie l'opérateur μA  par: 

[ ]

DRx

dyxMxgyg
h

xgA

k

R k

I∈∀

−= ∫ ,),()()(1)( μμ  

alors (73) se réécrit: 

∫ ∈=

+=+

kR
k

h

DRxdyxMyjhu

xjhuhAIxhju

I),(),(

),()(),)1((

μ
μ

μμ

                         (75) 

et de plus: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=

===

DRxxuxu
jjhujhu

k I,)(),0(
,...2,1,0)1,()0,(

)76(
μ

μμ

 

h
xP étant définie comme ci-dessus, sur l'espace de probabilité filtré 

),,( tFF ′′Ω ′ , fixons t tel que kht =  
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Soit kj <≤0 , il résulte de (75), (76), et de la propriété de Markov de la 

chaîne { },...1,0; =jX jh : 

{ }{ }
{ } [ ]{ }

{ }

{ }{ }
{ }{ }),)((1

),)((1

),(),)1((1

/),)1((1

),)1((1

)1(

)1()1(

jhjh

jhjh

IR
jhjh

jhhjjh

hjhj
h
x

XhjkuE

XhjkuE

dyXMyhjkuE

FXhjkuEE

XhjkuE

d

−

=−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−

=′−−

=−−

<

<

<

+<

+<+

∫

μ
τ

μ
τ

μ
μ

τ

μ
τ

μ
τ

 

 

D'où par récurrence: 

{ }{ }
DRx

XuExtu

k

tt
h
x

I∈

= ≤ ,1)(),( τ
μ

                                          (77) 

 

L'application { }τ≤→ ttXuX 1)( est bornée et continue sur l'ensemble 

{ }tXX ≠)(, τ  

 Donc le théorème 5.11 permet de conclure que: 

,),(),( xtuxtu →μ    quand 0→μ  

 

On déduit de (77) que le schéma est stable dans )( kRL∞ , c'est-à-dire: 

)(sup),(sup xuxtu
DxDRx k ∈∈

≤μ

I

 

 

Les conditions (74), (75) assurent cette stabilité. 
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5-2-4 Méthode de Monte-Carlo, appliquée 

          à une équation discrétisée: 

a/ Méthode de Monte-Carlo: 

De nombreuses approches peuvent être mises en ouvre pour exploiter un 

modèle mathématique d'une situation réelle et étudier ses propriétés. 

Il est parfois possible de calculer explicitement les quantités auxquelles on 

s'intéresse au moyen de formules fermés, ou tout au moins de calculer 

celles-ci numériquement, de manière exacte si l'on exclut les questions de 

précision finie des calculs sur ordinateur, pour des valeurs fixées des 

paramètres.  

Ce n'est malheureusement possible, la plupart du temps, que pour des 

modèles très simplifiés, possédant par exemple de nombreuses propriétés 

d'invariance et de symétrie. On peut éventuellement obtenir des résultats du 

type précédent, mais dans un cadre asymptotique, caractérisant le 

comportement des quantités étudiées lorsque certains paramètres tendent 

vers une valeur limite. Ou encore, on peut étudier des approximations du 

modèle initial, qui se prêtent mieux à des approches du type précédent. 

La simulation de modèles stochastiques nécessite le recours à des nombres 

pris au hasard, et est connue sous le nom générique de méthode de Monte-

Carlo. 

La méthode de Monte-Carlo propose solutions approchées et aléatoires 

pour des nombreux problèmes. 

Nous allons voir que pour une bonne approximation, nous avons besoin 

d'un très grand nombre de point n, et c'est le point faible de cette méthode. 

Le fondement de la méthode repose sur la loi des grands nombres et le 

calcul de l'erreur associée à la méthode s'obtient à partir du théorème limite  

centrale. 
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Etant donné une fonction IRIRf n →:  intégrable dans [ ]n1,0 , on peut 

écrire: 

[ ]
[ ])()(

1,0

ufEduuf
n

=∫  

Où ),...,,( 21 nuuuu = est un vecteur aléatoire dont les composantes sont des 

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) de loi 

uniforme sur ]0,1[. 

On considère pour chaque k=1,…,n des suites (iid) 
1

)(
≥i

k
iu de variable 

aléatoire uniforme sur ]0,1[. 

 

Par la loi des grands nombres, on écrit: 

[ ]
∫∑ ≈

= n

duufuuuf
n

n

i

n
iii

1,01

21 )(),...,,(1
 

La méthode consiste à approcher une intégrale I d'une fonction définie sur 

un intervalle ouvert et borné ]α,β[, continue: 

[ ])()()( ufEduufI αβ
β

α

−== ∫  

et en approchant E[ƒ(u)]. 

Où u est une variable aléatoire de loi uniforme sur ]α,β[. 

 

Par la loi des grands nombres: 

Si ∗∈Ni
iu )( est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi 

uniforme sur ]α,β[, alors 

[ ])()(1lim
1

ufEuf
n

n

i
in

=∑
=

+∞→
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La vitesse de convergence peut être estimée grâce au théorème de la limite 

centrale. 

[ ] GufEuf
n

n n

i
in

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∑

=
+∞→

)()(1lim
1σ

 

où σ est la variance de ƒ(u) et G est une variable aléatoire gaussienne 

centrée réduite. 

 

Pour n est grand, l'écart aléatoire nε est: 

 

[ ])()(1
1

ufEuf
n

n

i
in −= ∑

=

ε  

avec un intervalle de confiance pour I au niveau de 95% est: 
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uf
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i
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où ui sont toujours des nombres tirés uniformément au hasard dans ]α,β[. 

En générale σ n'est pas connu et on approche sa valeur: 

En utilisant  

∑
=

=
n

i
iuf

n
I

1
)(1  

L'approximation de E[ƒ(u)], grâce à la convergence suivante: 
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x

Xτ 

b/ Méthode de Monte-Carlo, appliquée à une équation discrétisée: 

Reprenons le problème (69), déjà étudié au paragraphe 5-2-2. 

On a vu l'approximation de )( xu  était donnée par la formule (71): 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+= ∑
−

=

)()()(
1)/(

0
τ

τ

ϕ XXfhExu
h

j
jh

h
x

h  

Soit une suite infini de chaînes de Markov{ },...1,0, =jX i
jh , ,...2,1=i  

indépendantes chacune de loi h
xP  

D'après la loi des grands nombres, on a: 

)()()(1
1

1)/(

0
xuXXfh

n
h

n

i

i
h

j

i
jh →⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∑ ∑

=

−

=
τ

τ

ϕ   p.s. , lorsque ∞→n  

Donc au lieu de résoudre le système linéaire (70), avec 
2

2kh = , on peut 

calculer une valeur approchée de )(xuh  en simulant un grand nombre de 

réalisations indépendantes de la chaîne de Markov { },...1,0, =jX jh  

Le calcul d'une réalisation de 

)()(
1)/(

0
τ

τ

ϕ XXfh
h

j
jh +∑

−

=
 

se ramène à ce déplacer sur le maillage Rk, partant de x, en tirant au hasard 

à chaque pas le point suivant parmi les quatre points voisins (les différents 

tirages étant indépendants), jusqu'à attendre la frontière ∂D.  

On calcule n réalisations indépendantes, et on fait la moyenne des résultats 

obtenus. 
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Remarques 5.13: 

- Les méthodes de Monte-Carlo on parfois la réputation de converger 

lentement. 

- Le théorème de la limite centrale nous indique que l'erreur commise est au 

mieux en 
n

1  où n est le nombre de chaînes de Markov de loi identique, et 

indépendantes. 

En effet, soit { },...2,1, =iXi  une suite de variables aléatoires réelles 

indépendantes et équidistribuées, de moyenne μ et de variance 2σ . 

On approche la moyenne μ  et l'erreur nε  par La méthode de Monte-Carlo 

comme: 

n
XXX n+++

=
....21μ                

n
XXX n

n
μμμ

ε
−++−+−

=
...21  

Par le théorème de la limite centrale, lorsque ∞→n , nn ε tend vers (on 

loi) une variable aléatoire réelle X de loi gaussienne centrée de variance 2σ .  

Donc, lorsque N est grand, la loi de l'erreur aléatoire nε  est proche de celle 

de 
n

X  

 

- La méthode de Monte-Carlo a néanmoins l'avantage d'être utilisable avec 

n'importe quelle dimension d'espace d, tandis que la résolution du système 

(64) devient très vite les capacités des ordinateurs, lorsque d est grand. 

La méthode de Monte-Carlo peut être intéressante lorsqu'on ne veut 

connaître la valeur de la solution qu'en un seul, ou un nombre limité de 

point. 

Un autre avantage réside au calcul en parallèle, les N réalisation de la 

chaîne de Markov devant être calculées de façon indépendante. 
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5-2-5 Exemple : (problème elliptique) 

Soit le problème elliptique suivant : 

⎩
⎨
⎧

∂=
=

Dgu
DsurfLu

               où [ ] [ ]1,02,0 ×=D  

 

On cherche l’approximation de u 

L’opérateur L est définie par : 

2

22

2

2

2
1

2
1

2
11,0

2
1

yyxxyx
L

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

Si 1≤x , on a 1=a  si non 0=a  

La fonction f  est : 

)5,04,0()cos(),( 2ππ caexcyxf y −= −  

où 5=c  si [ ] [ ]2;2,18,0;0 ∪∈x  et 10=c  si ] [2,1;8,0∈x  

La solution analytique u est 
yexcyxu −+= )cos(2),( π  

Méthode probabiliste : 

L’interprétation probabiliste de la solution u est : 
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τ

τ
0

)),(()),((),( yxXgdtyxXfEyxu t  

où τ  est le temps atteindre de la domaine D. 

 

L’approximation correspondant de Monte-Carlo est définie par 
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Conclusion  

Conclusion 
 
La définition d'un problème différentiel stochastique passe par l'intégrale 
d'Itô et la formule d'Itô est à la base des techniques de calcul différentiel sur 
les processus stochastiques que l'on regroupe sous le nom de calcul 
stochastique. 
 
On commence par construire une intégrale par rapport au mouvement 
Brownien, pour en suit définir la notion d'équation différentielle 
stochastique. Les processus stochastiques utilisés sont des processus 
possédant la propriété de Markov. 
 
Nous indiquons les représentations probabilistes des solutions des 
nombreux problèmes. Ces représentations probabilistes sont intéressantes 
au moins pour trois raisons: 
 
Elles peuvent aider à la compréhension des phénomènes physiques décrits 
par les équations considérées. 
 
Elles fournissent un outil d'analyse ou de calcul d'approximations des 
solutions de ces équations. 
 
Finalement, elles peuvent être utilisées pour l'étude des perturbations de ces 
équations. 
 
Les problèmes différentiels issus de la physique sont à l'origine de 
l'introduction des méthodes de Monte-Carlo. L'idée consiste à exprimer la 
solution du problème à résoudre comme l'espérance d'une certaine variable 
aléatoire, fonction d'une trajectoire d'un processus de diffusion. On obtient 
alors une approximation de la solution en calculant la moyenne empirique 
des valeurs prises par cette variable aléatoire sur un grand nombre de 
trajectoires indépendantes. Cette méthode qui converge lentement a comme 
intérêt d'être insensible à la dimension des problèmes étudiés 
(contrairement à des méthodes classiques d'analyse numérique qui ne sont 
performantes qu'en petite dimension) et à la régularité de fonction dont on 
cherche à calculer l'intégrale lorsque les variables aléatoires sont 
indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme.  
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