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Résumé

Résumé :

L’objectif de ce mémoire de fin d’étude et d’élaborer une commande stabilisante pour un double pendule
inversé sur chariot, qui est considéré comme un systéme sous-actionné. Les équations différentielles non
linéaires du mouvement ont été retrouvées par le biais du formalisme Euler-Lagrange. Une linéarisation autour
de point d’équilibre a permis de retrouver le modéle linéaire dans ’espace d’état, a 1’aide de la boite a outil
« LinearAnalysisTool» de Matlab. Un prototype de ce modéle sur Matlab/Simulink a été congu via un
programme d’acquisition SimMechanics. Deux types de commandes ont été combinées qui sont : la commande
énergétique et commande LQR, afin de stabiliser le systéme a sa position d’équilibre instable. Les simulations

entreprises ont permis de valider les fondements théoriques de la commande développée.

Mots clés : Boite a outil « LinearAnalysisTool », commande énergétique, commande LQR, double pendule
inversé sur chariot, formalisme Euler-Lagrange, linéarisation, programme d’acquisition SimMechanics,

stabilisation, systéme sous-actionné.

Abstract:

The final year subject study is on stabilization control of a double inverted pendulum on a cart, which is
considered as an underactuated system. Firstly, the nonlinear derivative system equation is obtained for the
system, using Euler-Lagrange formalism. Linearization around the equilibrium point allowed us to find the linear
model in state-space representation with the help of the Linear Analysis Tool in Matlab. A prototype of the
modeling system was conceived via the SimMechanics acquisition program in Matlab/Simulink. Two types of
controls have been combined which are: the energetic control and the linear quadratic control (LQR) for the
stabilization of the system at its unstable equilibrium point. The undertaken simulations allowed us to validate

the theoretical foundations of the developed control.

Key words: Energetic control, Euler-Lagrange formalism, double inverted pendulum on a cart, Linear Analysis
Tool, linear quadratic control, linearization, SimMechanics acquisition program, stabilization control,

underactuated system.

1uedle

Lhal) e dloalinl) c¥aled) e ) diadl 3 Y 5 e o Goglia x99 30 sty )iy aSaill s Al da g Y o3 (pe Cangl)

3laf alasily aUaill Jladl) 23 gaill e sially W Comans ) 5il) Adats J g dudadl) ddeadl, Euler-Lagrange <i¥alae DA (e 4S jall
SimMechanics a=Ui» »= Matlab/Simulink le 3Saall Jd5¥1 a3 saill saaiai . Matlab & LinearAnalysisTool
A e Uil il Jad ey 55 aSaie (31 5k (e aSaill s A8 (33 5k e aSall slen g da syl Legllaxind 3 Sail) e ce 58
35kl aSaill 4yl und daia e @A 3l el &5 3 Bl e Wl Cinans B il e 43 ) 58

b oha oa i aSate dy e e Giglia 7 50 3 Jsau Euler-Lagrange ©¥abae ddlall 5,k o oSl 1Al clalsl)
. 4ghaall AlealLinearAnalysisTool sl o il e 435) 5 ddads xie 2Uaill i SimMechanics



Sommaire

Sommaire
REMEICIBIMENES. . ...\ttt e et e e e, i
2T 11T il
ST 4100 U= TR OTRRO ii
LSEE ES TIGUIES ...ttt ettt ettt et e e e et v
LiSte deS tADIAUX ......vvee e v
NOTAtIONS B ACTONYIMIES. ... .eeieieiee ettt ettt ettt ettt s bt ettt e b e et e be e e vi
LiSte deS @DrEVIALIONS ........ccvieiiie ettt e et ae et e e re e e vii
INtrodUCTION GBNEIAIE. . .c.uieieiiiiiiiiiiiieeeeieenreeeeeaereecnsesescnsesansnsesascnsesansnsnnns 1
Chapitre | : Différents Types de Pendules Inversés et leurs Intéréts d’Etudes
INEFOAUCTION ... et e e et et 3
1.1 les différents types de pendules INVEISES. ..........oeiriiiii e, 3
1.1.1 Le pendule inversé simple...........oooo i, 3
1.1.2 Le double pendule inversé en cascade. .........cc.ovevinieiriiiieiiiie e, 4
1.1.3 Le double pendule inversé en cascade couplé par deux ressorts...................... 4
1.1.4 Le double pendule inversé paralléle.................oooiii 5
.15 Le pendule INVEISE €N T . ...t 5
[.2 Intérét de I’étude des pendules INVErSEs........oouvviuiiiiiiiiiie e eaeene 6
1.2.1 Domaine de 1a RODOLIQUE. ... 6
[.2.2 Domaine de la MEdeCiNe. ........oeiuini i 6
[.2.3 Domaine de I’aérospatiale.............coiiiiiiiiiiiiii i 7
1.2.4 Domaine de l0iSir. ......oeie e 8
(O] T 1315110 o P 9
Chapitre 11 : Modélisation Mathématique du Double Pendule Inversé sur un Chariot
1o 13 Tox 1 o P 10
I1.1 Le double pendule inverse sur un chariot................ccoooiiiiii i 10
I1.2 Modélisation : application du formalisme Euler Lagrange.................ccooeeeeenn... 11
[1.3 La représentation d €tat.............ooiuiiriirii it 14
I1.3.1 La représentation d’état du systéme non linéaire..................cooeviviieinnann..n 14
I1.3.2 La représentation d’état du systéme linéarisé€ ...............ccooiiiiiiiiieinnennn.. 14
I1.4 Simulation du systeme non linéaire en boucle ouverte...................ocoooiiiiinil. 17
11.4.1 Simulation du systeme libre........ ..., 17
11.4.2 Simulation du SYSteme eXCIte...........oiii i 18
(070 ] 101 1115110 F PSPPI 18
Chapitre 111 : Commande d’un Double Pendule Inversé sur Chariot
1A oo 11T 1 o] o PO PP 21
[11.1 La commande du Double Pendule Inversé sur Chariot (DPIC)........................... 21
[I1.1.1 La commande de balancement basée sur I’énergie...............cooevieieiinnin... 21
I11.1.2 Conception de la commande linéaire quadratique (LQR)...........ccoeeevininnn.. 22
[11.1.3 Choix des matrices de pondération..............ccoeiiiiiriiiiiiiiii e, 23
[11.2 Synthése de la commande du systeme sous Matlab.......................coooiiiiain. 23
1.3 Simulations et RESUIALS. ............ouiiit e 27
(0707161 L1153 T ) s F PSPPI 31
CONCIUSION GENETAIE «ueuuieeneiniieiieeneineinteeeneitenteecneentencescnsensensessnsensansscnsensane 32
DN 11T N 33
(271 o] [Tolo] =1 o] o[- T PP 34



Les Listes des Figures

Liste des Figures

Figure 1.1 : Pendule iNVersé Simple. ... ..o e, 3
Figure 1.2 : Pendule inversé simple rotatif................oooiiii 3
Figure 1.3 : Double pendule iNVErSE. ..........ouiriei e 4
Figure 1.4 : Double pendule inversé en cascade COUPIE.............ooiiiiiiiiiiiiiiiiin 4
Figure 1.5 : Le double pendule inversé paralléle. ..., 5
Figure 1.6 : Pendule iNVErsE €N T ... . o 5
Figure 1.7 : Exemple de robOt INVEISE. ... .. ..ot 6
Figure 1.8 : Le corps de I’étre humaine vu comme un double pendule inversé.................... 7
Figure. 1.9 Pendule gyroSCOPIQUE INVEISE. ........oui ittt e, 7
Figure 1.10 : La balangoire Crazanity............coooiuiieiiiiii e, 8
Figure I1.1 : Schéma du double pendule inversé sur unchariot ...................cccooeeeiiinnn.e 10
Figure I1.2 : Résultats de simulations en boucle ouverte sans frottements avec conditions.......
initiales (xo, %o, 01, 01,02,8,) = (0,0, pif8, 0, Pif8, 0)....vvvvvviiiiieeeeeeeiiiieee e, 18

Figure 11.3 : Résultats de simulations en boucle ouverte avec une entrée impulsion d’une

durée 0.3 s et amplitude 0.5 (N) et comme conditions initiales (x,, X, 61, 0,,6,,6,) = (0,0, 0,

0, 0, 0) (Sans frOtteMENTS). .. ... vt e 20
Figure 111.1 : Schéma générale du controleur et duDPIC.............cooiiiiiiiin . 27
Figure 111.2 : Schéma block du systéeme de commande (le contréleur)........................... 28

Figure 111.3 : Evolution du Signal de commande en fonction dutemps.......................... 28
Figure 111.4 : Schématisation des trois phases de commutation (switching phase).............. 29
Figure 111.5 : Réponses de la position horizontale x et vitesse horizontale x, du chariot...... 29
Figure 111.6 : Réponses de la position angulaire 6, et vitesse angulaire 8,du 1° pendule...... 30

Figure 111.7 : Réponses de la position angulaire 8, et vitesse angulaire 6, du deuxiéme

PENAUIE. . ... 30



Les Listes des Tableaux

Liste des Tableaux

Tableau I1.1 : Notations et unités des paramétres constants du systéme DPIC



Liste des Notations

Liste des Notations

Xo(t): Position du chariot

0, (t): Angle de rotation de 1* pendule
6, (t): Angle de rotation de 2°™ pendule
u(t): Force exercée sur le chariot

k. : Energie cinétique du chariot

k, : Energie cinétique del® pendule

k, : Energie cinétique de 2°™ pendule
P. : Energie potentielle du chariot

P, : Energie potentielle de1® pendule
P, : Energie potentielle de 2™ pendule
m, : Masse du chariot

m, . Masse du 1* pendule

m, : Masse du 2°™ pendule

L, : Longueur du 1* pendule

L, : Longueur du 2°™ pendule

g . Intensité de la pesanteur

Ks : Gain du controleur

k : Matrice gain de la commande LQR

Vi



Liste des Abréviations

Liste des Abréviations

DPIC : Double pendule inversé sur un chariot
LQR: Linear Quadratic Regulator
CMG: Control Moment Gyro

Sec : Seconds

vii



Introduction générale

Le Double Pendule Inversé sur Chariot (DPIC) est connu comme I'un des systémes a fortes
non-linéarités. Celui-ci présentant la propriété d'une structure simple, a été largement utilisé

pour la recherche et I'expérimentation.

Un double pendule inversé sur chariot est un systeme sous-actionné, car il a un plus grand
nombre de joints que le nombre d'actionneurs. Le contréle des systémes sous-actionnés est
actuellement un domaine de recherche actif en raison de leurs larges applications en
robotique, aérospatiale et les véhicules marins.

Le double pendule inverse sur chariot (DPIC) est I'un des problemes de contréle non-lineaire,
qui peut étre utilisé pour des expériences basees sur des systéemes afin de tester les lois de
contrle lineaires et non-linéaires telles que la stabilisation des systéemes dynamiques.
L'instabilité et la non-linéarité de ce systeme en font le modele parfait pour examiner les

différents algorithmes de contrdle tels que les contréleurs LQR.

Le systeme a double pendule inversé (DPIC) se compose d'une entrée qui est la force
d'excitation du chariot et de trois sorties : position angulaire des tiges et position linéaire du
chariot. Avant d’entreprendre une commande de synthése pour le DPIC, il a eu d’étudier le
modéle mathématique de celui-ci. En s’appuyant sur le formalisme d’Euler-Lagrange, le
modeéle non linéaire représenté par les équations différentielles du mouvement est évalue. Et a
partir des équations du mouvement retrouvées, le modéle d’espace d’état non linéaire est
déterminé. La linéarisation autour du point d’équilibre permettra d’avoir le mod¢le d’espace
d’état linéaire. Ce dernier, sera obtenu a l’aide de la boite a outil de Matlab qui
est « LinearAnalysisTool ». Et un programme d’acquisition SimMechanics du logiciel
Matlab/Simulink sera utilisé afin de construire le modele du DPIC, dont le but d’envisager sa

commande en temps-réel.

La commande que nous allons développer est basée sur la méthode énergétique et la
commande LQR ; dont le principe se base sur le basculement des pendules autour de la zone
linéaire par le biais de la commande Energétique, afin de les stabiliser autour du point

d’équilibre instable de I’ensemble du systéme, a ’aide de la commande LQR. Toutes les



simulations sont entreprises dans Matlab/Simulink. Nous pouvons alors englober les objectifs

de ce projet de fin d’étude en ces points essentiels suivants :

La formulation d'un modéle dynamique du systeme DPIC.

L'identification des paramétres constants du modéle dynamique.

La vérification des parametres d'état obtenus a partir de la simulation et de la mesure.
Faire monter les tiges du pendule en utilisant la fonction de controle et en stabilisant

les tiges a leur point d’équilibre instable.

L’organisation de ce projet est représentée selon trois principaux chapitres qui sont définis

comme suit :

Dans le premier chapitre, les généralités sur les types des pendules inversés existants

ainsi que leur intérét dans les différents domaines d’application, seront abordées.

Dans le deuxiéme chapitre, une modelisation mathematique du DPIC basé sur le
formalisme d’Euler-Lagrange sera entreprise, ainsi que la représentation dans I’espace

d’état du modele linéarisé.

Dans le troisieme et dernier chapitre, deux types de commandes qui sont: la
commande Energétique et la commande LQR seront développées pour la stabilisation

du systeme DPIC.

Enfin, une conclusion genérale et des perspectives pour travaux futurs seront dressées.
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Chapitre | Différents Types de Pendules Inversés et leurs Intéréts d’Etudes

Introduction
Dans ce chapitre on s’intéresse a la citation des types du pendule inversé. Nous expliquons
ses principes de fonctionnement, par la suite nous montrons leur intérét en mentionnant

quelques applications dans différents domaines.

1.1 Les différents types de pendules inversées

1.1.1 Le pendule inversé simple [1]

Ce modeéle consiste en un chariot supportant un pendule articulé. Ce chariot peut se déplacer
horizontalement et librement sur une raille de guidage a I’aide d’un moteur d’entrainement,

comme ’indique la figure suivante :

M F

————

e //"9'7/" '£7')')7/")"/.7'

Figure 1.1 : Pendule inversé simple

Il existe d’autres modeéles de pendules inversés simples (un seul bras) comme un pendule

inversé simple rotatif [2] :

forgiie

Figure 1.2 : Pendule inversé simple rotatif
Son fonctionnement est le méme comme le précédent, mais le chariot a était remplacé par un

bras rotatif, nous avons donc deux sorties 8, ¢et 6,.
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1.1.2 Le double pendule inversé en cascade [3]

Comme le pendule inversé simple, le double pendule inversé en cascade est constitué d’un
chariot supportant un pendule mais cette fois avec deux tiges articulées, en rotation libre par
rapport a la verticale. Donc, ce pendule contient trois sorties x(t) linéaire, 8, et 8,.non

linéaire.

L) €

L
F o

Figure 1.3 : Double pendule inversé

1.1.3 Le double pendule inversé en cascade couplé par deux ressorts [4]

Méme principe que le précédent, mais cette fois ci les deux tiges sont couplées a I’aide de

deux ressorts, et le systeme a une entrée et trois sorties ; comme le montre le schéma suivant :

L) [

Figure 1.4 : Double pendule inversé en cascade couplé
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1.1.4 Le double pendule inversé parallele [5]

Dans ce modele, il existe deux tiges en rotation libre au lieu d’une seule tige du pendule

inversé (un seul bras). Nous avons alors trois sorties x(t) et 8, et 65.qui sont respectivement

le déplacement du chariot sur ’axe horizontal et les angles de déviation des deux tiges par
rapport a la verticale.

Le schéma suivant montre I’illustration de ce systéme

Figure 1.5 : Le double pendule inversé paralléle

I.1.5 Le pendule inversé en T [6]

Ce type de pendule inversé est composé d’une barre horizontale pouvant coulisser

perpendiculairement au sommet d’une barre verticale, Le bas de la barre verticale tourne
librement autour de son axe. L’entrée est I’angle 8(t) et la sortie est z(t)

u(t)
a Z0)

ml

b0 2 b

|
|
lI
I
1™ ~
1
I
|
|

—

Figure 1.6 : Pendule inversé en T
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1.2 Intérét de I’étude des pendules inversés
L'étude des pendules inversés a assez bien d'importance. Son importance est illustrée a partir

des exemples d’application cités ci-dessous :

1.2.1 Domaine de la Robotique [7]

Un robot est vu comme un pendule inversé. Pour maintenir le robot en équilibre, il suffit de
stabiliser le pendule inversé correspondant a sa position verticale au cours de son déplacement
et en présence d’autres perturbations. Nous citons par exemple le robot auto-balancé qui est
constitué d’une plateforme solidaire de deux roues. L’axe des roues est perpendiculaire a
I’axe de déplacement du robot et le principe de contréle de position est basé sur le pendule
inversé. La figure a gauche est une image d’un robot de voiture dansante qui s’agit d’un jouet
pour les enfants qui utilise le principe du pendule inversé pour se tenir debout, exposant ainsi
un spectacle intéressant. A droite nous avons un robot auto balancé et assez stable pour servir

les boissons comme un serveur humain.

Figure 1.7 : Exemple de robot inversé

1.2.2 Domaine de la médecine [8]

L’homme est vu comme un double pendule inversé en série, dont les deux axes de rotations
principales sont les chevilles et les hanches. Quand nous sommes en position debout, nos
articulations travaillent sans arrét pour nous y maintenir. Les spécialistes qui travaillent dans
le domaine de réalisation de prothéses pour les hanches (remplacement chirurgical d’un

organe, la piéce ou I’appareil de remplacement) sont amenés a utiliser un double pendule
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inversé pour calculer ’ensemble des contraintes qui sont soumises a la prothése comme le
montre la figure suivante. Le premier pendule est articulé a la cheville et représente les
membres inférieurs considérés groupés. Le second pendule est articulé a la hanche et
représente la partie supérieure du corps. On accélére en se penchant en avant et on méme que

le pendule inversé.

Figure 1.8 : Le corps de I’étre humaine vu comme un double pendule inversé

1.2.3 Domaine de I’aérospatiale

Dans ce domaine, 1’é¢tude des pendules inversés a une grande importance, par exemple pour
commander et stabiliser I’attitude du satellite, le lancement des fusées...etc.
e  Pour stabiliser I’attitude d’un satellite par les actionneurs gyroscopiques [9]
Les actionneurs gyroscopiques egalement appelés girodynes (CMG : Control
Moment Gyro) constituent un nouveau systeme d'actionneurs qui permettent de
générer des couples dynamiques de commande de basculement d'attitude d'un
satellite. L'expérience consiste a le rappeler vers la position d'équilibre (instable),

donc il est vu comme un pendule inversg.

Figure. 1.9 Pendule gyroscopique inversé.
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o Pour le lancement des fusées :
Lors de son lancement, une fusée est vue comme un pendule inversé simple,
donc il faut maintenir sa position verticale par rapport a la terre, et pour cela,
des moteurs a propulsion sont installés dans les deux c6tés de la fusée (gauche

et droite).

1.2.4 Domaine de loisir [10]

Dans les parcs d’attractions, on trouve les tours qui utilisent le principe du pendule inversé.

La machine en figure 1.10 bascule vers le haut autour d’un axe de sorte qu’il agit comme un
pendule inversé. Cette machine est principalement un bras attaché par 1’une des extrémites a
un support quadripode et l'autre extrémité du bras, est un ensemble appelé nacelle permet
d'accueillir des passagers.

Ce pendule illustre la conservation de 1’énergie, lorsque le pendule oscille vers le haut,
I'énergie cinétique se transforme en énergie potentielle, et quand elle oscille vers le bas,
I'énergie potentielle se transforme en énergie cinétique. Le mouvement de va-et-vient d'un

pendule est un mouvement harmonique.

Figure 1.10 : La balancoire Crazanity
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Conclusion

L’objectif de notre étude consiste principalement a 1’étude et simulation d’un double pendule
inversé sur un chariot. Pour cela dans ce chapitre nous avons fait des généralités sur les types

des pendules inversés ainsi que leurs intéréts dans les différents domaines d’application.
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Introduction

Le probléeme de commande exige la recherche du modéle mathématique du systeme a
commander, donc une phase de modélisation est nécessaire pour permettre 1’étude en
simulation.

La modélisation consiste a représenter les aspects importants du systeme en décrivant les
relations entre ses différentes grandeurs par des équations mathématiques. L’ensemble de ces
relations constitue le modéle de ce systéme.

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord représenter le double pendule inversé sur un chariot
(DPIC) et les exigences de son choix. Ensuite, nous allons développer son modéle dynamique
qui sera présenté sous forme d’équations différentielles en se basant sur le formalisme
d’Euler-Lagrange qui constitue une approche systématique simple a mettre en ceuvre et en
négligeant les frottements situés au niveau des axes de rotation et ceux dus au déplacement du
chariot. Puis, nous présenterons ce systéme dans 1’espace d’état. Ensuite, nous donnons son
modeéle linéaire. Enfin, nous ferons une présentation des résultats de simulation du systeme

donné dans I’espace d’état en utilisant le logiciel MATLAB Simulink.
11.1 Le double pendule inverse sur un chariot

Pour ce systeme, le mouvement du chariot doit maintenir les deux pendules dans leur position

d'équilibre instable, avec un déplacement qui ne doit pas dépasser — 4 ou + 4 metres.

Ce systéme a une entrée u(t) et trois sortiesx, (t), 8, (t)et 6, (t).

YA o~

LZ,/ < : N

B X

| |

7

Figure 11.1 : Schéma du double pendule inversé sur un chariot [11]
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Le tableau suivant présente les notations et unités des constantes du systeme DPIC.

Tableau 11.1 : Notations et unités des paramétres constants du systéeme DPIC

Paramétres Unités Description
m, [Ka] Masse de chariot
my, m, [Ka] Masse des pendules 1 et 2
Ly, L, [m] Langueur des pendules 1 et 2

Distance entre les articulations
L, L, [m] pivotantes et le centre de
gravité des pendules

I, I, [Kg m?] Moment d’inertie des pendules
g m/s? Gravité constante
Xo [m] Position de chariot
0,6, [rad] L’angle des pendules

Le choix de ce systeme devra répondre a deux exigences préliminaires :

o Permettre une rotation du bras de 360°, afin de prendre en compte toutes les

conditions initiales possibles.
o Disposer d'une course de déplacement du chariot suffisante pour permettre au

pendule de se relever a partir des conditions initiales les plus défavorables.

I1.2 Modélisation : application du formalisme Euler Lagrange [12]

Les équations de mouvements sont trouvées par 1’équation d’Euler-Lagrange :
d (0L oL
— (=) —=—=XYFi 1.1
dt (aq) ) (I.1)
e L=k — Pk: énergie cinétique, P : énergie potentielle.

e YFi: lasomme des forces extérieures.

e (: vecteur des variables (6; ou x,)

Dans notre systéme montre sur la figure 11.1, les paramétres de coordonnées indépendantes
sont définies comme x,, 6, et 8,  par consequent, en considérant la force externe individuelle

«u » exercée sur le systeme le long de la coordonnée x et en négligeant les frottements du

systéme, 1’équation (I11.1) peut étre développée comme suit :
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d oL oL

wn) - =u (11-2)
d (oL oL

w(Gr) =3 =0 (11-3)
d (oL IL _

a(%ﬁ‘gg—o (11.4)

Etant donné que le systéme comprend trois éléments structurels (chariot et deux tiges
pendulaires), les énergies du systeme sont définies comme suit :
k =k, +k; +k, (11.5)
P=P.+P +P, (11.6)
Dont : ¢, let 2 signifient : le chariot, 1% et 2°™ tiges de pendule respectivement.

L’énergie est calculée comme suit :
. kC:% mex3
. klziml[(fco + 1,6, cos 91)2 + (1,6, sin 6,)?] + 3119'12
= %mlfcg + % (my? + 1,)0? + my1,%,6, cos 6,

o k,= %mz [(Xo + L16; cos B, + 1,0, cos 8,)%*+ (L,0; sin 8; + 1,0, sin 6,)?] +% 1,62

1 1 . 1 . . .
= Emzxg + EmzL%Hf + E (mzl% + 12)022 + sz'CO(ngl CosS 91 + 1292 CosS 92)

+ myL,1,6,6, cos(6; — 6,)

e P.=0 (pas de déplacement sur 1’axe vertical)
e P,=mygl;cosb,

e P,=m,g(L;cosb; +1,cosb,)

Le lagrangien du systéme est donné par :
L=k—P

L: (kC +k1 +k2) - (PC + Pl +P2)
L= ~(Me +my +mpad + = (mylf +myl3 + )67 + 5 (myl +1,)63 +

(mlll‘l'mzl:l) coS 01 5609.1 + mzlz coS 92 5609.2 + m2L1l2 COS(91 - 92) 9192 - (mlll +

m,L,)g cos 8, — myl,g cos 6,

12
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Aprées 'application de (I1.2), (IL.3), et de (I1.4), on trouve :
(me + my + my)¥y+(myly + myL,) cos 0y 6; + m,l, cos 8, 6, — (myl; +

m,L,) sin 8, 82 — m,1, sin 8, 682 = u(11.7)

(myly+m,L,) cos 8, ¥og+(my1? + myL% 4+ 1,)0; + myL,1, cos(6; — 6,) 6,+

m2L1l2 Sin(91 - 02) 022 - (mlll + mle)g Sin 01 = O (”8)

m2l2 Ccos 02 5&0 + mlelz COS(Ql - 02) él + (mzl% + Iz)éz - mzlzg Sin 92 -

mlelz Sin(91 - 02) él = O (“9)

On peut récrire les équations (11.7), (11.8) et (11.9) sous la forme matricielle suivante :

X X
D@6, |+¢(6,0)| 6, |+G(6) =Hu (11.10)
6, 6,
OU 0= (xOI 61! 62)
Tel que :
d, d, cos 6, d; cos 6,
D(6)=| d, cos b, d, ds cos(6, — 6,)
d; cos@, dscos(6,—86,) de
0 —d, sin 8, 6, —d, sin 6, 6,
c(6,6)=( o 0 ds sin(6; — 6,) 6,
0 —dssin(6; —6,) 6, 0
0
6(9):<_f1 sin 91)
_fz Sln 92

)

En supposant que les centres de masse des pendules sont au centre géométrique des deux

tiges, on aura :

l—Li _mLL%
T2 T 12
Alors :

di=m, + my + m,

1
dz = (Eml +m2>L1

13
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d3 = Emsz
1 2
d4, = (§m1 + m2>L1
1
ds = Em2L1L2
1 2
de §m2L2

1
f2 = Emszg = d3g
Notons que la matrice D est symétrique et non singuliére.

On multiple 1’équation (I11.10) par la matrice D=1 | la forme non linéaire de I’équation

devient :
Xo X0
6, |=-DC| 6, |-DG+DHu (11.11)
4, 6,

I1.3 La représentation d’état

11.3.1 La représentation d’état du systéeme non linéaire [12]

On pose :x = [xy, x5, X3, X4, X5, Xg|T AVEC :
X1= Xg 2 X1= X5
X,=Xo 2 X=X
X3= 01 > X3= X,
X4= 91 > X4= él
Xs= 0, > X5= X4

. 03><3 I3><3 ) ( 03><1 ) (03><1 )
xX= - x+ + u 11.12
(om -D71¢ —D"1G D™'H (1112
Les equations ci-dessus décrivent le mouvement du systeme et sont clairement non linéaires.

11.3.2 La représentation d’état du systéeme linéarisé
La linéarisation de ces équations autour de point d'équilibre instable (xg, o, 61, 61, 6,,0,) =

(0, 0,0, 0,0, 0), conduit au systeme d'espace d'état suivant :

14
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X(t) = Ax(t) + Bu(t)
Y(t) = Cx(t) + Du(t)

On prend Y = X pour stabiliser tous les états vers 0

(11.13)

La linéarisation a été effectuée a I’aide de Linear Analysis Tool de Matlab comme suit :

» Sélectionner dans Simulink le bloc représentant le systéme a linéariser

g DPIC * - Simulink Explore

File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help Open In New Tab

@'E' & EE@va@ @@ » = v I 3 = Open In New Window

PLC Code
Polyspace

Block Parameters (Subsystem)

& cut ctri+x i
DPIC X | Controleur Properties...
By copy ctri+C o
@ . N P
'aste Ctri+Vv
o Comment Through Ctrl+Shift+Y
@ g
) Comment Out Ctri+Shift+X
& Delete Del
= ®
Find Referenced Variables
=
- Subsystem & Model Reference >
&=
- > Test Harness »
‘Open Loop
Switch
Format »
Rotate & Flip >
Arrange »
Double Pendula Inversé sur un G
Scope singnal de command Mok >
[ Library Link »
Signals & Ports »
Requirements >
Linear Analysis 2 Linearize Block...
Design Verifier b Specify Selected Block Linearization...
Coverage »
Model Advisor »
L]
Metrics Dashboard
Controleur
@ Fixed-Point Tool...
-] Identify Modeling Clones »
» Model Transformer i
Beady CIC++ Code » odeas
# energie2 * - Simulink |= =
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
=R 6 - = - > D] [homa G &
Controleur ¥ | p——
o\ Linear Analysis Tool - energie2 m— - —
@
— LINEAR ANALYSIS 0 o R o 2
a [ Load Session Analysis U0s:  Block: Double Pendule Inverse sur un Chariot ~ | [ Result Viswer EIRE |
= {5l Save Session Operating Point: ~ 1odel Inttial Condtion [ Linearization AQVISOr |, ... o17e wiris new pLoT
= Preferences  Parameter Variations: None ~ | i |
%
S| | ———- =7
Data Browser ®
Step Bode impulse  Myquist  Nichols  Singular
&= Search workspace variables e
x P—
(] w MATLAB Workspace ‘
" v ox 3 Hociqd
Ame = — Pole-Zero... WO Pole-Z.
LINEARIZE WITH NO PLOT 4
Lingarize
 Linear Analysis Workspace TS
Mame ~ Value o
A
Function Seript
¥ Variable Preview
(i
»
Read odeds
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>

4\ MATLAB R2018b

HOME

File Explorer  Simulati

Current Folder
[) Name ~

& | allemagn
@ | Compressed
Documents
Music
New folder
New folder (2)
New folder (3)
Programs
® L slpg
Video

& desktopini

% Thumbs.db
Details
Workspace
Name « Vi

PLOTS

Matlab donne les Matrice A, B, C, D du systéme linéarisé

=@ = |

garch Documentation il & sionin

5 |

APPS

Linear Analysis Tool - energie2

LINEAR ANALYSIS ESTMATION PLOTS AND RESULTS VIEW ? 33 ng f— Q
D sedsession 2 ‘ A m‘
‘u = 3 -
Step Bode mpuse  Nyquist

-
FILE LINEARIZE

Data Browser

Search workspace variables

w MATLAB Workspace ‘

Name = Value

linsys1 6x1 5

A=
energie?.Dou energie2.Dou
energie2.Dou 0 1
w Linear Analysis Workspace energiez.Dou o o |8
Narme « Value energie2.Dou 0 0
= energie2.Dou 0 0
o G s energie2.Dou 0 0
energie2. Dou 0 0
5=
Double Pendu
energie?. Dou 0
¥ Variable Preview energiez.Dou 0.6094
Linearization at medel initial energie2.Dou o
condition: energie?.Dou -1.496 -
State-space model with & d Y e
outputs, 1 inputs, and & states.

The linearization result "insys1" i created in the Linear Analysis Workspace.

01~ Ready

Si on prend les valeurs suivantes des paramétres [12] :

m, = 1.5Kg
m,; =0.5 Kg
m, = 0.75 Kg
L; =0.5m

L, =0.75m

g =9.8 m/s?

On se retrouve avec :

(

O O OO0 OO

SO OO R O
SO O OO

0
—6.623

0
40.31

0
—47.65

0 0
0 0.7681

1 0
—32.66

0
82.58

0
0
0

SO OO O

SO RO OO
ORr OO OO
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I1.4 Simulation du systéme non linéaire en boucle ouverte

11.4.1 Simulation du systeme libre
Nous relachons le DPIC avec des positions angulaires quelconques sans vitesse initiale et sans

appliquer aucune force au chariot (u=0). Les conditions initiales sont : (x,, X, 6,,6,,6,.,6,)
= (0, 0, pi/8, 0, pi/8, 0)

Les résultats de simulation sont les suivants :

Position de chariot (m)
T

021 l l l l \ ]

2 4 6 8 10 12
Time (seconds)

vitesse de chariot (m/s)
3F T —

3 I ! ! ! \ =
2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

position angulaire de premier pendule(rad)
T T T

1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

vitesse angulaire de premier pendule(rad/s)
T T T T

20 I 1 I | I 3
0 2 4 6 8 10 12
Time (seconds)
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position angulaire de dexiéme pendule(rad)
\ T \

| | ] | ]
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

vitesse angulaire de dexiéme pendule(rad/s)
T T \

| | | | |
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

Figure 11.2 : Résultats de simulations en boucle ouverte sans frottements avec conditions

initiales (xq, %o, 01,04, 02,0,) = (0, 0, pi/8, 0, pi/8, 0)

L’état du systéme évolue dans le temps et ne revient pas a son état d’équilibre.

11.4.2 Simulation du systeme excité
Nous appliquons une impulsion d’une amplitude 0.5 et d’une durée 0.3 Sec.
Nous prenons les conditions initiales (x,, %o, 61, 61,62,82)= (0, 0, 0, 0, 0, 0) (la position d’équilibre

instable).

Les résultats de simulation sont les suivantes :
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Position de chariot (m)
T

| | | | |
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

vitesse de chariot (m/s)
3 f -

| | | | |
0 2 4 6 8 10 12
Time (seconds)

position angulaire de premier pendule(rad)
T T T

] ] ] ] ]
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

vitesse angulaire de premier pendule(rad/s)
T T T

I I I I I
0 2 4 6 8 10 12
Time (seconds)
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position angulaire de dexiéme pendule(rad)
I I I

| | | | |
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

vitesse angulaire de dexiéme pendule(rad/s)
\ T \

| | | | |
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

Figure 11.3 : Résultats de simulations en boucle ouverte avec une entrée impulsion d’une
durée 0.3 s et amplitude 0.5 (N) et comme conditions initiales (xq,Xg, 01, 84,0,,0,) = (0,

0,0, 0, 0, 0) (Sans frottements)

Dans ce cas aussi (systeme excité), 1’état du systéme évolue dans le temps sans revenir a son
¢tat d’équilibre. Le déplacement du chariot, sa vitesse de déplacement, les positions

angulaires et les vitesses angulaires évoluent dans le temps sans se stabiliser.

Les résultats de simulation montrent que la position (xo, Xo, 01,01, 0,,0,) = (0, 0, 0, 0, 0, 0)

est un point d’équilibre instable.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons fait de deux étapes principales. En premier étape nous avons fait
la modélisation mathématique du systéme DPIC par I’application des équations Euler-
Lagrange. Ce modeéle nous a bien montré que le systéme est multivariable et présente de
fortes non-linéarités, ce qui engendre la difficulté de commande pour ce type de systeme.
En deuxieme étape les simulations du systeme en boucle ouverte sont effectuées, qui nous ont
permis de constater 1’instabilité de celui-ci. Dans le chapitre suivant, deux lois de commandes
seront proposées pour balancer le double pendule inversé et le stabiliser autour de son point

d’équilibre instable.
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Chapitre 111 Commande d’un Double Pendule Inversé sur un Chariot

Introduction :

Le double pendule inversé sur chariot est un systéme sous actionné et qui est
fondamentalement instable, laissé sans commande, celui-ci ne pourra jamais changer sa
position d’équilibre stable vers sa position d’équilibre instable. L’objectif alors recherché a
travers ce dernier chapitre est de synthétiser une commande qui fera balancer les deux
pendules de leur position d’équilibre stable vers leur position d’équilibre instable et de le
stabiliser. Cette commande est basée sur la méthode énergétique et sur la commande LQR. Et
celle-ci sera réalisée en trois différentes phases, qui consistent principalement : au
basculement du premier pendule vers la zone linéaire dans la premiere phase, puis a la
stabilisation de ce premier pendule et au basculement du deuxiéeme pendule vers la zone
linéaire dans la deuxieme phase et en fin a la stabilisation de ’ensemble des deux pendules

dans la derniere phase. Tous les calculs et simulations sont réalisés dans Matlab.

I11.1 La commande du Double Pendule Inversé sur Chariot (DPIC) :

111.1.1 La commande de balancement basée sur I’énergie : [13]
La méthode énergétique a eté effectuée pour balancer les deux pendules. Celle-ci peut étre
expliquée comme suit :
a) Premier pendule :
Pour le balancement du premier pendule, la commande est congcue en négligeant le
deuxiéme pendule.
L’équation de 1’énergie de premier pendule est alors donnée comme suit :
E, = élléf + myg Ly(cos®; — 1) (111.1)
Quand le premier pendule prend la position verticale instable ou6; = 0 rad et 6,=0 rad/s
I’énergie est nulle E; = 0 et quand il prend la position verticale stable ou6; = 7 rad et 6,=0
rad/s I’énergie devient comme sulit :
E, = —2m,gl, (11.2)
L’énergie du systéme peut étre ajoutée ou retirée progressivement en contrdlant l'accélération
du chariot, on définit V1 comme la fonction de stabilité de Lyapunov [14] telle que :
Vi, = E (111.3)
V, étant la dérivée de V1, celle-ci est calculée comme suit :

V; = —myL;(E;0; cos(8,)) u (111.4)
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Afin d’avoir la dérivée de I’équation de LyapunovV, < 0, I’entrée de controle u doit étre

définie comme suit :
u = Ks; sign (Elélcos(el)) (111.5)
OuKs; est le gain ducontroleur strictement positif qui devra étre ajusté jusqu'a ce que le
systeme produise une transition en douceur.
b) Deuxiéme pendule :
La loi de commande qui fait le balancement pour le deuxiéme pendule est la méme que le
premier pendule, alors 1’énergie du deuxiéme pendule est comme suit :
Ez =~ 1,03 + myg Ly(cosB, — 1) (111.6)
Par conséquent I’entrée de commande est donnée par :
u = Ks,sign (Ezézcos(ez)) (11.7)

Ou Ks, est le gain du controleur strictement positif et qui devra étre ajusté aussi jusqu'a ce

que le systéme produise une transition en douceur.

111.1.2 Conception de la commande linéaire quadratique (LQR) : [15]
La synthése de la commande linéaire quadratique LQR consiste en la recherche d’une matrice
de gain k, telle que la commande par retour d’état u(t) = —k x(t)stabilise le systeme et

minimise le critére quadratique suivant :

J=["(x"Qx+ uTRu) dt (111.8)
Avec les matrices de pondération Q et R doivent étre diagonales et satisfont :
Q=Q">0,R=R">0 (111.9)
La matrice de gain k, optimale est donneée par :
k = —R"!BTP (111.10)

Ou P est la solution de I’équation algébrique de Riccati suivante :
ATP + PA—PBR™!BTP+Q = 0 (111.11)

L’obtention du gain matriciel k de I’équation (II1.10) passe donc par la recherche de P qui est
une matrice symétrique positive définie, solution de 1’équation de Riccati qui est reportée

dans I’équation(111.11).
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111.1.3 Choix des matrices de pondération [16]

La synthése des matrices de gain du contrdleur optimal, repose directement sur les matrices de
pondération Q et R. Celles-ci peuvent étre choisies comme matrices symétriques, diagonales :
1) Au départ, on choisit généralement des pondérations égales aux matrices identités.

2) Dans une seconde étape, on accélere ou on décélere globalement le systeme en multipliant
la matrice Q par un scalaire p d’accélération avec p > 1 et de décélération avec p < 1,
jusqu’a obtenir une dynamique moyenne adaptée.

3) Dans le cas ou certaine états auraient des dynamiques trop lentes par rapport a d’autres
(autres états), on peut choisir d’augmenter la pondération de Q correspondant aux premiers
(aux premiers états).

4) Dans le cas ou certains actionneurs seraient trop sollicités par a d’autres (autres

actionneurs), on peut choisir d’augmenter la pondération de R leur correspondant.

I11.2 Synthese de la commande du systéme sous Matlab :
Nous mettons le systéme & sa position initiale (x, , Xo, 81, 61, 6,68,)= (2, 0, pi, 0, pi, 0), alors
la stratégie de commande du systeme passe par trois phases, que nous allons developper

comme suit :

a) Lapremiérephase:te[0s 4.7689 s]

Cette premicere phase, consiste a faire balancer le premier pendule afin qu’il atteint la zone
linéaire pour pouvoir passer a sa stabilisation. Nous pouvons expliquer cette phase comme
suit :
A partir de I’équation (I11.5) la commande de balancement du premier pendule est :

u; = 9.31sign (Elélcos(el)) (Nn.12)
Avec Ks; est choisi égale a 9,31
Dans cette méthode de commande, la distance de déplacement du chariot n'est pas prise en
compte et la position du chariot peut dépasser la largeur du rail. Par conséquent, une nouvelle
commande a été ajoutée pour supprimer la distance de déplacement du chariot, celle-ci est
définie comme suit :

u, = —K;x4 (11.13)

Ou les variables d’état sont définies par le vecteur :

x1=[x0 %ol (111.14)

23



Chapitre 111 Commande d’un Double Pendule Inversé sur un Chariot

Et k, représente le gain matriciel contrélant la position du chariot de x, vers 0. On

prend k,=1.

Pour sassurer queV; < 0, il faut que k;x; a la méme forme du signal «sign» comme
I’équation (111.12)

Alors on utilise la condition :

U+ u;  si {sign(u,) = sign(u,)}
u={ u;+ up sif{sign(u,) # sign(u,) et |uy| > |luyl} (111.15)
Uq si{sign(u,) # sign(u,) et |uy| < |u,l}

Quand le premier pendule atteint la zone linéaire autour 8;=0. Le contrGleur passera alors a
la deuxiéme phase. La condition de commutation (switch en anglais) vers la phase 2 est
conditionnée par la position angulaire et la vitesse angulaire du premier pendule données

respectivement parg, < 0.2rad et 6, <2rad/s.

b) La deuxiéme phase : t € [4.7689 s 4.9183 s]
Dans cette deuxieme phase, on stabilise le premier pendule et en méme temps on balance le
deuxiéme pendule.
Pour stabiliser seulement le premier pendule en négligeant le deuxiéme pendule, une nouvelle

variable d’état a été prise en considération définie par le vecteur d’état suivant :
x2=[xg % 0, 6,1 (111.16)

L’équation d'espace d'état linéarisé autour du point d'équilibre instable du premier pendule

(xo % 06, 6,)=(0 0 0 0)estdonnée comme sulit :

X(£) = Ayxa () + Byus(t)
{Y(t) = C,x,(t) + Dyus(t) (11.17)

Avec
01 0 0 0 100 0 0
[0 0 -662 0) ._[ 06 fo 1 0 0\ ._[0
4i=lo 0 o 1) B3 Gl 0 1 o) P70 (111.18)
0 0 403 0 —1.49 00 0 1 0
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Alors la commande u; = —Kk,x,qui stabilise le premier pendule est donnée par :

X0
us = —[kx(1) kx(2) Kk;(3) kz(4)]lgj (111.19)
6

Pour obtenir le gain matriciel k,de 1’équation (II1.19), la méme méthode a été utilisée, comme
suit :

On prend Q:=diag ([1 0 0 0]) et R1=1, qui correspond au script sous Matlab, suivant :

Ql=diag([1 O 0 0]);
R1=1;
Sysl=ss(Al,B1,C1,D1);
K2=1gr (sysl1l,Q1,R1);

On trouve :
k, =[-1 —-2.695 —-61.9383 -10.1736] (111.20)

Par conséquent la commande de stabilisation est :
Xo
Xo
us; =—[-1 -2.695 —61.9383 —10.1736] 0, (11.21)
0
Maintenant pour balancer le deuxiéme pendule, I’équation (111.7) a été utilisée pour obtenir la

commande comme suit :
u, = 7.98sign (Ezézcos(ez)) (11.22)

Avec Ks,est choisi égale a7,98.
Donc, la commande générale de la phase 2 est donnée par la somme de la commande de

stabilisation et la commande de balancement :
U=1us+u, (11.23)

Quand le deuxieme pendule atteint la zone linéaire autour 6, = 0 le contréleur passera alors

a la troisieme phase. La condition de commutation (switch) vers la phase 3

estf, < 0.2rad et 6, <2rad/s
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c) Latroisieme phase : t> 4.9183 s

La stabilisation générale de tout le systéme est appliquée, 1’équation linéarisée (II.13) du
chapitre 2, sera utilisée pour dériver une solution linéaire approximative du probleme de
controle optimal.

L'équation linéarisée(l1.13) est a nouveau rappelée ci-dessous :

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
Y(t) = Cx(t) + Du(t)

Avec
0 1 0 0 0 0 0
/ 0 0 —6.623 0 0.7681 0\ /0.6094\
_i 0 0 0 1 0 0ip| 0 |
A=| 0 4031 0 -32.66 0 |B7| _1.496 |
\ 0 0 0 0 0 1/ \ 0 /
0 0 —4765 0 8258 0 1.768
1 0 0 0 0 O 0
/O 1 0 0 O O\ /0\
_i0 01 0 0 O] _101
C=lo 0010 ol D=1 |
\O 0 0 0 1 0/ \0/
0 0 0 0 0 1 0
La commande de stabilisation est alors définie comme suit :
_xo_
X0
0,
u=—-[k(1) k2) k@B) k#) k6) k(6)] 91 (11.24)
0,
6, ]

On utilise la commande « Igr » sous Matlab afin d’obtenir les valeurs du gain matriciel k.

On prend Q=diag ([1 1 0 0 0 0]) et R=1, qui correspond au script sous Matlab, suivant :

Q=diag([1 1 0 0 0 0]);
R=1;

sys=ss(A,B,C,D) ;

k=1qr (sys,Q,R);
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On trouve le gain matriciel suivant :

k=[1 3.2741 193207 25.8419 266.7414 37.6442] (111.25)

Par conséquent la commande de stabilisation est :

u=-—[1 3.2741 19.3207 25.8419 266.7414 37.6442] 0, (1n.24)

111.3 Simulations et Résultats

Le schéma général du contrbleur synthétisé et du modele du DPIC ainsi que le schéma

block du contréleur sont donnés par la Figure 111.1 et Figure 111.2 respectivement :

4 €D
bl
> 2 '
xldot
E'—M )
thetal
podl )
Open Loop thétatdat
Switch
5 )
theta2
6 )
théta2dot -
Double Pendule Inverse sur un Chariot
Scope singnal de command s D

xDdlot > D
thétal »
u
thétaldot Scope ler pendule
théta2 v D

thetaZdot

Controleur

Figure 111.1 : Schéma générale du contréleur et du DPIC

Scope Zeme pendule
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B
In1 E  Oui »
] £
E
phased
| ihata?
Int IE Qutt 4 ¥ —F*{ >=0.5 —'.1
(g , M . — ] retazact 1y -
switch condition 2
phase 2
¥ thetal
y —r—{ »=05 S
L Mthalaldat
switch condition 1
—1 Switch2

Outt

Switchi

phase 1

Figure 111.2 : Schéma block du systéeme de commande (le contrdleur)

L’évolution du signal de commande ainsi que les phases de commutation (switching phase

en anglais) sont données par la Figure 111.3 et Figure 111.4 respectivement :

Signal de commande (N)
T T

1 | 1 | |
0 2 4 6 8 10 12

Offset=0 Time (seconds)

Figure 111.3 : Evolution du Signal de Commande en fonction du temps
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Time (seconds)

Figure 111.4 : Schématisation des trois phases de commutation (switching phase)

Les résultats de simulation sont donnés par les réponses suivantes :

Position de chariot (m)

2 4 6 8 10 12
Time (seconds)

vitesse de chariot (m/s)

2 4 6 8 10 12

Offset=0 Time (seconds)

Figure 111.5 : Réponses de la position horizontale x,et vitesse horizontale x,du chariot
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position angulaire de premier pendule(rad)
T \ T

| | \ \ \
0 2 4 6 8 10 12
Time (seconds)

vitesse angulaire de premier pendule(rad/s)
T T T

l l | | |
0 2 4 6 8 10 12
Time (seconds)

Figure 111.6 : Réponses de la position angulaire 6, et vitesse angulaire 8, du premier pendule

position angulaire de dexiéme pendule(rad)
I 1 1

| l l l l
0 2 4 6 8 10 12
Time (seconds)

vitesse angulaire de dexieme pendule(rad/s)
T T T

10— —

20 | | | | | -
6 8 10 12
Time (seconds)

o
[N}
~

Figure 111.7 : Réponses de la position angulaire 8, et vitesse angulaire 8,du deuxiéme
pendule
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Interprétation des Résultats :

D’apres les réponses de la position horizontale et vitesse horizontale du chariot de la Figure
I11.5, la position angulaire et vitesse angulaire du premier pendule de la Figure 111.6 et la
position angulaire et vitesse angulaire du deuxiéme pendule de la Figure 111.7 obtenues, nous
avons bien retrouvé les trois phases de la commande développée. Dans I’intervalle de
tempst € [0 4.9183 s], nous avons la premiére phase qui correspond au basculement du
premier pendule et le ramener vers la zone linéaire. On voit bien durant cette phase que les
réponses sont instables. Puis un tres petit laps de temps t €[4.7689s 4.9183 s] qui ne
dépasse pas 0.2 seconds et qui correspond a la stabilisation du premier pendule et au
basculement du deuxiéme pendule pour le ramener & sa position d’équilibre. Et en fin, la
phase de stabilisation pour t > 4.9183 s, on voit bien que la stabilisation des six réponses
vers la position d’équilibre instable (0,0,0,0,0,0) en points rouges est atteinte et le systeme
reste stable.

Conclusion

Dans ce dernier chapitre nous avons simulé sous Matlab deux lois de commande qui sont
basées sur la méthode énergetique et LQR, en trois différentes phases, pour balancer notre
double pendule inversé et le stabiliser.

Dans la premiére phase, nous avons appliqué la loi de commande énergétique sur le premier
pendule qui a successivement fait le balancement. Aprés nous avons appliqué deux lois de
commande dans la deuxieme phase « commande énergétique » pour le deuxiéme pendule et
commande « LQR » pour le premier pendule, cette deuxieme phase a été réalisée durant un
trés petit laps de temps ne dépassant pas 0.2 secondes. Et enfin dans la troisieme et derniere
phase, par le biais de la commande LQR, la stabilisation du systéme a été parfaitement

achevée.
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Conclusion générale

Ce mémoire a été¢ consacré a 1’étude et a la commande d’un double pendule inversé sur
chariot (DPIC). Dans un premier temps, il a été convenu de commencer par un état de 1’art
concernant les différents types de pendules existants et leurs domaines d’application dans
notre vie quotidienne, et de leurs importances que ce soit en robotique, en médecine, en

aerospatiale etc. C’est la raison pour laquelle notre projet a été annoncé.

Dans un second temps, nous avons pris connaissance de I’importance d’une bonne
modélisation de la dynamique du systeme, c’est ainsi que nous avons entrepris 1’étude des
équations du mouvement du DPIC ou nous nous sommes appuyés sur le formalisme d’Euler-
Lagrange. Le modéle que nous avons obtenu a mis en évidence des fortes non-linéarités
intrinséques au systéme. Et avec I’aide de I’outil de linéarisation « Linear Analysis Tool »
disponible sur Matlab, nous avons pu avoir une linéarisation efficace du systeme. Finalement,
la synthese de la commande par le régulateur LQR et la commande énergétique a été
développee pour la stabilisation du DPIC. Pour faire cela, on a suivi une stratégie qui
consistait en trois différentes phases ramenant le systeme a sa position d’équilibre instable.
Les simulations du systeme stabilisé par la loi de commande développée ont été réalisées sous

I’environnement Matlab/Simulink avec le programme d’acquisition SimMechanics.

Enfin, nous souhaitons que ce travail soit repris par d’autres étudiants en vue de ’améliorer
encore plus. C’est pour cela que nous dressons comme perspectives, que nous recommandons,
les points essentiels suivants :

- Faire une modélisation et une représentation d’état du systéme avec les frottements qui
seront considérés comme perturbations et incertitudes affectant le DPIC. Donc, on
aura a faire a un systeme incertain.

- Considérer une procédure de commande faisant intervenir que le modéle non linéaire
du systeme c.-a-d. sans négliger ces non-linéarités que représentent le systeme réel.

- Effectuer des améliorations de balancement avec un control optimal.

- L’application de la commande sur le systetme réel avec une considération de la

coté mécanique de capteurs, actionneur, et I’inertie de systéme.
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Annexe

Annexe

ml=0.5;

m2=0.75;

L1=0.5;

L2=0.75;
Il=(ml*L172)/12;
I2=(m2*L2"2)/12;

g=9.8;

Q=diag([10 1 0 O O 01):;
R=1;

Ql=diag([1 0 0 01);
R1=1;

A=[0 1 0 0 0 0;

-6.62 0 0.76 0;
01 0 0;

40.30 0 -32.66 0;
0O 00 1;

b
"

0 0;
-6.62 0;
0 1;
40.30 0];

OO O OO O oo
O OO OO O oo

0

B=[0;0.060;0;-1.49;0;1.76];

B1=[0;0.060;0;-1.497;
C=diag([1 1 1 11 11);
Cl=diag([1 1 1 11);
D=[0;0;0;0;0;01;
D1=[0;0;0;01;
D2=10;0];
sys=ss(A,B,C,D);
sysl=ss(Al,B1,C1,D1);
sys2=ss (A2,B2,C2,D2);
k=1gr (sys,Q,R);
kl=1gr(sysl,Q1,R1);

-47.65 0 82.57 0];
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