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RESUME

Dans ce modeste travail, on s’intéresse a présenter un théoréme récent sur I'existence et
I'unicité d’un point fixe commun pour des opérateurs univoques. Ces résultats s’avérent étre
un outil efficace pour la théorie du point fixe en analyse fonctionnelle.

Avant d’aborder ce théoréme, nous commencons par les concepts des espaces métriques
partiels et les applications F-contractions faiblement croissantes. Nous montrons également
que ce résultat principal nous donne d’une part I'existence de solutions d’'une équation inté-
grale implicite et d’autre part, la généralisation de certains résultats récents sur les applica-
tions F-contractions.

[’esprit des hypoyheéses de ce mémoire interviennent dans le travail de [11].
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INTRODUCTION

Le théoréme du point fixe est un résultat qui permet d’affirmer qu’une fonction f admet
sous certaines conditions un point fixe xg, tel que f(xg) = xy. Ces théorémes se révélent étre
des outils trés utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des
équations différentielles pour ’analyse classique.

La théorie du point fixe est trés puissante dans I’analyse car elle fournit les outils néces-
saires pour avoir des théorémes d’existence de nombreux problémes aux limites.

Le développement de la théorie du point fixe a donné un grand effet sur 'avancement de
I’analyse non linéaire.

Dans ce mémoire on s’intéresse a donner des conditions suffisantes sur les deux opérateurs
T,S : E — E et sur 'espace E pour que I’équation S(v) = T'(v) = v ait au moins une
solution ( unique dans la possibilité), on dira que c¢’est un point fixe commun des deux
opérateurs T et S. Ce résultat d’existence nous permet de prouver que certaines équations
différentielles admettent des solutions sans les déterminer explicitement.

Dans ce mémoire, un théoréme important sera presenté concernant ’existence et 1'unicité
des points fixes communs (non nuls) pour des application F-contractives dans des espaces
métriques partiels et ordonnés.

Le principe de contraction de Banach a de nombreuses généralisations fructueuses dans



diverses directions. L'une de ces généralisations est la F-contraction présentée par War-
dowski [1] qui définie sur un espace métrique complet un point fixe unique. Le concept d’une
F-contraction s’avére étre un outil efficace pour la théorie du point fixe. Plusieurs articles de
recherche sur les contractions F ont été publié (voir, par exemple, [2,3,4,5]). Récemment,
Cosentino et Verto [7] ont établi un point fixe résultat pour la F-contraction. Nous nous
basons dans ce mémoire sur les articles [11]. Ce mémoire est composé de quatre chapitres.
Le premier chapitre est consacré aux rappels et préliminaires sur certaines notions topolo-
giques dont on aura besoin pour notre travail.

le deuxiéme chapitre porte sur le théoréme du point fixe commun pour des opérateurs de
type F-contraction.

Le troisiéme chapitre nous allons présenter le théoréme du point fixe pour des opérateurs de
type F-contractions faiblement croissantes avec sa démonstration.

le quatriéme chapitre est une application des résultats trouvés dans le chapitre précédent a
une équation différentielle intégrale non linéaire. Nous terminons ce travail par une conclusion

et une bibliographie.




CHAPITRE

RAPPELS ET PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions topologiques (voir la référence [6]) dont

nous aurons besoin tout au long de ce travail.

1.1 Rappels et Définitions

1.1.1 Espace métrique

Définition 1.1. On appelle distance sur un ensemble X, toute applicationd : X x X — R,
possédant les propriétés suivantes :

(i) d(z,y) = d(y, ) (symélrie),

(it) d(z,y) =0 = x =y (séparation),

(111) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire),

pour tout x,y,z € X. On appelle (X, d) un espace mélrique si X est un ensemble non vide



et d une distance sur X.

Définition 1.2. Espace métrique complet :

Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

1.1.2 Continuité d’application a ’aide des suites

Définition 1.3.
Soient E et F' deuz espaces normés. On dit qu’une application T : E — F' est continue en
a € E si et seulement si pour toute suite (x,)nen € E convergent vers a, la suite (T(x,,))nen €

F converge vers T'(a).

1.1.3 Owuvert et Fermé

Définition 1.4. Soit (E,d) un espace métrique et soient O, F deux sous ensembles de E.

1) Oest dit ouvert si :
Ve e O,3r >0 tel que B(x,r)C O,

ot B(x,r) désigne la boule de centre x et de rayon r.

2) F est dit fermé si son complémentaire CgF' est un ouvert de E.

1.1.4 Ensemble ordonné

On commence d’abord par la définition d’une relation d’ordre

Relation d’ordre

On dit qu’une relation binaire R est une relation d’ordre sur un ensemble E si elle est :
— réflexive : Vo € E, xRx

— transitive : Vz,y, 2 € F, zRy et yRz = =Rz

— antisymétrique : Vx,y € xRy et yRr = x =1y

Un ensemble £/ muni d’une relation d’ordre R est appelé un ensemble ordonné.




1.2 Espaces métriques partiels (voir la référence [6])

Définition 1.5. Soit X un ensemble non vide. On dit que Uapplicationp : X x X — R* est
un métrique partiel sur X si pour tout x,y,z € X, les conditions suivantes sont satisfaites :
(H) ==y p(z,z)=py)=plyy)

(Hy) p(z,z) <p(z,y),

(Hs) p(z,y) =ply, ),

(Hi) p(z.2) <

=
8
s
+
g
—~
s
&
|
=
&
&

Alors (X, p) est dit un espace métrique partiel tel que X est un ensemble non vide et p est

un métrique partiel sur X.

Exemple 1.1. la fonction p; : X x X — RY(i € {1,2,3}) définie par :

pie,y) = d(z,y) + pe,y),

p2(2,y) = p(x, y) + max{w(z), w(y)},

ps(z,y) = d(z,y) + a.

est une métrique partielle dans X ou d est une distance, w : X — R est une fonction

arbitraire et a > 0.

Soit x,y,z € X.
e Pour la partielle métrique p;.
Pour x = vy, en effet :
p(z,z) = d(z,z)+ p(x,x)
= d(z,y) +p(z,y)

= d(y,y) +p(y,y).

Par suite

=y <= pi(r,z) =pi(z,y) =pi(y,y).

0=d(z,z) <d(z,y)




et
p(z,z) < ple,y).

Ce qui implique que :

pi(z,x) = d(z,x) + p(z,r) < d(x,y) + p(z,y) = p1(2,9).

De plus, en effet :

pi(z,y) = d(z,y) + p(z,y) = d(y,z) + p(y, z) = p1(y, @).

en effet aussi

p(z,z) = d(z,z)+p(x, 2)
< d(z,y) +d(y, ) + p(z,y) + p(y, 2) — p(y, y)
= d(z,y) +d(y,z) — d(y,y) + p(z,y) + p(y, 2) — p(y, y), (car d(y,y) =0).
= d(z,y) +p(z,y) +d(y, 2) + p(y, 2) — d(y,y) — p(y, y)
< pilEy) + iy, 2) — piy, y).

Pour la partielle métrique p,.

Pour x = vy, en effet :

po(z,x) = p(z,z)+ max{w(z),w(x)}
= p(z,y) + max{w(z), w(y)}
= p(y,y) + max{w(y), w(y)}-
Donc
=19y < pg(x,x) = p2(I,y) = p2<yay)‘

De plus

p2(7,y) = p(x,y) + max{w(x),w(y)} = p(y, z) + max{w(y), w(zr)} = p2(y, ).
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en effet aussi :

pa(x,2) = p(z,z)+max{w(z), w(z)}
< px,y) +py, 2) — ply, y) + max{w(z), w(y)}
+max{w(y), w(z)} — max{w(y), w(y)}
= p(z,y) + max{w(z), w(y)} + p(y, ) + max{w(y), w(z)}
—p(y, y) — max{w(y), w(y)}
< pa(z,y) +p2(y, 2) — p2(y, )
Pour la partielle métrique ps.
Pour z =y, en effet :
ps(z,x) = d(z,z)+a
= d(z,y) +a
= d(y,y) +a
Donc
v =y <= ps(z,7) = ps(x,y) = ps(y, ).
De plus p3(z,y) = d(z,y) + a, et ps(z,z) = d(z,z) + a.
Comme 0 = d(z,z) < d(z,y), alors
p3(z,x) = d(z,2) +a < d(z,y) + a = p3(z,y).
Ce qui implique que :
ps(z,y) = d(z,y) +a = d(y,z) + a = ps(y, ).
en effet aussi
p3(z,z) = d(z,z)+a
< d(z,y) +d(y,z) —d(y,y) +a+a—a
= d(z,y)+a+dy,z)+a—a—dy,y)
= ps(z,y) +ps(y,2) — ps(y, ).

Dot (X, pi)iz=123 est un espace métrique partiel.

11



Exemple 1.2. On considére la fonction p : R- x R™— — Rt définie pour tout x,y € R™,

par :
p(z,y) = —min{z, y},

le pair (R™,p) est un espace métrique partiel.
1. en effet :
r =y <= p(x,r) = —min{z,z} = —min{z,y} = —min{y,y}

Donc
v =y <= plr,z)=p,y) =pyy)
La condition (H;) est satisfaite.

2. Soit x,y € R™. en effet

min{z,y} < x <= —min{z,y} > —x.

Donc
p(z,y) = —min{z,y} > —v = p(z, ).
La (H,) condition est satisfaite.

3. Soit x,y € R™. en effet :

p(z,y) = —min{z,y} = —min{y, x} = p(y, ).

La condition (H3) est satisfaite.

4. Soit x,y,z € R™. Nous s’assurons que :

p(x,z) < plw,y) +ply, 2) — ply, v). (1.2.1)

Nous considérons les trois cas suivants : y < r <z, 2 <y<zetxr <z <y.

12



e Premier cas y < z < z. en effet :

= —min{z,z} = —x,

(z,2)

plx,y) = —minfz,y} = —y,
(y,2) = —min{y,z} = -y,
(¥:9)

= —min{y,y} = —y.
En reportant les valeurs de p(z, 2), p(x,y), p(y, z) dans (1.2.1), il vient que :
—r<—y—y+ty<s=ar>y.

Donc

p(x,z) < p(z,y) +py, 2) — p(y, v).

e Deuxiéme cas v < y < 2.

en effet

p(z,z) = —min{z,z} = —uz,
p(z,y) = —minf{z,y} = -z,
ply,2) = —min{y,z} = —y,
ply,y) = —min{y,y} = —v,

En reportant les valeurs de p(z, 2), p(z,y), p(y, 2) et p(y,y) dans (1.2.1), on obtient :

—r<—r—r+y < —r<-2r+y
— —cr+2r<y

< x <Y.

Donc

p(z,2) < plz,y) +ply, 2) — py,y).

13



e Troisiéme cas ¢ < 2z < y.

en effet

= —min{z,z} = —x,

= —min{y, 2} = —=z,

(z,2)
p(z,y) = —min{z,y} = -z,
(v, 2)
(v, 9)

= —min{y,y} = —v,

En reportant les valeurs de p(z, 2), p(x,y), p(y, 2) et p(y,y) dans (1.2.1), on obtient :

o< T —24+y<=0< —~24+y<=z2<y.

Donc

p(z,2) < plz,y) +ply, 2) — py,y).

I vient que I'hypothése (Hy) est satisfaite. D’ou (X, p;), i = 1,2,3, est un espace

métrique partiel.

Définition 1.6.

— La topologie métrique d’un espace métrique partiel (X, p) est donnée par :
Tlp) = {Bpy(z,e), v € X, e >0},

ot By(x,¢) désigne la boule ouverte dans X de centre x et de rayon e.
— Une suite {x,}nen dans un espace métrique partiel (X,p) converge vers x € X si et

seulement si

p(z,z) = lim p(z,x,).

n—o0

— Une suite {x,}nen dans un espace métrique partiel (X,p) est dite de Cauchy si
limy, 100 D(Tn, Tm) existe (et finie).

— Un espace métrique partiel (X,p) est complet si toute suite de Cauchy {x,tnen dans
X converge par rapport & T [p| vers un point x € X tel que

p(z,z) = n,}%liloop@"’ L)

14



Lemme 1.1.
(1) Soit (X,p) un espace métrique partiel. La fonction d : X x X — R*, définie pour
tout x, y € X, par :
d(x,y) = 2p(x,y) — plz, ) — p(y, y)
est une distance sur X (distance induite).

(2) Une suite {x, }nen est de Cauchy dans un espace métrique partiel (X, p) si et seule-

ment si {xp nen est de Cauchy dans l’espace métrique (X, d).

(3) Un espace métrique partiel (X,p) est complet si et seulement si l’espace métrique

(X,d) est complet.

lim d(z,z,) =0 <= p(z,z) = lim p(z,z,) = lim p(x,,Tm).

n—oo n—o0 n,Mm—00

(4) Une{z,}nen en X converge vers un point x € X si et seulement si

nlggcp(x, z,) = plx,z) = n,}ﬂoop(x”’ Tm).

Définition 1.7. [12] Soit (X, <) un ensemble ordonné et p une métrique partielle sur X.
Alors le triplet (X, %, p) est appelé un espace métrique partiel ordonné. De plus, si (X, p) est

complet, alors (X, <, p) est appelé un espace métrique partiel complet ordonné.

Définition 1.8. [1]
Soit F : R™ — R une fonction satisfaisant les conditions suivantes :

(Fy) F est strictement croissant, ¢’est-a-dire pour tout o, f € R tel que
a < f= Fla) < F(B).
(Fy) Pour chaque suite {ay, }nen de nombres positifs la condition suivante est satisfaite :

lim a, =0 <= lim F(a,) = —0o0.

n—oo n—o0

(F3) 1l existe k € (0,1) tel que lim,_,o+ o*F(a) = 0.
On note l'ensemble de toutes les fonctions satisfaisant auz conditions (F1), (Fy) et (F3) par

Ap.

15



Exemple 1.3. Soit F': Rt — R défini par :

1l est clair que chaque F appartient 4 Ap.

1. Montrons que F' € Ap tel que :

F(r) =In(r).

(F}) La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0, +oo.

(F») Soit {ay, }nen une suite de nombres positifs tel que

lim «,, = 0.
n—oo
en effet
F(ay,) = In(ay)
Donc

i, Flen) = g, Inlow)

Par la continuité de la fonction " In " il vient que

lim F(a,) = In(0) = —oc.

n—oo

Supposons maintenant que

lim F(a,) = —oc0
n—oo

Alors
lim In(a,) = —oc0.
n—oo

Par la continuité de la fonction " e "

16



lim e™(@n) = =,
n—oo
D’ou
lim o, = 0.
n—oo

(F3) 3k =13 €(0,1) tel que

lim Va(in(a)) = lim Va(ln(va)?)
= lim 2y/a(In(va))
— 0.

D’ou F appartient a Ap.

17



CHAPITRE

POINT FIXE DES APPLICATIONS
Fp—CONTRACTIONS

Dans cette section, nous allons présenter un théoréme du point fixe pour des opérateurs

de type F-contractions.

Définition 2.1. [1]
Soit (X, d) un espace métrique. On dit que Uapplication T : X — X est une Fy— contraction,

s’il existe une fonctions ' € Ap et une constante 7 > 0, tels que :

(d(T(x),T(y))) > 0= 7+ F(d(T(x),T(y))) < F(d(z,y)),
pour tout x,y € X.

Définition 2.2. Soit (X, p) un espace métrique partiel. On dit que Uapplication T : X — X

18



est une F,—contraction, s’il existe F' € Ap et 7 > 0, tels que :

p(T(z),T(y)) >0 =7+ F(p(T(z), T(y))) < F(p(z,y)), (2.0.1)

pour tout r,y € X.

L’exemple suivant montre qu’une application F,—contraction est plus générale qu'une

F,;—contraction.

Exemple 2.1. Soit X = [0, 1] et soit p un métrique partiel défini pour tout x,y € X, par :
p(z,y) = max{z,y}.

la distance d induite par le mélrique partielle p est donnée par d(x,y) = |z — y| pour tout
x,y € X. Considérons la fonction F : Rt — R, définie par F(r) = In(r) et l'application T,

tel que :

(
£ sire0,1);

T(r)=

0 sir=1;
\

Notons que pour tout z,y € X, tel que pour x <y ou y < z, T est une F,—contraction.

Autrement dit pour d(T(z),T(y)) > 0, en effet :

T+ F(p(T(x), T(y))) < F(p(r,y)).

Pour z,y € X = [0, 1].
On considére le cas ot x < y (De maniére similaire pour = < y).

Discutons les cas suivants :

1. x €]0,1) et y = 1. On choisit 7, tel que :

T—FF(%)gF(x).

19



en effet :

4 F(p(T(2).T(y) = 7+ Fp(z.0)
max{%,()})
)

)
F(z) = F(max(z,1)) = F(p(z,1)).

= 74+ F

(
= 74+ F(
(

ol 8o R

= 7+In

N

2. x =1et y = 1. On choisit 7, tel que :

7+ lim F(z) <0.

x—0

en effet :

T+ F(p(T(z),T(y))) = 7+ F(p0,0))
= 7+ F(max{0,0})
= T-f-}:iir(l) F(z)
< 0
= F(max(1,1))

= F(p(1,1)).
3. x,y € [0,1). On choisit 7, tel que :

m+ F(3) < F(y).

en effet :

T+ F(p(T(x),T(y) = 7+ F(p(? %))

= 4 F(%)
= T+ ln(%)

F(y) = F(max(z,y)) = F(p(z,y)).

N

Il vient que T est une Fj,—contraction.

20



L’application T n’est pas une Fy—contraction. En effet, pour x =1 et y = g, en effet :

AT (@), T(y) = d(T(1), T(2)) = d(0, ) = ¢ >0
Comme d(x,y) = d(1,2) = |1 — 3| = ¢, alors
r+ F(UT@), T() < Fldr,y) < 7+ F(3) < F(Q)
— T+1n(%) < ln(é)
<~ 7<0.

Ce qui est une contradiction pour toutes les valeurs possibles de 7.

Wardowski [1] a prouvé le théoréme suivant en utilisant la définition de F'—contraction.

Théoréme 2.1. [1]
Soit (X, d) un espace métrique complet et soit T : X — X une Fy—-contraction. Alors
T a un point fize unique x* € X et pour chaque o € X la suite {T"xo}nen est convergente

vers x*.

preuve.

Observons tout d’abord que 7" admet au plus un point fixe. En effet, soit z7,25 € X,

avec x7 # x3, tel que T'(x7) = T'(z3}), alors de (2.0.1) nous avons :

r < Fld(a},a3)) - F(d(T(x}), T(x3))) = 0.

Ce qui est une contradiction.
Afin de montrer que T admet un point fixe (existence de point fixe). Soit zo € X fixé. Nous

définissons une suite {z, }neny C X, comme suit :
Tos1 =T (x,), n=0,1,...

Notons 7, = d(Tpy1,2,), n =0,1,2,....
S’il existe ng € N tel que 2,541 = Ty, alors T'(x,,) = ,, et la démonstration est terminée.
Supposons maintenant que x, 1 # T,, pour tout n € N et 7, > 0 pour tout n € N. Il vient

de (2.0.1) que

21



F(v) < F(yna1) =T < Fyp2) — 27 < ... < F(y) — nt. (2.0.2)

De (2.0.2), on obtient lim,, o F'(7,) = —oo. En utilisant (F}), il vient que

lim 7, = 0. (2.0.3)
n—oo
De (F3), il existe k € (0,1), tel que
lim 7% F(v,) = 0. (2.0.4)
n—oo
De (2.0.2), il vient pour tout n € N
VnF () = 1 F (70) < 7(F(70) = n7) = 9 F(30) = —yn7 < 0. (2.0.5)

En faisant n — oo dans (2.0.5), et en utilisant (2.0.3) et (2.0.4), on obtient

lim ny* = 0. (2.0.6)

n—oo
Maintenant, observons qu’a partir de (2.0.6) il existe n; € N tel que ny® < 1 pour tout
n > ny. Par conséquent, nous avons

Y < ,  pour tout n > n;. (2.0.7)

S
Ealle =

Pour montrer que {x,},en est une suite de Cauchy, considérons m,n € N tel que m >
n > ny. De la définition de la métrique partielle et de (2.0.7), ona :

o0 o0

Ad(Tm, ) < Y1+ Ym—2+ -+ < Y 7 <

1=

1
I
i=n &

De ce qui précéde et de la convergence des séries Y >~ -+ nous pouvons conclure que
1k
la suite {2, }nen est de Cauchy dans X. Par la complétude de X, il existe z* € X tel que

lim,,_, =, = z*. Finalement, la continuité de 7" donne

d(T(z*),z*) = lim d(T(x,),x,) = lim (z,11,2,) =0,
n—oo

n—o0

ce qui compléte la preuve.
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Récemment, Durmaz, Minak et Altun [4] ont obtenu une version ordonnée du théoréme

2.1.

Définition 2.3. [4]

Soit (X,=<) un ensemble ordonné et d une métrique sur X, alors on dira que le triplé
(X, =, d) est un espace métrique ordonné. Si (X,d) est complet, alors (X, <X,d) sera appelé
espace métrique complet ordonné. On dira que X est réqulier, si [’espace métrique ordonné

(X, =, d) fournit la condition suivante :

Si {xp}neny C X est une suite non décroissante (non croissante) avec x,, — .,
alors x,, < x pour tout n.

Définition 2.4. [4]
Soit (X, =%,d) un espace méltrique ordonné et soit T : X — X une application. Consi-

dérons l'ensemble Y définie par :
Y={(z,y) e X x X :2<y,dT(x), T(y)) > 0}.

On dit que T est une Fy—contraction ordonnée si F' € Ap et s’il existe T > 0, tel que :

Y(z,y) €Y = 1 + F(d(T(z), T(y))) < F(d(z,y)). (2.0.8)

Théoréme 2.2. [4]
Soit (X, %, d) un espace métrique complet ordonné et soit T : X — X une F;—contraction
ordonnée. Supposons que T est croissante et il existe xog € X, tel que xo < T(xg). Si T est

continu ou X est réqulier, alors T admet un point fize.

preuve.

Soit xg € X. On définit une suite {x, } ey dans X, comme suit z, = T(z,_1) = T™(z0)
pour tout n € N. S’il existe ng € N pour lequel x,,, = 2,11, alors x,,, = Tp41 = T”0+1(x0) =
T(xng—141) = T(xp,), ce qui montre que z,, est un point fixe de T" et donc la preuve est
terminée. Supposons que pour tout n € N, x,,.1 # x,,. Puisque xy < T'(zg) et T est croissante,

donc
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ToST1 ST < ST S

Or, puisque x,, < x4 et d(T(z,), T(z,—1) > 0 pour tout n € N, alors (x,,z,41) €Y, et
ainsi, nous pouvons utiliser I'inégalité (2.0.8), pour les termes consécutifs de {z, }nen, alors

nous avons

Fd(@ns1, 20)) = FAT(20), T(201))) < F(d(@n, tn1)) — T (2.0.9)

Notons que 7, = d(x,, x,+1) pour n € N. Alors, de (2.0.9), nous avons :

F(v) < F(yp-1) =T < Fyp—a) =27 < -+ - < F(v) — nr. (2.0.10)
De (2.0.10), nous obtenons lim,,_,o, F(7,) = —oo Ainsi, a partir de (F,), nous avons :
lim v, = 0.
n—oo

De (F3), il existe k € (0,1), tel que :

lim ~y; F(7,) = 0.
n—oo

D’aprés (2.0.9) et pour tout n € N, il vient

VeF () = veF () < —vpnt <0, (2.0.11)

Faisons n — oo dans (2.0.11), nous obtenons que

lim ny* = 0. (2.0.12)

n—oo

De (2.0.12), il sort n; € N, tel que ny* < 1 pour tout n > n;. Donc, nous avons

1
T < =, (2.0.13)
nk

pour tout m > ny. Pour montrer que {z,},en est une suite de Cauchy, considérons
m,n € N tel que m > n > ny. En utilisant I'inégalité triangulaire pour la distance d et de

(2.0.13), nous avons :
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d(l’n, :Cm) g d(‘rrm xn+1) + d(anrl; xn+2) + -+ d(xmfla xm)

= 7n+'7n+1+"'+7m71

N
N
2

<

Faisons n — oo, nous obtenons d(x,, z,,) — 0. Cela donne que la suite {z,},en est un
Cauchy dans X. Puisque X est complet, la suite {x,},en converge vers un point z € X.

Maintenant, supposons que ’application 71" est continue, alors nous avons

z= lim x,4; = lim T'(z,) = lim Tz, =T lim (z,) = T(z)
n—oo n—oo n—oo n—oo

et donc z est un point fixe de 7.
Supposons maintenant que X soit régulier, alors x,, < z pour tout n € N. Nous discutons

deux cas :

l-er cas. Supposons qu’il existe ny € N, tel que : z,,, = 2, alors on obtient

T(2) = T(wny) = Tpot1 < 2.

De plus, puisque z,,, < Zp,11, alors z < T'(z) et donc, z = T'(z).

2-éme cas. Supposons maintenant que z,, # z pour tout n € N et d(z,7T(z)) > 0. Puisque

limy, 00 T, = 2, alors d(z,T(2)) < d(zpy1,2) + d(xn11, T(2)). Autrement dit

d(z,T(2)) < lim d(zp1,T(2).

n—>-+oo

Par suite, il existe n; € N tel que d(z,11,7(2)) > 0 et d(x,,2) < d(z+(z)) pour
tout n > ny. Notons que dans ce cas (z,,2) € Y, car x, < z et d(zp1,T(2)) =

d(T(xy,),T(z)) > 0. Par conséquent, en considérant (F}), on trouve pour n > ny,
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d(z,T(z))

T+ F(d(T(2a), T(2))) < Fd(z0, 2)) < F(——

).
Par suite
d(z,T(2)) '

(w1, T(2) < S5

(2.0.14)

Prenant la limite quand n — oo, on en déduit que

d(z,T(2)) '

d(z,T(2)) < 5

Nous avons une contradiction. Par conséquent, nous concluons que d(z,7(z)) = 0,

c’est-a-dire z = T'(2).
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CHAPITRE

POINT FIXE COMMUN POUR DES
APPLICATIONS F—CONTRACTIONS
FAIBLEMENT CROISSANTES[11]

Dans ce chapitre, nous allons donné un théoréme de point fixe commun pour deux opé-
rateurs faiblement F-contraction définies sur des espaces métriques partiels complets et or-

donnés.

Définition 3.1. Soit (X, x) un ensemble partiellement ordonné. On dit que deux opérateurs
S,T: X — X sont faiblement croissants (isotones), si S(z) < T(S(x)) et T'(x) < S(T(x))

sont valables pour tous les x € X.

Exemple 3.1. Soit X = R™ muni de ['ordre et la topologie usuels. Nous Définissons les

applications S, T : X — X, comme suit :
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1: sz € 0,1], x sixe|0,1],

S(x) = et T(z)=

z®  siz € (1,00). 2 six € (1,00).
\

S, T sont des applications faiblement croissantes.

1. Pour x € [0,1]. Ona :

S(x) = w2, T(S(x)) = T(x?) =
et
T(x) =z, S(T(x))=S(x)= 3
Donc
S(z) =z2 <22 =T(S(z))
et

2. Pour z € (1,00). Ona :

et
T(x) =2z, S(T(x)) = S(2v) = 42°.
Donc
S(z) = 2* < 22° = T(S(x))
et

On en déduit que les applications S et T sont faiblement croissantes.

Soit

v=A{(a,8) € X x X, S(a) <T(S()) et T(B) < S(T())}-
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Définition 3.2. L’espace (X, <, p) est dit un espace y—régulier, si la condition suivante est

vérifiée :

Si {xp}neny C X est une suite décroissante (croissante) avec x, — x,

alors (xzp,x) € v((x,x,) € v) pour tout n.

Définition 3.3. Soit (X, <,p) un espace métrique partiel ordonné et soit S,T : X — X
deux applications. On dit que S et T' sont F—contractions faiblement croissantes, s’il existe

une fonction F € A et une constante T > 0, tels que :

r 4 F(p(S(a), T(8)) < F(A(a,B)), ¥(a, B) € 7, (3.0.1)

ot

(2.5(a) 4 o T

a0, 5) = mx {pla ), e Sta). p(p. (), LEEDE

Le lemme suivant sera utilisé ultérieurement.

Lemme 3.1. Soit (X, <,p) un espace métrique partiel ordonné et soit S, T deuzx applica-
tions F'—contractions faiblement croissantes. S’il existe ro € X tel que ro < S(rg), alors

P(1r2i, T2i41) = 0 implique p(raip1, T2i12) = 0 pour tout i € N.

preuve.

Soit 1o € X un point initial et prenons x = S(r¢) et y = T'(z). Par récurrence, nous
pouvons construire une suite itérative r, de points dans l'espace X telle que 79,11 = S(rg;)
et 7oi0 = T(roir1), 00 =0,1,2,...,.

Comme il existe ryp € X, tel que ro < S(ry) et puisque les deux opérateurs S,T" sont
F—contractions faiblement croissants, alors pour tout (7o, 72;11) € v o i € N, ona S(rg;) <

T(S(rq)) et T(roir1) < S(T'(rgiq1)). Cela implique que




Par une simple itération, nous obtenons pour tout entier n,

ro STt <y<- - <11 <1 <rpyrocc <

Nous démontrons par contradiction que p(ra; 1, 7242) > 0.

Notons que

Ona :

///(7’21‘7 7“2i+1)

P(T2i41,5(72:)) + p(r2i, T(r2i41)) }
2

P(roit1, T2ir1) + (12, r2ig2) }
2

max {p(ﬁi, T2i+1)7p(r2i7 S(TQi))ap(TQi—i-la T(T2i+1))7

max {p(T%a T2¢+1)7P(T2z‘, T2i+1)7 p(T2i+1, T2i+2):
max {Oap(T2i+17 7‘2¢+2)}

p(r2i+17 7”2i+2)-

T9; < r9i11. De I'inégalité (3.0.1) et pour tout 7 € N, il vient que :

T+ F(p(S(TQi), T(TQH-I)))
F(AM (r9i,r2i41))

T+ F(p(roiy1,m2i42))

IN

< F(p(rait1,72i42))-

Ce qui donne une contradiction a (F3). Par conséquent, p(rg; 1, r2i12) = 0.

Maintenant, nous présentons notre résultat principal.

Théoréme 3.1. Soit (X,=<,p) un espace métrique partiel complet ordonné et soit S,T :

X — X deuzx F—contractions faiblement croissantes. S’il existe ro € X, tel que rq < S(ro)

et st ['une des conditions suivante est satisfaite

(a) Uune de S, T est continue

(b) X est y—régulier,

alors S, T ont un point fire commun.
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preuve.

(a) Nous avons :

M (T3, T2i41) = 0 <= r9; = T9;41 est un point fixe commun de S, T

Soit A (r9;, T9i41) > 0 pour tout ¢ € N. En raisonnant comme dans le lemme 3.1, nous

avons

ro ST SY S STy STy gy S

Si p(S(rei), T(reix1)) = 0, en utilisant le lemme 3.1, on peut conclure que ry; est un
point fixe commun de S et 7.

Soit p(S(ra;), T(r2i41)) > 0. Puisque (r9;, r9i401) € XXX, S(ro;) = 11 < T(S(re)) =
Toire €t T(Toi41) = To00 < S(T'(rei11)) = Toir3 pour tout i € N, alors (re;, 79,41) € 7.

En utilisant la condition de contractivité (3.0.1), on obtient pour tout i € N,

T+ F<p(r2i+17 7a2i+2)) = T+ F(p(s@"m), T(T2i+1))) (302)

< F(AM(r2i,72i41)), (3.0.3)

ou

p(TQi,T21+1)7P(T2i7S(TQi)),p(TQiH,T(T2i+1)),
///(7”21'77"2z'+1) = mnax

p(r2it1,5(r2:))+p(ra:,T(r2i41))
2

= Inax {p(ﬁz‘, T2it1), P(T2ig1, T2i+2>} ‘

Si M (r9i,72i41) = P(T2i41,T2i42), par (F1) et (3.0.3), on obtient une contradiction.

Ainsi, pour A (r9;, r9;41) = p(r;, r2i11), o0 a

F(p(rois1,m2i42)) < F(p(rei, r2i+1)) — T, (3.0.4)
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pour tout i € N. Soit p(S(72i42), T (r2:41)) > 0. Sinon, par le lemme 3.1, 79,11 est un

point fixe commun de S,7T. Comme (7211, 72;12) € 7 et

///(7“2142, 7"2z'+1)

p(T2i+2, 7’2i+1)7p(7”2i+27 S(T2i+2)), p(T2i+1, T(T2i+1)),

— max
P(r2it1,S(r2i42))+p(r2ive,T(r2i41))
2
= maXx p(r2i+1,72i+3)+p(r2i42,72i+2)
= P(r2it2, T2i41), P(T2it2, T2it3), P(T2it1, T2it2), D)

= max {p(’f’QH_Q, 7"21‘4_1)7 p(r2i+27 T2i+3)} ’

Si

//(7"2i+27 7’2i+1) = p(T2i+2, 7"2i+3)7

alors la condition contractive (3.0.1) conduit & une contradiction avec (F}). Ainsi, la

condition contractive (3.0.1) implique

F(p(raive, m2i+3)) < F(p(rait1,raite)) — 7, pour tous lesi € N. (3.0.5)

Par (3.0.4) et (3.0.5), on a

F(p(rns1,mne2)) < F(p(rp,mne1)) — 7, pour tous les n € N. (3.0.6)

Par (3.0.6), on obtient

F(p(rntns1)) € F(p(ra-2,70-1)) = 27

En répétant ces étapes, nous obtenons

F(p(rn, rag1)) < F(p(ro,m1)) — nt. (3.0.7)

Par (3.0.7), on obtient lim, o F'(p(rn,n+1)) = —00 et (F3) qui impliquent

lim p(ry,,rpe1) = 0. (3.0.8)

n—oo
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De la propriété (F3), il existe k € (0,1) tel que

im (p(r, 7ni1)) F(p(rp, Tny1)) = 0.

n—o0

En multipliant (3.0.7), par (p(7,7n41))¥, on obtient

(3.0.9)

(p(rns ) (F(p(ra, 1)) = F(p(ro,m1))) < =(p(ra, 7a41)) 07 < 0. (3.0.10)

De (3.0.8) et (3.0.9), et en faisant n — oo dans (3.0.10), on a

lim (n(p(ry, rn+1))k) = 0.

n—oo
Il existe n; € N, tel que n(p(rp, rn41))* < 1 pour tout n > n;.
Par suite

1
p(TanH) < —, pour tout n > n;.

nk

F\H

De (3.0.11), il vient que pour m > n > nq,

p(rn,rm) < p(?‘n,Tn_,_l) +p(rn+1, Tn+2) —I—p(?”n+2,7“n+3) +oee

- E ’I“J,T]

j=n+1

IN

m—1
= ZP(% Tit1)
i=n

IN

ZP(%HH)

A~\>—‘| =

La convergence de la série Y 0 4
1k
est une suite de Cauchy dans (X, p)

p(rna TnJrl) + p(rnJrla 7an+2) + p(rn+27 Tn+3) + -

(3.0.11)

+ p(rm—la rm)

+ p(rmfla Tm)

implique limy, ;00 P(7n, Tm) = 0. donc {ry, nen

. D’aprés le lemme 1.1 : (2), {r, }nen est une suite
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de Cauchy dans (X, d). Puisque (X,p) est un espace métrique partiel complet, ona
que (X,d) est un espace métrique complet. Par conséquent, il existe v € X tel que

lim,, oo d(r,v) = 0. De 1.1 : (3), et grace au fait que lim,, ;o0 P(70, 7) = 0, 01 &

lim p(v,r,) = p(v,v) = lm  p(ry, rm). (3.0.12)

n—oo n,m—0o0

Puisque lim,, ;00 P(70, ) = 0, par (3.0.12), on a

p(v,v) =0 = lim p(v,ry,). (3.0.13)

n—oo
L’équation (3.0.13) implique 73,11 —> v et ry,12 —> v comme n — oo par rapport

a 7(p). Supposons que T' soit continu. ensuite

v=lim r, = im ro,y1 = lim 79,40 = lim T'(r9,41) = T(lim 79,41) = T'(v).
n—oo n—o0 n—oo n—o0 n—o0

Montrons que v = S(v). Pour cela supposons que p(v, S(v)) > 0. Puisque, (v,v) € v,

alors il vient de l'inégalité (3.0.1), que

ona

A (v,v) = max {p(v,v),p(v7 S(v)), p(v, T(v)), p(v, S(v)) ‘;P(v, T(v)) } ‘

B S0) 450
2

_ mw{MMMm@ﬁ@Dm@w%
— max {p(v, v), p(v, S(v))}
= p(v,S(v)),d aprés(Pz).

alors

T+ F(p(v, S(v)))

T+ F(p(S(v), T(v)))
F( A (v,v

< F(p(v,5(v))),

IA

~—
~—
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c’est une contradiction. Par suite, p(v, S(v)) = 0. De (p1), (p2), il vient que :

p(v,v) < p(v, S(v)) = 0.

Donc

p(v,v) = p(v, S(v)) = p(S(v), S(v)) = 0.

Nous concluons que v = S(v). Par conséquent, ona S(v) = T'(v) = v, c’est-a-dire que

(S,T) ont un point fixe commun v.

Dans lautre cas, en supposant que X est y—régulier, ona que (r,,v) € v pour tout

n € N.

Pour montrer que v est un point fixe commun de S et 7', nous discutons les deux cas

suivants :

(1)

Si r, = v pour quelque n, alors il existe i € N tel que 79;,, = v. Considérons,
S(v) = S(re,) = T2i+1 < v aussi v = roy < o041 = S(v). Ainsi, v = S(v) et e
I'inégalité (3.0.1), ona v = T'(v).

Si r, # v pour tout n, ona lim, ,r, = v et lim, ,o p(v,7r,) = p(v,v) = 0,
d’aprés (FP), 0 = p(v,v) < p(v,T(v)), v # T(v) alors p(v,T(v)) > 0. Puisque
limy o0 79; = limy oo 7241 = v €t limy_,oo p(19;,v) = p(v,v) = 0 il existe A € N

tel que

p(r2it1, T'(v)) > 0 et p(re,v) < p(v,T(v)) pour tout i > A",

M (r9,v) = max{p(?“zi,v),p(fzi,S(TQi))ap(UaT(U)%

= max {p(ra, v), p(r2i, r2i+1), p(v, T(v))},

p(v, 5(rai)) + p(rai, T(v)) }
5 ;

M (r2;,v) < p(v, T(v)) pour tout i > A".

Comme (r9;,v) € 7, par (3.0.1), on a
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T+ Ep(rain, T(0))) = 74 F(p(S(r), T(v)))

IA

F(AM (r9:,v)),

< F(p(v,T(v)))

F(p(v,T(v))) < F(p(v,T(v)), quand i — o0

Y

c’est une contradiction. Par conséquent, p(v,T(v)) = 0. En raison de (p1), (p2),

p(v,v) < p(v, T(v)) = 0.

Donc

p(v,v) = p(v, T(v)) = p(T'(v), T(v)) = 0

nous concluons que v = T'(v).

Maintenant, nous montrons que v = S(v). Supposons au contraire que p(v, S(v)) >
0. Puisque, (v,v) € 7, par (3.0.1), on obtenir

ona

A (v,v) = max {p(v,v)’p(% S(v)), plv, T(v)), p(v, S(v)) —;—p(v,T(v))} |

(v, S(v)) + p(v,v)
Tt

~ max {pw,v),p(v,s<v>>,p<v,v>,p
= max {p(v,v),p(v,S(v))}.
= p(v,S(v)),d’aprés(Ps).

alors
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7+ F(p(5(v), v))

A
ﬁj =
§ +
N
Y
=
EC)

=

=

IN
3
=)
=2
=
=

c¢’est une contradiction. Ainsi, p(v, S(v)) = 0. En raison de (py), (p2),

p(v,v) < p(v, S(v)) = 0.

Donc

p(v,v) = p(v, S(v)) = p(S(v), S(v)) = 0.

nous concluons que v = S(v). Par conséquent, ona S(v) = T'(v) = v. D’ou, (S,T)

ont un point fixe commun v.

On note Fliz(S,T), I'ensemble des points fixes communs des opérateurs S et 7.

Définition 3.4. En théorie des ordres, une chaine est une partie totalement ordonnée d’un
ensemble partiellement ordonné.

En particulier, la chaine numérique est [’ensemble des nombres réels muni de [’ordre usuel.

Remarque 3.1. Si nous supposons que Fix(S,T) dans le théoréme 3.1 est une chaine avec

les conditions existantes, alors c¢’est un ensemble singleton (le point fize commun est unique).

preuve.

Si w est un autre point fixe commun de S, T, alors w < v, également p(S(v), T(w)) > 0

(sinon v = w) donc, (v, w) € 7. Par la condition de contractivité (3.0.1), on a :

T+ Fpv,w)) = 7+ F(p(SWw),T(w)))

VAN
=
<
u@

S

(3.0.14)
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ol

M) = max{p<v,w>,p<v,S<v>>,p<w,T<v>>,

= p(v,w)

p(w, 5(v)) + p(v, T(w)) }
2

De (3.0.14), il vient que

T+ F(p(v,w)) < F(p(v,w)).

D’ou 7 < 0, ce qui conduit & une contradiction. Par conséquent, v = w et v est un point

fixe commun unique d’un paire (S, 7).

Définition 3.5. Soit (X,d) un espace métrique, f : X — X, un opérateur et soit xo un

élément de X. L’ensemble Oy, définie par
Oy = {20 = ["(20),n > 1}

est appelé orbite de f en xg, ot f"=fofofof---of.

n-fois

Remarque 3.2. Si Fiz(S,T) n’est pas une chaine et qu’il existe x dans X tel que chaque
élément de Uorbite Op(x) = {x,T(x), T*(x), ...} est comparable ¢ v,w. Alors v = w (v est

unique) & condition que S et T soient F—contractions faiblement croissantes.

preuve.

Supposons que v, w sont dans Fix (5,7 et qu’il existe un élément x € X tel que chaque
élément de Or(z) = {x,T(z), T*(x), ...} est comparable a v,w. D’ou (T !(x), S"(v)) et
(T *(z), S" ! (w)) sont des éléments de v pour chaque n > 1. Par (3.0.1), on a

T+ F(p(v, T™(z))) = 7+ F(p(S™(v),T"(x)))
= 7+ F(p(S(S"(v), T(T" \(x))))
< F(A(S" ), T (), (3.0.15)

ol
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\

(p(S71 (), T (2)), p(S™ (1v), S™(v)),

T (x), T"(2)),
(S (0), TN (2)) = max p(T"H(x), T"(x))

p(T" 1 (2),8™ (v))+p(S™ 1 (v),T" (@)
2

= p(S"(v), 7" (2)) = p(v, T" ().
Ainsi, par (3.0.15), nous en déduisons que
T+ F(p(v, T"(2))) < 7+ F(A (8" (v), T"}(2)))-

Par suite la suite {p(v,T"(x))}nen est positive, décroissante et converge vers 0. De méme,
nous pouvons montrer que {p(w,7"(z))} est une suite décroissante non négative converge a
0. Par conséquent, v = w.

L’exemple ci-dessous illustre le théoréme 3.1 et montre que la condition (3.0.1) est plus

générale que la contractivité condition utilisée par Durmaz et al. [4].

Exemple 3.2. Soit X =[0,1] et soit p(x,y) = max{x,y}. On définie la relation d’ordre <,
par
r=<1y<=y<uz Vr,yc X.
En effet :
1/
r<zr << xr<x vraie.

La relation binaire <1 est réflexive.

2/

T<1Y <= y<<zx

Yy<1T =<y
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Donc y = x. La relation binaire <1 est antisymétrique.
3/
rT=1Yy YT
A
y=<12 «=z<xy
Alors x <y z. Définissons d(z,y) = |z — y| de sorte que (X, <1,d) soit un espace métrique
ordonné complet et donc (X, <1,p) est un espace métrique partiel, ordonné et complet.

Définissons les deux applications S, T : X — X, comme suit :

six € [0,1);

allg

T(x)= et  S(z)= 37x pour toutx € X.

0 s1x=1

Définissons

7 ={(a,f) € X x X: S(a) <1 T(S(a)) et T(5) <1 S(T(5))}.
1l est clair que S,T sont des applications faiblement croissantes par rapport a <, . En
effet,
1. Pourx#1. Ona:

S() =", T(S) =T(2) = o2

et

T(r) =%, S(T() = oo
Donc

T(S(x)) = ??’)—g < 371" — S(a).
et

3r _«x
ST(@) =gp <z =T(x).

Autrement dit
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et
T(x) <1 S(T(x)).

2. Pourxz=1. 0Ona:

Par suite

D’ot

S(1) <, T(S(1)) et T(1) <1 S(T(1)).

Définissons la fonction F : Rt — R par F(z) = In(z), pour tout x € Rt > 0. Soit

y,z € X tel que p(S(y),T(z)) > 0 et supposons que z <1 y. Alors

Yyz Yyz
My, z) =1z, ,
(v,2) =1 14y 1+max{37y,§}}

C
Comme Ty < 1 et

Y

1+ max{2, 2

<y<l1

Alors, nous avons que M (y,z) = z. De maniére similaire, si y <1 z, nous obtenons que
My, z) =y, c’est-a-dire M (y,z) = p(y, 2).
Soit T < ln(g). On a:
T+ F(p(S(y). T(2)) < F(A(y,z))
car si on suppose le contraire c’est a dire

7+ F(p(S(y), T(2)) > F(p(y, 2))

de sorte que y <1 z, il vient que

P F(2,2) > F(ply,2).
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Cela implique que
3z
T+ ln(7) > In(z).
Donc 7 > In(L) c’est une contradiction.
Puisque, (y,z) € 1, cela implique en outre que la condition de contractivité (3.0.1) est
satisfaite pour tout y, z € X. Ainsi, toutes les hypothéses du théoréme 3.1 sont satisfaites.

Le pair des applications (S, T) ont un unique point fire commun x = 0.

Soit
£ ={(a,f) € X x X T(a) <T*(a) et T(8) < T*(B)}.

Définition 3.6. L’espace (X, <,p) est dit un espace {—régulier, si la condition suivante est

vérifiée :

Si {xp}nen C X est une suite non décroissante (non croissante) avec x,, — .,
alors (x,x) € £((x,x,) € &) pour tout n.

Définition 3.7. Soit (X,<,p) un espace métrique partiel ordonné et T : X — X une
application. nous disons que T est une F'—contraction faiblement croissante, s’il existe une

fonction ' € Afp et une constante T > 0, tels que

T+ F(p(T(a), T(B)) < F(AM(a,B8)) pour tout (a,p) €&, (3.0.16)
M (o, f) = max {p(&,ﬁ),p(a’ T(a)), p(3, T(B)), p(B,T(x)) ‘;p(a,T(ﬁ)) } .

Le corollaire suivant généralise le théoréme di & Durmaz, Minak et Altun [4].

Corollaire 3.1. Soit (X, <,p) un espace métrique partiel complet ordonné et T : X — X

une F—contraction faiblement croissante . S’il existe ro € X tel que ro < T(rg) et soit
(a) T est continu ou
(b) X est E—régulier,

alors T a un point fixe unique.
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preuve.

Définissez S = T dans le théoréme 3.1. A partir de la preuve du théoréme 3.1, nous

pouvons obtenir la conclusion souhaitée immédiatement.

Observons tout d’abord que T a au plus un point fixe. En effet, si v,w € X tel que
T(w) = v # w = T(w), Comme T une F—contraction faiblement croissante, alors pour

v,w € £ nous obtenons

( )

p(v, w), p(v, T(v)), p(w, T (w)),

AM(v,w) = max

p(w,T () +p(,T(w))
2

\ /

p(w,v) ;p(vw)}

- max{pw,w),p(v,v),p(w,w),
= max {p(v,w),p(v,v), p(w,w)}

= p(v,w). dapres (Py).

a partir de U'inégalité (3.0.16),0n a

T+ Flp(v,w)) = 74 F(p(T(v),T(w)))

IN

F(A (v, w))

< F(p(v,w))

ce qui donne une contradiction a (F;). Ainsi, p(v,w) = 0. En raison de (p;), (p2),
(p1) p(v,v) =p(v,w)=pw,w) =0+ v=uw.

(p2) p(v,v) < plv,w) =0,
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nous concluons que T'(v) = v = w = T'(v). Par conséquent, ona T'(v) = T'(v) = v, c’est-

a-dire que T a un point unique.

Afin de montrer que 7" a un point fixe, soit 7o € X un point initial . Par récurrence,
nous pouvons construire une suite itérative {r,},en de points dans lespace X telle que
Tne1 = T(r,), Comme il existe ro € X tel que 1o < T'(1p) et T une F'—contraction faiblement
croissante, alors pour tout (r,,,7,41) € Eoun =0,1,2,.... ona T(r,) < T?(r,) = T(T(ry,))
et T(rpy1) < T*(rpy1) = T(T(rny1)), (TT = T? désigne la composition ToT = T(T)). alors

on obtient

ro < T(ro) =11 < T*(ro) = T(T(ro)) =12 < T(13) = 73.

Par une simple itération, nous obtenons pour tout entier n,

ro <1y <rg<r3 <1y <o <71y S S Tpyq e

(a) Nous commencons par 'observation suivante :

M (1, 7my1) = 0 si et seulement si 7, = 7,41 est un point fixe de T :

( 3

P(rns Tnt1), P10y T(rn)), D(Tngrs T(Tng1),

% ny'n =
(T r +1) max P(rnt1,T(rn))+p(rn,T(rns1))
2

\ Vs

p<rn+17 rn+1> + p<Tn7 7,nJrZ) }

= max {p(rn, Tnt1)s D(Tny Trt1)s D(Tt1s T2, 5

= max {p(rn, "n+1): P(Tnt1, 'nt2) }

Soit '//Onm rn+1) = 0 alors p(rn7 Tn+1) =0 et p(rnJrla Tn+2) =0

En raison de (p;),(p2), nous concluons que r, = 7,41 = r,.o Par conséquent,

T(r,) = rp.
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Soit A (1, 7n+1) > 0 pour tout n € N. En argumentant comme dans le théoréme 3.1,
Si p(T'(r), T (rn41)) = 0, en utilisant le lemme 3.1,

p(T(Tn)v T(rn-&-l)) = p(rn-i-la rn—&-?) =0= p(rn—&-?a Tn+3) = p(T(Tn-l—l)v T(rn—&-Z)) =0

p(T (), T(rns1)) = 0, En raison de (p1), (p2), on trouve T'(r,) = T(rn41).

de méme
p(T(rp41), T(rni2)) = 0, En raison de (p1), (p2), on trouve T'(r,. 1) = T(rp42).

donc ona T(r,) = T(rpy1) = T(rpie) <= Tn = Tpy1 = Tpeo Par conséquent

T(rn) = rns1 = 1y, donc r, est un point fixe de 7.

Soit p(T'(ry), T (rn+1)) > 0. Puisque (1, 741) € X x X et T(ry,) = 11 < T(T(r)) =
Tnio €6 T(rpi1) = Tnyo < T(T(rps1)) = rops pour tout n € N, alors (r,,r,11) € &,

par la condition contractive (3.0.16), on obtient

T+ F(p(ros1,mor2)) = 7+ F(p(T(ra), T(ras1))) (3.0.17)

< F(M(rn,rus)), (3.0.18)

pour tout n € N, ol

M (T, 1) = max {p(ru, raa1), P(Fnats Tnao) -

Si M (1, Tni1) = P(Thi1,naz), par (F1) et (3.0.18), on obtient une contradiction.

Ainsi, pour A (1, 7p41) = p(Tn, The1), O0 A

F(p(rpt1,mn+2)) < F(p(rp, mny1)) — 7, (3.0.19)

pour tout n € N. Soit p(T(ry41), T (rn12)) > 0. Sinon, par le lemme 3.1,

P(T(rnt1), T(rps2)) = p(rnt2, rass) = 0 = p(rnss, Tnra) = p(T(rs2), T(rpes)) = 0
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p(T(rns1), T(rni2)) = 0, En raison de (p1), (p2), on trouve T(r, 1) = T(rp42).
de méme
p(T(rpa2), T(rns3)) =0, En raison de (py), (p2), on trouve T(r, o) = T(rpys)-

donc ona T(r,.1) = T(rpse) = T(rps3) < rn = Thi1 = a2 Par conséquent

T(rp41) = nao = Tna1, done 7,41 est un point fixe de 7.

Revenir & p(T(rn+1), T'(rn+2)) > 0, Comme (711, 7p42) € X X X et T(rp41) = rngo <
T(T(rps1)) = Thas et T(rpie) = Tpys < T(T(rpa2)) = rueq pour tout n € N, alors

(T2it1, T2it2) € € et

//(Tn+17 Tn+2) = Inax {p(rn+17 rn+2) ) p(?‘n+2, rn+3)} .

Si

%(rn—&—l; Tn+2) = p(rn+27 Tn+3)7

alors la condition contractive (3.0.16) conduit & une contradiction avec (Fi). Ainsi, la

condition contractive (3.0.16) pour A (7,1, Tnt2) = P(Tni1, Fntz2),implique

F(p(roio,mnes)) < F(p(rpi1,Theo)) — 7, pour tous lesn € N. (3.0.20)

Par (3.0.19) et (3.0.20), on a

F(p(rns2,mnes)) < F(p(rpg1,rns2)) — 7 < F(p(rn, rme1)) — 27, pour tous lesn € N.
(3.0.21)

Par (3.0.21), on obtient

F(p(rmrn-i-l)) < F(p(rn—brn)) —7< F(p(rn—%rn—l)) —27
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En répétant ces étapes, nous obtenons

F(p(rp, rat1)) < F(p(ro,m1)) — nr. (3.0.22)

Par (3.0.22), on obtient lim,, o F(p(rp, Tne1)) = —00 et (Fy) qui impliquent

lim p(r,,rpe1) = 0. (3.0.23)

n—oo

Par la propriété (F3), il existe k € (0, 1) tel que

im (p(rn, "ni1)) E(p(rn, Tny1)) = 0. (3.0.24)

n—o0

En multipliant (3.0.22), par (p(r,, r,+1))", on obtient

(p(rns ) (F(p(ra, 1)) = F(p(ro,m1))) < =(p(ra, 7as1)) 07 < 0. (3.0.25)

Par (3.0.23), et (3.0.24), et en laissant n — oo dans (3.0.25), on a

lim (n(p(rp, ras1))*) = 0.

n—oo

Il existe n; € N, tel que n(p(ry, rn41))* < 1 pour tout n > n; ou,

1

+, pour tout n > n;. (3.0.26)
nk

P(rny Tns1) <

Par (3.0.26), on obtient, pour m > n > nq,
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m—1

p(rrmrm) < p(rn, 7nnJrl) +p(7”n+1, rn+2) +p<7’n+2, Tn+3) T +p Tm— 17Tm Z p ijrj

Jj=n+1

IN

p(rna rn—i—l) + P(Tn+1y Tn+2) + p(rn+2a rn+3) + -+ p(Tm—la Tm)

m—1

= ZP(?%HH)

IN

ZP(%HH)

| =

La convergence de la série ) > L% implique lim,, ;500 P(7, 7)) = 0. donc {7y, }nen
(2

a-\»—‘

’L

est une suite de Cauchy dans (X, p). D’aprés le lemme 1.1 : (1), {7, }nen est une suite
de Cauchy dans (X, d). Puisque (X, p) est un partiel complet espace métrique, ona
que (X, d) est un espace métrique complet. En conséquence, il existe v € X tel que

lim,, o d(7r,v) = 0. Par le lemme 1.1 : (3),

lim p(v,r,) =p(v,v) = Um p(ry, ). (3.0.27)

n—o0 n,m—0o0

Puisque lim,, ;5,00 P(7, 7 ) = 0, par (3.0.27), on a

p(v,v) =0 = lim p(v,r,). (3.0.28)

n—oo
L’équation (3.0.28) implique 7,41 — v quand n — oo par rapport a 7(p). Supposons

que T’ soit continu. ensuite

v=lim r, = hm Tptl = hm T(ry,)=T(lim r,) = T(v).
n—oo n—oo

Par conséquent, T'(v) = v, ¢’est-a-dire que 7" a un point fixe uniquev.
Dans l'autre cas, en supposant que X est {—régulier, ona que (r,,v) € £ pour tout

n € N.
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Pour montrer que v est un point fixe de T, nous divisons la preuve en deux parties.

(1) Si r, = v pour quelque n, alors il existe ny € N tel que r,, = v. Considérons,

T(W) =T(rny) = Tnor1 < v aussi v =71y, < rpor1 = T(v). Ainsi, v = T'(v).

(2) Sir, # v pour tout n, ona lim,_, r, = v et lim, , p(v,7,) = p(v,v) = 0, d’aprés
(P), 0 = p(v,v) < p(v,T(v)), v # T(v) alors p(v,T(v)) > 0. Puisque lim,, oo 7, =

limy, 00 "1 = © et limy, o0 p(1n, v) = p(v,v) = 0 il existe A € N tel que

p(rot1, T(v)) >0 et p(rp,v) < p(v,T(v)), pour tout n > A"

M (1, v) = max{p(rn,v),p(rn,T(rn)),p(v,T(v)),

= max {p(rn,v),p(Tn; Tns1),p(v, T'(v))} ,

p(v,T(rn)) +p(rmT(v))}
5 :

M (1y,v) < p(v,T(v)) pour tout n > A"

Comme (r,,v) € &, par (3.0.16), on a

T+ F(p(?“n+17 T<U))) = T+ F(p(T(T’n), T(U>>>

IN

F(A (rn,0)),

< F(pv,T(v))).

F(p(v,T(v))) < F(p(v,T(v)) quand n — o0

7

c’est une contradiction. Par conséquent, p(v, T'(v)) = 0. En raison de (p1), (p2),

p(v,v) < p(v, T(v)) = 0.
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Donc

p(v,v) = p(v, T(v)) = p(T'(v),T(v)) = 0.

nous concluons que v = T'(v).

D’ou, T" a un point fixe unique v.
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CHAPITRE

APPLICATIONS

Ce chapitre contient un résultat d’existence qui montre 'utilité du théoréme 3.1 pour

établir I'existence de solutions de ’équation intégrale implicite suivante :

(bt t) = [ [ #(06.0.u(6,0)3800, (401)
o Jo
ou
ue U =2[C([0,a]) x [0,a]] et % et t,0,¢ € I, =10,a.
Pour u € % , définissons la norme
= t)|.
[[ull = max fu(t)]
Soit % muni de la métrique partielle p : X % — R{ définie par
p(u,v) = d(u,v) + ¢ = Hl[(é)iX] lu(z,t) —v(x,t)|+¢  pour tout  w,v€E X.
t€|0,a
et 2/ muni de 'ordre <5 définie par

U <9 v <= v(z,t) < u(z,t).
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Il est clair que, (%, ||.||) est un espace de Banach et (%, <2, p) est un espace métrique partiel

ordonné complet.

Théoréme 4.1. Suppose que :

(a) Pour tout u,v € % et k = |u(x,t) —v(z,t)| + ¢,

| (t,u(z,t)) — o (t,v(x,t))] +c < (k)e™" pour chaque t € I,

(b) H(t,0,0,u(0,0)) < Hu(z,t) pour tout t € I,

(¢) pour tout t,0,¢ € I,

( / / (L0, ¢, u(b, ))d9d¢) < /Oa /Oa%(t,e, o, u(0, $))dods,

(d) H(t,0,0,(0,u(0,0) > 7 (t u(z,1)),

alors U'équation intégrale implicite (4.0.1) a une solution dans % .

preuve.

On note :

S(u(x,t)) = o (t,u(z,t))

et

u(z,t)) = /Oa /Oa T (t,0,0,u(0, ¢))d0de.

Nous montrons que S, T sont des mappages faiblement croissants. Considérer

S(T(u(x,t))) = &(t,T(u(z,1)))

_ (t, /0 ' /0 ) ¢,u(9,¢))ded¢>

/Oa /Oa J(t,0,0,u(f,¢))d0de = T(u(z,t))

N




par I’hypothése (c).

et
T(S(u(x,t))) = /Oa /Oa%(t,9,¢,5(u(9, ®)))dode.
= /Oa /Oa,%”(t,9,q§,d(9,u(9,¢)))d9d¢.
< %%(t, u(x,t))dide = o (t,u(x,t))
par '’hypotheése (b).

Donc,
S(T(u(z,t))) < T(u(z,t)),

et

T(S(u(x,1))) < S(u(z,1)),

pour tout t € I,. Ce qui impliquent que S, T sont des applications faiblement croissants
par rapport a <s.

Maintenant nous considérons
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p(S(u),T(v)) = max|S(u(z,t)) = T(v(y, )| +c

tel,

= max | (t,u(z,t)) — /a /a %(t,@,gb,v(@,gb))d@dgb‘ +c
o Jo

tel,

/A

tel,

max |/ (t, u(x,t)) — %/ / ,Qi(t,v(x,t))dﬁdgé’ + ¢, en utilisant (d)
a=Jo Jo

= max | (t,u(z,t)) — A (t,v(z,t))| + ¢

tel,

—T

/N

max(k)e ", utilisant (a)

tel,

< e Tp(u,v).

Par conséquent

7+ In(p(S(u), T(v))) < In(p(u, v)) < In(A (u,v)).

En prenant F(r) = In(r), on a

7+ F(p(S(u), T(v)) < F(A (u,v)).

Par conséquent, selon le théoréme 3.1 équation intégrale (4.0.1) admet une solution dans

Z1C([0,a]) x [0, a]].
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié I'existence et 'unicité d’un point fixe commun pour
des opérateurs univoques définis sur un ensemble X dans un espace métrique partiel E.
Nous avons présenté des conditions suffisantes sur la topologie de I'espace F, ainsi sur les
opérateurs.

Le sujet traité dans le cadre de ce mémoire peut-étre poursuivi et complété par des
travaux pouvant contribuer a amiliorer certains résultats présentés :

-Etablir des théorémes de point fixe commun en affaiblissant certaines conditions.

- Résoudre des équations différentielles ordinaires en basant sur ces résultats.

95



BIBLIOGRAPHIE

[1] D. Wardowski, Fixed point theory of a new type of contractive mappings in complete
metric spaces, Fixed Point Theory Appl. 2012 (2012) Article ID 94.

2] T. Abdeljawad, E. Karapinar, K. Tas, Existence and uniqueness of a common fixed point
on partial metric spaces, Appl. Math. Lett. 24 (2011), 1900-1904.

3] O. Acar, I. Altun, Multivalued F-contractive mappings with a graph and some fixed point
results, Publications Math. 88 (2016), 305-317.

[4] G. Durmaz, G. Minak, I. Altun, Fixed points of ordered F-contractions, Hacettepe J.
Math. Stat. 45 (2016), 15-21.

[5] H. Piri, P. Kumam, Some fixed point theorems concerning F-contraction in complete
metric spaces, Fixed Point Theory Appl. 2014 (2014), Article ID 210.

(6] H. Brezis,Analyse Fonctionnelle, Théorie et applications, Université Pierre et Marie Curie
et Ecole Poly technique, Masson Paris New York Barcelone Milan Mexico Sao Paulo 1987.
[7] M. Cosentino, P. Vetro, Fixed point results for F-contractive mappings of Hardy-Rogers-
type, Filomat 28 (2014), 715-722.

8] G. Minak, A. Helvaci, I. Altun, C’ir“ic type generalized F-contractions on complete me-
tric spaces and fixed point results, Filomat 28 (2014), 1143-1151.

9] S.G. Matthews, Partial metric topology, Ann. New York Acad. Sci. 728 (1994), 183-197.

o6



[10] S. Romaguera, A Kirk type characterization of completeness for partial metric spaces,
Fixed Point Theory Appl. 2010 (2010), Article ID 493298.

[11] M. Nazam, I. Beg and M. Arshad, Common fixed points of weakly increasing F-
Contractions on ordered partial metric spaces, Commun. Optim. Theory 2019 (2019), Article
ID x, 1-13.

[12] N. Shobkolaei, S. Sedghi, J.R. Roshan, I. Altun, Common fixed point of mappings sa-
tisfying almost generalized (S,T)- contractive condition in partially ordered partial metric

spaces, Appl. Math. Comput. 219 (2012), 443-452.

57



