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RÉSUMÉ

Dans ce modeste travail, on s'intéresse à présenter un théorème récent sur l'existence et

l'unicité d'un point �xe commun pour des opérateurs univoques. Ces résultats s'avèrent être

un outil e�cace pour la théorie du point �xe en analyse fonctionnelle.

Avant d'aborder ce théorème, nous commençons par les concepts des espaces métriques

partiels et les applications F-contractions faiblement croissantes. Nous montrons également

que ce résultat principal nous donne d'une part l'existence de solutions d'une équation inté-

grale implicite et d'autre part, la généralisation de certains résultats récents sur les applica-

tions F-contractions.

L'esprit des hypoyhèses de ce mémoire interviennent dans le travail de [11].
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INTRODUCTION

Le théorème du point �xe est un résultat qui permet d'a�rmer qu'une fonction f admet

sous certaines conditions un point �xe x0, tel que f(x0) = x0. Ces théorèmes se révèlent être

des outils très utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des

équations di�érentielles pour l'analyse classique.

La théorie du point �xe est très puissante dans l'analyse car elle fournit les outils néces-

saires pour avoir des théorèmes d'existence de nombreux problèmes aux limites.

Le développement de la théorie du point �xe a donné un grand e�et sur l'avancement de

l'analyse non linéaire.

Dans ce mémoire on s'intéresse à donner des conditions su�santes sur les deux opérateurs

T, S : E −→ E et sur l'espace E pour que l'équation S(v) = T (v) = v ait au moins une

solution ( unique dans la possibilité), on dira que c'est un point �xe commun des deux

opérateurs T et S. Ce résultat d'existence nous permet de prouver que certaines équations

di�érentielles admettent des solutions sans les déterminer explicitement.

Dans ce mémoire, un théorème important sera presenté concernant l'existence et l'unicité

des points �xes communs (non nuls) pour des application F-contractives dans des espaces

métriques partiels et ordonnés.

Le principe de contraction de Banach a de nombreuses généralisations fructueuses dans
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diverses directions. L'une de ces généralisations est la F-contraction présentée par War-

dowski [1] qui dé�nie sur un espace métrique complet un point �xe unique. Le concept d'une

F-contraction s'avère être un outil e�cace pour la théorie du point �xe. Plusieurs articles de

recherche sur les contractions F ont été publié (voir, par exemple, [2, 3, 4, 5]). Récemment,

Cosentino et Verto [7] ont établi un point �xe résultat pour la F-contraction. Nous nous

basons dans ce mémoire sur les articles [11]. Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels et préliminaires sur certaines notions topolo-

giques dont on aura besoin pour notre travail.

le deuxième chapitre porte sur le théorème du point �xe commun pour des opérateurs de

type F-contraction.

Le troisième chapitre nous allons présenter le théorème du point �xe pour des opérateurs de

type F-contractions faiblement croissantes avec sa démonstration.

le quatrième chapitre est une application des résultats trouvés dans le chapitre précédent à

une équation di�érentielle intégrale non linéaire. Nous terminons ce travail par une conclusion

et une bibliographie.
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CHAPITRE

1

RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions topologiques (voir la référence [6]) dont

nous aurons besoin tout au long de ce travail.

1.1 Rappels et Dé�nitions

1.1.1 Espace métrique

Dé�nition 1.1. On appelle distance sur un ensemble X, toute application d : X×X −→ R+,

possédant les propriétés suivantes :

(i) d(x, y) = d(y, x) (symétrie),

(ii) d(x, y) = 0 =⇒ x = y (séparation),

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire),

pour tout x, y, z ∈ X. On appelle (X, d) un espace métrique si X est un ensemble non vide
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et d une distance sur X.

Dé�nition 1.2. Espace métrique complet :

Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

1.1.2 Continuité d'application à l'aide des suites

Dé�nition 1.3.

Soient E et F deux espaces normés. On dit qu'une application T : E −→ F est continue en

a ∈ E si et seulement si pour toute suite (xn)n∈N ∈ E convergent vers a, la suite (T (xn))n∈N ∈

F converge vers T (a).

1.1.3 Ouvert et Fermé

Dé�nition 1.4. Soit (E, d) un espace métrique et soient O,F deux sous ensembles de E.

1) Oest dit ouvert si :

∀x ∈ O, ∃r > 0 tel que B(x, r) ⊂ O,

où B(x, r) désigne la boule de centre x et de rayon r.

2) F est dit fermé si son complémentaire CEF est un ouvert de E.

1.1.4 Ensemble ordonné

On commence d'abord par la dé�nition d'une relation d'ordre

Relation d'ordre

On dit qu'une relation binaire R est une relation d'ordre sur un ensemble E si elle est :

� ré�exive : ∀x ∈ E, xRx

� transitive : ∀x, y, z ∈ E, xRy et yRz ⇒ xRz

� antisymétrique : ∀x, y ∈ E, xRy et yRx⇒ x = y

Un ensemble E muni d'une relation d'ordre R est appelé un ensemble ordonné.
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1.2 Espaces métriques partiels (voir la référence [6])

Dé�nition 1.5. Soit X un ensemble non vide. On dit que l'application p : X×X −→ R+ est

un métrique partiel sur X si pour tout x, y, z ∈ X, les conditions suivantes sont satisfaites :

(H1) x = y ⇐⇒ p(x, x) = p(x, y) = p(y, y),

(H2) p(x, x) 6 p(x, y),

(H3) p(x, y) = p(y, x),

(H4) p(x, z) 6 p(x, y) + p(y, z)− p(y, y).

Alors (X, p) est dit un espace métrique partiel tel que X est un ensemble non vide et p est

un métrique partiel sur X.

Exemple 1.1. la fonction pi : X ×X −→ R+(i ∈ {1, 2, 3}) dé�nie par :

p1(x, y) = d(x, y) + p(x, y),

p2(x, y) = p(x, y) + max{w(x), w(y)},

p3(x, y) = d(x, y) + a.

est une métrique partielle dans X où d est une distance, w : X −→ R+ est une fonction

arbitraire et a > 0.

Soit x, y, z ∈ X.

• Pour la partielle métrique p1.

Pour x = y, en e�et :

p1(x, x) = d(x, x) + p(x, x)

= d(x, y) + p(x, y)

= d(y, y) + p(y, y).

Par suite

x = y ⇐⇒ p1(x, x) = p1(x, y) = p1(y, y).

Or

0 = d(x, x) 6 d(x, y)
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et

p(x, x) 6 p(x, y).

Ce qui implique que :

p1(x, x) = d(x, x) + p(x, x) 6 d(x, y) + p(x, y) = p1(x, y).

De plus, en e�et :

p1(x, y) = d(x, y) + p(x, y) = d(y, x) + p(y, x) = p1(y, x).

en e�et aussi

p1(x, z) = d(x, z) + p(x, z)

6 d(x, y) + d(y, z) + p(x, y) + p(y, z)− p(y, y)

= d(x, y) + d(y, z)− d(y, y) + p(x, y) + p(y, z)− p(y, y), (car d(y, y) = 0).

= d(x, y) + p(x, y) + d(y, z) + p(y, z)− d(y, y)− p(y, y)

6 p1(x, y) + p1(y, z)− p1(y, y).

• Pour la partielle métrique p2.

Pour x = y, en e�et :

p2(x, x) = p(x, x) + max{w(x), w(x)}

= p(x, y) + max{w(x), w(y)}

= p(y, y) + max{w(y), w(y)}.

Donc

x = y ⇐⇒ p2(x, x) = p2(x, y) = p2(y, y).

De plus

p2(x, y) = p(x, y) + max{w(x), w(y)} = p(y, x) + max{w(y), w(x)} = p2(y, x).
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en e�et aussi :

p2(x, z) = p(x, z) + max{w(x), w(z)}

6 p(x, y) + p(y, z)− p(y, y) + max{w(x), w(y)}

+ max{w(y), w(z)} −max{w(y), w(y)}

= p(x, y) + max{w(x), w(y)}+ p(y, z) + max{w(y), w(z)}

−p(y, y)−max{w(y), w(y)}

6 p2(x, y) + p2(y, z)− p2(y, y).

Pour la partielle métrique p3.

Pour x = y, en e�et :

p3(x, x) = d(x, x) + a

= d(x, y) + a

= d(y, y) + a

Donc

x = y ⇐⇒ p3(x, x) = p3(x, y) = p3(y, y).

De plus p3(x, y) = d(x, y) + a, et p3(x, x) = d(x, x) + a.

Comme 0 = d(x, x) 6 d(x, y), alors

p3(x, x) = d(x, x) + a 6 d(x, y) + a = p3(x, y).

Ce qui implique que :

p3(x, y) = d(x, y) + a = d(y, x) + a = p3(y, x).

en e�et aussi

p3(x, z) = d(x, z) + a

6 d(x, y) + d(y, z)− d(y, y) + a+ a− a

= d(x, y) + a+ d(y, z) + a− a− d(y, y)

= p3(x, y) + p3(y, z)− p3(y, y).

D'où (X, pi)i=1,2,3 est un espace métrique partiel.
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Exemple 1.2. On considère la fonction p : R− × R− −→ R+ dé�nie pour tout x, y ∈ R−,

par :

p(x, y) = −min{x, y},

le pair (R−, p) est un espace métrique partiel.

1. en e�et :

x = y ⇐⇒ p(x, x) = −min{x, x} = −min{x, y} = −min{y, y}

Donc

x = y ⇐⇒ p(x, x) = p(x, y) = p(y, y).

La condition (H1) est satisfaite.

2. Soit x, y ∈ R−. en e�et

min{x, y} 6 x⇐⇒ −min{x, y} > −x.

Donc

p(x, y) = −min{x, y} > −x = p(x, x).

La (H2) condition est satisfaite.

3. Soit x, y ∈ R−. en e�et :

p(x, y) = −min{x, y} = −min{y, x} = p(y, x).

La condition (H3) est satisfaite.

4. Soit x, y, z ∈ R−. Nous s'assurons que :

p(x, z) 6 p(x, y) + p(y, z)− p(y, y). (1.2.1)

Nous considérons les trois cas suivants : y 6 x 6 z ,x 6 y 6 z et x 6 z 6 y.
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• Premier cas y 6 x 6 z. en e�et :

p(x, z) = −min{x, z} = −x,

p(x, y) = −min{x, y} = −y,

p(y, z) = −min{y, z} = −y,

p(y, y) = −min{y, y} = −y.

En reportant les valeurs de p(x, z), p(x, y), p(y, z) dans (1.2.1), il vient que :

−x 6 −y − y + y ⇐⇒ x > y.

Donc

p(x, z) 6 p(x, y) + p(y, z)− p(y, y).

• Deuxième cas x 6 y 6 z.

en e�et

p(x, z) = −min{x, z} = −x,

p(x, y) = −min{x, y} = −x,

p(y, z) = −min{y, z} = −y,

p(y, y) = −min{y, y} = −y,

En reportant les valeurs de p(x, z), p(x, y), p(y, z) et p(y, y) dans (1.2.1), on obtient :

−x 6 −x− x+ y ⇐⇒ −x 6 −2x+ y

⇐⇒ −x+ 2x 6 y

⇐⇒ x 6 y.

Donc

p(x, z) 6 p(x, y) + p(y, z)− p(y, y).
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• Troisième cas x 6 z 6 y.

en e�et

p(x, z) = −min{x, z} = −x,

p(x, y) = −min{x, y} = −x,

p(y, z) = −min{y, z} = −z,

p(y, y) = −min{y, y} = −y,

En reportant les valeurs de p(x, z), p(x, y), p(y, z) et p(y, y) dans (1.2.1), on obtient :

−x 6 −x− z + y ⇐⇒ 0 6 −z + y ⇐⇒ z 6 y.

Donc

p(x, z) 6 p(x, y) + p(y, z)− p(y, y).

Il vient que l'hypothèse (H4) est satisfaite. D'où (X, pi), i = 1, 2, 3, est un espace

métrique partiel.

Dé�nition 1.6.

� La topologie métrique d'un espace métrique partiel (X, p) est donnée par :

T [p] = {Bp(x, ε), x ∈ X, ε > 0} ,

où Bp(x, ε) désigne la boule ouverte dans X de centre x et de rayon ε.

� Une suite {xn}n∈N dans un espace métrique partiel (X, p) converge vers x ∈ X si et

seulement si

p(x, x) = lim
n→∞

p(x, xn).

� Une suite {xn}n∈N dans un espace métrique partiel (X, p) est dite de Cauchy si

limn,m→∞ p(xn, xm) existe (et �nie).

� Un espace métrique partiel (X,p) est complet si toute suite de Cauchy {xn}n∈N dans

X converge par rapport à T [p] vers un point x ∈ X tel que

p(x, x) = lim
n,m→∞

p(xn, xm).
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Lemme 1.1.

(1) Soit (X, p) un espace métrique partiel. La fonction d : X × X −→ R+, dé�nie pour

tout x, y ∈ X, par :

d(x, y) = 2p(x, y)− p(x, x)− p(y, y)

est une distance sur X (distance induite).

(2) Une suite {xn}n∈N est de Cauchy dans un espace métrique partiel (X, p) si et seule-

ment si {xn}n∈N est de Cauchy dans l'espace métrique (X, d).

(3) Un espace métrique partiel (X, p) est complet si et seulement si l'espace métrique

(X, d) est complet.

lim
n→∞

d(x, xn) = 0⇐⇒ p(x, x) = lim
n→∞

p(x, xn) = lim
n,m→∞

p(xn, xm).

(4) Une {xn}n∈N en X converge vers un point x ∈ X si et seulement si

lim
n→∞

p(x, xn) = p(x, x) = lim
n,m→∞

p(xn, xm).

Dé�nition 1.7. [12] Soit (X,4) un ensemble ordonné et p une métrique partielle sur X.

Alors le triplet (X,4, p) est appelé un espace métrique partiel ordonné. De plus, si (X, p) est

complet, alors (X,4, p) est appelé un espace métrique partiel complet ordonné.

Dé�nition 1.8. [1]

Soit F : R+ −→ R une fonction satisfaisant les conditions suivantes :

(F1) F est strictement croissant, c'est-à-dire pour tout α, β ∈ R+ tel que

α < β =⇒ F (α) < F (β).

(F2) Pour chaque suite {αn}n∈N de nombres positifs la condition suivante est satisfaite :

lim
n→∞

αn = 0⇐⇒ lim
n→∞

F (αn) = −∞.

(F3) Il existe k ∈ (0, 1) tel que limα→0+ α
kF (α) = 0.

On note l'ensemble de toutes les fonctions satisfaisant aux conditions (F1), (F2) et (F3) par

∆F .
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Exemple 1.3. Soit F : R+ −→ R dé�ni par :

1. F (r) = ln(r),

2. F (r) = r + ln(r),

3. F (r) = ln(r2 + r),

4. F (r) = − 1√
r
.

Il est clair que chaque F appartient à ∆F .

1. Montrons que F ∈ ∆F tel que :

F (r) = ln(r).

(F1) La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0,+∞[.

(F2) Soit {αn}n∈N une suite de nombres positifs tel que

lim
n→∞

αn = 0.

en e�et

F (αn) = ln(αn)

Donc

lim
n→∞

F (αn) = lim
n→∞

ln(αn)

Par la continuité de la fonction " ln " il vient que

lim
n→∞

F (αn) = ln(0) = −∞.

Supposons maintenant que

lim
n→∞

F (αn) = −∞

Alors

lim
n→∞

ln(αn) = −∞.

Par la continuité de la fonction " e "
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lim
n→∞

eln(αn) = e−∞.

D'où

lim
n→∞

αn = 0.

(F3) ∃ k = 1
2
∈ (0, 1) tel que

lim
α→0+

√
α(ln(α)) = lim

α→0+

√
α(ln(

√
α)2)

= lim
α→0+

2
√
α(ln(

√
α))

= 0.

D'où F appartient à ∆F .
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CHAPITRE

2

POINT FIXE DES APPLICATIONS

FD−CONTRACTIONS

Dans cette section, nous allons présenter un théorème du point �xe pour des opérateurs

de type F-contractions.

Dé�nition 2.1. [1]

Soit (X, d) un espace métrique. On dit que l'application T : X −→ X est une Fd−contraction,

s'il existe une fonctions F ∈ ∆F et une constante τ > 0, tels que :

(d(T (x), T (y))) > 0 =⇒ τ + F (d(T (x), T (y))) 6 F (d(x, y)),

pour tout x, y ∈ X.

Dé�nition 2.2. Soit (X, p) un espace métrique partiel. On dit que l'application T : X −→ X
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est une Fp−contraction, s'il existe F ∈ ∆F et τ > 0, tels que :

p(T (x), T (y)) > 0 =⇒ τ + F (p(T (x), T (y))) 6 F (p(x, y)), (2.0.1)

pour tout x, y ∈ X.

L'exemple suivant montre qu'une application Fp−contraction est plus générale qu'une

Fd−contraction.

Exemple 2.1. Soit X = [0, 1] et soit p un métrique partiel dé�ni pour tout x, y ∈ X, par :

p(x, y) = max{x, y}.

la distance d induite par le métrique partielle p est donnée par d(x, y) = |x − y| pour tout

x, y ∈ X. Considérons la fonction F : R+ −→ R, dé�nie par F (r) = ln(r) et l'application T,

tel que :

T (r) =


r
5

si r ∈ [0, 1);

0 si r = 1;

Notons que pour tout x, y ∈ X, tel que pour x 6 y ou y 6 x, T est une Fp−contraction.

Autrement dit pour d(T (x), T (y)) > 0, en e�et :

τ + F (p(T (x), T (y))) 6 F (p(x, y)).

Pour x, y ∈ X = [0, 1].

On considère le cas où x 6 y (De manière similaire pour x 6 y).

Discutons les cas suivants :

1. x ∈ [0, 1) et y = 1. On choisit τ, tel que :

τ + F (
x

5
) ≤ F (x).
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en e�et :

τ + F (p(T (x), T (y))) = τ + F (p(
x

5
, 0))

= τ + F (max{x
5
, 0})

= τ + F (
x

5
)

= τ + ln(
x

5
)

6 F (x) = F (max(x, 1)) = F (p(x, 1)).

2. x = 1 et y = 1. On choisit τ, tel que :

τ + lim
x→0

F (x) ≤ 0.

en e�et :

τ + F (p(T (x), T (y))) = τ + F (p(0, 0))

= τ + F (max{0, 0})

= τ + lim
x→0

F (x)

≤ 0

= F (max(1, 1))

= F (p(1, 1)).

3. x, y ∈ [0, 1). On choisit τ, tel que :

τ + F (
y

5
) ≤ F (y).

en e�et :

τ + F (p(T (x), T (y))) = τ + F (p(
x

5
,
y

5
))

= τ + F (
y

5
)

= τ + ln(
y

5
)

6 F (y) = F (max(x, y)) = F (p(x, y)).

Il vient que T est une Fp−contraction.
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L'application T n'est pas une Fd−contraction. En e�et, pour x = 1 et y = 5
6
, en e�et :

d(T (x), T (y)) = d(T (1), T (
5

6
)) = d(0,

1

6
) =

1

6
> 0.

Comme d(x, y) = d(1, 5
6
) = |1− 5

6
| = 1

6
, alors

τ + F (d(T (x), T (y))) 6 F (d(x, y)) ⇐⇒ τ + F (
1

6
) 6 F (

1

6
)

⇐⇒ τ + ln(
1

6
) 6 ln(

1

6
)

⇐⇒ τ 6 0.

Ce qui est une contradiction pour toutes les valeurs possibles de τ.

Wardowski [1] a prouvé le théorème suivant en utilisant la dé�nition de F−contraction.

Théorème 2.1. [1]

Soit (X, d) un espace métrique complet et soit T : X −→ X une Fd−contraction. Alors

T a un point �xe unique x∗ ∈ X et pour chaque x0 ∈ X la suite {T nx0}n∈N est convergente

vers x∗.

preuve.

Observons tout d'abord que T admet au plus un point �xe. En e�et, soit x∗1, x
∗
2 ∈ X,

avec x∗1 6= x∗2, tel que T (x∗1) = T (x∗2), alors de (2.0.1) nous avons :

τ 6 F (d(x∗1, x
∗
2))− F (d(T (x∗1), T (x∗2))) = 0.

Ce qui est une contradiction.

A�n de montrer que T admet un point �xe (existence de point �xe). Soit x0 ∈ X �xé. Nous

dé�nissons une suite {xn}n∈N ⊂ X, comme suit :

xn+1 = T (xn), n = 0, 1, ....

Notons γn = d(xn+1, xn), n = 0, 1, 2, ....

S'il existe n0 ∈ N tel que xn0+1 = xn0 , alors T (xn0) = xn0 et la démonstration est terminée.

Supposons maintenant que xn+1 6= xn, pour tout n ∈ N et γn > 0 pour tout n ∈ N. Il vient

de (2.0.1) que
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F (γn) 6 F (γn−1)− τ 6 F (γn−2)− 2τ 6 .... 6 F (γ0)− nτ. (2.0.2)

De (2.0.2), on obtient limn→∞ F (γn) = −∞. En utilisant (F2), il vient que

lim
n→∞

γn = 0. (2.0.3)

De (F3), il existe k ∈ (0, 1), tel que

lim
n→∞

γknF (γn) = 0. (2.0.4)

De (2.0.2), il vient pour tout n ∈ N

γknF (γn)− γknF (γ0) 6 γkn(F (γ0)− nτ)− γknF (γ0) = −γknnτ 6 0. (2.0.5)

En faisant n→∞ dans (2.0.5), et en utilisant (2.0.3) et (2.0.4), on obtient

lim
n→∞

nγkn = 0. (2.0.6)

Maintenant, observons qu'à partir de (2.0.6) il existe n1 ∈ N tel que nγkn 6 1 pour tout

n ≥ n1. Par conséquent, nous avons

γn 6
1

n
1
k

, pour tout n ≥ n1. (2.0.7)

Pour montrer que {xn}n∈N est une suite de Cauchy, considérons m,n ∈ N tel que m >

n ≥ n1. De la dé�nition de la métrique partielle et de (2.0.7), ona :

d(xm, xn) 6 γm−1 + γm−2 + · · ·+ γn <

∞∑
i=n

γi 6
∞∑
i=n

1

i
1
k

.

De ce qui précède et de la convergence des séries
∑∞

i=n
1

i
1
k
, nous pouvons conclure que

la suite {xn}n∈N est de Cauchy dans X. Par la complétude de X, il existe x∗ ∈ X tel que

limn→∞ xn = x∗. Finalement, la continuité de T donne

d(T (x∗), x∗) = lim
n→∞

d(T (xn), xn) = lim
n→∞

(xn+1, xn) = 0,

ce qui complète la preuve.
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Récemment, Durmaz, Minak et Altun [4] ont obtenu une version ordonnée du théorème

2.1.

Dé�nition 2.3. [4]

Soit (X,4) un ensemble ordonné et d une métrique sur X, alors on dira que le triplé

(X,4, d) est un espace métrique ordonné. Si (X, d) est complet, alors (X,4, d) sera appelé

espace métrique complet ordonné. On dira que X est régulier, si l'espace métrique ordonné

(X,4, d) fournit la condition suivante :

 Si {xn}n∈N ⊂ X est une suite non décroissante (non croissante) avec xn −→ x,

alors xn ≤ x pour tout n.

Dé�nition 2.4. [4]

Soit (X,4, d) un espace métrique ordonné et soit T : X −→ X une application. Consi-

dérons l'ensemble Y dé�nie par :

Y = {(x, y) ∈ X ×X : x ≤ y, d(T (x), T (y)) > 0}.

On dit que T est une Fd−contraction ordonnée si F ∈ ∆F et s'il existe τ > 0, tel que :

∀(x, y) ∈ Y =⇒ τ + F (d(T (x), T (y))) 6 F (d(x, y)). (2.0.8)

Théorème 2.2. [4]

Soit (X,4, d) un espace métrique complet ordonné et soit T : X −→ X une Fd−contraction

ordonnée. Supposons que T est croissante et il existe x0 ∈ X, tel que x0 6 T (x0). Si T est

continu ou X est régulier, alors T admet un point �xe.

preuve.

Soit x0 ∈ X. On dé�nit une suite {xn}n∈N dans X, comme suit xn = T (xn−1) = T n(x0)

pour tout n ∈ N. S'il existe n0 ∈ N pour lequel xn0 = xn0+1, alors xn0 = xn0+1 = T n0+1(x0) =

T (xn0−1+1) = T (xn0), ce qui montre que xn0 est un point �xe de T et donc la preuve est

terminée. Supposons que pour tout n ∈ N, xn+1 6= xn. Puisque x0 6 T (x0) et T est croissante,

donc
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x0 6 x1 6 x2 6 · · · 6 xn 6 · · · .

Or, puisque xn 6 xn+1 et d(T (xn), T (xn−1) > 0 pour tout n ∈ N, alors (xn, xn+1) ∈ Y, et

ainsi, nous pouvons utiliser l'inégalité (2.0.8), pour les termes consécutifs de {xn}n∈N, alors

nous avons

F (d(xn+1, xn)) = F (d(T (xn), T (xn−1))) 6 F (d(xn, xn−1))− τ (2.0.9)

Notons que γn = d(xn, xn+1) pour n ∈ N. Alors, de (2.0.9), nous avons :

F (γn) 6 F (γn−1)− τ 6 F (γn−2)− 2τ 6 · · · 6 F (γ0)− nτ. (2.0.10)

De (2.0.10), nous obtenons limn→∞ F (γn) = −∞ Ainsi, à partir de (F2), nous avons :

lim
n→∞

γn = 0.

De (F3), il existe k ∈ (0, 1), tel que :

lim
n→∞

γknF (γn) = 0.

D'après (2.0.9) et pour tout n ∈ N, il vient

γknF (γn)− γknF (γ0) 6 −γknnτ 6 0. (2.0.11)

Faisons n→∞ dans (2.0.11), nous obtenons que

lim
n→∞

nγkn = 0. (2.0.12)

De (2.0.12), il sort n1 ∈ N, tel que nγkn 6 1 pour tout n ≥ n1. Donc, nous avons

γn 6
1

n
1
k

, (2.0.13)

pour tout n ≥ n1. Pour montrer que {xn}n∈N est une suite de Cauchy, considérons

m,n ∈ N tel que m > n ≥ n1. En utilisant l'inégalité triangulaire pour la distance d et de

(2.0.13), nous avons :
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d(xn, xm) 6 d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xm−1, xm)

= γn + γn+1 + · · ·+ γm−1

=
m−1∑
i=n

γi

6
∞∑
i=n

γi

6
∞∑
i=n

1

i
1
k

.

Faisons n→∞, nous obtenons d(xn, xm) −→ 0. Cela donne que la suite {xn}n∈N est un

Cauchy dans X. Puisque X est complet, la suite {xn}n∈N converge vers un point z ∈ X.

Maintenant, supposons que l'application T est continue, alors nous avons

z = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

T (xn) = lim
n→∞

Txn = T lim
n→∞

(xn) = T (z)

et donc z est un point �xe de T .

Supposons maintenant que X soit régulier, alors xn 6 z pour tout n ∈ N. Nous discutons

deux cas :

1-er cas. Supposons qu'il existe n0 ∈ N, tel que : xn0 = z, alors on obtient

T (z) = T (xn0) = xn0+1 6 z.

De plus, puisque xn0 6 xn0+1, alors z 6 T (z) et donc, z = T (z).

2-ème cas. Supposons maintenant que xn 6= z pour tout n ∈ N et d(z, T (z)) > 0. Puisque

limn→∞ xn = z, alors d(z, T (z)) ≤ d(xn+1, z) + d(xn+1, T (z)). Autrement dit

d(z, T (z)) ≤ lim
n−→+∞

d(xn+1, T (z).

Par suite, il existe n1 ∈ N tel que d(xn+1, T (z)) > 0 et d(xn, z) < d(z,T (z))
2

pour

tout n ≥ n1. Notons que dans ce cas (xn, z) ∈ Y, car xn < z et d(xn+1, T (z)) =

d(T (xn), T (z)) > 0. Par conséquent, en considérant (F1), on trouve pour n ≥ n1,
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τ + F (d(T (xn), T (z))) 6 F (d(xn, z)) 6 F (
d(z, T (z))

2
).

Par suite

d(xn+1, T (z)) 6
d(z, T (z))

2
. (2.0.14)

Prenant la limite quand n→∞, on en déduit que

d(z, T (z)) 6
d(z, T (z))

2
.

Nous avons une contradiction. Par conséquent, nous concluons que d(z, T (z)) = 0,

c'est-à-dire z = T (z).
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CHAPITRE

3

POINT FIXE COMMUN POUR DES

APPLICATIONS F−CONTRACTIONS

FAIBLEMENT CROISSANTES[11]

Dans ce chapitre, nous allons donné un théorème de point �xe commun pour deux opé-

rateurs faiblement F-contraction dé�nies sur des espaces métriques partiels complets et or-

donnés.

Dé�nition 3.1. Soit (X,4) un ensemble partiellement ordonné. On dit que deux opérateurs

S, T : X −→ X sont faiblement croissants (isotones), si S(x) 6 T (S(x)) et T (x) 6 S(T (x))

sont valables pour tous les x ∈ X.

Exemple 3.1. Soit X = R+ muni de l'ordre et la topologie usuels. Nous Dé�nissons les

applications S, T : X −→ X, comme suit :
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S(x) =


x

1
2 si x ∈ [0, 1],

x2 si x ∈ (1,∞).

et T (x) =


x si x ∈ [0, 1],

2x si x ∈ (1,∞).

S, T sont des applications faiblement croissantes.

1. Pour x ∈ [0, 1]. Ona :

S(x) = x
1
2 , T (S(x)) = T (x

1
2 ) = x

1
2

et

T (x) = x, S(T (x)) = S(x) = x
1
2 .

Donc

S(x) = x
1
2 6 x

1
2 = T (S(x))

et

T (x) = x 6 x
1
2 = S(T (x)).

2. Pour x ∈ (1,∞). Ona :

S(x) = x2, T (S(x)) = T (x2) = 2x2

et

T (x) = 2x, S(T (x)) = S(2x) = 4x2.

Donc

S(x) = x2 6 2x2 = T (S(x))

et

T (x) = 2x 6 4x2 = S(T (x)).

On en déduit que les applications S et T sont faiblement croissantes.

Soit

γ = {(α, β) ∈ X ×X, S(α) 6 T (S(α)) et T (β) 6 S(T (β))}.
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Dé�nition 3.2. L'espace (X,4, p) est dit un espace γ−régulier, si la condition suivante est

véri�ée :

 Si {xn}n∈N ⊂ X est une suite décroissante (croissante) avec xn −→ x,

alors (xn, x) ∈ γ((x, xn) ∈ γ) pour tout n.

Dé�nition 3.3. Soit (X,4, p) un espace métrique partiel ordonné et soit S, T : X −→ X

deux applications. On dit que S et T sont F−contractions faiblement croissantes, s'il existe

une fonction F ∈ ∆F et une constante τ > 0, tels que :

τ + F (p(S(α), T (β)) 6 F (M (α, β)), ∀(α, β) ∈ γ, (3.0.1)

où

M (α, β) = max

{
p(α, β), p(α, S(α)), p(β, T (β)),

p(β, S(α)) + p(α, T (β))

2

}
.

Le lemme suivant sera utilisé ultérieurement.

Lemme 3.1. Soit (X,4, p) un espace métrique partiel ordonné et soit S, T deux applica-

tions F−contractions faiblement croissantes. S'il existe r0 ∈ X tel que r0 6 S(r0), alors

p(r2i, r2i+1) = 0 implique p(r2i+1, r2i+2) = 0 pour tout i ∈ N.

preuve.

Soit r0 ∈ X un point initial et prenons x = S(r0) et y = T (x). Par récurrence, nous

pouvons construire une suite itérative rn de points dans l'espace X telle que r2i+1 = S(r2i)

et r2i+2 = T (r2i+1), où i = 0, 1, 2, . . . , .

Comme il existe r0 ∈ X, tel que r0 ≤ S(r0) et puisque les deux opérateurs S, T sont

F−contractions faiblement croissants, alors pour tout (r2i, r2i+1) ∈ γ où i ∈ N, ona S(r2i) 6

T (S(r2i)) et T (r2i+1) 6 S(T (r2i+1)). Cela implique que

x = S(r0) ≤ T (S(r0)) = T (x) = y = T (x) ≤ S(T (x)) = S(y) = z.
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Par une simple itération, nous obtenons pour tout entier n,

r0 ≤ x ≤ y ≤ · · · ≤ rn−1 ≤ rn ≤ rn+1 · · · ≤ .

Nous démontrons par contradiction que p(r2i+1, r2i+2) > 0.

Notons que

M (r2i, r2i+1)

= max

{
p(r2i, r2i+1), p(r2i, S(r2i)), p(r2i+1, T (r2i+1)),

p(r2i+1, S(r2i)) + p(r2i, T (r2i+1))

2

}
= max

{
p(r2i, r2i+1), p(r2i, r2i+1), p(r2i+1, r2i+2),

p(r2i+1, r2i+1) + p(r2i, r2i+2)

2

}
= max {0, p(r2i+1, r2i+2)}

= p(r2i+1, r2i+2).

Ona : r2i ≤ r2i+1. De l'inégalité (3.0.1) et pour tout i ∈ N, il vient que :

τ + F (p(r2i+1, r2i+2)) = τ + F (p(S(r2i), T (r2i+1)))

≤ F (M (r2i, r2i+1))

≤ F (p(r2i+1, r2i+2)).

Ce qui donne une contradiction à (F1). Par conséquent, p(r2i+1, r2i+2) = 0.

Maintenant, nous présentons notre résultat principal.

Théorème 3.1. Soit (X,4, p) un espace métrique partiel complet ordonné et soit S, T :

X −→ X deux F−contractions faiblement croissantes. S'il existe r0 ∈ X, tel que r0 6 S(r0)

et si l'une des conditions suivante est satisfaite

(a) l'une de S, T est continue

(b) X est γ−régulier,

alors S, T ont un point �xe commun.
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preuve.

(a) Nous avons :

M (r2i, r2i+1) = 0⇐⇒ r2i = r2i+1 est un point �xe commun de S, T.

Soit M (r2i, r2i+1) > 0 pour tout i ∈ N. En raisonnant comme dans le lemme 3.1, nous

avons

r0 ≤ x ≤ y ≤ · · · ≤ rn−1 ≤ rn ≤ rn+1 ≤ · · · .

Si p(S(r2i), T (r2i+1)) = 0, en utilisant le lemme 3.1, on peut conclure que r2i est un

point �xe commun de S et T.

Soit p(S(r2i), T (r2i+1)) > 0. Puisque (r2i, r2i+1) ∈ X×X, S(r2i) = r2i+1 ≤ T (S(r2i)) =

r2i+2 et T (r2i+1) = r2i+2 ≤ S(T (r2i+1)) = r2i+3 pour tout i ∈ N, alors (r2i, r2i+1) ∈ γ.

En utilisant la condition de contractivité (3.0.1), on obtient pour tout i ∈ N,

τ + F (p(r2i+1, r2i+2)) = τ + F (p(S(r2i), T (r2i+1))) (3.0.2)

≤ F (M (r2i, r2i+1)), (3.0.3)

où

M (r2i, r2i+1) = max


p(r2i, r2i+1), p(r2i, S(r2i)), p(r2i+1, T (r2i+1)),

p(r2i+1,S(r2i))+p(r2i,T (r2i+1))
2


= max

{
p(r2i, r2i+1), p(r2i+1, r2i+2)

}
.

Si M (r2i, r2i+1) = p(r2i+1, r2i+2), par (F1) et (3.0.3), on obtient une contradiction.

Ainsi, pour M (r2i, r2i+1) = p(r2i, r2i+1), on a

F (p(r2i+1, r2i+2)) ≤ F (p(r2i, r2i+1))− τ, (3.0.4)
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pour tout i ∈ N. Soit p(S(r2i+2), T (r2i+1)) > 0. Sinon, par le lemme 3.1, r2i+1 est un

point �xe commun de S, T. Comme (r2i+1, r2i+2) ∈ γ et

M (r2i+2, r2i+1)

= max

p(r2i+2, r2i+1), p(r2i+2, S(r2i+2)), p(r2i+1, T (r2i+1)),

p(r2i+1,S(r2i+2))+p(r2i+2,T (r2i+1))
2


= max

{
p(r2i+2, r2i+1), p(r2i+2, r2i+3), p(r2i+1, r2i+2),

p(r2i+1,r2i+3)+p(r2i+2,r2i+2)
2

}
= max

{
p(r2i+2, r2i+1), p(r2i+2, r2i+3)

}
.

Si

M (r2i+2, r2i+1) = p(r2i+2, r2i+3),

alors la condition contractive (3.0.1) conduit à une contradiction avec (F1). Ainsi, la

condition contractive (3.0.1) implique

F (p(r2i+2, r2i+3)) ≤ F (p(r2i+1, r2i+2))− τ, pour tous les i ∈ N. (3.0.5)

Par (3.0.4) et (3.0.5), on a

F (p(rn+1, rn+2)) ≤ F (p(rn, rn+1))− τ, pour tous les n ∈ N. (3.0.6)

Par (3.0.6), on obtient

F (p(rn, rn+1)) ≤ F (p(rn−2, rn−1))− 2τ

En répétant ces étapes, nous obtenons

F (p(rn, rn+1)) ≤ F (p(r0, r1))− nτ. (3.0.7)

Par (3.0.7), on obtient limn→∞ F (p(rn, rn+1)) = −∞ et (F2) qui impliquent

lim
n→∞

p(rn, rn+1) = 0. (3.0.8)

32



De la propriété (F3), il existe k ∈ (0, 1) tel que

lim
n→∞

(p(rn, rn+1))
kF (p(rn, rn+1)) = 0. (3.0.9)

En multipliant (3.0.7), par (p(rn, rn+1))
k, on obtient

(p(rn, rn+1))
k(F (p(rn, rn+1))− F (p(r0, r1))) ≤ −(p(rn, rn+1))

knτ ≤ 0. (3.0.10)

De (3.0.8) et (3.0.9), et en faisant n→∞ dans (3.0.10), on a

lim
n→∞

(n(p(rn, rn+1))
k) = 0.

Il existe n1 ∈ N, tel que n(p(rn, rn+1))
k ≤ 1 pour tout n ≥ n1.

Par suite

p(rn, rn+1) ≤
1

n
1
k

, pour tout n ≥ n1. (3.0.11)

De (3.0.11), il vient que pour m > n ≥ n1,

p(rn, rm) ≤ p(rn, rn+1) + p(rn+1, rn+2) + p(rn+2, rn+3) + · · ·+ p(rm−1, rm)

−
m−1∑
j=n+1

p(rj, rj)

≤ p(rn, rn+1) + p(rn+1, rn+2) + p(rn+2, rn+3) + · · ·+ p(rm−1, rm)

=
m−1∑
i=n

p(ri, ri+1)

≤
∞∑
i=n

p(ri, ri+1)

≤
∞∑
i=n

1

i
1
k

.

La convergence de la série
∑∞

i=n
1

i
1
k
implique limn,m→∞ p(rn, rm) = 0. donc {rn}n∈N

est une suite de Cauchy dans (X, p). D'après le lemme 1.1 : (2), {rn}n∈N est une suite
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de Cauchy dans (X, d). Puisque (X, p) est un espace métrique partiel complet, ona

que (X, d) est un espace métrique complet. Par conséquent, il existe v ∈ X tel que

limn→∞ d(rn, v) = 0. De 1.1 : (3), et grâce au fait que limn,m→∞ p(rn, rm) = 0, on a

lim
n→∞

p(v, rn) = p(v, v) = lim
n,m→∞

p(rn, rm). (3.0.12)

Puisque limn,m→∞ p(rn, rm) = 0, par (3.0.12), on a

p(v, v) = 0 = lim
n→∞

p(v, rn). (3.0.13)

L'équation (3.0.13) implique r2n+1 −→ v et r2n+2 −→ v comme n→∞ par rapport

à τ(p). Supposons que T soit continu. ensuite

v = lim
n→∞

rn = lim
n→∞

r2n+1 = lim
n→∞

r2n+2 = lim
n→∞

T (r2n+1) = T ( lim
n→∞

r2n+1) = T (v).

Montrons que v = S(v). Pour cela supposons que p(v, S(v)) > 0. Puisque, (v, v) ∈ γ,

alors il vient de l'inégalité (3.0.1), que

ona

M (v, v) = max

{
p(v, v), p(v, S(v)), p(v, T (v)),

p(v, S(v)) + p(v, T (v))

2

}
.

= max

{
p(v, v), p(v, S(v)), p(v, v),

p(v, S(v)) + p(v, v)

2

}
.

= max {p(v, v), p(v, S(v))} .

= p(v, S(v)), d'après(P2).

alors

τ + F (p(v, S(v))) = τ + F (p(S(v), T (v)))

≤ F (M (v, v))

≤ F (p(v, S(v))),
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c'est une contradiction. Par suite, p(v, S(v)) = 0. De (p1), (p2), il vient que :

p(v, v) 6 p(v, S(v)) = 0.

Donc

p(v, v) = p(v, S(v)) = p(S(v), S(v)) = 0.

Nous concluons que v = S(v). Par conséquent, ona S(v) = T (v) = v, c'est-à-dire que

(S, T ) ont un point �xe commun v.

(b) Dans l'autre cas, en supposant que X est γ−régulier, ona que (rn, v) ∈ γ pour tout

n ∈ N.

Pour montrer que v est un point �xe commun de S et T, nous discutons les deux cas

suivants :

(1) Si rn = v pour quelque n, alors il existe i0 ∈ N tel que r2i0 = v. Considérons,

S(v) = S(r2i0) = r2i0+1 ≤ v aussi v = r2i0 ≤ r2i0+1 = S(v). Ainsi, v = S(v) et e

l'inégalité (3.0.1), ona v = T (v).

(2) Si rn 6= v pour tout n, ona limn→∞ rn = v et limn→∞ p(v, rn) = p(v, v) = 0,

d'après (P2), 0 = p(v, v) ≤ p(v, T (v)), v 6= T (v) alors p(v, T (v)) > 0. Puisque

limi→∞ r2i = limi→∞ r2i+1 = v et limi→∞ p(r2i, v) = p(v, v) = 0 il existe N ∈ N

tel que

p(r2i+1, T (v)) > 0 et p(r2i, v) < p(v, T (v)) pour tout i ≥ N .

M (r2i, v) = max

{
p(r2i, v), p(r2i, S(r2i)), p(v, T (v)),

p(v, S(r2i)) + p(r2i, T (v))

2

}
,

= max {p(r2i, v), p(r2i, r2i+1), p(v, T (v))} ,

M (r2i, v) ≤ p(v, T (v)) pour tout i ≥ N .

Comme (r2i, v) ∈ γ, par (3.0.1), on a
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τ + F (p(r2i+1, T (v))) = τ + F (p(S(r2i), T (v)))

≤ F (M (r2i, v)),

≤ F (p(v, T (v)))

F (p(v, T (v))) < F (p(v, T (v)), quand i →∞

,

c'est une contradiction. Par conséquent, p(v, T (v)) = 0. En raison de (p1), (p2),

p(v, v) 6 p(v, T (v)) = 0.

Donc

p(v, v) = p(v, T (v)) = p(T (v), T (v)) = 0

nous concluons que v = T (v).

Maintenant, nous montrons que v = S(v). Supposons au contraire que p(v, S(v)) >

0. Puisque, (v, v) ∈ γ, par (3.0.1), on obtenir

ona

M (v, v) = max

{
p(v, v), p(v, S(v)), p(v, T (v)),

p(v, S(v)) + p(v, T (v))

2

}
.

= max

{
p(v, v), p(v, S(v)), p(v, v),

p(v, S(v)) + p(v, v)

2

}
.

= max {p(v, v), p(v, S(v))} .

= p(v, S(v)), d'après(P2).

alors
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τ + F (p(S(v), v)) = τ + F (p(S(v), T (v)))

≤ F (M (v, v))

≤ F (p(S(v), v)),

c'est une contradiction. Ainsi, p(v, S(v)) = 0. En raison de (p1), (p2),

p(v, v) 6 p(v, S(v)) = 0.

Donc

p(v, v) = p(v, S(v)) = p(S(v), S(v)) = 0.

nous concluons que v = S(v). Par conséquent, ona S(v) = T (v) = v. D'où, (S, T )

ont un point �xe commun v.

On note Fix(S, T ), l'ensemble des points �xes communs des opérateurs S et T.

Dé�nition 3.4. En théorie des ordres, une chaîne est une partie totalement ordonnée d'un

ensemble partiellement ordonné.

En particulier, la chaîne numérique est l'ensemble des nombres réels muni de l'ordre usuel.

Remarque 3.1. Si nous supposons que Fix(S, T ) dans le théorème 3.1 est une chaîne avec

les conditions existantes, alors c'est un ensemble singleton (le point �xe commun est unique).

preuve.

Si w est un autre point �xe commun de S, T, alors w ≤ v, également p(S(v), T (w)) > 0

(sinon v = w) donc, (v, w) ∈ γ. Par la condition de contractivité (3.0.1), on a :

τ + F (p(v, w)) = τ + F (p(S(v), T (w)))

≤ F (M (v, w)), (3.0.14)
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où

M (v, w) = max

{
p(v, w), p(v, S(v)), p(v, T (v)),

p(w, S(v)) + p(v, T (w))

2

}
= p(v, w)

De (3.0.14), il vient que

τ + F (p(v, w)) < F (p(v, w)).

D'où τ < 0, ce qui conduit à une contradiction. Par conséquent, v = w et v est un point

�xe commun unique d'un paire (S, T ).

Dé�nition 3.5. Soit (X, d) un espace métrique, f : X −→ X, un opérateur et soit x0 un

élément de X. L'ensemble Ox0 dé�nie par

Ox0 = {xn = fn(x0), n ≥ 1}

est appelé orbite de f en x0, où fn = f ◦ f ◦ f ◦ f · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n-fois

.

Remarque 3.2. Si Fix(S, T ) n'est pas une chaîne et qu'il existe x dans X tel que chaque

élément de l'orbite OT (x) = {x, T (x), T 2(x), ...} est comparable à υ,ω. Alors υ = ω (υ est

unique) à condition que S et T soient F−contractions faiblement croissantes.

preuve.

Supposons que v, w sont dans Fix (S, T ) et qu'il existe un élément x ∈ X tel que chaque

élément de OT (x) = {x, T (x), T 2(x), ...} est comparable à v, w. D'où (T n−1(x), Sn−1(v)) et

(T n−1(x), Sn−1(w)) sont des éléments de γ pour chaque n ≥ 1. Par (3.0.1), on a

τ + F (p(v, T n(x))) = τ + F (p(Sn(v), T n(x)))

= τ + F (p(S(Sn−1(v)), T (T n−1(x))))

≤ F (M (Sn−1(v), T n−1(x))), (3.0.15)

où
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M (Sn−1(v), T n−1(x)) = max



p(Sn−1(v), T n−1(x)), p(Sn−1(v), Sn(v)),

p(T n−1(x), T n(x)),

p(Tn−1(x),Sn(v))+p(Sn−1(v),Tn(x))
2


= p(Sn−1(v), T n−1(x)) = p(v, T n−1(x)).

Ainsi, par (3.0.15), nous en déduisons que

τ + F (p(v, T n(x))) ≤ τ + F (M (Sn−1(v), T n−1(x))).

Par suite la suite {p(v, T n(x))}n∈N est positive, décroissante et converge vers 0. De même,

nous pouvons montrer que {p(w, T n(x))} est une suite décroissante non négative converge à

0. Par conséquent, v = w.

L'exemple ci-dessous illustre le théorème 3.1 et montre que la condition (3.0.1) est plus

générale que la contractivité condition utilisée par Durmaz et al. [4].

Exemple 3.2. Soit X = [0, 1] et soit p(x, y) = max{x, y}. On dé�nie la relation d'ordre ≺1

par

x ≺1 y ⇐⇒ y 6 x, ∀x, y ∈ X.

En e�et :

1/

x ≤ x ⇐⇒ x ≤ x vraie.

La relation binaire ≺1 est ré�exive.

2/

x ≺1 y ⇐⇒ y 6 x

∧

y ≺1 x ⇐⇒ x 6 y
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Donc y = x. La relation binaire ≺1 est antisymétrique.

3/

x ≺1 y ⇐⇒ y 6 x

∧

y ≺1 z ⇐⇒ z 6 y

.

Alors x ≺1 z. Dé�nissons d(x, y) = |x − y| de sorte que (X,≺1, d) soit un espace métrique

ordonné complet et donc (X,≺1, p) est un espace métrique partiel, ordonné et complet.

Dé�nissons les deux applications S, T : X −→ X, comme suit :

T (x) =


x
5

si x ∈ [0, 1);

0 si x = 1

et S(x) =
3x

7
pour toutx ∈ X.

Dé�nissons

γ1 = {(α, β) ∈ X ×X : S(α) ≺1 T (S(α)) et T (β) ≺1 S(T (β))}.

Il est clair que S, T sont des applications faiblement croissantes par rapport à ≺1 . En

e�et,

1. Pour x 6= 1. On a :

S(x) =
3x

7
, T (S(x)) = T (

3x

7
) =

3x

35

et

T (x) =
x

5
, S(T (x)) =

3x

35
.

Donc

T (S(x)) =
3x

35
6

3x

7
= S(x).

et

S(T (x)) =
3x

35
6
x

5
= T (x).

Autrement dit

S(x) ≺1 T (S(x))
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et

T (x) ≺1 S(T (x)).

2. Pour x = 1. On a :

S(x) =
3

7
, T (S(x)) =

3

35
, T (x) = 0, S(T (x)) = 0.

Par suite

T (S(x)) ≤ S(x) et S(T (x)) ≤ T (x).

D'où

S(1) ≺1 T (S(1)) et T (1) ≺1 S(T (1)).

Dé�nissons la fonction F : R+ −→ R par F (x) = ln(x), pour tout x ∈ R+ > 0. Soit

y, z ∈ X tel que p(S(y), T (z)) > 0 et supposons que z ≺1 y. Alors

M (y, z) = {z, yz

1 + y
,

yz

1 + max{3y
7
, z
5
}
}

Comme y
1+y

< 1 et

y

1 + max{3y
7
, z
5
}
< y ≤ 1

Alors, nous avons que M (y, z) = z. De manière similaire, si y ≺1 z, nous obtenons que

M (y, z) = y, c'est-à-dire M (y, z) = p(y, z).

Soit τ 6 ln(7
3
). On a :

τ + F (p(S(y), T (z)) 6 F (M (y, z))

car si on suppose le contraire c'est à dire

τ + F (p(S(y), T (z)) > F (p(y, z))

de sorte que y ≺1 z, il vient que

τ + F (p(
3y

7
,
z

5
) > F (p(y, z)).
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Cela implique que

τ + ln(
3z

7
) > ln(z).

Donc τ > ln(7
3
) c'est une contradiction.

Puisque, (y, z) ∈ γ1, cela implique en outre que la condition de contractivité (3.0.1) est

satisfaite pour tout y, z ∈ X. Ainsi, toutes les hypothèses du théorème 3.1 sont satisfaites.

Le pair des applications (S, T ) ont un unique point �xe commun x = 0.

Soit

ξ = {(α, β) ∈ X ×X T (α) 6 T 2(α) et T (β) 6 T 2(β)}.

Dé�nition 3.6. L'espace (X,4, p) est dit un espace ξ−régulier, si la condition suivante est

véri�ée :

 Si {xn}n∈N ⊂ X est une suite non décroissante (non croissante) avec xn −→ x,

alors (xn, x) ∈ ξ((x, xn) ∈ ξ) pour tout n.

Dé�nition 3.7. Soit (X,4, p) un espace métrique partiel ordonné et T : X −→ X une

application. nous disons que T est une F−contraction faiblement croissante, s'il existe une

fonction F ∈ ∆F et une constante τ > 0, tels que

τ + F (p(T (α), T (β)) 6 F (M (α, β)) pour tout (α, β) ∈ ξ, (3.0.16)

où

M (α, β) = max

{
p(α, β), p(α, T (α)), p(β, T (β)),

p(β, T (α)) + p(α, T (β))

2

}
.

Le corollaire suivant généralise le théorème dû à Durmaz, Minak et Altun [4].

Corollaire 3.1. Soit (X,4, p) un espace métrique partiel complet ordonné et T : X −→ X

une F−contraction faiblement croissante . S'il existe r0 ∈ X tel que r0 6 T (r0) et soit

(a) T est continu ou

(b) X est ξ−régulier,

alors T a un point �xe unique.
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preuve.

Dé�nissez S = T dans le théorème 3.1. A partir de la preuve du théorème 3.1, nous

pouvons obtenir la conclusion souhaitée immédiatement.

Observons tout d'abord que T a au plus un point �xe. En e�et, si v, w ∈ X tel que

T (v) = v 6= w = T (w), Comme T une F−contraction faiblement croissante, alors pour

v, w ∈ ξ nous obtenons

M (v, w) = max



p(v, w), p(v, T (v)), p(w, T (w)),

p(w,T (v))+p(v,T (w))
2


= max

{
p(v, w), p(v, v), p(w,w),

p(w, v) + p(v, w)

2

}

= max {p(v, w), p(v, v), p(w,w)}

= p(v, w). d'après (P2).

à partir de l'inégalité (3.0.16),on a

τ + F (p(v, w)) = τ + F (p(T (v), T (w)))

≤ F (M (v, w))

≤ F (p(v, w))

ce qui donne une contradiction à (F1). Ainsi, p(v, w) = 0. En raison de (p1), (p2),

(p1) p(v, v) = p(v, w) = p(w,w) = 0⇐⇒ v = w.

(p2) p(v, v) 6 p(v, w) = 0,
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nous concluons que T (v) = v = w = T (v). Par conséquent, ona T (v) = T (v) = v, c'est-

à-dire que T a un point unique.

A�n de montrer que T a un point �xe, soit r0 ∈ X un point initial . Par récurrence,

nous pouvons construire une suite itérative {rn}n∈N de points dans l'espace X telle que

rn+1 = T (rn), Comme il existe r0 ∈ X tel que r0 ≤ T (r0) et T une F−contraction faiblement

croissante, alors pour tout (rn, rn+1) ∈ ξ où n = 0, 1, 2, .... ona T (rn) 6 T 2(rn) = T (T (rn))

et T (rn+1) 6 T 2(rn+1) = T (T (rn+1)), (TT = T 2 désigne la composition T ◦T = T (T )). alors

on obtient

r0 ≤ T (r0) = r1 ≤ T 2(r0) = T (T (r0)) = r2 ≤ T (r2) = r3.

Par une simple itération, nous obtenons pour tout entier n,

r0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ r3 ≤ r4 ≤ · · · ≤ rn−1 ≤ rn ≤ rn+1 · · · .

(a) Nous commençons par l'observation suivante :

M (rn, rn+1) = 0 si et seulement si rn = rn+1 est un point �xe de T :

M (rn, rn+1) = max



p(rn, rn+1), p(rn, T (rn)), p(rn+1, T (rn+1)),

p(rn+1,T (rn))+p(rn,T (rn+1))
2


= max

{
p(rn, rn+1), p(rn, rn+1), p(rn+1, rn+2),

p(rn+1, rn+1) + p(rn, rn+2)

2

}

= max {p(rn, rn+1), p(rn+1, rn+2)}

Soit M (rn, rn+1) = 0 alors p(rn, rn+1) = 0 et p(rn+1, rn+2) = 0

En raison de (p1), (p2), nous concluons que rn = rn+1 = rn+2 Par conséquent,

T (rn) = rn.
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Soit M (rn, rn+1) > 0 pour tout n ∈ N. En argumentant comme dans le théorème 3.1,

Si p(T (rn), T (rn+1)) = 0, en utilisant le lemme 3.1,

p(T (rn), T (rn+1)) = p(rn+1, rn+2) = 0 =⇒ p(rn+2, rn+3) = p(T (rn+1), T (rn+2)) = 0

p(T (rn), T (rn+1)) = 0, En raison de (p1), (p2), on trouve T (rn) = T (rn+1).

de même

p(T (rn+1), T (rn+2)) = 0, En raison de (p1), (p2), on trouve T (rn+1) = T (rn+2).

donc ona T (rn) = T (rn+1) = T (rn+2) ⇐⇒ rn = rn+1 = rn+2 Par conséquent

T (rn) = rn+1 = rn, donc rn est un point �xe de T.

Soit p(T (rn), T (rn+1)) > 0. Puisque (rn, rn+1) ∈ X×X et T (rn) = rn+1 ≤ T (T (rn)) =

rn+2 et T (rn+1) = rn+2 ≤ T (T (rn+1)) = rn+3 pour tout n ∈ N, alors (rn, rn+1) ∈ ξ,

par la condition contractive (3.0.16), on obtient

τ + F (p(rn+1, rn+2)) = τ + F (p(T (rn), T (rn+1))) (3.0.17)

≤ F (M (rn, rn+1)), (3.0.18)

pour tout n ∈ N, où

M (rn, rn+1) = max {p(rn, rn+1), p(rn+1, rn+2)} .

Si M (rn, rn+1) = p(rn+1, rn+2), par (F1) et (3.0.18), on obtient une contradiction.

Ainsi, pour M (rn, rn+1) = p(rn, rn+1), on a

F (p(rn+1, rn+2)) ≤ F (p(rn, rn+1))− τ, (3.0.19)

pour tout n ∈ N. Soit p(T (rn+1), T (rn+2)) > 0. Sinon, par le lemme 3.1,

p(T (rn+1), T (rn+2)) = p(rn+2, rn+3) = 0 =⇒ p(rn+3, rn+4) = p(T (rn+2), T (rn+3)) = 0
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p(T (rn+1), T (rn+2)) = 0, En raison de (p1), (p2), on trouve T (rn+1) = T (rn+2).

de même

p(T (rn+2), T (rn+3)) = 0, En raison de (p1), (p2), on trouve T (rn+2) = T (rn+3).

donc ona T (rn+1) = T (rn+2) = T (rn+3) ⇐⇒ rn = rn+1 = rn+2 Par conséquent

T (rn+1) = rn+2 = rn+1, donc rn+1 est un point �xe de T.

Revenir à p(T (rn+1), T (rn+2)) > 0, Comme (rn+1, rn+2) ∈ X×X et T (rn+1) = rn+2 ≤

T (T (rn+1)) = rn+3 et T (rn+2) = rn+3 ≤ T (T (rn+2)) = rn+4 pour tout n ∈ N, alors

(r2i+1, r2i+2) ∈ ξ et

M (rn+1, rn+2) = max {p(rn+1, rn+2), p(rn+2, rn+3)} .

Si

M (rn+1, rn+2) = p(rn+2, rn+3),

alors la condition contractive (3.0.16) conduit à une contradiction avec (F1). Ainsi, la

condition contractive (3.0.16) pour M (rn+1, rn+2) = p(rn+1, rn+2),implique

F (p(rn+2, rn+3)) ≤ F (p(rn+1, rn+2))− τ, pour tous les n ∈ N. (3.0.20)

Par (3.0.19) et (3.0.20), on a

F (p(rn+2, rn+3)) ≤ F (p(rn+1, rn+2))− τ ≤ F (p(rn, rn+1))− 2τ, pour tous les n ∈ N.

(3.0.21)

Par (3.0.21), on obtient

F (p(rn, rn+1)) ≤ F (p(rn−1, rn))− τ ≤ F (p(rn−2, rn−1))− 2τ
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En répétant ces étapes, nous obtenons

F (p(rn, rn+1)) ≤ F (p(r0, r1))− nτ. (3.0.22)

Par (3.0.22), on obtient limn→∞ F (p(rn, rn+1)) = −∞ et (F2) qui impliquent

lim
n→∞

p(rn, rn+1) = 0. (3.0.23)

Par la propriété (F3), il existe k ∈ (0, 1) tel que

lim
n→∞

(p(rn, rn+1))
kF (p(rn, rn+1)) = 0. (3.0.24)

En multipliant (3.0.22), par (p(rn, rn+1))
k, on obtient

(p(rn, rn+1))
k(F (p(rn, rn+1))− F (p(r0, r1))) ≤ −(p(rn, rn+1))

knτ ≤ 0. (3.0.25)

Par (3.0.23), et (3.0.24), et en laissant n→∞ dans (3.0.25), on a

lim
n→∞

(n(p(rn, rn+1))
k) = 0.

Il existe n1 ∈ N, tel que n(p(rn, rn+1))
k ≤ 1 pour tout n ≥ n1 ou,

p(rn, rn+1) ≤
1

n
1
k

, pour tout n ≥ n1. (3.0.26)

Par (3.0.26), on obtient, pour m > n ≥ n1,
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p(rn, rm) ≤ p(rn, rn+1) + p(rn+1, rn+2) + p(rn+2, rn+3) + · · ·+ p(rm−1, rm)−
m−1∑
j=n+1

p(rj, rj)

≤ p(rn, rn+1) + p(rn+1, rn+2) + p(rn+2, rn+3) + · · ·+ p(rm−1, rm)

=
m−1∑
i=n

p(ri, ri+1)

≤
∞∑
i=n

p(ri, ri+1)

≤
∞∑
i=n

1

i
1
k

.

La convergence de la série
∑∞

i=n
1

i
1
k
implique limn,m→∞ p(rn, rm) = 0. donc {rn}n∈N

est une suite de Cauchy dans (X, p). D'après le lemme 1.1 : (1), {rn}n∈N est une suite

de Cauchy dans (X, d). Puisque (X, p) est un partiel complet espace métrique, ona

que (X, d) est un espace métrique complet. En conséquence, il existe v ∈ X tel que

limn→∞ d(rn, v) = 0. Par le lemme 1.1 : (3),

lim
n→∞

p(v, rn) = p(v, v) = lim
n,m→∞

p(rn, rm). (3.0.27)

Puisque limn,m→∞ p(rn, rm) = 0, par (3.0.27), on a

p(v, v) = 0 = lim
n→∞

p(v, rn). (3.0.28)

L'équation (3.0.28) implique rn+1 −→ v quand n→∞ par rapport à τ(p). Supposons

que T soit continu. ensuite

v = lim
n→∞

rn = lim
n→∞

rn+1 = lim
n→∞

T (rn) = T ( lim
n→∞

rn) = T (v).

Par conséquent, T (v) = v, c'est-à-dire que T a un point �xe uniquev.

(b) Dans l'autre cas, en supposant que X est ξ−régulier, ona que (rn, v) ∈ ξ pour tout

n ∈ N.
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Pour montrer que v est un point �xe de T, nous divisons la preuve en deux parties.

(1) Si rn = v pour quelque n, alors il existe n0 ∈ N tel que rn0 = v. Considérons,

T (v) = T (rn0) = rn0+1 ≤ v aussi v = rn0 ≤ rn0+1 = T (v). Ainsi, v = T (v).

(2) Si rn 6= v pour tout n, ona limn→∞ rn = v et limn→∞ p(v, rn) = p(v, v) = 0, d'après

(P2), 0 = p(v, v) ≤ p(v, T (v)), v 6= T (v) alors p(v, T (v)) > 0. Puisque limn→∞ rn =

limn→∞ rn+1 = v et limn→∞ p(rn, v) = p(v, v) = 0 il existe N ∈ N tel que

p(rn+1, T (v)) > 0 et p(rn, v) < p(v, T (v)), pour tout n ≥ N .

M (rn, v) = max

{
p(rn, v), p(rn, T (rn)), p(v, T (v)),

p(v, T (rn)) + p(rn, T (v))

2

}
,

= max {p(rn, v), p(rn, rn+1), p(v, T (v))} ,

M (rn, v) ≤ p(v, T (v)) pour tout n ≥ N .

Comme (rn, v) ∈ ξ, par (3.0.16), on a

τ + F (p(rn+1, T (v))) = τ + F (p(T (rn), T (v)))

≤ F (M (rn, v)),

≤ F (p(v, T (v))).

F (p(v, T (v))) < F (p(v, T (v)) quand n →∞

,

c'est une contradiction. Par conséquent, p(v, T (v)) = 0. En raison de (p1), (p2),

p(v, v) 6 p(v, T (v)) = 0.
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Donc

p(v, v) = p(v, T (v)) = p(T (v), T (v)) = 0.

nous concluons que v = T (v).

D'où, T a un point �xe unique v.

50



CHAPITRE

4

APPLICATIONS

Ce chapitre contient un résultat d'existence qui montre l'utilité du théorème 3.1 pour

établir l'existence de solutions de l'équation intégrale implicite suivante :

A (t, u(x, t)) =

∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ, u(θ, φ))dθdφ, (4.0.1)

où

u ∈ U = L [C([0, a])× [0, a]] et U et t, θ, φ ∈ Ia = [0, a].

Pour u ∈ U , dé�nissons la norme

||u|| = max
t∈[0,a]

|u(t)|.

Soit U muni de la métrique partielle p : U ×U −→ R+
0 dé�nie par

p(u, v) = d(u, v) + c = max
t∈[0,a]

|u(x, t)− v(x, t)|+ c pour tout u, v ∈ U .

et U muni de l'ordre ≺2 dé�nie par

u ≺2 v ⇐⇒ v(x, t) ≤ u(x, t).
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Il est clair que, (U , ||.||) est un espace de Banach et (U ,≺2, p) est un espace métrique partiel

ordonné complet.

Théorème 4.1. Suppose que :

(a) Pour tout u, v ∈ U et k = |u(x, t)− v(x, t)|+ c,

|A (t, u(x, t))−A (t, v(x, t))|+ c 6 (k)e−τ pour chaque t ∈ Ia,

(b) H (t, θ, φ, u(θ, φ)) 6 1
a2
u(x, t) pour tout t ∈ Ia,

(c) pour tout t, θ, φ ∈ Ia,

A

(
t,

∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ, u(θ, φ))dθdφ

)
6
∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ, u(θ, φ))dθdφ,

(d) H (t, θ, φ,A (θ, u(θ, φ))) ≥ 1
a2

A (t, u(x, t)),

alors l'équation intégrale implicite (4.0.1) a une solution dans U .

preuve.

On note :

S(u(x, t)) = A (t, u(x, t))

et

T (u(x, t)) =

∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ, u(θ, φ))dθdφ.

Nous montrons que S, T sont des mappages faiblement croissants. Considérer

S(T (u(x, t))) = A (t, T (u(x, t)))

= A

(
t,

∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ, u(θ, φ))dθdφ

)

6
∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ, u(θ, φ))dθdφ = T (u(x, t))
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par l'hypothèse (c).

et

T (S(u(x, t))) =

∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ, S(u(θ, φ)))dθdφ.

=

∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ,A (θ, u(θ, φ)))dθdφ.

6
1

a2
A (t, u(x, t))dθdφ = A (t, u(x, t))

par l'hypothèse (b).

Donc,

S(T (u(x, t))) 6 T (u(x, t)),

et

T (S(u(x, t))) 6 S(u(x, t)),

pour tout t ∈ Ia. Ce qui impliquent que S, T sont des applications faiblement croissants

par rapport à ≺2.

Maintenant nous considérons
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p(S(u), T (v)) = max
t∈Ia
|S(u(x, t))− T (v(y, t))|+ c

= max
t∈Ia

∣∣∣∣A (t, u(x, t))−
∫ a

0

∫ a

0

H (t, θ, φ, v(θ, φ))dθdφ

∣∣∣∣+ c

6 max
t∈Ia

∣∣∣∣A (t, u(x, t))− 1

a2

∫ a

0

∫ a

0

A (t, v(x, t))dθdφ

∣∣∣∣+ c, en utilisant (d)

= max
t∈Ia
|A (t, u(x, t))−A (t, v(x, t))|+ c

6 max
t∈Ia

(k)e−τ , utilisant (a)

6 e−τp(u, v).

Par conséquent

τ + ln(p(S(u), T (v))) 6 ln(p(u, v)) 6 ln(M (u, v)).

En prenant F (r) = ln(r), on a

τ + F (p(S(u), T (v))) 6 F (M (u, v)).

Par conséquent, selon le théorème 3.1 l'équation intégrale (4.0.1) admet une solution dans

L [C([0, a])× [0, a]].
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié l'existence et l'unicité d'un point �xe commun pour

des opérateurs univoques dé�nis sur un ensemble X dans un espace métrique partiel E.

Nous avons présenté des conditions su�santes sur la topologie de l'espace E, ainsi sur les

opérateurs.

Le sujet traité dans le cadre de ce mémoire peut-être poursuivi et complété par des

travaux pouvant contribuer à amiliorer certains résultats présentés :

-Etablir des théorèmes de point �xe commun en a�aiblissant certaines conditions.

- Résoudre des équations di�érentielles ordinaires en basant sur ces résultats.
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