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Introduction

Générale

Dans lei-calcul classique, I'opération de [aréduction utilise une définition de la substitatio
externe a la théorie de ce calcul. La présencendiésns de variables libres et de variables liées
rend l'implémentation de l'opération de substitutipes complexe et par conséquent rend

difficile la mise en ceuvre des évaluations baseemaf-réduction.

Une solution a ce probleme consiste a formaliseéntetnaliser le processus de substitution en
introduisant des extensions #@tcalcul. De tels systemes sont appelés calculs smestitutions

explicites.

Plusieurs systemes de calculs avec substitutiopticégs ont été définis. (Voir: [KR 95],
[ACCL91], [BBLR 96], [DG 99],...).

Le Ao calcul introduit dans [ACCL91] résout efficacemésd substitutions. Mais il ne préserve
pas la normalisation forte ducalcul et n’est pas confluent. Plusieurs alteusstide ce calcul

ont été proposées mais aucune d’entre elles refastles deux propriétés a la fois.

Dans notre mémoire, nous traitonsA€, un nouveau calcul de substitution explicite idtrb

dans [GMMSO02]. Ce calcul a une présentation tr@spld et un nombre réduit de regles.

Contrairement aux autres calculs,Ale n@tilise aucun opérateur de substitution et résout

automatiquement les conflits de noms de variables.

Dans le cadre de la théorie de la réécriture gtudions ce calcul et nous donnons les preuves

de ces propriétés principales.

Le mémoire est organisé comme suit :
Le chapitre | aborde les systemes de réécritures Bapartie 1 nous donnons un apercu des

systemes de réductions abstraits, Nous donnandéfanitions des notions de base des systémes




de réduction abstraits tels que la réduction, t€luaence, la normalisation forte et I'interaction
entre ces propriétes.

Nous avons consacreé la partie 2 aux systemes detuéé proprement dits. Apres une
présentation des notions préliminaires sur lextioais binaires et les ordres qui sont trés utiles
dans les démonstrations, nous donnons les définitle toutes les notions relatives aux
systemes de réécriture tels que les signaturesedéss de réécriture, les paires critiques. Nous
étudions ensuite les systemes de réécriture orttaago nous en donnons les théorémes

fondamentaux : le théoréme de confluence et leréimé® d’ O’donnell.

Dans la partie 3, nous abordons la terminaisorsgetemes de réécriture. Nous étudions toutes

les techniques qui existent pour prouver cettengtgpdans le cadre de la réécriture.

On a consacré le chapitre 1l pour I'étude Heslculs et les substitutions explicite. Apres une
présentations des notions de base tels que lexbigsilibres, liées, [gréduction, lau-

conversion et le probléme de la substitution imi@ioous étudions la substitution explicite avec
ses deux formes : indices de De Bruijin et lesaldeés nommées. Nous concluons le chapitre par

un panorama des calculs avec substitution explicite

Dans le chapitre Il nous présentons une étudeli@éétau systeme@ et nous montrons que ce

systéme de réécriture est confluent et préserfigtianormalisation did-calcul classique.
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Chapitre |

Les Systemes de Reéécritures

.1 Systemes de Réduction Abstraits

Nous commencons par introduire les systemes dectiéduabstraits ou systemes de réécriture
abstraits, composés uniquement d'un ensemble d®hgs par une ou plusieurs relations de
réductions ou de réécritures (fig. 1.1.1), et gerost percues comme des relations de

transformation ou de calcul.

N,

Fig. I.1.1

[.1.1 Notions de base

1) Un systéme de réduction abstrait (ARS) est unetsre A=(A,(- ), ) composée d'un

ensembleAet d'une suite finie dénombrable de relations b ,) surA, appelées aussi

relations de réduction ou de réécriture.

Quelque fois nous notor(s- ) commea , dans le cas d’une seule relation de réductions no

utilisons aussi {) sans plus. (Un ARS avec une seule relation dectémh est appelé ‘systéme
de remplacement’ dans [STA 75] et un ‘systeme decaton’ dans [JAN 88]. Si poua,b[] A

nous avonga,b)0(- ,) nous écrivonsa -, bet nous disons qukest le ¢1-) réduit dea en

une seule étape.
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2) La fermeture transitive réflexive de. ,) s’écrit >, (La notation -

a

est plus habituelle,

mais la notation a fleche double est préférée laoas des schémas graphiques.)

Donc on écrit a »>, b s'il est possible de trouver une séquence évdatueht vide et finie
‘d'étapes de réductiod=a, -,a, —»,..—-,a,=b. Ici = Indique lidentit¢t dans A.
I'élémentb est appelé urof) réduit dea. La relation d’équivalence générée réara)est notée
=, appelée aussi la relation de convertibilité gén@ase- ). La fermeture réflexive dé- )
est notée (- o). La fermeture transitive de- ) est notée (- *+). La relation inverse de-
est notée () ou (- ). L'union (-, O — 5) est dénoteée par ;). La composition

(-, ° - ) estdefinie pal(a ~, 0 aﬁ)si a -, ¢ -, bpourun certaircJ A

3) Sia,fsontdeux relations de réduction syrnous disons que commute faiblement avec
L si le diagramme suivant (Fig. l.1.2a) est valahbitest-a-dire silab,cO0ACdOA

(Cg—a-,b=>c->,d << p) ou dune notation plus courtef— 0 -4 [
»>,05< .
Plus encorea commute aved si —>, et —>,commute faiblement. (Cette terminologie

différe de celle de Bachmair & Dershowitz (voir [BB], ou,a commute avef sia™* o p Op*

0aq.)

4) La relation de réduction. est dite faiblement confluente ou WCR (weakly @huRosser),

si elle est faiblement auto commutative (voir Hid.2b), c'est-a-dire sida,b,c0A CdOA

(C«—a—>b:> C<<d —>>—b).

(La propriété WCR est aussi appelée ‘confluencal&c[JAN 88].)

5) » est subcommutative (notation WERsi le diagramme dans le schéma 1.1.2¢ est valable
c'est-a-direlda,b,c0A [dOA (c~a->b=c->"d <7 h).
6) - est dite confluente, Church-Rosser ou possedeofaripté de Church-Rosser (CR) si elle

est autocommutatif (voir d) c'est-a-dif@,b,c JACdOA (c<— a ->~b=c ->d << h)
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2SSO O

S BV s e

() (b) (c] (d)
(e) @ g

Figl.1.2

Dans ce qui suit nous utilisons les termes ‘comftee et ‘Church-Rosser’ ou ‘CR’ sans
préférence. Pareil pour la confluence faible et WQR proposition suivante découle

immédiatement des définitions.

Proposition I.1.1 Les cas suivants sont équivalents :

(i) - est confluente.

(i) —»> estfaiblement confluente.

(i) —> estauto commutative.

(iv) —»> est sub-commutative.

(v) le diagramme dans le schéma |.1.2e est valalast-a-dire

Da,b,cOA CdOA (c - a->b=c->d=<cbh).
(vi) Da,b0A (a=b=[0Aa->c<-b).

(Dans ce cas : ‘=’ est la relation de converti@iljénérée par voir le diagramme dans
Fig. 1.1.2f.)
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Définition .1.1 Soit A =(A, -) un systéme de réduction abstrait.

(i) Nous disons que [] Aest une forme normale s’il n’existe auchrnlansAde tel qua - b.

De plus,b0 A a une forme normale & - > a et a est une forme normale.

(i) La relation de réduction- est faiblement normalisante (Weakly Normalizing NV

sidad A, a possede une forme normale. Dans ce cas nous @iseasqueA est WN.

(iii) A (ou ) est fortement normalisant (Strongly Normalizir§N() si chaque séquence de

réductionsa, - & — ... - a, ; estfinie. (Une autre terminologie= termine ou elle

Noethérienne.) Si la relation de réduction inversest SN nous disons qu(ou — ) est SN

(iv) A (ou-) ala propriété de la forme normale unique (UN) si

(a<<.->>b= a=bpourtoutes les formes normalagp [1 A.

(v) A (ou-) ala propriété de la forme normale (NF) si

Oa,b0A (a Est une forme normaleatEb=b - > b).

(vi) A (ou-) est inductif (Ind) si pour toute séquence de céda (probablement infinie)

a, - a, - ...ilyaunalA tel que a, — apour tout n.

(vii) A (ou- ) est croissante (Inc) s'il existe une applicatloh: A - Ntel que

Da,bOA (a - b=la<[h). Ici N est 'ensemble des nombres naturels al@dre

habituel sur les entiegs

(viii) A (Ou-) est a branchement fini (FB) si pour taufl Ad 'ensemble des réductions a une
étape da, {b0JA/a - b}, est fini. Si la relation de réduction inverse est FB, nous disons

que A (Ou-) est FB'. Dans [HUE 80], FB est appelé ‘localement fini'.

Un ARS qui est confluent et terminant (CR & SN) esitssi appelé complet (Une autre
terminologie : ‘canonique’ ou ‘uniqguement terminant

Avant d’étudier les relations entre ces propriétésys introduisons d’abord quelques concepts

de plus.
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Définition 1.1.2 Soit A=(A -,) etB =<B, _>ﬂ> deux ARS.A est un sous ARS dB,

notéA OB, si:

(i) AB.

(i) a est la restriction dg surA, c'est-a-diréla,a’ [ A(a »pd e a-, a’).

(i) Aest fermé sous, c'est-a-diréla ] A(a -z b=Db0 A).
L’ARS B est aussi appelé une extensiode
Notez que toutes les propriétés vues jusque la WEBR, WCR*, WN, SN, UN, NF, Ind, Inc,
FB) sont stables sous l'inclusion : par exempla §i B et B est CR donc A l'est aussi. Le sous
ARS déterminé par un élémeat’un ARS A est particulierement intéressant.

Définition 1.1.3 SoitA = (A, - ,)un ARS et [J A. Le graphe de réduction denoté G(a)est

le plus petit sous ARS dé contenana. Donc G(a) a pour éléments toutes les réductiens @
y comprisa lui-méme) et est structuré par la restriction aeelation - sur cette ensemble de
réduits.
Nous allons maintenant rassembler dans un théopluseurs implications entre les différentes
propriétés des ARS. La premiére partie (i) estéatité la motivation principale pour le concept
de confluence. Elle garantit des formes normalesjuas, qui est bien sur une propriété
souhaitable dans I'implémentation des spécificatides types de données algébriques. A part
I'implication fondamentale CR> UN, le concept plus important est (ii), connu agssnme le
Lemme de Newman.
Théoréme 1.1.2

. CR= NF= UN

ii. SN & WCR = CR (lemme de Newmman)

i. UN&WN = CR

iv. UN&WN = Ind

v. Ind & Inc = SN

vi. WCR & WN & Inc = SN

vii. CR = CP pour les ARSs dénombrables.
Les propositions dans I'énoncé du théoreme (etogesl autres) sont montrées aussi dans le
schéma 1.1.3; ici il est important de voir sifleche d’'implication pointe vers le signe de la
conjonction & ou vers une des conjonctions, Idemrpa queue de la fleche d'implication. Il est
impossible de renverser une des fleches dans deatitme des implications. Un contre exemple

10
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instructif pour WCR=CR est le TR8dans le schéma I.1.4, (donné par R. Hindley, aogsi
[Hue80]).

WCR

NF «— CR < CP

»

A o

Dénombrables

Consistance

UN N
SN & WCR (Comp|et)
Ind & Inc
WCR
WN
Inc
FB' & SN?

Fig. 1.1.3

(—C) (—()

Fig. 1.1.4

! Les systémes de réécriture de termes (TRS) séiabjet de la ™ section

11
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Preuve des propriétés :

i. Immédiate a partir des définitions.

ii. Des preuves courtes du Lemme de Newman sont dordees [HUE 80] et dans

[BAR 84] qui est tres simple :

Par la propriété SN chaque élémeril Ase réduit a au moins une forme normale. Il suffitip
CR de démontrer que cette forme normale est unique.
Un élément dans I'ARS considéré est appelé amBidyeut se réduire a deux (ou plus) formes
normales. A présent nous affirmons qu’un élémeriiigmpossede un réduit en une étape qui est
de nouveau ambigu. Pour cela, admettons que ardsg@ se réduisant a des formes normales

différentes n,,n, :a - b..neta - c..n,. Si b=claffirmation est prouvée :b est ambigu.

Autrement, on appliqgue WCR aux étapes divergented, a — cpour obtenir une réduction
d commune de telle sorte qlre- > d etc - > d . Si d est ambigub et csont ambigus aussi. Si

d n’est pas ambigu, il se réduitrg, n,ou une autre forme normaig. Dans tous les cds ou ¢

est ambigu (Fig. 1.1.5). Cela prouve I'affirmatidvais I'affirmation contredit la supposition de
SN, ce qui démontre la propriété.a

<N
o

Les formes Normales

o]
w
<
«CC

Fig. 1.1.5

La preuve des propriétés : (iii), (iv), (v), (v{)ii) sont dans [TERESE 03]

12
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.2 Relations et Réécriture

Dans cette section nous allons définir les notifomelamentales desystémes de réécriture
Nous préciserons dans un premier temps des coasaes sur leselations binairesgénérales
avant de nous concentrer sur les relatiomsdile, puis et aprés avoir défini lésrmessur une
signature d’'une relation de&écriture, rous décrivons les propriétés les plus recherchdéedes

telles relations avec un intérét tout particulieuplaterminaison
Une relation binaire sur un ensemi}e est un ensemble de couples d’élémentys d®n dit

pour deux éléments formant un couple qu’ils santelation

[.2.1 Notions Préliminaires

Définition 1.2.1 Une relation binaired sur un ensembl®. est une partie d&xX. Les
éléments(U,V) de cette relation sont en général nofés .
On utilise la notatiorr pour la composition des relations : pour deuxtiais [1 et 0 sur un

ensembl@, [0 o [Jdésigne I’ensemb{@,v] il existeu' 0% tel queuRU' etu'Dv }

Enfin, pour deux relations O et [0 sur un ensemble, on note 0-0 la différence

ensemblistél /(0 n ).

Définition 1.2.2 Une Relation Binairé] sur ). est :
e Symétrique si pour touset vde., ullv entrainevldu ;
» Antisymétrique si pouu et vde}, ullv et v[u entrainev=u ;
» Réflexive si pour tout élémentdeX ullu;
» Antiréflexive si pour tout élément de},, on n'a pasulu ;

» Transitive si pour towt,vett deX, ullv et vt entrainei]t.

Nous nous intéresserons dans la suite a la tersoimadventuelle des séquences d’éléments en

relation et en particulier aux relationsethériennes

Définition 1.2.3 Une relation O sur un ensembl@. est Noethérienne s'il n’existe pas de

chaine infinie d’éléments de en relation.

13
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Définitions 1.2.4 Soit R une relation sur un ensemiile R définit :
» Une relation d’équivalence si elle est symétriqaélexive et transitive ;
* Un pré ordre si elle réflexive et transitive ;
* Un ordre si elle est réflexive, transitive et ayriigtrique.
» Un ordre strict si elle est antiréflexive, trangtiet antisymétrique.

Dans une relation donnée par un pré orelria partie stricte est I'ensembffu,v)(v,u) 02} ; le

pré ordre> peut étre désigné comme la partie large de léigela

Définition 1.2.5 Un pré ordre est dibien fondési sa partie stricte définit une relation

noethérienne.

Proposition 1.2.1 Toute relation incluse dans un ordre bien fondéies fondée.

[.2.2 Relations sur les termes

1.2.2.1 Signatures et Termes
Une signaturé est un ensemble de symboles muni d'une application

AR : F - N. (N est 'ensemble des entiers naturels). On appeité du symbolef LI F
Ientier naturelARe (f).

On distingue parmi les symboles ffe ceux d’arité nulle qu’on appelnstantes

Définition 1.2.6 Soient F une signature eX un ensemble dénombrable de symboles disjoint
deF . L’algébre deermessurF etX , notéeT(F, X) est le plus petit ensemble tel que :

1. X OT(F,X) eton queX est 'ensemble degariables

2. Sit1, ..t.OT(F,X)" et si f OF avec AR(f)= n alorsf(t1, t2,... t)OT(F,X).

Un élément deT(F,X) est unterme Si test un terme, on nodar(t) 'ensemble des
variables qu’il contient. Un terme sans variableisoi clos
Définition 1.2.7 Une positiondans un terme est un mot sur 'alphatet{0}. Le mot vide
qui représente une position a la racine est Aatéa concaténation dg et q est notéep.q
oupg. Podt) désigne I'ensemble des positions du tetme

Le symbole de tétest le nom de la fonction (ou de la variable) adaition racine. On désigne

par A(t) le symbole de téte du terihe
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On définit lesous termele S & la positionp (notésp) par :

.« §a=S

o f(t,...,t)

ip :ti ‘p .
Un sous terme a la positiop est dit propre g0 A .

Le remplacement de par t & la positionp (notéslt]» ) est définit par :
o dth=t,
oty t)[t]o= Flta,. 1 [ton ).

Le termet = f(f(a,x),g(h(x,b,y) ) ) est représenté par l'arbre de la figure 1.2.1.
On peut trouver dans le schéma par exemple/t{tj)s= f et que le sous terme diea la position

21 esh(x,b,y).

f N\
\
f 9 ! 2
N\
a X n 11 12 1
X . y 211) o2 ]| 212

Fig.l.2.1 Exemple de Terme et positions sous forntkarbre.

Définition 1.2.8 Un contexteC est un terme qui contient une ou plusieurs ocosge d’une
constante spéciake[] F appelé « hole ».

Dans le cas oﬁt[...] est un contexte contenanbccurrences d#(a des positions déterminées)
et ou 1y, 12,..Inreprésentes n termes de I’algéb@ﬁtl,..tn] dénote le remplacement dépar les

termed; .
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Définition 1.2.9 Soit T(F, X )une algébre de termes, uiebstitutionest une application de

I'ensemble des variableX vers I'ensemble des termes. L’ensem{)d@ X|0'(x) # x} est appelé

le support de la substitution. Une substitutiont@re aussi décrite a I'aide de son support : par
exemple {xn—>t1,y|—>tz} représente une substitutiom de support{x, y} telle que ox =t
etoy =t-.
Remarques 1.2.1
* l'application d'une substitution est écrite on nma post fixée (exemple:
xo désigner(x) )
* une substitutiono peut étre étendu comme endomorphisme Tc(E, X)en posant:
f(to...th)o = f(t0,... tn0) .
+ Le termeto est appelénstancedet .
* Une substitution est ditedlosesi 'image de son support est un ensemble quioméient
gue des termes clos.
Définition 1.2.10 On dit qu’un termeufiltre un termet s'il existe une substitutiow telle
queou =t. Deux termedU et vV sont ditsunifiabless’il existe une substitutiow (alors appelé
unificateur) telle queu = ov .
1.2.2.2 Ordres sur les Termes
La notion d’ordres sur les termes (aussi connuence ordering pair [KMY 99] est trés utilisée
dans les preuves de terminaison.
Définition 1.2.11 Un ordre sur les termes est une paire de relasansges terme$>,>) qui
vérifie :
1) = estun pré ordre;
2) > estun ordre strict ;
3) =o=2[> etzox[>-.
Un ordre sur les termeg,>) est dit :
» Bien fondé si> est bien fondé ;
e Stable par substitution sui=2v=o0u=o0v et si u>v= ou> ovpour toute
substitutioro .

+ (Faiblement) Monotonsille context&€, u=v = C[u] > C[v];
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+ Strictement monotone’il est monotone et que >~v=> C[u]>C[v] pour tout
contexteC.
Remarque 1.2.2 La comparaison stricte de deux termes vis-a-visydeé ordre> ne
correspond pas dans le cas général a I'ordre asgricié-. Cette partie stricte n’est en effet pas

stable par instanciation de termes. L'exemple suidmnné par Enno Ohlebusch illustre cette

particularité.

Exemple 1.2.1

Considérons la signatute ={ f :unaire ;a:constante} et le systémél(F) réduit a la seule
regle: f(x) — f(a). On peut définir le pré ordrzsur T(F, X) par>= [l - 0. Pour cette
relation f(x)> f(a) et f(a)> f(x) ; donc par définition de la partie stricte(x)>~ f (a).
Pourtant en appliquant la substitutimr {x - a}, nous obtenons(a)o = f(a)= f(a)= f(x)o,

ce qui montre que le caractére strict de I'orieataést perdu.

Afin d’obtenir une relation stable sous I'applicatide substitution on définit la notion de partie

stricte stable
Définition 1.2.12 Soit > un pré ordre suf (F, X) de partie stricte-. La partiestricte stable

> de = est définie par U>V si et seulement sio >vo pour toute substitution close sur

n'importe quelle extension de.

Deux classes d’ordre sur les termes nous inté@sstut particulierement du fait de leurs
Propriétés caractéristiques.

Définition 1.2.13 Un ordre sur les termdg,>) est un ordre de :

* Réduction (reduction ordering) s'’il est bien fond®notone et stable ;

* Reéduction stricte s'il est strictement monotonstable;

» Réductionfaible s’il est (faiblement) monotone et stable;

« De simplification s'’il est stable, strictement méme et posséde la propreté de sous
termeﬁ[t] ~1.

Lorsqu’on veut comparer des termes d’une algefffeX ), on considére des ordres oui le

premier élément est et le second noté est la partie stricte stable He
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1.2.2.3 Extension des ordres sur les termes
On peut obtenir de nouveaux ordres par la composiéxicographique de deux ordr(%é,%)

et(22,>2).

Définition 1.2.14 On définit lacomposition lexicographiqué>®, =), (22,>2)) ex=(2,>) de
deux ordres sur les termé‘kl) et (22,>2) de la fagon suivante :

e u>vsiuxtvousiw'vetus?v:

e u=vsiustvousiuz'vetu=?v

Proposition [.2.2
Si (*,) est strictement monotone et(s?, ) est faiblement monotone, alors la composition
Iexicographique((21,>l), (22,>2)) ex €st faiblement monotone.

Si (21,>1) et (22,>2) sont strictement monotone, alc((al,>—l), (22,>—2)) lex €St strictement
monotone.

Il est aussi possible d’étendre une relation delir les termes d’'une algebre a une relation

d’ordre sur les multi ensembles de termes.

Définition 1.2.15 Soit (,>) un ordre sur les termes. On définit inductive nientension
lexicographique dé2,>) sur les suites de termes comme suit :

[en.e] =[] sin-0;

lex

[a,..&] - [e’l,..e’n] Si e>€1 ;

lex lex

[evez,..e0] =" [€1,€2,..Eh]si a=¢1et [er,..e0] =" [e2,..€0] ;

[en.e] =[] sin=0;

[evez,..e0] = [€1,€2,..€h] sie>€l ;

[eve2,..e0]) = [€1,€2,..€h] si axeiet [e,..e0] 2 [€2,..€4].

Définition 1.2.16 Un multi ensemble est une applicatidfe d’'un ensembleE vers N telle
que{eD E|ME(e) 7 O} est fini. On appelleMe(e) la multiplicité dee dansMe .

Les multi ensembles sont souvent notés en extemsite accolades, chageeapparaissant en

ME(e) occurrences, En I'absence d’ambiguité on peut wenket précision d’un ensemble.
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On dit qu'un élémente appartient & un multi ensemble M (ce qu'on nowrsal e1M)
siM(e)=1. SoientM et N deux multi ensembledyl est inclus dand\ (notationM [ N )
si pour toue, M(e)< N(e).

Enfin M' =M /N est défini paM'(e) = Max(0,M (e) - N(e)).

Définition 1.2.17 Soient M et Ndeux multi ensemble de termes, ektension
lexicographiqued’un ordre sur les termeg,~) est un coupld> mu, > ma) défini inductive ment
par :

e M2=2muM ;

« SiM=mNetsie=€" alorsM O{e}=miN O{e} ;

« SiMz=mNetsiexe,.epour k= 0alorsM O{e} > muN O{e,..0d ;

« SiM>mNetsiex>¢ alorsM O{g} - miN O{€}.

[.2.3 Réécriture de termes

Une relation de réécriture est une relationsur les termes, monotone et stable par instanuiatio
On note — *sa cléture transitive et- ~ sa cloture réflexive/transitive.

Du fait qu'on ne peut pas représenter une relatlenréécriture (qui peut étre infinie) en
extension, il est suffisant de donner une représient canonique de cette relation par ce qui est
appelé : unsysteme de réécrituresouvent simplifié en TRS (de l'anglais « Term Réng
System » voir [BN 04], [TERESE 03], [KLO 80,82], [f001]).

Définition 1.2.18 Etant donné une algébre de terfiEs,V).

A) Une regle de réécriture s@if est un couple{l,r) (notél - r) de termes de l'algebre
T(X,V) vérifiant :

e |0V (la partie gauche de larégle n’est pas une biajia

« Var(r)Ovar().
B) Un systéme de réécritufé(>) est un ensemble de régles de réécritur® siBi aucune
confusion ne peut étre posée pour la signaturede, e systeme de réécriture est noté
simplement(] pour direlJ(X). Le systéme de réécritufé engendre la relation de

réécriture— o.
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Remarques 1.2.3

* Uosov> E(I - r)D [1, une positionp et une substitutiow telles que 1J|p =|lo et
V=ro fp.

. U|p est appelé un radical gtest le réduit dei par la regld - r a la positionp. Ce qui
est notéU,”? - V et dans le cas ou ces précisions ne sont pas a&esssn peut écrire

tout simplemeriy ' - V.

D’apreés la terminologie utilisée par Thomas Artdi@tgen Giesl [AG 97], deux types de

symboles peuvent étre distingués : les symbaddimiset les symbole€onstructeurs

Définition 1.2.19 Soit O un systéme de réécriture sur une signaur®n définit la partition
2. =D0OC telle que:
« f0OD  Cunerégld — r OOtelle queA(l)= f ; (Dest un ensemble qui contient les
fonctions qui existent a la position racine)

e C=D/Z.
Les éléments composant I'ensemBlesont appelés les symboldsfinis les éléments d€ les

symbolesconstructeurs

1.2.3.1 Propriétés Syntaxiques des Systemes de Bééire

Une réduction n’est autre que le remplacement d&sgions syntaxiques par d’autres, les
caractéristiques syntaxiques donnent intuitiveneemtaines informations sur les propriétés du
systéme.

Définition 1.2.20

* Un systeme est ditliranchement finsi tout radical n’est filtré que par un nombré tie
membres gauches des régles.

e Unterme est diinéaire si chacune de ses variables n'apparait qu’'une seisl.

* Une regle est ditBnéaire a gauchesi son membre gauche est linéaire.

* Une regle est ditknéaire a droitesi son membre droit est linéaire.

* Une regle est ditdupliquante si elle contient une variable dont le nombre diocences
dans la partie droite est plus grand que celui tapartie gauche.

* Un systeme de réécriture dupliquant est un systgmeomporte des regles dupliquantes.

* Une regle est ditprojectivesi son membre droit est réduit a une seule vigriab
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* Si le membre gauche peut étre réduit en plusiearmhles distinctes (par des regles

différentes) on dit que le systeme est projectif (§Edjection non déterministe

Exemple 1.2.2 On considére le systéme composé des régles suvante

f(xy,2)m - g(y.y)
f(xy.y) T - g(xy)
g(xy)mf -y
h(x) [ - x
f(x,y,2z)IF - h(x)

La premiére regle est linéaire a gauche ; la deoiéegle est linéaire a droite ; la troisiéme,
quatrieme et la cinquiéme régle sont linéairesadtelet a gauche donc elles sont linéaires. Il est
facile de vérifier que la premiere regle est dumigte et que la troisieme, et la quatrieme regle

sont projectives.

Prenons le termé(x, y, z).
f(x,y,2) - sh(x) - «X
1

a(y.y)

y

Ce qui montre que le systéme est projectif ND.

1.2.3.2 Aspect calculatoire des Systemes de Rééare

Un systeme de réécriture fait un calcul, le résw@sh toujours un terme sur lequel le calcul ne
peut étre poursuit.

Exemple 1.2.3 Soit le systéme de réécritui@ qui spécifie les nombres naturels avec les
opérations de I'addition, la multiplication, le sesseur et la constante nulle (le zéro) défint par
A(x,0) - x

Alx, S(y)) IF - S(A(x, y))

M (x,0) (TF - 0

M (x, S{y)) I — A(M (x,y).x)

Le termeM (S(S(0)), S(S(0))) se réduit aS(S(S(S(0)))) par les étapes de calculs suivantes :
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Remarques 1.2.4

* Un terme qui ne peut étre réduit par un systemeéeriture] est en forme normale (au
sens du systenie).

e Un terme est] normalisable s’il admet une forme normale par Isté@ayédl c'est-a-dire
s’il existe une réduction qui aboutit a la formemale.

» Un terme est dit fortement normalisable si toutkicfon méne a une forme normale.

* Un systéme est normalisant si tout terme est nisatdé. Il est fortement normalisable
(on dit qu’il termine) lorsque la relation. o est noethérienne, c'est-a-dire que tout terme

est fortement normalisable.

Exemple 1.2.4

Soit la signatur® ={f :1;a:0}, et le systémél défini sury. tel que :

{f(x)aa
f(x) -~ f(x)

Chaque terme a une forme normale qui est a. maigstéme n’est pas fortement normalisant car

f(x) peut étre réduit infiniment,

1.2.4 Confluence des systemes de réécriture

Comme nous l'avons vu dans I'exemple du systemephddédent, I'application de regles d’'une
maniere non déterministe peur étre une source al@gme pour l'unicité du résultat et méme
pour I'existence de ce résultat de calcul. La pfggrde confluendenous permet d’ignorer le

choix de la régle a appliquer.

1.2.4.1 Paires Critiques

% La propriété de confluence a été définie dansdéian 1.1
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Avant de donner la définition formelle des pairestiques, nous donnons I'exemple

d’introduction suivant :

Exemple 1.2.5

Le systeme de réécriture non confluent ci-desssusré de la théorie équationnelle des groupes

en orientant les regles.

ex[' - x
| (x)x I - e
(xy)zIF- x(y.2)

Ou ereprésente I'élément neutre i) représente l'inverse de

Le rédex| (x).xpeut étre unifié (aprés renom mage des variables) an sous terme qui n'est
pas une variables(: le sous terme souligné) du ré{exy].zce qui donne comme résultat de
——
S

Iunification le terme :(I(x).x).z. Ce nouveau terme est sujet & deux réductionsbpess

« (Ix)x)z?- ez

o (1(x)x)zF - 1(x)(x.2)
La paire de réduitez|(x)(xz)) est appelée une paire critique, la propriété delwence
dépend étroitement des possibilités de réductisrcdmposants de cette paire.

[.2.4.2 Définition formelle

Soienta - B et y —» odeux regles de réécriture tel qaeest unifiable (aprés renom mage des
variables) avec un sous terme gequi n’est pas une variable. Cela veut dire quiilsige un
contexteC[ |, un terme non variabléet un unificateur le plus générat tel que y =Clt]
etto=ao. Le terme yaEC[t]a peut étre réduit de deux possibles manieres:
C[t]a - C[ﬂ]aetya - 00 .

Maintenant la paire de réduité(:[ﬂ]a,éa) est appelée une paire critique obtenue par la
superpositionde la réglea - B sury - 0. Si a - B et y - dsont les mémes regles de
réécriture on exige que s’unifie avec un propre non variable sous termeydé'est-a-dire :

non=a).
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Remarques 1.2.5
* Un systeme de réécriture comportant des pairaques est dit Overlapping ;

» Les paires critiques sont définies modulo renomerges variables.
Définition 1.2.21  Une paire critique(s,t) est dite convergente siet tont un réduit

commun. Dans I'exemple 1.1 la paire critiq¢ez|(x)(xz)) n'est pas convergente : le terme
| (x)(x.2) est une forme normale et le termene peut se réduire qua

Remarque |.2.6 Dans la théorie des groupes I'égalité des deux osames de la paire

critique peut étre dérivable, mais elles n’ont aupéduit en commun en utilisant le systeme de

réécriture donné dans I'exemple.

1.2.5 Les Systémes de Réécriture Orthogonaux

Nous avons vu précédemment que la présence dess paitiques dans un TRS détruit la
propriété de confluence et nous présentons ungaaéde systemes qui n‘ont pas de paires
critiqgue, en d'autres termes, les systémes dontdgkes de réécriture ne se superposent pas.

Nous allons aussi imposer la linéarité a gauchegue donne comme résultat des regles

orthogonales I'une par rapport aux autres. Plunétlement nous avons :
Définition 1.2.22

* Un TRSO est orthogonal sl est linéaire & gauche et ne contient aucune pdiigue.
» [est faiblement orthogonal &l est linéaire a gauche &t ne contient que des paires

critiques convergentes, i.e.(sit) est une paire critique aldrs s.

Notons que pour les régles qui sont linéaires &clyawseule le pattern de la regle qui est
important. Un probleme avec les regles non linGagegauche est que leurs applications
requirent un test pour l'identité syntaxique deasttes arguments substitués aux variables qui ont
plus d’'une occurrence. Comme les termes sont lsegenwariés ce test est trés laborieux. Un
autre probléme est que l'absence de la linéaritégaache peut détruire la propriété de

confluence, comme le montre I'exemple suivant :
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Exemples 1.2.6
1) Soit [ le systéeme formé par les regles :

D(x, x) - E

C(x) — D(x,C(x))

A - c(A)
Ce systéme est faiblement confluent mais pas cemiflunous avons les réductioB$A) - " E et
c(A) ~" c(E); c(E)et E non pas de réduit commun. Le systéiméa pas de paires
critiqgues. En admettant pour le moment que leseayss orthogonaux sont confluents, la non
confluence de est causée alors par la régle non linaire & gaDhe) - E.
2) le systéme de réécriture suivant est préseme [tHUE 80]

0 S(oo)

eqx x) - True

eqx S(x)) -~ False
Il est & noter que ces regles ne sont pas overigppais le systeme n’est pas confluent du

moment otleq(co, ©) — True et ausskg(w, ©) - False.

La détection des paires critiques est plutbt anthiguais leur absence est facile a prévoir. On va
essayer de donner une explication de I'absencealess critiques d’une facon intuitive. Sait

le systeme représenté par les régles :

F(G(x,5(0), y, H(z)) ot - x
G(x,S(s(0))) F - 0
P(G(x, S(0))) I - S(0)

Un pattern dune regle est un contexte avec plosieu« hole#». Le
contexteF(G( #, S(O), #, H( # ) ) est le pattern de la rég(e). Dans le schéma en arbre 1.2.2

ce pattern est la partie encadrée.
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Figure 1.2.3. Patterns de regle non overlapping

Le systeme de réécriture précédent a la proprié& lgs patterns de ces termes sont non
« overlapping ». La figure 1.2.3 montre un termagik systéme avec tous ces patterns.
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Exemples 1.2.7 Systemes (faiblement) Orthogonaux

Nous allons maintenant donner des exemples de nsgsteorthogonaux et faiblement

orthogonaux.

* Lalogique combinatoire basée sur les combina®utsl , a les regles :

Ap(Ap(Ap(S, x), y). 2) - Ap(Ap(x, y), Aply, 2))
Ap(Ap(K, x),y) - x
Ap(l,x) - x

Ce systeme a les patterns de régles comme il edréndans la figure 1.2.4

Figure 1.2.4 les patterns de la logique combinatog

D’apres le schéma, les patterns ne peuvent pagraper » et comme le systeme est linéaire a
gauche, il est alors orthogonal.
» Considérons les régles du prédécesseur et du secces
P(s(x)) - x
{S(P(x)) - X
Ces régles constituent un systeme faiblement ootinalg il comporte deux paires critiques

triviales, une est obtenue d®(S(P(x)) qui estP(x),P(x)), rautre de S(P(S(x))et

est(S(x), S(x)) -
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1.2.6 Confluence des Systemes orthogonaux et faibient Orthogonaux

L'intérét porté aux systémes orthogonaux est diiagtuqu’ils sont tous confluents comme le

montre les théorémes suivants :

Théoréme 1.2.1.Tout systéme orthogonal est confluent. (Voir [RGH.7

Théoréme 1.2.2Tout systéme faiblement orthogonal est faiblementlaent.

Preuve :voir [TERESE 03].

1.2.7 Terminaison des systemes orthogonaux
Il est aussi possible de connaitre la propriétéetminaison des systemes orthogonaux en
étudiant la relation qu’ils induisent en suivanestratégied’application particuliere.

1.2.7.1 Stratégie de réduction

Il est possible de restreindre la relation de iiééer en réduisant le non déterminisme et cela en
imposant la ou les régles a appliquer a un termmigautes les regles du systéme ce qui donne
ce qu'on appelle unstratégie de réductionOn s’intéresse particulierement a une stratégie

proche de I'évaluation des langage fonctionnedsstiatégie innermost »

Définition 1.2.23 (Stratégie «innermost »

La stratégie « innermost » réécrit un radical eleskmble de tous les radicaux les plus internes.
Cette stratégie met en premiere priorité la norsasibn des arguments avant I'évaluation de la
fonction ce qui correspond dans ce sengvaluation strictede langage comme CAML [XP 93]
ou SML [RTH 97] contrairement a I'évaluation pamsse comme dans HASKELL [SPJ 03]. Le
choix d’'une stratégie peut donner aux systemegudgwiétés qu'ils n'auraient pas dans le cas
général. On a en particulier pour les systeme®gadhaux le résultat suivant.

Théoréme 1.2.3 (O’Donnell 77)

Un systéme orthogonal est fortement normalisaassseulement si il est fortement normalisant

pour la stratégie « innermost » [O'D 95].
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Exemple 1.2.8Considérons le systéme :

{f(g(X)) ~ f(g(x))
g(x) - a

Ce systéme n’est pas orthogonal puisqu'il admpelee critiqué f (g(x)),a).

Dans le cas général il autorise la réduction iefflig(x)) — f(g(x)) - ..., mais il termine sur
tout terme pour la stratégie innermost. Celle-ci era effet éliminer tous les symboles

g nécessaires au radic&(g(x)) et cela a l'intérieur du radical.

|.3 Terminaison Des Systémes de Réécriture

1.3.1 Probleme de I'arrét et indécidabilité
La propriété de terminaison, garantie de I'existed’cin résultat de calcul sur tout terme est

nécessaire au préalable pour étudier toute aubp@ipté, mais d’une maniére générale elle

n'admet pas d’algorithme de décision. Le probleméatrét de machines de Turing s’y réduit.

1.3.1.1 Réécriture et machine de Turing
Nous allons voir comment coder n'importe quelle hiae de Turing sous forme d’'un systéeme

de régles. Dershowitz a proposé a ce sujet un eoglagleux regles seulement [DER 87],
nombre encore réduit par Dauchet ; il est en fagsfble de se limiter a une seule regle linéaire a
gauche [DAU 92]. On reprend ici une traduction@en des travaux de Huet & Lankford [HD
78], en quelques regles de réécriture de mots.

a)
alb|a a a|bj|a a
9 q
Configuration configuratiéquivalente
b
) S t = |9 t t S = |t s’
S Q q

Régles de transition (déplacement a droite) Regles de transition (déplacement a gauche)
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c)

Transition entre configuration
Figure 1.3.1
Une machine de Turing M est un tripl&, S, d) :

1. Qest un ensemble finie d'étafs,,q,.,......q,}
2. S={s,5,5,,....5,} est un ensemble se symbole-oist le symbole blanc tel que
QnQ={}
3. dune fonction partielle d®x S versQx SX{L, R} appelée fonction de transition, les
symboled. , Rreprésentent le déplacement a gauche et a droite.

La machine opére sur une bande infinie dans les siens. Cette bande peut étre représentée par
une fonction7: Z — Stel que{i 1Z |z(i) # <} est finie. A chaque instant la machine est dans un
état, disong, lisant une positiorp dans la bande qui contient un symbele ceci correspond a
une configuration. S5(q,s) = <q’,s’, R> , I'état de la machine change d& q', le symboles est
remplacé pas' et la machine lit la position immédiatement a dralé p (ou a gauche le cas de
L ). Ce processus se répete infiniment ou jusqui@ckaire d’'un symboles ou la machine est
dans un étagtel quecf(q,s) est indéfinie alors la machine s’arréte. Des exemge
configurations sont montrés dans la figure 1.3’#tdt qest attaché a la position en lecture par
la téte. Souvent les chaines de caractéres stsées pour encoder les configurations. Une
chaine de la formev,qw, 0S",q0Q appelée description instantanée, désigne la madaine
un I'état qavec la bandav,w, (le reste de la bande contient des blancs).|dité¢ée1® symbole a
droite deg, i.e le £ symbole dew, ou « si w, = £(le mot vide). Par exemple la configuration
donnée dans Fig. 1.3.1 (b) correspondaibas a et s cagbacasee-.
A une machine de Turiniyl = <Q,S, 5) on associe un systeme de réécritie comme suit :
A chaque étag [0 Q est associé une fonction binaire dénotée par laeétime. A chaque
lettres(1'S correspond une fonction unaire dénoté par la niétire. L'alphabet du systéeme

R,, est augmenté avec le caractérgui représente une infinité de blancs.

30



Chapitre | Les SysterdesRéécritures

Un motw S’ est traduit en un termgw) comme suit :
@) =A ou ¢ estle mot vide.
Asw) = s(@w)) PoursOS,wOS".

Les transitions peuvent donc étre codées de lagrasuivante :

(L/R) déplacement transition Régle de réécriture
3a.s)=(d.s\R) s[4 _, [st alx.sy) - d(sx.y)
19 q
3(a,s)={(d',s,L) [t ls| _, [t]s] q(tx,sy) - q'(x, 5Y)
q q

On peut représenter une machine de Turing comnsgstame de réécriture en utilisant les
descriptions instantanées ce qui donne naturelleoregystéme de réécriture de chaines de
caractéres. Nous utilisant ici une autre représentan codant les états comme des fonctions
binaires.

Il reste a ajouter les cas dégénérés, c’est-afalgant intervenir le caractére blanc, pour obtenir
la simulation désirée, pour cela on peut travaittedulo I'identitéA=¢ A ou ajouter des régles
additionnelles qui sont déduites des regles prategen prenant en compte l'identité&e A.

On obtient ainsi une correspondance entre lesgunafiions successives de la machine et les

réductions a l'aide du systémRg . Il suffit de réduire le probléme d’arrét de lachme de

Turing au probléeme de décision de la normalisaibote du systeme réécriture obtenu.
La clé de preuve consiste a :

1. si a,B sont deux configuration tel que— £ alorst — s(t,ssont les représentants de
a, B respectivement).

2. sit,s sont deux termes tel que- s alorsa +— [ (avec treprésente et sreprésente

B).
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1.3.1.2 Preuve de terminaison

La terminaison est clairement une propriété indedalie, plusieurs méthodes ont été développées
permettant de prouver la normalisation forte danglus part des cas de systéemes rencontrés
dans la pratique. D’une maniere générale on madatrerminaison d’un programme en prouvant
gu’'au cours d’'une exécution, un variant de celudétroit strictement vis-a-vis d’'un ordre bien
fondé. De part la nature de l'ordre, ce variant peait décroitre indéfiniment, et donc le

programme s’arréte sur un résultat.

Exemple 1.3.1 Pour le programme donné par la seule réfdié(x)) - x il est suffisant de
prendre pour variant le nombre de symbofeslu terme a réduire a chaque pas de réduction.

Dans un formalisme de programme quelconque, leerebl de ce variant peut reposer trés
lourdement sur I'expérience et l'intuition de ghiecche a montrer la terminaison.

Dans le cas des systemes de réécriture, la preautaqutefois étre largement simplifiée par le
fait que le system® décrit lui-méme une relation entre les termesefe relation- R peut

étre plongée dans une relation d’ordre bien fonkdgeroposition (1.2.3) entraine alors queR

est bien fondée.

On peut remarquer en particulier qu’un systéme’il termine, décrit une relation. R bien

fondée par définition ; c’est I'ordre de réécritu@®et ordre est a rapprocher du variant associé au
programme qui peut, puisque le programme terminéyaothése, étre la différence entre le
nombre de pas maximal possible sur I'exécution id@née et le nombre de pas déja effectués.
Dans le cadre de cette approche plus généralegterche ne porte donc plus sur une mesure de
complexité qui décroit au fur et a mesure des eaiptins deR mais directement sur un ordre

bien fondé contenant- R.

Exemple 1.3.2 En reprenant dans ce contexte I'exemple IghIpeut montrer que le
systémef (f (x)) - xtermine en considérant le nombre Hledans le terme avec I'ordre naturel

sur les entiers, pour toute instanciation f (f (x))o est supérieur éx .

Théoréme 1.3.1 [DER 82]. Un systémeR termine si et seulement s'il existe un ordre de
réduction >~tel que - 0> .

Preuve Immédiat puisqu’en particulier pour un systeRdortement normalisant, I'ordre de
réécriture est un ordre de réduction.

Un ordre apte a prouver la terminaison d’un systémréécriture doit donc se plier a certaines
contraintes. La recherche d’'une preuve de ternonaigvient alors dans la plupart des cas a

déterminer ces contraintes d'ordre et a les résoudr génération de ces contraintes s’est
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historiguement d’abord limitée a I'orientation std des régles du systeme étudié. On cherchait
alors a trouver directement un ordre convenable |gotnéoreme (1.2.3) a I'aide de ce que nous
désignerons dans la suite comme « Méthodes classiguUne analyse plus fine de la structure
des termes non fortement normalisables par unragské a donner naissance aux critéres de
terminaison a l'aide de paires de dépendance. deisaintes requises, méme si elles sont plus
nombreuses, deviennent moins complexes ; il sdiffiienter largement les regles@ela

décroissance stricte n’étant nécessaire que sditesspaires de dépendance.

1.3.2 Méthodes classiques

1.3.2.1 Terminaison a I'aide d’ordres de simplifcation

L’importance des travaux consacrés aux ordresrdplication, qui concernent la définition de
nouveaux ordres ou I'étude de leurs propriétésit\aa particulier du fait que parmi les ordres
susceptibles d’étre utilisés dans les preuvesrddraison ils étaient il y peu les seuls qu’on
pouvait déterminer automatiquement.

Théoréme 1.3.2 [DER 87] Sur une signature finie, tout ordre de simplifioatest bien
fondé. En particulier s’il existe un ordre de siifiphtion > tel que pour toute reglé ( r d’'un

systémeR) : | >r alors R termine.

Définition 1.3.1 L’ordre dit de plongement< est défini par :
t= f(ty,.t,) gttt ) = t'si
1. llexisteil<i<mtelquet<t’, oubien
2. f =getpourtoutj,l<j<n,t at,
Remarque 1.3.1 Le plongement, bien fondé par le théoreme deskal) est un ordre de

simplification et tout ordre de simplification lemtient.
Deux termes sont en fait en relation par I'ordreobengement s'il est possible d’obtenir I'un a
partir de I'autre simplement a I'aide de projecio®n peut donc considérer les systémes qui

préservent la terminaison quand on autorise legg@&sau sous terme.

Définition 1.3.2 On dit d’'un systémér qu'il termine simplement si

R ‘ U {f(xl,...,xn) >xl|1si sn} est fortement normalisant.
f|AR(f)=I

Cette définition est bien équivalente a une predeséerminaison par le théoreme (1.2.3) et a

I'aide d’'un ordre de simplification.
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Lemme [.3.1(Kurihara & Ohuchi). [MA 90] .Un systéme sur une signature finie termine
simplement si et seulement s’il existe un ordrsideplification > tel que pour toute

reglel - rOR onaitl >r

1.3.3 Critéres des paires de dépendance

La démarche qui consiste a destiner les ordresique venons de voir a I'application directe du
théoreme (1.2.3) est trop restrictive. Art & Gipsbposent en 1997 une analyse plus fine de la
structure des termes non fortement normalisableparmet de dégager de nouvelles contraintes
d’ordres, plus nombreuses mais plus souples [AG 97]

lIs consistent en effet qu’a partir de tout ternoamiant lieu a une réduction infinie on peut
obtenir une dérivation d’'une forme bien particudidProuver qu’il n’existe pas de dérivation de
la sorte, quel que soit le terme considéré, salfits — en montrant par la que tous les termes ne
donnent lieu qu’a des réductions finies — a mettrévidence la terminaison du systeme.
Remarqguons que grace a la plus grande souplesss dentraintes, on peut davantage en
espérer une résolution automatique.

1.3.3.1 Paires de dépendance

Principe de base Un argument de minimalité suffit pour montrerusitermet donne lieu a une
réduction infinie, alors il admet un sous terme Mortement normalisablé (u,,...,u,) tel que
tous lesu;, sont pourtant fortement normalisables.

On obtient ainsi I'existence d’'une réduction pairiere comme celle de la figure 1.3.1 Pour
garantir la terminaison il reste a prouver qu’ue8et dérivation ne peut se produire. Cette
dérivation reposant essentiellement sur I'existedeesous termes pouvant déclencher une

réduction, c’est cette propriété que nous allorgater a contenir dans de nouvelles contraintes.

Définition 1.3.3 Considérons un systéme de réécritR(€ )une paire(l,s) tel qu'il existe

une reglel » r OR ou sest un sous terme dedont le symbole de tét&(s eyt défini est une

paire de dépendance tle- r R
L’'union des paires dépendance de toutes les rédgl&forme I'ensemble des paires de
dépendance de, notéeDP(R). (Voir [TERESE 03] et [AG 2000])
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/\ \\*/ﬂ\”/;/lﬁ---

Fig. 1.3.2 Structure de réduction particuliere

Il est en fait possible d’afficher cette définitien distinguant les symboles de téte des membres
de paires. Cette différenciation est justifiée artipulier car la position marquée délimite le
terme minimal non fortement normalisant dans laicédn particuliére, figure 1.3.2 Nous

utilisons ici et sauf mention contraire ces pawt@sarquées » et préciserons le cas échéant leurs

avantages et les difficultés techniques pouvamésulter.

Définition 1.3.4 Soit R(F) un systéme de réécriture. Pour chaque symbadle- défini
- N - D D
dansRon considére sa copie marquéeelle quef OF.

0 O
Onnote fR= FU{f} f défini dansR

fOF
La mention du systeme de réécriture de référerare émise en I'absence d’ambiguité.
Si un termesde T(F,Var)a en téte un symbole défir, représente le terme de
T(lf,Var) obtenu en remplagar;ﬂ(s) par sa copie marquée. Nous appelleroasquagecette
opération.
Définition 1.3.5 Pour un systéme de réécrite(g), une paire(IA,é) telle qu’il existe une
réglel - r ORou sest un sous terme dedont le symbole de tét(s) est défini est une paire

de dépendance marquéd der .

Définition 1.3.6 Une chaine de dépendance dun systéine est une

séquence..,(Sj,tj),...munie d’'une substitutiow telle que pour deux pairéﬁ,ti), (S.uti)

consécutives quelconqueto O - S,,0

Les paires de dépendance sont définies modulo remage des variables, Nous considérerons
toujours que, dans une chaine de dépendance,riablea sont distinctes d’'une paire a l'autre.
La chaine de dépendance permettent en particidédrire la réduction de forme particuliere

qui nous intéresse, En effet, dans une telle déoivdes DP relient le terme minimal non
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fortement normalisant & un sous- terme de sontréduéte, lui- méme minimal et non

fortement normalisant, comme illustré par la figBe2.

AN\ ALTAA

Fig. 1.3.3 Réduction avec paires de dépendance

Les chaines de dépendance que nous rencontrenamtadzsuite seront dites « minimales ». Dans
le sens ou elles correspondront toujours a la téuparticuliere du principe de base (fig. 1.3.3).
Définition 1.3.7 Une chaine de dépendance est minimale si les sauses propres de toute
instance d’un membre gauche de paire sont fortenmmalisables. Puisqu’elle est capable de

décrire la réduction minimale particuliere dontégactere fini ou infini est celui de la relation

A

[1],~ nous allons désormais nous intéresser a la relafip— | J 0D -
DP(R)

1.3.3.2 Critéres de terminaison

Ainsi passés des dérivations aux chaines, il neste 1a trouver un ordre bien fondé dans lequel
plonger notre chaine de dépendance minimale. Lesaiotes sur les pas de réécriture (et donc
les regles) sont considérablement allégées : setges et les paires doivent encore décroitre, il
suffit désormais que seule la décroissance dedgBd° soit stricte, la terminaison étant alors
assurée par le caractére fini des réduction emstarice de paires. Les paires de dépendance
permettent de définir un critere de terminaisoast’ a- dire une condition a la fois nécessaire et
suffisante pour garantir qu’'un systéme est fortdamermalisant

Théoreme 1.3.3[AG 97].Complétude.

Si un systemé] est fortement normalisant, alors il n’existe awecaohaine de dépendance
infinie.

Théoréme 1.3.4[AG 97]. Correction.

Soit [0 un systeme de réécriture s'il n’existe aucune ehdndépendance deinfinie, alors

0 est fortement normalisant.

Ce théoreme de correction admet un corollaire &&famt de nouvelles contraintes d'ordre.
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Corollaire 1.3.1 [AG 97]. Soit R un systéme d'écriture, s'il existe un@uti réduction faible.
Sur les termesX, > ) tel que :

1. > rpour touteeglel - r0Ret
2. s> tpour toutepaire(s, h JDP (R).
Alors R est fortement normalisant.

Preuve On a en effet. RO >. s'il existait une chaine de dépendance infiniegumait par

définition une substitutiow telle que
ti 7:_/,\[ S+10

R

g

Pour touti est donc une suite infinie.
So-1,0-5+,0-...

Ce qui serait en contradiction avec I'hypothesdien fondé.

1.3.3.3 Graphes de dépendance

La condition de stricte décroissance tutesles paires de dépendance est parfois encore trop
forte. En effet, certaines paires ne peuvent afpargu'un nombre fini de fois dans une chaine
infinie. Les détecter, c'est se donner les moy&ftaiblir les contraintes sur I'ordre et ainsi

permettre un traitement plus efficace.
Exemple 1.3.3
Considérons le systéme réduit & la seule regiéx)) — f(s(f(x))).

Ses deux paires de dépendance sont :

<?(f(x)), ?(x)> (1)
SCORCUO) @

On ne trouvera toutefois jamais plusieurs occuesnme la seconde paire dans une chaine
puisqu'il n'existe aucune substitutiontelle quef (s(f (y))o) - Df(f (x))a. Il n'est donc pas

nécessaire d'en réclamer une orientation.
Afin de détecter, pour prouver la terminaison dystéme R, les paires décisives de DP(R), on
construit un graphe dont les nceuds sont des patitebque les paires qui peuvent apparaitre

consécutivement dans une chaine soient reliéese Thaine infinie correspondant donc a un
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chemin infini dans le graphe qui est fini si leteyse lui-méme l'est et qui par conséquent doit
dans ce cas contenir des cycles.

Dans la suite de cette section, les systemes @nésidont tous finis.

Définition 1.3.8 Soit R un systéme de réécriture. On appelle graphe dendépce de&R le

grapheG dont les nceuds sont les paires de dépendanBeetdel que((s,l>,(s’, I >)D E(G)si et

seulement si il existe une substitutiorvérifiant.

0
taDﬁEa so

Prouver la terminaison, revient en fait a vérifeedécroissance des paires qui interviennent

dans les cycles pourvu qu'au moins l'une d'ellesoisent strictement.

Exemple 1.3.4[AG 97] Considérons un systéme de division desentle Peano

X—0 - X

S(x)-S(y) - x-y
0+8(y) - 0

S(x)+s(y) - S((x-y)=s(y))

Il n’existe pas d’ordre de simplification pour gesgeme. On extrait trois paires de dépendance :

(S(x)=S(y). x=y) (1)
(S(x) % s(y). (x~y)* s(y)) 2)
(S(x)=s(y).x=y) (3)

Qu’on peut agencer en :

Puisque (3) n'est pas sur un cycle du graphe, Eentation n’est pas a considérer.

Le raffinement des graphes préserve la correctsncdteres par paires de dépendance. Il suffit

en faite de limiter 'analyse aux cycles élémemsidu graphe considére.
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Théoréme 1.3.5[AG 97].Critéres de correction avec graphes.
Soient R un systéme de réécriture fini & son graphe de dépendance. S'il existe un pré ordre

>~ de réduction faible tel que :
1. I> rpourtoute regle b rOR,

2. s> tpour tout cycle élémentail@ de G et pour toute pairés,t) 1C

3. Pour tout cycle élémentail@de G il existe une pairés,t) OC telle ques >~ t,

Alors R est fortement normalisant.

Preuve Un graphe de dépendance est fini car les pairgsesonombre fini. Le chemin associé a
une chaine infinie passe donc un nombre infini@e par un cycle élémentaire. Les cycles
élémentaires sont de longueur finie donc a chagiseuhe décroissance stricte est effectuée, se
qui contredit le caractére bien fondé de I'ordra.@@nclut par le théoreme 1.5.2.

Il nest pas possible de déterminer automatiquenfeergraphe de dépendance : I'existence de
otelle queso - "to pour s et t données est indécidable en généraht@miuit donc la notion

de graphe de dépendance approché dont on saitaquitient le graphe de dépendance. Le
théoreme de correction avec graphe reste bienaddiple sur ce graphe approché.

1.3.3.4 Approximation du graphe

Plusieurs d’approximations des graphes de déperdant été proposeées. L’approximation
originale de Arts & Giesl repose l'unifiabilité desembres gauches avec une transformation
syntaxique des membres droits et admet une amtiiorparnarrowing [CUR 86]. Toyama et
Kusakari [KEI 00] utilisent les concepts de rédoet. etQ . Middeldorp [MID 01] quant a lui
met en jeux des automates d’arbre.

Nous décrivons ici la méthode de Arts & Giesl sntwsuffisamment puissante et peu colteuse.
On veut déterminer un ensemble d’arcs qui contlengraphe de dépendance. Les seuls
symboles de racine stables par réduction sontdastmicteurs : Le critere de sélection retenu
guant aux paires a considérer est la possiblecatidin des membres dont les sous termes ayant
des symboles définis a la racine ont été remplpagses variables distinctgaelques soient les

occurrences.
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Définition 1.3.9 Soit R(F)un systéme de réécriture. Pour tout terme

« CAP(t) désigne le terme obtenu en remplagant par desbkesi des sous termes de
tdont le symbole a la racine est défini dBns
« REN(t) est le terme obtenu en remplagant les variablesmde de nouvelles
variables distinctes (pour toute concurrence).
Le termet estconnectablé un terme’ si REN(CAP(t))et t'sont unifiables.

Par unification syntaxique sur les termes modifi@sRENet CAP on détermine des arcs entre

les paires de dépendance du systeme. Le grapheuadmatient bien le graphe de dépendance.

Proposition 1.3.1 Soit R(F) un systéme de réécritu®'il existe une substitutiow telle
que:

20

to gt'a, Alors test connectableta '

Preuve.Par induction sur la structure tdesupposant queo se réécrive en un ternie par

Le systemdR.
Si t est une variable ou si son symbole de téte estidgdtirsREN(CAP(t)) est sous variable et

donc unifiable & '

Si ta pour symbole de téte un constructeuon peut alors poset =c(...,tj ,...)Ainsi
(REN(CAP(t))) s’écritc(...,REN(CAR(j )),...). Comme un terme dont la racine est un
constructeur ne peut se réduire qu’en un (autre@)eelont la racine est le méme constructeur,
t" s’écrit c(...,t"j ,---)avec lestjo se récrivant ert"j Par hypothése et par distinction des
variables aprés application dREN, REN(CAP(t)) est unifiable &".

On a le résultat potwr - t", donc en particulier potw - t', il vient ainsi que
REN(CAP(t)) est unifiable & t'c et finalement, comme il ne contient que de noegell

variables, a

Remarque 1.3.211 s’agit bien d'unification et pas de filtrage remons s= f (x,s(y )) et
t=f(s(u),v) ou f est le seul symbole défing et t sont unifiables maisne filtre pag.

Pourtant ave®:{f(x,y) - s(X)} eto={x -~ f(u,u),v ~ s(y)} on peut avoir la réduction

20

so = f(f(u,u),s(y)) - tagt'a,
Enfin, puisque plusieurs régles peuvent s’appliguen méme terme, il est important de

renommer chacune des occurrences des variableme@as obtenir de conclusion erronées
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Exemple 1.3.5 On Considére le systéme de Toyama [TOY 87] :

G(0) - 0
G(0Y - 1
f (01 x) - f(x, X, Xx).

Ce systeme ne termine pas :

f (G (01), G (01), G (01)) — f (0,G (0.),G (0))
- f(01,6(02)) - f(G(01),6(02),G(01)) - ...
On ne peut extraire de cet ensemble de regles gseule paire de dépendance :

<f(O;L x), f(x, X, x)> et si on ne renommait pas toutes les occurrenoase drouverait pas d’aréte

et donc pas de cycle sur le graphe. On pourrais @lanclure a tort que le systeme termine.

1.3.4 Ordres et Terminaison

Les ordres sont tres utilisées dans la recherchieradenaison des systémes de réecritures, ils se
divisent en deux grandes classes :defres syntaxiquegui comparent les termes de point de
vue de leur formes et lewdres sémantiquequi interprétent les termes dans un domdihe

muni d’'un ordre- o .

1.3.4.1 Ordres syntaxiques

L’idée de base de ces méthodes est de définirdne sur I'alphabet de base et de ne prendre en
considération de la structure des termes lors dertgaraison.

Les ordres les plus utilisés dans ce cadre sonbrhéies sur les cheminsu on définit au
préalable ungrécédencec’est-a-dire un ordre (arbitraire) sur les synelsalle la signature (les
symboles de fonctions).

Ces ordres ont été introduits par Nachum Dershastizavid Plaisted (voit [DER 79], [PLA 78]

et [DAL 78)), ils reposent sur I'idée qu’un ternoeest inférieur & un terme s'’il est composé de
sous—termes inférieurs au sens de l'ordre a ceux éé que si les sous termes deont des

arguments de fonctions, ces derniéres doivenirffécgeur au sens de la précédence a cetx de
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Définition 1.3.10 Soit ¥ une signature. On appejpeécédencen pré ordre sur .
Une fonction de statut admissiblgour une précédence est une applicatior5 de X vers
{mullex telle que f C gentraine S(f)=S(g) et si S(f)=3S(g)=lex, alors f et gont la

méme arité.

1.3.4.1.1 Ordre Récursif sur les Chemins
Soit 2 une signatureV et un ensemble dénombrable de variables, s@&enne précédence et
Sune fonction de statut admissible paurl_’ordre récursif sur les chemins (RPO) est latieh

> reosur T(X,V ) définie paru = reov si et seulement si :
e u=xUVetv=xou
e u=f(u,....unavec f DY et
0 Ui =rpovpour unil<i<nou
o v=g(w,...w) avecgOY et
= f > getpourtoutjl< j<m,u> reovOU
= f=get
o S(f)=mulet{s,...,s}( rro)mufvs,...,vo} ou

« S(f)=lex=>n=met (uy,...,un)(= rro)ex(v1,...,v) avec pour tout

J. 1< j<m,u=reov €t S > rPOVSI U= RrroV €L U= RPO V.

Le RPO peut étre utilisé pour prouver la terminaides systemes de réécritures.

Proposition 1.3.2 DER 82] et [DER 87])RPO est un ordre de simplification.
Exemple 1.3.6La terminaison du systéme décrivant la fonctionakérman
Ack(0,x) - s(x)
Ack(s(x),0) -~ Ack(x,s(0))
Ack(s(n),s(m)) - Ack{n, Ack(s(n),m))

Peut étre montré par RPO avec la précédeAck:- souS(Ack) =lex. En appliquant par
exemple les clauses du RPO sur la derniére régfig) = rroncar n est un sous terme$(él), il

reste a vérifier quack(s(n),s(m))> reoAck(s(n),m), ce qui est vrai cais(m)> reoM par la

propriété du sous terme de l'ordre.
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1.3.4.2 Ordres Sémantiques

L’idée de base des méthodes sémantiques est giéater les termes dans un domaine muni d’'un

ordre bien fondé.

Définition 1.3.11  Soient T(X,V)une algébre de termes dD un domaine muni d'un
ordre= o . On définit une interprétation homomorphigde par I'association a chaque symbole
f O d'arité nd'une fonction| f|l»: D" — D étendue a tous les termes par :

®(x) = x

O(f (Us,..otin) ) = || Flo(P(ua),..., P(un)

Les termes interprétés peuvent étre alors compeebordre d’évaluation sur les fonctions sur

le domaineD .
1.3.4.3 Ordres d’évaluation
Soit D un domaine muni d’un ordes,. L'ordre d’évaluatior= o est définit par :
e f2og « Ox...%)0D", f(x,...,%) = og(xs,.. Xn);
e f>obg < O(x,.%)0D", f(X1,..%) > og(xs,..Xn).
Remarque 1.3.3L’ordre >ode la définition précédente correspond bien a kieatricte
stable de= o mais n’est pas sa partie stricte associé.
Lemme 1.3.2Ll'ordre ¢ ,,>,) est stable par instanciation.
Preuve : SoientU et Vdeux termes tels quea >, Vet 0 une substitution. Par définition de, >
[x,... X, @(U)(xa,.. %) = 0®(V)(X,...,xn) . En particulier :

dJ(ua)(xl,...,xn) = dJ(u)(xla,...,xna) > DGJ(V)(le,...,xna) = dJ(va)(xl,...,xn) = Uug>, Vo
ldem pour>,

Lemme 1.3.3 Si pour chague symbold la fonction |f|eest croissante (respectivement

strictement croissante) pour chacun de ces argsmembrs> , (respectivement ) est

monotone.

Preuve : Il est vrai que sid(s)zod(t)et si |f|oest croissante (respectivement strictement

croissante) pour chacun de ces arguments, on :

o(f (uy,...,S,....un)) =

[#[o(@(us).....®(S).. D(un)) 2 of f[o(®(u),.. Dt).....O(n)) = B F (. ... 1))
Et donc f (us,...,S,....un) = ¢ f(Us,..t,en ).
Lemme 1.3.4 Si 2o est bien fondé aloes,, est bien fondé.

Preuve :immédiate.
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Remarque |.3.4La détermination d’une interprétation sémantiquesnpas toujours évidente
et elle fait appel a l'intuition et I'expérienceabs le cadre de l'automatisation de la preuve de
terminaison et vu les choix infinis des domaines,se limite souvent a une partie des entiers,
le: D:Du:{nDZteI que nzu}ou 2est l'ordre usuel surZ. Ces interprétations sont
appelées interprétation arithmétiques

1.3.4.4 Interprétation polynomiale

Elles étaient introduites par Lankford [DAL 79]sléermes sont interprétés par des fonctions

polynomiales sur les entiers.

Définition 1.3.12 Uneinterprétation polynomialele termes d& (X,V) est une interprétation

arithmétique sur un domairi@, telle que pour toutf O, |f| est une fonction polynomiale.

Remarque 1.3.5
* On peut passer du domaig au domaineDoen effectuant la translation

fo(x,....xn) = fu(Xa+ ..., %+ 1) — et de définir un ordrg= »0,> )& partir de
lordre (= ¢,> o).

e |l est clair que I'ordre sémantique a base d’intétation polynomiale est monotone si les
coefficients des polyn6mes sont positifs.

Exemple 1.3.7
e Soit le systeme
X+0-0
X+ S(x) - S(x+ y).

Et l'interprétation polynomiale

|9 =1
ISl =x+2,

[+I(x.y)=x+2y,
L'application ® induite est :
®(x) = x D(x+0)=x+2
o(x+ S(y)) = x+2y +2 o(S(x+y))=x+2y+1

En remarque que I'image de la partie gauche gsirsgur a celle de la partie droite pour chaque

regle, ce qui nous permet de montrer la termingorcette interprétation.

Si on veut passer du domairihl:{xDZ|x2]}a Do=N Tlinterprétation sera :
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lo=o.
IS0 =x+2,

||+||(x y)=X+2y+2,

» Soit le systemé] définit par les regles :
f(x, y) - X;
g(a) - h(a,bc),
i(x) - f(xx);

h(xxy) - g(x)
L’interprétation suivante assure la terminaison :

o=

bl =2

lg](x)=xx;

Jifl(x) = 4.x;

[ y)=x+y;
In|(x,y.2)=2xy+z

[.3.5 Méthodes transformationnelles

Avec ces méthodes, on transforme le systémmont on veut prouver la terminaison, en un
systemél’, qui a la propriété d'étre plus facile a étudiefles que sild'est fortement
normalisant alorg] est fortement normalisant.
Une des classes les plus utilisées de ces méthimdesformationnelles esfétiquetage
sémantiqueproposé par Hans Zantema [ZAN 95]. Il s’agit iei donner a chaque symbole de
fonction une étiquette qui dépend de la sémantiguses arguments.
Exemple 1.3.8
Le programme fonctionnel calculant la fonction faille peut étre décrit par le systéme de
réécriture suivant :

Fact(S(x)) - Fact(P(S(x))) 0S(x)

P(s(0)) - 0

P(S(S(x))) - s(P(S(x))

La terminaison de ce programme est facile a egrifi est claire qu'a chaque appel récursif de
fact 'argument décroit strictement, mais si on loldbsémantique des termes qui représentent
les nombres entiers la terminaison ne devient @lidente. Car la partie gauche de la premiére

regle peut étre incluse dans la partie droite eicda terminaison ne peut étre prouvé par les
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techniques standards tel que le RPO. La terminasoRS étiqueté obtenu a partir de l'original
en remplacant la premiere régle par une infinité degles étiquetées:

Fact,, (S(x)) - Fact (P(S(x)))* S(x) pour chaque entier naturel est facile & prouvec &PO.

1.3.5.1 Transformation des contraintes d’ordre
Plutét que prouver la terminaison d’'un nouveau &wst de réécriture, il est possible de
transformer directement les contraintes d’ordraudssdu systeme original. Ces approches
permettent, par exemple par élimination des argtsniepportuns, de construire un ordre de
réduction faible & partir d’'un ordre de réductioondé. Elles sont en particulier tout a fait
adaptées aux critéeres par paires de dépendancesoordres requis ne sont pas strictement
monotones.
On appelle schéma de programme récursif (RPS) stereg de réécriture tel que :

» Chaque symbole défini n’est a la racine que d'wndesregle ;

« Toutes les régles sont de la forméx,...,x) - r ol les X sont des variables deux & deux

disjointes efr est un terme arbitraire.

La terminaison des RPS est un probleme décidabseiffit qu’il n'y ait pas de regles récursives
ou mutuellement récursives.
Un systeme a filtrage d’argument (abrégé en AFSatglais Argument Filtering System) est

un RPS tel que pour chaque rée,...,x) - r, le membre droir est ou bien :

* Une variable (un des) ou bien
* Unterme Nf(yl,...,yn) ou Nr est un nouveau symbole n'apparaissant que damsrégte
et ou 'ensemble dey: est inclus dans celui d&s.

Tout AFS est fortement normalisant et confluent @éhogonal).

Théoréme 1.3.6 SoientPun RPS et> un pré ordre de réduction faible. La relation
>définie paru = vsi et seulementsi | p=v | pestun pré ordre de réduction faible.
On a ainsi gagné un moyen de construire des pdéssode réduction faibles

Exemple 1.3.9(Ferriera & Zantema) [DAL 79]

Considérons le systeme :

{f(g(X)) - 9(f(f(x))
f (h(x)) - h(g(x)
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On en extrait deux paires critiques

En appliquant le RP:f (x) - x; h(x ) O} les contraintes deviennent :
g(x)= g(x),
0=0;
(g

(X))~ f(x)

Il est alors possible de conclure grace a I'ordRORen prenant les symboles égaux dans la
précédence.
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Chapitre I Les calculs avec siibsons explicites

Chapitre Il

Calculs
Et

Substitutions explicites

Dans ce chapitre, on commence par introduirédealcul en présentant sa définition, et ses
propriétés. Nous abordons ensuiteAasmlculs avec substitutions explicites : nous emndos le
principe fondateur, puis les principales proprigétsen fin nous en faisons un tour d’horizon des

différents calculs qui ont été définis.

1I.1. Le A-calcul

Le A-calcuf a été inventé vers 1930 par le logicien amérigdimzo CHURCH dans le but de
formaliser le calcul mathématique, fondé sur laamotle fonction, c’est a dire ou I'on établit pas
de distinction entre objets, fonction, opérateuis..eEn effet, lorsqu’en mathématiques on

ecritf : x+— f(x), fest définie en extension et cela est le seul moyeuar définir la
fonctionf , on ne peut pas écriré = Eou Eest une expression remplagéntEn A-calcul on

peut écrire une telle expressiord = Ax.(f(x .))

[1.1.1 Définition desA-Termes
Supposons avoir un ensemble infini de varidbled es termes du.-calcul ¢-termes) sont
construits a I'aide de la grammaire suivantexast une variable quelconque\e

ti=x | Axt |t t
Un terme est soit une varialde soit une fonction comportant une variable (leapaétre formel)
et un sous terme (le corps de la fonctibxi), soit I'application d’un, sous terme (la fonctian,
gauche) a un autre sous terme (le parametre éffaddiroite) t. L'’ensemble de&-termes est

NotéA .

% La référence de base eBAR 84] et [KRI 90]
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Exemple de ll.1.1
Voici quelques exemples determes :
e X :toute variable est un terme.
* AxX: C’est la fonction identité ; ce qu’elle prendgarametre, elle le renvoie comme
résultat.
* Axy: cette fonction n’utilise pas son paramétre.
«  (Mxx)z: c'est I'application de la fonction identité avariablez .
e y x:C'estl'application dey ax.
Les A-termes peuvent étre représentés par des arbrédedonceuds sont soit dek soit des

application (notées @) et dont les feuilles sost \eliables. Voici de gauche a droite les arbres

correspondants aux termes présentés ci-dessus.

S VAN

y

X
Dans le\-calcul, on dit que les fonctions sont des " s@¥ dtoyens de premiere classe " ; cela

signifie que les fonctions sont des valeurs qu’entppar exemple, passer comme parametre a
d’autres fonctions. Cette possibilité est beaucqulps utilisée en informatique qu’en

mathématique. Par exemple, determe(ixx)(Jdy.z) représente I'application de la fonction
(Ax.x)avec comme paramétre la fonct(dg.z).

Une fois les termes construits, il est nécessar@alivoir faire des calculs sur les termes : en
effet il est insuffisant de faire une applicatiamrgment syntaxique d’une fonction a un argument
- i.e. écrire f(x }, il faut passer cet argument a la fonction poarphus avoir un terme

représentant la fonctionf appliquée & mais un terme représentant la valeurffe. )
L’opération qui effectue cela est Ja-réduction donnée par :

(AXM)NIf - M[x — N]
M et N sont appelés des méta variables de termeest une méta variables. Le membre
gauche de la regle correspondre a I'applicatiomel’fonction a un argument. Le filtrage permet

d’appliquer cette régle a tout les terme dont farlcommence par un noceud @ et se poursuit a

gauche par ui. Le membre droit est un peu plus complexe, ndossl’étudier de plus prés.
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La notation M[x - N] représente un calcul implicite : celui de remptadans M toutes les

occurrences libres depar le termé , ce calcul implicite est effectué instantanémesina de
poursuivre la réécriture est appelé substitutiopliciie et qui peut étre décomposé en deux
parties : premiérement, il faut propager la subigtih jusqu’aux variables, et deuxiemement, il

faut effectuer la substitution des variables comées.

I1.1.2 Substitution implicite, problémes de variabkes eta-équivalence
Comme une méta opération (c a d opération imp)idiesubstitution peut étre définie de
la fagon suivante, par induction sur les termes :
x[x ~M ] =M
y[xe M]=y Six#y
(MN)[x < V]=(M[x < V]N[x < V])
(AxM )[x - N] Possibilité d’avoir des problemes
(Ay.M )[x - N] Possibilité d’avoir des problemes
Ces deux dernieres lignes nécessitent plus d’'atentomme le montrent les deux exemples
suivants :
 Dans le termélx.x)[x - y] la variable x de la substitution correspond au parametre
formel d’'une fonction qui n'apparait plus dans éeme ; elle n’a rien avoir avec la
variable x de la fonctiofAx.x). La fonction (Ax.x) ne doit donc pas étre modifiée par
la substitution.
o (Mx[Mxx))yest un terme qui peut conduire()la‘lx)[x - y]. Cela signifie qu'on a
effectué la réduction suivantdAx.(Axx))y — (Axx)x < y]
Un calcul naif de la substitution, mene a écri(éxx)[x - y] = )lx.([x - Y]) =Xy et donne un
résultat complétement erroné.
Le probleme vient du fait que, dans le terme dioEig(/]x.()lx.x))y on a employé deux fois la
variable x comme parametre formel.
« (dyx)x < y], ici la variabley du terme(Jly.x) est le paramétre formel de cette
fonction et n’a donc de sens que dans le corplie-d. Par contre, la variablg de
la substitution est extérieure, et donc indéperedant

Par exemple le terméAx.()ly.x))y peut nous mener a la substitution précédente Bt ¢

réduction esix(Ay.x))y — (dy.x)[x — y], si on continue ainsi on obtiendra le terfig.y) dans
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lequel la variabley correspond maintenant au parametre formel de letifom ce qui serait une
erreur. Le probleme vient du fait que, dans le &miforigine (Ax.(Ay.x))y on a employeé la
variable y a la fois comme une simple variable et commatametre d’'une fonction.
Pour résoudre ces problemes, nous devons étudiglugieres les différents types de variables
qui se trouvent dans lestermes. Une notion fondamentale, autant en infagua qu’en
mathématique, est celle de variables liées. Lomylécrit la définition d’'une fonction en
mathématiques, on choisit une variable pour étrpdemetre formel comme par exemple,
x dansf (x) = x+1, on aurait tout aussi bien pu choigirouz, ce qui nous aurait donné :
fy)=y+1 ou f(z)=z+1
Dans tous les cas la fonctioh reste la méme et son paramétre est une varigglené servant
gu’a sa définition. Dans Ie-calcul, les variables liées sont celle introdugesre les symboles
(«A » et «. »). La particularité des variables liééside dans le fait qu’on peut les renommer

sans modifier le sens de la fonction. Regardondqgas exemples de termes qui sont

équivalents:
Exemple 11.1.2
o AxX etAyy

o (AxAy(xy)) et(Av.Au(vu)).
La notion symétrique de variable liée est cellevaieable libre. Dans un terme, une variable est
libre si elle nest pas dans la portée d'un lieoumpcette variable. Dans une représentation
arborescente, une variabkesera libre si il 'y a pas, au dessus d’ellepxndont elle sera une

feuille (méme lointaine).
Exemple 11 1.3
« dans le termdx(xy), xest liée ety est libre.
 dansle termejlx.)ly.(yx) xet ysont liées.
« dans le termex(yz) y et zsont libres.
Remarques Il 1.1

* En renommant une ou plusieurs variables dans ametesn doit veiller a ce que
le nouveau terme obtenu aprés renommage et le wigieal gardent le méme

sens.
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» Pour éviter tout conflit il est préférable de cliotes variables qui n’existent pas
dans le terme d'origine (variables fraiches) comda@s le cas du systéeme
A @[GMMS 04], qui sera abordé dans le prochain chapitr
11.1.3 a-conversion,a -équivalence
On dit que deux termeM et M’ sont a -équivalents s’ils ne se different que par un renom
mage de leurs variables liées (on le Méte, M' ). L’ a -conversion d’uni-terme est le
remplacement de tous ces sous- termes de la fobh pardy.M', ou Yyest une variable
fraiche etM' est le termeM dans lequel on a remplacé toutes les variaklgbées par ce.)
pary . Formellement lo -eéquivalence est définie inductive ment par :

- X=_X

- MN=,MN avecM =, M" etN=, N’
- AxM =, ly(M[x — y]) o1 y est une variable fraiche & =M’

Le changement de I'état d’'une variable (libre, iémtre le terme d'origine et celui aprés
substitution est appelé une capture de variableprGeleme est résolu para’-conversion, ce

qui nous donne une formalisation plus compléteadribstitution.

[1.1.4 Substitution implicite
La substitution implicite est définie, modulp-équivalence, de la fagon suivante, par induction
sur la structure des termes :
. x[x - M] =M
« yx-M]=y Sixzy
e (MN)[x < V]=(M[x « VIN[x < V])
< (dyM )[x - V] = y.(M [x - V]) avecx # yet ynon libre dang/
Exemple II.1.5 Voici quelques exemples de substitutions (on fata@aitre quelques étapes
du calcul) :
= (ly < 4=y - 2Mly - 2])=(x9)
. (Ax.y)[y - x] =)lt.(y[y - z]) = At.x (renommage de Xx)
. (Ax.(xy))[y - x] = ()lz.(zy))[y - x] :Az.((zy)[y - x])=/12.(zx)
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11.1.10 Ensemble des variables libres d’'un terme
L’ensemble des variables libres d’un tetmaoté FV (t) est défini par induction sur la structure
du terme de la fagon suivante :

« sile terme est une variabte, alorsFV (x)={x},

« sile terme est une applicatigMN), FV(MN)=FV(M ) JFV(N)

« sile terme est une fonctifixM ), FV(AxM) = FV(M) \ {x}

Exemple 11.1.6
-« FV(xy)={xy}
« Fv(xx)={x \{xd={}
« FVixay () ={x v\ {xovb={}
-« FV((x0y)xd) = (x yh {xDUx. 2 ={x v. 2}

I1.2 Les indices de de Bruijn

11.2.1 Présentation et définition
Les difficultés liées a la capture de variabletedemps colteux nécessaire a I'implantation de
I'opération de la -conversion on conduit a une notation degsrmes, sans utilisation de noms
de variables, c’est la notation de de Bruijn [dB &2[dB 78].
L'idée est que toute variable liée peut-étre codée

- par sa hauteur de liaison (le nombreAejue I'on rencontre avant d’atteindre Aelieur

et dans ce cas la numérotation commence par 0)
- ou en indiquant qu’il s'agit da—iéme lieur au dessus en remontant toujours I'arbre du

terme.

Exemple 11.1.7 Soit lex-terme: M = Ax((Ay.((x2)y))x), qui est représenté par I'arbre suivant
I
/ @\

-

Y
[\
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Donc le termeM est soit A((A((12)0))0)ouA((A((231))1). Les voici sous forme d’arbres.

Dans I'exemple on voit que chaque fleche relie uagable a son lieur (sauf qui n'a pas de
lieur). Dans les deux cas, on numérote les vardildees en utilisant des nombres suffisamment
grands pour qu’ils ne référencent aucun lieur.ibdg&ces de de Bruijn résolvent le probleme des
variables nommées, mais, en contrepartie, on dbtiensystéme dans lequel les termes sont
difficilement lisibles.
Définition 11.2.1
Les terme du-calcul avec indice de de Bruijn sont construitaie de la grammaire suivante
ou n est un entier naturel :
a := njagJa
La regle deS —réduction, dans laquelle t et u sont des métashias de terme :

(Aa)v - a[l - v]
11.2.2 Substitution avec indice de De Bruijn
Les problemes qui se posent pour la substitutigolioibe de calcul nommeé persistent encore

dans les calculs avec indice et donc il faut étienéive a la capture de variable lorsqu’on traite

une substitution qui tente de remplacer une variaéé.

54



Chapitre I Les calculs avec siibsons explicites

Exemple 11.2.1

Soit le terme = (Ax.Ay.(xy))z= (A11(12)1, dans le calcul nomméy se réduit Ay, (xy))[x — Z]
c'est a dirdly.(zy)). Dans le calcul avec indi¢@1(12)) - ()l)l(12))[1 - 1] ,etcenestpaslel
qui doit étre remplacée, mais plutét le 2, lorstusubstitution va entrer dans le corps de la
fonction l'indice a substituer ne sera plus 1, nfai&n regardant attentivement, on constate que
c’est normal, puisque entre la substitution et aaable, il y a alors uia de moins. Par contre,
aprés étre passées sous.ldes variables de corps de la substitution (ceegtiia droite de la
fleche) ont urik de plus a traverser pour atteindre leur lieursCle probléme de la capture de
variable qui apparait ici. Cependant, I'indice enpéacer a comme valeur le nombre de lieurs
traversés depuis la création de la substitutiosyifira donc d’ajouter ce nombre a toutes les
variables libres du corps de la substitution. Dandéfinition qui suit on donne formellement ce
gu’elle est la substitution implicite ducalcul avec indice de de Bruijn.

Définition 11.2.2

La substitution implicite est définie de la facarivant, par induction sur la structure des termes :

n

n{n — up=J(u)

0
m{n < uf=m sim<n
m{n < uf=m-1sim>n

(tu) {n <« v}=(t{n < viu{n < })
o) {n < up=A(t{n+1 - u})

n
La fonctionU(t) effectue la mise a jour des indices pour éviardpture des variables.

Voici sa définition par induction structurelle :

LinJ(m)=m sims<i

LnJ(m):m+n—1 si m>i
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11.3 Propriétés du A-calcul

Les propriétés les plus recherchées sont : la t@ison et la confluence. Dans ce qui suit ces
propriétés sont valables aussi bien pour la versmnmée que pour les version avec indice de

de Bruijn.

A) Terminaison :
Le A-calcul n’est pas fortement normalisant et voictdatre-exemple le plus connu. On appelle

« le terme (Ixxx) et Q le termaww=(Ix(xx))(/x(xx)), sa réduction
donngxx)[x — (Ax(xx))]=Q. Aprés une étape de réduction, on obtient & nauveaméme

terme, on peut alors recommencer a l'infini :
Q-Q0-0-Q-Q ...

B) Confluence

Théoreme 11.3.1

Le A-calcul est confluent.

Preuve :voir [BAR 81]. Pour la version avec indices de deif, on trouvera une preuve dans
[KR 98] qui utilise des traductions entre les tesnmesec indices et les termes avec noms.

Lemme 11.3.1 (lemme de substitution)
Soit t,uet vV desi-termes tels que la variabbe n’est pas libre dang (x(1FV(v)) On a
thx — ully — v]=tly « vlx — uly - V]

Preuve :par induction sur la structure des termes [HIN:80]

56



Chapitre I Les calculs avec siibsons explicites

11.4 les A-calculs avec substitution explicites

La substitution de variables telle qu'on I'a vu esie opération implicite qui fait appel a un
algorithme extérieur non compté dans les étapesatimil. Si cette substitution nous parait
théoriquement suffisante, elle est en revanateatisfaisante d’'un point de vue opérationnel ou
calculatoire car elle ne fournit aucun moyen pobsesver les propriétés opérationnelles de

I'exécution des algorithmes implantant fa-réduction tels que la consommation de temps ou
d'espace. Si on veut par exemple calculer la fonmenale du term(alx.M)N, I'opération
M[x - N] est vue comme une seule étape de calcul nous wbilii@oirement un temps de

calcul négligeable. Mais, si on suppose que laab#ri x a un nombre d'occurrence tres
important dans le termbl et que le terméN ait une tres grande taille. La substitution patrra
nécessiter un temps de calcul considérable. Erargrtbpération de substitution interne aux
systémes de réécriture desalculs, on peut combler ce manque de précision.

Les calculs avec substitutions explicites rendentnme leur nom l'indique, I'opération de

substitution interne au calcul. lls étendent langraire des termes afin dy intégrer la
substitution, et ils ajoutent de nouvelles régles rédduction pour gérer ces substitutions
essentiellement leur propagation jusqu’aux vargbela fait, on dispose d'un outil plus fin

pour analyser la réduction des termes : on peusichguelle substitution propager et a quelle
moment le faire cependant, des I'arrivée des prentialculs avec substitutions explicites, il est
apparu que certaines propriétés (terminaison eflumce) étaient difficiles a établir, voir

perdues dans ces nouveaux systéemes. Lorsqu’un esktisubstitutions explicites est défini, on

appelle terme pur un terme sans substitution.

[1.5 Panorama des calculs avec substitutions expites

11.5.1 Le Av-calcul

Ce calcul [BBLR 96], est uk-calcul qui utilise les indices de de Bruijn, A saudes opérations
sur les indices de de Bruijn, sa définition eshijius complexe que celle du. La figure Fig
[I.1 donne les termes et les régles de réécriwes/-calcul. On remarque que les substitutions
ne comportent pas lindication directe sur la Jaleaqu’elles doivent substituer. Cette
information est cachée dans IBsjui sont ajoutées a chaque traversée #'Ura mise & jour des
indices apres passage de la substitution est aspard’opération , comme le montre bien la

regle Varshift. Ce calcul est fortement normalis@ainfluent sur les termes clos et ses formes
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Chapitre I Les calculs avec siibsons explicites

normales sont des termes purs ; Mecalcul vérifie la simulation de Ig5-réduction, la

confluence, et la préservation de la normalisdiote (voir [BBLR 96]).

Les termes div:
tz=n|(tt) | At | {s]
su=al|[N(s)] 1
Les régles de réduction :

(M) -, t[u/]
(tu)ls] - ., (ds])(uls])
()[8] - Lonea AL (S))

Yt/ -t

n+t/] - .. N

]-I_ﬂ (S)J — Fvarlift 1

n+ ].I_ﬂ (S)J = Ruarlift n[s][TJ

nl_TJ = rarshie N ¥ 1

Fig.ll.1 Définition du iv-calcul

11.5.2 Le Ao -calcul

Lintérét du Ao -calcul est quiil remplace la notion complexe debstitution M[n — N]
d’indices de de Bruijn par une série de regles abeniture sur des termes de premier ordre,
comme pour les combinateugK et | [HS 86]. Mais contrairement a la logique combinagpi

le Ao -calcul interpréte correctement I -réduction ce qui permet de réaliser de véritables

machines a réduction ded-termes. Historiguemendo -calcul considéré comme le premier
calcul avec substitutions explicites [ACCL 91], [RUB6] et [HAR 89]. Il propose de gérer les
substitutions explicites sous de forme de listeggdpblque par unités separées. Commece

calcul est basé sur les indices de de Bruijn, niaidfre une plus grande dynamique car il
possede des regles pour gérer la composition dhestitsions (regle Clos et Map). Cependant, il

n'est pas confluent. Une version légerement maelifié ce calcul, leAod, -calcul [CHL 92], a
été proposée peu de temps apres pour combler cgumate calcul simule I& -réduction mais

ne veérifie pas la PSN [MEL 95].
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Les termes dulo -calcul sont donnés par:
t=1(tt)At | t[s]
s u=id | 1]t4s°s |
Et les regles sont :
(At -, tuid]
(tU)[S] — App (t[S])(U[S])
(/":)[S] — Lambda /1(t|_1.($° T)J)
]'[Id] — Varid 1
].[tS] — Varcons t
t[S]I_S/] ~ Clos tI,SOS/J
id°s - 5. S
r °id = shiftid T
T O(t's) = Shiftcons O
(tsfs' e Us'Hs°S)

(s.°5,)s; = aee 5°(5,°s3)

FIG.II1.2 Définibn du Ao -calcul
11.5.3 Le Ag,-calcul

Le Ao, -calcul [ACCL 91] est une version nommée du -calcul. Les deux calculs possédent

les mémes propriétés. Ces regles de réécrituntsiennées par la figure 11.3.

Voici le programme des termes :
tu=x | (tt) | Axt | t[s]
su=id | (t/x).s| s°s
Voici les régles de réduction :
(Axtu - , t{(u/x)id]
(tu)ls] - ., (t[s])(uls])
(Axt)[s] = L AY-(t[(y/X).5]) avec y variable fraiche
X[Id] — Varld X
X[(t/X)S] - VarConslt
X7 y)s] = vucoraX[s]  0)

tfslls'] - .. 5]

id°s -, S

(t/x)sfs - ., (1s']/x)(s°5)
(5.°S,)°s; ~ e S°(S,°S)

FIG.11.3 Définition du Ao, -calcul
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11.5.4 Le Ao, -calcul

Ce calcul [DG 99] et [DG 01] qui utilise la notatiadle de Bruijn est le premier calcul a possédé
toutes les propriétés recherchées (préserve laigrdple forte normalisant, confluant, simule la

B -réduction). La figure 1.4 montre la définition da, . -calcul

Les termes sont définis par :
ta=n|@)]At][n/tnft|(nt

Les regles de réduction :

by (M - [0/u0)t

b, (KAt — [0/u, Kt

f fi/u it = Afi +1/u, j}

a fi/u jltv) - (@7 u 500 7w i)

e li/y jkt — (j+ k-2t isk k

e li/yjlkit - (Kfi —k/u,jl Bi> k

n i/u jk - k sii >k

e li/u,jli - (iju

Ns i/ujk - j+k-1 isk K

a [ilu jk/vil - [ki/i —k/u j]vj+1 -2 sk<i<k+l

e [itujlkivilt - [kii =k/u jvi]i =1 +1/u, j siizk+1

d (i}t (i+ji

FIG.11.4 Définition du Ag,.-calcul

De nombreux calcul de substitutions expliciteségtdéfinis, Il serait trop long de les présenter
tous. Voici, une liste non exhaustive de calculegpeut trouver dans la littérature spécialisée :
le plus ancien calcul qui introduit une notion g@égitation da la substitution est IBA{® [dB
78]; le calcul des combinateurs catégoriques [CBRIi a donné naissance alw -calcul ;
d’autres calculs sontA, et A, [FKP 99], AS,[KR 97], etc.

Dans le prochain chapitre nous allons étudier doutajui n'utilise ni substitution ni renom
mage de variable & savoir le systét@ [GMMS 02].
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Chapitre Il

Etude du systeme
De
Substitution explicite A@

Nous allons dans ce chapitre étudieA{@-calcul proposé dans [GMMS 02]. Ce calcul est un
formalisme tres simple qui n'utilise aucun opératée substitution et qui fait un renom- mage
explicite des variables en introduisantdaconversion comme une regle dans un systéme de
réécriture de termes d’ordre supérieur. Nous mastigue lg3-réduction classique est simulée
par les régles de réécriture de ce systeme. Noudgroms aussi que ce systeme préserve les
propriétés fondamentales ducalcul classique a savoir la confluence qui gatrdonicité du

résultat de calcul et la normalisation forte qgswe la terminaison des calculs.

[1I.1. Introduction :

Le A-calcul classique gere la substitution d’'une maniémplicite. Les A-calculs avec
substitution explicite étudiés par plusieurs awuddioir [ACCL 95], [BBLR 96], [BLO 97],...).

La plupart de ces calculs utilisent la notationdgebruijin. Certains calculs comme AeExp
[BLO 97] utilise les variables nommées. AeExp par exemple est augmenté par de nouveaux
opérateurs qui rendent son interprétation difficlle A@ est une extension trés simple Xu
calcul, il résout avec élégance le probléme deucaple variables en introduisant quand il est
nécessaire et systématiquement une nouvelle varfediche (notées,g,...) pour renommer

les variables liées. Dans ce qui suit nous allbmgiér ces principales propriétés.
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[11.2. Présentation du A@-calcul :
[11.2.1 Définition des termes

Les termes da@-calcul sont une extension des termea-galcul classique (représentés par les

symbolesM, N, O, P, Q .) et il sont définis par la grammaire suivante :

M = x | AXM | MN |@()Ix.M; N)

Les symboles xyzvuw représentent un ensemble infini de variables. Denshouveau
constructeu@(AxM; N), on exige que le termdl soit libre pourx dans le termeM c'est &
dire qu'aucune occurrence libre de dansM ne se trouve dans la portée d(yly) ou y est

une variable libre dans le terrNe Les conventions di-calcul classique sur l'utilisation des
parenthéses pour indiquer les structures des sauges restent valables dana @, par exemple

le terme AxAy.M désigne Ax(lyM) et MNP représente le terméMN)P et le terme
@(AxM; N) est muni de la plus grande précédence dohaN @(}y.P;Q) dénote
AxMN(@(Jy.P; Q)) (ainsi toutes les variables dans les sous termes de M,N,P et Q sont liées

par le premierA).

L’ensemble ded @ termes inclus un sous ensemble des termes grtindiA-calcul noté\,

nous disons gqu’un terme est pur s’il est un élémdentensemblé , c’est a dire s’il ne contient
pas un sous terme de la for@(ﬂx.M ; N). La B-réduction classique est dénoté pafet elle

n'opere que sur les termes purs bien sur.

[11.2.2 Variables libres et liées.

L’ensemble des variables libres d'N@ termeM dénoté parfv(M) est défini inductive ment

sur la structure d&/ par :

Mx)={x}

MAxM )= MM -}

MMN)= (M )0 YN)

M@ xMiN))=(qm HxH)o (N)

UnA@ termeM est dit clos si est seulementfsi{M )=
On dit que deun @ termesM, N sont a -équivalents (notatioml = N) s'il ne different que

par les noms des variables liées.
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Dans A@-calcul les termesr -convertibles sont identifiés mais aucun changengenhoms
n'est nécessaire car les regles du systeme effactgeand il est nécessaire un renom mage
systématique des variables liées.

Le résultat de changement des noms de toutes tesrences libres de la variablelans le

terme M sans capture de variables est exprimél\p{iy = z] (substitution classique).

[11.2.3 regles de réécritures du systema@.
Le systeme @ est défini par les régles de réécriture suivantes

. @xxN)=N

. @()lx.y;N)qy Si X2y

. @x(ly.MIN)- @ Ag.@x@ty.M;g}N))
. @x.MN;P)- @x.M;P)@x.N;P)
(AxM)N = @(1x.M;N)

@(Ix.P)- Ax.P

o UAWN PR

Dans se qui suit la relation. , , dénotera la fermeture transitive de la réductionlpaysteme

A@.
l11.2.4 Exemples de réductions pai\@.

a) Soit M=(Ax(Ay.y)x)z unA@-terme, nous avons :

(Ax(Ay.yX)z - 1(Ax(@(Ay.y;x)))z
Sa(Axx)z

S 1@Axx;2)
-2

b) Soit M =(Ax.Jdy.xy)ty) unA\@-terme, nous avons :

()lx.)ly.xthy) - 5@(/1x./1y.xyty)
~s@Ag.@Ax@yxyg)(ty)))
- 1@Ag @(x@y.x g)aly.y;g}(ty))
~ 0@ 9. @ Mx.xgty)))
- +@Ag.@Ax.xty)@(Ax.g;ty))
~1ee@Aglty)o)
~sAg(ty)g
c¢) Soit M=(Az(Atx)Azx)y)(1zx)y) (le contre exemple de Mellies pour la PEN

* Preservation of strong normalisation
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M =(Az(Atx)1zx)y)(Azx)y) —s@Az(Atx)Azx)y;(1z
~s@Az@(Atx;Azx)y;(A
= 2es@Azxy,@Azxy))
- 2@z xy;x)

- 1@z x;x)@Azy;x)

— 2e2 XY

x)y)

x)y)

111.3 Etude des propriétés duA@-calcul.

Comme nous l'avons vu, ke@-calcul est une extension du lambda calcul classimais nous
souhaitons toujours que cette extension soit «ceasee » c’est a dire que toutes les propriétés
vérifiees dans le lambda calcul restent validessdarcas du nouveau calcul. Les propriétés les
plus recherchées sont la confluence et la normaliséorte (unicité du résultat de calcul et sa

terminaison dans le cas des termes qui sont fortenoemalisant).

Dans la suite du travail nous utiliserons les cotieas suivantes :
1. si - est une relation de réduction sur les termes aorgcrit — * pour désigner sa
fermeture transitive.

2. larelation de réduction@-calcul est I'union des deux sous relations :

(@,;) MxM)N - @(xM; N) (Introduction de @)

(- =) Le reste des régles du systéme c'est a dire :

@(xx; N) -

@(Ax.y;N) - si X2y

@(x(lyM) ) @( A9.@(x.@(yM;g)N) )
@XMN; P) - @(xM; P)@(Ax.N; P)

@(AxP) -~ AxP

La régle(@ﬁ) permet d’introduire le constructeur @ a cha@uedex rencontré et puis c’est

le sous-systém(a_» AR) qui permet simplifier I3-redex jusqu’a ¢a forme normale si elle
existe. Le(- ,;) & les propriétés intéressante suivantes :
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Lemme 111.3.1.
(_> AR) est fortement normalisant, confluent et a la peggrde la forme normale unique.

Preuve.
A. La normalisation forte peut étre démontrée par tdhprétation p. A@- N (de

'ensemble des\@ vers I'ensemble des entiers naturels) et quidieér chaque\@
réduction.

px)=L
P(MN)=p(M }+p(N)+1
p(AxM )~ p(M 1
p(@AxM;N))=p(M X p(N}+1)
B. On démontre par induction sur la structure & que: si M -, N alors
p(M) > p(N)
1. M = @xx; A) Alors N = A; p(M) = 1% (p(A) +1) > p(N) = p(A)
2. M = @Uxy; A) alorsN=y ; pM) = 1* L+ 1) > p(N) = p(y) = 1
3. M=@(x(}ly.A}B)alorsN=@( Ag.@(x@}y.A;g)B) ) ;
p(M )=p(Ay.AF(p(B}+1)>=(p(A)+1F(plb)+1) et p(N)=1+p(C)(1+p(B))ouC=- A, il est claire
quep(M )>p(N).
B. Le (- ,;) est orthogonal (linéaire & gauche et sans paitus) alors il est

confluent.
Lemme I11.3.2.
SiM,N OA, @AxM; N) - . M[x:= N]J.
Preuve.Par induction sur la structure du terrke

1. M=x;alors@(AxxN) - o N = x[x = N]

2. M=y (yzx); alors@x.y;N) -, ¥ = y[x:= N]

3. M=(ly.U); alors @Ux(AyU);N) - ., 19.@(Wx.@yU;g)N) par hypothése
d'induction il est facile de voir que @(tyU;g) - ,U[y:=g] et donc
2g.@Ax@ly.U;gkN)=Aglx=N] [y:=gJ = Ay[x=N} (aveev=.U )

4. M=UV); alors @(AXUV;N) - ,q @(AX.U;N)@(AX.V;N)E([)C:N]J[X:N]V) (par
hypothése d'induction) et c’est équivalerféeN]IV).
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Lemme I11.3.3 (lemme de substitution).
On rappelle ici le lemme de substitution shealcul, qui nous sera tres utile pour démontrer la

confluence du@. SoientM, N, P desA-termes.

Six # y, six O Fv(P), alors :M[x/ N]ly/ P] = M[y/ P][N[y/ P]/ x]
Preuve: voir [CHL 92] et [HS 86].

I11.4 Confluence du A@-calcul.

Le A@ comporte une seule paire critique entre les segle
@xMN;P)- @ x.M;P)@(Ix.N;P) ... (Régle 4) et
(AxM)N - @xM;N) ... (Régle 5) du fait de I'existence d’une subsiitato donné par :
o ={o(N)=N;o(M)=Ay.U}qui peut donner deux chemin de réduction pour umee

similaire a la partie gauche de la regle (4), donc

@()lx.(Ay.U )N; P)

T T

@(ix(Ny.U }P)@(Ax.N;P) @ x@(}y.U;N}P)

LT?

Les deux termes de la paire critique sont équitajéimous reste a le démontrer :
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@x(y.U}P)@(AxN;P)  (1* composante de la paire critique)

l

(Mg.@ix.@(y.U;g}P))@x.N;P) Par la régle (3)

l

par le lemme(IV.3.2), aveldlz[g/y]J

l

(Ag.U2)N: par le lemme(1V.3.2),avet).5[P/x|J1, Na=[P/X]N

l

[N/l = (PrxiNrg) ( (Prxl)aryll ) =[Pixf(PixiNiyl (1)

@Mx@Ny.U;N}P) (2°™ composante de la paire critique)

l

@AxUsP)  AvecUs=[N/yl

l

[Pixs = [PIX[[N/YD) ... (2

Les équationgl) et (2) sont équivalentes par le lemme de substitution-gdalcul classique, ce

gui nous montre que k@-calcul est localement confluent.
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[11.5 Normalisation forte.

[11.5.1 Modéle de terminaison.

Comme nous l'avons vu dans les chapitres précédemisysteme de réécriture a la propriété de
terminaison s'il n'admet pas des séquences deinéés infinies ; alors toutes les séquences de

réécriture s’arrétent sur une forme normale.

La terminaison d’'un systeme de réécritiRepeut étre prouvée en translatant chaque terme vers
un élément d’'un ensemble non videéquipé d’'un ordre bien fondéde tel sorte que

[s]>[t] Pourtouts R t ou [] dénote la translation.

[11.5.2 Préservation de la normalisation forte pourA@.
Dans ce qui suit nous allons utiliser la combinaigstes technique de RPO (recursif path

ordring) [DER 79, 82,87], [DP 01] et I'étiquetagensantique (semantic labelling) [KLO 80]..

Pour démontrer la préservation de la normalisat@te duA@ nous avons suivi les étapes
suivantes :
1. trouver un sous ensemble d¢@ termes qui contient les termes purs et fortement
normalisant par Ig-réduction du\-calcul.
2. traduire les termes de cet ensemble vers un ensatalierme du premier ordre.
3. définir un systeme de réécriture de premier ordres nouveau ensemble.

4. monter que le systéme de réécriture du premieeqgrdgserve la réduction d@.

Définitions. 111.5.1

= Ondit que le term®IOSNk si M est fortement normalisant par la relation de rédacR

= On utilise ARM) pour dénoter la forme normale & par le systéme- ,, et (M) pour
la forme normale dév si elle existe.

= La norme Max_red(M)correspond a la longueur maximum [@leéduction qui commence

parAR(M ), siAR(M ) OSNs..
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Lemme 111.5.1. OM,NIU@ : AR@(AxM;N))= ARM )[x:= ARN)]
Preuve.

Soit M = xalors par hypothése d'inductioAR(N) = AR(x)[x = AR(N)] = AR(N) ;

1. soit M=y avec  y#X alors on a par hypothése d’induction
AR(y) = AR(y)[x:= ARN) = AR(y)};

2. soit  M=PQ AR@(xPQN))=[x= ARN)[P)x=ARN)IQ);  (par  hypothese
d’indiction)

3. soit M=JdyP nous avons AR@(Ix(}y.P);N))= AR(Ag.@(/x@(}y.P;g);N)) par
hypothése d'inductiofig]x:= ARN)]ly = g]AR(P))

Lemme I11.5.2.
=  Pour tous les termed$1, N :

1. si M -.ieN alors ARM)= AR(N)
2. si M -apN alors ARM ) -, AR(N)
Preuve :
1. triviale
2. par induction sur la structure de M, on traitdés cas important :
e siM=(IxMiM2, N=@IxMzM:z). Alors ARM )= ARAXARM,))ARM,)qui se
réduit parp & ARM, [x:= AR(M, )] = AR@(IxM,.M,))= AR(N) (par le lemme
11.5.1)
« siM= (@xM5M:)), N=@x.MxC).Or :

ARM )= ARM, )[x:= ARM, )] -, ARM)= AR(M,)x:= AR(C)] (par hypotheése
d'induction) = AR(N) par le lemme 111.5.1.

« M= (@xMzMz)), N=@(Ix.C;M2) ; analogue au cas précédent.

« M= (@xMzMz)), N=@(Ix.C;C2) ; analogue au'?" cas.
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l11.6. Rappel de la définition du RPO.

Dans cette section nous allons rappeler la difinde I'ordre récursif sur les chemins (récursif
path ordering) déja présenté dans le chapitre kdancadre des méthodes de preuve de

terminaison des systémes de réécritures du premdes.

111.6.1 Définition.
Soient F un ensemble de symboles de fonction§,un ensemble de variables tel que

F n X ={} etT(F, X) 'ensemble des termes définis dtiet X . Soient> un ordre partiel
sur F et r une fonction qui assigne a chaque symbole de famdti 0 F un statut qui est I'un
des mots mult ou lex.
L'ordre récursif sur les cheminsrrosur T(F,X) induit par> et 7 est définit par :
f(s,...an) >reo glts,...1n)
ssi Di[s = g(tl,...,tn) OS >greo g(tl,...,tn)]
C{f o 9 005005 o )
C(f = g O0i[f(s50) >reo th 0(Syeey Sp) =08 <t1,...,tn>)
-, —metsont respectivement les extensions lexicographigusulti ensemble de l'ordre
récursif sur les chemin$Po et ils sont définis par :
e (s,...5n%0(t,...1n) SSi pour unism,n s=t,...S-1=t4, S>reoli OUS=h,...Sn=tm, M>N.
¢« (8,.50)-Bt,...1) ssi le multi ensemblelt,,....t,} peut étre obtenu & partir de
{s.....s,} en faisant des remplacement d'un élémentpar des élémentd tel
gues-reot , Cette opération de remplacement peut étre faikeow plusieurs fois.
Théoréme 111.6.2. (Dershowitz)
Soit > un ordre partiel er une fonction de statut définie sur 'ensemble ggg®mboles de
fonctionsF , soit -reol’ordre récursif sur les chemins induit paret 7 . Alors

>reo €St bien fondé= > est bien fondé.

Preuve :voir [DER 82], [FZ 94].
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Chapitre IlI : Etude du systeme de substitution eitplig@-calcul

1.7 PSN pour le A\@.

Ici nous allons utilisé les techniques (RPO) etdenantic labelling(SL) pour démontrer que le
MA@ préserve la forte normalisation ducalcul, c’est a dire que si un terme est fortement
normalisant dans l&-calcul il est aussi fortement normalisant dans\@. Il nous reste a
signaler que la techniqgue de RPO est valable mmusystemes de réécriture du premier ordre,
donc on a besoin de traduire les terme&d @uen des termes du premier ordre et cette traductio
doit préserver la réduction, Donc on va étiquesgtain symbole de fonctions par des entiers qui
représentent les longueurs maximum des séquenaésluetions, c’est a dire qu’on va travailler

sur un sous ensemble N@ termes.

Définition I11.7.1.

On définit 'ensembleSubSg (un sous ensembles de I'ensembleXi@stermes) par :

SubSg={M 0 A@ / ON un sous terme dé¢,ARN) O SN, } , en dautres termes

Max _ red(N) < « pour tout sous termdl deM .

Lemme II1.7.1.
Max_red(@{Ax.M;N)k Max_red((Ax.M)N)

Preuve :
Nous avons AR{(AxM)N)=(AxARM))ARN) - , [x:= ARIN)JARM ) = AR@(IxM; N))

Il est clair que siMax_red((Ax.M )N) =n alorsMax_red(@Ax.M;N))=n-1.

Lemme I11.7.2.
Si MO SubSp et M - e N alorsNO SubSg .

Preuve :facile par induction sur la structure &

«  M=@xx;A) avec Al SubSp ; M -.1eA
«  M=@Ixy;A), nous avons dans ce cls - ,, y O SubSN,

o M=@x{ly.A}B)- N=@( Ag.@x@(ly.A;g)}B) ) ; par le lemme 111.5.2. (partie 1) on
ARM )= AR(N) ce qui implique qualC] SubSg .

e M E@()IX.AB; P) ; pour le méme argument que le cas précédent.

«  M=(IxAB- asN=@x.A;B) ; par lemme II1.5.2. (partie 2)
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Chapitre IlI : Etude du systeme de substitution eitplig@-calcul

Définition 111.7.2.
Soit Jeun ensemble de termes du premier ordre augmentéegagtiquettes aveci un entier
naturel et qui est défini par la syntaxe suivante :
Tu=#| T T AT| TT| |IT
Tel quel est le combinateur d’identité de la logique comtuita

On défini aussi la transformatian: 1@ — Je par:

¢(x):#

AMN )=¢{M }‘nuq(N) Avec n=Max_red(MN)

AMM )= AdM)

d@(xM;N)) =

{Q(M JQ(N) n = max_red(@(xM; N))
IN /si(x = M)

Il est clair queg est bien définie sur tous les  @rmes.

Définition 111.7.3.

Soit - seune relation de réduction définie sur I'ensemiigpar le systeme de réécriture du

premier ordre suivant :

(M )N = MIN|, si m>n
(M HmHNJP|n - (M|P|p)HqH (N|P|r) Si nz p,q,r
(M )P, — A(m[PL )

P - P

M|P| - M

Et les deux regles Down :
Mjm/N — My N si m>n
M|N| - M|N| si m>n

Remarque :

Les deux dernieres regles sont appelées Decr daxis 5], elles servent a décrémenter les

étiquettes dans l'applications et I'@ si une bétduction est effectuée a l'intérieur.
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Chapitre IlI : Etude du systeme de substitution explig@-calcul

Lemme I11.7.3.

La relation de réduction- ,.est une sous relation d’'un certain ordre récursifies chemins. (il
existe une relation de précédereetelle quelM, N O A, siM -, N, alorsM >, N

ou > oppest I'ordre récursif sur les chemins induit pay

Preuve : soit la fonction de précédeht définie par :

[ 121 L A

Et la fonction de statut donnée par :

d 1)2 1) 2 ) 2 ex

- .ESt une sous relation de I'ordre récursif sur lesngins induit par les fonctior’s et? .

Corollaire 111.7.1.

- .est fortement normalisant.

Preuve :

Par le theoréeme de Dershowitz-g,,défini plus haut est fortement normalisant. Donclpa

lemme II.7.3. - ,, est fortement normalisant.

Lemme 111.7.4. (Préservation de la réduction)

Si Mestd @terme etM — ,, M alorsg(M) - 5, ¢(N).

Preuve : par induction sur la structure Me ; les cas les plus intéressants sont :
M = @(AX'X’Ml) ~i@ Ml =N alors¢(M):#|¢(M1)'m  Je ¢(M1)E ¢(N)
OU m= Max_Red(M)
M = @(Axy,M,) ~ o y= Nalors g(M) = p(M,)p(M.) | — .. #(M,)=#(N) avec
m= Max_Red(M)
M = @(/]X-(/]Y-Ml); M 2) ~Je (/‘g-@(/‘x- @(/‘y-M1); M 2)) =N;
(M) = (M oM, ), ~ .. Mo(M.)Jg(M., ), = Alp(M.)g(M,),)
AN=Ad@tyMzg))dM:), ) - AldMa)da) [dMm:), ) - AldMi)dMm2) )

.)

ol M =(IxM, )M, alorsM - ,, N =@(xM;;M
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Chapitre IlI : Etude du systeme de substitution explig@-calcul

dM )= (M) dM2) dAM1) (dM2))y _ AN) oy M=Max_red(M)

n= Max_Red(N) ; il est a noter qué&™N est assuré par le lemme 111.7.1.

et

M = @(xM,M,;M,) alorsM - ,, N =@(xM,;M,)@xM,;M,). On a

dM )= Ml)m\d'\/'z))dmxn e ( MlMMe’]p)n( MZMWM =¢N)

Ou n=Max_Red(M), p = Max_Red(@(xM;M,)) , q = Max_Red(@(/xM,;M,)), et
nzp,q

M=MM, -, MM, alors¢(M)=g(M,) ,6M,) - . 8(M),,;6(M.)

(par hypothése d'induction). ¢(M3)HnH¢(M ,) oum=Max_Red(M)=n=Max_red(N)
Lemme I11.7.5.

OM O A @Termes,M [0 SubSp - M estA @fortement normalisant.

Preuve :découle immédiatement du lemme 111.7.4.

Théoreme I11.7.1

Le A @préserve la normalisation forte @dtcalcul.

Preuve : soit M un terme fortement normalisani(est pure), alors! [0 SubSg, donc par le

lemme lIl.7.5M est fortement normalisant.

[11.8 Théoreme de confluence du.@
Théoreme 111.8.1
Le A @ est confluent.

Preuve :

A @est faiblement confluent et termine, donc sa cenmfte résulte immédiatement par le

lemme de Newman.

74



Conclusion

Conclusion

Le A@ calcul est une extension simpleXdoalcul classique qui n'utilise aucun codage

supplémentaire pour désigner les termes.

Dans ce mémoire nous nous sommes principalemeémesg#e a I'étude de la confluence et la

préservation de normalisation forte d@ calcul.

En constatant, a travers notre étude des calcutssaNmsstitution explicite, que la confluence et la
préservation de la normalisation forte des caloalsont pas des propriétés évidentes a établir
directement, nous avons considéré@ en le présentant comme un formalisme de rééeritur
d’ordre supérieur.

Ainsi, nous avons prouvé la normalisation forté.@ en utilisant une combinaison des
techniques du ‘semantic labelling’ et I'ordre ré&itisur les chemin. La confluence faible xX@

est évidente apres I'étude et la résolution degagss critiques.

La confluence d@ découle immédiatement de sa préservation de tisatian forte et sa

confluence faible par le lemme de Newman.

La simplicité des regles de réécritureld@ calcul rend intéressant la définition d’'une maehi
efficace exécutant les réductions de ce calcgknhit aussi intéressant de définir une version

typée pour calcul.
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