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Préface

La pratique d’enseignement, nous a amené a constater la difficulté qu’ont les
étudiants pour bien assimiler le cours, et c’est pour cette raison qu’il a paru utile
d’écrire ce support.

Le programme de ce support correspond a ce qui peut étre dispensé
raisonnablement durant un semestre de cours, en permettant une assimilation
progressive des systemes vibratoires.

Ce recueil est un support pédagogique destiné aux étudiants de Licence et Master
des filieres Electromécanique et Génie mécanique. Ce manuel regroupe des
différents chapitres, a savoir :

- Rappel de cours sur les vibrations,

- Généralités sur les vibrations

- Oscillations libres des systémes a un seul degré de liberté,

- Oscillations amorties des systémes a un seul degré de liberté,

- Oscillations forcées des systémes a un seul degré de liberté

- Régimes des vibrations harmonique et périodique

- Oscillations libres des systémes a plusieurs degrés de libertés.

- Vibration des poutres droites

- Vibration des plaques

- Recueils d’exercices

Je souhaite que ce manuel de cours recueil en Dynamique des structures puisse

aider de maniére efficace la majorité d’étudiants.
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Chapitre I Systémes a un seul degré de liberté

Systémes a un seul degré de liberté

1. Définitions et généralités sur les vibrations :

1.1. Mouvement Vibratoire :

On appel mouvement vibratoire le mouvement d’un systéme qui s’effectue périodiquement de
part et d’autre d’une position d’équilibre.

1.2. Mouvement périodique :

On appel mouvement périodique, un mouvement qui se répete identique a lui-méme a des
intervalles de temps successifs de méme durée T.

1.3. Mouvement sinusoidale :

On dit qu’un mouvement vibratoire est sinusoidal, si I’¢longation x (y ou z) d’un point vibrant
est une fonction sinusoidale simple du temps.

x(t) = X sin(wt+ @)Ou bien x(t) = X cos(wt + @)

Avec X : I’amplitude d’un mouvement. Elle se place a I’origine.

Et w : étant sa pulsation:

Ce type de mouvement est appelé mouvement harmonique simple.

Un mouvement oscillatoire n’est harmonique que s’il est linéaire d’une position d’équilibre
stable.

On dit que le mouvement oscillatoire est linéaris€ si la réponse est directement
proportionnelle a la force appliquée.

Pour linéariser le mouvement d’un systéme oscillatoire, on fait appel a des petites oscillations
au voisinage d’une position d’équilibre stable afin d’obtenir des équations différentielles du
mouvement linéarisé facile a résoudre.

1.4. Coordonnées généralisées :

On appel coordonnées généralisées d’un systéme physique, un ensemble de variables réelles
permettant de décrire ce systéme (position et mouvement (translation ou rotation)).

1.5. Degré de liberté :

On appel degré de libert¢ (ddl) d’un systéme la capacité de ce systeme d’effectuer le
mouvement de translation et de rotation par rapport aux axes.

1.6 Qu'est ce que la vibration mécanique?

11 s'agit de I'¢tude du comportement dynamique des corps. Cette définition peut se scinder en

deux sous parties:
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-1- I'¢tude des vibrations libres: soit un mouvement oscillatoire non entretenu (pendule,
circuit résonnant,...).
-2- les vibrations forcées: soit un systéme soumis a des sollicitations extérieures. On peut en
définir deux catégories :

- Le régime transitoire: le systetme est soumis a des sollicitations extérieures et répond.
On cherche alors a savoir quelle est sa réponse avant stabilisation (s'il y a lieu).

- Le régime permanent: le systéme est soumis a des sollicitations extérieures périodiques
et I'on cherche a savoir quel est son comportement une fois dépassé le stade du régime

transitoire.

2- Représentation de ’oscillateur :
Un systeme mécanique posséde un seul degré de liberté quant sa configuration peut étre
caractérisée a chaque instant par une seule variable.
Le systéme est linéaire quand il est décrit au moyen d’équations différentielles linéaires.
Prenons pour exemple un systtme Masse - Ressort - Amortisseur, ce systetme est
'Oscillateur ¢lémentaire linéaire de la mécanique :
Il est modélisé par :
- Une masse m indéformable
- Un ressort sans masse qui fournit une force ¢élastique proportionnelle et opposée au

déplacement x(¢).

- Le coefficient de proportionnalité k est appelé la rigidité ou raideur.
- Un amortisseur de masse négligeable qui fournit une force de freinage

proportionnelle et opposée a la vitesse x(¢) .

- Le coefficient de proportionnalité & est appelé la rigidité ou raideur.
- Le coefficient de proportionnalité ¢ est appelé la constante d’amortissement

visqueux linéaire ou résistance du systéme.
C

) fv)

(1)

Fig.1 Oscillateur ¢élémentaire linéaire de la mécanique
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2. Equation du mouvement :

L’équation du mouvement est établie d’apres la loi de Newton :

mi=YF

f(¢) : La force extérieure appliquée au systéme

m X : La force d’inertie

cx : La force d’amortissement

k x : La force élastique

mx=—cx—k x+ f(t)

mi+cx+kx=f>t (1)

Le régime libre correspond a la solution générale de 1’équation générale sans second membre
cad. f(r)=0.

Le régime forcé correspond a la solution compléte du mi+cx+k x=f(t)

Le régime permanant est le régime forcé apres disparition des termes transitoires provoqués
par des forces périodiques

On prend I’équation (1) :

mx+cx+k x=f(t)

Divisons par la masse :

mi2-Ss+X 2L @
2m m m

Introduisons les notations :

k |k . . .
®w, =— = o, =,|— Pulsation propre de I’oscillateur conservatif
m m

c : )
A= 2— Coefficient d’amortissement
m

c A . . .
n= =— Amortissement relatif ou facteur d’amortissement

2mo, o,

D’ou I’équation devient :

mE+2A5+ 0l x=1 f(6) (3)
m
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3. Bilan énergétique :

L’¢énergie cinétique d’un systéme mécanique s’écrit sous la forme :

1
Ec = lemz qi2

L’énergie potentielle d’un systéme mécanique s’écrit a partir de développement limité de

Taylor sous la forme:

O’E,
oq*

O’E,
oq’

2

q +

q=0

q+

OF,
E,=E, (0)+ 5

q=0 q=0

La valeur g=0 correspond a la position d’équilibre du systéme caractérisée par :

oF )
0q,

q=0

Il existe deux types d’équilibre :

1 Equilibre stable, figure 2:

0’E,
5 =0
oq Vo
Ep/ \
I N
;{‘ 7

o X

Point d'equilibre

Fig. 2 Equilibre stable

"1 Equilibre instable, figure 3:
2
o0°E,

<0
8q2

q=0
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P

Point d'equilibre

Fig. 3 Equilibre instable

Le mouvement oscillatoire est dit lin€aire si cet écart est infinitésimal. Ainsi, 1’énergie
potentielle prend la forme quadratique en fonction de 1’écart par rapport a la position

d’équilibre telle que :

2
E :la EP q2
p 2 an

q=0

2
0E,

La constante 5

est appelée la constante de rappelle.

Ainsi ; la force de rappelle prend la forme linéaire en fonction de I’allongement et opposée au

mouvement telle que:

- O0’E
F(t)=z—"
dq

q

q=0

Les équations de Lagrange s’écrit :

d|[O0E ) (CE, N CEp | (oD
dt\ 0q oq oq oq
I .
D=-—cqg,
20%

: Fonction de dissipation de Rayleigh.
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Oscillations libres des systemes a un seul degré de liberté

1- Définition :

On appel oscillations libres ou naturelles le mouvement d’un systéme isolé¢ auquel on donne
une excitation initiale a I’aide d’un systéme de perturbation extérieure et on 1’abandonne a ses
oscillations libres (a lui-méme).

Un oscillateur est un systéme qui n’est immobile qu’a la position d’équilibre

2- Description et équation du mouvement :

Le régime libre est décrit le comportement de 1’oscillateur élémentaire apres un lacher initial,

sans fourniture ultérieure d’énergie par une force extérieure, donc lorsque f(¢) = 0.

Ce Lacher est défini, au temps ¢ = 0 par une élongation initiale d¢, = x(0)

L

Fig.4 Oscillateur libre non amorti (masse-ressort)

A I’équilibre :

0=%F,, = F,+P=0

—kdy +mg =0 = kd,, =mg (Condition d’équilibre)

En mouvement :

mi=2Fy, = mi=—k(5y +x)+mg4)
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mxX =—kx+(-kog + mg)
Connaissant qu’a I’équilibre ko, = mg

ceci implique que 1’équation (4) devient

mi=—-kx=>mx+kx=0

)'é+ix:0
m

C’est une équation différentielle du second ordre de la forme ¥ +@,” x =0 avec @, = ,|— .
m

3- Représentations graphiques de I’oscillateur :

L’oscillateur est dit conservatif quand 1I’amortissement est nul, c=0=> A1 =0
Donc : 5c'+a)02x=0

La solution de cette équation donne le déplacement de la masse :
x(t) = Acosw,t + Bsin ot

= Acosw,t + B cos(m,t — %)

Ou
x(t) = X cos(w,t —@) (5)

X =+/4* + B?
Avec ; _B
g(p—A

Donc la masse décrit un mouvement harmonique de pulsation @, , fréquence f, et période7 .

f %% 7 _ 1 2z
0= ) 0= =
27 fo o
Jan VB
FA D St
_// P ,‘( 0)9"- :
e
\\__till.' X(l)

Fig.5 Vecteurs tournants Représentant le déplacement x(t)
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On obtient la vitesse par dérivation de (5)
X(t) = —w, X sin(wyt — @) = w, X cos(w,t — ¢+ %)

Une nouvelle dérivation donne 1’accélération :

X(t) = —a)OZX cos(wyt — @) = a)OzX cos(wyt — @+ 1)

Nous pouvons voir dans la figure ci dessous, la représentation en vecteurs tournants de x(¢),

X(t) et 1(1).

Fig.6 Vecteurs tournants Représentant le déplacement, la vitesse et 1’accélération

. , , T R , P . . T
La vitesse est déphasée de Epar rapport a x(¢)et 1’accélération est déphasée deE par

rapport a x(¢). Nous pouvons voir dans la figure ci dessous, la représentation de x(¢), x(z)et

X(t) .par rapport au temps.
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=(t)

x(t)

=[t)

L I

Fig. 7 Déplacement, vitesse et accélération par rapport au temps.

Ces trois grandeurs sont toujours en quadrature de phase de l'une a sa dérivée. En ce qui
concerne les valeurs de ces fonctions, il est a noter que les fréquences jouent un role trés

important dans leurs évolutions.

x(t) = X cos(wyt — @) Xy =X
xt) =X o, cos(a)ot—go—i-%) =9 Xux =Xy 27 1o

.. _ _ 2 o2
)'c(t):Xa)oz cos(a)ot—go+7z) X pax _VMAX 27[f0 _XMAX 4 fo

On comprend alors qu'a basse fréquence, les déplacements sont plus faciles a lire et qu'a haute
fréquence les accélérations sont plus faciles a lire. On peut utiliser le calcul ou des abaques
pour convertir les amplitudes des signaux "déplacement-vitesse-accélération" en fonction de

la fréquence.
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Oscillations libres amorties des systémes a un seul degré de liberté

1- Définition :

L’oscillateur est qualifi¢ de dissipatif quand I’amortissement n’est pas nul.
Revenons a I’équation (3) avec f(¢)=0 .

mi+2Ax+w, x=0 (6)

Elle a pour solution :
x(t) = Ae"" + Be”"  (7)

r==A+ A -, @®)
\/7

_ 2 2
1, ==A—A -,

Avec :

En fonction de la valeur de I’amortissement relatif7, il est nécessaire pour la suite de

distinguer les trois cas suivants :

v' 1 =1 Amortissement sur-critique

v' 1 =1 Amortissement critique

v' 1 <1 Amortissement sous-critique
Par ailleurs, il est commode d’introduire la grandeur @, , toujours réelle et positive, ainsi
définie :

o =2 -0 |= 0, -1 9)

1.Amortissement sur-critique :

Quand I’amortissement relatif est plus grand que I'unité, on doit écrire d’apres la relation (9) :

n-1= 0 =\ -0, =0, \n* -1

Les racines (8) sont alors :

{r] =-1+o,
r,=—A-0,

(10)

Elles sont toutes deux négatives et le déplacement devient :

x(t) =e ¥ (4e™ + Be ") (11)



Chapitre III  Oscillations libres amorties des systémes a un seul degré de liberté

On obtient la vitesse par dérivation :

i) =—e " (A-w)Ae™ +(A+w,)Be ")

x(0) =X, , x(0) =V, les relations

Pour un Lacher correspondant aux conditions initiales
précédentes donnent,

X,=4+B
{VO =—(A-w)Ad-(A+aw,)B (12)

On en déduit les constantes d’intégration A et B :

A _ b (X, (A+w,)+V,)

2w,

B:—_l (X,(A—w,)+V,) (13)
2w,

La figure suivante représente X() ot ¥(0) dans le cas Xo 7~ 0 €tV = 0 (se sont des fonctions

apériodiques donc le systéme n’est plus un oscillateur)

\x(r)

\

V()

Figure 3.1. Régime libre avec amortissement sur-critique

Compte tenu de (13), le déplacement x donné par la relation (11) peut se mettre sous la

forme :

AX
x(t) =e (X, cha)1t+°—+V0 sha,t) (14)

@y

2.Amortissement critique :

Quand I’amortissement relatif est égal a I'unité 7 =1, ’équation caractéristique de (6)

possede une solution double

n=r=-A=-0, (15)
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La solution générale de toute équation différentielle du second ordre est donnée par la
combinaison linéaire de deux solutions particuliéres linéairement indépendantes ; il est de

mémesi 1 =71,

Une premiéere solution particulicre est de la forme :

On peut se rendre compte, par substitution dans I’équation différentielle, qu’il existe une

deuxiéme solution particuliere de la forme :
x, =u(t)e ™

En effet

x, =e " (u(t) — w, u(t))

X, =e ™ (ii(t) — 20, u(t) + @, u(t))
Avec A = @, , la substitution dans (6) donne :
i(t)=0=>u(t)=Ct+D = x, =(Ct + D)e ™
D’ou la solution générale pour x(t)
x=Ex, +Fx,=(CE+FD)+ FCt)e ™
Et par changement d’écriture des constantes :
x=(A+Bt)e™™
La vitesse est donnée par :
x=((B-w,A)—w,Bt)e "
Les conditions initiales x(0) = X, et x(0) =V, déterminent les constantes A et B :

A=X
' (17)
B=X,0,+V,

3. Amortissement sous-critique :

Revenons aux racines (8) de I’équation caractéristique

2
r=—A+ A -,

\/7
r,=—A—\A -,

12
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Elles sont complexes car 7 <1 = A* — a)02 <0

La relation (9) permet alors d’écrire :

n==A+jo,
r,=—A-jo,

(18)

Dans ce cas, la grandeur @, est la pulsation propre de I’oscillateur amorti :

o, =, 1- 7" (19)

Et le déplacement x(?) devient

x(t) = e ¥ (Acosw,t + Bsin w,t) (20)

On déduit la vitesse

%(t) = e ¥ (-4 + w,B) cos w,t — (w, A+ AB)sin w,t)

Les conditions initiales x(0) = X, et x(0) =V, , on détermine les constantes A et B :

A=X,
X, +V, 1)

w,

B=

Le régime libre peut se mettre sous la forme :

AX,+V, .
x(t)=e (X, cosm,t + —2—"Lsin ) (22)
0 1 1

a)l
Ou bien :
x(t) = Xe " (cosw,t — §) (23)
Avec :
AX, +V ?
X = \/ X+ (#J
@ (24)
AX, +V
T — 0 0
g9 ToX,

En fonction du temps, le déplacement est représenté par une sinusoide amortie comprise entre

les deux enveloppes + Xe ™

La période de x(2) (ou la pseudo-période) a pour valeur :

T =2"
601

1R
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Figure3.2 Régime libre de 1’oscillateur amorti (déplacement en fonction du temps)
L’amortissement diminue la pulsation et augmente la période des oscillations.

En effet :

o, = w,A\1-7n W, < @,

LT, (25

4. Le décrément logarithmique :

Il est utile en particulier d’utiliser la notion de décrément logarithmique, ainsi définie :

LT O (26)
n  x(t+nT)

C’est le logarithme, divisé par n, du rapport entre deux déplacements séparés par un nombre
entier n de période T;.

D’apres (23) :
x(t+nT)) = Xe """ (cosw, (t +nT,)— ¢) = e ™" x(¢)

D’ou le décrément :

1R
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B 1 nAly _
A= - Ine™" = AT, (Indépendant de n)

27

w,\1-7°

Le décrément logarithmique est fonction de I’amortissement relatif

Comme A=now, e T =

27n

w/1—772
A

Bt = (28)

NATT + A°

A= (27)

Quand: ° =<1 = UEA (29)
2

1R
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1-Régime permanent harmonique

Le régime forcé est le comportement de 1’oscillateur soumis a I’action d’une force extérieure
dans notre cas considérant ce régime avec une force extérieure harmonique qui est un régime
permanent harmonique.
1- Amplitude et phase en fonction de la fréquence :
Reprenons I’équation (1) avecf(t) = F cos wt
mix+cx+tkx=F cos wt (30)
La solution permanente sans termes transitoires est de la forme
X = A cos wt + B sin wt (31)
en introduisant x et ses dérivées dans d’équation, on obtient, par identification des termes en
cos wt et sin wt

{A(k—a)zm)+ch=F
—Awc+B(k—w?*m)=0

On en tire facilement les constantes A et B

( k — w?’m
A=F (k — w?m)? + w?c?
woc (32)
B=F

(k — w?m)? + w?c?

En combinant les deux fonctions harmoniques, la solution devient

x = Xcos (wt—¢) (33)
avec X = VA? + BZet tg<p=§ , Soit

B F
J(k — w?m)? + wic? - (34)
wc
8¢ = k—w?m
Introduisons les grandeurs :
k Pulsation propre de 1’oscillateur conservatif

w3 = —
m

16
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__°¢ Amortissement relatif
2mw,
B = W Pulsation relative de la force extérieure (35)
Wo
FO° Déplacement statique du a une force constante F (36)
X s = 7
y = £ facteur d’amplification dynamique (37)
=X

La relation (34 A) peut s’écrire
F/ Flk

K
X = =
Ja-w e @t Ja - gy +ar (g

En divisant par X, on obtient le facteur d’anplification dynamique :

1
*= JA = B2)? + 4122

(38)

L’oscillateur est en résonnance d’amplitude quand X est maximum c.a.d. que le dénominateur

de (38) égale a zéro
d
dp

B=0=w=0

((1=PB?? +412) =0= B(~1+ p?>+21?) =0

B>=V1 — 272, la solution non nulle correspond a la pulsation cherchée par conséquent

w, = woy 1 — 212 (39)

Introduisant 5, dans (38), on aura :
bt = — (40)
21V1 — 12
2- Diagramme de vecteurs tournants :
mX+cx+kx=Fcos wt
en régime permanent : x = X cos (wt — @), les forces sont :

f(t) force extérieure en avance de phase ¢ sur le déplacement x,

1R
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f(t) = Fcos wt

fm (t) force d’inertie, en opposition de phase avec le déplacement

fin(t) = m¥ = —w?m X cos (wt — @) = w?m X cos (wt — ¢ + 1)

f-(t) force de frottement visqueux en avance de phase de % sur le déplacement

fe(t) =-cx = — wc X sin (wt — @) = wc X con (wt — ¢ + g)

fi. (t) force de rappel élastique, en phase avec le déplacement

fri(t) = kx = k X cos (wt — @)

Ces forces sont égales aux projection sur un axe de vecteurs tournants a la méme vitesse

angulaire

(kX —w*mX)

fm ()

[ @

Fig : régime permanent harmonique,

wm X Diagramme de vecteurs tournants

Les inconnues sont I’amplitude X et la phase ¢, le diagramme permet de calcule :

F

(kX — w*mX)? + wcX? =F* =X =
V(K= 0?m)? + 0?c?

wc

tgp=

K-o?m

3-utilisation des nombres complexes : (réponse en fréquence)

Cette méthode consiste a remplacer les vecteurs par des nombres complexes.

1R

IR
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mX+cx+kx=Fcos wt
la solution permanente sous la forme : x = X cos (wt — @)
ou X et gsont les inconnues
la force exteueure f = F cos wt est considérée comme la portier réelle d’une force complexe

définie par :

f= Fel®t = F(cos wt + j sinwt) (41)
!
Im A i
x|
¢ L £
_ : ' wc
) T ! I 7, !
rdiag (e dans le plan ~ mplexe i
Ma : f=ke(ff) | o i e
Le déplacement x(t) 1 alors la partie X(t) 1d f(t) ient con (K — 2 m)
E = X eJ\0L=¢)
{ x = Re(x) (42)

L’équation (30) représente la partie réelle de 1’équation complexe :
m¥+ex-tkx=f (43)
x = joX ellot—9) — jox
i = —w?X el(ot—0) — —w?x
Introduisons ces valeurs dans 1’équation

(K — o’m)+ joc )x =f (44)

On appelle impédance complexe la quantité

Z =((K — 0*m)+ joc )=/ ((K — ©2m)2 + w2c2el*(45)

1R
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Son inverse est I’admittance complexe

Sp— < ____(46)

1
Z  (K-02m)+joc JEK-0Zm)2+ w2c?"

Z:

wcC

L’angle ¢ : tgep=

K-®Zm
11 vient finalement:

Zx=f

D’on la solution :

IN 1~

E:

=Yf @)

Fejwt Fe] (ot—¢)

(48)

X: =
= (K-0?m)+ joc (K-02m)2+ w2c2

En comparant (42) et (48), on retrouve :

oC
=t =
(K—02m)2+ ©2c2’ g K-0?m

X

Donc : H=K'Y (49)H: sans dimension

11 s’agit de la réponse complexe en fréquence, dont le module u (facteur d’amplification

dynamique)

H(0) = — = ——7———(50)

(K-w?m)+ joc (1—0)2%)+jm—KC (1_%2)4_2]'1_

en introduisant la pulsation relative

HB) = (51)

(1-B* +2jB

On peat écrire également
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( e_j(P
H=pe™* =
\/(1 - BZ)Z + 4T2ﬁ2 (52)
2tp

Il est commode de faire apparaitre la réponse complexe en fréquence et le déplacement

statique dans (47)

x = (KY)

f = (KY) Tel* x = HX,e ! (53)

X | -

La quantité X;eJ®t représente la forme complexe X, du déplacement élastique défini par

1
xe(®) = % (V)
(53) peut s’écrit :x = Hx, (54)

4-pulsation propres et pulsations de résonnance :

L’objet de ce paragraphe est déterminer les pulsations de résonnance de vitesse et
d’accélération
x = X cos(ot — @)
Xs

\/(1 — )" + 402p?

La vitesse : x = —wXsin(wt — @) = —Vsin(wt — @)

X=puXs =

Son amplitude : V = wX = woX; S (55)
f(l—ﬁ2)2+ 4722
La pulsation pour laquelle ’oscillateur est en résonnance c’est la vitesse V est minimum
av
=0 c@-p)a+p)=0

B est réelle et positif
Laseule racinef =1 < w = w,
En procédant de méme pour 1’accélération

¥ = —w?Xcos(wt — @) = —Acos(wt — @)
2
A = 0%X = 03X P (56)
\/(1 — %) + 4r2p?

Bl
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0A )
— = 1-213)—-1=
3p 0 o B( ) 0
Soit 5 la solution :
1
By = —
V1 — 212

La résonnance d’accélération apparat pour une pulsation w; w3 > w,

W

V1 — 212 (57)

(1)3:

on résume :

un oscillateur ¢lémentaire linéaire possede les pulsations suivantes
,K . .
wo = |- Pulsation propre sans amortissement

®; = ®yV1 — 1%  Pulsation propre avec amortissement

®, = 0gV1 — 212 Pulsation propre de résonnance d’amplitude

— Pulsation propre de résonnance d’accélération
—4T

Elles sont classées dans I’ordre suivant w, < w; < wy < w3
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2- Régime permanent périodique

1-série de Fourier : Spectres de I’excitation et de la réponse le régime permanent est un
régime qui ce maintient apreés disparition des termes transitaires d’un oscillateur dissipatif

excité par une force extérieure périodique f(t) quelconque

Soit f(t) de périodeT = &

w

Peut étre décomposée en série de Fourier
1 S _
f(t) = EFO + Z(An cosnwt + B, sinn wt) (58)
n

Les coefficients A, et [, :

2 T
Fy = Tf f(t)dt

A

T
A, = ;JO f(t) cosnwt dt (59)

2 T
kﬁn = Tfo f(t) sinnwt dt

Quant la Fonction f(t) est paire (f(-t)=f(t)), les constantes [,, sont nulles et la séric ne
comprend que des termes en cosinus

Si la Fonction f(t) est impaire (f(-t)=-f(t)), les constantes A, sont nulles et la série ne
comprend que des termes en sinus

En regroupant les cos et sin de méme pulsation
1 0
fl) = EFO + Z E, cos(nwt — ¢,,) (60)
n

F, =\/A%+ﬁrzl
h 6D

tg 4Tl A
n

23
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v
—

|
0 \/

A
A 4

Fig : force extérieure périodique

La figure suivante montre comment la série des amplitudes F, ( spectre de f(t)) se transe
forme en une série des amplitudes X,, (spectre de x(t)) au moyen des exemples suivants :

1- La pulsation de résonnance d’amplitude w, est inférieure a la pulsation fondamentale
de f(t), une série décroissante F,, se transforme alors en une série X,, plus fortement
décroissante.

2- La pulsation w, est voisine par :w, = 3w, L’amplitude w5 du 3™ harmonique de x(t)

peut devenir supérieure a X;,meme si F; < F; .

il
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F
A F1
F,
F3
F,
Fs
Fe
| w
> wO
2 3
Xn
A
X,
Wy X
[Pl - 2
w X3 X4 X5
< > Xe
I
> wO
2 3
Xn
A X3
X1
w»
BH - XZ
l Lad 6
I
> (Uo
2 3

Fig : spectres de {{(t) et de x(t)
w2 Wz
(1) —< 1 (2):~3

il
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L’amplitude des harmoniques de x(t) décroit plus rapidement que celle des harmoniques de
f(t) des que leur pulsation nw est supérieur a racine de 2 fois (nw > V2w,) la pulsation w,
’oscillateur se comporte comme filtre des hautes fréquences.

Le terme F;cos (ot—¢,) est la fondamentale de la force extérieure, les termes d’ordre
supérieur (n>1) sont appelés harmoniques.

Revenons a I’équation :

mi+cx+kx=f(t)

il s’agit d’une équation différentielle lin€aire, ce qui permet de superposer les solutions
particuliéres correspondront a chaque terme de (60).

On aura donc

o]

1
z2fo
X() = a + z X,cos(nwt — @, — @) (62)

n
ce résultat montre que x(t) est une fonction périodique de méme période que f(t).

I’amplitude X,de I’harmonique de rang n est calculée au moyen de la relation (34,A) :

Ey

Bl \/(K —n?m? m)? + n2w?c?

= UnXsn (63)

n

Par analogie avec (36) et (38), le déplacement statique et le facteur amplification dynamique

correspondants ont pour valeurs

Fy
KXsn = K (64)
1
Hn = - (65)
\/(1 — n2B?)" + 412n2p?
Le déphasage est donné par :
nwc 2mnpf
t = = 66
g‘/)n K_nz(l)zm 1_n232( )
Cet effet apparait clairement en écrivant les relations (65) et (66) comme suit :
1 1
TR 7 aep
(F —B ) T

il
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Pour les grandes valeurs de n, elles deviennent

o~ g

2T
tgpn = — n_B

Ainsi I’amplitude X,, décroit comme n—lz et le déphasage ¢, tendre cas

Séves de Fourier sous forme complexe :
En utilisant les relations d’Euler liant fonctions trigonométriques aux fonctions exponentielles
complexes.

ejnwt + e—jnwt ejnwt _ e—jnwt

Cos nwt = ,Sin nwt = -
2 2]

La décomposition en série de Fourier prend la forme :
1 1 < . . o .
X(t) — EFO + E + Z(An(e]nmt + e—]nwt) _ ]Bn((e]nwt _ e]nmt)
n
On, en groupant les termes différemment,
1 1 N ; jnot ; —jnot
X(© =5Fo+5+ Z((An —jB et + (A, + B, )eImer)
n

Introduisons les notations
1
Co=7Fo
1 )
Co=12(An—JB,) (67)
X 1 .
kgn =C,= 5 (An + ]Bn)

La série devient ainsi :

X(t) =co + Z(gneinmt + Q;e—jnmt) (68)
n

il
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Ou encore, en sommant de —co a +o

£(t) = z Coemot  (69)

les confiants complexes C,, peuvent étre calculés a partir de (59)

Co =5 (An—JB,) = 2 X% f(£)(cos not — jsinnot)dt, ¢, = X% f(D)eT™tdt  (70)

il
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3-Régime forcé

Le régime forcé de 1’oscillateur correspond a la solution compléte de 1’équation différentielle
mi+cx+kx=f(t)

il est donc la somme d’une solution particuliére x,, (t)de I’équation avec second membre et de
la solution générale x; (t) de 1’équation sans second membre ce probléme peut étre abordé
par :

— Larecherche directe de solutions particuliéres

— La transformation de Laplace

— La transformation de Fourier

— L’analyse numérique

1- Transformation de Laplace :

La Transformation de Laplace permet de remplacer unprobléme différentiel par un
probléme algébrique.
La Transformation de Laplace d’une fonction f(x) de la variable réelle t, dite fonction

génératrice et définie pour t> 0 par :

0

() = [ et e = 1 @)

0

Cette transformées est une fonction de la variable si réelle ou complexe on appelle
abscisse de convergence le nombre réel a tel que la condition
R(S) > a assure la convergence de I’intégrale, et donc I’existence de F(s)

On appelle la transformée de Carson, Laplace, la définition modifié

0

F(s) = [ et f(0de = L(F(©)

0

Elle présente 1’avantage de transformer une constante en constante

F'(s) =SF(s) e F(s) = %F'(s)

il
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Propriétés fondamentales de la transformée de Laplace :

hO=J; fF(U)g(t — w)du

h(O=[; f(t —wgU)du
g(t)=0 pour t<a
g(t)=f(t-a) pour t>a

t
fU)du
to

j FU)du
0
e £ (1)

<+ SEUR0)HFL0))
H(s)=F(s)G(s)
G(s)=
e " ¥F(t)
1 1 (°
EF(S) +§L0f(U)du

1
§F(S)

F(st+a)

f(t) F(s)=? (f(t)) Remarques
c1f1(t) + cof5 (1) CiFi(s) + C,F,(s) Théoréme de linéairité
f'(t) SF(s)-f(0)
£"(t) S2F(s) — (Sf(0) +£'(0)) | Théoréme des dérivées
(1) STF(s) — (S™1f(0) +

Théoréme de composition

Théoréme du retard

30
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Table des transformée de Laplace élémentaires :

f(t) F(s)=f (1(t)) f(t) F(s)=¢ ((t))
1 1 t cos wt S? — w?
T S t sin wt (5% + w?)?
1
t" 5z e~ cos wt L
at —at o; ($2 + w?)?
e nl e~ sin wt ¢
tedt Sn+l chwt ta
(S + a)? + w?
thedt 1 shwt w
S —
(1+ at)e™ " 4 1 — cos wt (S +a)* + w?
1 rit _ 12t ﬁ chot — 1 S
el G N g
cos wt S W
S—a)? T2
sin wt (5—a) 52— w?
1 w2
S =) —12) S(8% + w?)
w2
S S(5? — w?)
S2 + w?
)
S2 + w?

2- Solution générale du régime forcé :

Revenons a I’équation (1)

mi+cx+kx=f(t)

et prenons la transformée de Laplace des deux membres avec les notations

X(s)=¢ (x(V)
F(s)=¢ (f(t))

Il vient

x(0)= X,

X(0)=V0

m(S2x(s)- sXo — Vo) + c(s x(s) — X,) + kX(s) = F(s)
X(s)(ms? +cs+ k) =F(s) + Xo(ms + ¢) + Vym

30
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On désigne sous le nom d’impédance opérationnelle la quantité
Z(s)=ms? + cs + K(71)

Son inverse est appelé admittance opérationnelle ou fonction de transfert

1
Y() =—— 72
) ms?2 +cs+K (72)
. - 2,64 K
Suit: Z(s) = m(s* + —s+ m)
On fait apparaitre les grandeurs définies par :
, K c 1
wy=— ,d=z—, T=—
m 2m Wy
I1 vient donc :
Z(s) = m(s? + 2As + w3) (73)
1 1
Y(s) =— (74)

ms? + 21s + w}

La transformée X(s) de la solution recherché x(t) a pour expression d’apres et

Xo(s +21) + V1,

X(s) = Y(s) F(s) + s2 + 21s + wf

(75)

Si les fonctions inverses des deux termes du second membre sont respectivement X, (t) et
X, (t), il vient

X(O=Xa(O+Xp (1)
La fonction X}, (t) est connue apres avoir détermine I’admittance temporelle Y (t), inverse de
Y(s), la théoréme de composition permet de calcules X,(t)

Par I’intégrale suivante, « intégrale de convolution ».

Comme précédemment, il faut distinguer trois cas en fonction de la valeur de I’amortissement
relatif n
Amortissement sur critique n > 1

n>1= 12> wl = w? =12 — v}

L’admittance peut semettre sous la forme

1 1 1
Y(s) = —= 5 =
ms2+2As+wf (s—r)(s—1)

30
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T1=_/1+(l)1

Avec: {Tz e

d’aprés la table des transformations:

—At -t

e
Y(s) = e®1t — gm¥1t) =
) mel( ) mw,

shw;t (76)

Pour X,,(t) le plus commade est d’utiliser la relation (14)

Le régime forcé est ainsi

x(t) =

1 1

¢ AXo + V,

f e Msho,uf(t — u)du + e (x,cho t +———2sho,t
0

Amortissement critique ~ n=1

n:1 — )\. = g

L’admittance déduisent

1 1 1 1
Y(s) = —= 5 == 2
ms? + 200S + w5 m(s+ o)

Par conséquent d’aprés la table
Y( ) = e ot 78
S m ( )

La fonction X, (t) étant donnée par , on a

1 t
x(t) = E[ ue U f(t — u)du + (Xg + (0pXq + Vp)t)e ot (79)
0
L’amortissement sous critique n<1
n>1= 12> wi = w? = wi — A2
Pour utiliser la table, le plus commode est de procéder :

1 1 1 1 1 o1
ms2+2As+w? m(G+AD)2+wi—212 mo,(s+1)?+w?

Y(s) =

oAt
Y(s) = ——sinw; t (80)
1

Ce résultat ainsi que les relations (23) et (24) déterminant le régime force

X(t) =

maw-q

33

t
f e Msinw, uf(t—u)du+Xe *con(w, t —¢) (81)
0

(77)
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Avec :

Xy +V, Xy +V,
X= [X2+(E———D2tgp = ——-2
\/0 ( 0; )etge 0, Xq

3- Réponses a une impulsion et & un échelon de force :

3.1. Réponse impulsionnelle :

Soit une force extérieure F, trés intense (force impulsionnelle), soit appliquée a 1’oscillateur
durant on intervalle de temps trés court (fig), par analogie avec la distribution de Dirac, une
telle sollicitation est appelée impulsion deDirac si le produit F. e est égale a 'unité quand
e—>0 etFoo Fe=1

[F £]=1Ns = 1 Newton x seconde

BIELH
A

BB

\
»

Fig : impulsion de Dirac et réponse impulsionnelle

A

Démontrons que la transformée de Laplace de I'impulsion de Dirac est égale a Isi I’on
désigne par d(t) la réponse de I’oscillateur, dite réponse impulsionnelle on a via d’apres (75)
D(s)=Y(s).1=d(t)=Y(t) (82)

Cette réponse est égale a I’admet tance temporelle.

30
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Considérant les dimensions physiques de ces grandeurs :

- Réponse impulsionnelle :[d(t)] = m

Admittance temporale :[y(t)] = é

2

Admittance opérationnelle :[y(s)] = % = ;—g

- Variable de Laplace : [s] = [a)o]§ (V x(t))

Amortissement sur critique T > 1

—At -t

(e(l)lt — e—(l)l t) —

a® = 3
mw; mw;

shw; t

Amortissement critique T = 1

1
d(t) = —e @1t
m

Amortissement critique 7 < 1
e~ |
d(t) = —sinw, t

maw-q

30
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L’oscillateur généralisé

1- Définition et forme énergétiques de I’oscillateur généralisé :
Une systéme oscillant linéaire général discret est un systeme de la mécanique linéaire
comportant un nombre (n) quelconque, mais fini de degrés de liberté et dont le comportement
est régi par I’équation différentielle du second ordre suivante.
[M]x+[C]x+H K]x=1x) (2.1)
Ou x, x, x sont respectivement les vecteurs des déplacements, des vitesses et des
accélérations.
Le vecteur f(t) représente les forces extérieures agissant sur le systéme les composantes
linéaire du vecteur (x) sont appelées coordonnées généralisées avec ces différentes
dimensions physiques (longueur, angles, volume, ....) de méme pour (x), (x) et fi(t)
les matrices[M [,[ C ] et [ K ], que I’on suppose symétriques, sont appelées respectivement
matrice des masses matrice d’amortissement et matrice de rigidité le concept d’oscillateur
généralisé¢, implique que les forme énergétiques correspondantes sont données par les
expressions ci-dessous.
L’énergie un étique ne dépend que des vitesses généralisées.
T =-xt[M]x (2.2)
C’est une forme quadratique symétrique définie positive des vitesses généralisées, elle ne
s’annule que pour ( x=0 )
La matrice [ M ] est également symétrique définie positive ( elle satisfait le critere de
Silvestre ) : le déterminant de [ M ] et les déterminants de tous les mineurs diagonaux doivent

étre positifs.

30
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le ...... mZZ
L’énergie potentielle, de type élastique, a pour expression
T = %xt[K]x (2.3)
C’est une forme quadratique symétrique semi-définie positive des déplacements généralisés.
Elle est dite semi-définiecar elle peut éventuellement étre nulle pour une valeur de (x)
différente de zéro.
On appelle fonction de dissipation de Rayleigh la demi-puissance totale consommée par le
systeme.
w = %xt[C]x(2.4)
En dérivant les relation (2.2) a(2.4) on retrouve 1’équation (2.1)

2- Dérivation d’une forme quadratique symétrique Equation de la grange :

On considere une forme quadratique symétrique des variables (x;)

n n
Q = xt[S]x = ZZSijxixj
iJ

s . d ] . , .
On calcule les dérivées partielles :%,. .. ,TQ et on exprime le résultat sous forme matricielle.
1 n

Si (xg)est 'un des (x;) la forme quadratique peut s’écrire

n n
Q= Z Sik XX + Z Skj XkXq + Seexp +Q  (2.6)
ik i#k
(n-1)termes  (n-1) termes Itermes (n-1)* termes

Dans cette expression, le terme Q’ne dépend pas de I’indice (K) la dérivation donne ainsi.

00~ S . .
a—xkz ZSik Xi+szjxk+25kkxk =zsik xi+zskf Xj
J

ik i*k i

Comme S;;, = Sy;, si i=] les deux sommes sont égales
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aqQ _
axk B

En faisant varier I’indice (K) entre let n, on obtient

a0 =
a—xlz ZZSU Xj
]

a0 -
)

On peut définir I’opérateur matriciel

(5l

(0Q
dx,

2Q

\EJ

(0Q)
dxy

=3
aQ

s (2.7)

\0x,,/

En résume, si Q est une forme quadratique symétrique

aQ

axi

o] = 2l

(2.8)

n n
225“‘, X; = ZZS,U Xj
i J

SiI’on désigne par T,V et W I’énergie un étique, 1’énergie potentielle et la fonction de

dissipation, les équations de Lagrange d’un systéme dissipatif a (n) degrés de liberté

s’écrivent

a axk

d (6T> aT N av +8W
axk axk axk

=ft) k=1,..,n (2.9)

Dans le cas particulier, 1’énergie un étique ne dépend pas des déplacements et 1’équation

précédente se simplifie :

38
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%{j—;} " {j—x"} ; {gf} —f®) (@11)

Elles sont au membre de (n) mais peuvent étre condensées en une équation unique en utilisant

I’operateur matriciel
d {OT} {6T}+{6V}+{6W}_ © 210
atlax,) lox)  lox)  lox;) f (210)

Rappelons que : T = %xt[M]x , V= %xt[K]x , W= %xt[C]x

En utilisant (2.8), I’équation (2.11) devient

ML + KT+ [Clx = £(0

Comme les matrices Santin de perdantes du temps, on écrire

[M]x + [Clx + [K]x = f(t)

30
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2-Régime libre de ’oscillateur généralisé conservatif
Introduction :

En régime libre conservatif 1I’équation (2.1) devient
[M]X + [K]x =0 (2.12)

Multiplions par [M]™?

%+ [M]7K]x =0 (2.13)

On appelle noyau du systéme le produit

[A] = [M]™M[K]

L’équation (2.13) n’écrit :

X+ [Alx=10 (2.14)

Cette équation matricielle correspond a un systeme de (n) équationsdifférentielles du second

ordre qu'on peut résoudre par deux approches différentes :
— la combinaison linéaire des solutions particulieres

— un changement de base faisant intervenir les coordonnées normales (découplées).
Résolution du systéme par combinaison linéaire de solutions particuliéres :

1- Recherche de solution particuliére :
on cherche d’abord s’il existe des solutions x(t) du systeme (2.14) de la formes x;(t)=x;g(t)
g(t) : fonction harmonique
la solution est de type : x = X cos (Wt — @) ...oovvvennnnn... (2.15)
il vient, par introduction dans (2.14)

[—w? [1] + [A]]X cos(wt — @) =0

Adoptant la convention d’écriture : § = w? (2.16)
On obtient, apres simplification par cos (wt — @)

[[A]-3[]x=0 (2.17)

Il s’agit d’un systéme d’équations homogenes qui n’admet de solutions nom toutes nulles que

si son déterminant est nul

[[A]—=3[1]] =0 (2.18)
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Soit, en développant

(all —9) a2 ain
321 (322 - 8) sas wEn omma owas aZn
=0 (2.19)
ap; apy e e (Qpp —0)

Les scalaires § = w? sont ainsi les valeurs propres de la créatrice[ A JI’équation précédente,
appelée équation aux pulsations propres du systéme oscillant, on équation caractéristique, est

de la forme :
6+ a 6"t + a8+t a6 +a, =0 (2.20)

On peut écrire :

5, < 8y < < 8p < e < 8,

En pulsation propre :

W <wy <<y << wy

Acha une des pulsations propres wj,correspond une solution particuliere du systeme
différentiel

Xp = Xp cos(wpt — @) (2.21)

Ou, en revenant a une notation indicielle

( X1p = X1p COS(wpt — @)

Xip = Xip cos(wpt — @p)

Xnp = Xnp cOs(wpt — @p)
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Solution générale modes propres :

le vecteur x,(t) représente le mouvement du systeme li€ a la pulsation propre w,, , on I’appelle

mode propre de rang P
le vecteur X, donne les amplitudes de x,, on I’appelle forme propre de rang P

on obtient les composantes de X, en introduisant la valeur § = §,, dons les €quations (2.17)

on écrira :

Xj
Bip = X—:: ; Xp = Bpo(2.22)

la solution générale du systeme différentiel est donnée par combinaison linéaire des solutions

particulieres, soit par (2.21)

n n
X = z YpXp = Z YpBpXp cos(wpt — (Pp)
P p

on choisir :yp,=1 (Xp sont arbitraires )

x = z BpXp cos( wpt — (pp) (2.23)
P

Effectuons le développement :

(X1 (B11) (B1p)

S Xi ¢ = { Bir ¢ Xqcos(wit — @) + -+ Bip ; Xp cos(wpt — @p) + -

\X,,/ \Bn1/ \Bnp/

fﬁln\

+ Bin " Xn cos(wnt - (pn)

LBnnJ
mode mode p moden (2.24)

1 ere
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L’oscillateur généralisé

P P1p
0= { Bin 1 Xqcos(@yt —@q) + -+ Bip ¢t Xp cOS(@pt — pp) + -+ + 5
Bnl ﬁnp
1% mode mode p

B3

ﬁln

B

B

» X, cos(w,t — ¢@,)

moden  (2.24)
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Vibration des poutres droites

VI.1 Introduction :

Parmi les ¢léments constituant une structure, on trouve fréquemment des ¢léments de poutre,
de plaque, de coque les solutions analytiques permettant de déterminer leur comportement
m’existent que rarement dons le cas ou la recherche de solutions analytique est trés pénible, il
est préférable d’utilise systématiquement des méthodes numériques.

Dans cette partie on choisit généralement la méthode numérique de Rayleigh-Ritz.

V1.2 Equations des mouvements des poutres :

L’étude des systemes continus correspond a une étape logique de ce texte puisqu’ils peuvent
étre considérés comme une extension des systémes a N degrés de liberté avec N tend vers oo,
dans ce qui suit, les équations classiques des poutres droites sont présentées dans le cas des

mouvements classiques longitudinal, torsion et flexion.

VI1.2.1 Mouvement longitudinal :
Le mouvement est défini par :
U : Déplacement axial
N : Force axiale agissant sur le plan de section droite
Nex : Force extérieure par unité de longueur
S : aire de la section droite

E : module de Young U, MZ—Z d

@ : masse volumique aN
N N + E dx

Fig.6.1 Mouvement longitudinal d’une poutre droite

Le théoréme de la résultante cinétique appliqué a un élément de longueur dx entraine :

Z B z 72 ch dﬁ
B miVe =M= %
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

92U .. 0N
qDSdX ez N+adx N+ NexdX oo (1)
2
Soit o5 ZF =204 Noy oo )

Par ailleurs, d’aprés la loi de Hooke, la force et le déplacement sont reliés par :
—=FE— 3)

En combinant (2) et (3), I’équation aux dérivées partielles du mouvement s’écrit :

02U 0 ou
(0N 22 ox Es g)*l— Nex ceevvnvnenns ...(4)
Et dans le cas d’une section constante :

02U 02U
(pSF: SW‘FNCX ............ (5)

V1.2.2 Vibration de torsion:

Le mouvement est défini par :

O : angle de torsion

T: couple de torsion

Tex : couple extérieur par unité de longueur

Io : inertie de masse par rapport a 1’axe x et par unité de longueur
J : inertie polaire de la section droite

G : module de coulomb ou de torsion

Fig.6.2 Mouvement de torsion d’une poutre droite

Le théoréme du moment cinétique applique a un élément de longueur dx entraine :

820 ., 0T
Io de— T"’a dx - T+ Tex dx .o (6)
. 820 9T
SOlt.IOW—a‘i‘TeX ............... (7)
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Par ailleurs le couple et I’angle de torsions sont relies par :

.

T=GJ proRTERRPPRRRRRR (8)

En combinant (7) et (8), I’équation aux dérivées par teilles du mouvement s’écrit :
%0 8 a0

IOE_E(GJE) +Tex .o, (9)

Et dans le cas d’une section constante :
920 . 9%0

IOW—GJ? +TeX coovviiniinnn, (10)

(Io=1J.¢p Pour Les Sections Droites)

V1.2.3 Vibration De Flexion Des Poutres :
Le Mouvement est défini par :

V : la fleéche

O : pente due au moment fléchissant

T : effort tranchant

C : moment fléchissant

Tex : force extérieure par unité de longueur
I : inertie de section

a : facteur de forme il est de I’ordre de I’unité pour des section usuelles

y A T:| Q
1
L9y
C ax X
(
: : T+,
pod o ax ¥
|l Il X

Fig.6.3 Mouvement de flexion d’une poutre droite
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L’application des théorémes généraux de la dynamique conduit a:

qosdx —=T- T-—dx +TexdX ..oovnvinnnnn (11)

ol dx — = -ctct+ —dx Tdx .o, (12)

Soit aprés simplification :

(psdx ﬁ = -g—;JrTex ............... (13)
Et (psdsz?Z%-T ............... (14)

Par ailleurs, entre T, C, V, O, les relations classiques de RDM sont les suivantes :

P PR RRRRES (15)
T _ov
TS T g e (16)

Les termes ¢! —et Esont les effets secondaires de flexion.

Le premier est I’effet d’inertie de rotation mis en évidence par Rayleigh, le second est I’effet

de cisaillement mis en évidence par Timoshenko.

Dans la suite, les effets secondaires ne sont pas pris en compte et les équations (13), (14),
(15),(16), s’écrivent :

9%v _ aT

PS5 = " oxt Tex

Par ¢élimination de T,C,Q, entre les quatres équations précédentes, I’équation aux dérivées du

mouvement s’écrit :

a2 a%v
= (EIW) 053 Tee=0 oo (18)

Et pour une poutre de section constante:

0%v
(Ex m) + @S T Te =0 oo (19)
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V1.3 Fréquences et modes
V1.3.1 Introduction:
Les sections droites des poutres sont supposées constantes lors de la recherche des fréquences
et modes et les équations du mouvement libre sont résolues par la méthode classique de
séparation des variables, 1’équation aux dérivées.
Partielles de la torsion étant formellement, dentique a celle du m" longitudinal, le m" de
torsion n’est pas traité.
VI1.3.2 Vibration longitudinal:
Posons : U(X,t)=D(X) f(X) ..cvvvvvveeiniinnnnn. (20)
Et reportions (5) :

92 f(t) 020
PsO(X) =P —ES F() 550 oo, 1)

La séparation de la fonction de la variable d’espace de celle de la variable du temps conduit

a:

E1 a20() _ 1 d*f(O)_g. 2
@O dx2  f(t) dt2 de=-w

La constante est prise égale a — w? a fin que les solutions restent bornées dans le temps il s’en

suit que :

a*f( 2 _

—a T @) =0, (23)

d? o(x) 29 _

— t s OX)=0.ceiiiiiiiiannnnnn. (24)

Les équations (23) et (24) ont comme solution :

f(x) = Asinwt + Bcoswt............... (25)
O(x) =Csinw f%x+Dcosa) f%x .......... (26)

Et a une valeur de west associée la solution :
U(x,t) = (Asin wt + B cos wt) (C sin ® ’% x+Dcosw % X) oeninn 27)

Les fréquences w sont déterminées par 1’application des conditions aux limites.
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Exercice: poutre en mouvement longitudinal elle est en castrée a une extrémité a une
extrémité et libre de libre de 1’autre extrémité :
Calculer les fréquences et les modes associes.

; FEm S

s EEEEEESSEEE TS >

/]
/

On a quelque soit I’instant t :
Pur x=0, 0 (0), f(t)=0
Etpourx=L

A(x)
dx?

La fonction f(t) ne pouvant étre nulle quelque soit t, la premiére condition entraine D=0 et la

N(L,t) = ES d f(x) = 0

seconde :

Ccos® L=0

OR

A fin d’¢éviter la solution identiquement nulle, il faut que :

cosco\/éL=0
E

¢y T e
(x)\/;L—(Zn-l)2 e (m=1,2,0000)

0= (201} g ......... ‘(0=1,2,....)

Et les modes associes a w,, , définis a une constante prés, s’écrivent :
_ X
@,(x) =sin (2n —1) oL

En M" libre le solution générale de I’équation aux dérivées partielles ¢’écrit donc :

X
Ux,t) = Z(A“ sino,t + B, cos o, t)sin (2n — 1) T

n=1
EL (Dn:%\/g O, (x) =sin (2n—1) :—iavec n=1,2,...
1)
E-E oan=% £ @,(x) =sin n %avec n=12,...
1)
L-L mn=% £ ?,(x) = cos n%avec n=1,2,...
1)
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VI1.3.2 Vibration de flexion :
Posons :V(x,t) = 0,(x) f(x)
Qui reportée dans (19) entraine :

4 Zf
T b9 + 950,00 12 = 0

La séparation des variables conduit a :

El 1 d'0(x) 1 d*f(D
s d(x) dx* f(x) dt2

= cte =

Ou dans ce cas la constante doit étre prise égale a +®? il en découle :

d*f(t)
F + o f(X) =0
d?0(t) 9 o2

“ax*t EI” 00 =0

La solution de (x) est f(x) = A sinwt + B cos wt
Les solution de (A,B) sont cherchées sous la forme e™ d’ou I’équation caractéristique :

PSm?
EIl

rt —

=0

Qui a comme racines : v = B;—=8;jf; —jf

4 [pSw?
Avec: = ’%

Pour Chaque valeur de £ ; @(x) peut se mettre sous la forme :
O(x) =C sinffx+D cosfx +E shfx +F chfx...(1)
Les fréquences w sont déterminées par I’application des conditions aux limites les conclitions
les plus courantes sont :
Libre(L) : T=0, C=0
En castrée (E) : V=0,0=0 ................. (2)
Appuyée (A) : V=0, C=0
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Exercice 2 :
Trouver les fréquences naturelles et les modes associes a une poutre en mouvement
longitudinal ( libre-libre )

Ut

La poutre d’extrémité libre = 0 ax=0etx=L
ou 0
ox

Uf(x)@(x) (Asinwt + Bcoswt)(Csinw\/% x+ Dcosw\/% X)

LS (Asinwt + Bcosa)t)(Ca)JE .cosa)\/éx-Da)\/E .sinw\/ix)
ax E E E E

Par conséquent :

ou

@ ;
(E)“O = (Cw\/%)(Asmwt + Bcoswt) =0 ©C=0

Et:

ou = \/5 Dsi \/EL Asinwt + B t)=0
(ax)x=L = (w E)( sinw E )(Asinw coswt) =

Donc :
sinw\/%L =0; sif#0; w\/g=7r,27r,....nn
Donc :
nm [
=— |=Vd/S
('On L E /
La solution générale est :
nmx
?,(x) = cos—
L
La solution générale est :
- nmx
Ux,t) = Z(A“ sinw,t + B, cos w,t)cos N

n=1
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Exercice 3 :
Soit la poutre encastrée libre en flexion, et en supposant qui I’extrémité en castrée soit a x=0,
et I’extrémité libre a x=L, on a compte tenu de (17) et (1),(2)
D+F=0
C+E=0
—C sinfL—D cospL+E shpL+F chfL=0

—C sinfL+D cospL+E shpL+F chfL=0

Les solutions autres que les solutions identiquement nulles impliquent que le déterminant du
systeme III sort nul les calculs conduisent a :
1+cosBL chBL=0

Les solutions de cette équation ont la forme :

B,L=Xn
(pSco2 1 , 5r s
Compte tenu de f = (. o )+, les fréquences s’écrivent :
B X2 |EL
“n =7z S
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Exercice N4 ; Effet de la force axiale

Une poutre libre encastrée est soumise a une force axiale constanteF,, utiliser la méthode de

Rayleigh pour calculer la fréquence avec la fonction de déplacement

v(x 1) =3()% - (0)°

L’énergie cinétique de la poutre s’écrit:

i %JOL(,D (av(x t))z JOLq)s [3 (%)2 ~ (%)

r-3f osfo (D) -6 (2) + ()] ax

T = 0.4714 @sLP?

L’énergie de déformation de la poutre est donnée :

U, = lfLEI(aZV(X 924y = f El [— _ —] P2dx
0

2
1 (% 136 72 )

EI

Up =65 P

L’¢énergie de déformation de la force axiale est donnée par:

j (—)zdx— f ILZ 5 dx

X 2
j 36 36—+9F PZdx

Up p2

_ FoP? 12x3 9)(4 9x5]" _ 2.4F,
o2 L* 5L6 L

L’énergie de déformation du systéme et donnée par::

El , 24F, , Bl
U = Upean + Ug, = 6 75 P? +—— °p2=(6

53
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

L’application des équations Lagrange:
d (6T) aT N ou
ot \gp/ dp 0P

L’équation du mouvement est donnée par:

0

0.9428 sLP + (5 + =) P =0 (1)

Les solutions: P =P el®t =P = —P p?e®t

L3 -

Remplagons dans (1):  0.9428 gsL(—P w?el®t) + (12EI + iLFO) Pelt=0

12El  4.8F,
—0.9428 gsL o? + ( ) =0

B L
12El | 4.8F,

,_ I T
0.9428 sL

La fréquence est donnée par:

12EI | 4.8F,
IR
0.9428 @sL

Exercicce N'5: Une poutre simplement appuyée a chaque extrémité posséde un ressort de

raideur
K =40 % a son quart de point voir figure utiliser la méthode de Rayleigh pour calculer la

fréquence la plus basse.

/1] K:4OE /1

/1]
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Pour une poutre appuyée-appuyée, la fonction d’approximation est sin(m %)

Utilisons (1) et (2)

L
r=3[ s EXBDgh @

2 ot
U 1fLEI 0%v(x,t) 2 )
=2 ( 952 )“dx (2)

L’energie cinétique de la poutre est donnée :

1 x. osL .
Thean = E.[O Ps (smni)sz dx = e p?
L’energie de déformation de la poutre est donnée:

7% El

(b on, wx, )
Ubean = Efo EI ((E) sm—L) P dx = —4 _L3 P
L’energie de deformation du ressort est:

1 2
Uressort = EKV

K=402 ., U=PsinZ , for x=2
L3 L 4
U = Psine
sprlng_ Sln4
1401, m, 10El
spring=§ B P (SIHZ) =TP

L’energie de deformation du systeme:

El n? 5
U = Upean + Uspring = E (Z + 10)P

Appliquons les équations de Lagrange:

d (6T) JaT N du _0
at \aP, (aPi (aPi)_

L’equation du movement et donnée par:
osLP + % (n*+40)P=0

P=Pet= Pp=—Pan?et

. EI .
esL(—P w?e®t) + = (n* + 40)Pe*t =0

EIl
—@sL o? + E(n“ +40)=0
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EI 11.72 |EI
t+40 |—= —
0s 2 |os

La fréquence est donnée par:

Activity N6 : considérez la poutre encastrée-libre illustré sur la figure, utilisez la méthode

Rayleigh Ritz pour calculer les deux premicéres fréquences et modes, utilisez la fonction de

déplacement : v(x,t) = (f)ZP1 + (%)3P2

L’énergie cinétique de la poutre est:

T N [ A I
v [Cos| ) b2 () () i () ]
osL ., osL . ¢sL

T=-—P2+—PP, +—
1 152 T3y

p2
10 6

L’¢énergie de deformation de la poutre est:

U 1fLE1(azv(X 9)2dx = fLEI [2 p— Zp ]Zd
=5 Tzf Tz iz OX
2), 0x2 o 12 L3
1k 14 2 6x 36 .,
U Zf EI[L4P1 +2L2P1 L3P +FX Pz]dx
2El_, 6EI 6EI
U=FP1 +FP1P2+F P2

L’application des equations de Lagrange:
d <6T> oT 0dU

at \ap, o T =0
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Les équations du movement sont données par:

1 1
5 6 Elt4 6 Pl] _
sk 17 1[] 1P 12][132_0
6 7
La solution est de la forme:
P, =P, e, P, =P,e, P, =P, 0%, P, = =P, o€t
Replace in (1):
1 17 _
L g g [__ oozeJ“’tE Ple]mt
¢s 1 1 — w2elotp, [6 12] P, elot -
6 7
111
= == 2
5 6||~©Pi| Elrsa 6 [Bl]_
e e R PN
6 7

B I B

I

S

wn

s

e
OV kUl =
NS ROV =

El
donc
_ L 0sLt
r=o T

r r
5 6| 4 6 Bl]_
_r.r [Bz]+[6 12] [Ez =0
| 6 7
_4 - ) .

5 6|[P1 0

6—£ 12_£ Pl
i 6 7]
Dét :[[K]-w?[M]] = 0
_4 - ] .

"5 6| _
6—— 12—~ -0
i 6 7]

=r?—1224r+ 15120 =0
=r; =12.48 et r,=1211.5
La fréquence:

, osL* 5 El

r =
= wj QsL*
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fi [o

w; =

L? |os
m El 353 53
(PS (P

Remplacons w; and w, dans (2), on trouve

Pour wq: BZ = —0.383 Bl

su36l
—0.3836
Pour w,: P, = -0.8221P,

—0.513221]

Finalement: — 0,(x) = ()*Py + ()°P, = (7)* — 0.3836(;)°

Avec le mode [

Avec le mode [

X X X X
?,(x) = (z)zpz + (Z)3PZ = —0-8221(2)2 + (z)3

Exercice N'7:
Le systéme représenté sur la figure est constitu¢ d'une poutre encastrée-libre avec un systeéme
masse-ressort suspendu a son extrémité libre, utiliser la méthode de Rayleigh Ritz pour

calculer les trois premiéres fréquences et les modes du systétme pour la poutre, le

¢sL

. . EI
déplacement de la masse est P;, aussi: K = Zom==

La fonction du déplacement: v(x,t) = (%)2131 + (%)3P2 pour la poutre:

E’ ¢, S’ I’ L

=2
@sL | m I Ps
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L’énergie cinétique de la poutre est donnée par:
1t X\2 . x\3 . 1%
5 6

r=g [ os ) b2 () + () 82]

1 1x5 1. .x°% 1. xT"
T=>gs P15L4+ PIPZL +7P2L6

(psL . (p sL . (psL .

L’énergie cinétique de la masse est donnée par :
1 ., osL.

Tmass = Em Py = HP3

L’énergie cinétique du systeme est donnée:

osL . (psL osL . osL .,
T = Theam + Trmass = IOP 6 P1132 14P +-r 14 P3

L’énergie de déformation de la poutre est donnée par:

1 - 62V(X t) 2 L r2 6x 12
1[4 24x 36x%
Ubeam = Zf El 1 P1 LS P1P2+? PZ dx
L
1 4 12P1P2 12P7
Upeam = EEI o P7x E x? + T x3
0

L’énergie de déformation du ressort est donnée par:

Le déplacement: v(x,t) — P; = (E)ZP1 + (5)3P2 /=P =P +P,— P

1
Uspring = EK (Pl + P2 P3) (Pl + Pz + P3 + 2P1P2 - 2P1P2 - 2P2P3)

2 L3
L’énergie de déformation du systeme est donnée par:
SEl , 13El_, El El
U = Upeam + Uspring = Epl + FP +53 13 l:)3 +—5 E PP, + L3 (P1+P2)P3
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Vibration des poutres droites

L’application des équations de Lagrange conduit a:

d (0T 6T+6U_0 _1_3
ot \ap.) ap ' aP, 1=
Les equations du movement sont données par:
_1 1 O_
osL g ; 0[P +§ 7 13 —1||P|=0 (D
1 B -1 -1 111Ps
0 0 =
: 7
Les solutions:
P =Py el P, = —P,0? e
P, =P, ot = P.’.2 = —P,0° elot
P; = P; & P; = —P30% &
Remplacons dans (1):
_1 1 O_
5 6
T g 7 O P+ |7 13 =1 |P:|=0 (2)
© 7 q|le] -1 e
0o 0 =
i 71
Avec:
L, osLt
r=o’—&
-r -r
5 6 0
“r —r Py 5 7 —17(2
@)=z 5 OfB|+ |7 13 -1 B2f=0
—r [IP3 -1 -1 11|Ps
0 0 —
7
Finalement:
5—— 7--— -1
[ 5 6 P,
r r -
|7—— 13 —= —1|Bz =0
6 7 P
[—1 -1 1-— r—J -
7
Det: [[K]-w?[M]] = 0
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[ 52 7-2 —1]
R
7-L 13- _q1l=0
e T
r
|-1 -1 1-=]
13—~ _—1 7 1
r 7 r 6 7—— 13—=
(S_E) 1 71 d (7_3) 1 61 _1‘ 16 17’_0
7 7 B B

r, = 4.592
{r2=18.887

ry = 1219.40

Les fréquences:

(& (B 2143 [EI
D172 os 12 _|gs
V1 |El 4346 [EI
®2 =72 os 12 |os
_Jr3 |El 3492 |EI
K(Dg— 2 |es 12 |os

A

ExerciceN's :
Une barre encastrée-libre est soumise a wune force d'excitation sinusoidale
longitudinaleF sin (1t a son extrémité libre comme indiqué sur la figure. Trouver la solution

analytique pour le mouvement en régime permanent

The SOlu/ﬁ """""""""""""" > F Sln Qt

u(x,t) é(A sin Qt + B cos Qt)(C sinQ\/%x + D cos Q\/%x)

Puisque . u(0,t)=0
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u(0,t) = (AsinQt + B cos Qt)(C sin <Q\/%xo> +D cos(Q\/ng))
u(0,t) = (AsinQt + B cos Qt)D cos0 = 0

D=0

u(x,t) = (AsinQt + B cos Qt) Csin Q\/gx

(525

u(x,t) = (A" sinQt + B* cos Qt) sin Q\/gx

At: x=L
du )
N(L,t) = ES — = F sinQt
0x x=L
Qui donne:

ESQ\/%COSQ\/%L(A* sinQt + B* cos Qt) = F sinQt + 0 cos Qt

Ce qui necessaite:

B*=0
and
F_[o \/6
A= —Q [= Q=L
ES \fECOS( £V
Finalement:

u(x, t) =

F . R
sinQ |=x sinQt
@ Q E
ESQ EcosQ EL

sabstutions w; , w, and ws into (2) gives

0.5308

pour ®;: avecle mode @; = |—0.1871

1
1
®,: avecle mode @, = |—0.4077
|—0.3486.
[—0.8215]
®3: avecle mode @3 = 1
[—0.0010.
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

Modélisation des poutres par éléments finis :
Exercice 01 : une poutre en flexion ( fig ), est appuyée aux deux extrémités calculer en un le

sont un seul ¢lément fini, la premiére et le mode correspondant.

VlT @ % E gL VZT @(bz
/%7 Yy

Le vecteur des déplacement modaux n’écrit :

6= V10.,V,0,)t

v
avec @ = X

L’expression générale de I’énergie de déformation d’un élément fini en flexion est :

Viy[12 6L —12L —-6L][%
_1EL)p (| 6L 412 - 6L 212 || 924
213 | V2 ([-12 -—e6L — 6L |V,

0,) L 6L 212 - 6L 412 [lo,

La matrice de rigidité est :

12 6L —12L —6L
o PllelL 42 —6L 217
13[-12 —6L 12 —6L

6L 2L? —6L 412
Pour une poutre appuyée -appuyée V; = V, = 0 donc : supprimant la 1 “ligne et la premiére

colonne correspondant ou round (1) : ( le fleche V; = 0)

En suppriment le 3 “° ligne et la 3 ™ colonne correspondant au prend (2) : (le fléche
V;=0)
Donc :
2 2
il G
Donc I’énergie de déformation:
21%{@1}r 412 ZLZ][QM] h
2 13 (0,) 1212 412110,
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

L’expression générale de 1’énergie cinétique d’un élément en flexion est :

V 156 22L 54 —13L 1[4
_ 1 oSL )@, (|22L 412 13L  —3L%*||9:
2 420 ) Vo (|54 13L 156 —22L||V,
®,) [-13L —312 —-22L 412110,

[N

La matrice masse est donnée par :

156 22L 54 —13L

OSL | 22L 412 13L - 312
420 |54  13L 156 —22L
—13L —312 —-22L 412

(Vi =0etV, =0)donc:

En suppriment la 1 “° ligne et la 1 © colonne correspondant au nceud (1) : (le fléche
Vi=0)

En suppriment le 3 ™ ligne et la 3 ™ colonne correspondant au nceud (2) : (le fléche
V,=0)

Donc :

@SL [ 412 — 312
M= —
420[—3L2 4L2]

donc I’expression de 1’énergie cinétique est :

_ l‘P_SL{(Dl}r [41} - 3L2] [(251] @
2420(0,) 1-312 412
Application de équations de fa grange :
d /0T T auy
aa5) ~ (53) + (55) =
Les équations du M "' sont donnée par :
‘P_SL[4L2 - 3L2] (251] [41} ZLZ] (251] 3)
4201-312 4121(0, 13 1212 4121(9,
Les solutions :
@, = @€, @, = B,e
0, = 0,02 | @, = —@,0et
Remplacons dans (3) :
eSL [4L2 - 3L2] [ 0’ P, l Elparz 212 ] [ e’“)tl = 3)
4201-312 4121 |—@?eltp 131212 4121 | @, elet
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

Simplifiant par e/t :

SI3 14— 37[—0? El
ol el Tl Al

420 L— —0%0, D,
—¢Sl'0? g — [1] 4 2 [¢1]_

420EI [ 4] D, +[2 4] ?, =0 )
On compose :

_ oSL*w?

"~ 420EI

donc :

r4r —4r” ] L; i] [g:]zO
4—4r  2+43r[91] _
24 3r 4—4r] (bz]_o

Det
[[K] — 0?[M]] =0

4 — 4r 2+3r] @1]_0
243r 4-—4rllo,]

(4—4r)?—-2+3r)?=0->r, = - correspond au 1¢™®prequence

->r, =6

\/420X ’ 1095 ’
wy =

Remplagant : w; dons (4) =pour @, =

La fréquence :

Donc

le mode

gﬂ - [—11]
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

Exercice 02 : une poutre en flexion est en castrée libre calcule en utilisant un seul élément

fini et une matrice de masse distribuée, la premiére fréquence et le mode correspondant.

VlT @ % E sl VZT @@Z
/%7 Yy

L’expression générale de 1’énergie de déformation d’un élément en flexion est :

Vi'rT12 6L —12L 6L
_1EL)o, ( [6eL 412 —6L 212 [|0;
213 )V ( |-12 —6L 12 —6L||V:

D, 6L 21> —6L 41 |10,

La matrice de rigidité est :

12 6L —12L 6L

_1El 6L 412 —6L 212

213 |-12 —6L 12 —6L
6L 212 —6L 412

Pour une poutre en castra libre :

Pour le nceud (2) : libre : V, # 0,0, # 0

Pour le nceud (1) : encastrée V; = 0,0, =0

En supprimant la 1 “® ligne et la 1 “ colonne correspondant V; = 0

En supprimant la 2 “™ ligne et la 2 °™ colonne correspondant @; = 0

Donc :

El r12 — 6L

K=
L3 l-6L 412

Donc I’énergie de déformation :

el 5 all] o

66



Chapitre VI Vibration des poutres droites

L’expression générale de 1’énergie cinétique d’un élément en flexion est :

V. 156 22L 54 —13LHV1

[

1 ¢SL )@, ( |22L 417 13L  —31%||94
\Z
up

2 420 | V2 (|54 13L 156 —22L
®,) l-13L —312 —22L 412

La matrice masse est donnée par :

156 22L 54 —13L

_ ¢SL | 22L 412 13L - 312
420 |54  13L 156 —22L
—13L —312 —22L 412

Neeud (1) en castrée : (V; = 0et @, = 0):

En supprimant la 1 “® ligne et la premiére colonne correspondant V; = 0

En supprimant la 2 “™ ligne et la 2 °™ colonne correspondant @; = 0

Donc :
_ #SLy156 —ZZL]
420 1-22L 412
Donc I’énergie cinétique est donnée par :
1 EL (vay'r156  —22L7[V2
=—— 2
2420{%} [—ZZL 412 [@Z] )
Application de équations de fa grange :
d <6T) (6T> <6U) 0 =V, o
dt\dq;) ~\dq;) " \agq) ~ T T T
Les équation du M"'sont donnée par :
9SLr156 —ZZL] Vz] E1[12 —6L] Vz]zo 3)
420 1-22L 412110, 6L 412110,

Les solution :

{VZ = Vzejmt — {VZ = _Vz(l)zejwt

B, = P et B, = P,m?elot
Remplacons dans (3) :
‘P_SL[156 - ZZL] —0?eV;|  Elrz - 6L] V,elot
420 1-22L 4121 | —w2eiotg, L3 —6L 4121 | g, alot|
Simplifiant par e/t :
SL* [156 - 22L” ZVZ] 12 - 6L”V2] _
420EIL-22L 4172 0%0, —6L 4172
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

_(P5L4032[156 - 22L) [Vz] (12 - 6L”Vz] o
420EI [-22L 4121(9, —6L 412110,
On compose :
_ ¢SL*0®
"= 420Kl
donc :
—156r —22Lr] Vz] + [ 12 —6LHV2] —0
—22Lr — 412rl |0, —6L 412110,
12 —156r —6L+ 22Lr] [Vz] —0
—6L + 22Lr 412 — 41%r! |0,
Det

[[K] — w?[M]] = 0

12 — 156r — 6L + 22Lr] _
—6L + 22Lr 412 — 4L?r

(—6L + 22Lr)% — (12 — 156)( 412 — 412r) = 0
25r2 —102r+3 =0 >r, = 0.0296 > r, = 4.15

r, Correspond a la pulsation ®,

_J420xr, [EI 353 |EI
@1 = L? oS 12 |pS

Remplagant : w; dons (4) =pour (12 — 1561)V, + (—6L + 22Lr)@, =0
pourr = 0.0296:7.38V, — 5350, =0

La fréquence :

_7.38 v = 1.379
27 535L SRR T
Le mode
1
V2| _ 11379
D, 5
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

Exercice 03 : poutre en mouvement longitudinal, elle est encastrée a une extrémité et a un
récrit de raideur K a I’autre extrémité la poutre est modélisée par 3 élément finis.

Calculer les deux premicres fréquences et les modes associes.

Uy U, U, U,
/]
v
T v L L w8
3 3 L
Nceud (1) : U; = 0 (encastrement)
U I’énergie de déformation s’écrit :
o 1 M [ R B |
Uz) 1-1 11(Us

13EL{U3} [1 _1]{ }+ L

1 SO | AR s B |

13ES(U;)' 11 —1 1ES
+§T{U4H—1 ]{ } Ui

Assemblage :
0\'[l1 —117 0
13ES|U, [ |11 [1+1]  —1] U 1ES o
“2L U -1 [1+1] =11 )Us( 2L
Uy |—1 1] 1 \Uy
0\'ft -1 0o 0](0 0V'[fo o o 0](0
_DES)U (2 =1 of JUal (IESJU o 0 0 of)U;
2 L |U; 1 —1 2 -1 Us 2L )Us( |0 0 0 Uy
uJlo o -1 1l\u, uJlo o o 1l\u,
2 -1 0
1es(V2) |21 2 —qf(Y
:Ef U; 4 Us (D
ulo -1 7|l
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Vibration des poutres droites

La matrice de rigidité K est :

L’énergie cinétique s’écrit :

T A
218 W1 21U,

Assemblage :

+l@{U2}t[2 1] U,
2 18 WU L1 21U,

+l‘PS_LU3t[2 1)U
2 18 U, it 2Nu,

0\ [I2 1 0
_IeSL U 11 [2+2] 1] U
218 |U; |1 2+2] 11| )Us
U, |1 211 \y,
O\ 1 0 o] (0
_LeSL)Ua( 1 4 1 o] )
218 |Us(Jo 1 4 1] ]U;
U,/ o 0 1 2] \U,
Finalement :
N .
1 oSL U4 1 01(YUs
=-——1Us¢ |1 4 1|{U; 2)
2 18 | . o 1 2l
Uy Uy
La matrice masse :
4 1 0
M=[1 4 1
0 1 2
Les equation de lagrange:
d (OT) oT N ou 0
dt\au;/ au, au;
Les équations du M"' sont données par:
5 2 =1 0
4 1 07|V U,
SL . 3ES|— —
([)1_81 4 Us +T ! 2 41 Us;| =0 3)
o 1 2y, 0 -1 3 Uy
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

La solution :
U4 = U4ej‘”t U4 = —0)20'4ej‘°t
U2 = Uze‘jwt = U2 = —mzuzejmt
U3 = U3e~j°’t U3 = —0)203ej“’t

Remplagons dans (3) :
_ 2 jot 2 -1 0 jot
osL[4 1 0](70 ™0l spet 5 0 ][00
— |1 4 1f|-0%U;|+— 4 ||€°U5] =0
B 1 al|_geior Llo -1 2||ge
w-e’ U4 3 e U4
Simplifiant par et :
osL2[+ 1 0][~070] _21 _21 _01 0]
sags|! 4 | [me'Us| 4 [|03]=0
0 1 2 —0)2'0'4_ 0 -1 § _U4.
0

SLZ(DZ 4 1 O UZ- _ _ -UZ-
54ES
0 1 21104 0 —1 3 [0y
On pose :
_ (pSL20)2 _ (pL20)2
"TTS4ES T TsaE
Donc :
—4r —r 0110, _21 _21 1 0,
-t —4r —1||0s3]+ 4 [|03]=0
0 —T —2r 04 0 —1 5 04
2 —4r —1-r 0
—1—r 2—4r —1-7 gz
4 3[=0
0 —1—-r §—2r Uy
Det :
[[K] - mz[M]] =0
2 —4r —1-r 0
—1-r 2—-4r —1-r
0 1 4 2 -
r 3 r

(2—4r)((2—4r)<g—2r>—(1+r)2)—(1 +r)2<;—1—2r) =0
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Chapitre VI Vibration des poutres droites

r; = 0.079
r, = 0.55
D’ou:
2.068 |E 1
o =—— |- lemode | 1.56
® 1.433
5474 |E 1
=7 |- le mode | —0.1410
¢ —0.9801

Exercice 06 :

Le systeme représenté sur la figure est constitué d’une poutre en castrée libre avec un

systéme masse-ressort a I’extrémité libre.

Si la poutre est modélisée par un élément fini calculer Les trois premieres fréquences et les

modes associés L’expression simplifiée de 1’énergie cinétique s’écrit

E, ¢, S I L T§
El
K=§ %
|

L’expression simplifiée de I’énergie cinétique n’écrit :

_ loSL {v}t 156  —22L {v} 19SL
2420 i) L=22L 42l "2 7

L’expression simplifiée de I’énergie de déformation n’écrit :

_ LEI {V}t 12 —6L] {V

}+1EI (v - P)?
213 W e 412l@) T o3
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Chapitre VI

Vibration des poutres droites

Application Les équation de Lagrange:

d /0T JaT N ou 0 — V3P
dt\dq,/) dq, 0dq, B 4G =Y
Les équations du M sont données par :
r 156 22L 0 1
42202L éflf)z V] gr[13 —-6L —1 A%
oSL| - — — o [|O|+=[-6L 0o [[9l=0 3
420 420 5| L
1 P -1 1 P
0 0 =
7 |
La solution :
V=V (V=-0'Ve
0 =0 "= = -]
P=P & P=—o?Pe"
r 156 22L 0
420 420 . :
eSLI-— — 0 —0%e'Q| +— 47 0 Qeit| =0
420 420 | _w2ejth 0 1 Pej(x)t
0 0 =
7
. 3
Simplifiant par ¢'“* multiplier par % :
156 22L 0
420 420
oSL*| 220 412 eV B |
—m2 =
Bl |~ 720 0 0 0)20 4L 0 0]
1 —o°P 0 1 P
0 0 =
7
156 22L 0
420 420
_oSL'e?l o1 42 0 g ) Zliz _01 g -
El 420 420 | P 0 1 P
0 0 =
7
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Chapitre VI
On pose :
_ ¢SL'w?
TR
Donc :
156r 22Lr
g‘i 4;32 \% 13 —6L —1 \%
e =T Q|+ |—6L 412 0o ||9|=
420 420 P -1 0 1 P
0 0 ——
7
13- 120 6L + 2= 1
420" 420" v
6L + ok 417 A 0 9=
420" 20" P
T
—1 0 1—=
7
Det :
(K] - o?[M]| =
13- 220 6L + 2= 1
420" 420"
o+ 220 , 47 0 —0
420" 420"
T
—1 0 1—=
7
156 412 r 22L r 417
13——) 47 ——r (1 -3 —(—6L = ) 1—=) = (4L ——=r) =0
( 420" < 420 r>( 7) +37) (1-3) 420"
r; = 4.592
{rz = 18.887
r; = 1219.4
0.3437
2.143 |EI
0 =— |— le mode | 0.5004
L® oS 5
0.7624
4346 |EI ]
0 =— |— le mode —
L oS
—0.4488
0.1316
3492 |EI e rod 1
w3 = S P e mode —
—0.0007
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CHAPITRE VII Vibration des plaques

VII-1. Introduction

Il existe des modeles mathématiques adaptes aux plaques, qui permettent de calculer les
caractéristiques dynamiques. Les nombreux travaux de recherches visant a déterminer les
caractéristiques dynamiques des plaques en vibration libre on conduit a 1’¢laboration des
différents modeles analytiques et numériques. Mais les modeles proposés jusqu’a ces
dernieéres année sont soit limités a des analyses statiques, soit a des analyse dynamique. Les
rares études qui traitent les problémes des vibrations des plaques avec les différentes
conditions aux bords avec une étude paramétriques sont limitées.

Ce travail permet d’étudier plusieurs modeles avec des différentes combinaisons d’appuis
aux bords en vue de calculer les fréquences des plaques et les modes propres en
vibrationlibre. Les ¢éléments de plaque en flexion jouent un rdle trés important dans 1’analyse

de nombreux types de structures.

VI1I-2. Vibration libre

Les vibrations naturelles sont des vibrations inhérentes aus propriétés propres de la
Structure en 1’absence des forces extérieures. Dans tous les cas, les vibrations mettent en jeu
un échange permanent entre 1’énergie cinétique et 1’énergie de déformation des éléments dela
plaque. L’énergie cinétique est associée a la vitesse vibratoire et la masse des éléments
déformés. Alors que la déformation est associée aux contraintes dynamiques liées a la rigidité
des éléments déformés par le mouvement vibratoire. La vibration des plaques est un cas
particulier du probléme plus général des vibrations mécaniques. Les équations régissant le

mouvement des plaques.

VII-3. Charge repartie

Les fréquences d’une plaque rectangulaire isotrope simplement appuyée sur les quatre
bords avec une charge répartie en vibration libre sont déterminées en utilisant la méthode de
Rayleigh-Ritz. La solution du probléme aux valeurs propres est obtenue en proposant une
déformée de fonction forme de séries qui vérifie les conditions aux limites de la plaque. Les
fréquences obtenues par I’approche énergétique en utilisant un programme, sont comparées
avec celles obtenues par d’autres nouvelles méthodes ou d’autres cas des plaques. Ensuite,
une ¢tude paramétrique fréquentielle de la plaque est nécessaire afin de comprendre le

comportement dynamique d’une plaque.
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VII- (] [lanal Te [ibratoire

Le domaine des vibrations connait un regain d’intérét du fait du besoin d’optimiser,
d’alléger lesstructures couramment utilisées et soumises a de différents niveaux d’excitations.
D'une autre manicre, la compréhension de 1'identité vibratoire de plaque devient donc d'une
grande importance et aide les ingénieurs a concevoir de meilleures structures. Au final, les
problématiques rencontrées concernent essentiellement des questions d'analyse des réponses
dynamiques des plaques et leur dimensionnement.

L’analyse vibratoire est une question d'actualité importante qui se pose fréquemment
au chercheur qu’a I’ingénieur mécanicien, et afin d’assurer ce contrdle, la détermination des
caractéristiques dynamiques de la structure est indispensable. Cette thématique touche aussi
d'autres domaines, tels que [’automobile, les ponts, les batiments, ou encore le génie

nucléaire.

VII- [l [ ation [ela thlorie "el plalle[]
Considérons des petites déflexions et écrivons 1’équilibre des forces suivant I’axe x=0,

il vient d’apres la figure I1-1.

hipf

Cigle VII-[1 Forces agissant sur I’élément plaque
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CHAPITRE VII Vibration des plaques

00, a0,y
Ix dxdy + W

ow oN, 2
dX'dy - Nydya + (Nx + de) dy —x + de

Noax 2 (v + 2% ) g 2 a2
Y xay Y 0y y)ex dy  0y? y X g T yay

v+ 2% ) (2 2 ) e (v £ 2% e (274 9% ) + gdna
Vo 9y YN ox 0xdy y v T oy )X dy 0xdy x| Taexay
2

— ohdxdy 2 (viL1
=p xyaxz( 1)

L’accélération suivant l'axe Oz.

En développant (VIL.1) et en négligeant les termes d'ordre supérieur a dxdy, on obtient

6QX+&+E<N GW) 6(N 6w> 6(N 6w> O(N aw>+q

ax oy Tax\xax) Tay v ay) Tax gy ) T oy Mo
2
= ph— VII. 2
ph=o ( )

Cette équation peut encore se simplifier si 1'on considére les équations d’équilibre d’élasticité

tridimensionnelle.

(VIL3)

Avec (u;) ; =(u, v, w) et u, v les déplacements suivant les axes ox et oy respectivement.
Quand les forces d'inertie dans le plan de la plaque son négligées et que les contraintes d,.0,

Sont petites par rapport aux autres contraintes, alors :

do do.
2= et

0oxy 00y
ox dy ax d

—2X = 1.4
+ ” 0(VIL4)

Comme ces équations doivent étre satisfaites pour toute épaisseur infinitésimale dz de
I'élément de plaque, on peut intégrer ces deux équations suivant 1'épaisseur h de la plaque,

d'ou
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ON ON ON ON
"+ —2 =90 et ﬂ+a—yy=0(vn.5)

ay dx

En utilisant (VIL.5), I'équation (VIL.2) devient

9Qx |, 0Qy w? ow?
6x+ +Nxaz Ny6y2+2ny66

+q =

L'équilibre des forces suivant les deux axes oxet oys'écrit

ON, ON

L Ny 6( E)‘W) 6( 8W>_ hazu
ox T oy Tax\ %) T, \Way) TP

(VIL7)

any +%—E<Q a_W) _i(Q a_W> — phaz_v
ox dy o0x\"“ay) oay\*Y dy ot2

Quand on néglige de nouveau les forces d'inertie suivant les axes oxet oy, et que les
efforts tranchants sont négligeables devant les efforts normaux N, , Nyet que les pentes
devant I'unité, alors (VIL.7) équivaut a (VIL.5)

Il reste maintenant a écrire les équations d'équilibre des moments par rapport aux axes

oxety, on obtient alors

oM, 0M,, ph 33w
O~ 5y dy 12 0x0t2

(VILS)
OMy, O0M, ph 0°w
O~ dy 12 0yot2

Ou on a négligé les termesN, , N,, et Ny, car ils conduisent a des différentielles d'ordre plus
grand que les autres. Les termes de droite dans les équations (VII.8) représentent I'inertie de

rotation de 1'é1ément de plaque.
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VII-[l Callll (el 1ol lentl et [ el e[ lort ]

On suppose que les contraintesoy,0 ., ,0,,S0nt petites par rapport aux contraintes gy,

zy >

Oyy, Oxy. Par conséquent la loi de Hooke se résume aux €quations:

1 1 1+v
Exx =% (O'xx — vayy)eyy =z (Jyy — vaxx)exy = ?axy(VHQ)

Les moments et les forces sont alors obtenus en intégrant les contraint tes normales sur
1'épaisseur de la plaque pour les efforts, et a intégrer ces contraintes multipliées par z pour les

moments, soit
+h/2
(N Ny, ny) = f (" Oyy» 0Xy)dz
—h/2
(VIL.10)

+h/2

(Mx' My, MXy)z j (Gxx'cyy'GXy) zdz
~h/2

Sans remonter trop loin dans la théorie de la mécanique des milieux continus, et sans
rentrer dans les détails des champs de déplacements et de contraintes, la loi de Hooke et les
équations de lame-Navier permettent d'écrire les moments dans le plan de la plaque. Ainsi

l'expression des moments

VRN LTIV A PR L A T 21 )azw .11
X 0x2 H6y2 y - dy? HWoxz | = ”away(' )

Eh3

D=——
12(1 - V?2)

Ou v : le coefficient de poisson

D: le coefficient de rigidité en flexion de la plaque.

Remplacons les moments dans (VII.10) par leurs expressions données par (VIL.11) et on

reportant dans (VIL.5)
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o [9%w 22w d o (0w 02w o]
%=_D_G_+_O=4%ﬂ#@%ﬁhpac—+—ﬂ=—D5W%)WHU)

dx \ 9x2 dy? dx2 dy
On obtient ainsi 1’équation classique de la théorie des plaques qui pour la majorité des
applications techniques est suffisante pour 1'étude des problémes de flexion.

92w

—DV*

xJ/aa N)’F_l_q_

Si on ne s'intéresse qu’au probléme de flexion pure, en supposant les effets de tension et de

flexions découplées, 1’approximation de 1’¢lasticité linéaire aboutit a 1'équation suivante:

2w
557 q(VIL.14)
Ou p la masse volumique du matériau constituant la plaque, D le module de rigidité en flexion

h, 1'épaisseur de la plaque la force imposée et enfinV1’opérateur : ( aa + :y)

VII-[! [lprellion[ [ e[ Conlition[ al I lil Jite[]

Ces conditions sont matérialisées par le blocage de certaines composantes (degrés de
liberté) du déplacement. Les ouvrages reposent généralement sur des appuis (ou liaison
externes) par l'intermédiaire d'appareils qui permettent de bloquer certains degrés de liberté du
déplacement ou de la rotation. Ces appareils, congus pour travailler dans les directions
privilégiées, autorisent sélectivement le développement des effets structuraux dus aux charges
statiques ou dynamiques.

Considérons une plaque homogene de dimensions a,b et 4 et on suppose que ses cotés
sont paralleles aux axes x et y.
Ces diverses conditions vont s’écrire sur les expressions des déplacements u,v et w, on

aura ainsi d’abord pour la théorie classique de love — Kirchhoff.

VII-[+[ [l pe [e [Tpport [[ppli [l ple

Si le bord x=a de la plaque est simplement appuyé, la fleche w le long de celui-ci est
nulle. Et en méme temps, ce bord peut tourner librement autour de 1’axe x, c'est-a-dire

qu’iln’existe pas de moments de flexion Myle long de ce bord.

o) 02w N 0w 0
Jr=a\ Gz TV gy —a B
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VII-[$2. [ pe (e [T pport [lor[ il 1]
Si le bord x=a de la plaque est encastré, la fleche le long de ce bord est nulle et le plan
tangent au feuillet moyen fléchi, le long de ce bord, coincide avec la position initiale du plan

moyen de la plaque. En conséquence le déplacement vertical et la rotation sont nuls.

(W)yog = 0 (aw) =0
Wi=a =50 \Gx)yee

VII-[| [orlle [ela [|Ilelion

Considérons donc une plaque rectangulaire, de longueur a, de largeur b et d'épaisseur
constante 4. Soit D son module de rigidit¢ en flexion, et g(x, y, f) la charge extérieure
appliquée par unité de surface, alors dans une premicre approximation l'équation du

mouvement en flexion s'écrit:

0%w
= = q(x,y, O)(VIL1S)

DV*w + ph

VII-[! [nergie [[Tne plal/e

Le probléme de la flexion d’une plaque revient donc a chercher la fonction w(x, y) qui
vérifie les conditions aux limites et qui rend minimale 1’énergie totale qui la somme

del’énergie de déformation et de I’énergie potentielle. On sera amené a distinguer localement

L’¢énergie interne de déformation de la plaque est donnée par I’intégrale sur le feuillet moyen

des produits des efforts généralisés par leur grandeur duale des déformations généralisées.

V==, (ﬁ.@ + M3+ 6.7\) dA(VIL16)

Les déformations généralisées associ¢es au mouvement du feuillet moyen et de sa

Normale peuvent étre écrites sous formes de vecteurs.
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— a_u -
0x
) — ov
Déformation dans le plan : e = 2y (VIL.17)
ou_ v
LJy  Oxd
— % -
0x
. 26,
Courbures : Yy = oy (VIL.18)
90, 00,
L Jy T ox |
3}
- a_w + eX
Déformation de cisaillement : A = a‘j(v (VIL.19)
™ + Gy

Les contraintes dans la structure, peuvent étre modélisés par des efforts généralisés résultants

de membrane notés Ny, Ny, Ny,

De membrane :

N, thro,
N=[N, =j oy | dz (viL 20)
ny “n L Txy

Et trois moments de flexion notés M,,, M,, M,

Mx Gx
De flexion: M = | M, =f_+hh Oy |zdz(viL.21)
M, Txy
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Deux efforts tranchants notés Qy,Q,.

Mx +h O,
Tranchants: M = | M, | = [ Oy ] zdz (VI1.22)
Mxy h Txy

La loi de comportement relie le vecteur des efforts généralises [N M Q]' au vecteur des

y - o . t
déformations généralisées [e x a] ,

VII-[T! el [tho e[ nerg/til | el]
VIH-[ 1+ [ nlralit 1]

Ces méthodes donnent d'assez bons résultats de fagon générale, méme lorsque les
Conditions aux limites ne sont pas simples. Seulement la précision de la solution trouvée
dépend pour beaucoup du choix des fonctions cinématiques admissibles, il faut que les
fonctions satisfassent les conditions aux limites mais aussi respectent la géométrie et
approchent les modes de vibrations. Ce choix est fondamental, car il peut conduire a des

erreurs trés importantes sur les fréquences.

VII-[1+2.0 [ prellion [e llllnergie potentielle polr lel | plallel] [linle[]
ilotropel!
Elle s'exprime comme la somme:

0=U+V+T (VIL23)

Ou U est I'énergie de déformation
V est I'énergie potentielle des forces extérieures

T est I'énergie cinétique
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Soit en théorie classique pour les plaques isotropes:

~ f“’f A A NP T T el ’
Umax = x? 6y2 Y 8x2 ay2 ~ \ayox

— [ [t qudxdy +2 %) [+ ph (2Y) dxdy(ViL24)

} dxdy

VII-[T! [Ja [ [thole e [alleigh

C’est sans aucun doute la méthode la plus simple puisqu’elle conduit a des formules
Polynomiales pour les fréquences propres. L’idée fondamentale de cette méthode est de
donner une forme approchée de la déflexion w d’une plaque en utilisant des résultats des
poutres. Ainsi, pour un mode (m, n)d’une plaque rectangulaire de dimensions a et b,soumise
a des conditions aux limites quelconques (les nombres m et n servant a distinguerles modes
entre eux et correspondent aux nombres de lobes du mode dans les directions ox etoy, la
déflexion w sera prise telle que :

Whin (X, ) = X, ()Y, () sin wt(VIL.25)

Ou X(x)est le n;*™®mode d’une poutre de longueur a.

Y(y)est le n;™¢mode d’une poutre de longueur b.

Il existe de nombreuses méthodes éprouvées pour estimer les fréquences propres et
modes propres, mais les choses sont beaucoup moins établies en ce qui concerne I’effet de
cisaillement. Il s’agit d’un probléme difficile en raison de la complexité de la compréhension
de la linéarité et la non linéarité de I’effet de cisaillement. Les nombreux travaux visant a
caractériser le comportement des plaques en flexion ont conduit a I’élaboration de différents
modeles analytique et numérique Pour les vibrations linéaires, la gamme de techniques ou de
logiciels dédiés a 1’étude expérimentale ou numérique est trés large et permet de traiter un
grand nombre de problémes de structures telles que les plaques minces et épaisses.

Toute la difficulté de la méthode de Rayleigh est de bien choisir le vecteur ou la
fonction de forme a tester. On se contraint en fait a rechercher la solution dans un espace des
solutions a une dimension : Vecteurs proportionnels au vecteur choisi, des fonctions de
formes proportionnelles a la fonction forment. La méthode de Rayleigh sert a calculer la plus

petite fréquence.
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La méthode de Rayleigh sert a calculer la plus petite fréquence appelée "Fréquence
fondamentale". Pour cela on pose que le déplacement u ou v est égal au produit d'une fonction
de déplacement. A noter que cette méthode donne une valeur un peu erronée Dans la pratique,
il est souvent commode de recourir a la méthode de Rayleigh car, pour les systémes un peu
compliqués, le calcul exact des pulsations peu devenir treés difficiles. On obtient alors une
pulsation fondamentale avec une erreur admissible en pratique. On se place dans le cas des
vibrations propres, c'est-a-dire que 1'énergie potentielle des forces extérieures est nulle. Cette
méthode consiste a calculer les expressions de 1'énergie cinétique 7 et de 1'énergie de
déformation U pour w des fonctions de forme, vérifiant les conditions aux limites. En
appliquant le théoréme de conservations des énergies, le maximum de 1'énergie cinétique doit
étre égal au maximum de I'énergie de déformation.

Soit : Upax= Tax(VIL26)
La déflexion w(x, y, t) =W(x, y) sinwt
Ou W(x, y) est la fonction de formeet w la pulsation inconnue.

Remplagons W dans I'expression des énergies:

r= WTijbb J2 phw? (x, y)dxdy (VIL.27)

L'énergie cinétique sera a son maximum lorsque la vitesse de la plaque sera 0 son

Maximum donc lorsque: sin wz = 0, d’ou son expression:

T= WTijbb ffaa phw? (x,y)dxdy (VIL28)

D'autre part I'énergie de flexion U sera maximum quand la déflexion de la plaque sera

Maximale, donc lorsque: sin w? =1 d'ou son expression:
1 r+b +a ?w  9*w
Unax =5 15 10D (55 + 55) dxdy (VI129)

On déduit alors la fréquence fondamentale wd'apres I'expression suivante:

2 2Umax
W = (VII .30)
S 1 phw (x,y) dxdy
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VII-[(2. [][thole [e [Jalleigh-[]it[]
VII-[2-[] Introl[ ] ] tion

La méthode de Rayleigh-Ritz est une extension de la méthode de Rayleigh. C’est une
Méthode approchée également fondée sur des méthodes énergétiques. Le principe général
consiste a ramener le probléme a celui d’un systéme comportant un nombre fini de degrés de
liberté. Pour cela on fixe un modéele hypothétique de déformation de la structure, satisfaisant
les conditions aux limites et dépendant de plusieurs (m) coordonnées généralisées. Cette
méthode est utilisée pour calculer les m premiers modes. Son role n’est pas seulement de
donner une solution plus exacte de la fréquence fondamentale mais aussi [lelle donne des
résultats approximatifs des hautes fréquences et des modes. Du moment que les fréquences
obtenues, sont toujours plus grandes que les valeurs exactes en raison des termes utilisés dans
la fonction de forme lesquels augmente la rigidité de la plaque. Toute la difficulté de cette

méthode est de « bien choisir » la fonction forme a tester.

VII-[2-2.[ ][ ation [ [ Jo[ lellent

L’¢étude de la vibration de la plaque passe par la connaissance de I’amplitude des ses
déplacements en chaque point. Dans le cas de vibration libre, la méthode de Raleigh-Ritz
permet d’approcher ces fréquences propres. Afin de les déterminer, on établit 1’équation du
mouvement de la plaque en réalisant une ¢étude énergétique, faisant intervenir les
différentesénergies du systeme (énergie cinétique, énergie potentielle). Cette méthode est
utilisée pourdévelopper le déplacement de la plaque selon des bases sinusoidales ou
polynomiales :

O1(x), P (x),..., ;i (x),...,0n (x) Soit une classe de fonctions de la forme

généralisée, On  écrira  ainsi la  déflexion sous forme de  séries:

M N
WY = D Ay X (V)

m=1n=1

Ou les A, représentent I’amplitude du mode (m, n) a déterminer et les fonctions X, et
Y, vérifient individuellement les conditions aux limites mais pas forcément I'équation

différentielle du mouvement. Cette méthode due a Ritz généralise la méthode de Rayleigh en
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incluant plusieurs paramétres dans les fonctions de forme. Les coefficients A,,,,sont obtenus
en rendant minimum la quantité U,,,qx—Trnax SOIt:

0
(Umax - Tmax) =0 (VIL31)

0Amn

Les A,,,,sont alors solutions du systéme.

OUmax _ W_Za_f _
= =0 (VII .32)

Cette méthode conduit donc a un systéme linéaire homogene ou les A,,, et w,,,sont
les inconnues. Ce systéme peut également s'interpréter comme un probléme de valeurs
propres et de vecteurs propres, a chaque valeur w,,,solutions annulant le déterminant du
systéme sera associ¢ les coefficientsA,,,,qui détermineront alors les modes w,y,,,.

Tout repose maintenant sur le choix des fonctions de forme ¢;, la précision sur les
fréquences en dépend beaucoup. La solution approchée est recherchée sous la forme usuelle
d'une série double. D'une fagon générale, on recherchera les déplacements sous la forme

w

- Z Z A X, ()Y, () (VI1.33)

VII-[2-3. [or[ /[ lation anal[ til [ e

L’¢équation de la fréquence peut étre obtenue en utilisant la méthode approchée de

Rayleigh-Ritz ou I’énergie de déformation maximale d’une plaque isotrope est de la forme :

Unax =217, J +“{(ﬁ+—) —2(1 - )[a wotw ;y;:c) ]}dxdy (VIL34)

x2 9y2

Eh3

Avec : D larigidité de flexion D =-——
12(1-V2)

v Coefficient de Poisson
L’énergie maximale de la plaque en vibration libre avec une amplitude w et les

fréquences naturelle w est donnée est :

2 b
Tmax = 5 J_p [0 ¥ (% Y)W (x,y) dxdy(VIL35)

VII-[3. [le [ otient [ e [alleigh
Le quotient de Rayleigh est le rapport de 1’énergie de déformation maximale et de
L’énergie cinétique maximale.
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Ce quotient est défini comme suit:

U U
Ap = w2 = mex — max (VIL.36)
Tmax WT f_"': fj;y(x,y)wz(x,y)dxdy

Ou Upax €t Tmaxsont donnés par les équations (VII1.34) et (VII.35) respectivement.

Basé sur le principe de I’énergie potentielle, et appliquant la méthode de Rayleigh —Ritz,
équation (VIL.28) est minimisée par rapport aux coefficients inconnus 4,,, pour donner des
séries d’équations simultanées et homogenes

Or __ 0(w?)
0Amn  OAmn

0 m=12.n=1.2,.. (VIL37)

Substituant le quotient donné par Eq (VIL.36) dans Eq (VII.37) nous méne a :

3 T dumax 0Tmax
AR max 4 max g4

= mnz M — 0(VH.38)
0Amn T“max
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Recueil d'exercices

Recueil d'exercices

Série de TD N°1

Exercicel :

Un ¢lément de suspension, destiné a un véhicule routier, est soumis a des essais en

laboratoire qui donnent les résultats suivants :

- Le poids d’une masse de 200 kg, égale au quart environ de celle
du véhicule, provoque un déplacement statique o =0.20 m (fig.1),
- Les oscillations autour de la position d’équilibre ont une fréquence

£=0.835Hz.

A partir de ces mesures, calculer les caractéristiques de 1’élément de

suspension.

1= Calcule de la rigidité du ressort :

mg 200x9,81
kb=mg=>k=—=——"—

d

2— Calcule de la pulsation propre de ’oscillateur conservatifs :

0,20

= 9810 N/m

ko k_ fes0__
0p == 00 = = I5ag = 7rd/s

3— la pulsation de ’oscillateur amortis :

w, = 2nf, = 0, = 2.3,14. 0,75 = 4,71 rd/s

4—- Pamortissement relatif z:

, ®
0 =01 -T2 =>T= 1—(03—1)2
0

4,71
T= [1- ()7 =074

5- la constante d’amortissement :

T=—

(ON) Zm(DO

= C= ZmTOJO

C=2.200.0,74.7

C=2071,35 kg/s

89
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Figure.1
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“lercice [ 12
Un cylindre uniforme de masse m (fig.2), tourne d’un faible angle ¢ autour de la position

d’équilibre. K &
Si le cylindre roule sans glissement. o Ty
1- Donner I’expression du déplacement de I’axe du ‘
cylindre X en fonction deé.

2 -Trouver les expressions de 1’énergie cinétique
et de déformation.
3 -Déterminer l'équation du mouvement.

4 -Trouver la fréquence de vibration libre.
Cilurelll

'1] [’e[ pression de [Jen fonction de 0 :
x=r,0
(11 [’[nerlie cin[ti[ ue :

EC = ~mi? + ~18°
—2M TS
[lvec :
[ = L r? t x=r10
= > mr e X=rTr
[’[nerlie potentielle :

1
Ep = ZXEk[(I‘ +a)0]2 = k(r + a )26?

11 [°[Tuation du [

d <6EC> JdEC N JEp 0
dt \ 90 20 90

3 .
> mr20 + 2k(r +a)?0 =0

Finalement propre :

_I_4k(r+a)2 0 =0
3mr? B

(1)

4- La fréquence propre :
L’¢équation (1) est de la forme :

B+wif=0

Avec :

4k(r +a)?
©= 3wz S
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[lercice [z
Afin de mesurer le coefficient d'amortissement interne d'un barreau de polymere, on

enregistre les oscillations en régime libre du systéme constitué¢ par un barreau et une masse m
indéformable fixée a ’extrémité libre du barreau (fig.3). On constate que l'amplitude de la
sixieme oscillation est égale a 30 % de celle de la premiére. Avec les valeurs suivantes:

Longueur L=1,5m , module d'¢lasticité E=2,2 10°N/m? o
section: A=5 cm’ masse: m=100 kg 3
K214 cC
X m
Figure.3

Déterminer la résistance de ¢ de l'oscillateur élémentaire équivalent (on néglige la masse du

barreau), puis la constante d'amortissement interne 7 du polymeére
p poly

Solution :

Négliger la masse du barreau relativement & m revient a considérer le systtme comme un
oscillateur élémentaire dent la rigidité et la pulsation propre sont :

EA 2,2.10°x5x107*
k=— AN:k= G = 0,733.10° N/m

L
k 0,733.10°
g = B AN!(DO = T = 85,6 I'd/S

Le décemment logarithmique :

A = 11 100 = 0,244079
~57030
L’amortissement relatif :
A
tT=——— AN:t=0,0383

Van? + A?

la résistance de 1’oscillateur équivalent :

C=2t,m AN:C = 2x0,0383x85,6x100 = 656 kg/s

La constante d’amortissement interne du polymere t :

L’égulité entre les forces de frottement dons le harreu et dans 1’oscillateur équivalent :

At = (_'_ds)
€ = cX S_dt
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de dx 1du_>'<

T T @A L

11 vient donc :

X At
A’L’—E=CX :TZC
cL
T:K
AN'I—@—197106 k
T=—T7omr = 197 g/m.s
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OO O M
OCTCT T IO I
La masse du systéme représenté sur la figure 1 est soumise a I’action d’une force extérieure
[lcosQ [ .
1- Déterminer 1’équation du mouvement. £S5 ¢
2- Déterminer le déplacement en régime permanant.

X I m

[lcosw!]

QT rm

[l |
Le modele général de mesure des vibrations est représenté par la figure 2, ce modele est

composé d'un corps de masse m attachée a une base.

Si la base se déplace d'un mouvement de [Isinw![]: []
1-Déterminer I’¢équation du mouvement. 1 | XII
2-Déterminer le déplacement de la masse en régime permanant. S L D

UM

[l |
Nous nous proposons de déterminer expérimentalement les caractéristiques mécaniques (m, c, k)

de I’accélérometre schématisé par la figure 3.
Suspendons une masse de 200 grammes a la masselotte de 1’accélérometre.

Le systeme ¢étant a 1’équilibre, la surcharge est décrochée.
Nous observons un mouvement sinusoidal amorti, les mesures effectuées donnent :

La pseudo période : T=20.10""s.

L’amplitude initiale et celle du premier maximum de méme signe : B
Ao=1,25mm et A;=0,05 mm K2 .4cC
I-Trouver 'expression du déplacement x(t) m
2-Calculer les caractéristiques suivantes : X I
1- La pulsation propre o, g

2- L’amortissement relatif 77

3- Lamasse m et la raideur k
(I

Suspections une masse de 200g a la masselotte de I’accélérometre le systéme étant a
I’équilibre, la surc barge est décrochée le probléme a résoudre est :

mX=-kx—Cx=0

ol
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les conditions initiales :
m+M
X =
0 k
x=0
on pose :

g

, K
(1)0—_
m

C En supposant 1< 1

ZT(,OO ==

Le solution est de la forme :
x(t) = e ™4 cos wt + B sin wt)
Avec: w = wyV1 — 12

Les conditions initiales :

A = XO
T
B=
v1—12
D’ou:
x = Xge ™t(cos wt + = sin wt)
-7
2- calcule les caractéristiques : w, , T, metk:
On:T=20s , A =1.25mn ,A; = 0.05mm
2n 2n 47?
o o - UToes W
Ap =Aje ™t ST =llnﬁ (2)
1 0 o =T M7,

Posons

Ag

1=In— n=1)

1
Remplagons dans (2) :

@o = T
Dans (1) :
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On peut calcule 7 :

On en dédut :

Wy = —
o7 T

Ayant w, on peut calcule la masse m et la raideur k avec 4,

Les deux relations :

M
2 k (m— 2g
woza Agws — g
m+M k= Ms
Ay = K g Ao— g
2
Wy
AN :
12 12
1=In(25)=322=>71t= = = 0.46
n(25) YT v anz T 1+ an?
Pour :
= 1—353 d/ S
wO_TT_ rd/
D’ou:

{ m=134g
k=1675N/m
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[ITTe e LI0] [ILT]

[lelTIle [z

La masse m, d’un systéme oscillatoire se déplace de 0.25 m de sa position

d’équilibre statique (Fig.1).

1- Déterminer les équations du mouvement.
2- Trouver les fréquences propres du systeme.
3- Déterminer les déplacements des masses x; et X».

T Cles [T [Tons (11015
Opp I T[T T nelfon Y F =ma

{mla'c'l =—kx; —kx; —k(x; — x3)
mzjéz = — ka - k xz - k(xz - xl)

[lmolllmlenl]ellelI]es :

{mljél = -3 kxl - k X
mzjéz = -3 ka - k X1
[mlTe[Tenlk

{mljé1+3kx1—kx2 :0
m25€'2+3kx2—kx1=0

[T] [es (TTT'enles ploples [T]s(s[Tlle:
Ces [ '* son[p[llo[ I es [on

{xl = A cos(wt + 0) %, = —Aw?cos(wt + 0)
X, = B cos(wt + 0) ¥, = —B w?cos(wt + 0)

Remplacant dans le systéme d’équations on trouve :

{ (3k — mw?)A —kB = 0
—kA + 3k — mw?)B =0

m,

n-;

La solution A=B=0 définie I’état d’équilibre du systéme 1I’outre solution est obtenue en

¢galant a « zero » le déterminant des coefs A et B :

_ 2 -
(3k = mw?) K o l=0=@k-mo?? -k =0

—k (3k — mo?)
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Développent le déterminant :

3k — mw?

B e

Ces [TplTellenls [es [1[sses x; et x,

t) =A 2kt+<z> + A 2 kt+(2>
x1(t) = A;cos m 1 2€0S m 2

t) =B 2kt+(2) + B 2 kt+(z)
X,(t) = B;cos m 1 2€0S m 2

[les [TTlon [ITT]plIiTe :

Ay_ ko kA ko ko
B, 3k-mo? 3k—2k ~'B, 3k-mo} 3k—4k

TJon[lles [1 'S [es [1[sses :

/Zk k

t)=A —t A 2 [—t

X1 (t) 1COS - + @, |+ A,cos \/; + 0,
t)=A 2kt+(z> A 2 kt+®

X2(t) = A;cos m 1 2€0S m 2

Les 4 constants d’intégration sont détermines par les 4 conditions initiales :

(0) =0, %,(0) = 7, %,(0) = 0, %,(0) = 0
0= Ajcos®, + A,cos®, (1)

0= A;cos®, — A,cos@, (2)

0 = — o; A;sin@;— o, A,sin®, (3)

O = — Al Colsin@l-l- Az(DZSin@Z (4)

W+@) = A =g

(3)+ (4) = sin@; =sin@, = 0= @, = 0,=0
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Donc

A—1 tA—1
1—8e 2= 73

1 2k 1 k
xl(t)zgcos Et—gcoﬂ Bt
1 2k 1 k
xz(t)=§cos Et—gcosz Bt

Finalement :

UlelT[lle [z
Un arbre en torsion (figure 2), est discrétisé par deux (02) degrés de liberté 8,0, , aux quels

correspondent les inerties J , J . La raideur en torsion de chaque ¢lément ¢lastique est K.
La rotation de I’arbre s’effectue a vitesse constanteQ, et les anglesé,,6, sont mesurées par

rapport a la position instantanée de ’arbre.
1-Ecrire les énergies cinétique et de déformation de &, &,

’arbre.
2- Ecrire les équations du mouvement.

LR

SERRL

3-calculer les fréquences propres de 1’arbre.

Figure 2

o
=1

I- Calcul des énergies :
a- I’énergie cinétique :Q?

., 01 . 1
E.= E]1Q1 + E]zQz = E](Ql +032)
b- D’énergie potentielle :
1ozt 2.1
Ep = -kQ7 +52k(Q; — Q2)° +5kQ3
2 2 2
1 A 2,1 2
Ep = EkQ1 +k(Q: — Q)" + Esz
2- P’équations de M"' :

{](21 + 3kQ,; — 2kQ, =0
]Qz + 3kQ2 - Zle =0
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3- les fréquences propres
Les M"® sont périodiques :

{Q1 = A cos wt {Ql = —Aw? cos wt

Q; = Bcoswt Q, = —B w?cos wt

Remplacons dons le systéme d’équations :

{(3k — Jo?)A — 2kB = 0
2KA + (3k — Jo?)B = 0

o @5l =

le déterminant :
3k — Jo? -2k

2k 3k — Jo? |

Développent le déterminant :
Bk —0?))(Bk— 0?]) —4k? =0

(3k — w?])? = 4k?

( k

(,01 = -

{3k—]m2=2k {](ozzk J
= = <

3k — Jo? = 2k Jw? = 5k K

0, = [—

L)

Exercice 3 :

Deux masses m; et m, égales sont attachées par des fils (Fig.3), avec faibles oscillations.
On suppose que les tensions des fils sont constantes.

1- Déterminer les équations du mouvement.

2- Trouver les fréquences propres du systéme.

3- Déterminer les déplacements des masses X; et x;.

A Y Yy %
A p—y p_— 4
m; m;
L L L

- |

Figure 3
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vits ,

'+ Les équations du M :
"ppliquant les équations de ne[ Iton :

[In trouve :

X1

myiy = — (2) T = ((ry — x)L)T

myi¥, = — (%) T — ((xz — x)L)T
Finalement :

. T T

m1x1 + 2 (Z) X1 - (Z) x2 = 0
. T T

mzxz + 2 (Z) xZ - (Z) x1 = 0

[+ Les fréquences propres :
Les M"" sont périodiques :

{xl = Acos wt ¥, = —Aw?coswt
x, = B cos wt ¥, = —B w?cos wt

[tilisant ce systeme ces values, le systéme d’équations devient :

( 2A+2TA TB_O
m; o 7 [B=

2B+2TB TA—o
L mzﬂ) L L =

En regroupent :

( 2T T
(——m(oz)A——B=0
) L L
TA 2T 2B = 0
\_E +(T—mw) =
2T ) T
Eom) -t
A=0 = T <2T 2) =0
—— — — Mmoo
L L

L’équation des fréquences est donnée par :

e+ <o
® me Lm/

T T 3T
©1= [T @2 =173 o= e
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Exercice [:

Un arbre en torsion (figure 4), est discrétisé par trois (03) degrés de libert¢8,,6, etg;. La
raideur en torsion de chaque ¢élément élastique est K.

1-Ecrire les énergies cinétique et de déformation de 1’arbre.

2- Ecrire les équations du mouvement.

3-calculer les fréquences propres de I’arbre et les modes associes.

&

] 5L
|

b

IR

Figure 3
1- L'énergie cinétique et 1'énergie de déformation:
Energie cinétique:
0 = l10'12 + l16’22 +
2 2
Energie de déformation:

1 1 1 1
[;:EKQ?+;QQ—@f+§Ku§—@Y+EK@2

1 >
—16
o) 3

2-Les équations du mouvement:
Appliquant les équations de Lagrange
o o0,) o ol

—|— |- + =0
86’D 69D 060

0
On trouve:
160, + 2K6, —-K6, =0
16, + 2K 6, -K6, - K6, =0
16, + 2K, —K0,=0
3-Recherche des fréquences propres:
Les mouvements sont périodiques, donc les fonctions des déplacements et des accélérations

sont données respectivement par:
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0, = Acos(wt + @)
0, = Bcos(awt + @) (1)
0, = Ccos(at + @)

6, = —Aw’ cos(ot + @)
6, = —B @’ cos(ot + @) (2)
0, =—Cw” cos(wt + @)

Remplacant (1) et (2) dans les équations du mouvement, on trouve un systéme des équations
algébriques :
(2K - 1w’ )4A-KB=0
~KA+Q2K -10°)B-KC=0 (3)
~KB+ (2K -10*)C=0

Sous forme matricielle le systéme s'écrit:

(2K - 1w?) -K 0 A
-K (2K - 1w?) -K B|=0
0 -K (2K -10*) | C

C'est 'un systeme algébrique admettant comme solutions:
e La solution nulle (solution sans intérét)

e ['autre solution est obtenue en égalant a zéro le déterminant du systéme

(2K - 1w?) -K 0
A=| -K (2K - 1w*) -K [=0
0 -K (2K - 10%)

En développant le déterminant:

(2K —1*)|(2K —10*)(2K —10%) - K|+ K|- K(2K - 10%)]=0
(2K —1)|(2K —10*)(2K —10%) - K|+ K|- K (2K - 10%)]|=0

2K -10*)=0
(2K —10")|(2K — 10°)(2K —10”) — 2K*|=0 = v

(2K - 10*)(2K - 10*) - 2K* =0

Les pulsations sont données par:

23]

), = I

K
, = T
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Les fréquences sont données par:

S (D),

2 |
1 K
2= AR
ok V2)
27 I
Exercice 4:

Calculer les fréquences naturelles du systeme montré sur la figure 3 en utilisant les équations
de Lagrange et en prenant comme coordonnées généralisées, les déplacements angulaires des
pendules. les pendules dans la position verticale sont couplées par des ressorts de méme
raideurs.

I A AN A A AN AN A A A A A A A A A A 4

Figure 4
1- L'énergie cinétique et 1'énergie de déformation:
Energie cinétique:
1 s 1 -, 1 s
s :5 1(2106) +5D(2D92) +E [1(2106;)

Energie de déformation

[, =2001(1-cosb,)+ 201 1(1-cosb,)+ 201 1(1-cosb,)

+%2D(D92 - 16,)’ +%2D(D03 - 16,)’
0 =200 (1-cos6,)+(1-cosb,) +(1-cosb,)]
+ [D[(ez _91)2 +(03 _92)2]
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2
Pour les faibles oscillations cos@ ~1— ?

Donc
Co=amle’ 0, + 0. |+ o6, -0) + 6, - 6,)]
2-Les équations du mouvement:

Appliquant les équations de Lagrange

_2{6DD]6DD+aDD
1| 00| o0 06

[]

On trouve:

401070, +200016, —2K (7 (0, —6,) =0
401070, +2010110, + 2K [T (6, —6,) - 2K (0, —6,) =0
40070, 200110, —2K * (0, —6,) =0

Finalement :
40070, +20(11+ 110)6, —2K[76, =0

400076, + 20(L0+2010)0, —2K[ 76, —2K 76, =0
400070, + 20(11+ [11)0, —2K[70, =0

Les mouvements sont périodiques donc les fonctions des déplacements et des accélérations

sont données respectivement par:

6, = Acos(wt + @)
0, = Bcos(wt + @) (1)
0, = Ccos(wt + @)

6, = —Aw’ cos(ot + @)
6, = —B @’ cos(ot + §) (2)

0, =—Cw’ cos(wt + @)

Remplacons dans le systéme d’équations, et apres simplification on trouve :

[+ o —200%0? JA-K 2B =0
—KﬁA+hﬂMﬁ2uw—2Jﬁqu—KﬁC=O
—KﬁB+hID[+D@—2DﬁwﬂC:0

Sous forme matricielle, le systéme s’écrit :

[c(oo+ oy —200?] - 00 0 A
- 00 [ﬂ[D+2D®—2D§wﬂ - 00 B|=0
0 - 00 [qmm+mm-2mﬁwﬂ C
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C'est 'un systeme algébrique admettant comme solutions:
e La solution nulle (solution sans intérét)
e L'autre solution est obtenue en égalant a zéro le déterminant du systéme

Le déterminant est nul : A=0

D0+ O0=200w* =0

Vv
2
0 30 0 300
o' | —+— |0+ — | +>——=0
| O 20 20 4 10
Apres résolution de deux équations, on trouve les pulsations classés dans I’ordre : @,{@,{®;,

[ U [l 0 30
w :\/_ , O =5 5T, O =455
20 20 20 20 20

Les fréquences sont données par:

1 [] 1 g 0o 1 O 30
J=o o B=g ooty B=oyoot o
27\ 20 27 N 20 20 2z N 200 20
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