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 I 

Résumé	:	

					En	 tant	 qu’une	 commande	 robuste,	 la	 commande	 par	mode	 glissant	 d’ordre	 un	 a	 été́	
appliquée	 à	 ces	 systèmes,	 malheureusement	 l’effet	 de	 broutement	 génèré	 par	 cette	
commande	et	qui	affecte	pratiquement	les	actionneurs	du	système,	limite	son	utilisation.	 

    L'objectif de ce travail est d’utiliser la technique de mode glissant dans la commande de classes 
des systèmes non linéaires sous-actionnés de deuxième ordre. Alors, deux lois de commande de 
type mode glissant (MG) sont concevoir pour atteindre certaines performances prédéfinies 
souhaitées en supposant que la dynamique du système est connue. Dans ces schémas, une seule 
loi de commande qui comprend certaines parties de la loi de commande de chaque sous-système 
et les surfaces de glissement des deux sous-systèmes est utilisé́ pour commander les deux 
systèmes de sortie. De plus, l'analyse de la stabilité́ des schémas de commande proposées est 
effectuée par la synthèse de Lyapunov, et pour chaque schéma, des résultats de simulation sont 
donnés pour illustrer ses performances.  

Mots	Clés	 :	Mode	glissant	d’ordre	un,	mode	glissant	d’ordre	deux,	observateur,	 stabilité́,	
robustesse,	systèmes	mécaniques	sous	actionnés.		

Abstract:		

The main objective of this works is the use of the siding mode technique in the control of classes 
of nonlinear underactuated systems second order. That is, two sliding mode type controls (SMC) 
is designed to achieve some predefined desired performances by assuming that the system 
dynamics is known. In these schemes, only control law which includes some parts of the control 
law of each subsystem and the sliding surfaces of the two subsystems is used to control of two 
systems outputs. In addition, the stability analysis of the control approaches are performed by 
using the Lyapunov method, and for each scheme, simulation results are given to highlight its 
performance.  

	Key	Words:	First	order	sliding	mode,	second	order	sliding	mode,	observer,	stability,	
robustness,	underactuated	systems.	 
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Introduction	générale	

     Face au développement technologique rapide et les besoins de plus en plus croissant en 

précision et en robustesse, les systèmes automatisés n’ont cessé d’évoluer entrainant 

inévitablement des structures de commandes de plus en plus complexes.  

     Dans toute formulation d'un problème de commande, le modèle mathématique développé dans 

le but d'établir la loi de commande ne reflète pas exactement le processus réel. 

Ces différences peuvent par exemple être dues à des dynamiques non modélisées, à des variations 

des paramètres du système ou à l'approximation trop directe des comportements complexes du 

processus. On doit néanmoins s'assurer que, malgré toutes ces incertitudes, la loi de commande 

résultante permet d'atteindre les objectifs prédéfinis. Ceci a conduit à un important intérêt pour 

la synthèse de contrôles dits robustes et capables de pallier à ce problème.  

    Dans le domaine scientifique et celui de l’enseignement, l’automatique a souvent recours à des 

cas d’études particuliers, qui sont représentatifs de grandes classes d’applications. De plus, avec 

l’expérience, la connaissance de ces cas s’est affinée et ils fournissent aujourd’hui une base idéale 

pour comparer de façon valable les avantages et les inconvénients d’approches différentes. Le 

pendule inversé est l’un de ces cas typiques qui occupe une place importante dans l’industrie 

comme un outil de transport, d’inspection et d’intervention dans des milieux hostiles, en 

particulier quand les capacités de mouvement autonome sont exigées. 

    Un système mécanique est dit sous-actionné s’il admet moins d’actionneurs que de degrés de 

liberté́. On peut citer le pendule inversé, le pendurobot et l’acrobot, comme exemples de cette 

classe de systèmes. L’étude de la commande de ce système est récente, elle est motivée 

principalement par leur caractère complexe et instable ainsi que par des besoins d’applications 

réelle tel que : la commande des robots marcheurs et des engins spatiaux, l’étude de la structure 

de corps humain...etc.  

    Dans cette classe des systèmes, Le manque d’actionneurs complique la tâche de commande. 

En effet, le contrôleur doit stabiliser les parties non actionnées en leurs positions d’équilibre 
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Instable, et les parties actionnées à des positions finales désirées parant de conditions initiales 

proches ou lointaines du point d’équilibre. Plus à la complexité́ de leur  

    Comportement, s’ajoute leur caractère non linéaire qui limite l’utilisation de commandes 

basées sur linéarisation des systèmes dynamiques. à par les lois de commande hybride basées sur 

un retour d’état linéaire, il existe peu de stratégies de commande, de ces systèmes, conçues à la 

base des équations non linéaires seulement, assurant la stabilisation autour du point d’équilibre 

instable . 

     Il existe dans la littérature une grande variété d’approches de commande des systèmes non 

linéaires. On peut citer : la commande par linéarisation entrée-sortie, le backstepping, la 

commande par mode glissement...etc. Cependant, aucune de ces approches de n’est adaptée, dans 

sa version de base, à la stabilisation des systèmes sous-actionnés.  

    Dans cette voie on a décidé de faire une étude comparative entre les deux méthodes les plus 

utilisés pour commander le pendule inversé rotatif qui sont la commande hybride PID- commande 

d’énergie (swing-up) et la commande par mode glissant en utilisant un modèle mathématique 

donné par quanserqube. 

      La commande par mode glissant (CMG) des systèmes mécaniques sous-actionnées (SMSA) 

est en constante évolution depuis plusieurs années, mais la complexité́ de ces derniers (non 

linéarité́ et sous actionnement) rend la tâche de l’élaboration et le développement d’une 

commande pour l’ensemble de ces systèmes un peu difficile, et s’effectue plus lentement, en plus 

les résultats qui sont établis pour les systèmes non linéaires ne sont pas directement applicables 

au cas des SMSA.  

Le contenu de ce mémoire est le suivant :  

• Dans le premier chapitre, au début, on rassemble les différentes formes de modelés d’État 

des différentes classes des systèmes non linéaires les plus pertinents dans la littérature. 

Puis, on fait un résumé sur les systèmes mécaniques sous-actionnés (quelques exemples 
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et concepts de modulation de cette classe de systèmes). Enfin, nous citons les intérêts de 

l’étude de ces systèmes.  

• Le deuxième chapitre est consacré à la commande mode de glissant d’une classe des 

systèmes non linéaires. Dans la première partie, quelques notions fondamentales La 

commande par mode glissant sont présentées tel que les systèmes de réglage à structure 

variable, les déférents types de commutation, la méthode de conceptions de la commande 

par mode glissement et ...), Dans la deuxième partie, nous proposons d’appliquer la 

commande par mode glissant pour traiter le problème de suivi d’une trajectoire pour un 

pendule inversé.  

• Le dernier chapitre a été réservé au problème de la commande des systèmes sous actionnés 

non linéaire dont la dynamique est complétée connu. Deux schémas de commande de type 

mode de glissant ont été développés. Dans les deux schémas, une seule loi de commande 

a été utilisée pour stabiliser les deux états du système de sortie. des exemples de 

simulations numériques ont été effectués pour montrer l’efficacité des lois de commande 

utilisées.  
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Chapitre	01		Introduction	aux	systèmes	

mécaniques	sous-actionnés	

1.1 Introduction 

      Un Système Mécanique sous actionné (SMSA) est le système qui a moins d'actionneurs de 

contrôle indépendants que degré de liberté pour être contrôlée. Cette classe de systèmes a fait 

l'objet de recherches scientifiques actives alimenté par des larges applications dans différentes 

disciplines. Cette enquête vise à donner une revue complète mais raffinée de l'SMSA depuis son 

histoire jusqu'à l'état de l'art de la recherche du point de vue du contrôle, et se concentre sur ses 

applications en robotique. 

      Les études sur l'SMSA remontent à il y a deux décennies, lorsque le contrôle des systèmes 

mécaniques non holonomes était d'un grand intérêt pour les scientifiques [1] [2], et ils ont généré 

des résultats intéressants. Problèmes de contrôle [3] [4] auxquels la théorie traditionnelle du 

contrôle n'était pas applicable. Des exemples de tels systèmes comprennent, mais sans s'y limiter, 

des robots mobiles, des engins spatiaux, des véhicule, navire de surface, hélicoptère, robot spatial 

et manipulateur sous-actionné. SMSA a attiré plus d'attention dans les années 1990, et ils ont été 

largement utilisés dans l'aérospatiale et robotique, par ex.  [5] [6]. Le contrôle de l'SMSA est 

aujourd'hui l'un des domaines de recherche les plus actifs en communauté de contrôle. 

      La robotique, la mécatronique et les machines hybrides sont largement utilisés dans 

l'ingénierie pour remplacer la main-d'œuvre pour la fabrication économique. Les avions, les 

satellites et les plates-formes spatiales sont conçus pour l'exploration et l'armée. Micro-robots, 

instruments de précision et des outils opérationnels sont développés pour remplacer les outils 

médicaux originaux pour le diagnostic non invasif. Les nouveaux systèmes mécatroniques sont 

conçus pour les besoins nécessaires de l'industrie et de la santé. En conséquence, les efforts des 

scientifiques et des ingénieurs ont conduit à la recherche active sur la non-linéarité théorie du 

contrôle, contrôle optimal, contrôle adaptatif et autres. Les gens apprécient la réalisation 

substantielle qui ont été accomplies [7] [8], et ils apprécient les avantages apportés par les
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machines. Avec cette satisfaction, stimulée par leurs appétits de explorant, les chercheurs sont 

impatients de résoudre de nouveaux problèmes en créant de nouveaux systèmes et théories. Pour 

en revenir à l'SMSA, la recherche de l'SMSA devient cruciale. 

    Dans ce chapitre, on commence par un aperçu sur des différentes représentations d’état utilisée 

dans les littérateurs pour les classes des systèmes non linéaires, Nous nous intéresserons ensuite 

à la dynamique du système mécaniques sous-actionnés, ensuite, on présente brièvement  

Quelques exemples de systèmes mécaniques sous-actionnés. A la fin du chapitre, un système 

pendule-chariot est présenté en détail, ce dernier sera utile dans les prochains chapitres. 

1.2 Classes des systèmes non linéaires   

    Un système est un ensemble de composants qui interagissent mutuellement pour atteindre un 

but déterminé. On caractérise un système par ses entrées 𝑢 et ses sorties y, comme le montre la 

Figure 1.1 [9] [10]. Ces interactions peuvent être représentées par un modèle mathématique 

décrivant la dynamique du système, c’est-à-dire, l’évolution des sorties et/ou les états en fonction 

des entrées (la commande). Le modèle d’un système est obtenu par l’application des lois de la 

physique et/ou par les méthodes d’identification. 

     L’objectif de la commande en boucle fermée d’un système est la correction du son 

comportement vis-à-vis un critère de performance. Le problème de commande consiste à choisir 

l’entrée de la commande 𝑢 afin d’assurer les performances recherchées. La complexité de cette 

tâche est intrinsèque à la complexité du système et la précision de son modèle mathématique.  

 

Figure1. 1 Représentation de système. 

Entrées 
𝑢 

Sorties 
𝑦 Système  
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    Avant d’aborder le problème de la commande d’un système, il est essentiel de collecter toutes 

les informations possibles sur ce système afin de lui formuler un modèle mathématique qui sera 

d’une grande importance dans la conception des lois de commande. Selon l’architecture du 

système ainsi que la quantité d’information disponibles, les modèles des systèmes sont divisés en 

différentes classes ; les systèmes mono variables, les systèmes multivaribales, systèmes 

invariants et les systèmes variants, les systèmes sous actionnés et les systèmes sur actionnés, les 

systèmes affine et non affine en la commande …etc. [10] [11] [12]. 

      La modélisation des systèmes se fait généralement sous certaines hypothèses simplificatrices 

; des dynamiques négligées, paramètres constants, milieu sans perturbations...etc. En revanche, 

si ces imperfections dans le modèle ne sont pas prises en compte dans la conception de la 

commande, ils vont causer la dégradation des performances voire l’instabilité du système en 

boucle fermée. En général, il existe trois sources d’incertitudes ; les perturbations externes, les 

bruits de mesure et les incertitudes internes. [11] [12]. 

     Bien qu’il existe de nombreuses méthodes géométriques différentielles et/ou algébriques pour 

représenter la dynamique des systèmes non linéaires, la présentation d’état par un ensemble 

d'équations différentielles non linéaires est la plus universelle dont la forme générale est la 

suivante : 

&
𝑥̇(𝑡) = 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)				

	
𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)			

                                                (I.1) 

Où : 

𝑡	: est la variable de temps,  

𝑥(𝑡) ∈ ℛ3	: est le vecteur d'état global avec 𝑛 l’ordre du système, 

𝑢(𝑡) ∈ ℛ5		: est le vecteur d’entré de commande et  𝑚 le nombre d’entrées, 

𝑦(𝑡)	 ∈ ℛ7	: est le vecteur de sortie du système et 𝑝 le nombre de sorties, 

𝐹	et 𝐻: sont des vecteurs composés de fonctions non linéaires.  

A partir de cette forme générale, il découle des formes spéciales pour les déférentes classes des  

Systèmes non linéaires, par exemple : 
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Si la fonction 𝐹  ne dépende pas explicitement de 𝑡 le système (1.1) peut être écrire sous la forme 

suivante :  

9
𝑥̇(𝑡) = 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)	)																			

	
𝑦 = 𝐻:𝑥(𝑡);																																			

                                (I.2) 

le système est dit autonome. 

Si le signal de commande apparaît linéairement dans le modèle, le système (I.2) peut être écrire 

sous la forme suivante :  

9
𝑥̇(𝑡) = 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑡) + 𝐺:𝑥(𝑡);𝑢(𝑡)						

	
𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑡)																																			

                              (I.3) 

Avec 𝐹:𝑥(𝑡); 𝐺:𝑥(𝑡); sont des fonctions non linéaires. Le système est dit affine en la 

commande. 

 

Dans le cas de la présence des incertitudes dynamique affectant le système, le système (1.3) peut 

être écrit sous la forme suivante :  

 

9
𝑥̇(𝑡) = 𝐹>(𝑥(𝑡), 𝑡) + ∆𝐹:𝑥(𝑡); + 𝐺>(𝑥(𝑡), 𝑡)𝑢(𝑡) + ∆𝐺:𝑥(𝑡);𝑢(𝑡)

	
𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑡)																																																																																										

        (I.4) 

Avec 𝐹>:𝑥(𝑡); et 𝐺>:𝑥(𝑡); sont des fonctions nominales connues, et ∆𝐹:𝑥(𝑡); et  ∆𝐺:𝑥(𝑡); sont 

leurs incertitudes respectivement.  

Dans le cas de la présence des incertitudes due à des perturbations externes, le système (1.3) peut 

être écrit sous la forme suivante :  
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&
𝑥̇(𝑡) = 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑡) + 𝐺(𝑥(𝑡), 𝑡)𝑢(𝑡) + 	𝑑(𝑡, 𝑥(𝑡))																							

	
𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑡)																																																																															

   (I.5) 

Avec 𝑑(𝑡, 𝑥(𝑡)) est une perturbation externe. 

1.3 Systèmes mécaniques sous-actionnés  

   La condition de sous-actionnement en mécanique, robotique, mécatronique ou dynamique 

systèmes fait référence à un système avec plus de degrés de liberté (nombre de variables qui 

définissent la configuration du système) que les actionneurs (variables d'entrée) à contrôlé [13] . 

Cette restriction implique que certaines des variables de configuration du système ne peut pas 

être commandé directement, ce qui complique fortement la conception de algorithmes de 

contrôle. Les systèmes sous-actionnés se trouvent couramment dans plusieurs domaines et 

applications, telles que la robotique, les systèmes aérospatiaux, les systèmes marins, les systèmes 

flexibles, les systèmes mobiles et les systèmes de locomotives. 

 Il est difficile de préciser le concept général qui permet de mener une méthode systématique pour 

tous les SMSA (Système mécanique sous-actionné) en raison de la variété et des recherches 

approfondies sur ce sujet. Par conséquent, ces systèmes sont traités cas par cas la plupart du 

temps. 

 Les raisons de la sous-action étaient résumées [14] comme suit : 

• Dynamique du système par nature, par exemple, avion, vaisseau spatial, hélicoptère, 

sous-marin véhicule, grue et robot mobile à roues. 

• Par conception pour la réduction des coûts ou à d'autres fins pratiques, par exemple, les 

satellites avec deux propulseurs, des robots à liaison flexible. 

• Défaillance de l'actionneur, par exemple, navire de surface, avion à décollage et 

atterrissage verticaux (VTOL). 
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• Imposé artificiellement pour créer des systèmes complexes non linéaires d'ordre inférieur 

dans le but de mieux comprendre le contrôle des systèmes sous-actionnés d'ordre élevé, 

par exemple, le système de poteau de chariot, le système de boule et de faisceau, le 

pendule rotatoire inversé, le pendule à roue d’inertie, l'oscillateur de translation avec 

actionneur de rotation (TORA), l'Acrobat, le Pendubot……. etc.  

   De nos jours, les systèmes sous-actionnés sont un cas d'étude intéressant pour la communauté 

de contrôle et d`automatisation, certains d'entre eux sont devenus des références, servant à tester 

différentes techniques de contrôle [15] 

 1.4 Quelques exemples de systèmes mécaniques sous-actionnés 

 Il existe plusieurs exemples de systèmes sous-actionnés dans la robotique décrit ci-dessous :  

 1.4.1 Pendule Furuta :  

    Le pendule rotatif inversé, plus connu sous le nom de pendule Furuta [16] [17], est un système 

sous-actionné bien connu a deux degrés de liberté (2DDL). Ce mécanisme est constitué d'un bras 

tournant dans le plan horizontal avec un pendule fixé à l'extrémité du bras et tournant dans le plan 

vertical. Le système de pendule Furuta est illustré à la Fig. 1.2.  La seule entrée de couple du 

système est appliquée directement à l'axe de rotation du bras horizontal. Ensuite, deux variables 

De configuration (la position du bras et du pendule) doivent être contrôlées avec une seule 

variable d'entrée (le couple appliqué au bras), révélant l'état de sous-actionnement du système. 

Le la motivation pour la conception de ce pendule inversé vient du système mât de charrette 

classique, puisque la limitation du mouvement du chariot est évitée avec ce model rotatif.
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Figure1. 2  Pendule Rotatif inversé ou Furuta système pendulaire. Les variables q1 et q2 

sont les Déplacements angulaires des articulations et τ est le couple d'entrée. 

    1.4.2 Le pendule a roue d`inertie ( IWP) 

    Le pendule à roue d'inertie (IWP en Anglais : The inertia wheel pendulum) [18] [19], est un 

système mécanique spécial sous-actionné, qui consiste à un pendule avec un disque symétrique 

attaché à sa pointe. Le disque ou la roue et le pendule tournent dans des plans parallèles. Le 

système IWP est illustré à la Fig. 1.3. L'axe de rotation du pendule est passif, c'est-à-dire il n'y a 

pas d'actionnement direct sur la position du pendule, alors qu'un moteur à courant continu 

s'applique couple directement à la roue qui est libre de tourner autour de son axe de rotation. 

Donc, le pendule n'est pas actionné et le système doit être contrôlé via la quantité de mouvement 

de la roue en rotation. En raison de sa matrice d'inertie constante, l'IWP est le premier exemple 

d'un système mécanique plat sous-actionné avec (2DDL) et un seul actionneur [20] 
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Figure1. 3 Système Pendulaire a Roue d'inertie les variables q1 et q2 sont les 

déplacements angulaires des articulations et τ est le couple d'entrée. 

    1.3.3 Système chariot-poteau 

    C`est un système sous-actionné de référence. Il sert a utilisé dans les essais pour étude de 

contrôle non linéaire. L'objectif de la commande est de faire basculer le pendule de son état 

d'équilibre stable à la baisse. (q1 = 0 et q2 = π) au déséquilibre vertical point d'équilibre (q2 = 0), 

tout en maintenant le chariot à son point d'origine (q1 = 0). Un travail considérable a été fait dans 

le passé via le contrôle flou (FC) et l’énergie basées sur l`étude du système chariot-poteau [21]. 

Figure 1.4c illustre le fonctionnement du système. 

 

 

 

 

Figure1. 4 Système chariot-poutre les variables q1 et x1 sont les déplacements angulaire et 

translatoire des articulations et F est la force d'entrée. 
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   1.3.4 Oscillateur transrationnel avec système d'actionnement rotatif (TORA) 

    Le système TORA est un exemple de référence non linéaire pour différentes techniques de 

contrôle. Le système contient une platine de translation oscillante et un pendule rotatif 

excentrique. Pour s'assurer que le déplacement horizontal q1 → 0 s. La présence de toute 

perturbation extérieure est la tâche de contrôle de TORA. [22]. Le système est illustré dans la   

Figure 1.5  

 
 

 

 

Figure1. 5 Système TORA les variables q1 et x1 sont les déplacements angulaire et 

translatoire des articulations est τ est le couple d'entrée. 

 

    1.3.5 Système de balle et de poutre  

    Le système boule et poutre [23] consiste en une poutre capable de se déplacer vers le haut et 

vers le bas via un moteur connecté à une extrémité (alors que l'autre extrémité de la poutre est 

maintenue fixé). Comme cette poutre est en métal et que la bille de fer est autorisée à se déplacer 

librement. La tâche de contrôle consiste à stabiliser la balle sur la position souhaitée sur la poutre, 

à partir d'une condition initiale sur la poutre. La méthode basée sur Lyapunov [24]. Il est possible 

de faire un contrôle de ce système. Le système est illustré dans la Figure 1.6 
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Figure1. 6 Système balle et de poutre les variables q1 et x1 sont les déplacements 

angulaire et translatoire des articulations est τ est le couple d'entrée 

   1.3.6 Acrobat and Pendubot  

     Acrobot  [25]et Pendubot [26] sont des manipulateurs à deux bras avec un seul actionneur au 

coude et à l'épaule, respectivement. Les deux manipulateurs ont les mêmes équations de 

mouvement et ont un design similaire. La stabilisation du manipulateur à deux liaisons à son 

point d'équilibre vertical (q1 = π2 et q2 = 0) à partir de n'importe quelle condition initiale le 

contrôle du systeme est accessible. Le contrôle basé sur l'énergie est l'une des approches de 

contrôle les plus connues utilisées pour la stabilisation. Le système est illustré dans la   Figure 

1.7a et b  

 

Figure1. 7 a & b Système Pendulaire Acrobat &Pendubot les variables q1 et q2 sont les 

déplacements angulaires des articulations et τ est le couple d'entrée. 
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 1.5 Le pendule (inversé) sur chariot 

     Le pendule inversé est un problème de contrôle canonique qui a mérité beaucoup d'attention 

dans la littérature sur la dynamique des systèmes classiques en raison de son point d'équilibre très 

instable et de son modèle non linéaire relativement simple. Comme le pendule inversé continue 

de fournir un test de référence pour de nombreuses stratégies de contrôle non linéaires, la théorie 

derrière la dérivation de son modèle a été explorée de manière adéquate dans de nombreuses 

références. 

      La commande est constituée d'un pendule libre en rotation verticale avec un point 

d'articulation monté sur un chariot déplacé horizontalement par une force horizontale qui 

correspond à l'entrée du système. Le problème de commande consiste à faire basculer le pendule 

depuis sa position d’équilibre stable, afin de l'amener et de le maintenir dans sa position verticale 

instable. Ce qui fait de ce système mécanique simple une référence de contrôle intéressante est le 

fait que l'accélération angulaire du pendule ne peut pas être contrôlée, c'est-à-dire que le système 

chariot-pendule est un système mécanique sous-actionné à deux degrés de liberté. Par 

conséquent, de nombreuses techniques de commande de stabilisation courantes développées pour 

les systèmes entièrement actionnés ne peuvent pas être directement appliquées à ce système 

[27].De plus, le système chariot-pendule perd sa contrôlabilité et d'autres propriétés géométriques 

liées au contrôle lorsque le pendule se déplace à travers le plan horizontal  [28] ,Étant donné que 

le système est localement contrôlable autour du point d'équilibre instable, la stabilisation en 

boucle fermée par placement linéaire des pôles peut être utilisée [29] . 

La stabilisation du système chariot-pendule implique deux aspects principaux [30] :  

1- Basculer le pendule de la position de suspension stable à la position verticale instable et 

Stabiliser le système autour de son point d'équilibre instable. 

2- Pour ce deuxième aspect, on suppose généralement que l'extrémité libre du pendule est 

initialement située au-dessus du plan horizontal ou se situe à l'intérieur d'un voisinage 

ouvert bien caractérisé de zéro (le voisinage définit le domaine de stabilité en boucle 

fermée). 
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Figure1. 8 Illustration schématique du système chariot-pendule. 

 1.4.1 La Modélisation du système 

     Équation de Lagrange 

     Une dynamique de système complexe peut être décrite de manière efficace en utilisant 

l'équation de Lagrange. L'analyse vectorielle compliquée nécessaire pour décrire les forces 

appliquées sur un système mécanique peut être réduite par l'équation de Lagrange. 

      Un ensemble de coordonnées généralisées	 q {𝑞D … . . 𝑞G ……𝑞3} est une représentation du 

principe fondamental de l'équation de Lagrange, où 𝑞G est un degré de liberté indépendant qui 

combine les contraintes propres du système, c'est-à-dire la communication entre les parties du 

système. Les coordonnées généralisées totales sont notées par 𝑛. 

     L'équation de Lagrange est exprimée par l'énergie cinétique 𝑲 et l'énergie potentielle 𝑷 qui 

sont décrites (I.6) comme suit : 

ℒ = 𝐾(𝑞, 𝑞̇) − 𝑃(𝑞)                                (I.6) 
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Où la fonction de l'énergie cinétique en termes de coordonnée généralisée q et sa dérivée 𝑞̇. La 

fonction d'énergie potentielle est décrite uniquement en termes de coordonnée généralisée q Le 

terme de 𝑥 et 𝜃, donc 𝐪 = [𝑥, 𝜃] sont les coordonnées du système de pendule-chariot.   

     L'équation de Lagrange illustrée dans l'équation (1.7).  

Q
QR
STℒ
TU̇V
W − Tℒ

TX
= 𝑄G                  (I.7) 

Où 𝑄𝑖 est la force externe appliquée en termes de coordonnée 𝑞G.		

     L'énergie cinétique totale du chariot obtenue avec le mouvement du chariot est uniquement 

dans la direction de l'axe horizontal (i)	: 

𝐾[ = D
\
𝑀𝑥̇\                           (I.8) 

Où 𝑀 est la masse du chariot et 𝑥̇ est la vitesse de translation du chariot.  

     L'énergie cinétique totale du pendule obtenu avec le mouvement du pendule dans les 

directions verticale et horizontale (j et i) : 

𝐾5 = D
\
𝑚:𝑥̇^\ + ℎ̇\;              (I.9) 

où 𝑚 est la masse du pendule, ḣ est la vitesse projetée de la position du pendule sur l'axe vertical 

et 𝑥̇𝜃 est la vitesse projetée de la position du pendule sur l'axe horizontal. La figure.1.9 montre 

que : 

𝑥^ = 𝑥 + 𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃                     (I.10) 

ℎ	 = 	𝑙	𝑐𝑜𝑠	𝜃	                         (I.12) 
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Où 𝑙 est la longueur de la tige du pendule.  

 

 

 

 

 

 

Figure1. 9 Illustration détaillée du système chariot-pendule. 

    L’éq (2.1) et l'éq (2.2) peuvent être dérivées comme : 

𝑥̇	^ = 𝑥̇ + 𝑙𝜃̇̇𝑐𝑜𝑠𝜃																			(I.13) 

ℎ̇ 	= 	−𝑙	𝜃̇̇	𝑠𝑖𝑛𝜃																								(I.14) 

En substituant Eq. (2.3) et Eq. (2.4) dans Eq. (1.9), l'énergie cinétique du pendule peut être écrit 

comme : 

𝐾𝑚	 = 	
D
\
𝑚:(𝑥	̇ + 𝑙𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃)\ 	+ (−𝑙𝜃̇𝑠𝑖𝑛𝜃)\	;					          (I.15) 

𝐾𝑚	 =
D
\
𝑚(𝑥̇\ 	+ 2𝑥̇𝑙𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑙\	𝜃\̇	)	                         (I.16) 
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Le chariot et le pendule ont une énergie cinétique totale égale à 

𝐾 = 𝐾𝑀 + 𝐾𝑚 =	 D
\
𝑀𝑥̇\ + D

\
𝑚(𝑥̇	\ + 2𝑥̇𝑙𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑙\𝜃\̇)	      (I.17) 

L'énergie potentielle est uniquement affectée par la masse du pendule 𝑚	

𝑃	 = 	𝑚𝑔ℎ	 = 	𝑚𝑔𝑙	𝑐𝑜𝑠	𝜃		                                                        (I.I8) 

Enfin, Eq. (1.7) peut être déterminé en utilisant Eq. (2.7) et Eq. (2.8), comme la   fonction 

lagrangienne écrite sous la forme : 

ℒ = 	 D
\
𝑀𝑥̇\ + D

\
𝑚:𝑥̇\ + 2𝑥̇𝑙𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑙\𝜃\̇; − 	𝑚𝑔𝑙	𝑐𝑜𝑠	𝜃	       (I.19) 

 La dynamique du système doit être déclarée en termes de 𝜃 et 𝑥 comme les deux degrés de 

liberté du système. L'équation pour chaque coordonnée généralisée peut être dérivée comme 

suit : 

Q
QR
STℒ
TẊ
W − Tℒ

TX
= 𝑓                    (I.20) 

Q
QR
STℒ
T^̇
W − Tℒ

T^
= 0                    (I.21)          

    L'équation montre que le moteur à courant continu ou la force externe n'affecte le chariot que 

dans la direction 𝑖̂. La force externe n'affecte pas le pendule. L'équation différentielle de l'équation 

(3.1) et de l'équation (3.2) peut être dérivée sous forme : 

Tℒ
TẊ
= (𝑀 +𝑚)𝑥̇ + 𝑚𝑙𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃								(3.3)     __________     Tℒ

TX
= 0						  (I.22) 

Q
QR
STℒ
TẊ
W = (𝑀 + 𝑚)𝑥̈ 	+ 	𝑚𝑙𝜃̈	𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙𝜃̇2𝑠𝑖𝑛𝜃																					(I.23) 
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			Tℒ
T^̇

= 𝑚𝑙𝑥̇	𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑚𝑙2𝜃2̇			  (3.6)       _______       Tℒ
T^
= −	𝑚𝑥̇𝑙𝜃̇𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃						(I.24) 

Et    Q
QR
STℒ
T^̇
W = 𝑚𝑙(𝑥̈𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜃̇𝑥̇𝑠𝑖𝑛𝜃) + 𝑚𝑙\𝜃̈                         (I.25) 

Donc : 

𝑓 = 	 (𝑀 +𝑚)𝑥̈ 	+ 	𝑚𝑙𝜃̈	𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙𝜃̇\𝑠𝑖𝑛𝜃																																(𝐼. 26)	

	0 = (𝑀 +𝑚)𝑥̈ 	+ 	𝑚𝑙𝜃̈	𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙𝜃̇\𝑠𝑖𝑛𝜃 − :−	𝑚𝑥̇𝑙𝜃̇𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃	;							(𝐼. 27)	

    Les équations contiennent des termes non linéaires : les termes 𝑠𝑖𝑛(), 𝑐𝑜𝑠()	𝑒𝑡	𝜃̇̇\, donc à partir 

de l'équation (3.9) et de l'équation (4.1), L'équations de Lagranges linéarisée peut être déterminée 

comme : 

𝑓	 = 	 (𝑀	 + 	𝑚)𝑥̈ + 	𝑚𝑙𝜃̈		             (I.28) 

0	 = 	𝑥̈	 + 	𝑙𝜃̈ − 	𝑔𝜃	                      (I.29) 

    Le pendule supposé tourne toujours près de l’équilibre, 𝜃 ≈ 0. Par conséquent, les termes non 

linéaires peuvent être 𝑠𝑖𝑛𝜃	 ≈ 	𝜃, 𝑐𝑜𝑠𝜃	 ≈ 	1, 	𝜃̇\̇ = 	0 et 𝜃̇̇𝜃 = 0. 
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Moteur CC 

    Le circuit équivalent de l'induit du moteur à courant continu est illustré dans la figure 1.7  

 

 

 

  

Figure1. 10 Circuit équivalent de l'induit du moteur CC 

      L'équation du circuit d'induit du moteur à courant continu peut être dérivée sous la forme 

𝑖𝑎𝑅𝑎	 + 𝐿s
QGt
QR
+ 	𝑣𝑏	 = 	𝑣𝑎           (I.30) 

Ou 𝑣w,la fem (force électromotrice) générée est proportionnelle à la vitesse de rotation du rotor 

𝑣w 	= 	 𝑘w
Q^y
QR

                                 (I.31) 

où 𝐾w est la constante de la force électromotrice et  𝜔1	 = 𝑑𝜃1
𝑑𝑡  

    Le couple moteur 𝝉𝟏 avec le courant d'induit 𝒊𝒂 sont proportionnels s’écrit sous la forme : 

𝜏D = 𝑘R𝑖s                                      (I.32) 
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Où 𝐾R	est la constante du couple moteur. Eq. (4.5) et Eq. (4.6) (en termes de 𝑖s) substitués dans 

Eq. (4.4) donne : 

�y
��
𝑅𝑎	 + 𝐿s

Q��y
QR�

+ 	𝑘w
Q^y
QR 	= 	𝑣𝑎         (I.33) 

L'inductance 𝐿s peut être ignorée avec la petite taille de l'inductance dans le rotor, et la fonction 

du circuit d'induit du moteur à courant continu en termes de 𝜏D devient : 

      𝜏D =
��
�t
𝜔D +

��
�t
𝑣s                             (I.34) 

    Dans les systèmes à poulies et à engrenages, il y a la transmission mécanique appliquée 

							��
�y
= ��

�y
= ��

�y
= ��

�y
                         (I.35) 

Où 𝑵 est le nombre total de dents d'engrenage et 𝒓 est le rayon de la poulie. La vitesse 

angulaire du moteur à courant continu 𝝎𝟏 peut être représentée par 𝒙̇ 

      			\���
Ẋ
= ��

�y

\�
�y

                                  (I.36) 

Ou 𝟐𝝅𝑟\	c’est le cycle de la poulie qui raccorde la courroie au chariot.  

     					𝜔D =
Ẋ
�y

                                       (I.37) 

 Eq. (5.2) substitués dans Eq. (4.8) donne : 

       𝜏D = 𝑘�(−𝑘w
Ẋ
�y
+ 𝑣s)                        (I.38) 
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Transformer 𝝉𝟏 → 𝝉𝟐 est nécessaire. Par conséquent, on peut prouver que La force causée par 

le couple 𝝉𝟐 déplace le chariot. 

																													𝑓 =
𝑘�
𝑟D
�−𝑘w

𝑥̇
𝑟D
+ 𝑣s�																															(I. 39) 

Où 𝑘R =
��
��
		Eq.(5.3) et Eq.( 4.2), crée un nouveau terme de coordonnée égalisée 𝒙 dans la 

fonction de Lagranges. 

��
�y
𝑣𝑎 = (𝑀 +𝑚)𝑥̈ + ����

�y� 	𝑥̇ + 𝑚𝑙𝜃̈	                 (I.40) 

    Pour simplifier la dérivation, les abréviations sont utilisées comme suit : 

  𝐶D =
����
�y�

                      (I.41) 

                    𝐶\ =
𝑘𝑟
𝑟1

                        (I.42) 

À partir de l’Eq. (5.5), le terme 𝑙𝜃̈ et l’Eq. (4.3) dans l’Eq. (5.5), l'équation différentielle dans un 

chariot du système peut être dérivée sous forme : 

𝑥̈ = D
[
(𝐶\	𝑣𝑎	 − 𝐶D𝑥̇ + 𝑚𝑔𝜃	)        (I.43) 

   Réforme l'équation (4.3), l'équation dérivée : 

				𝜃̈ = D
�
(𝑔𝜃 − 𝑥̈)                             (I.44) 
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La fonction différentielle suivante dans le pendule du système peut être dérivée de l'équation 

(5.8) et de l'équation (5.9), sous forme : 

	𝜃̈ =
1
𝑙 �		𝑔𝜃 −

1
𝑀
(𝐶\	𝑣𝑎	 − 𝐶D𝑥̇ + 𝑚𝑔𝜃	)	�											(𝐼. 45) 

𝜃̈ =
𝐶\
𝑀𝑙 	𝑣𝑎 +

𝐶D
𝑀𝑙 𝑥̇ +

(𝑀 +𝑚)𝑔
𝑀𝑙 𝜃																												(𝐼. 46) 

Enfin, la fonction du mouvement différentiel du chariot et du pendule à l'aide de l'équation de 

Lagranges à été obtenues et les actionneurs dynamiques ont été respectés dans le développement 

de modèles mathématiques. 

1.4.2 Représentation de l'espace d'état 

La Figure.1.8 représente le modèle du système en espace d'état 

 

 

 

  

Figure1. 11 Représentation du système en boucle ouverte dans l'espace d'état 

Les représentants de l'équation d'espace d'état peuvent être dérivés sous forme : 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢         (I.48) 

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢         (I.49) 
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Où 𝒙 ∈ 𝑹 est le vecteur de l'état et 𝒏 est le nombre total de variables d'état. 𝑥̇ est le vecteur de 

dérivation d'état. Un vecteur 𝒖 ∈ 𝑅� est l'entrée de contrôle ou le vecteur de contrôle qui a 𝒌 

éléments de variables de contrôle. Les 𝑨 ∈	𝑅3	X	3, 𝑩 ∈ 𝑅	3	X	� et 𝑪 ∈ 𝑅7	X	3 sont les matrices 

d'entrée et de sortie, où 𝒑 est le nombre de sorties. La sortie du vecteur est dérivée sous la forme 

𝒚 ∈ 𝑅7 de vecteur d'état, la dérivation du vecteur d'état et l'entrée de commande du vecteur d'état 

pour le système de pendule inversé sur chariot, t sont déclarés comme 𝑥	̇ = 	 [𝑥̇𝜃̇𝑥̈	𝜃̈]©	, 𝒙 = 

ª𝑥«𝑥̇^̇¬
©
, 𝑢	 = 𝑣s consécutivement. Dans ce cas, la variable d'état a 𝒏 = 𝟒 nombre total.  

En réglant Eq. (5.8) et Eq.(6.2) sous forme d'espace d'états, les matrices du système sont devient : 

𝐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

		0 						0
		0 						0

1 0
0 1

		0 		±5²
[

						0 ([³5)²
[�

´y
[

0
´y
[�

0⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  , 𝐵 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
´�
[
±´�
[� ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ,   𝐶 = ¸1 0 0 0

0 1 0 0¹ 

𝑌 = [𝑥		𝜃]©   ,     𝐷 = ∅ 

Dans l'hypothèse uniquement à partir de capteurs, la valeur réelle de 𝒙 et 𝜽 peut être observée 

directement. Pratiquement, la modification de la valeur réelle à la valeur utilisée pour les calculs 

est nécessaire. 

1.6 Conclusion   

    Dans ce chapitre, on a donné quelques Généralités sur les systèmes mécaniques sous-

actionnées avec deux degrés de liberté́, ainsi que leur modélisation. Quelques exemples de SMSA 

de deuxième ordre et qui sont jugés comme des benchmarks de la commande non-linéaire sont 

donnés. On a discuté́ les classifications des systèmes non-linéaires, nous abordé l’intérêt de 

l’étude de cette classe de systèmes. Dans le chapitrer suivant, nous allons aborder la théorie de la 

commande par mode glissant. 
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Chapitre	02		Théorie	de	la	Commande	par	

Mode	Glissant		

 
2.1 Introduction 
 
    Les premiers travaux publiés qui ont introduit le concept de contrôle par mode glissant (CMG) 
remontent aux années 1930, et les premières formes de réalisation de contrôle CMG ont été 
appliquées avec succès pour le contrôle de la trajectoire du navire et le contrôle des générateurs 
de courant continu [31]. En fait, le développement de la théorie et des applications du contrôle 
CMG ont d'abord été initiés par des ingénieurs russes, et dans les années 1950, le cadre théorique 
qui a ensuite facilité les applications généralisées du contrôle CMG a été rapporté dans la 
littérature russe [32]. L'ouvrage a ensuite été diffusé hors de Russie dans des manuscrits écrits en 
anglais par Itkis (1976) et Utkin (1977) [33]. La théorie du contrôle CMG a suscité beaucoup 
d'intérêt de la part des théoriciens du contrôle et des ingénieurs du monde entier. 
 
    En termes simples, le contrôle CMG est une sorte de contrôle non linéaire qui a été développé 
principalement pour le contrôle des systèmes à structure variable [34] [35]. Techniquement, il 
s'agit d'une loi de commande discontinue à retour d'état variant dans le temps qui bascule à haute 
fréquence d'une structure continue à une autre en fonction de la position présente des variables 
d'état dans l'espace d'état, l'objectif étant de forcer la dynamique des systèmes sous contrôle pour 
suivre exactement ce qui est souhaité et prédéterminé. 
 
    L’avantage principal d'un système avec des caractéristiques de contrôle CMG est qu'il a garanti 
la stabilité et la robustesse contre les incertitudes des paramètres [34]. De plus, étant une méthode 
de contrôle qui a un degré élevé de flexibilité dans ses choix de conception, la méthode de 
contrôle CMG est relativement facile à mettre en œuvre par rapport aux autres méthodes de 
contrôle non linéaires. Ces propriétés rendent le contrôle CMG parfaitement adapté aux 
applications dans les systèmes non linéaires, ce qui explique leur large utilisation dans les 
applications industrielles, par exemple les pilotes électriques, le contrôle automobile, le contrôle 
des fours, etc. [31]. 
 
    Le but de ce chapitre d'introduction est de présenter les concepts de base et le contexte 
mathématique du contrôle CMG qui sont nécessaires pour comprendre les discussions couvertes 
dans les chapitres suivants. 
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2.2 Théorie générale 

    Commençons par considérer un système dans un espace à trois dimensions. Imaginez qu'il 

existe un avion dans cet espace. Sur ce plan, il y a un point O, que nous appelons le point 

d'équilibre. Ce point d'équilibre représente un attracteur stable sur lequel toute trajectoire qui le 

touche s'y installera. C'est aussi un point vers lequel nous voudrions conduire la trajectoire de 

notre système. Ensuite, nous considérons que la trajectoire contrôlée du système est 

arbitrairement située dans l'espace et éloignée de l'avion. Sans action de contrôle, la trajectoire se 

déplacera en fonction des caractéristiques naturelles du système. Cependant, lorsqu'une action de 

contrôle est donnée, la trajectoire peut être modifiée d'une "manière préférée". La direction dans 

laquelle la trajectoire se déplace dépend du type d'action de commande donnée. Une série 

d'actions de contrôle différentes peuvent être données au système quelle que soit sa condition 

initiale, la trajectoire contrôlée se déplacera d'abord vers le plan, et en atteignant le plan, glissera 

le long du plan vers et finalement s'installera sur O. 

    Un contrôle tel que celui-ci est connu sous le nom de contrôle CMG. Le plan qui guide la 

trajectoire est appelé plan de glissement ou surface de glissement, ou plus généralement surface 

de glissement. Les actions de contrôle requises pour effectuer le contrôle CMG. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.1 (a) Phase d'atteinte 
 



Chapitre 02 Théorie de la commande par mode glissant 
 
 

 27 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.1 (b) Phase de glissement 
 

 

Figure 2. 1 Représentations graphiques du processus de contrôle CMG : (a) Phase d'atteinte 

- illustrant la trajectoire S se déplaçant vers la surface glissante indépendamment de sa condition 

initiale ; et (b) Phase de glissement - illustrant la trajectoire S se déplaçant sur le collecteur 

coulissant et s'arrêtant à l'origine O. impliquera une commutation très rapide entre les différentes 

fonctions de contrôle. Les secteurs de l'espace dans lesquels la trajectoire peut être effectuée, le 

contrôle CMG est appelé le régime de glissement. 

 

    Une fois toutes ces terminologies expliquées, plaçons la définition du contrôle CMG dans un 

sens plus formel. Pour tout système donné, si un régime de glissement existe et que la variété 

glissante ζ = 0 possède un point d'équilibre stable O, lorsqu'elle fonctionne en mode glissant, la 

trajectoire S, quel que soit son emplacement, sera entraînée vers la variété glissante, et en frappant 

le collecteur, il va amener la commande du système à basculer alternativement entre deux ou 

plusieurs fonctions de commande discrètes U1, U2, ..., etc., à une fréquence infinie, de sorte que 

la trajectoire du système sera piégé précisément sur la surface glissante tel que S = ζ= 0, et 

finalement la trajectoire sera dirigée vers le point d'équilibre désiré O. 

La figure 2.1 donne une représentation graphique de la trajectoire d'un système sous contrôle 

CMG. L'ensemble d’opération CMG peut être divisé en deux phases. Dans la première phase 

(appelée phase d'atteinte), quelle que soit la position initiale de la trajectoire contrôlée S, la 

commande CMG forcera la trajectoire vers la tubulure coulissante (voir Fig. 2.1(a)). Ceci est 
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possible grâce au respect de la condition dite frappe, qui garantit que, quelle que soit la condition 

initiale, la trajectoire contrôlée du système sera toujours dirigée vers la surface glissante [31]. 

    Lorsque la trajectoire touche la surface	de	glissement, le système entre dans la deuxième 

phase (appelée phase glissante) du processus de commande et est également dit en 

fonctionnement SM. Le système sera alors commandé par une série de commutations infinies de 

ses fonctions de commande telles que la trajectoire est maintenue sur le collecteur glissant, et est 

simultanément dirigé vers le point d'équilibre souhaité O et s'installe finalement à O (voir Fig. 

2.1 (b)). Il est important de noter qu'en ayant un processus de contrôle qui ne réagit qu'au 

comportement de la trajectoire, la trajectoire sera immunisée contre les effets des changements 

paramétriques et des perturbations externes. En d'autres termes, le processus de contrôle utilise 

le collecteur coulissant comme chemin de référence, sur lequel la trajectoire contrôlée suivra et 

finalement convergera vers l'origine pour atteindre un fonctionnement en régime permanent sans 

aucune considération des paramètres du système et des conditions de fonctionnement. 

    Ceci est possible en satisfaisant soi-disant la condition d'existence, qui garantit que la 

trajectoire à des emplacements proches de la surface glissante (dans un petit voisinage de surface	

de	glissement) reviendra toujours à la surface	de	glissement	et à la condition de stabilité qui 

garantit que la trajectoire du système sous fonctionnement CMG restera sur un point d'équilibre 

stable [31]. Notez que c'est l'application stricte de la trajectoire pour se déplacer le long du 

collecteur et s'arrêter au point d'équilibre qui rend le contrôle CMG très robuste contre les 

incertitudes du système et les changements environnementaux. 

    Les détails de la dérivation des conditions de cibles, d'existence et de stabilité seront introduits 

plus loin dans ce chapitre. Pour l'instant, nous voudrions réitérer notre définition du contrôle 

CMG comme toute forme de contrôle qui s’applique sur un système, les trois mécanismes 

fondamentaux du processus CMG : savoir cibler la surface de glissement, restant à la surface et 

convergeant vers le point d'équilibre stable.
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2.3 Propriétés du régime de glissement 

  2.3.1 Une commande idéale 

    Il devrait maintenant être clair que le principe de base de la commande CMG est d'utiliser une 

certaine variété coulissante (surface) comme chemin de référence de telle sorte que la trajectoire 

du système commandé soit dirigée vers le point d'équilibre souhaité. Intuitivement, cela n'est 

possible que parce que la commande CMG adopte par nature un gain de commande infini qui lui 

permet de piéger la trajectoire pour glisser le long de la surface. De plus, un tel contrôle CMG 

idéal n'est théoriquement réalisable qu'avec le respect absolu des trois conditions fondamentales 

de cible, d'existence et de stabilité, et la condition que le système fonctionne à une fréquence de 

commutation infinie. Ainsi, ce qui est dérivé est un système contrôlé idéalisé, pour lequel aucune 

perturbation externe ou incertitude du système ne peut affecter les performances de contrôle 

idéales d'avoir un suivi précis, une erreur de régulation nulle (gain infini) et une réponse 

dynamique très rapide. Dans un certain sens, la commande CMG est un type de commande idéal 

(optimal) pour les systèmes à structure variable. 

  2.3.2 Limitations pratiques et broutement 

    Ce qui a été considéré jusqu'à présent est basé sur l'hypothèse idéale selon laquelle une 

fréquence de commutation infinie est possible et que tous les composants pertinents liés à la 

commande sont parfaits. Cependant, dans les applications du monde réel, cela n'est pas possible. 

En pratique, en raison des imperfections des dispositifs de commutation telles que le retard, le 

temps de réponse, la présence d'une zone morte, l'effet d'hystérésis et la saturation de la fréquence 

de commutation du dispositif, le comportement réel du mouvement de glissement s'écarte 

légèrement de celui attendu pour la condition idéale. De plus, une sorte d'oscillation à haute 

fréquence peut se produire dans le processus de contrôle qui se reflète dans le comportement réel 

de la trajectoire. Ce phénomène est connu sous le nom de broutement	(chattering) [31]. 
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  2.3.3 Solutions pour atténuer le phénomène de broutement  

    Afin de réduire le phénomène de broutement de nombreuses solutions ont été proposées depuis 

les récents progrès des travaux de Stoline, Sira-Ramirez et autres [36]. Ce phénomène peut être 

réduit en remplaçant la fonction « signe » par approximation à gains enlevé sous forme de 

fonctions d’adoucissement, qui se regroupent dans la catégorie de la solution par couche limite 

(fonction « sat », « atan », « tanh », fonction « smooth », commande avec un seuil, commande 

avec composante intégral), dans ce cas le régime glissant n’est plus dans S, mais au voisinage de 

celui-ci. Ce qui entraine un régime pseudo-glissant. Une autre solution est d’utiliser les lois 

d’approche mentionnées dans [37], dont la première est donnée par :  

𝑆̇ = −𝑘𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆) − 𝛼𝑆		𝑎𝑣𝑒𝑐		𝑘 > 0	𝑒𝑡	𝛼 > 0      (II.1) 
 

 Cette loi contient un terme proportionnel à la fonction de glissement qui permet au système 

d’atteindre plus rapidement la surface de glissement lorsque celui-ci est éloigné, de plus le terme 

proportionnel	allège	le	travail	de	la	partie	discontinue	𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆),	et	permet	par	conséquent	

une	réduction	des	commutations	sur	la	commande.	 

𝑆̇ = −𝐾[𝑆]¿𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆)                                            (II.2) 

Où 𝜌	est un réel compris entre 0 et 1.  

La figure 2.2 montre le comportement de la trajectoire du système commandé en phase glissante 

sous condition non idéale. Notez que la non-idéalité de la commutation n'affecte pas la phase 

d'atteinte de l'opération CMG, et donc, dans des conditions idéales et non idéales, la phase 

d'atteinte peut être représentée par la Fig. 2.1 (a). Cependant, pour la phase glissante dans la 

condition non idéale (voir Fig. 1.2 (a)), la trajectoire S ne se déplace pas exactement sur la variété 

glissante, mais oscille plutôt dans son voisinage à une fréquence élevée tout en convergeant 

simultanément vers O. De plus, contrairement à la condition idéale où la trajectoire S s'arrête 

précisément en O à l'arrivée, dans la condition non idéale, la trajectoire S sera piégée dans un état 

oscillant périodiquement en un point proche de O.  
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    Dans la condition idéale, le système contrôlé est maintenu dans une position statique au point 

souhaité O (c'est-à-dire sans erreur) pendant l'état stable, mais dans la condition non idéale, le 

système contrôlé oscille à un point statique légèrement éloigné du point souhaité, ce qui entraîne 

la présence d'une erreur en régime permanent. 

  2.3.4 La dynamique constante 

    Une caractéristique intéressante de la commande CMG est la possession d'une dynamique 

constante pendant la phase de glissement. Comme illustré sur la Fig. 2.1(b), lorsque la trajectoire 

touche la surface et que le système entre dans la phase de glissement, le mouvement de la 

trajectoire est confiné le long de la surface de glissement, voire la figure 2.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
Figure 2.2 (a) Phase glissante sous condition non idéale 

 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 2.2 (b) Trajectoire à l'état d'équilibre sous conditions non idéales 
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Figure 2. 2 illustre une représentation graphique du processus de contrôle CMG dans des 

conditions non idéales : (a) Phase glissante — illustre la trajectoire S se	comporte	broutement 

au voisinage de la surface glissante mais converge toujours vers l'origine O ; et (b) état stable - la 

trajectoire S étant piégée dans un état oscillant périodiquement près de l'origine O. 

 

    L'équation de mouvement de la trajectoire est fondamentalement S = ζ = 0. Ceci est vrai quelles 

que soient les conditions de fonctionnement et les variations de paramètres dans le système. Par 

conséquent, la dynamique d'un système en fonctionnement CMG est constante et indépendante 

des paramètres du système ou de la perturbation.  

    Notez qu'une telle propriété s'applique uniquement à la phase de glissement mais pas à la phase 

d'atteinte qui a un ensemble différent de caractéristiques dynamiques pour une condition de 

fonctionnement donnée. Cependant, étant donné que le temps nécessaire pour terminer la phase 

de glissement est généralement beaucoup plus long que la phase d'atteinte, il suffit de ne 

considérer que la dynamique de la première pour la conception du contrôle. Par conséquent, il est 

possible d'avoir un système qui peut atteindre un comportement dynamique constant en utilisant 

la commande CMG. 

    2.3.5 Commande en mode quasi-glissant 

      Une commande CMG idéale fonctionne théoriquement à une fréquence de découpage infinie 

pour que la trajectoire suive exactement la trajectoire de référence [31]. Cette exigence de 

fonctionnement à une fréquence de commutation infinie, cependant, remet en question la 

faisabilité de l'application des contrôleurs CMG dans de nombreux systèmes. En effet, une 

commutation ultra-rapide peut entraîner des pertes de commutation excessives et peut être une 

source de bruit qui interfère avec le fonctionnement du système. Par conséquent, pour que la 

commande CMG soit applicable aux systèmes pratiques, la fréquence de commutation de la mise 

en œuvre de la commande doit être confinée dans une plage pratique. Néanmoins, cette exigence 

pratique sur la fréquence de commutation du contrôleur CMG fait essentiellement de la 

commande une commande en mode quasi glissant (QCMG) ou pseudo-mode glissant (PCMG), 

qui fonctionne comme une approximation de la commande CMG idéale. 
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     La conséquence de cette approximation est la dégradation de la robustesse du système et la 

détérioration des propriétés de régulation. De toute évidence, l'approximation de QCMG au 

contrôleur CMG idéal devient meilleure à mesure que la fréquence de commutation augmente. 

2. 4 Théorie de la commande à structure variable  

				La	commande	à	structure	variable	(CSV)	par	sa	nature	est	une	commande	non	linéaire,	

elle	est	basée	sur	la	commutation	de	fonctions	des	variables	d’état,	utilisées	pour	créer	une	

variété́	 ou	 une	 hyper	 surface	 de	 glissement,	 dont	 le	 but	 est	 de	 forcer	 la	 dynamique	 du	

système	à	converger	à	cette	hyper	surface	de	glissement	et	de	l’y	maintenir [38].		

   On peut distinguer trois structures de base pour la synthèse de la loi de commande, elles 

correspondent au fonctionnement tout ou rien des interrupteurs de puissance. Ces structures 

seront présentées dans le paragraphe suivant.  

  2.4.1 Structure par commutation au niveau de l’organe de commande  

					La	structure	par	commutation	au	niveau	de	 l’organe	de	commande	est	 la	plus	simple,	

cette	configuration	permet	la	variation	de	la	structure	de	système	par	simple	commutation,	

au	 niveau	 de	 l’organe	 de	 commande	 qui	 doit	 être	 conçue	 de	 sorte	 que	 la	 grandeur	 de	

commande	ne	prenne	que	deux	valeurs	Umax	et	Umin	[39],	comme	la	montre	la	figure	II.1,	la	

commutation	entre	ces	deux	valeurs	est	imposée	par	la	loi	de	commande	suivante	:		

𝑢(𝑡) = Á𝑈5sX, 𝑠𝑖						𝑆
(𝑋, 𝑡) > 0

𝑈5G3, 𝑠𝑖					𝑆(	𝑋, 𝑡) < 0          (II.3) 

Tel	que	:	𝑆(𝑥)	est	la	loi	de	commutation.		
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Figure 2. 3	Structure	par	commutation	au	niveau	de	l’organe	de	commande	

 2.4.2 Structure de commutation d’une contre réaction d’état  

					La	structure	par	commutation	au	niveau	d’une	contre	réaction	est	la	moins	exigeante	au	

niveau	de	 la	sollicitation	de	 la	commande,	 le	schéma	de	cette	structure	est	donné	par	 la	

figure	II.2,	elle	s’appuie	sur	la	commande	par	contre	réaction	d’état	classique	où	le	réglage	

de	 la	 dynamique	 du	 système	 est	 réalisé	 par	 les	 gains	 k1	 et	 k2,	 selon	 la	 position	 du	

commutateur,	le	vecteur	d’état	x	et	mis	en	contre	réaction	soit	par	-	k1	soit	par	-	k2	,	ceci	est	

fait	à	l’aide	de	la	loi	de	commande	suivante	[39]	:		

	

𝑢(𝑡) = Á	−𝑘D, 𝑠𝑖						𝑆
(𝑋, 𝑡) > 0

	−𝑘\, 𝑠𝑖				𝑆(	𝑋, 𝑡) < 0       (II.4) 

	

 

 

 

	

 
 

Figure	2.	4	Structure	de	commutation	d’une	contre	réaction	d’état	
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2.4.3 Structure de commutation au niveau de l’organe de commande par l’ajout 

d’une commande équivalente  

				La	 structure	 de	 commutation	 au	 niveau	 de	 l’organe	 de	 commande	 par	 l’ajout	 d’une	

commande	 équivalente	 est	 présentée	 par	 la	 figure	 II.3.	 Cette	 structure	 permet	 de	 pré-

positionner	l’état	désiré	du	système	en	régime	permanant	qui	soit	stable	en	réduisant	le	

phénomène	de	broutement,	grâce	à	la	commande	équivalente.	Cette	structure	est	simple	à	

réaliser	et	a	été́	utilisée	dans	beaucoup	d’applications	[40].		

La	loi	de	commande	est	donnée	par	:	 

𝑢(𝑡) = Å
𝑈ÆU + 𝑈QGÇ		𝑠𝑖						𝑆(𝑋, 𝑡) > 0
𝑈ÆU − 𝑈QGÇ			𝑠𝑖					𝑆(	𝑋, 𝑡) < 0        (II.5) 

Où	𝑈ÆU 	est	la	commande	équivalente,	et	𝑈QGÇ			est	la	commande	de	commutation	 

 

 

 

 

Figure	2.	5	Structure	de	commutation	au	niveau	de	l’organe	de	commande	par	

l’ajout	d’une	commande	équivalente.	
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2.5 Formulation mathématique 

  Considérons un système de commutation non linéaire dépendant du temps défini par l'équation 

suivante : 

𝑋̇ = (	𝑔(𝑋(𝑡) + 	𝜑(𝑡)	). 𝑢(𝑡),                (II.6) 

Soit xd la consigne désirée et e l'erreur de poursuite définie par :  

𝑒 = 𝑋 − 𝑋Q                                            (II.7) 

Où x(t) est le vecteur de variable d'état dans un espace à n dimensions 𝑅3 ; g(.) et φ(.) sont des 

champs de vecteurs lisses dans le même espace ; et u(t) est l'action de commande discontinue 

exprimée par : 

𝑢(𝑡) = Á𝑈5sX, 𝑠𝑖						𝑆
(𝑋, 𝑡) > 0

𝑈5G3, 𝑠𝑖					𝑆(	𝑋, 𝑡) < 0         (II.8) 

Où 𝑈5sXet 𝑈5G3sont soit des valeurs scalaires soit des fonctions scalaires de x(t) ; et S (x, t) est 

la trajectoire de la réponse instantanée du système est une fonction prédéterminée des variables 

d'état. 

     La formule générale de la surface de glissement est définie en fonction de l’ordre du système 

Comme suit [41] : 

𝑆(𝑋, 𝑡) = S T
TR
+ 𝜆W

3±D
𝑒(𝑥)                            (II.9) 

Où n : le degré relatif du système par rapport à la sortie y(t). Il représente le nombre minimum 

de fois qu’il faut dériver la sortie y(t) par rapport au temps, pour y voir apparaitre l’entrée.  
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En règle générale, pour faciliter la conception et la mise en œuvre, S (x, t) est choisi comme une 

combinaison linéaire des valeurs pondérées des variables d'état est donné par : 

𝑆(𝑋, 𝑡) = ∑ 𝑎G𝑥G5
GËD (𝑡),                       (II.10) 

Où 𝛼G pour i = 1 à m désigne l'ensemble des paramètres de contrôle appelés coefficients glissants 

et 𝑥G(𝑡) ∈ x(t). On dit qu'un système avec cette description présente la propriété CMG lorsque 

toutes les conditions requises, à savoir les conditions de cible, d'existence et de stabilité, sont 

remplies. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2. 6 Trajectoire S convergeant vers la surface glissante sous le processus de 

contrôle CMG lorsque la condition de cible est remplie. 

  

2.5.1 Condition de cible 

     L'objectif de la condition de cible est de s'assurer que, quelle que soit la localisation de la 

condition initiale, la décision de commande correspondante dirigera la trajectoire du système pour 

se rapprocher et éventuellement l’atteindre, dans un voisinage δ, la surface glissante (voir Fig. 

2.6). Supposons que le système est à un état initial avec un vecteur xi = x (t = 0) et une trajectoire 

Si = S (t = 0) qui est située à une distance de la variété glissante ζ = 0. Le nécessaire est une 

condition suffisante pour que le système satisfasse la condition de cible est que la commande 
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résultante 𝑢G = u (t > 0) produise un vecteur à variable d'état x(t > 0) et par conséquent une 

trajectoire contrôlée S(t > 0), qui satisfait la inégalité suivante : 

𝑆𝑆̇ < 0				(	𝑝𝑜𝑢𝑟	𝑡 > 0	𝑒𝑡		|𝑆| ≥ 𝛿	).			    (II.11) 

Où  𝑆̇ = TÏ
TR

 

L’inégalité (II.4) est le résultat partiel   du deuxième théorème de Lyapunov sur la stabilité [42] 

[43], où la fonction candidate de Lyapunov sécurit sous la forme : 

𝑉(𝑆) = D
\
𝑆\                                                (II.12) 

 La conformité de (II.4) signifie qu'en une position non proche de la surface glissante, la 

trajectoire d'état S est continuellement attirée et converge toujours vers la surface glissante ζ = 0 

pour t > 0, et que le choix de 𝑢G = u (t > 0) soutient cette attraction. Par conséquent, un aspect 

important et fondamental de la conception de la commande CMG est de déterminer d'abord, pour 

un ensemble souhaité de paramètres de commande (coefficients glissants), l'action de commande 

discontinue appropriée pour le système, comme décrit dans (II.2). En d'autres termes, la 

conception de 𝑈5sX et 𝑈5G3 devrait garantir que la condition de cible soit toujours satisfaite pour 

un système donné. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2. 7 Trajectoire S à un emplacement au voisinage de la surface coulissante 0 < |S| < 
δ convergeant vers la surface glissante dans le processus de contrôle CMG lorsque la 

condition d'existence est remplie. 
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  2.5.2 Condition d'existence 

    Le système étant déjà conçu pour remplir la condition de cible, il est alors nécessaire de vérifier 

si le système respecte également la condition d'existence qui assure qu'une fois la trajectoire à 

des points proches de la surface glissante telle que 0 < |S| < δ, et elle est toujours dirigée vers la 

surface glissante, comme illustré sur la Fig. 2.7. 

     La condition d'existence de l'opération CMG peut être déterminée en inspectant uniquement 

la condition d'accessibilité locale de  𝑆 QÏ
QR

 < 0, telle que le domaine 0 < |𝑆| < 𝛿,  la condition : 

lim
Ï→>

𝑆	. QÏ
QR
< 0,		                                            (II.13) 

 

Doit être satisfait. Cela peut être exprimé comme : 

 

lim
Ï→>Õ

	QÏ
QR
< 0             Et      lim

Ï→>Ö
	QÏ
QR
> 0      (II.14) 

 

    Au sens physique, la condition d'existence peut être comprise comme une exigence pour que 

la trajectoire contrôlée et sa dérivée temporelle aient des signes opposés au voisinage d'une 

surface discontinue [31]. 

 

2.5.3 Conditions de stabilité 

    En plus de la condition d'existence, l'action de commande et les coefficients de glissement 

doivent être dimensionnés pour respecter la condition de stabilité. Ceci afin d'assurer qu'en cas 

de fonctionnement en phase glissante, la surface glissante souhaitée orientera toujours la 

trajectoire vers un point d'équilibre stable. Si la réponse souhaitée n'est pas atteinte, le système 

CMG sera instable. La figure 2.8 (a) montre la trajectoire d'un système sous opération CMG se 

stabilisant au point d'équilibre souhaité O lorsque la condition de stabilité est remplie, et la figure 

2.8 (b) montre la même trajectoire passant par O lorsque la condition de stabilité n'est pas remplie 
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 (a) Stable                                                      (b) Instable 

  

Figure 2. 8 Trajectoire S se déplaçant sur la surface glissante et (a) convergeant vers le point 

d'équilibre souhaité O lorsque la condition de stabilité est remplie, et (b) passant par et ne 

s'arrêtant pas au point d'équilibre souhaité O lorsque la condition de stabilité n'est pas 

remplie. 

 En général, la stabilité d'un système est obtenue en s'assurant que les valeurs propres du Jacobien 

du système à la région d'état stationnaire ont des parties réelles négatives. Dans ce qui suit, nous 

examinerons comment la condition de stabilité de l'opération CMG peut être trouvée pour un 

système avec une variété coulissante linéaire et pour un système avec une variété coulissante non 

linéaire. 

    2.5.4 Système avec surface glissante non linéaire 

    Pour un système contrôlé par CMG ayant une équation de mouvement non linéaire pendant le 

fonctionnement CMG, une approche différente basée sur la méthode de contrôle équivalente est 

adoptée pour dériver la condition de stabilité [44] Cette approche implique d'abord de dériver la 

dynamique de glissement idéale du système, puis d'effectuer une analyse de stabilité sur son point 

d'équilibre. 
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    2.5.4.1 Dynamique de glissement idéale 

    Le remplacement de l'action de commande discontinue u(t) par une action de commande 

continue 𝑢ÆU (t) dans (II.15) convertit le système CMG à commutation en un système CMG 

continu moyen donné par : 

𝑋̇ = (	𝑔(𝑋(𝑡) + 	𝜑(𝑡)	). 𝑢ÆU(𝑡),              (II.15) 

L'action de contrôle 𝑢ÆU(t), qui est le contrôle équivalent dérivé de la méthode de contrôle dite 

équivalente (à discuter dans la section suivante), est une solution de QÏ
QR

 = 0. D'après (II.10), il est 

clair que 𝑢ÆU(t) est une fonction f(.) de la dynamique des variables d'état et des coefficients de 

glissement, et il peut être donné par : 

𝑢ÆU = 𝑓(∑ 𝑎G𝑥̇G5
GËD (𝑡) = 0)            (II.16) 

La substitution de (II.15) dans (II.16) donne : 

𝑋̇ = (	𝑔(𝑋(𝑡) + 	𝜑(𝑡)	). 𝑓(∑ 𝑎𝑖𝑥̇𝑖𝑚
𝑖=1 (𝑡) = 0)      (II.17) 

qui représente la dynamique de glissement idéale du système pendant le fonctionnement CMG 

et qui est indépendante du signal de commande. 

    2.5.4.2 Point d'équilibre 

    Supposons qu'il existe un point d'équilibre stable sur la variété glissante sur lequel la 

dynamique de glissement idéale s'est finalement installée. Ensuite, les équations d'état dans 

(II.17) peuvent être résolues pour donner le point de fonctionnement en régime permanent (𝑥D(××) 

, 𝑥\(××), ..., 𝑥5(××)) pendant le fonctionnement SM en posant 𝑥	̇ (t) = 0. 
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 2.4.5 Commande équivalent 

    Le fonctionnement idéal de la commande CMG est censé faire fonctionner le système à une 

fréquence de découpage infinie telle que la trajectoire se déplace précisément sur le collecteur 

glissant. Cependant, comme indiqué précédemment, les limitations pratiques des dispositifs et 

des composants du système modifieront le comportement réel du mouvement de glissement et 

induiront une oscillation haute fréquence de faible amplitude (broutage) au voisinage de la 

surface de glissement tout en se déplaçant vers l'origine (voir Figure .2.2 b). Il est possible 

d'identifier deux composantes dans la trajectoire, à savoir une composante « rapide » (haute 

fréquence) et une composante « lente » (basse fréquence). 

𝑢ÆU(𝑡) = 𝑢ØG²Ø(𝑡) + 𝑢�ÙÚ(𝑡).		                  (II.18) 

    Il est clair que l'action de commutation de 𝑢ØG²Ø(𝑡) produit la composante de trajectoire haute 

fréquence, et l'action de commutation de 𝑢�ÙÚ(𝑡) produit la composante de trajectoire basse 

fréquence. En ignorant la composante haute fréquence, qui peuvent souvent être pratiquement 

filtrés par un filtre passe-bas du système ou qui apparaîtront simplement comme un bruit de 

broutage indésirable, le mouvement de la trajectoire est alors uniquement déterminé par la 

composante basse fréquence. Il est donc raisonnable de ne considérer que l'action de commutation 

continue à basse fréquence 𝑢�ÙÚ(𝑡) comme l'action de commutation souhaitée qui produira une 

trajectoire qui est presque équivalente à une trajectoire idéale contrôlée par SM. C'est ce que l'on 

appelle la commande équivalente du système, c'est-à-dire 𝑢ÆU(𝑡), et c'est en fait l'action de 

commutation continue à basse fréquence 𝑢�ÙÚ(𝑡) décrite ci-dessus. La méthode d'obtention du 

contrôle équivalent est donnée comme suit. 

    Soit un système : 

𝑥̇	(𝑡) 	= 	𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)),  Où u(t) = (𝑢³,	𝑢±),    (II.19) 
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Sous un fonctionnement CMG idéal, la trajectoire S(t) se déplace toujours le long de la variété 

glissante, c'est-à-dire S(t) = 0, et en l'absence de toute oscillation à haute fréquence, il est 

également vrai que  QÇ
QR
	= 𝑆(̇𝑡) = 0. Dans la théorie du contrôle CMG, ceci est également connu 

comme conditions d'invariance. 

Ensuite, supposons que la commande équivalente produise une trajectoire ressemblant à une 

opération CMG idéale. Sous cette condition, l'équation du système : 

𝑆̇	(𝑡) = 	𝐺 ∗ (𝑓:𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡);											  (II.20) 

Où 𝐺 = 	 TÇ
TX

  peut-être réécrite comme : 

𝑆̇	(𝑡) = 𝐺 ∗ 𝑓 S	𝑥(𝑡), 𝑢ÆU(𝑡)W	        (II.21)  

  Alors, la solution du contrôle équivalent 𝑢ÆU(t) peut être obtenue en résolvant : 

𝐺 ∗ 𝑓 S	𝑥(𝑡), 𝑢ÆU(𝑡)W = 0	 Et peut être exprimée par 	𝑢ÆU(𝑡) = 𝐻 ∗ S𝐺 ∗ 𝑓 S𝑥(𝑡), 𝑢ÆU(𝑡)W = 0W.  

   Enfin, si 𝑢ÆU(𝑡) est substitué dans le système d'origine, nous obtenons : 

𝑥̇	(𝑡) 	= 	𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢ÆU(𝑡))              (II.22) 

 Qui est l'équation de mouvement du système en fonctionnement SM. Cette méthode de 

dérivation du signal de commande équivalent 	𝑢ÆU(𝑡), ainsi que la formulation de l'équation de 

mouvement comme indiqué dans (II.22), est connue comme la méthode de commande 

équivalente [45]. 

    Pour la loi de commande, on considère un exemple de simulation ; un robot manipulateur à 

deux bras. Dont l’exemple, l'approche de commande est testée sans et avec la non-linéarité à 

l’entrée et la perturbation externe.  
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2.6 Application de la commande par mode glissant 

   Pour valider la loi de commande mode de glissant utilisée, on considère deux exemples de 

simulation ; un pendule inversé qui est un système non linéaire mono-variable et un robot 

manipulateur à deux bras qui est un système non linéaire  multi-variable.   

 2.6.1 pendule inversé  

 

 

 

 

 

 

Figure 2. 9 illustration du pendule inversé 

Le système est présenté par son modèle dynamique est donné par :  

𝑥̇D = 𝑥\ 

𝑥̇\ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) ∗ 𝑢          (II.23) 

𝑦 = 𝑥D 

Tel que : 

𝑓(𝑥) =
𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥D − (𝑚𝑙𝑥\\𝑥D𝑐𝑜𝑠𝑥D𝑠𝑖𝑛𝑥D) (𝑚Ý + 𝑚7)Þ

𝑙(4 3⁄ − 𝑚7𝑐𝑜𝑠\𝑥D/(𝑚Ý + 𝑚7))
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𝑔(𝑥) =
𝑐𝑜𝑠𝑥D (𝑚Ý + 𝑚7)⁄

𝑙(4 3⁄ − 𝑚7𝑐𝑜𝑠\𝑥D/(𝑚Ý + 𝑚7))
 

(II.24) 

  Notre objectif est de forcer les sorties du système 𝑦 = 𝑥D à suivre la trajectoire désirée  

𝑦	QD(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡)  

    L’erreur de poursuite est définie par : 

𝑒(𝑡) = 𝑦Q(𝑡) − 𝑦(𝑡) 

𝑠(𝑡) = S Q
QR
+ 𝜆DW

\±D
𝑒(𝑡), 𝜆D > 0                                     (II.25) 

𝑠(𝑡) =
𝑑𝑒
𝑑𝑡
(𝑡) + 𝜆D𝑒 

 

La solution de l’équation 𝑠(𝑡) = 0 (implique que l'erreur de poursuite 𝑒(𝑡) converge vers zéro 

avec une certaine constante de temps. Par conséquent, l'objectif de la commande revient alors à 

forcer le signal 𝑠(𝑡) à converger vers zéro quand le temps 𝑡 tend vers l’infini. Les dérivées des 

erreurs de poursuite filtrées peuvent s’écrire comme suit : 

𝑠̇ = 𝑒̈D + 𝜆D𝑒̇D 

𝑠̇ = (𝑦̈Q − 𝑦̈) + 𝜆D𝑒̇                                                               (II.26) 

𝑠̇ = −𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢 + 𝑦̈Q + 𝜆D𝑒̇ 

 La loi de commande idéale u suivante peut atteindre l'objectif de commande s’écrit comme 

suit : 

𝑠̇ = −𝑘D𝑠 − 𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)                                                         (II.27) 
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    En effet, en remplaçant la loi de commande idéale dans (II.27) on obtient : 

u = 𝑔(𝑥)±D(−𝑓(𝑥) + 𝑘D𝑠 + 𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) + 𝑦̈Q + 𝜆D𝑒̇).	                           

                                                                                                        (II.28) 

u = 𝑔(𝑥)±D(−𝑓(𝑥) + 𝑘D𝑠 + 𝑘 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠) + v) 

  Avec : 𝑣 = 𝑦̈Q + 𝜆D𝑒̇		, 𝑘	𝑒𝑡	𝑘Dsont des constantes positives 

Les paramètres choisis pour la commande U :			𝜆D = 6, 𝑘D = 0.1	, 𝑘 = 5 

 2.6.1.1 Résultat de simulation : 

Les Figures 2.10 présente l’évolution de signale de la commande PID u, tandis que la Figure 

2.11 présente le résultat de simulation de la position 𝛼. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2. 10 commande pour le pendule inversé 
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Figure 2. 11 la sortie du pendule inversé 

   INTERPRETATION DES RESULTATS OBTENUS 

D’après les résultats obtenus de la simulation on voit que la sortie y suivait la consigne 𝑦Q =

𝑠𝑖𝑛(𝑡) ce qui implique l’efficacité et la robustesse de la commande par mode glissant et que le 

signale de la commande mode de glissant est bornés.   

2.6.2 robot manipulateur à deux bras 

 

 

 

 

 

 
 
 

Figure 2. 12 illustration du robot manipulateur a deux bras 
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Le modèle dynamique du robot manipulateur à deux bras est donné par [46, 47] : 

ã𝑃DD 𝑃D\
𝑃\D 𝑃\\

ä ã𝑞̈D𝑞̈\
ä + ã−ℎ𝑞̇\ −ℎ(𝑞̇D + 𝑞̇\)

ℎ𝑞̇D 0 ä ã𝑞̇D𝑞̇\
ä = ¸

𝑢D
𝑢\¹                (II.29) 

Avec 

𝑃DD = 𝑎D + 2𝑎å 𝑐𝑜𝑠(𝑞\) + 2𝑎æ 𝑠𝑖𝑛(𝑞\) 

𝑃D\ = 𝑃\D = 𝑎\ + 𝑎å 𝑐𝑜𝑠(𝑞\) + 𝑎æ 𝑠𝑖𝑛(𝑞\) 

𝑃\\ = 𝑎\, ℎ = 𝑎å 𝑠𝑖𝑛(𝑞\) − 𝑎æ 𝑐𝑜𝑠(𝑞\) 

Et  

𝑎D = 𝐼D + 𝑚D𝑙ÝD\ + 𝐼Æ + 𝑚Æ𝑙ÝÆ\ + 𝑚Æ𝑙D	\  

	𝑎\ = 𝐼Æ + 𝑚Æ𝑙ÝÆ\  

𝑎å = 𝑚Æ𝐼D𝑙ÝÆ𝑐𝑜𝑠𝛿Æ 

	𝑎æ = 𝑚Æ𝐼D𝑙ÝÆ𝑠𝑖𝑛𝛿Æ 

Les paramètres du robot manipulateur sont : 𝑚D = 1,𝑚Æ = 2, 𝐼D = 1, 𝐼ÝD = 0.5, 𝐼ÝÆ = 0.6, 𝐼D =

0.12, 𝐼Æ = 0.25, 𝛿Æ = 30°. 

En posant 𝑦 = [𝑞D, 	𝑞å]©, 𝑢 = [𝑢D, 	𝑢\]© et 𝑥 = [𝑞D, 𝑞\, 	𝑞å, q	æ]©, on peut récrire le modèle 

dynamique du robot (2.23) en présence des non linéarité à l’entrée comme suit : 

𝑦̈ = 𝑓(𝑥) + 𝐺(𝑥) ∗ 𝑁(𝑢)                    (II.30) 

avec : 

𝑓(𝑥) = ã𝑓D
(𝑥)

𝑓\(𝑥)
ä = −𝑃±D ã−ℎ𝑞̇\ −ℎ(𝑞̇D + 𝑞̇\)

ℎ𝑞̇D 0 ä ã𝑞̇D𝑞̇\
ä 
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𝐺(𝑥) = ¸
𝑔DD 𝑔D\
𝑔\D 𝑔\\¹ = 𝑃±D = ã𝑃DD 𝑃D\

𝑃\D 𝑃\\
ä
±D

 

Notre objectif est de forcer les sorties du système 𝑞Det 𝑞å à suivre les trajectoires désirées 

𝑦QD(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) et 𝑦Q\(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡).  

Les erreurs de poursuite sont définies par : 

                     		
𝑒D(𝑡) = 𝑦QD(𝑡) − 𝑞D(𝑡)

	
𝑒\(𝑡) = 𝑦Q\(𝑡) − 𝑞å(𝑡)

                             (II.31) 

  Et les erreurs de poursuite filtrées sont définies par :  

𝑠D(𝑡) = S Q
QR
+ 𝜆DW

\±D
𝑒D(𝑡), 𝜆D > 0                                                                                      

𝑠D(𝑡) =
QÆy
QR
(𝑡) + 𝜆D𝑒D                         (II.32) 

𝑠\(𝑡) = S Q
QR
+ 𝜆\W

\±D
𝑒\(𝑡), 𝜆\ > 0                            

𝑠D(𝑡) =
𝑑𝑒\
𝑑𝑡

(𝑡) + 𝜆\𝑒\ 

    La solution de l’équation 𝑠G(𝑡) = 0 (𝑖 = 1, 2) implique que l'erreur de poursuite 𝑒G	(𝑡)						(𝑖 =

1, 2	)  converge vers zéro avec une certaine constante de temps. Par conséquent, l'objectif de la 

commande revient alors à forcer le signal 𝑠G(𝑡) à converger vers zéro quand le temps 𝑡 tend vers 

l’infini. Les dérivées des erreurs de poursuite filtrées peuvent s’écrire comme suit : 

𝑠̇D = 𝑒̈D + 𝜆D𝑒̇D 

𝑠̇D = (𝑦̈QD − 𝑞̈D) + 𝜆D𝑒̇D 

𝑠̇D = −(𝑓D + (𝑔DD𝑢D) + (𝑔D\𝑢\)) + 𝑦̈QD + 𝜆D𝑒̇D 
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𝑠̇\ = 𝑒̈\ + 𝜆\𝑒̇\ 

𝑠̇\ = (𝑦̈Q\−𝑞̈\) + 𝜆\𝑒̇\                                      (II.33) 

𝑠̇\ = −(𝑓D + (𝑔\D𝑢D) + (𝑔\\𝑢\)) + 𝑦̈Q\ + 𝜆\𝑒̇\ 

En utilisant (II.30), l'équation de la dynamique de 𝑠 définit dans (II.33) peut s’écrire comme suit : 

 				𝑠̇D = 𝑣D − 𝑓D − [𝑔DD		𝑔D\][𝑢D	𝑢\]©               (II.34) 

𝑠̇\ = 𝑣\ − 𝑓\ − [𝑔\D		𝑔\\][𝑢D	𝑢\]© 

La loi de commande idéale u suivante peut atteindre l'objectif de commande s’écrit comme 

suit : 

                                 𝑠̇D = −𝑘D𝑠D − 𝑘>D 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠D)                     (II.35) 

𝑠̇\ = −𝑘𝑠\ − 𝑘>\ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠\) 

En effet, en remplaçant la loi de commande idéale dans (II.35) on obtient : 

𝑢D = 𝑃DD(−𝑓D + 𝑣D + 𝑘D𝑠D + 𝑘>D 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠D)) + 𝑃\D(−𝑓\ + 𝑣\ + 𝑘\𝑠\ + 𝑘>\ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠\))                                                                                         

𝑢\ = 𝑃\D(−𝑓D + 𝑣D + 𝑘D𝑠D + 𝑘>D 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠D)) + 𝑃\\(−𝑓\ + 𝑣\ + 𝑘\𝑠\ + 𝑘>\ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠\)) 

 (II.36) 

Avec : 𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑘D, 𝑘\], 	𝑘>G = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑘>D, 𝑘>\] où  𝑘G, 𝑘>G  sont des constantes positives. 

Et  𝑃 = [𝑃DD	𝑃D\; 𝑃\D	𝑃\\] = 𝐺±D  
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D’après cette dernière équation, on peut conclure que l’erreur filtrée 𝑠G → 0, (𝑖 = 1,2) quand 

𝑡 → ∞. Cela implique que l’erreur de poursuite 𝑒G, (𝑖 = 1, 2,) et toutes ses dérivées jusqu'à 

convergent vers zéro quand 𝑡 → ∞.  

Les paramètres choisis pour la commande U :			𝜆D = 5		, 𝜆\ = 4, 𝐾D,\ = 15	, 𝐾>D,>\ = 2 

2.6.2.1 Résultat de simulation : 

Les résultats de simulation sont présentés par les Figures 2.13 à 2.15, Où figure 2.13 présente le 

signal de commande u et figure 2.14 et figure 2.15 présentent l’évolutions des sorties angulaires    

y1=q1 et y2= q2 

 

 

Figure 2. 13 Signal de commande u du système 
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Figure 2. 14 Signal de la sortie (Y1=q1) du système 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2. 15 Signal de la sortie (Y2=q3) du système 
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2.6.3 Interprétation des résultats obtenus  

    Ces résultats illustrent l'efficacité de la méthode de commande mode glissant utilisée ; les 

trajectoires réelles convergent rapidement vers les trajectoires désirées, et les signaux de 

commande sont bornés et atteignent très rapidement leurs valeurs idéales.   

2.6 Conclusion : 

    Dans ce chapitre on a présenté, la théorie de la CMG et ses principes de base. Ensuite on a 

proposé une structure de CMG pour un système non linéaire mono-variable d'ordre un et un 

système non linéaire multi-variable d'ordre deux .Une analyse de stabilité, basée sur le théorème 

de Lyapunov est montrée. D’après les résultats de simulation on a prouvé l’efficacité de la 

commande proposée a convergence de l'erreur de poursuite vers zéro et la bournitude de tous les 

signaux impliqués dans le système en boucle fermée., où le grand intérêt de cette commande se 

situe dans la simplicité de mise en œuvre, et la propriété d’invariance de la commande qui permet 

d’asservir des systèmes incertains et perturbés. La discontinuité de la commande de commutation 

est un inconvénient majeur, dont plusieurs solutions ont été proposées dans la littérature. Le 

chapitre suivant proposera de l’extension de l’utilisation la commande par mode glissant pour de 

classe des systèmes sous-actionnées. 
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Chapitre03		commande	des	systèmes	

sous-actionnées	par	mode	glissant		

3.1 Introduction : 

    Les raisons de la sous-actionnement incluent la dynamique, du système par nature comme les 

avions, les engins spatiaux, les hélicoptères et les véhicules sous-marins, la sous-actionnement 

peut être introduit par conception pour la réduction du poids, ce phénomène peut être imposé 

artificiellement pour créer des complexes non linéaires d'ordre bas. Des systèmes pour mieux 

comprendre le contrôle de systèmes sous-actionnés d'ordre élevé, tels qu'un système à pendule 

inversé, un système à bille sur une poutre et d'autres systèmes de ce type. Le manque 

d'actionneurs dans SMSA apporte encore beaucoup de difficultés pour concevoir les contrôleurs, 

le problème du contrôle a toujours fait l'objet de recherches que les experts étudient avec 

diligence. Par conséquent, la recherche sur les SMSA a une signification théorique et pratique 

importante. 

    À l'heure actuelle, se fier uniquement à CMG ne peut pas répondre aux exigences pratiques. 

Ainsi, il existe une méthode de contrôle basée sur un observateur de perturbations, une méthode 

CMG adaptative, une méthode CMG de second ordre amélioré [15], etc. La méthode basée sur 

l'observateur de perturbation peut améliorer la robustesse du système en estimant la perturbation 

et en compensant la valeur estimée au contrôleur. Cependant, CMG peut provoquer des vibrations 

du système, ce qui entraînera une consommation inutile d'énergie par le système et affectera les 

performances de contrôle du système. Pour cette raison, le broutement reste un problème 

important à résoudre. 

     Le problème de commande des systèmes sous-actionnés est plus complexe que celle des 

systèmes complètement actionnés. Cela est due au couplage qui existe entre les sorties et les 

entrées.  
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   Différents schémas de commande ont été développés pour des systèmes sous-actionnés au cours 

des deux dernières décennies En effet, La commande par mode de glissement a été appliquée 

avec succès à des classes de systèmes sous-actionnés ayant des dynamiques connues. 

    Dans ce chapitre nous proposons d’utiliser la commande swing up et deux schémas de 

commande de type mode glissant pour une classe de systèmes non linéaires sous-actionnés. 

   3.2 Commande swing up  

   L'approche du contrôleur est basée sur l’utilisation de deux lois de commande ; une loi de 

commande d’énergie est utilisée permet d’osciller le pendule jusqu'à une certaine distance de la 

position haute. L'énergie totale du pendule est la somme de son énergie cinétique de rotation et 

de son énergie potentielle, et une loi de commande PID classique permet de le stabiliser en la 

position désirée. 

       3.2.1 Exemple illustratif  

Dans cet exemple, nous proposons de stabiliser le pendule inversé rotatif représenté par la 

Figure 3.1 dont la dynamique est donnée par :  

S𝑚7𝐿�\ +
D
æ
𝑚7𝐿7\ −

D
æ
𝑚7𝐿7\ cos(𝛼)\ + 𝐽�W 𝜃̈ − S

D
\
𝑚7𝐿7𝐿� cos(𝛼)W 𝛼̈ +

													SD
\
𝑚7𝐿7\ sin(𝛼) cos(𝛼)W 𝛼̇𝜃̇ + S

D
\
𝑚7𝐿7𝐿� sin(𝛼)W 𝛼̇\ =

�ð:ñð±�ð^̇;
�ð

− 𝐷�𝜃̇   (III.1) 

D
\
𝑚7𝐿7𝐿� cos(𝛼) 𝜃̈ + S𝐽7 +

D
æ
𝑚7𝐿7\W 𝛼̈ −

D
æ
𝑚7𝐿7\ cos(𝛼) sin(𝛼) 𝜃̇\ +

																																																														D
\
𝑚7𝐿7𝑔 sin(𝛼) = −𝐷7𝛼̇                                        (III.2) 
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Figure 3. 1 illustration du pendule inversé rotatif 

Le modèle linéarisé autour du point d'équilibre instable	𝜃 = 0  est donné comme suit : 

:𝑚7𝐿�\ + 𝐽�;𝜃̈ − S
D
\
𝑚7𝐿7𝐿�W 𝛼̈ =

�ð:ñð±�ð^̇;
�ð

− 𝐷�𝜃̇                               (III.3) 

D
\
𝑚7𝐿7𝐿�𝜃̈ + S𝐽7 +

D
æ
𝑚7𝐿7\W 𝛼̈ +

D
\
𝑚7𝐿7𝑔𝛼 = −𝐷7𝛼̇                               (III.4) 

 Où Propriétés physiques du pendule inversé rotatif : 

𝑅5 = 2.60𝛺,  𝐿� =0.18	𝑚𝐻, 𝑚7 = 0.127	𝑘𝑔, 

𝐿7 = 0.337	𝑚,		𝐽7 = 0.0012	𝑘𝑔.𝑚\, 𝐷7 = 0.0024	𝑁.𝑚. Ç
�sQ

 

𝐷� = 0.2159𝑚,  𝐽� = 9.98x10±æ	𝑘𝑔.𝑚, 

𝑘5 = 0.0077	𝑉. Ç
�sQ

  , 𝑔 = 9.8𝑘𝑔.𝑚/𝑠\ 
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En utilisant les valeurs numériques des paramètres données. Le modèle d’état linéaire obtenu est 

donné par : 

õ
𝜃̇
𝛼̇
𝜃̈
𝛼̈

ö = ÷
0
0
0
0

0
0
80.3
122

1
0

−45.8
44.1

0
1

−0.930
−1.40

	ø		õ

𝜃
𝛼
𝜃̇
𝛼̇

ö + ÷
0
0
83.4
80.3

ø 𝑉5                 (III.5) 

    L'objectif de commande est de stabiliser le pendule en sa position d’équilibre verticale à partir 

de la condition initiale 𝜃 = 10, 𝛼 = 0. A cet effet, une commande PID classique est conçue sur 

la base du modèle linéaire (III.3).                               

3.2.2 Le schéma de commande  

𝑢 = &
𝐾7𝑒(𝑡) + 𝐾ù ∫ 𝑒(𝜏)𝑑𝜏 + 𝐾Q

QÆ(R)
QR

R
> 																											 |𝛼| ≤ 20°

𝑠𝑎𝑡üðtý(𝜇(𝐸 − 𝐸�)𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛼̇ cos(𝛼))																		𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛														
	        (III.6) 

Où : 𝐸 = D
\
𝑚7𝑔𝐿7(1 − cos(𝛼)) +

D
\
𝐽7𝛼̇\. 

Avec : 	𝜇 est un gain de commande, 𝐸� est l’énergie de référence souhaitée. Notons que 

l’utilisation de la fonction 𝛼̇ cos(𝛼) permet de faire une commutation plus rapide 

Dans ce test on utilise les conditions initiales : [c1, c2, c3, c4] = [0, π/9,0,0.3].  

Les simulations ont été́ réaliséé sur le modèle linéaire du système. L’algorithme de de 

résolution utilisé est celui de ode45 (dormance prince) avec un pas de simulation de 0.01.  
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3.2.3 Résultats de simulation 
 
     
Les résultats de la simulation sont illustrés par les Figures 3.2 à 3.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figure 3. 2 la sortie y2 = la position angulaire 𝜶 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Figure	3.	3	la	sortie	y1	=	la	position	angulaire	𝜽	
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 Figure 3. 4 Signal de commande PID 

 

3.2.4 Interprétation des résultats obtenus  

    A partir de ces Figures on peut voir que, ces approches de commande permettent de 
donner une bonne performance de stabilisation   
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3.3 Commande par mode glissant  

   3.3.1 Position du problème 

Considérons une classe des systèmes sous-actionnés non linéaires incertains à deux degrés de 

liberté donnée par son modèle d'état suivant  : 

!

𝑥̇D = 𝑥\																								
𝑥̇\ = 𝑓D(𝑥) + 𝑏D(𝑥)𝑢
𝑥̇å = 𝑥æ																								
𝑥̇æ = 𝑓\(𝑥) + 𝑏\(𝑥)𝑢

								                                          (III.7) 

où 𝑥 = [𝑥D, 	𝑥\, 	𝑥å, 	𝑥æ]© est le vecteur d'état du système supposé disponible pour la mesure, 𝑦 =

[𝑥D, 	𝑥å]© est la sortie du système, 𝑢 est l'entrée de commande, 𝑓D(𝑥), 𝑓\(𝑥), 𝑏D(𝑥) et 𝑏\(𝑥) sont 

des fonctions continues non linéaires inconnues.  

Hypothèse 4.1: Les gains de commande 𝑏D(𝑥) et 𝑏\(𝑥) sont bornés, non nuls et de signe commun 

inconnu, c'est-à-dire 0 < 𝑏G ≤ |𝑏G(𝑥)| < 𝑏G, 𝑖 = 1, 2, où 𝑏G et 𝑏G sont des constantes positives 

inconnues.  

Objectif : Notre objectif est de développer une loi de commande 𝑢 pour assure la convergence 

de 𝑥D et	𝑥å respectivement vers les valeurs désirées 𝑥QD et 𝑥Qå, sous la contrainte que tous les 

signaux impliqués dans la boucle de commande doivent être bornés.  

Définissions les erreurs suivantes : 

𝑒D(𝑡) = 𝑥D(𝑡) − 𝑥QD                                                   (III.8) 

𝑒\(𝑡) = 𝑥å(𝑡) − 𝑥Qå                                                   (III.9) 

Avec : 𝑥QD et 𝑥Qå sont des valeurs constantes désirées. 
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Les surfaces de glissement correspondantes sont définies par :  

𝑆D(𝑡) = 𝑒̇D + 𝜆D𝑒D, 𝜆D ≥ 0                                               (III.10) 

𝑆\(𝑡) = 𝑒̇\ + 𝜆\𝑒\, 𝜆\ ≥ 0                                               (III.11) 

 

Les équations dynamiques de 𝑆D et  𝑆\ sont alors : 

𝑆̇D = 𝜆D𝑥\ + 𝑓D(𝑥) + 𝑏D(𝑥)𝑢                                              (III.12) 

𝑆̇\ = 𝜆\𝑥æ + 𝑓\(𝑥) + 𝑏\(𝑥)𝑢                                              (III.13) 

 

Si les fonctions 𝑓D(𝑥), 𝑓\(𝑥), 𝑏D(𝑥) et 𝑏\(𝑥) sont connues exactement, on définit la commande 

équivalente pour chaque sous-système comme suit : 

 

𝑢D = −𝑏D
±D(𝑥):𝜆D𝑥\ + 𝑓D(𝑥);                                          (III.14) 

  𝑢\ = −𝑏\
±D(𝑥):𝜆\𝑥æ + 𝑓\(𝑥);                                         (III.15) 

Puisque l'objectif est de concevoir une loi de commande unique 𝑢 qui assure la convergence 

de 𝑥D(𝑡) et 𝑥å(𝑡) respectivement vers les valeurs désirées 𝑥QD et 𝑥Qå, c'est-à-dire, les deux erreurs 

𝑒D(𝑡) et 𝑒\(𝑡) convergent vers zéro quand 𝑡⟶ ∞, il est évident que les deux lois de commande 

équivalentes ne peut pas assurer cet objectif, car chacune d'eux est conçue uniquement pour 

stabiliser le sous-système correspondant. 

3.3.2 Beam and Ball : 

 On Considère le système tige et balle illustrée dans la figure 3.5, il est proposé qu’il n’y a pas de 

friction au centre de rotation et la balle est libre de déplacer au court de la tige. Il est essentiel que 

la balle fait le contact avec la tige et se déplacer sans arrêt, l’objectif est de faire laisser la Balle 

prés de centre de la tige et la tige dans la position horizontale. 
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Figure 3. 5 Beam and Ball system 

Le système est exprimé par l’équation de son modèle d’état est donnée par [48] :  

𝑥̇D = 𝑥\ 

𝑥̇\ = 𝑢 

							𝑥̇å = 𝑥æ                                                   (III.14) 

𝑥̇æ = 𝐵(𝑥å𝑥\\ − 𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥D) 

Ou 𝑥D = 𝛼 est l’angle entre la tige et l’axe horizontale, 𝑥\ = 𝛼̇  est la vitesse angulaire entre la 

tige et l’axe horizontale, 𝑥å = 𝑟 est la position de la balle, 𝑥æ = 𝑟̇ est la vitesse de la balle, 𝐵 =

𝑀𝑅\ (𝐽w + 𝑀𝑅\⁄ ), 𝐽w	𝑒𝑠𝑡	𝑙𝑒	𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡	𝑑#𝑖𝑛𝑒𝑟𝑡𝑖𝑒𝑑𝑒	𝑙𝑎	𝑏𝑎𝑙𝑙𝑒, M est la masse de la balle ,R est le 

rayon de la balle et g est la gravitation . 

Le système poutre-balle pose un problème de stabilisation difficile, représentatif des difficultés 

introduites par les non-linéarités à croissance rapide. Pour la balle, la non linéarité critique est la 

force centrifuge	𝑥å𝑥\\ . Cette force se déstabilise lorsqu'elle s'oppose au terme de force 

gravitationnelle contrôlant −𝑔𝑠𝑖𝑛𝑥D [49]. 
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3.3.2.1 Conception du contrôleur : 

     PREMIERE LOI DE COMMANDE : 

Si la dynamique du système est connue, c'est-à-dire que 𝑓G(x) et 𝑏G (x) sont complètement 

connus, l'entrée CMG idéale globale est donnée par : 

𝑢
	∗ = 	𝑢	D − 𝑏±D

	
(𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆	D) + 𝑄𝑆D 	+ 𝛽(𝑆	D − 𝑆	\)),							(III.15) 

Où K, Q et β sont des paramètres de conception strictement positifs et sgn(.) est la fonction de 

signe standard définie pour la surface 𝑆D. 

En effet, lorsque nous sélectionnons l'entrée de contrôle comme 𝑢	 = 	𝑢∗	,  se simplifie en : 

𝑆̇1	 = 	−𝐾𝑠𝑔𝑛(𝑆D) 	− 	𝑄𝑆D 	− 	𝛽	(𝑆	D −	𝑆\).	                 (III.16) 

Pour garantir qu'un mouvement de glissement idéal a lieu à partir de toutes les conditions initiales 

après avoir atteint la surface de glissement, les inégalités suivantes doivent être satisfaites : 

 

𝐾	 > 	𝑚𝑎𝑥	(|𝛽	(𝑆	D −	𝑆\)|)	,	                                      (III.17) 
 

Et, par conséquent, on a 𝑆D → 0 lorsque t → ∞ 

Les paramètres choisis pour la première commande U :			𝜆D = 5,			𝜆\ = 6, 𝐾 = 10	, 𝑄 = 2, 

𝛽 = 0.6 
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 RESULTATS DE SIMULATION 

 Les résultats de la simulation sont illustrés par les Figures 3.6, 3.7 et 3.8 

 

 
 
 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3. 6 la sortie y1= r 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 Figure	3.	7	la	sortie	de	l’angle	y2=	𝜶 
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 Figure 3. 8 la commande U de système  

 

     INTERPRETATION DES RESULTATS OBTENUS  

   On remarque que les trajectoires de sorties convergent vers les valeurs désirées et que les lois 

de commande sont bornées. Ce qui implique l’efficacité et la robustesse de la commande par 

mode glissant proposée. 

3.3.2.2 Conception du contrôleur : 

      DEUXIEME LOI DE COMMANDE : 

Pour atteindre cet objectif dans le cas où la dynamique du système est connue, nous 

considérons la loi de commande idéale par mode de glissement suivante :   

𝑢∗ = 𝑢D − 𝑏D±D:𝐾𝑠𝑔𝑛(𝑆D) + 𝑄D𝑆D + 𝛽|𝑆\ − 𝑆D|𝑠𝑔𝑛(𝑆D) + 𝑄\𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆\) − 𝛼(𝑆\ − 𝑆D);  (III.18) 

Où 𝐾, 𝛼,	𝛽, 𝑄D et 𝑄\ sont des paramètres positifs.  
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En remplaçant cette loi de commande dans la dynamique de 𝑆D, on obtient : 

𝑆̇D = −𝐾𝑠𝑔𝑛(𝑆D) − 𝑄D𝑆D − 𝛽|𝑆\ − 𝑆D|𝑠𝑔𝑛(𝑆D) − 𝑄\𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆\) + 𝜎            (III.19) 

Où :  𝜎 = −𝛼(𝑆\ − 𝑆D). 

Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉 = D
\
𝑆D\                                                             (III.20)  

Par dérivation, on obtient : 

𝑉̇ = −𝐾|𝑆D| − 𝑄D𝑆D\ − 𝛽|𝑆\ − 𝑆D||𝑆D| − 𝑄\𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆\)𝑆D − 𝛼(𝑆\ − 𝑆D)𝑆D        (III.21) 

Qui peut être bornée comme suit :  

𝑉̇ ≤ −(𝐾 − 𝑄\)|𝑆D| − 𝑄D𝑆D\ − (𝛽 − 𝛼)|𝑆\ − 𝑆D||𝑆D|                    (III.24) 

Si on choisit 𝐾 > 𝑄 et 𝛽 > 𝛼, alors on peut conclure, d’après le lemme de Barbalat que 𝑆D 

Converge asymptotiquement vers zéro.  

Maintenant nous allons étudier le comportement de 𝑆\ quand 𝑆D converge vers zéro. 

Puisque 𝑆D = 0 alors 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆D) = 0, l’équation (III.19) devient : 

𝑆̇D = −𝛼𝑆\ − 𝑄\𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆\)                                          (III.25) 

Par ailleurs, à partir des équations (III.14) et (III.15), on trouve : 

𝑢 = 𝑏\±D𝑆̇\ + 𝑢\                                                      (III.26) 

On déduit la valeur du terme 𝑢 de (III.14) puis on la remplace dans (III.15), il vient : 

𝑆̇D = 𝐵\D𝑆̇\ + ∆\D                                                             (III.27) 

Où 𝐵\D = 𝑏D/𝑏\  et ∆\D= 𝑏D(𝑢\ − 𝑢D). 

De l’équation (4.15) et (4.17), on obtient :   

𝐵\D𝑆̇\ + ∆\D= −𝛼𝑆\ − 𝑄\𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆\)                                      (III.28) 
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Alors la dynamique de 𝑆\ s’écrit comme suit : 

𝑆̇\ = 𝐵\D±D(−𝛼𝑆\ − 𝑄\𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆\) − ∆\D)                                   (III.29) 

Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉\ =
D
\
𝑆\\                                                              (III.30)  

La dérivée de 𝑉\ est donnée par :  

𝑉̇\ = −𝛼𝐵\D±D𝑆\\ − 𝑄\𝐵\D±D|𝑆\| − 𝐵\D±D∆\D𝑆\                         (III.31) 

Qui peut être bornée comme suit : 

𝑉̇\ ≤ −𝛼𝐵\D±D𝑆\\ − 𝑄\𝐵\D±D|𝑆\| S1 −
|∆�y|
&�
W                            (III.32) 

Il est clair que, si on choisit 𝑄\ ≥ |∆\D|, alors 𝑉̇\ ≤ 0 , et par conséquent, la surface de glissement 

𝑆\ converge vers zéro.  

Afin de tester l’efficacité de la deuxième loi de commande de type mode glissant proposée, on 

considère le problème de stabilisation du système beam and Ball présenté par la Figure 3.5. Ce 

système a deux degrés de liberté, le principal défi dans la commande de ce système consiste au 

couplage entre le mouvement de déplacement de la balle t et le mouvement de rotation du la 

tige. 

Les paramètres choisis pour la deuxième commande U :			𝜆D = 0.01	, 𝜆\ = 0.2, 𝐾 = 1.9 

	, 𝑄 = 10.3,𝛽 = 0.5 𝛼 = 0.08 
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RESULTATS DE SIMULATION 

Les résultats de la simulation sont illustrés par les Figures 3.9, 3.10 et 3.11 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 3. 9 la sortie y1= r 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 3. 10 la sortie de l’angle y2= 𝜶 
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Figure 3. 11 La commande U du système  
 
 

  INTERPRETATION DES RESULTATS OBTENUS  

 D’après les résultats obtenus de la simulation on voit que les sortie (y1, y2) suivaient les 

consignes (yd1=0, yd2=0) ce qui implique l’efficacité et la robustesse .la deuxième commande 

idéale proposée par mode glissant est plus précise  
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3.3.3 Le pendule inversé sur le chariot : 

 

 

 

 

	

Figure	3.	12	Système	de	ponts	roulant		

La dynamique du pont roulant est donnée par [50]: 

(𝑀 +𝑚)𝑥̈ + 𝑙𝑚:𝜃̈𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜃̇\𝑠𝑖𝑛𝜃; = 𝐹                            (III.33) 

	𝑥̈𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑙𝜃̈ + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0                                             (III.34) 

Où 𝑚 et 𝑀 sont les masses de la charge et du chariot respectivement,  𝑙 est la longueur de la corde 

et 𝑔 est l'accélération de la gravité. Dans la simulation, les valeurs suivantes sont utilisées :  

𝑔 = 9.8	𝑚/𝑠\, 𝑚 = 0.8	𝑘𝑔, 𝑀 = 1	𝑘𝑔, 𝑙 = 0.305	𝑚.  

On peut écrire cette dynamique (III.33) et (III.34) dans l’espace d’état comme suit :  

𝑥̇D = 𝑥\																								
𝑥̇\ = 𝑓D(𝑥) + 𝑏D(𝑥)𝑢
𝑥̇å = 𝑥æ																								
𝑥̇æ = 𝑓\(𝑥) + 𝑏\(𝑥)𝑢

                                              (III.35) 
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Où :   

 𝑥D = 𝑥, 𝑥\ = 𝜃 

𝑓D(𝑥) =
�5Ẋ�

�ÇG3(X�)³5²ÇG3(X�)'(×(X�)
[³5ÇG3(X��)

  

𝑏D(𝑥) =
D

[³5)ÇG3(X��)
	        

                                                                                              (III.36) 

𝑓\(𝑥) = − ([³5)²ÇG3(X�)³�5:Ẋ�
�ÇG3(X�)'(×(X�);

[³5)5)ÇG3(X��)
  

𝑏\(𝑥) = − '(×	(X�)
[³5)ÇG3(X��)

  

L'objectif de commande ici est de forcer les sorties du système 𝑥D = 𝑥 et 𝑥\ = 𝜃 à converger 

respectivement vers des valeurs désirées 𝑥Q et 𝜃Q. Dans les simulations on prend : 𝑥Q = 2 et 𝜃Q =

0, et les états initiaux suivantes : 𝑥(0) = 0.2, 𝑥̇(0) = 0, 𝜃(0) = −�
å
 et 𝜃̇(0) = 0. 

3.3.3.1 Conception du contrôleur : 

DEUXIEME LOI DE COMMANDE : 

Pour atteindre cet objectif dans le cas où la dynamique du système est connue, nous 

considérons la loi de commande idéale par mode de glissement suivante :   

𝑢∗ = 𝑢D − 𝑏D±D:𝐾𝑠𝑔𝑛(𝑆D) + 𝑄D𝑆D + 𝛽|𝑆\ − 𝑆D|𝑠𝑔𝑛(𝑆D) + 𝑄\𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆\) − 𝛼(𝑆\ − 𝑆D);        (III.37) 
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RESULTATS DE SIMULATION 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 3. 13 la sortie y1= 𝒙 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Figure 3. 14 la sortie y2= 𝜽 
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Figure 3. 15 Signal de commande U 
 

Les paramètres choisis pour la deuxième commande U :			𝜆D = 6	, 𝜆\ = 0.004, 𝐾 = 1.9 

	, 𝑄 = 10.3,𝛽 = 𝛼 = 2.1 , 𝑄D = 0.08,  𝑄\ = 0.08 

INTERPRETATION DES RESULTATS OBTENUS  

   D’après les résultats obtenus de la simulation on voit que la sortie y2 suivait la consigne (yd2=0) 

mais, la première sortie y1 à parenté un effet d’oscillations autour de la consigne (yd1=2) à cause 

de l’unicité de la commande et la dynamique instable du système, ainsi la sensibilité pour choisir 

les paramètres de la commande restes un problème majeur dans les systèmes mécanique sous-

actionnées. Il nécessite de choisir une commande idéale adéquate aux paramètres dynamiques du 

systèmes, donc la commande proposée pour commander le système (pendule inversé sur le 

chariot) pouvait pas donner une meilleur performance et précision a ce système.  
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3.4 Conclusion 

   Dans ce chapitre, deux schémas de commande de type mode de glissant ont été développés 

pour une classe des systèmes non linéaires sous-actionnés dont la dynamique est complétée 

connu. Dans les deux schémas, une seule loi de commande a été utilisée pour stabiliser les deux 

états du système de sortie, où cette loi de commande combiné les des deux lois de commande 

équivalente. Et les deux surfaces de glissement. Ainsi une commande swing -up a été testé à un 

pendule inversé rotatif. 

    Comparés au schéma de commande classique et linéaire, les avantages principaux de ces 

schémas sont : 

1. Ils sont valables non seulement autour du point de linéarisation, mais aussi sur toute la 

gamme de fonctionnement du système 

2. Ils sont robustes par apport aux perturbations externes



 
  

 
 

 
 
Conclusion 

Générale
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Conclusion	générale	

 

   Les travaux de notre mémoire basent à l’extension de l’utilisation de la commande par mode 

glissant pour prendre en charge des classes systèmes non linéaires sous- actionnée. Les schémas 

de commande appliquée utilisent les avantages de la commande par mode glissant et savoir la 

structure simple et les qualités de la robustesse et la stabilité́ de haut niveau. 

    L’objectif de l’étude présentées dans ce mémoire est d’appliquer une commande par mode 

glissant hiérarchique afin de stabilisation d’un pendule inversé rotatif qui est un système non 

linéarités, instable, et sous-actionné.  

    A partir des résultats de simulation obtenue, nous avons trouvé que le contrôleur de mode 

glissant entait le plus performant aux autres commandes en ce qui concerne la stabilisation du 

pendule et l’aptitude de commander des deux états de système (α et θ) en même temps.  

    Dans le premier chapitre, nous avons d’abord présenté les différentes formes des modelés de 

commande correspondant aux différentes classes de systèmes non linéaires. Ensuite, nous avons 

exposé quelques exemples et quelques concepts de modulation pour la classe des systèmes sous-

actionnée non linéaire. Enfin, des intérêts de l’étude de ces systèmes sont donnés.  

    Dans le deuxième chapitre nous nous sommes intéresses au problème de la commande à 

structure variable pour les systèmes non linéaire complètent actionnée. Nous nous sommes donc 

attachés à exposer leurs notions essentielles telles que la définition des systèmes à structure 

variable, le principe de fonctionnement de cette commande, la définition du régime glissant, et 

les étapes de conception d’une commande par mode glissant. À la fin de ce chapitre, Nous nous 

sommes proposés de l’application de cette stratégie de commande pour traiter le problème de 

suivi de trajectoire d’un pendule inversé.  

   Le dernier chapitre a été réservé au problème de la commande des systèmes sous actionnés non 

linéaire dont la dynamique est complétée connu. Deux schémas de commande de type mode de 

glissant ont été développés. Dans les deux schémas, une seule loi de commande a été utilisée pour 

stabiliser les deux états du système de sortie, Ces schémas de commande proposés assurent la 
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convergence des sorties du système asymptotiquement vers les valeurs désirées et la bornitude 

de tous les signaux inhérents au système en boucle fermée. Un exemple de simulation numérique 

a été effectué pour montrer l’efficacité des lois de commande utilisée.  
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