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ABSTRACT

Le langage d’ontologie Web (Web Ontology Language OWL)
est un langage utilisé pour le web sémantique. OWL est
basé sur les logiques de description (LD), une famille de lan-
gages adaptés pour la représentation et le raisonnement sur
des connaissances d’'un domaine d’application d’une fagon
structurée et formelle. Le web sémantique est actuellement
I'un des champs d’application des méthodes formelles, dont
l'objectif est d’assurer leur fiabilité. Un point essentiel de
I'application de ces méthodes formelles est la preuve de va-
lidité des raisonnements dans des LDs, comme celle de la
terminaison, ’adéquation (soundness) et la complétude d’un
raisonneur. Dans ce papier, on présente une spécification
formelle de la syntaxe et de la sémantique de ALC, qui
est considérée comme un représentant typique d’une large
gamme de LDs. On prouve pour cette logique les pro-
priétés d’adéquation, de complétude et de terminaison dans
I’assistant de preuve Cogq.

Keywords

Logiques de Description, méthodes formelles, OWL-DL, Tableau

sémantique, Terminaison, Complétude, Adéquation

1. INTRODUCTION

L’objectif de ce travail est de fournir une formalisation de
la logique de description ALC et une verification formelle de
la correction de I'algorithme du tableau sémantique pour le
test de la satisfiabilité dans assistant de preuve Coq.

Les logiques de description sont des formalismes largement
utilisés dans plusieurs domaines tels que le web sémantique
et la construction d’ontologies. ALC est considérée comme
une base pour plusieurs logiques de description plus expres-
sives comme par exemple SHOZQ[17] et SHOZN[3]. Cette
derniére est la base formelle du langage d’ontologie Web
OWL-DL et supportée par plusieurs raisonneurs tels que
FaCT++ [24] et RACER [14].
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Parmi plusieurs méthodes utilisées comme des procédures
de décision pour les LDs, la méthode des tableaux([5] est la
plus répandue. En effet, Fact++ et RACER utilisent cette
méthode pour faire des raisonnements.

Les systémes de preuves formelles ont une grande utilité
dans la vérification et la validation des applications, surtout
dans les domaines critiques tel que le Web sémantique. La
certification de ces applications nécessite la manipulation
d’une large variété d’objets mathématiques qui sont implan-
tés dans la bibliotheque du systéme de preuves.

Il y a des travaux connexes a notre formalisation: Ridge
et Margetson [22] décrivent la formalisation d’un prouver
pour la logique du premier ordre dans I’assistant de preuve
Isabelle/HOL. Plus proche de nos travaux est une formalisa-
tion de certaines logiques modales [9] en Coq — les LD peu-
vent étre percues comme des logiques modales spécifiques.
Un groupe de chercheurs a, indépendamment de notre for-
malisation, proposé un codage [15, 16] de la logique de de-
scription ALC dans Dassistant de preuve PVS. Notre for-
malisation en differe surtout en offrant une simplification
de l'argument de terminaison de la procédure de tableau
(voir § 9). En plus, nous espérons pouvoir utiliser les facil-
ités d’extraction de code exécutable fournies par Coq pour
dériver un raisonneur certifié de notre formalisation.

Cet article est organisé comme suit: Dans la section 2,
nous présentons brievement le systeme de preuve Coq. Les
logiques de description sont détaillées dans les sections 3, 4 et
5. Dans la section 6, nous présentons le tableau sémantique
pour ALC et dans le reste de article, nous décrivons la
formalisation et la preuve des propriétés du tableau, a savoir,
I’adéquation, la complétude et la terminaison dans Coq.

2. L’ASSISTANT DE PREUVE COQ

Coq [23, 7] est un assistant de preuve interactif, similaire
en esprit avec d’autres systémes de preuve comme PVS [21],
HOL [19] et Isabelle [20]. Coq est basé sur le Calcul des
Constructions Inductif (CCI), une logique d’ordre supérieur
intuitionniste, mettant ainsi en pratique l’isomorphisme de
Curry-Howard dont les types sont vus comme des proposi-
tions et les termes comme des preuves. Coq fournit des mé-
canismes pour écrire des définitions et pour faire des preuves
formelles d’une manieére interactive. Il permet ainsi d’extraire
des programmes fonctionels a partir de la preuve.

Le systeéme de types de Coq est assez complexe. On n’aura
pas besoin de cette complexité pour la formalisation qui sera
décrite dans la suite, et effectivement, on pourrait faire le



méme développement aussi dans I'un des autres assistants
de preuve cités plus haut. On introduira les éléments de Coq
nécessaires pour la compréhension de cet article au fur et &
mesure.

3. LES LOGIQUES DE DESCRIPTION

Les logiques de description [1, 2, 4, 12] forment une famille
de langages de représentation de connaissances qui peuvent
étre utilisés pour représenter les connaissances d’'un domaine
d’application d’une facon structurée et formelle. Une carac-
téristique fondamentale de ces langages est qu’ils ont une
sémantique formelle. Les logiques de description sont util-
isées pour de nombreuses applications. Parmi elles on cite
les domaines suivants:

e Le web sémantique: représentation d’ontologies [3] et
recherche d’information...

e Traitement automatique des langues [13]

e L’ingénierie logicielle: représentation de la sémantique
des diagrammes de classe UML [6].

Les logiques de description utilisent les notions de con-
cept, de role et d’individu. Les concepts correspondent a
des classes d’individus, les roles sont des relations entre ces
individus.

EXEMPLE 1. Cet exemple décrit les relations entre mem-
bres d’une famille:

e Concepts : Femme , Homme , Personne ...
e Roles : enfant-de , pere-de ...

e Instances : Pierre , Marie ....

Un concept et un role possédent une description structurée
définie a partir d’un certain ensemble de constructeurs.

Dans les logiques de description on distingue deux niveaux
de traitement:

e Niveau terminologique Thox : le niveau générique (glob-
ale) vrai dans tous les modeéles et pour tous individus;

EXEMPLE 2. Cet exemple décrit une Thox:

Femelle T TnM-Male

Male C T nMn-=Femelle
Animal = Maleld Femelle
Humain T Animal
Femme = Humain Femelle
Homme = Humain -~Femelle

e Niveau assertionnel Abozx : fournit des instances des

concepts et des roles.
EXEMPLE 3. Cet exemple représente une Abox.

pierre : Homme
marie : Femme
epouse_de(pierre, marie)

Dans la section § 5.3, on introduit une définition formelle
de Abox.

3.1 Les familles de DL
Les logiques de description ont une base commune enrichie
de différentes extensions:
o AL (Attributive Language): c’est le language de base
défini a partir des éléments syntaxiques suivants:
— A: Concept atomique
— T: Le concept universel Top
— _1: Le concept vide Bottom
— —A: Négation d’un concept atomique
— C'M D: Conjonction de concepts
— Vr.C: Quantificateur universel
— dr: Quantificateur existentiel non typé
D’autres langages, plus expressifs, peuvent étre définis

en rajoutant d’autres constructeurs au langage AL, &
savoir :

ALU = AL U {C U D}: Disjonction de concepts;
o ALE = AL U {3r.C'}: Quantificateur existentiel typé

ALC (Attributive Language with Complement): c’est
la logique la plus importante, elle constitue la base de
toute les logiques de description “expressifs”.

ALC = AL U {~C}: Ici, C est un concept primitif ou
défini. On note qu’on peut coder la disjonction resp.
la quantification existentielle a l'aide de la négation et
la conjonction resp. la quantification universelle, pour
obtenir ALU resp. ALE comme sous-logiques de ALC.

ALN = AL U{< nr,> nr}: Les restrictions de nom-
bres, désignées par la lettre N et notées par < nr
(restriction & moins de n) et > nr (restriction & plus
de n) ol n représente un entier positif.

4. SYNTAXE

Nous allons maintenant entrer plus dans les détails de la
définition formelle de la logique ALC: sa syntaxe dans cette
section et sa sémantique dans § 5. Pour faciliter la lecture,
nous présentons quelques notions tout d’abord dans une no-
tation mathématique traditionnelle, pour ensuite présenter
la notation utilisée dans Cogq.

Soit NC un ensemble de noms de concept et NR un en-
semble de noms de role. L’ensemble de ALC-concept est
construit par induction selon la grammaire suivante :

(concept atomique)

(concept universel Top)
(concept vide Bottom)
(négation)

(conjonction)

(disjonction)

C (quantificateur universel)
C (quantificateur existentiel)

w<qQQd -

ou Ae NCet Re NR.

Dans 'objectif de rendre générique notre formalisation, on
propose de paramétrer cette derniere par des types génériques.
Ici, NC et NR sont des types quelconques ou 1’égalité est
décidable.

La spécification corespondante en Coq est:



Parameter NC NR : Set.

Dans cette formalisation on considére que les roles sont
atomiques. On définit donc les roles comme un type inductif
avec un seul constructeur.

Inductive role : Set := AtomR : NR -> role.

La définition des concepts en Coq est donnée comme suit:

Inductive concept : Set :=
AtomC : NC -> concept
| Top : concept
| Bottom : concept
| NotC : concept -> concept
| AndC : concept ->concept -> concept
| OrC : concept ->concept ->concept
| Al11C : role -> concept -> concept
| SomeC :role -> concept->concept

Pour réduire la complexité des preuves (surtout les preuves
inductives), on s’intéresse & limiter au minimum le nombre
des constructeurs du langage. Par exemple, les construc-
teurs de I'implication et de I’équivalence peuvent étre redéfi-
nis comme suit:

Definition ImplyC cl c2 :
0rC (NotC cl1) c2.
Definition EquivC cl c2 :=
AndC (ImplyC cl c¢2) (ImplyC c2 ci).

5. SEMANTIQUE

A Dinstar de la logique classique, une sémantique est asso-
ciée aux descriptions des concepts et des roles: les concepts
sont interprétés comme des sous-ensembles d’un domaine
d’interprétation Az et les roles comme des sous-ensembles
du produit Az x Az.

5.1 Interprétation

Une interprétation Z est essentiellement un couple (Az, z )
olt Az est appelé domaine d’interprétation et . est une fonc-
tion d’interprétation qui associe & un concept C' un sous-
ensemble C% de Az et & un rdle r un sous-ensemble rZ de
Az x Az. En notation mathématique, elle est définie comme

suit:

= Az
17 = 0
(cnbD)yY = cfnbD*
(cuD)Y = cTub?
-C = Az-C*
(VR.C)Y = {zecAz/Vy:(v,y)ert —yecC}
BR.C)YY = {zecAz/Fy: (v,y) erfAnyeCt}

Pour des raisons de typage, dans Coq, 'interprétation est
définie comme un record dépendant, contenant le domaine
d’interprétation et les fonctions de interprétation de con-
cepts, de roles et d’instances et dont on présentera les élé-
ments dans la suite:

Record Interp : Type := {
D:Set;
interp_c : NC -> Ensemble D;
interp_r : NR -> Relation D;

interp_inst : NI-> D}.

Etant donnée une interprétation i, l'interprétation des
concepts est définie par récursion sur la structure des con-
cept51:

Fizpoint interpC (i:Interp) (c:concept){struct c}:
Ensemble (D i) :=
match c with

AndC c1 c2 =>

Intersection (interpC i c1) (interpC i c2)
0rC c1 c2 => Union (interpC i cl1) (interpC i c2)
NotC c => Complement (interpC i c)
Al11C r ¢ => fun x =>forall y,
(interpR _ (interp_r i) r x y) -> (interpC i c y)
SomeC r ¢ => fun x =>exists y,
(interpR _ (interp_r i) r x y) A (interpC i c y)
end.

| Bottom => Empty_set

| Top => Full_set

| AtomC a => interp_c i a
|

L’interprétation des roles est définie par la fonction suiv-
ante:

Fizpoint interpR (D: Set) (interp_r:NR -> Relation D)
(r:role): Relation D :=
match r with (AtomR b) => interp_r b
end.

Pour la logique ALC, il n’est pas nécessaire de représenter
I'interprétation des réles par une fonction récursive, mais si
on veut faire une extension pour autre logique ou il y a la
conjonction des réles comme ALCR ou les roles inverses, le
codage par une fonction récursive est exigé.

Le type NI représente les noms d’instance:

Parameter NI : Set.

5.2 Satisfiabilité et subsomption

Un concept C' est satisfiable s’il existe une interprétation
T telle que CF # (. Cette définition est traduite en Coq
comme suit:

Definition concept_satisfiable c :=
exists i,” ((interpC i c)= Empty_set(D 1i)).

Un concept C' est insatisfiable ssi pour toute interprétation
Z,C% = 0.

Definition concept_unsatisfiable c :=
forall i, interpC i ¢ = Empty_set (D i).

Un concept D est subsumé par un concept C, noté D C C,
ssi pour toute interpretation Z, DT C CZ. Cette définition
est codée en Coq comme suit:

Definition subsumed cl c2 := forall i,
Included (D i) (interpC i c1) (interpC i c2).

Parmi les lemmes qu’on peut démontrer, on cite:
e Le concept vide (bottom) est un concept insatisfiable

e Le concept Top subsume tout autre concept.

'Remarque notationnelle: on accéde & un composant d’un
record par application fonctionnelle du sélecteur. Ainsi, le
composant D de i s’écrit D i



e Un concept ¢ est subsumé par cz, ssi ¢i M —ce n'est
pas satisfiable.

Lemma sub_to_unsatis: forall cl c2,
subsumed cl c2 <->
concept_unsatisfiable (AndC c1 (NotC c2)).

5.3 Base de connaissances

Dans les logiques de description, la représentation de con-
naissances s’articule autour de deux niveaux: Les Tbox (ter-
minological boz), qui permettent de raisonner uniquement
sur des concepts, et les Abox (assertional boz), qui intro-
duisent un raisonnement sur des individus. Ces derniers for-
ment la notion la plus fondamentale car on peut ramener les
Thox aux Abox. C’est pour cela que nous nous concentrons
uniquement sur ces derniers.

Les Abox contiennent un ensemble d’assertions sur les in-
dividus, comme les assertions d’appartenance et des asser-
tions de réle. Un aziome assertionnel (aussi appelé fait)
est soit de la forme x : C' (“z appartient au concept C”) ou
z #y (“z et y sont des individus différents”) ou = r y (“les
individus z et y sont reliés par le role r”). Ces notions sont
traduites en Coq comme suit:

Inductive fact: Set :=

inst : NI -> concept -> fact
| rel : NI-> NI -> role -> fact
| dif : NI-> NI -> fact.

On étend maintenant la notion d’interprétation Z aux faits
d’une Abox:

e 7 satisfait ’axiome assertionnel z : C ssi 27 € CT

o T satisfait 'axiome assertionnel zry ssi (zZ,y%) € r*

e 7 satisfait axiome assertionnel x # y ssi xZ # y7
Dans Coq, la notion de satisfaibilité est donnée par:

Definition inter_satisfies_fact i (Aa:fact) :=
match Aa with
| inst ni ¢ =>
In (D i) (interpC i c¢) (interp_inst i ni)
| rel nil ni2 r =>
interpR (D i) (interp_r i) r
(interp_inst i nil) (interp_inst i ni2)
| dif nil ni2 =>
interp_inst i nil<>interp_inst i ni2
end.

Une Abozx est définie comme un ensemble fini d’axiomes
assertionnels (fact). Pour la représentation des ensembles
finis, on utilise la bibliotheque Fset de ’assistant de preuve
Coq: donc les éléments de cet ensemble sont des faits dont
I’égalité est décidable.

Le systeme des modules de Coq est similaire & celui de
Caml. On distingue trois catégories :

e un module est une collection d’objets Coq.

e une signature (interface) correspond au type d’un mod-
ule.

e un foncteur (module paramétré) est une fonction qui
prend des modules en arguments et produit un module
en résultat.

On définit un foncteur Fact_as_DT (fait comme un type
décidable) qui respecte la signature DecidableType de la
bibliotheque Cogq.

Module Fact_as_DT <: DecidableType.
Definition t := fact.
Definition eq := Qeq t.
Definition eq_refl := Q@refl_equal t.
Definition eq_sym := Q@sym_eq t.
Definition eq_trans := Qtrans_eq t.
Lemma eq_dec :forall x y:t, {eq x y}+{"eq x y}.
Proof.
unfold eq.
repeat decide equality .
Qed.

End Fact_as_DT.

Ensuite on définit le type Abox qui est un ensemble fini
(Fset) de faits par l'instanciation du foncteur WSfun par le
module Fact_as_DT:

Declare Module Import fsetsfact : WSfun Fact_as_DT.

Notation Abox := fsetsfact.t.

Une interprétation Z est un modele pour une Abox A si
tous ses axiomes sont satisfaits par Z.

Definition is_model_Abox i (A:Abox ): Prop :=
forall Aa, In Aa A -> inter_satisfies_fact i Aa.

Une Abox A est satisfiable si elle possede un modele.

Definition abox_satisfiable (A :Abox) : Prop :=
exists i, is_model_Abox i A.

De la méme maniere que pour les faits, on définit le fonc-
teur NI_as_DT.

Module NI_as_DT <: DecidableType.
Definition t := NI.
Definition eq := Qeq t.
Definition eq_refl := Q@refl_equal t.
Definition eq_sym := @sym_eq t.
Definition eq_trans := Qtrans_eq t.
Lemma eq_dec :forall xy :t,{eq x y} + {“eq x y}.
Proof.
unfold eq.
trivial.
Qed.

End NI_as_DT.

Setni représente le type des ensembles finis des instances:

Declare Module fsetsni: WSfun NI_as_DT .
Notation Setni := fsetsni.t.

6. TABLEAUX SEMANTIQUES POUR ALC

Un tableau sémantique est une procédure qui permet de
construire une interprétation qui satisfait ’assertion d’un
concept donné. Les dérivations peuvent étre établies par
I'application d’un ensemble de régles de décompositions. Ini-
tialement, on commence par une Aboz avec une assertion de
la forme a : C, ou le concept C' doit étre en forme normale
négative (negation normal form). On applique des régles
de décomposition jusqu’a obtenir un tableau ol aucune re-
gle n’est applicable. Notre approche est donc applicable a
n’importe quel tableau initial qui peut contenir un nombre
quelconque (mais fini) de faits.



6.1 Forme normale négative (NNF)

Soit C un concept arbitraire dans ALC. On dit que C
est en forme normale négative ssi — apparait seulement de-
vant les noms de concept. Dans la suite, on construit une
fonction qui calcule la forme normale négative d’un concept
quelconque, et un prédicat qui teste qu'un concept est en
forme normale.

Fizpoint trans_neg (a:concept)
match a with
AtomC ¥ => NotC (AtomC x)

: concept :=

Top => Bottom
Bottom => Top

AndC ¢ d => 0rC (trans_neg c) (trans_neg d)
0rC ¢ d => AndC (trans_neg c) (trans_neg d)
SomeC r ¢ => AllC r (trans_neg c)

end.

|
|
|
| NotC c = c
|
|
|

Fizpoint NNF (a :concept) : concept :=
match a with
NotC c1 => trans_neg (NNF c1)
AtomC x => AtomC x
Top => Top
Bottom => Bottom

0rC c1 c2 => 0rC (NNF ci1) (NNF c2)
A11C r ¢ => Al11C r (NNF c¢)
SomeC r ¢ => SomeC r (NNF c)

end.

|
|
|
|
| AndC c1 c2 => AndC (NNF c1) (NNF c2)
|
|
|

La fonction NNF calcule la forme normale négative d’un
concept. Cette fonction préserve la sémantique, i.e, la sé-
mantique d’un concept C est égale a la sémantique de de sa
forme normale:

Lemma semNFCC : forall i c ,
interpC i ¢ = dinterpC i (NNF c).

Un prédicat qui vérifie qu'un concept est en forme normale
est défini comme suit:

Fizpoint isNF (a:concept): Prop :=
match a with

AtomC x => True
Top => True
Bottom => True

AndC c1 c2 => isNF c1 A isNF c2
0rC cl1 c2 => isNF c1 A 1isNF c2
A11C r ¢ => isNF c
SomeC r ¢ => isNF c

end

|
|
|
| NotC ci1 => exists x , c1 = (AtomC x)
|
|
|
|

Les deux fonctions présentées ci-dessus sont équivalentes,
la premiere est calculatoire, tandis que la deuxieme est déclar-
ative. Le lemme suivant démontre 1’équivalence entre ces
deux fonctions.

Lemma isnf_eq_nnf: forall c, isNF c <-> (NNF ¢c) = c.

Un axiome assertionnel (fact) est en forme normale néga-
tive ssi ses concepts sont en forme normale négative.

Defintition is_fact_normal (f:fact) :=
match £ with
| inst x ¢ => isNF ¢
| _ => True

end.

Une Aboz est en forme normale négative ssi tous ses ax-
iomes assertionnels sont en forme normal négatif.

Definition is_Normal_Abox (ab:Abox):Prop :=
forall f:fact, In £ ab -> is_fact_normal f

6.2 Les regles de décomposition (transforma-
tion)

Soit C' un concept sous forme NNF . Afin de tester la satis-
fiablité de ce dernier, I'algorithme de tableau démarre avec
une Aboxz A = {z : C} et applique les régles de transforma-
tion (décomposition) qui préservent la consistance jusqu’a
ce qu’aucune reégle ne puisse étre appliquée. Les régles de
transformation sont résumées dans la Table 1.

Les regles de décomposition sont considérées comme des
regles de réécritures, dont chaque regle est codée indépen-
damment des autres regles, et on verra dans § 7 que ceci
meéne a une preuve modulaire de la correction des regles.

Il faut interpréter les regles de la Table 1 comme suit:
Chaque regle a une condition d’applicabilité. Celle-ci coin-
cide, dans notre cas, avec le constructeur de la racine du
concept, et c’est de celui-ci que la regle dérive son nom.
L’application d’une regle est sujette a des conditions d’appli-
cabilité négatives: Dans le cas de —n, par exemple, il faut
s’assurer que les deux “sous-concepts” x : C1 et z : C2 ne
sont pas encore tous les deux présents dans le tableau actuel
A. Si les conditions sont satisfaites, on exécute une action,
qui consiste généralement a rajouter des éléments au tableau
actuel.

Dans le systéeme Coq, chaque regle est définie comme un
prédicat binaire, codé comme prédicat inductif avec un seul
constructeur. Regardons maintenant ces définitions de plus
pres.

La regle —n est déterministe et ne s’applique qu’une seule
fois sur un fait:

Inductive Andrule (bl:Abox) (b2:Abox): Prop :=
mk_andrule: forall x cl c2,
In (inst x (AndC c1 c2)) bl A
~“ (In (inst x c1)bl A In (inst x c2)bl)
-> b2 = add(inst x c2) (add(inst x cl1) bil)
-> Andrule bl b2.

La regle —, est une regle indéterministe. Pour que l'on
puisse la coder, on la rend déterministe par I'introduction de
deux regles: La régle —yr (Left) introduit 1’élément gauche
de la disjonction tandis que la régle —yr (Right) introduit
I’élément droit de la disjonction.

Inductive Orruleleft (bl:Abox) (b2:Abox): Prop :=
mk_Orruleleft: forall x cl c2,
In (inst x (0rC cl c2)) bl A
~ In (inst x c1) b1 A ~ In (inst x c2) bl
-> b2 = add (inst x cl1) bl
-> Orruleleft bl b2.



Regle Condition Condition d’applic. negative Action

—n r:CinNCy e A A:=AU{z:Ci,z:Cs}

x: Cy et z : C2 ne sont pas tous deux dans A

—y |z:CiUC e A ni z:Ciniz:Cs dans A A:=AU{z:Ci} ou A:= AU {z: Cs}

—v x:VrC € A zry€E Amasy: C ¢ A A:=AU{y:C}

—3 z:3IrC e A Fy tq. vy et y : C soient tous deux dans A | A:= AU{z:C,z r 2z} ol z est une nouvelle variable

Table 1: Les régles de décomposition pour la méthode des tableaux sémantique pour ALC

Inductive Orruleright (bl:Abox) (b2:Abox): Prop := Definttion sound (r:Abox -> Abox -> Prop) :=

mk_Orruleright: forall x cl c2,
In (inst x (0rC cl1 c2)) bl A
~ In (inst x c1) b1 A ~ In (inst x c2) bl
-> b2 = add (inst x c2) bl
-> Orruleright bl b2.

Pour un fait, la regle —v peut étre appliquée plusieurs
fois. Il est toutefois possible qu’elle n’est pas applicable a
une étape sur un élément de la forme x : VrC mais qu’elle le
devient apres I’application d’une autre regle qui génere un
élément de la forme z r y.

Inductive Allrule (bl:Abox) (b2:Abox): Prop :=
mk_Alrule: forall x y r ci,
In (inst x (A11C r c1)) bl A
In (rel x y r) blA ~ In(inst y c1) bl
-> b2 = add (inst y c1) bl
-> Allrule bl b2.

Pour formaliser la regle —3 on doit construire ’ensemble
des instances dans I’ Aboz, afin de générer une nouvelle vari-
able. Cette variable ne doit pas avoir une occurrence dans
1’Aboz. La fonction set_ni_in_abox retourne ’ensemble des
instances qui apparaissent dans I’ Aboz.

Definttion construct_set_in_fact (f:fact)(A:Setni):
Setni := match f with
| inst ni ¢ =>
fsetsni.add ni A

| rel nil ni2 r =>

fsetsni.add nil (fsetsni.add ni2 A)
| dif nil ni2 =>

fsetsni.add nil (fsetsni.add ni2 A)
end.

Definition set_ni_in_abox (AB:Abox): Setni :=
(fold construct_set_in_fact AB fsetsni.empty).

La regle —3 peut maintenant étre définie par:

Inductive Somerule (bl:Abox) (b2:Abox): Prop :=
mk_Somerule: forall x z r cli,

In (inst x (SomeC r c1)) bl A

(forall y,

" (In (rel x y r) bl A In (inst y c1) b1)) A
~ (fsetsni.In z (set_ni_in_abox bl))
-> b2 = add (rel x z r) (add (inst z cl1) bil)
-> Somerule bl b2.

7. PREUVE DE LA CORRECTION (SOUND-
NESS)

Pour prouver la correction de 'algorithme du tableau sé-
mantique, il est nécessaire de démontrer la préservation de la
propriété de la satisfiabilité: Si une Abox A se transforme en
Abox B, et si B est satisfiable, alors A est aussi satisfiable.
On définit le prédicat d’adéquation comme suit:

forall AB1 AB2,
r AB1 AB2
-> abox_satisfiable AB2
-> abox_satisfiable AB1.

On peut prouver l'adéquation de chaque regle de ALC.
Par exemple, I’énoncé du lemme d’adéquation de la regle
—n est:

Lemma and_sound: sound Andrule.

Le principe de la preuve est similaire pour les autres regles,
pour chaque preuve, si ABs est satisfiable, donc elle possede
un modele et ce modeéle satisfait aussi AB;.

La formalisation qu’on propose est une formalisation mod-
ulaire, dont chaque régle est codée indépendamment des
autres regles, les preuves sont aussi modulaires. L’objectif
est d’écourter les preuves et de les rendre lisibles, ainsi pour
pouvoir réutiliser cette formalisation pour une logique plus
expressive.

On définit la liste des regles pour la logique ALC comme
suit:

Definition ALC_rules :=
Andrule: :0Orruleleft: :0Orruleright
::Allrule: :Somerule: :nil.

Cette représentation peut éventuellement étre valable pour
d’autres logiques moins expressives ou encore plus expres-
sives. Il suffit selon le cas réduire ou étendre la liste des
regles.

Une Abox AB; se transforme en Abox ABs, ssi une regle
parmi les regles de cette liste est appliquée. La fonction
disj_rule transforme une liste de regles en une regle qui
est la disjonction des regles individuelles:

Figpoint disj_rule (1:list (Abox -> Abox -> Prop)):
(Abox -> Abox -> Prop) := match 1 with
| nil => (fun AB1 AB2 => False)
| r::rs => (fun AB1 AB2 => (r AB1 AB2) V
(disj_rule rs AB1 AB2))
end.

On prouve si toute regle dans la liste des regles est adéquate,
alors la disjonction de ces regles est aussi adéquate:

Lemma sound_extend_disj:
forall (1:list (Abox ->Abox ->Prop)),
(forall r, List.In r 1 -> sound r)
-> sound (disj_rule 1).

Soit — la fermeture réflexive transitive d’une relation r.

Definition rstar_rule := Rstar Abox



On peut démontrer le lemme suivant :

Si une regle —, est adéquate alors —;. est aussi adéquate,
ie, Si A — B, et si B est satisfiable alors A est aussi
satisfiable.

Lemma sound_extend_rstar:
forall r, sound r -> sound (rstar_rule r).

Pour établir une preuve de correction de toutes les regles,
on définit le prédicat ALC_rule (écrit — arc) qui représente
la disjonction des regles de transformation de la logique

ALC.

Definition ALC_rule := disj_rule ALC_rules.
Lemma rule_sound: sound ALC_rule.

8. PREUVE DE LA COMPLETUDE (COM-
PLETENSS)

Pour prouver la complétude, il est nécessaire d’introduire
les deux définitions suivantes: Une Abox est compléte si au-
cune reégle de transformation n’est applicable.

Definition complet AB := forall AB1,
” ALC_rule AB AB1.

Une Aboz est contradictoire si elle contient une contrainte
contradictoire (clash), i.e, z: C et x : =C ou x : L.

Definition contains_clash (AB:Abox): Prop :=
exists x, exists c,
(In (inst x c) AB A In (inst x (NotC c)) AB)
V (In (inst x Bottom) AB).

Une étape de calcul consiste a appliquer une regle sur
une Abozx, on calcule donc le “successeur” d’une Abozr en
applicant une regle de ALC.

Definition succ AB1 AB2: Prop := ALC_rule AB2 AB1.

La propriété fondamentale de la correction de ’algorithme
du tableau est que si I’Aboz est fermée (contient un clash)
alors elle est insatisfiable:

Lemma content_clash_not_satisfiable: forall AB,
contains_clash AB -> ~ abox_satisfiable AB.

Enfin, si une Abor A est complete et non contradictoire,
alors elle est satisfiable. Dans ce cas, il existe une interpré-
tation qui satisfait A, qui est appelée interprétation canon-
ique Za, dont les composants sont définis comme suit:

1. Le domaine d’interprétation Az, de Za est Pensemble
de tous les individus inclu dans A

2. Pour chaque nom de concept P on définit
Pr, ={z|(z: P) € A}

3. Pour chaque nom de role r on définit
TIA = {(l’,y)|’f’(l’,y) € A}
La description correspondante en Coq est:
Definition
set_ni_left_atom A (AB:Abox): Ensemble NI :=
fun x => In (inst x (AtomC A)) AB.

Definition
rel_ni_atom_role R (AB:Abox): Relation NI :=
fun x y => In (rel x y (AtomR R)) AB.

L’interprétation canonique est donc définie comme suit:

Definttion can_in (AB : Abox): Interp :=
Build_Interp (fun c => set_ni_left_atom c AB)
(fun R => rel_ni_atom_role R AB)
(fun x => x).

Maintenant, ’objectif, est de démontrer que, si une Abozx
est non contradictoire et complete, alors elle est satisfiable
par linterprétation canonique.

Lemma complet_not_contr_is_satisfiable:
forall AB1, is_Normal_Abox AB1
-> complet AB1
-> 7 contains_clash AB1
-> abox_satisfiable AB1.

9. PREUVE DE LA TERMINAISON

La terminaison est une propriété importante des systémes
de réécriture. Une méthode classique pour prouver la ter-
minaison d’un systéme de réécriture est d’exhiber un ordre
bien fondé sur les termes, tel que, si A; se réécrit en Ay alors
A1 > As.

Formellement, on doit prouver que la relation successeur
est une relation d’ordre bien fondée. Nous anticipons ici le
résultat que nous développons dans les sections suivantes:

THEOREME 1. wellfounded succ.

Pour prouver ce théoreme, on associe a chaque Abox une
mesure. Si cette mesure décroit pour toute régle dans un
ordre bien fondé, la terminaison est assurée. Dans notre
cas, une mesure est une fonction de type Abox — T pour un
domaine T équipé d’une relation bien fondée < dans T' que
nous définissons dans § 9.3.

La preuve du théoréeme se fait a 'aide d’un lemme qui
dit que la réécriture d'un Abor A; en A, fait décroitre la
mesure:

LEMME 1.
VA1As, (A1 —arc A2) — (Mesure(Az)<Mesure(Ar))

9.1 L’ordre bien fondé multi-ensembliste

Il est bien connu que, si un ordre est bien fondé alors aussi
Pextension de l'ordre aux multi-ensembles est bien fondé [11,
10]. Informellement, un multi-ensemble est un ensemble qui
peut contenir plusieurs fois le méme élément. Formellement,
un multi-ensemble M d’éléments dans un ensemble E est
une fonction de E dans I’ensemble des entiers naturels, qui
fait correspondre a chaque élément z de E le nombre M (x)
d’occurrences de x dans M.

Un multi-ensemble est fini si son support est fini, i.e.
Pensemble des x avec image non nulle est fini. On note M (A)
I’ensemble des multi-ensembles finis sur A. Soit > un ordre
strict sur A. L’extension multiensemble >yt sur M (A) est
définie par: M >, N si il existe les multi-ensembles X,
Y et Z vérifiant:

e Y £
e M =XUY
e N=XUZ

e VzeZ yeY,y>=z



Nous nous sommes appuyés sur une formalisation de ’ordre

multi-ensembliste dans I’assistant Coq élaborée dans le pro-
jet CoLoR [18, 8].

EXEMPLE 4. Un ezemple de multi-ensemble est {{1,2, 3,3}}

qui contient 4 éléments, dont 2 fois l’élément 3.

Le multi-ensemble {{1,4}} >muie {{1,2,3,3}}: le nombre 4
du premier multi-ensemble a été remplacé par les nombres
2, 8, 8 qui sont tous plus petit que 4.

9.2 L’ordre lexiographique

Soient >4 et >pg des ordres stricts sur les ensembles A et
B respectivement. L’ordre lexiographique sur la paire A x B
est défini comme:

(a,0) >iex (@', b)) S a>aa V(a=d ANb>p )

EXEMPLE 5. Dans l’ensembe N
e (5,6) >ies (4,9)
e (5,6) >iex (5,5)

9.3 Une mesure pour I’algorithme de Acc

On introduit les constructeurs nécessaires pour la défini-
tion de la mesure:

La fonction sizeC calcule la taille d’un concept, elle est
défini comme:

Fizpoint sizeC (c :concept): nat :=
match cwith

AtomC _ => 1

| Top =>1

|Bottom =1

|NotC c1i => 1 + sizeC cl

|AndC c1 c2 => 1 + sizeC cl1 + sizeC c2
|0rC c1 c2 => 1 + sizeC cl1 + sizeC c2
|A11C r c1 => 1 + sizeC cil

|SomeC r c1 => 1 + sizeC cil

end.

La définition de la taille d’un fait est dérivée de la défini-
tion précédente:

Definition sizef f :=
match f with
|inst n ¢ => sizeC c
|l_=>0

end.

On définit un prédicat inductif d’applicabilité pour chaque

regle sur un fait, par exemple, le prédicat and_applicablequi

correspond a la regle —n:

Inductive and_applicable (f:fact) (AB:Abox): Prop :=
App_and :forall x cl c2,
(inst x (AndC c1 c2) = £f) A In f AB A
“ (In (inst x c¢1) AB A In (inst x c2) AB)
-> and_applicable f AB.

Le lemme suivant démontre que 'application de regle —n
est décidable.

Lemma and_applicable_or_not: forall f AB,
{and_applicable f AB} + {~ and_applicable f AB}.

Le calcul d’une mesure suit le méme schéma pour toutes
les regles:

e La mesure dans notre cas est un multi-ensemble de
couples de nombres naturels.

e A chaque axiome (fact) de I’ Aboz, on associe un cou-
ple, en fonction de la structure de ’axiome et de I’ Aboz.

e La mesure de I’élément qui est applicable doit décroitre,
sans qu’elle influe sur la mesure des autres éléments

On définit maintenant la mesure sur les axiomes (c’est la
fonction mes_comp d’en bas). Si axiome est:

e Une relation z r y, on lui associe le couple (0,0)
e De la forme z # y, on lui associe (0,0)

e Une instance = : D. Selon la structure de D, il y’a

trois cas:

1. Les cas ou D est un Atome (z : A) ou Négation
(z : =A), on lui associe la valeur (0, 0) ;

2. Le cas ou D est une conjonction, disjonction ou
quantificateur existentiel:

— Si la regle est applicable sur 'axiome, on lui
associe le couple (size(D),0),
— Sinon (0, 0);

3. Le cas ou D est un quantificateur universel (D =
Vr.C) on lui associe le couple (Comp1, Compsz) tel
que:

(a) Comp: = size(D);
(b) Comps = Compa1 + Compzz dont:

— Compa1 est le nombre d’applicabilité de
la regle —v, cad le nombre de x r y dans
I’ Aboz tel que y : C n’est pas dans 1’ Aboz.
On constate ici que Compa; décroit si la
regle —v est applicable, mais si on ap-
plique la regle —3 sur un autre fait, cette
mesure peut augmenter. Pour cela, on
ajoute le composant Compa2 qui assure
que cette mesure reste constante par ’ap-
plication d’une autre regle;

— Compaz est le nombre de I-termes ré-
ductibles et cachés dans 1’Abozr. Cette
valeur décroit si la regle —3 est appliquée
et reste constante ou décroit si une autre
regle est appliquée.

On commence par des preuves de décidabilité.

Definition is_dec (p:Prop) := p+7p.

Definition eq_dec (T :Set) := forall x y:T, is_dec (x=y).

Lemma eq_dec_concept : eq_dec concept.

Lemma eq_dec_role : eq_dec role.

Le lemme eq_dec_role prouve que ’égalité des roles est
décidable. Le type de eq_dec_role dans Coq est Set, on
construit le terme eq_role équivalent de type booléen (bool).

Definition eq_role rl r2 := 2f eq_dec_role rl r2
then true else false.

Et de la méme maniere pour les instances.



Definition eq_ni x y := t2f NI_as_DT.eq_dec x y Fizpoint some_term (x:NI) r c: Abox :=

then true else false . match c with
AtomC _ => empty

Apres cette discussion de spécificités de Coq, nous présen- | Top => empty
tons maintenant les fonctions qui sont nécessaires pour définir |Bottom => empty
forplellement la mesure d’un Aboz. |NotC ci => some_term x T cl

Etant donné un fait f, un réle r, une instance z, et un en- |AndC c1 c2 =>
semble des instances A, la fonction construct_set_of_y_in_rel union (some term x r cl) (some_term x r c2)
ajoute y dans A si le fait est x r y, sinon elle retourne A. |0rC cl c2 =>

union (some_term x r cl) (some_term x r c2)
|A11C _ c1 => some_term x r cl
|SomeC r1 ci=>
if eq_role r ri
then add (inst x (SomeC rl c1))(some_term x r cl)
else some_term x r cl

Definition
construct_set_of_y_in_rel x r(f:fact) (A:Setni):Setni:=
match f with
|rel x1 y r1 => 4f (eq_ni x1 x) && (eq_role r rl)
then fsetsni.add y A else A

| _=>A
end. end.
La fonction set_y_in_abox retourne l’ensemble des y de
x 7y dans I’Aboz. EXEMPLE 9. Soit c1, c2 et c3 des concepts atomiques et
un concept ¢ = Ircl M Ir(cz Ues) U Vres.
Definition set_y_in_abox x r (AB:Abox): Setni := L’ensemble de 3—termes qui occurent dans le concept ¢ est:
fold (construct_set_of_y_in_rel x r) AB some_term x 1 ¢ ={x:3rcy, x: Ir(cz Ues)}.

fsetsni.empty.

. .
EXEMPLE 6. Soit [’abox: Definition set_some_in_fact x r f :=

AB={z:VrC,zry, xrz, xTu, u:ch match f with
| inst y ¢ => some_term x r c
l’ensemble set_y_in_aboz x v AB = {y |z r y € AB} = |_ => empty
{y,z,u}. end.

Dans la suite on construit I’ensemble des y tel que y : ¢ est

, Definition Construct_set_some x r f A :=
dans 1’aboz.

union (set_some_in_fact x r f) A.
Definition construct_set_of_y_in_concept o

c (f:fact)(A:Setni): Setni:= match f with Definition set_of_some_term x r AB :=

| inst y c1 => 4f (eq_dec_concept c ci) fold (Construct_set_some x r) AB empty.
then fsetsni.add y A else A

| _=>A ExXEMPLE 10. Soit I’abox:

end. AB={z : (3rcl M 3r(caUe3) U Vres), o :3req}
L’ensemble set_of_some_term x v AB ={z : Jrci, z :

Definition set_y_c_in_abox c (AB:Abox): Setni := dr(czUcs), x & Jres}.

fold (construct_set_of_y_in_concept c) AB

fsetsni.empty.
Definition some_term_reducible AB f :=
EXEMPLE 7. Soit [’abox: match some_applicable_or_not_2 f AB with
AB={z:Vr.C,zry, xT 2, xT U U:C} | l?ft - => singleton £
| right _ => empty
l’ensemble des y tel que y : ¢ est dans AB: end.
set_y_c_in_aboz c AB={y|y:ce€ AB} = {u}.
Definition Construct_set_some_r AB f A :=
On définit le composant Comp21 comme la cardinalité de union (some_term_reducible AB f) A.

la différence entre les deux ensembles définis avant.

Definition set_of_some_term_r x r AB:=

fold (Construct_set_some_r AB)
(set_of_some_term x r AB) empty.

Definition set_rel x ¢ r AB := fsetsni.cardinal
fsetsni.diff
(set_y_in_abox x r AB) (set_y_c_in_abox c AB).

EXEMPLE 8. Soit I’abox: EXEMPLE 11. Pour l’abox:
AB = {z : (3rclN3r(ceUcs) U Vres) , © : 3req, zry, y: cl}
AB={z:Vr.C,zry, xrz xru, u:ch l’ensemble de I—termes réductibles qui occurent dans AB
Dans ce cas: set_rel xcr AB=|{y,z} = 2. gst: }Set_of_so/ne_te'r‘m_’l’ zr AB ={z : Ir(cz Ucs), x :
TC4q .

Dans la suit on construit le composant Compas.
On commence par la construction de ’ensemble de 3—termes  Pour un fait f et une Abox AB, la mesure de f dans AB est
qui occurent dans un concept: définie comme suit:



Definition mes_comp AB f :=
match f with
|inst x ¢ => match c with
|AndC c1 c2 =>
match and_applicable_or_not f AB with

| left _ => (sizef f, 0)
| right _ => (0,0)
end

|0rC c1 c2 =>
match or_applicable_or_not f ABwith

| left _ => (sizef f, 0)
| right _ => (0,0)
end

|SomeC r c1 =>
match some_applicable_or_not f AB with

| left _ => (sizef £, 0)
| right _ => (0,0)
end

|A11C r c1 => (sizef f, set_rel x cl1 r AB +
cardinal (set_of_some_term_r x r AB))

| _ =>(0,0)
end
|_ => (0,0)
end.

EXEMPLE 12. Soit c1, c2 , c3 et cs des concepts atom-
iques et [’abox:

AB={z:clMN(c2Uc3), z:c2Uc3, x: 2, y:Vres, yrz}.

o Le fait x : c1 M (c2U c3) est réductible, sa mesure est :
mes_comp (z:clM(c2Ue3)) AB = (5,0).

e La mesure du fait x : c2 1l c3 est:
mes_comp (z : c2U¢3) AB =(0,0).

e La mesure du fait y : Vrcs est:
mes_comp (x : c2U c3) AB =(2,1).

On construit la mesure d’une Abox de la fagon suivante:

Definition
construct_Multiset (A:Abox) (f:fact) M1: Multiset
:= insert (mes_comp A f) M1.

Definition Measure2 A B: Multiset :=
(fold (construct_Multiset A) B MSetCore.empty).

Definition Measure_Abox AB := Measure2 AB AB.

EXEMPLE 13. Soit c1, c2 , c3 et cs des concepts atom-
iques et [’abox:

AB={x:clM(c2Uc3), z:c2Uc3, x:¢2, y: Vres, yrz}.
La mesure de AB est le multi-ensemble:

Measure_Aboz AB = {{ (5,0), (0,0), (0,0), (2,1), (0,0)}}.

9.4 La preuve de terminaison pour A.C

Pour chaque application d’une regle, on doit montrer que
la mesure décroit. A titre d’exemple, le lemme suivant dé-
montre cette propriété pour la regle —n .

Lemma and_decrease: forall sl s2, Andrule s2 sl
-> MultisetLT gtA (Measure sl1) (Measure s2).

Une fois que cette propriété est démontrée pour chaque
regle, on peut généraliser cette propriété sur la relation succ:

Lemma succ_decrease: forall sl s2,
succ sl s2

-> MultisetLT gtA (Measure_Abox s1) (Measure_Abox s2).

La relation <,,.; est une relation bien fondée:
Lemma wf_multiLT: well_founded (MultisetLT gt).

Enfin, on peut déduire facilement que la relation succ est
une relation d’ordre bien fondé:

Lemma wf_succ: well_founded succ.

10. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons présenté une formalisation de
la logique de description ALC qui adopte une approche mod-
ulaire. Cette formalisation en Coq s’articule sur plusieurs
modules:

e la spécification de la syntaxe et de la sémantique de

ALC,

e le codage de "Aboz et la formalisation des regles de
transformation du tableau sémantique,

e la preuve de 'adéquation du tableau sémantique,
e la preuve de la complétude du tableau sémantique,

e la preuve de la terminaison du tableau qui nécessite
la définition d’une mesure pour chaque Abox. Nous
avons montré que cette mesure décroit pour chaque
application d’une regle.

Nous envisagerons plusieurs extensions pour ce travail,
parmi lesquelles on peut citer:

e des extensions de la logique ALC pour nous rapprocher
des logiques plus expressives utilisées dans le Web sé-
mantiques, telles que SHOZQ et SHOIN.

e l'extraction d’un raisonneur exécutable certifié.

e des stratégies de preuve qui préservent la complétude
de la procédure, mais qui en augmentent 'efficacité.

e dans le méme sens, on peut viser a concevoir des struc-
tures de données qui permettent une optimisation de
I’application des régles. Ainsi, dans notre implantation
actuelle, il nous faut traverser un tableau a plusieurs
reprises pour tester si une regle est applicable.
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