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RESUME

Dans ce mémoire, on a prouvé la méthode des sous et sur solutions avec les
théoremes de comparaisons et quelques résultats d’existence pour quelques
problemes aux limites de type Dirichlet.

Puis on a présenté des résultats d’existence et d'unicité de solutions pour
quelques problemes de type Neumann.



INTRODUCTION

La méthode des sous et sur solutions trouve son origine pour la premiere
fois dans les travaux de picard en 1890([8] —[9]) pour les équations aux dervees
partielles et en 1893 pour les équations differentielles ordinaires, il été
developpé en 1931 par Scoza Dragoni. Le but de ce travaill, inspiré de ces
exposés, est de faire introduction a cette méthode.

La méthode des sous et sur solutions ([1] — [6]) donne I'existence et la
localisation d’une solution d’un probleme aux limites en presence d’'un couple
de fonctions, appelés sous-solution et sur-solution, bien ordonné. Ces
sous- et sur-solutions peuvent étre considerées comme des approximations
de la solution. Cette méthode est devenue par sa simplicité, un outil standard
pour la recherche des solutions des problemes du type :

u’(t) = f(t,u)

Avec
a<t<b

Le plan que I'on va adopler est le suivant :

Le chapitre 1, Il reforme quelques rappels susceptibles de nous aider a
atteindre le but ultime de ce travail il est composé de deux section :

Section 1 : Elle concerne quelques résultats sur 'analyse fonctionnelle
(fonction borneé, fonction continue, fonction lipschitzienne......)

Section 2 : On rappel quelque théoreme de probleme de Sturm-Lioville
Linéaire et donner des résultats élementaires sur ’existence de solutions ainsi
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que sur la théorie fondamentale de la fonction de Green.

Dans le chapitre 2, une discussion des théoremes de l'existence d’une
paire de sous- et sur-solutions bien ordonnées dévoilera les implications
concernant l’existence, la localisation d’'une solution ainsi que des informa-
tions sur la structure de ’ensemble des solutions.

Dans le chapitre 3, on s’inspire du chapitre 2 et on donne quelques
résultats d’existence et d’unicité de solutions pour quelques problemes de

Sturm-Lioville de type Neumann .

Le mémoire est cloturé par une conclution.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES
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Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions et théoremes dont on aura
besoin tout au long de ce travail [16] [17].

1.1 Analyse fonctionnel

1.1.1 Fonction Bornée

1.1.1.1 Définition

— Une fonction f définie sur un ensemple D de R est minorée si et seule-
ment si il existe m € R appelé minorant tel que pour tout réel x de
I'ensemble D, f(z) > m

— Une fonction f définie sur un ensemple D de R est majorée si et seule-
ment si il existe M € R appelé Majorant tel que pour tout réel x de
I'ensemble D, f(z) < M

— Une fonction f définie sur un ensemple D de R est bornée si et seule-
ment elle est a la fois minorée et Majorée, il existe un réel M € R tel
que :

|f(x)] < M,Vz € D

Exemple 1.1 1. La fonction sinus sinz : R — R est bornée (minorée
par -1 et majorée par 1)

—1<sinx <1

2. La fonction % définie pour tous les réel x a 'exception de 0 est non
bornée, a mesure que T s’approche 0, les valeurs de cette fonction
deviennent de plus en plus grandes. Cette fonction peut étre rendue
bornée si on la restreint par exemple a [1,+00]

3. Toute fonction continue de [0,1] dans R est bornée. Plus généralement :

— Toute fonction continue d’un espace compact dans un espace métrique
est bornée .

— Toute fonction localement bornée d’un espace dénombrale compact
dans R est bornée et atteinte ses bornes .
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1.1.2 Fonction Continue
1.1.2.1 Définition

On dit qu’une fonction f est continue au point ¢ si et seulement si f(z)
existe et les deux limites de f(x) & gauche et a droite en x, existent et sont
égales & f(xo)

lim f(x) = lim f(z) = f(ao)

.ZE—)$0 LE—)IO

Exemple 1.2 La fonction sinus est continue sur R : pour tout xqg € R et
pour tout € > 0 on peut prend p =€

1.1.3 Fonction Lipschitzienne
1.1.3.1 Définition

Soit I un intervalle de R, f : I — R une application et p un réel stricte-
ment positif.
on dit que f est p-lipschitzienne si et seulement si

V(z,y) € I |f(z) — fy)| < plz—yl

— f est lipschitzienne s’il existe p > 0 tel que f soit p-lipschitzienne

— le plus petit p tel que f soit p-lipschitzienne est appelé constante de
lipschitz

— f est dite contractante si et seulement s’il existe un p € [0, 1] tel que f
soit p-lipschitzienne

Proposition 1.1 — Toute fonction lipschitzienne est continue et méme
uniformément continue.

Démonstration. Soient f : I — R une fonction u-lipschotzienne (avec I un
intervalle réel et p un réel positif ) et € > 0

On pose k = uil > (0. Comme f est p-lipscitzienne. Alors on a : :

€

V(z,y) € o —y| <k = |f(x) — f(y)] Spogse

D’ou { est unif-continue sur I. =
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Exemple 1.3 — Toute fonction continiment dérivable sur un intervalle
fermé et borné est lipschitzienne .

— La fonction f : [0,1] — R définie par f(x) = \/x n’est pas lipschit-
zienne

1.1.4 Equicontinuité
1.1.4.1 Définition

Cette notion permet de controler les variations de la fonction indépendament
du point ou on la considere.

Autrement dit, au lieu de faire varier le point ou 'on étudie la continuité
on fait varier la fonction.

Définition 1.1 Soient X et Y deux espaces métriques.
Notons C (X,Y) l'ensemble des fonctions continues définies de X dansY .
On dit qu’une partie F' de C (X,Y) est equicontinue en xq € X si :

Ve > 0,36 = d(zg,¢) > 0,Vy € X : |ly—aol| <6 =Vf e F | fly)—f(xo)] <e

Remarque 1.1 Le préfize "équi” indique une uniformité par rapport aux
fonctions f € F.

Exemple 1.4 Soit F' une partie de C' (X,Y).
St toutes les fonctions de F' sont C-lipschitzienne pour une méme constante

C > 0 tel que :

VieF | flx)=fy) Iy Cllz—ylxVe,ye X

Alors F' est équicontinue.

Plus précisément, il suffit que tout point x € X possede un voisinage ouvert
V. tel que toutes les fonctions de F soient C, lipschitzienne sur V, pour une
meéme constante C, dependant uniquement de x :

Vee X, 3V, C X Vf e Fuf| f() = f) IS Ca 2=y llv. -
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1.1.5 Equicontinuité uniforme
1.1.5.1 Définition

Définition 1.2 Soit (X, d) un espace métrique et soit F' une partie de C(X, X).
On dit que I est uniformement équicontinue sur X si :

Ve > 0,36 > 0:Va,y € X,d(z,y) < 8 = ||f(z) — fW)|| lx< &, Vf € F.

Lemme 1.1 Soit X un espace métrique compact et F' une partie équicontinue
de C(X,X) alors F' est uniformement équicontinue sur X.

Démonstration.
Soit € > 0.
Supposons ’équicontinuitée de I’ pour chaque z € X, notons 6, > 0 une
constante dépende de .
tel que :
Vye X :d(z,y) <20, = |f(z) — fly)| <e,VfeF
Soient X = U}_, B(xy,68) et 6 = Min{d},52,...,6").

Considérons z,y € X et on suppose que d(z,y) < ¢ tel que z € B(wxy, 6F)
L’inégalité triangulaire montre que y € B(wy, 20%). En effet :

< 26"

|f (@) = fl@)l + [f (@r) = f(y)]
2¢

IN A

D’ou, F est uniformement équicontinue. m

1.1.6 fonction homogene
1.1.6.1 Définition

Soit E et F' deux espace vectoriels sur le méme corps commutatif K.

Une fonction f dans E dans F est dit homogene de dégré o € R si :
Vte K,Vx € E, f(tx) =t f(x).

Si IC est sous- corps des réels, on dit que f est positivement homogene de
dégré a si
Vit e K,Vo € E,| f(tz) = [t|*f(z).
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Exemple 1.5 — Une application linéaire est homogeéne de dégré 1.

1.1.7 Ensemble compact

1.1.7.1 Définition

Soit A un ensemble d’'un espace métrique X. On dit que A est compact
s’il vérifie la propriété de Borel-Lebesgue :
de tout recouvrement de A par des ouverts on peut extraire un sous recou-
vrement fini.

1.1.8 Ensemble relativement compact

1.1.8.1 Définition

Pour qu’une partie A d’un espace metrique complet X soit relativement
compact, il suffit que pour tout € > 0, il existe une partie compact K. de X
tel que :

Vee A, d(z,K,) <e

Dans tout ce qui suit £ désigne un espace de Banach.

1.1.9 Opérateur completement continu

1.1.9.1 Définition

On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires définies de E dans
F.
Un opérateur continu 7" € L(E, F) est dit complétement continu si I'image
T(Bg) est une partie relativement compact de F.

Théoréme 1.1 Théoréme d’Ascoli-Arzella Soient (X, d) un espace métrique
compact, A un sous-ensemble de C(X).
On suppose que :

1. A est borné pour la norme de C'(X) :

M > 0,Vf e A | f(z) ||< M,Vx € X.
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2. A uniformement équicontinu :
de > 0,30 > 0,Vf € A Vs, t € X :d(s,t) <d=||f(s)— ft)]| <e
Alors, A est relativement compact.

Exemple 1.6 On considére lopérateur : V : L*([0,1]) — C([0,1]) défini
par :

V(@) = [ fo

Montrons que V' est completement continu :

— V est continu : Pour tout z € [0,1] et f € L?([0,1]), on a :

V(F@)l = 1o fO)dt] < o 1fOldt <[ £ <] £ I]1e

Donc

I oIl £ 112, Yf € L%([0,1])

— Soit Bpe une partie bornée de L?([0,1]) et soit C' > 0 une constante

positive tel que :
Bz ={f € L% | f |12 C}

On a:

V(f @) <l fll<C
Alors;;

| V(f) < O,V € By
Donc;

V(BLQ) = {Vf,f S BL2}

est uniformement borné .
De plus,I’ensemble V(L?) est équicontinu de C([0,1]).

Soit z,y € [0,1] et f € L%([0,1]).
On a:

IN

= ([ 1e)”

< N fllzly— =™

Vi(y) — V()]
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< Cly—=|"

< 0, Vf e By

D’aprés le théoreme d’ Ascoli-Arzela, 'opérateur V' est relativement compact
et envertu de la définition (1.1.9) V est completement continu.

Théoreme 1.2 Théoréme de Schauder : Soient X un sous ensemble
fermé, borné, convexe, non vide d’un espace de Banach E et f: X — X.

Si f est complétement continue alors f admet au moins un point fize vy € X
tel que :

f(wo) = Zo-

Théoreme 1.3 Théoréme des valeurs intermédiaires Soit f une fonc-
tion continue et stictement monotone sur un intervalle [m, M| , alors pour
tout nombre réel k € [f(m), f(M)], il existe un unique réel ¢ € [m, M| telle
que F(c) = k.

1.2 Probleme de strum-liouville linéaire ho-
mogene|[12]

1.2.1 Introduction :(Exemples)

On considere les quatres problemes linéaires homogenes suivants :

(a){y”—l—y:O, 0<z<l1
y(0) =y(1) =0

La solution de ce probleme est yo(z) = Cj cosx + Cysinx et en utilisant
les conditions aux limite on trouve : y = 0.

Donc ce probleme a seulement la solution triviale y = 0. .

"4y =0, 0<z<l1
(“{ y(0) = (1) = 0
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La solution de ce probleme est y(z) = C} cos(mz) + Cysin(nz) et en utilisant
les conditions aux limite on trouve :

yo(z) = Cysin(mz) /Cy € R

Il y’a une infinité de solutions.

y(a) =y(b) =0

Si A < 0alors 7 = v/—X et y(x) = vy exp(xvV/\) + 15 exp(—2v/)\) donc y = 0

(c){ YV '+ Ay=0, a<x<b

Si A > 0 alors y(z) = K, cos(zvA) + Kasin(—zv/))
Il y a une double infinité de solutions.

y' =0, a<x<b
(d>{ y(0) = 0, y(1) = 1

La solution du probleme est y(x) = C; + Cyx ce qui implique que y(0) =
C’1:Oety(1):(]2:1
Finalement ce probleme admet une unique solution y(z) = x

1.2.1.0.1 Conclusion : Un probleme aux limites linéaire peut admettre
zéro, une ou une infinité de solutions, cela dépend des conditions aux bords
et du coeficient multiplicateur de y et la longeur de I'intervalle d’etude.

Définition 1.3 (Probléme de Strum-liouville linéaire, régulier, homogeéne)
Soient p € C'([a,b]),q,r € C([a,b]) des fonctions réelles telles que p,r > 0

sur [a,b] et soient (a, 3,7,0) € R* tels que o® + B> # 0, v* + 6% #0

On appelle probleme de Strum-liouville linéaire, régulier, homogéne le probleme :

(py) +(q+ X )y =0, a<z<b
(P) 4§ ay(a) + By'(a) =0
vy (b) + 6y’ (b) =0
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A € C est appelé valeur propre du probleme (SLH) si ce probleme admet
une solution non triviale. Les conditions aux bords de 'intervalle ]a,b[ sont
linéaires et séparées. Nous ne considérons pas les conditions aux bords non
séparées, c’est-a-dire du type

cuy(a) + a2y (a) — duyla) — dizy'(a) = (1.1)
c21y(b) + ca2y’ (b) — da1y(b) — da2y'(b) = .
Remarque 1.2 — Si le second nombre est non nul (dans [’équation ou

dans les conditions), on dit que le probléme est non homogéne.

— Le probleme est dit régulier car les fonctions p et r ne s’annulent pas

sur (a,b).

— Une équation général du second ordr y” + a(x) y’ + b(x)y = 0 peut
se mettre sous forme de Sturm-Liouville ; en posant A(z) = [a(t)dt
équation prend la forme [y et @) 4+ b(z)eA @y = 0. La réciproque est
vraie si p est de classe Ct

— sicqq et dyy est nul alors le probleme (1.1) est Neumann ou cy2 et dio
est nul alors le probléme (1.1) est Dirichlet sinon le probleme (1.1)
est mize

1.2.2 Existence de solutions du probleme de Strum-
liouville linéaire

Dans cette section on prend A = 0 et on s’intéresse aux questions d’exis-
tence et de multiplicité des solutions du probleme

(py) +qy=f (NH)
(Pnn) { cay(a) 4+ azy'(a) =0
Biy(b) + B2y (b) =0

On associé a ce probleme le probleme homogene suivant :

(py) +qu=0 (H)
(Pr)§ awy(a) + azy'(a) =0
Bry(b) + B2y’ (b) =0
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ott p € C*([a,b]),q € C([a,b]) (a, B,7,0) € R* a2 +a2 # 0, B12+ 522 £ 0.

Définition 1.4 (Fonction de Green) On appelle fonction de Green as-
sociée au probléme homogene (Py) une fonction G : [a,b]x[a, b] — R vérifiant
les propriétés suivantes :

(a) G est continue sur [a,b] X [a,b].

(b) G est symétrique < G(z,y) = G(y, x) Y,y € [a,b]

(c) %—f continue pour x # y.

(d) SE () — 55 (9 = 5 Yy €lal)

(e) La fonction x — G,(x) = G(z,y) solution de l’équation (H), x # y.

(f) x — G(z,y) vérifie les conditions de bords Yy € |a, b].
Théoréme 1.4 Supposons que le probléme homogéne (Py) n'admet pas de
solution non triviale, alors il existe une (et une seule) fonction G qui ne

dépend pas de [ appele fonction de Green, telle que, pour toute fonction f, la
solution y du probléme non homogéne (Pny) s’écrit de maniére unique sous

la forme = y(x)=]? G(x,y)f(y)dy

1.2.2.0.1 Meéthode pratique pour trouver la fonction de Green as-
sociée a un probleme :

Soit 1 et py les solutions respectives des problemes aux conditions initiales :

(H)+{ p1(a) = ay

¢i(a) = —ay
et
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Alors : @1, pg # 0 sont linéairement indépendantes car sinon ¢; (et aussi
9) serait solution du probleme : (Fy) (H)+(CB), ce qui contredit 1'hy-
pothese.

Soit W # 0 leur Wronskien et G la fonction de Green définie par :

1(2)p2(y)

, a<zr <y
G(z,y) = { e
S YSTSD
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Exemple 1.7 Considérons le probleme auzx limites posé sur un intervalle

[a, ]

{ y'=f(z), a<z<b (1.2)

yla) =0,  y(b) =0

Construisons les fonctions @y et py deuz solutions du probléme de Cauchy

tels que :
w1 =0
p1(a) =0

¢i(a) = —1
w3 =0

{ pa(b) =0
@5(b) = —1

Alors, ¢1(x) = (a — x), pa(z) = (b—x) et W(p1,¢2) =b—a.

D’ou la fonction de Green :

@=a)y=b) G <y
- ) > Y

G(x,y)= (bra) .
v (bl(a) b)’ stz > y.

L’unique solution du probléme (1.2) est donnée par

vy = [ Gy

z—b a

- b_alqy_@fwmy+i:aLﬂy—@f@MU

1.3 Théoreme d’existence pour le probleme
de strum-liouville

1.3.1 Cas d’un Second Membre Lipschitzienne

Théoreme 1.5 soit f : [a,b]xR? — R une fonction continue, lipschitzienne
par rapport auzr deux derniére variable et borné, alors pour tout réel v,0 le
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probleme
y'=flz,y,y), a<z<b
y(a) = (1.3)
y(b) =9
Admet auz moins une solution y € C?([a, b])

1.3.2 Cas d’un Second Membre Continue borné

Théoréme 1.6 ([10] — [11]) Soit f : [a,b] x R — R une fonction continue
et bornée :

M >0, |[f(z,y)| <M V(z,y) €[a,b] x R
Alors le probleme :
y'(z) = flo,y), a<x<b
() { y(a) = y(b) = 0 (14)

Admet au moins une solution y € C%([a, b])

La démonstration de ce théoreme repose sur le théoreme de Schauder.
Démonstration. Par la méthode du point fixe : Soit £ = C°([a,b], R) I'es-
pace des fonctions continues de [a,b] dans R et T': E — E un opérateur tels
que :

Ty(a) = [ Gla.s) (s, yls)ds.

Selon le théoréeme 1.4, le probleme (P) est équivalent au probleme de point
fixe Tu = u.

Lemme 1.2 Soit I= Ja,b/, f € C(I,R%R) et h € C(R*, R}) une fonction

satisfaisant a la condition de croissante suivante :
| ds =+ (4)
——ds = 400
h(s)
Et il exviste M > 0 telle queVx € I, |y| < M,z € R,|f(z,y, 2)| < h(]z]).
Soit y une solution de ’équation différentielle v = f(x,y,y") telle que

ly(x)] < M,Vz € I, alors il existe N = N(M,h,I) > 0, telle que |y'(z)] <
N,Vx e I.
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Dans ce chapitre. On s’interesse aux théoremes de comparaison et a la
méthode des sous et sur solutions pour des probleme aux limites de condition
mix, [6, 7, 9, 10, 11, 13, 14].

Considérons le probleme de Sturm-Lioville non linéaire

y' = f(z,y,9)
(Pnn) aqy(a) + agy/(a) = (2.1)
Bry(b) + Boy' (b) =

Commencons par les définitions d’une sous et sur solutions.

2.1 Définitions

Définition 2.1 Une fonction v deux fois dérivable est dite sous-solution du
probléeme (Pyy) si :

ajv(a) — axv'(a) < « (2.2)
blv(b) + bg’Ul(b) < ﬁ

Comme ay,ay, by, by > 0,a; +as > 0,b; + by > 0, (o, B) € R?

{ V'(x) > f(x,v(x), v (x)), Vz €la, b

Définition 2.2 Une fonction w deux fois dérivable est diet sur-solution du
probléme (Pnp) si :

w'(z) < flow(e), o), Vo el
w(a) — asw'(a) > « (2.3)

Comme (Il,ag,bl,bg > 0,@1 + ay > O,bl + bg > 0, (Oé,/g) € R2

2.2 Résultat d’existence

Théoreme 2.1 Considérons le probleme de Dirichlet suivant ot f ne dépend
pas de la dérivée
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y' = f(,y); a<x<b
{ y(a) = a,y(b) = B (2.4)

Comme (a, B) € R2.

Supposons ’existence de v, w respectivement sous et sur-solutions telles que
v<w.

Supposons que [ : [a,b] X R — R est continue sur ’ensemble

K= { (z,y) € [a,b] x R, v(r) <y <w(r) } (2.5)

Alors le probléeme (2.4) admet au moins une solution u telle que v < u <
w sur [a,b] .

Démonstration.

Comme l'ensemble K est bornée, alors f est bornée sur K mais pas
nécessairement sur [a,b] x R. Introduisons alors la fonction f modifiée de
f, définie par la méthode de troncature comme suite :

. fx,v) + y;f;ﬁ), si y<w(x)
fle,y) =9 fley)+&s s (zy ek
flo,w)+ 552, si oy > w(x)

Si on pose

C’est a dire
6(z,y) = max(v(z), min(y, w(z)).

Alors on peut écrire la fonction f sous la forme suivante :

fla,y) = f@,0)+ y]fi”
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Montrons que f est bornée sur [a, b] x R. En effet soit (z,y) € [a,b] x R
On a:

_ — 0z,
Fal = 1fa)]+ L5
o(, y)
+13)

o(z,
|+ max | ()
z€[a,b],yeR 1+ y2

< o)+l

Yy
< max x,0 +max
< 1 0)| + ma

Comme  v(z) < 8(z,y) < w(z).

Donc  [d(z,y) < max(|v(z)|, |w(@)]).

C’est a dire :

|f (@, y)| < maxzep | f(2,0)|+maxyer |z [+max(|v(@)], [w(z)])

De plus
1

max | 51 <
yeER 1—{—y 14+1 2

Les deux fonctions v et w sont continue sur [a,b] donc bornés par une
constante notée M.
Alors 'inégalité (I) implique que :
7, )| < ma [£(0,8)] + 5 + M
x max |f(z =
Y= z€[a,b] ’ 2 !
D’ot, M > 0 tel que maxyeay |f(z,0)] + 35+ M, < M.on a:
|[fz,y)l <M.

Il reste & montrer que v < u < w sur [a,b], auquel cas f = f.
Pour cela, il suffit de montrer que v < w sur [a,b].
C’est a dire v(z) < u(z), Vz € [a,b]

Raisonnons par ’absurde. Supposons

dxg €la, b, v(xo) > u(zo)
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En posant
d(x) = v(z) — u(x)

Il vient que d(z¢) >0 .
Puisque
d(a) =v(a) —u(a) < a—ula) <0

d(b) = v(b) — u(b) < B — u(b) <0

Alors il existe un intervalle J = [a, ] C [a,b] tel que d(a) = d(B) =0 et
d(xz) > 0,Vz €]a, f[. I esiste donc x; €la, b], Tel que

max d(z) = d(zy)

z€foB]
Avec d'(z1) =0 et
d'(r1) <0 1
d(zy) >0 2

De (1), il vient que v"(xy) < u”’(x1) et de (2) , on a v(z1) > y(z1).

On en déduit donc que f(x,u(ml) = f(x,v(x,) + %&(T)ﬂ

3
=
8
=
N
o

Contradiction avec le fait que d(x1) >0
]

Corollaire 2.1 (Résultat d’existence et d’unicité) .

Si f :[a,b] x R — R est une fonction continue, croissante par rapport
y, alors le probleme

vy = f(x,y), a<xz<b
y(a) =~ (2.6)
y(b) =¢
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Comme (7,8) € R%. Admet exactement une solution y € C*([a,b]).

Démonstration.

2.2.0.1 Existence de Solution

Construisons une sous et sur solution au probleme comme suit :

v(x) = m+/ / (s,0)ds)dt <0

w(x):M+// f(s,0)ds)dt > 0,

ou les constantes m et M vérifiant pour tout = € [a, b]

m < — /j(/:f(s,O)ds)dH—min(O,fy, J) < — /j(/atf(s,O)ds)dH—max(O,’y,é) <M

Alors par construction v < w, de plus v"(z) = f(z,0) > f(z,v(x)) car
v(z) <0 et f est croissante par rapport a y.
De plus

v(a) = m < min(0,7,6) <~

Et
m+/ / (s,0)ds)dt < min(0,~,5) <o

Et w’(z) = f(x,0) < f(x,w(z)) Alors :

w(a) = M > max(0,7,6) > 7

M+// (s,0)ds)dt > max(0,~,d0) > o
D’apes le théoreme 2.1 le probleme (2.6) admet au moins une solution y €

C*([a, b))

2.2.0.2 Unicité de Solution

Soient ¥,y deux solutions du probleme (2.6). En posant Z = y; + 4o ,
on a:
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En Multipliant 1’équation du probleme Py, par Z et en integrant par partie
sur [a,b], il vient
b b
[ 2'@z@)de = (2@ 2@~ [ [Z27@)de
b
= /a [f(z,y1) — f(2,y2)] (Y1 — yo)da

Ona [Z'(2)Z(z)]® = 0 car Z(a) = Z(b) = 0. cela implique

b b
— [127@)de = [ 1f@.m) — @) - p)de =0

Car f est croissante par rapport a y .
Cela implique

Par suite
b
— [ [Z'(x)]*dx =0
Donc
Z'(z)=0 a<axz<b.
D’ou

Z(x) =c, vV € [a,b].

Comme Z(a) = 0, alors Z(z) = Z(a) = 0,Vx € [a,b]. Cela implique que
Z =0 sur [a,b].
D’ou
Y1 = Yo,V € [a, b].

Théoreme 2.2 Soit le probleme aux limites

ary(a) — azy(a) = a, (2.7)
biy(b) + bay'(b) = B
Avec ay,as,b1,b0 > 0;a1 + ag > 0,01 + by > 0 et supposons satisfaites les
hypothéses suivantes :

y' = f(z,9,v), a<z<b,
<m{

1. 1l existe v, w deuz fonctions de classe C* sous et sur-solutions avec
v <w sur [a,b].
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2. f est continue et p-lipschtzienne par rapport ¢ la 3°™¢ variable sur
I’ensemble

IC:{ (z,y,2) € [a,b] x R% v(z) <y < w(w). }

Alors le probléeme(2.7) admet au moins une solution u € C*([a,b]) telle
que v(z) < u(z) < w(z),Vr € [a,b]

Démonstration. La fonction f est supposée p-lipschitzienne par rapport a
la 3¢ variable sur K.
Alors

EI:U’ >0, |(f(x,y, 2,’1) - f(!L’,y,ZQH < M|Zl - 22|7VZ1 > 2

Soit un réel ¢ > max,<,<p(|v' ()], |w'(z)|) et considérons pour (z,y,z) €
KC une premiere modification f* de la fonction f définie par :

f(z,y,c), si z2>c
fAxy,2) =8 flz,y,2), st |z|<c
f(xaya _C)a st z S —C

Tel que f* continue et bornée et étendue a [a,b] x R par la fonction :

v(x)

w(x)

IV INA

Y
[w@),z),  si oy

Puis une dexieme modification de f** donnée par :

£y, 2) :{ f(x,o(@),2), i

r *ok Y- 6(‘1'7 y)
[y, 2) = 7 (2, (6(x, ), 2) + RS
Ou
0(, y) = max(v(z), min(y, w(z)))
La fonction f est continue et bornee sur [a, b] x R? et p-lipschitzienne. En

effet :
Montrons

WM >0, [f(zy ) <M, W(a,y,2) € [a,] x R?

Soit (x,y,2) € [a,b] x R* ;on a :

, » 5
Fla2) = 170 0)2) + L) < 5 o)), 2] + g+ 1552
< max [f" @, (0. ), ) + max| L+ max (20

(z,y,2)E[a,b]xRx[—c,] yeR "1 + y2 (z,y)€la,b] xR 1 + y2
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Raisonmant comme dans le théoréme 2.1, il vient que f est bornée sur K.
Montrons que est f est p-lipschitzienne .
Montrer que f est p-lipschitzienne , il suffit de montrer qur f* est u-

lipschitzienne
on prend z; > c et 29 < —c alors

|f*(m,y,21) - f*<x7y722)|

|f(I,U,C> - f(I,U, _C>|
ple+ ¢l

,u|21 - Z2|

IAINA

Et aussi si |z1] < cet zp > cona:

’f*(xay7zl> - f*(l'ay,ZQ)‘ = ]f(x,v,21)| - ’f(l',U,C)’
plz — cf = plc — 21)

plze — 21| = plzr — zof.

IA A

Alors f est aussi p — lipschitzienne et borné donc le probleme (2.7) ad-
met au moins une solution u € C?[a,b] .

Maintenant montrons que v(z) < u(x) < w(z), tel que v et w sont sous
et sur solution respectivement du probleme(2.7).
On suppose que d(z) = v(z) — u(x) admet un maximum strictement positive
en un point z,, € (a,b) nous avons donc deux cas qui peuvent etre vérifiés
que :

2.2.0.3 e Premier Cas :

On prend x,, €]a,b[, on a :
d(zp) = v(Tm) — u(Tm) > 0= v(zy) > u(xy,)

d(z) =V (Tm) — W (2n) = 0= 0 (xm) = (zm)

Et
d"(zy) = 0" () — ' (2,) <0=0"(z) <u'(z)

Donc

0> d"(@m) = f(@m, v(@m), V' (@m)) = f (@, w(@m), 0 (Tm))-

C’est a dire
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U(xm) - ’V(xfm U(xm))
1+ v2(xy,)

0> (@, Y(@m, v(T0)), V' () +

Cela implique

V(Tm) = V(Tm)
1+ v%(x,)
u(Tpm) — v(Tm)
1+ u?(zy,)

0 > d//(xm> > f**<l’m,’lj(;€m)),’l}/(l’m)) +

F7 (@ v(@m), W (2m)) - =

Car
Y@, v(20)) = max(v(zy,), min(v(zy,), w(T,))) = max(v(x,), v(Ty)) = v(Tn)
et
VT, W) = max(v(z,, ), min(u(z,y,), w(,))) = max(v(x,,), u(zy,)) = v(x,).

Donc

(L) — v(2,)
1+ u?(zy,)

0> d”(xm) > f**@m»U<xm))avl(xm))_f**(xmv V() u/(mm»_

On a v(z,) > u(z,,), alors

() — v(74,)
1+ u?(xy,)

0> d"(wm) > [ (Tm, (@), V' (20)) = (T 0( @), 0 (20)) —

Comme ¢ > max(|v/(x,,)], |w'(xm)]), alors ¢ > v'(x,,) donc :

f @, v(2n), 0" (2m)) = f (@m, 0(2m), V' (2m))-

C’est a dire

0> d"(zm) 2 f(Tm, v(@m)), V" (@m)) = [ (@m, v(@m), 0 (20)) +

. Donc

0> d"(zm) 2 f(Tm, v(@m), V' (2m) = [ (@m, v(2m), V' (z0)) +

Il vient que d(z,,,) <0 .
D’ou l'inégalité v(z) < u(z) sur [a,b] est satisfaite.

Pour démontré le deuxieme cas, on a besoin du lemme suivant :
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2.2.0.4 eDeuxieme Cas :
On prend z,, = a et d(z) < d(a),Vz €]a,b| .

On a:
d(z) < d(a) = v(z) —u(z) < v(a) — u(a).

De plus, on a :
ajv(a) —agv'(a) < « (1)

aju(a) — agu'(a) = a. (2)

On soustrait (2) de (1), il vient que :
arv(a) — agv'(a) — aju(a) + agu'(a) < 0.
Cela implique que :

ax(v(a) — u(a)) — ax(v/(a) — ' (a)) < 0.

Puis
ard(a) — azd'(a) <0
par suite
ard(a) < axd'(a).
Et a
0< — <da)
a2

Donc d'(a) >0 .

de > 0 telle que d(z) > 0 ,et on a pour tout = € (a,a + ¢).
d/l (x) — U” (.:E) _ u// (x)
> fla,v(2),v'(2)) = fla,u(z), u'(2)).
Raisonmons comme dans le premiere cas, on trouve

u(z) — v(z)

@) = [ (o) @) = S (v @) - s

> [z 0(@),0 (@) = [, 0(z), u'(2).

puisque f* est p-lipschitzienne.
Alors

32
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|z v(2), 0 (2) — f* (2, v(2), v (2))] < plo'(z) —u'(2)].
C’est a dire

—puv'(z) = (2)] < |f* (2, 0(x)),v'(2) = (2, v(2), 4 ()] < plv'(z) =o' (2)].
Donc
£ (2, v(@)), V' (2) = £ (2, 0(2), u'(2))| = —pl'(z) — u'(2)]

De (I) , on a :
d"(x) 2 —plv'(z) — u'(z)]

C’est a dire
d"(x) > —pl|d (x)], Yz € (a,a +¢) (%)

Pour arrive a une contradiction, nous alons établir I’assertion suivante
F:{EIxOEJ:(a,a—l—e),d’(:co)>O} (xx)

En effet, supposons le contraire Vo € J, d'(x) <0
Soit x € J, on a :

d'(z) > —pld'(z)] = pd'(z)
La fonction f:x — d'(x)e " est croissante, car

(@(@)e ™) = (@)™ — pd(2)e
[@"(@) — e (@) 2 0.

Puisque e™* > 0 Donc

d'(x)e™™ > d'(a)e ™™ >0, Ve e J

Donc d'(z) > 0.

D’ou d'(z) =0 sur J.
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Par suite, d(z) = cte sur J

Comme d(z) = d(a),z € J, alors on a une contradiction avec le fait que
d(z) < d(a).

De l'inégalité (*) et (**) ,on a : 30 > 0,tel que

d'(z) >0,z € (xg — 0,20 + )

on a
d”(:v) -
() ="
On integre les deux membres, on trouve
x d”(x) z
dx > —udx
xo d/(x) 0 M
Par suite
d'(x)
[ > — — ).
n(dl(l‘o)) = p,(l’ xO)
Donc '
d (:U) > e—u(a:—:vo)'
d/(l‘o) -
D’ou

d'(z) > d'(xg)e M=) > 0

On continue ainsi de suite jusqu’au point b on aurra d'(b) > 0 et 0 <
d(a) < d(b). D’apres les condition aux limites, on a :

biv(b) + bet'(b) < B (1)
On soustrait (2) de (1), on trouve

by (v(b) — u(b)) + ba(v/ (b) — /(b)) < 0.

Par suite
bi(v(b) — (b)) < ~ba(v/(b) — (b)) < 0,

Donc

bid(b) < —byd'(z) < 0.
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Alors by < 0 mais by > 0 donc by = 0 comme by + by > 0 donc by > 0 cest
a dire 0 < b1d(b) < 0, d’ou la contradiction,

Il reste & montrer que f = f. Pour que le probleme (2.7) admet au moins
un solution. Pour cela, il suffit de montrer 3N > 0, |y/(z)| < N.

On a déja démontré qu’il existe une constante M tel que :

[f(z,y,2)| < M
Mais . | oo {1
: %ds = ). sds = M[§s2]20 = 400

d’otu la condition (A) est vérifiée.

De plus 30 > 0, |y(x)| < maxpy(Jv(z)|, |lw(z)|) < 6. D’apres le lemme(2.1)
,on a:

N > 0 telle que [y'(z)| < N. Sionprend ¢ > maxi, 5 (N, maxq 5 ([v' ()], [w'(z)])
et on utilise la définition de f, on trouve que :

f=1r

on conclut que le probleme (2.7) admet une solution y € C?(a, ]
|
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Dans ce chapitre, on s’intéresse aux quelques résultats d’existence et uni-

cité de solutions pour des problemes de Sturm-Lioville de type Neumann,
6, 7,9, 10, 11, 13, 14].

Corollaire 3.1 Si f : [a,b] X R — R est une fonction continue et croissante
par rapport a la deuxi ‘eme variable , alors le probleme de Neumann :

y'(z) = f(z,y(x)),a <z <b
y'(a) =~ (3.1)
y'(b) =46

Admet pour tout (v,0) € R? une solution si et seulement s’il existe une
constante ¢ € R, telle que :

b
/ flz,e)de =6 —c.
Démonstration.

3.0.0.1 Condition nécessaire

Soit y € C?(]a, b]) une solution de probleme (3.1) on a :

y'(x) = f(x,y(x))

On integre les deux membres de a a b, On trouve :

[ v@s = [ gt

Donc b
Y@= [ fay@).
Par suite )
| fay(@) = y(b) — yla).
D’ou

[ s =5,

Comme la fonction y est bornée, alors dm, M € R :

m < y(z) < M.
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Introduisons la fonction F': [m, M| — R, définie par

t— F(t) = /abf(x,t)dx.

La fonction f est continue sur [m,M].
De plus, la croissante de f sur [a,b], implique que :

F(m) < F(t) < F(M),Vt € [m, M]

En vertu du théoreme des valeurs intermédiare, il existe ¢ €|m, M| tel que :

3.0.0.2 Condition suffisante
Une suppose qu’il existe ¢ € R tel que f;’ flx,c)de =9 — .

Soit ¢ une solution du probleme lineaire, telle que :

{ QOH = f(ZL’, C)
¢'(a) =~
¢'(b) =6

Soit C, Cy deux constante telle que
Cr+¢(z) <c<Cy+p(x), Yz € [a,b

Puis considérons les fonctions suivantes :

On a :

et
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cela montre que v et w sont respectivement sous et sur solution du probleme
(3.1).
En vertu de théoréme 2.2, le probleme (3.1) admet au moins une solution.

[ |

Remarque 3.1 Dans le théoréme (2.1) on a l'unicité et l’éxistence de solu-
tions pour le probleme de Dirichlet mais le cas de corollaire précédent on a
seulement l’existence de solution pour le probléeme de Neumann.

Exemple 3.1 considérons le probleme de Neuman linéaire suivant :

y'(x) = f(x),  Vz€la,b]
y'(a) =~
y'(b) =0

En wvertu du corollaire(3.1), on en déduit que le probléme (3.1) admet une
solution si et seulement si

/abf(:v)d:v:(S—fy.

Corollaire 3.2 Soit f € C([a,b] x R, R) une fonction vérifiant la condition
de lipschitz unilatérale suivante :

™
b—

Alors le probleme

Ik € [0,

a]?f(xayl)_f($7y2) > —k2(y1—y2>,V$ S [a7b]7vy1 > Y2 (B)

y'(x) = flz,y(x), a<z<b
y'(a) = (3.2)
y'(b) =6

Admet pour tout (vy,d) € R?* une solution unique y € C?([a, b)).

Démonstration.

3.0.0.3 Existence de solution.

On choisit deux constante ¢; < ¢y telle que ¢; <a <b<cyetco—c < 7.
Soit y, = ¢ : [a,b] — R solution particuliere de ’équation suivante :

Y+ Ky = f(2,0) (*)
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On sait que la solution homogene de cette équation est
yn(z) = Acos(kx) + Bsin(kx).
On pose A = —sin (k¢ ), B = cos (kcy).

Alors
yn(z) = sinfk(z — ¢1)].

comme yg(x) = yn(z) + yp(z), alors
ye(x) = sin[k(z — c1)] + (), ()
solution générale de I’équation (3.2).

On prend m et M suffisamment petit et grand respectivement, sur (a,b),
on a :

v(z) = msin[k(x — ¢1)] + ¢(z) < min(0,7, )

Et
w(x) = M sinlk(z — ¢1)] + ¢(x) > min(0, v, J)

Cela implique :

V'(2) = —mk*sin(k(z —c1)) + ()
= —k(v—p)+¢
= —Kv+ (" + k)

En utilisant les définition de v et w, on trouve :
V' (x) = —k*v(z) + f(z,0) (1)

w'(x) = k*w(z) + f(x,0) (2)

En utilisant (3.2) et de condition de lipschitz unilatérale de f, on trouve :

U”(x)

v

f(@,v(@)) = f(2,0) + f(z,)
[, 0(z))
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Et
w'(z) = flz,w)) = f(2,0)+ f(z,0)
= [z, w(z))
De plus
v(a) =msin(k(a — ¢1)) + pla) <~
v(b) = msin(k(b—c1)) + p(b) <6
Et

w(a) = msin(k(a — ) + (o) > 7
w(b) = msin(k(b — 1)) + p(b) >0

les fonctions v t w sont respectivement sous et sur solution, d’ou 'existence
de solution par le théoreme 2.2.

3.0.0.4 Unicité de solution.

On pose Z = y; — y» telle que y; > 1o et

y1(z) = flz, 1 (x))
yi(a) =7
yi(b) =

Et
{ y2(7) = f(2,52(2))
ya(a) =
Y2(b) =4
Alors

Z"(x) = yi(z) — vy (x)

= [(z,y(2)) — f(z,92(2))
—kQ(?/l )
—k*Z

Y

On se base sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit xy < x5 tel que x5 — 1 < (k> 0) et soit Z une fonction
de classe C?([a,b]), telle que :

Z” + ]’CZZ Z 0, x € (IL‘l,ZEQ)
Z(l‘l) S O,Z(ZL‘Q) S 0
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Alors Z(z) < 0,2 € [z1, 23]

La fonction différence de solution Z = y; — y, vérifie alors
Z// = f(x>y1) - f($7y2) Z _kQZ7VZ > 0.

Par suite
7"+ k*Z >0, x € (x1,12)
Or, d’apres le lemme(3.1), Z(z) < 0 sur [a,b].

On a une contradiction avec le fait que Z > 0.

D’ou 'unicité de solutions.
n

Corollaire 3.3 Soit f € C([a,b] X R, R) une fonction vérifiée a condition
de signe suivante :

IMy > 0,yf(z,y) > 0,Yy € R, |y| > M.

Alors le probleme

ary(a) — agy'(a) = (3.3)
B1y(b) — Bay'(b) = 0.
Ou i, B; > 0(i = 1,2) admet pour tout (v,0) € R* au moins une solution
yeC?.

{ y'(z) = f(z,y(z), a<x<b

Démonstration.

Soit M > My, on pose : v(x) = =M et w(x) = M.
Alors , on a :
0= v"(z) > flw,~M,0) = f(z,0,v)
0=w"(z) > f(z,+M,0) = f(z,w,w").

Car (=M) f(x,—M,0) > 0 et M f(z, M,0) > 0, YV € [a,b].

Pour que v et w soient réspectivement sous et sur solution de probleme
(3.3) il faut et il suffit que :
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av(a) — agv'(a) <y
Bro(b) + B (b) <6
ayw(a) — agw'(a) > v
prw(b) + Bow'(b) > 6

Donc, on choisit M > maX(O,llJ,%

admet une solution.
| ]

). Enfin d’apres le probleme (3.3)



CONCLUSION

Dans ce modeste mémoire, on a rappelé quelques outils d’Analyse Mathématique
qui sont utiles et importants pour la théorie des sous et sur solutions.

En particulier, On a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité
de solutions pour quelques problemes du Sturm-Lioville de Dirichlet et

Neumann.

Notre travail est centré sur la méthode des sous et sur solutions
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