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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la stabilisation de ’équation des
ondes avec controleur dynamique interne et de densité non négligeable.

Nous montrons tout d’abord l’existence et l'unicité de la solution par la
méthode des sémi-groupes. Ensuite Par une analyse spectrale et la méthode de
calculs intégrales par multiplicateurs, nous prouvons que ’énergie du probléme
considéré décroit d’'une maniere exponentielle sur une partie du domaine et
polynomiale sur le domaine tout entier.
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Introduction

On considere une équation d’onde amortie dans un domaine délimité avec
des conditions aux limites mixtes. Sur une partie de la frontiere du domaine, on
a la condition cinétique :

Opu+ m(z)uyy — Aru =0

m(.) estla fonction densité
A7 l'opérateur Laplace tangentiel.

et sur le reste de la frontiere, on a la condition de type Neumann homogene

dy,u = 0.

La condition cinétique est caractérisée par la présence de la dérivée seconde
temporelle uy sur la frontiere du domaine.

Soit 2 C R? un domaine délimité par la frontiere I'. Et soient I'g,T'y deux(2)
sous-ensembles ouverts non vides de I' tels que I' =T Uy et To NIy = 0.

Supposons que m(.) € L°(T'g) est une fonction non-négative telle que :
m(x) > mo > 0,Vx € T'1.

Considérons le probléme étudié par Xiaoyu Fu et all [10] suivant :

U — Au~+d(z)ur =0 dans Ry x Q,
u+ m(x)uge — Aru =0 sur Ry x I'y,
Ou=0 sur Ry x I,
u(0,z) = uo(x), ue(0,2) = ui(xz) dans Q,
ut (0, z) = wo(x) dans T'1.
avec d(z) = dx. > 0 une constante, v = (v1,...,Vn) est le vecteur normal dirigé vers

extérieur sur I' et Ap représente 'opérateur Laplace tangentiel sur I'y.
On suppose que :

Uug € H? (Q)

u € L2 (Q)

wo € LQ(Pl).

Dans le cas o m(x) = 0, le systéme posséde une condition aux limites de type Steklov
ou Ventcel [18] sur I'; ; sinon la condition aux limites est appelée condition aux limites
cinétiques (ou dynamiques).

a noter que la présence de deux(2) dérivées par rapport a ¢ sur la frontiére I'1 indique
la présence de ’énergie cinétique tout au long de I'y.

Ce travail est réparti en quatre(4) chapitres, & savoir :
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Chapitre 1.
I1 renferme quelques rappels susceptibles de nous aider a atteindre le but ultime de ce
travail.
11 est composé de sept(7) sections :

Section 1.
Elle concerne quelques résultats sur 'analyse fonctionnelle (Espaces préhilbertiens,
espaces hilbertiens, orthogonalité, . ..)

Section 2.
Elle rappelle quelques notions des distributions telles que la dérivation au sens des
distributions, la valeur principale, dérivation d’une fonction discontinue, ...

Section 3.
Elle donne certains rappels sur les espaces de Sobolev tels que Inégalité de Holder,
théoréme de densité (séparabilité), Inégalité de Poincaré, ...

Section 4.
Elle concerne surtout les conditions aux limites des EDP.
Elle contient quelques définitions, la classification des EDP d’ordre 2 et trois(3) prin-
cipaux types des conditions posées aux limites.

Section 5.
Cette partie fournie des notions de la théorie des sémi-groupes. Elle commence par
des définitions, des exemples, et se termine par des théorémes sur les opérateurs m-
dissipatifs.

Section 6.
Cette section donne quelques définitions et formules (les notions de bases) sur les sé-
ries de Fourier.

Section 7.
Quant a cette derniére, on retrouve quelques notions des Fonctions de Bessel.
Ces notions sont entre autres des définitions, les zéros de Bessel, la formule de déri-
vation, . ..

Chapitre 2.
Dans ce second chapitre, on montrera ’existence et 'unicité de la solution de I’équa-
tion d’ondes sur une couronne sous l’influence d’un contréleur dynamique interne avec
conditions aux limites mixtes en se focalisant sur le théoreme de Hille-Yosida.

Chapitre 3.
Ce chapitre concerne surtout la stabilisation exponentielle de I’équation des ondes sous
l'action d’un controleur dynamique interne avec des conditions aux limites mixtes re-
formulé en probléme & une dimension.

Chapitre 4.
Ce dernier chapitre concerne, la stabilité polynémiale de notre probleme refomulé en
un probléme a une dimension.



Chapitre 1

Rappel et Préliminaires

Pour atteindre le but ultime de ce mémoire, on aura besoin de certaines notions,
dont la plupart a été étudié dans les classes antérieures. Parmi lesquelles figurera :
des définitions, des théorémes, des propriétés, ...

1.1 Analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace préhilbertien

E un espace vectoriel (R ou C)
Si z un nombre complexe, Z conjugué de z

1.1.1.1 Définition

On appelle produit scalaire, toute application ¢ : E x E — C, telle que : Vu,v,w €
E\ueC:
L o(Au+ po,w) = Ap(u, w) + pp(v, w)
2. p(u, Ao + ) = Xp(u, v) + g (v, w)
3. o(u,v) = ¢(v,u)
4. p(u,u) >0
5 o(u,u) =0 u=0

Lorsqu’il n’y a pas de confusion, le produit scalaire est souvent noté par :

(54

1.1.1.2 Définition

On appelle espace préhilbertien, tout espace vectoriel F
muni d’un produit scalaire (.,.).

Notation
(E,{.,.)) espace préhilbertien.

Exemple
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L’espace R™ est un espace préhilbertien réel, ou le produit scalaire sur R" est défini

par
(@y) =D zwy,
k=1

Pour tout = (z1,...,%n),y = (Y1,...,yn) € R™

1.1.1.3 Norme

Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) muni d’un produit scalaire (., .), alors

Il = +/(.,.) définit une norme.
1.1.2 Espace hilbertien

1.1.2.1 Définition

On appelle espace de Hilbert ou encore espace hilbertien, tout espace préhilbertien
(E,{(.,.)) complet pour la norme définie par le produit scalaire.

Exemple
L’espace L*([a, b]) est un espace de Hilbert, conséquence du théoréme de Riesz.

1.1.2.2 Théoréme (Inégalité de Cauchy-Shwartz)

Soit (E, (.,.)) un espace hilbertien. On a alors :

Yu,v € E: |[{(u,v)|* < (u, u) (v, v).

Preuve

Pour v = 0 : 'inégalité est vraie.
Pour v #0 :

Supposons que (u,v) € R.
Posons

VtEeR: P(t) = |lu+tv)?

Sachant que, par définition,
lu + tv|| = v/ (u+ tv,u + tv)

= P(t) = (u+tv,u+tv)

= (u,u + tv) + t{v,u + tv)

= (u,u) + t{u, v) + t{v,u) + t* (v, v)
= |[ull® + 2t(u, v) + ¢ [[v]|*

Comme P(t) > 0 alors le discriminant A < 0, avec

A = 4w, v)* — 4 [[ull* [|v]?

Ce qui implique,
[{w, 0)[* < [full® [Jo]|?

Dans le cas complexe, on peut se ramener au cas réel en multipliant le vecteur u ou v
7
par un nombre complexe convenable de module égal a 1
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Ceci étant (u,v) devient un réel sans changer de module; |ju|| et ||v| ne varient pas

non plus.
T 2
)— vl (o e m

[(u, v}
1.1.2.3 Proposition

Soit £ un C - espace vectoriel on a la formule du parallélogramme
2 2 2 2
llu+ol* + llu = ol = 2 ([full® + [|v]]*)

Preuve
Yu,v e B :

||u—|—v||2 =(u+uv,u+v)

= (u,u+v) + (v,u +v)
(51) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v, v)
= [lull® + (u, v) + (u,v) + [[v]®
= [lull® + 2Re((u, v)) + [|v]|*

lu—vl* = (u—v,u-wv)

<

= (u,u —v) — (v,u—v
(52) : = (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v, v)
= [lull® = (u, v) = (u,v) + [[v]®
= [lul* - 2Re((u,v)) + [|v]?

En faisant la somme des deux(2) résultats, on obtient :

2 2 2 2
llu+0lI” + [lu = ol|" = 2(flul]” + [[o]]")

1.1.2.4 Théoréme (Von Neumann)

Soit (E,||.||) est un espace vectoriel normé. E est un espace préhilbertien si et
seulement si sa norme vérifie I'identité du parallélogramme.

Exemple
Soit C* = {2z = (z1,...,2n) : z; € C} l'espace vectoriel complexe de dimension n,

muni de la norme
n
l2ll, = > l=il -
i=1

Montrer que cette norme, n’est pas issue d’un produit scalaire.
Solution

Si ||.||, est issue d’un produit scalaire, alors Iidentité du parallélogramme, doit étre
vérifiée, pour tout u,v € C". Soit H tel que u; = 1 et les autres coordonnées sont
nulles. Soit v tel que v2 = 1 et les autres coordonnées sont nulles. Alors

l[ull, = flvll, =1

, et
l[u+olly = llu—vll, =2

Comme 8 # 4 'identité du parallélogramme n’est pas satisfaite.
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1.1.3 Orthogonalité

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour des espaces réels,
Yu,v € R* :
(u, v)
= Mull vl

<1,

et donc 'angle 0 entre u et v peut étre défini

= cos* {u, v)
o= <|u|| ||v|>

Pour les espaces complexes, le probleme est plus difficile, comme le produit scalaire
(u,v) est & valeurs complexes il n’est pas clair ce que ”angle” signifie dans ce cas.
Néanmoins, un cas particulier, tres important, peut étre considéré, a savoir le cas

(u,v)y =0

1.1.3.1 Définition

Soit H un espace préhilbertien sur un corps K(R ou C). Deux(2) vecteurs u,v € H
sont dit orthogonaux si
(u,v) =0,

et on note uLlv. On va généraliser cette notion, & des ensembles.

1.1.3.2 Définition

Soit H un espace préhilbertien et soit A un sous-ensemble de H. Un vecteur u € H
et ensemble A sont dit orthogonaux dans H si u est orthogonal & tout vecteur de
A.

Et on note u_l A. Le complémentaire orthogonal de A est I’ensemble
At ={ue H: (u,v)=0,Yv e A},

i.e. I'ensemble A1 formé des vecteurs de H qui sont orthogonaux & tout vecteur
de A (Si A =0 alors A* = H).

Soient M et N deux(2) sous-ensembles de H. M et N sont orthogonaux si pour
tout w € M,v € N,ulv et qu’on note M _LN.

Exemple
SiE=R3et A= {(a1,a2,0) : a1,a2 € R} alors

At ={(0,0,u3) : us € R}.

1.1.3.3 Proposition

Soit E un espace préhilbertien et soit A un sous-ensemble de E alors :

1. Pour tout u,v € E
(a) ulv e |lu+o|> = |lul]® + |Jv]|*; si K =R (Le théoréme de Pythagore)
(b) ulv & [lu+ol* = lu+iv]* = |lul® +|lv]|* siK = C

2. 0€ A*.

306 A= ANA"={0}ou ANA" =0

4. {0} = B, E*+ = {0}.
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5. Si A contient une boule ouverte B(a,r) pour un certain a € FE et r > 0, alors
At = {0}; en particulier, si A est ouvert non vide alors A+ = {0} .

Preuve

1. Comme,
lu+ol* = (u+v,u+v) = [lull* + (u,0) + (v, u) + o]
et que ulv({u,v) = (v,u) = 0) alors
llu+ol|* = [Jull® + [Jo]|?

2. Comme (0, v) = 0, pour tout v € A, on a donc 0 € A™*.

3. Dapres 2), {0} Cc A A*L.
On suppose que u € AﬂAL. Alors (u,u) = 0 et donc u = 0 (D’apres la
définition du produit scalaire).

4. Si A={0},u € Eona (u,v) = (u,0) = 0,Vu € A, d’olt u € A" et par suite
At =E.
Si A=FEetue A alors (u,v) = 0,Vv € A. En particulier, en posant u = v
donne (u,u) = 0, qui entraine que v = 0, donc A+ C {0} et A+ = {0}.

5. Soit u € A*.
Siu=01Iln’y arien a faire.

Siu#0
on note que B(a,r) C A, alors a € A qui donne (u,a) = 0.

Mais on a aussi a + 5= € B(a,r) C A, on doit donc avoir
2][wl|

0= <u a+m> = (u a)—!—L(u u)
2l =~ 2]lull =~
=0 #0

qui entraine que r = 0, qui est contradictoire (r > 0). Ainsi A+ = {0}.

1.1.3.4 Proposition

1. A dense dans E(A = E) = A+ = {0}.
2. BCA= A" c B*.
3. Al est un sous-espace fermé de E.
4. AcC (AhH)*.
Preuve
1. Supposons que = € A+, Comme A = E, il s’ensuit qu’il existe une suite {z,}

de A telle que z, — = quand n — +oo. Notons que (x,z,) = 0 pour tout
n € N, d’ou, par continuité du produit scalaire

(z,z) = lim (z,z,) =0,
n—-+oo

et alors, z = 0.

2. Soient z € A et a € B. Alors a € A car (B C A), d’ou {z,a) = 0 pour tout
a € B, on aura z € B+, donc At c B,
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3. Soient z,y € At,a € A, o, 3 € K. Alors
(ax + By, a) = alz,a) + B{y,a) =0,

et ax + By € AL, et donc AL est un sous-espace vectoriel de E.
Soit {z,} une suite de A* telle que {x,} converge vers x € E.
La continuité nous donne {z, }

(z,a) = lim (xn,a)=0.
n—-+o0o

pour tout a € A. Ainsi 2 € AL et AL est fermé.

4 Soit a € A. Pour tout x € A+, (a,z) = (z,a) = 0, d’ott @ € (A)* c’est-a-dire
Ac(AH)*t

1.1.3.5 Proposition

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un préhilbertien E. Alors u € F* si et seulement
si
Vo € Fllu—v| = u]
Preuve
(=) Soit u € F*, pour tout v € F, on a ulv et ul — v({u, —v) = —(u,v) = 0 =
ul —v).
En appliquant I’identité du parallélograme aux vecteur u et —v, on a

lu+ (=) 1* = llu=ol* = lull®* + (=) I* = [[ull* + [[o]* > [[ull®,

d’out
siue Fr=Yo e F|u—o|>> |ul?.
(<) Supposons que ||u — v||> > ||u||* pour tout v € F.
Soit v € F.
Siv=0:
alors (u,v) =0, d’ott u € F*.
Siv#0:
alors av € F,Vv € K car F est un sous-espace vectoriel.

Ainsi
2 2
[ull® < lu—av
= (u — av,u — aw)
= llull® + ol [o]|* = afu, v) — a@(u, v).

(u,v0)

ol dans l'inégalité trouvée, on aura

En posant a =

2 2 2
‘(uvvy H,UHQ _ |<’UJ,’UZ| _ |<U7Uz| 2 0’
[[vll [l [[vll

qui donne (u,v) = 0 pour tout v € F\{0},=> pour tout v € F.
Dot u € F*.
1.1.4 Projection hilbertienne et conséquences

1.1.4.1 Définition
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Un sous-ensemble C' d’un espace vectoriel E est dit convexe si :

Yu,v € C, VA€ [0,1], M+ (1—-ANveC

1.1.4.2 Théoréme (projection sur un convexe fermé)

Soit H un espace de Hilbert et C' un convexe fermé non vide de H.
Alors pour tout u € H,3w € C notée Pc(u), tel que :

—v|| = = inf ||u —al|.
lu—v|l = d(u,C) = inf |lu—al

De plus, Pco(u) est caractérisé par les propriétés

{ Po(u) e C
Re(u — Pc(u),v — Pc(u)) <0 Yvel

Cette inégalité traduit le fait que 'angle entre les vecteurs u — Po(u) et v — Po(u) est
obtus.

Preuve
Soit v = inf{|lu — al| : @ € C}. Par définition de v, il existe une suite {v,} de C telle
que
Yn = [lu—vn| =~ (n = 00).
Comme C' est convexe, il s’en suit que

Un + Um

5 € C, pourtout n,m € N.

D’ou

‘ U >~ pour tout n,m € N.

L’identité du parallélogramme appliquée & v — v, et u — v, nous donne

Un + Um H
2

lvn = vmll* = ll(vn —u) + (u—vm)|*

= 2llon = ull® +2 flu = v = | (0 = vm) = 2]
= 2[|on — ull® +2 u — v |* — 4 [|u— ]|

<29 + 292, — 492

Ainsi {v,} C C est une suite de Cauchy, et donc converge vers un point v € C' car C
est un fermé de H, donc est lui méme complet. Par suite ||u — v|| > 7.

D’apres la continuité de la norme, on aura |ju — v|| = 7. Ce qui donne existence de v.
Pour P'unicité on suppose quun w € C vérifie |[u — w|| = 7. Alors *£% € C car C est

convexe, et donc Hu — ”*Tw || > ~. L’identité du parallélogramme appliquée & u — w et
u — v donne
0< lv—w| <4y* —49* =0

Alors w = v, d’ou 'unicité.
Enfin, étant donné ¢ € C, pour tout A €]0, 1] le vecteur (1 — \) Pc(u) + Ag — u de sorte
que

0 < (1= N)Pe(u) +Ag —ull* = || Pe(u) —ul*
I(Pe(u) = u) + Mg — Pe()|* — || Pe(u) - ul|*
—2Re(u — Pc(u),q — Po(u)) +X* g — Po(u)|
d’ott Re(u — Pe(u),q — Po(u)) < 5 llg— Pc(u)||* . En faisant tendre A vers 0%, on en

déduit que Re(u — Pc(u), g — Po(u)) < 0.
Inversement, si Re{u — Pc(u),q — Pc(u)) < 0, Vg € C, pour un certain w € C, alors
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on obtient ||(1 — XN)w + A\q — ul|* = ||[w — ul|* > 0 et en faisant tendre \ vers 17, on
obtient ||¢ — u||* — ||w — u||®> > 0, ¥q € C, c’est-a-dire que w = Pc(u).

En particulier pour z =0 on a :

1.1.4.3 Corollaire

Tout ensemble convexe fermé d’un espace de Hilbert H a un unique élément de
norme minimale.
Si I est sous-espace vectoriel de H, alors F' est convexe, d’ot

1.1.4.4 Corollaire (Théoréme de la projection orthogonale hilber-
tienne)

Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de ’espace de Hilbert H et soit u € H.
Alors, il existe un unique g € F, notée Pru, tel que

llu—q|| = d(u, F) = inf |ju—al| .
a€F

De plus, Pru est caractérisé par les propriétés

Prue F
(u— Pru,v) =0,Yv € F

Preuve
L’existence de Pr est assuré par le théoreme précédent. Il reste a établir la caractéri-
sation. Soit u € H et ¢ = Pru.
Pour tout v € F,v + q € F en appliquant la caractérisation du théoréeme précédent,
on a

Re(u —q,v) =Re(u—q,(v+q) —q) <0
En remplagant v par —v,iv et —iv on obtient Re(u — ¢, v) = 0 pour tout v € F.
Inversement, si Re{u —w,v) = 0,Vv € F, pour un certain w € F,

Re(u — w,v —w) =0
— { et
(1 = Nw + Ao —ul|* ~ lw—ul* >0

En faisant tendre X\ vers 17, on obtient
lo = w|* = [lw - ul|* > 0,Yv € F,

c’est-a-dire que w = Pru.
La méme démonstration est valable si on suppose seulement que H est un espace
préhilbertien par contre F' doit étre un sous-espace complet.

1.1.5 Le théoreme de représentation de Riesz

Les espaces de Hilbert possédes des propriétés de dualités remarquables.
1.1.5.1 Définition

Soit (E, ||.|]|) un espace vectoriel normé. On note par E* son dual topologique,
i.e. I’espace vectoriel des formes linéaires continues f : £ — K. Cet espace est muni
de la norme

[fII = sup{[f()] : [l=]} <1}
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Soit H un espace de Hilbert.
Pour v € H on associe la forme linéaire sur H, ¢, : H — C définie par

¢o(u) = (u,v).
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
|po(w)] = [{u, )| < [lo] [Jull
d’otu la forme linéaire ¢, est continue, donc un élément de H™.
On définit alors une application ® : H — H*, qui & v € H associe ®(v) = ¢.
1.1.5.2 Théoréme (Le théoréme de représentation de Riesz)

Soit H un espace de Hilbert.
Alors
1. L’application ® est une isométrie i.e.

Vo e H, [[@()]| = lv]l-

2. Soit f une forme linéaire continue i.e. f € H*, alors il existe un unique v € H
tel que
f=dvet |Ifll =l

Preuve

1. 11 suffit de supposer que v # 0, alors de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

l[@oll = o]l car (lull < 1),

d’autre part ¢, (v) = ||v]|?, entraine ||¢| > ||v],
d’ott [ || = [lv]]-
2. Soit f € H*,si f =0, alors f = ¢o.
Maintenant, si f # 0. On pose F' = ker f, comme f est continue, ker f est

sous espace vectoriel fermé de H, d’apres

le théoreme 7?7, F+ # {0}. Il en résulte 'existence de vy € F+\{0}, alors
f(vo) # 0. On peut supposer quitte & diviser par le scalaire f(vo), que f(vg) =
1.

Soit u € H, on vérifie directement que u — f(u)vo € F d’ott (u— f(u)vo,vo) = 0
et ainsi (u,vo) = f(u) [|vo]*,

finalement v
0
f(u) =

u, 20
lvoll®

) = (u,v)

— vo
avec v = —20.
llvo lI?

1.1.5.3 Corollaire

Soit H un espace de Hilbert.
L’application ® : H — H*, v — ®(v) définie par

Vu € H, ®(v)(u) = (u,v)

est une isométrie bijective et antilinéaire de H sur H*. Si H est réel, c’est un isomor-
phisme isométrique de H sur H*.

1.1.6 Théorie spectrale des opérateurs linéaires bornés
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1.1.6.1 Opérateurs linéaires bornés
Définition
Soient (E, ||.||g), (F, |-l ) deux(2) K e.v.n. Un opérateur linéaire est une application
linéaire de £ — F' qui vérifie :
IM = 0Vu e E [T(w)llp < M [jul|

Exemples

1. L’opérateur identité

Idg : EF — E
u— Idp(u) =u

Vue B, [Idp(u)llg = [lu]lg < [lullg
= 3IM=1>0Vu€ E: |[Ide(u)|lzp < Ml|ulg
2. Lopérateur nul Yu € E, ||0g(u)|z = |0u|lz = 1|0llg =0 lullg =0 < 0 |jul|l5
3. L’opérateur de décalage (Schift)
S :I%(R) — I*(R)
U= (un)n — S(u) = (0,ur,uz,...,...)

Vu € BR) : [[S)llzmy = (s [unl®)? = llullz g,
Notation
L(E,F)={T : E — Flinéaire borné}
L(E,E)=L(E)
On vérifie facilement que L(FE, F') est un K espace vectoriel.
Théoreme
Soit T' : E — I un opérateur linéaire alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est borné

=

2. T est continu sur tout F

3. T est continu en 0

1.1.6.2 Norme d’un opérateur

Soit T : (E,||.llg) — (F,|.]l) linéaire borné.
On pose

(7 (w)|l
a= sup |TW)|p.B= sup ||T(uw)|, ety= sup —— L
lull p<1 lull =1 lulgzo [ulls

Propriétés

1. Les quantités a, 5 ety sont toutes finies et positives

2. a=p=v
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Définition
Soit T : (E,|.|lg) — (F,]|.||z) linéaire borné.
Le nombre o = 3 =y est appelé norme de 'opérateur 7" noté ||T'||; (E, F') Exemples
D [Hdellp g =1
2) ||9HL(E,F) =0
3) 1512 @) = 1.
Proposition
On a les propriétés suivantes :

L VT € L(E, F) IT(W)llp < ITlLe,r lullg
2. |7l (g, Fy défini une norme dans L(E, F)
Théoreme

Si F' est un espace de Banach alors L(FE, F') est aussi un espace de Banach.
En particulier si F =K on a :

L(E,F) = L(E,K) = E*(espace dual de E)

Définition
Soient (E, ||.||z), (F ||| ) deux(2) espaces vectoriels normés.
On dit que T € L(E, F) est inversible si :

a) T est bijective
b) T~ est borné (T~* € L(F, E))

L’ensemble des opérateurs T' € L(E, F') inversibles est noté Iso(E, F).

Théoreme
Soient ( ), (F, |l ) deux(2) espaces de Banach et T' € L(E, F'). Si T est bijectif
alors T' est inversible (T' € Iso(E, F'))

Théoréme (Théoréme de I'application contractante)
Soient F un espace de Banach, T' € L(F) tel que ||T| < 1 alors (Idg —T) est inversible
et la série Zk>0 T* est convergente vers (Idg —T)™*
De plus || (Idg — || <
Preuve
Comme ||T|| < 1 et

1*HT\|L(E)

[T < IT)1" vk e N

la série ), T* est normalement convergente (car Y ko I T||* est une suite géomé-
trique de raison ||T|| < 1) donc convergente de somme S.
SxT=TxS=3, T =T"+T*+.. . +T"+...=8—Idg

= S(T* IdE) = —Idg

:>S([dE—T) =JldgetTxS=5—-Idg ?(IdE—T)S:IdE

donc (Idg — T) est inversible

et §=(Idg —T)"" et |[(Ide = T) 7| = IS]] < Xp ITIN" = (1 = 71

1.1.6.3 Adjoint d’un opérateur

Définition
Soient H1 et Hs deux(2) espaces de Hilbert.
On appelle adjoint de V'opérateur T' € L(H1, H2) 'opérateur T* : Ha — H; tel que :

Vu € Hi, Vv € Hy (T(u),v)m, = (u, T (v)) a1,

Proposition
Soient H et K deux(2) espaces de Hilbert et A € L(H, K) i.e. une application linéaire
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continue.
11 existe une unique application linéaire continue A* € L(H, K)
telle que pour tout u € Hetve Kona:

(Au, v)g = (u, A"v) g

De plus

A"l = [l Al
et A™ = A.
L’application A™ est appelée 'application adjointe de A (ou l'opérateur adjoint de
lopérateur A).
Exemples
Soit H = I*(R) et Popérateur S € L(I*(R)) définit par
S : *(R) — I*(R)
U= (tun)n — S(u) = (0,ur,uz,...,...)

L’opérateur adjoint de S est
S*: 2(R) — I2(R)

v = (Vn)n — ST(v) = (v2,v3,...,Vn,...)
Proposition
Soient (H1, Hz) deux(2) espaces de Hilbert, on a VI' € L(Hy, Hs)
1.

T =T, NN w10y = T Ly, myy €6 1T 0 TN =T
2. Si Hs est un espace de Hilbert, S € L(H1, H2), T € L(H2, Hs) on a
(ToS) =8"0T"
3. KerT* = (T(E))* (T € L(Hy, H2))
Définition (Opérateur unitaire, normal, autoadjoint et positif)
Soient (H1, H2) deux(2) espaces de Hilbert.
1. Un opérateur T' € L(H1, H2) est dit unitaire si

T*oT = Idu, et ToT* = Idp,.
2. Un opérateur T' € L(H1) est dit normal si
T oT=ToT".
3. Un opérateur T' € L(H1) est dit autoadjoint si
T=T".
4. Unopérateur T' € L(H,) est dit positif il est autoadjoint et
(u, T(uw))m, >0, Yu € Hy.

Proposition
Soient (H1, Hz) deux(2) espaces de Hilbert et T' € L(H1, Hs)
a) L’opérateur T* o T de L(H:) est positif.

1. L’opérateur T est normal si et seulement si

pourtout w € Hy : ||T"(uw)| = || T (w)]| -
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1.1.6.4 Théorie spectrale des opérateurs linéaires
bornés dans un espace de Banach

Définition
Soit E un espace de Banach et T' € L(E).
*) On appelle spectre de T et on note par o(T") ’ensemble des valeurs A € C telles que
T — M dg ne soit pas inversible.
*%) On appelle résolvante de T, application qui & A € (C—o(T)) associe (T — A dg) ™"
ou ()\]dE — T)_l.
On la note Rp(N), A € (C—o(T)).

Cas d’espace de dimension finie
Soit £ un e.v.n de dimension fini le nombre complexe A € C est appelé valeur propre
de Popérateur T' € L(E) si Péquation spectrale T'(u) = Au < (T — Adg)(u) = Op
admet une solution non nulle (u # 0).

Le nombre A € C est une valeur propre de T si et seulement si l'opérateur
T\ = (T — Mdg) n’est pas injectif équivalent & dire qu’il n’est pas bijectif ou encore
n’est pas inversible.
L’opérateur T' peut étre représenté par une matrice A = (aij)1<i,j>n, ce qui fait que
la définition généralise cette notion de valeurs propres et vecteurs propres.
L’ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre ponctuel de T (o(T) =
o,(T)).
L’ensemble des vecteurs propres de T est le sous-espace propre associé a la valeur
propre A.

Si (T — AMdg)(u) = 0p n’admet pas de solution non nulle c’est-a dire (T' — Aldg)
est injectif donc bijectif alors A est une valeur réguliere de T' (’ensemble résolvant

p(T) = (C — o(T))).
Théoréme
Soit H un espace de Hilbert.
1. Soit T € L(H), la résolvante Ry est une application holomorphe de I’ensemble
p(T) dans L(H) et vérifie I'équation de la résolvante

Rr(\) — Rr(p) = (A — p)Rr (M) Rr (), YA, 1 € p(T).

2. Ro(A)Rr(p) = Re(u)Rr(N), VA, € p(T).

Proposition
Soit H un espace de Hilbert complexe, alors le spectre de tout opérateur linéaire borné
dans H est non vide.

1.1.6.5 Spectre d’un opérateur autoadjoint borné

Proposition
Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) autoadjoint, la norme de T est donné par

Il = sup [Tl

Proposition

1. Les valeurs propres d’un opérateur borné autoadjoint sont réelles.

2. Deux(2) vecteurs propres associés & deux(2) valeurs propres distinctes d’un
opérateur autoadjoint sont orthogonaux (et donc linéairement indépendants).
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1.1.6.6 Théorie spectrale d’un opérateur compact

Définition
Soient E, F' deux(2) espaces de Banach.
L’opérateur linéaire T' : E — F est compact s’il transforme toute partie M borné en
un ensemble relativement compact (T (M) est compacte.)

Exemple

1. F est de dimension finie (dim F < 4o00), tout opérateur T € L(E,F) est
compact (car si M est borné dans FE alors T'(M) est un s.e.v de F' de dimension
finie donc fermé et borné (7" est borné) donc compact)
c’est un opérateur de rang fini.

2. £ = (0, 1], |1.0).

Idg : E — FE n’est pas compacte (la boule B(0, 1) fermé n’est pas compacte
car dim E = +00).

Remarque

1. Un opérateur T' : E — F compact est toujours borné.
On note K(E,F) C T € L(E,F) 'ensemble des applications linéaires com-
pactes de E dans F'.

2. T € L(E, F) est compact si et seulement si 'image T'(BF) est rélativement
compacte (Br étant la boule unité).

Proposition

1. K(E,F) est un s.e.w fermé de L(E, F).

2. Soient E, F et G trois(3) espaces de Banach, S € L(E, F) et L(F,QG).
Si S ou T est compacte alors T' o S est compacte.
(Dans le cas ou E et F sont deux(2) espaces de Hilbert, il y a équivalence).

Corollaire
SiT € L(E, F) est la limite en norme d’une suite d’opérateur de rang fini alors T est
compacte.

Propriété spectrale d’un opérateur compact
Théoreme
Soit E un espace de Banach, T' € K(E, F') alors :

1. Ker(Idg — T est de dimension finie.
2. Si (Idg — T) est injectif, alors (Idg — T) est inversible.

Théoreme
Soit E un espace de Banach de dimension infinie et T' € K(E, I') alors :

1. 0eo(T)

2. Toute valeur spectrale X est une valeur propre (o(T) = 0U o,(T)) et le sous-
espace Ex = Ker(T — Al dg) est de dimension finie

3. o(T') est dénombrable et s’il est inifini, on peut indexer les éléments de o(T'),
en une suite (A\p)n>1 qui tend vers 0.

1.2 Distribution
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1.2.1 Fonction Tests

Définition (Espace des fonctions tests)
Soit Q2 un espace topologique.
L’espace des fonctions tests D(£2) est ’ensemble des fonctions C*>° sur € & support
compact inclus dans 2.

1.2.2 Distributions

On utilisera la motation T pour les distributions et (T, @) qui signifie que l'on
applique T d ¢ (équivalent a T(p)).

Définition
Une distribution est une forme linéaire continue sur D(Q2). L’ensemble des distri-
butions est donc le dual topologique de D(2), on le note donc D' ().
Le terme de forme linéaire n’est pas particulier. Par contre, la notion de continuité
est particuliére :

VK compact C Q, 3Cr > 0, Imy, > 0, Vo € D(Q), (T, ¢)| < Cr sup sup|d®p(z)|

[a|<my zeQ
Remarque
7. _ n _ n Vel _ 8\‘1|¢
On utilise o = (a1,...,an) €N, |a| =Y " ax et 0% = gary —gams-

1.2.3 Exemple de distributions

1.2.4 Les fonctions L},

Définition (Fonction localements intégrables)

Une fonction f de L},.(Q) est une fonction intégrable sur un compact inclu dans Q.
Propriété (Les fonctions Li,,)

Soit f une fonction de Lj,.(Q), alors I'application :

est une distribution.

Preuve

La démonstration de la linéarité est immédiate.

Reste a montrer que la continuité.

Soit K un compact inclu dans €, et ¢ une fonction CT>° & support dans K. On a

Ty, ) = z)p(x)de = z)p(x)dx
(T, ) /Qf()so() /Kf<>so<>
On a alors :

Ty, ¢) < / H@)(@)lde < suple(z) / 1 (@)de

Ainsi, avec Cy, = fK |f(z)|dz et mi = 0, on vérifie la continuité de (T, ¥).
Remarque
Pour (f,g) € (L1,.())? telles que

f = g presque partout

alors
Ty =T,



CHAPITRE 1. RAPPEL ET PRELIMINAIRES 23

Remarque : Ty =Ty, = f = g presque partout
1.2.5 La masse de DIRAC

Définition (La masse de DIRAC)
Soit a € R, alors la masse de DIRAC est définie par :

a — C
“e = pla)
Preuve
La preuve de la continuité est assez aisée : |J.| = |¢(a)| < sup|p(x)|
z€eR

1.2.6 Dérivation au sens des distributions
Propriété (Dérivation)
Soit T € D'(Q). L’application :
or D) — C
Ox; oy = _<T7 %)

est une distribution.

Preuve

La preuve de la linéairité ne pose pas de probléme.

Démontrons que c’est une application continue.

Soit K un compact et ¢ une fonction C*t>° telle que supp(Q2) C K. On a :

T distribution = 3C%, Ims, (T, ¢)| < sup sup|0®o(z)|
|a|<mpaxe

Puisque ¢ est C*T°° alors on a :

< Ck sup sup|0p(z)|
la|<mpzeQ

9y
[

Propriété (Liens dérivation usuelle et dérivation au sens des distributions)
Soit f € C*(Q), on a :
oTy
=T
83:1- ngi

Preuve
On se restreint ici a la dimension 1.
Soit f € C*(R) et ¢ € D(R).
On a, par définition :

(Ty) @) = —(Ts,¢)

(@) = =116y = = [ rioe
Par une intégration par partie, on a :

((Ty)', ) = [f(x)w(fv)]fi3+/f’(x)tp(x)dx

Or puisque ¢ est a support compact, on a :

/f z)dz = (T}, ¢)
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1.2.7 Quelques propriétés, définitions

1.2.7.1 Propriété
Soit f une fonction CT°° telle que :
Vo € R", f(z) # 0.
Alors pour T € D'(R) :
fT=0&T=0.

1.2.7.2 Propriété

(Division dans I’ensemble des distributions)

1. Les distributions 7 € D’'(R) solutions de 1’équation :
(x—a)T =0
sont de la forme T' = kd, ou k est une constante réelle.
2. Les distributions T' € D’ (R) solutions de 1’équation :
(x—a)’T =0

sont de la forme T = k16, + kgé; ou ki1 et k2 sont deux(2) constantes réelles.

1.2.7.3 Définition (Valeur principale)

On définit la valeur principale de x comme étant la dérivée au sens des distributions
de x +— log|z|.
On la note vp ( 1 ) On a, par définition :

(vp (l> L) = lim/ de
x e—0 le|>e x

1.2.7.4 Distributions a dérivée nulle

Les distributions T' € D'(R) telles que T’ = 0 sont les distributions associées aux
fonctions constantes.
1.2.8 Dérivation d’une fonction discontinue

On considére une fonction f € C*(] — oo; a[) et C*([a; +o0|).
On a f € L},.(R), et on I'identifie & la distribution T}. Alors :

(Tr)' = (f(a) = f(a7))ba + Tysry

ot a” =1limy—a, a~ = limy—q et {f'}(z) = f'(z) pour = # a.
x>a z<a
Preuve

La preuve se fait par simples calculs :
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(Tr) ) = —(Tr,¢)
—+oo
- / f@)e (@)

/ J@)g (a)dz / " @) @)

“+oo
@) / P @)p(@)de — [F@)p(@)] ™ + / F(@)p(e)d

— (fa®) - fla Nela) + / (7} (@)de

1.3 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces vectoriels normés qui sont bien adaptés a
la résolution de nombreux problémes d’équations différentielles aux dérivés partielles.
Pour des ouverts de R™ "assez réguliers" on montre la densité d’espaces de fonctions
C® dans certains espaces de Sobolev. Par ailleurs les problémes concrets rencontrés
en physique, mécanique,. .. comportent en général des conditions au bord du domaine,
ce qui nécessite 'introduction des espaces dit de "traces" des espaces de Sobolev.

Dans ce chapitre Q désigne un ouvert non vide de R".

1.3.1 Rappel sur les espaces de Lebesgue

1.3.2 Définition

— Soit p un élément de [1,+o0] et © un ouvert de R™; on appelle espace de
Lebesgue, et on note LP(£2), 'espace vectoriel des (classes de) fonctions numeriques
u de ) dans C, Lebesgue mesurables, vérifiant :

1. Sil<p=< +oo, /|u(x)\p dz < +oo
Q

2. Sip = +oo, supesszeq |u(z)| < 400, o :
supessgeq |u(z)] = inf{M | |u(z)| < M p.p}
1.3.3 Quelques propriétés

i L’application de L?(Q2) dans R™ :

ull, = / ()P de

Jull, = supessaealu(z)l, p=o0

définit une norme sur L?(2), norme pour laquelle LP(§2) est un espace de Banach.

ii Inégalité de Holder
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Soit (p, q) un couple de [1, +oo]?, %4—% =1.
L’application suivante :

LP(Q2) x L)) — C
u, v u(z)v(xz)dx,
o) o [ e

est bilinéaire continue & valeurs dans L ().
De plus,
lJwolly < lull,, NIl

iii Dual

Pour tout réel p dans [1,+oo[, le dual de LP(2) est isomorphe algébriquement et
topologiquement a LY(Q2), avec %—f—é = 1, 'application de dualité est définie par :

LP(Q) x LI(Q) — C
(u, v) — / u(z)v(z)dz,
Q

Pour tout réel p dans |1, +ool, le bidual de LP(Q2), ou encore le dual de son dual
L7(Q), s’identifie algébriquement et topologiquement & L?(Q).
On dit que 'espace LP(Q) est réflexif.
iv. Théoréme de densité (Séparabilité)

Pour p dans [1,00[, on démontré a la proposition 1.4.1, que D(Q2) est dense dans
LP(Q). De plus, L?(Q) est séparable. Pour (p,q,r) dans [1,4o00]?, vérifiant % = % +
% —1 > 0, la convolution est une application bilinéaire et continue de LP (R™) x LI(R™)
dans L"(R™).

1.3.3.1 Espaces de Sobolev d’ordre 1

Les dérivés des fonctions envisagés sont prises au sens des distributions, si u ap-
partient & LP($2), on notera 2% au lieu de 52-[u], dérivé de la distribution réguliére
T T
associé a la fonction w.

1.3.3.2 Définition et prémiéres propriétes

i Définition

Pour tout p un élément de [1,+00], Q un ouvert de R™. On appelle espace de
Sobolev d’ordre 1, et on note W?(Q) (resp. H*(Q) si p = 2), 'ensemble :

ou
6513'1'

Whe(Q) = { we LP Q)| Vi, 1 <i<n 2% e @) }

ii Théoréme
Pour tout p dans [1,400], 2 un ouvert de R™, on a les propriétés suivantes :
1. L’espace de Sobolev W'*(Q) est un espace de Banach pour la norme :

1

D P .
Lp) sip € [1,00],

(it + 30 | 22

u fluf =

maz (Jull o || 32

Lwlgign) sip = +o00.
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2. Pour p = 2, H*(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

s = [ 5[ 2

3. Pour 1 < p < 400, espace WP (Q) est réflexif.
4. Pour 1 < p < 400, Pespace WP (Q) est séparable. *

Preuve

1. On montre facilement que I’application ||.|| est une norme. L’espace W7 ()
est complet pour cette norme.
En effet,

Soit (uk)ken, une suite de Cauchy de Wh?(Q). Alors les suites (ux)ren et pour

tout entier 7, 1 < i < n, (%)%N, sont de Cauchy dans LP(Q2). Par suite, il
existe (u,v1,...,v,) dans (LP(Q))""", vérifiant :
u = LP(Q) — limg_ oo ug €t v; = LP(Q) — limp— oo (%) 1 < i< n,cequi
entraine :
u:D/(Q)— lim wy,v; = D'(Q) — lim (8uk) 1<i<n
koo k—oo 0T -

Comme dans D'(Q) la dérivé de la limite d’une suite qui converge est la limite
de la suite des dérivés, on en deduit pour tout i, 1 < i < n,v; = g—;@_. D’ou u
appartient & WP (Q), de plus v = WHP(Q) — limp— 00 (ug)-

(2) est évident.

(3) et (4) On considére I'application T" définie par :

T: WhP(Q) — (LP(Q)" ",
u — T(u):(u,gz“l, ">ail;)

. Alors W'P(Q) s’identifie & un sous-espace vectoriel fermé de

(L7 (@)

Comme (LP (€)™ est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo,
on en déduit les propriétés souhaités.

1.3.3.3 Une caractérisation des éléments de W7 (Q)
et quelques propriétés

On note V lopérateur gradient, soit V = (
i Théoréme

_0_ L)
w1 dan )"

Soit p un réel, 1 < p < 4o0.
Pour tout u de WP (Q), il existe une suite (ur) ey de D(R™), vérifiant, :
1. u= Wl’p(ﬂ) — limg— o0 (ukXQ),

2. Pour tout w, ouvert d’adhérence compacte dans Q (w CC ), on a :

Vuxew = (LP(w))" — lim (Vug)xw

k—oo

Preuve
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1. a. Soit @ le prolongement nul & R™ — de u, et (p)ren+ une suite régularisante.
Pour tout k de N* vy, = pg, * @ appartient & C*°(R™), et
= LP(R” — 1imk_>oo Uk).
b. Soit w CC 2, et o un élément de D(Q) vérifiant o = 1 dans un voisinage de
w inclus dans 2, et 0 < a < 1.

3K € Nx,Vk > K, pi * (qu) = pi * @ sur w,

8%i(ozu) = LP(R™)—limg—oo p * %(aﬂ) = % = LP(w)—limg— oo (%i(pk *10).
Pour approcher par des él’ements de D(R™), on effectue une "troncature" réguliére.

On considére une fonction § de D(R™) vérifiant les propriétés :

0(x) pour tout z € B(0,1),

{ 0<0(z) <1 pourtoutx € R",
1
0(x) =0 pourtoutx € R™ — B(0,2).

Pour tout k de N*, on note 6 'application de R™ dans C : z — 0x(x) = 6(%). Alors
(ur = Oxvr)ken+ est une suite qui appartient & D(R™), et qui vérifie les propriétés du
théoreme 1.3.3.3 - i.

Remarque
On obtiendra un autre théoréme de densité avec des hypotheéses supplémentaires sur
2, toujours vérifiées pour un intervalle de R(Th. 1.3.3.4 - ii).
Du théoréeme 1.3.3.3 - i, on déduit la caractérisation suivante des éléments de LPQ2
appartenant & W'P(Q) :

ii Proposition
Soit p un réel appartenant a |1, 400]. Pour tout u de L?(£2), les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. L’application u appartient 3 WP (Q).

2. Soit q le réel vérifiant
alors, on a

3C > 0,9 € D(Q),V1 <i <n, < Cllell,-

/ ua—wdx

3C > 0,Yw CC Q,Vh € R", |h] < dist(w,R" — Q) = [[Tau — ull 1p(q))n -

3. On a la propriété :

De plus dans (2) et (3) on peut choisir C' = [[Vul| 15 gyn-
Preuve

1 = 2. Pour tout ¢ de D(Q2) :

/u /u&pdxlgHau
Q Q BZEZ' a’Ei
d’ott on déduit (2).

2 = 1. Pour tout 4, 1 <1i < n, soit L; 'application linéaire :

Vi,1<i<n, . el La s

L

ou
o dx‘ =

D(Q) - C, ¢ > Li(yp) = /u M e,




CHAPITRE 1. RAPPEL ET PRELIMINAIRES 29

celle-ci est continue sur D(€2) muni de la topologie de L(€2). De la densité de D(2)
dans L%(Q2), on déduit que L; admet un unique prolongement linéaire continu a L?(Q2),
d’ou

ol ou
) P Y — ) _ . p
3g; € LP(Q), Li(p) = /ngcpd:c = /Quamidx — pr gi € LP(Q).

1 = 3. Soit w dans D(R™), h dans R", 'application : R — C,¢ — v(t) = u(z —
th),vérifie I'egalité : u(z — h) —u(z) = fol —hVu(x — th)dt, ce qui entraine :

|Thu(z) — u(z)? < |h|p/ [Vu(xz — th)|? dt.

Comme pour tout sous-ensemble ouvert w, d’adhérence compacte dans 2, pour
tout h de R™, |h| < dist(w,R™ —Q), il existe un ouvert wi, d’adhérence compacte dans
Q, tel que pour tout ¢ de [0, 1] on ait : w — th C w1, on peut en déduire :

/ rnu(z) — u(@)? de < |h? / Vu()” dy = It — ull oy < 1AL 190l e -
w w1

Pour tout réel p, 1 < p < co, on obtient le résultat pour tout u de WP (£2), en utilisant
le théoreme 1.3.3.3 - i.

Pour p = 400, on applique le résultat précédent pour r < oo et on fait tendre r
vers +00.

3 = 1. On applique le résultat du fait que l'opérateur de dérivation est la limite
d’un opérateur qui utilise un opérateur de translation, plus précisement :

Vo € D(Q), supp(p) C w,w CC Q,Vh € R™,|h| < dist(w,R™ — Q),

Vu € L7(Q) on a / w(@) (ol + h) — o())pa)de,
Q

on déduit de (3) I'inégalité :

<C .
‘h| = HQOHL'J(Q)

On établit quelques propriétés que l'on utilisera par la suite :

iii Proposition (Dérivée d’un produit de composition)
Soit G' un élément de C*(R) vérifiant G(0) = 0, de dérivée bornée, p un réel,

1 <p<oo,alorsona:

Vu € WHP(Q), Gou € W'P(Q) et Vi, 1 <i < n, 8‘9

(Gou) = (G ou) 22

Preuve

Comme G est bornée il existe M, Vt € R, ’G, (t)’ < M.

1. On en déduit |Gou| < M |u] = Gou € LP(Q).

2. Le résultat se déduit du théoreme de convergence dominée de Lebesgue. En
effet soit p un réel, 1 < p < oo, et (ur)ken une suite de D(R™), vérifiant les
hypothéses du théoreme 1.3.3.3 - i.

Pour ui on a quel que soit ¢ de D(R™) pour tout 4,1 <i <mn:
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/Gouk ag&dm = 7/ a oukaukapdm,

d’ou on deduit grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue le
résultat :

0 / Ou
8mi(Gou)7G ougz -

3. Si p = oo, la restriction de u & tout compact ) appartient & un espace de
Sobolev WP(Q) avec 1 < ¢ < oo, et on utilise (2) pour avoir la dérivation.

iv Proposition (Changement de variable)

Soit 2 et O, deux(2) ouverts de R", et H une bijection de O sur 2, vérifiant :
HeCY(0),H ' €C'(Q), Jac(H) € (L=(0))" ", Jac(H ") € (L>(Q))"".

Pour tout p vérifiant 1 < p < oo, l'application qui & u application de 2 dans
C associe u o H définit un isomorphisme algébrique et topologique de W' (Q)
sur WP (0)

Preuve

On note H = (Hj)1<j<n.
On raisonne comme pour démontrer la proposition 1.3.3.3 - iii pour établir
I’égalité :

o "~ Ou OH;
. <i< o — vw J
Vi 1< <n, g((wo H)(w) Z g HW)Z 2 (0),
p
d’ou on déduit :
3C >0, fluo Hle,p(o) < C”uHleP(Q)' (1)

Comme 'applictaion qui a u associe u o H est linéaire,

on déduit de I'inégalité (1), la continuité de cette application de WP () dans
W*P(0). On obtient I"isomorphisme en montrant la méme propriété au moyen
de la composition par H 71(11 suffit que H soit lipschitzienne pour avoir le
résultat de la proposition).

1.3.3.4 Théoréme de prolongement et de densité

On veut établir un théoréme de densité qui nécessite d’imposer des hypotheses de
"régularité" sur 2 et son bord.
i Définition (1-prolongement)

Soit un réel p, 1 < p < oo. On dit que Pouvert 2 de R™ vérifie la propriété de
1-prolongement, s’il existe une application P linéaire et continue de WP (©2) dans
WhP(R™), vérifiant :

1. Si xo désigne la fonction caractéristique de €2,

P(u)xa = u,Yu € W"P(Q).

2. Tl existe C' > 0,Yu € WHP(Q), 1Pl Lo @ny < Cllullpe)-
3. Il existe C > 0,Yu € WHP(Q), [P llyy1p@ny < Cllullypimg)-
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Exemples

1. Tout segment de R vérifie la propriété de 1-prolongement.

2. Un demi-espace posséde la propriété de 1-prolongement, plus précisement si on
note R"" Pensemble :

R"" = {(m,...,wn) = (x/,xn) eR" | x,> 0},
I’application définie sur W'?(R™") par :

u(@’, zn), Ty >0

ur P(u) : R" = C, z+— P(u)(z) = { u(@', —xn), xn <0

vérifie les hypotheéses de la définition 1.3.3.4 - i.

3. Pour un ouvert de R™ # R™", on peut se servir d’une partition de 1'unité
et de la proposition 1.3.3.3 - iv, pour ramener localement le bord de €2 sur
I’hyperplan x,, = 0, ce qui impose des hypotheéses sur le bord.

4. Une boule euclidienne de R™, un pavé de R", possédent la propriété de 1-
prolongement.

5. Dans R?, un disque moins un rayon n’a pas la propriété de 1-prolongement.

ii Théoréme (Densité)

Soit un réel p,1 < p < 00,2 un ouvert de R™ possédant la propriété de 1-
prolongement ; alors D(R™) est dense dans W' (Q). Plus précisement :

vu e WHP(Q), (ur)ven C DR™), u=W"P(Q) - Jim (urxe)

Preuve

1. Soit P l'opérateur de 1-prolongement de W'?(Q) dans W'?(R™).

2. Soit (pr)ken=, (Ox)ren+, une suite régularisante, tronquante (Th.1.3.3.3 - i),

alors :
ur = O (pr * P(u)) € D(R"),
vérifie
u=W"P(Q) — lim (ug).
k—oo
Exemples

1. Pour tout réel p,1 < p < oo, D(R™) est dense dans Wh T (R™).
2. Pour un intervalle T borné de R, D(I) n’est pas dense dans WP (I).

1.3.3.5 Espace de Sobolev W, ()

Soit p un réel, 1 < p < oco.
Quelque soit Q ouvert de R™, D(2) est un sous-ensemble de W'?(Q). On peut facile-
ment montrer que pour I =Ja, b[(—oco < a < b < +00), intervalle de R, D(I) n’est pas
dense dans W*P(I). Pour de nombreux ouverts D(Q2) n’est pas dense dans W*(Q),
aussi introduit-on de nouveaux espaces de Sobolev.
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i Définition

Quel que soit le réel p,1 < p < oo, on appelle espace de Sobolev, et on note :
Wy P(2), l'adhérence de D(2) dans WP (Q)(resp. Hi () si p = 2).

ii Propriétés

Comme W, (Q) est fermé dans W'P(Q), muni de la topologie induite c’est un
espace de Banach séparable il est de plus réflexif pour tout réel p vérifiant 1 < p < oo.

iii Proposition
Soit p un réel, 1 < p < oo, I un intervalle de R, un élément de WP (I).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. L’application u appartient & Wol’p(I).

2. L’application u vérifie u = 0 au bord de I.

Avant de démontrer la proposition, on prouve le lemme suivant :

iv Lemme
Soit I un intervalle borné de R. Alors pour tout u de WHP(I), il existe v vérifiant :
1. L’application v appartient a C(I),
2. L’application vérifie

v=u p.psurl,

3. Pour tout (x,y) de 72,

Preuve
Soit xp un élément de I, et w ’aplication :

I —C ,
z = w(@) = f:; u'(t)dt.
Alors dans D'(T),
u =,

d’ott comme [ est un intervalle,
1CeC = w=u+Cpp.surl] — v=w-C

vérifie v = up.p.
et

Y(z,y) € I? v(z) — v(y) = / o (t)dt.

De plus v appartient & C(I), alors on identifie u & son représentant continu.
Remarque

Si I =]a, b[, un intérét de ce lemme est de montrer que tout élément de W' (I) admet

un représentant continu sur I, et de pouvoir parler de u(a), et de u(b).

Démonstration de la proposition 1.3.3.5 - iii :

1 = 2. Pour tout u de W, *(I), il existe une suite (un)nen de D(I) telle que :
u = L=(I) — limp—oe0 (un) (Ex. IIL.7). Or w,u, pour tout n de N, appartiennent a



CHAPITRE 1. RAPPEL ET PRELIMINAIRES 33

C(I). Si I =a,b[, —00 < a < b < +00, ceci entraine u(a) = lim,_ o0 un(a) =
Si a ou b ne sont pas finis, on a vu a 'exercice II1.8, que 'on a : lime (u)

oo

2 = 1. Soit G une fonction de C*(R) vérifiant |G(t)| < |t|Vt € R et :

_J 0 [t] <1
¢ { oIt > 2

Soit u de WP (I),u = 0 au bord de I.
On note pour tout n de N*,

1
Up = EG(nu).

Alors u,, appartient & W?(I), et

supp(us) © { € IlJu(a)| = + }

est un compact de I.
De plus comme,

(Gou) = (G ou)d,

et que G’ est bornée on montre que : w = W P (I) —lim,— o (u,), puis par un procédé
de régularisation que u, est limite d’éléments de D(I).

Une propriété analogue n’est pas vraie pour tout ouvert 2 de R™. Le résultat
suivant fournit des applications intéressantes :

Notation

Soit h de R™ vérifiant |h| = 1, a et b réels vérifiant —oco < a < b < +00. On appelle
bande de R"™ d’épaisseur b — a, dans la direction h, et on note :

Bd(h) = {z € R"|a < (z, h) < b}.

v Inégalité de Poincaré

Soit p un réel, 1 < p < 00, un ouvert de R™ inclus dans la bande Bd(h); alors
on a :

3C > 0,Yu € Wy (Q) = C[|ull oy < VUl (1o (yyn -

Il en découle de fagon triviale le corollaire suivant :

vi Corollaire

Soit p un réel;, 1 < p < 00, un ouvert de R" inclus dans une bande; alors
I'application de :
1, +
WP () = R, uw— ||VU’H(L:D(Q))" )

définit sur WP () une norme équivalente a celle de W'?(Q).
Preuve (proposition 1.3.3.5 - v)

1. Pour tout v de D(Q),v(x + th) = f;(Vv(x + 7h), h)dr. De 'inégalité de Swarz
ondéduitpour1<p<oo,%+%:1:

b
|U(z+th)|Pg(t—a)%/ \Vu(z + 7h)[? dr,



CHAPITRE 1. RAPPEL ET PRELIMINAIRES 34

(resp. |v(z + th)| < f: |Vu(z + 7h)|dr si p = 1). Soit P I'hyperplan orthogonal &
h; alors pour toute fonction f de support dans €2, prolongée par 0 hors de €2, on a :
[l f@Pdy = [7 [, |f(x + 7h)|? dzdr. On en déduit :

Doy
b—a)d
||UHLP(Q) < % HVUH(Lp(Q))n 1 <p<oo,

[0l gy < (0= a)[[Vull L' ()", p =1

1.4 Les EDP linéaires du 2* ordre

Ce sont les EDP de la forme

ou ou 8%u
Uz = 3z5 Uy = 5y> Uzy = 329
F('T7 t,u, umuy»uzmuzyyuyy) =0 52 v 22w v

— u. —
Ugzr = 31‘27 uyy - 3y2
ou F' est une relation entre les variables x, ¢, u, Uz, Uy, Uza, Uzy, Uyy-

— Une équation quasi-linéaire du ordre 2 est de la forme
Atae + 2Buay + Cuyy + f(2, Y, U, Uz, uy) = 0 (2)

C’est une équation linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre 2 de la
fonction inconnue u = u(z,y).

— Une équation lineaire d’ordre 2 est de la forme
Atgy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fou = g(z,y) (3)

C’est une équation linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre 1 et 2
et & la fonction inconnue u
ou A,B,C, D, E, F et g sont des fonctions de variables z et y de classe C? dans
un domaine D C R2.

Si dans (3), la fonction g est nulle, on dit alors que I’équation est linéaire homogene.

1.4.0.1 Classification des EDP linéaires du 2" ordre
On appelle discriminant A associé & ’équation (2) (ou (3)), Pexpression
A =DB*- AC.

Le type de 'EDP linéaire ou quasi-linéaire du 2°¢ ordre dépend du signe du dis-
criminant A :

— Type élliptique (A < 0)
Les équations de type elliptique interviennent tres souvent dans la modéli-
sation des phénomeénes stationnaires (c’est-a-dire n’évoluant pas au cours du
temps).
Exemple
L’équation de Laplace

u(x) fonction inconnue
—Au=f reQCR”
f wune fonction donnée.
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— Type parabolique (A = 0)
Les équations de type parabolique, qui modélisent souvent 1’évolution transi-
toire de phénomeénes irréversibles associés a des processus de diffusion.
Exemple
L’équation de la chaleur

u(x,t) fonction inconnue
ou reQCR”
t>0 letemps
f wune fonction donnée.

— Type hyperbolique (A > 0)
Les équations de type hyperbolique qui modélisent des phénomenes dépendant
du temps, de transport ou de propagation d’ondes.
Exemples

— Equation du transport

u(x,t) fonction inconnue
du n C@ —0 zeR
ot oz t>0 letemps

c une constante.

— Equation des ondes

u(x,t) fonction inconnue
o*u reEQCR”
otz t>0 letemps
f wune fonction donnée.

1.4.1 Condition aux limites d’une EDP

Se donner les conditions aux limites, c’est donner des renseignements sur la fonction
u ou ses dérivées sur le bord du domaine. Ils peuvent étre de différents types, voyons
les principaux :

1.4.1.1 Condition de Dirichlet

En mathématique, une condition aux limites de Dirichlet est imposée a une équa-
tion différentielle ordinaire (EDO) ou & une EDP lorsque 1'on spécifie les valeurs que
la solution doit vérifier sur les frontiéres/limites du domaine.

Pour une équation différentielle ordinaire, par exemple

ou « et [ sont deux valeurs données.
Pour une EDP, par exemple
Au+u=0

ou A est le Laplacien, la condition aux limites de Dirichlet sur un domaine Q C R™
s’exprime par

u(z) = f(z), Va €N
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ou f est une fonction connue, définie sur la frontiere 9.

1.4.1.2 Condition de Neumann

En mathématique, une condition aux limites de Neumann est impposée a une
équation différentielle ordinaire ou a une EDP lorsque 1'on spécifie les valeurs des
dérivées que la solution doit vérifier sur les frontiéres/limites du domaine.

Pour une équation différentielle ordinaire, par exemple

y//_y:O

la condition aux limites de Dirichlet sur U'intervalle [a, b] s’exprime par

ou « et B sont deux valeurs données.
Pour une EDP, par exemple

ou
%‘FAU—O

ou A est le Laplacien, la condition aux limites de Neumann sur un domaine 2 C R"
s’exprime par

Ou _ flz), Ve

on
ou f est une fonction connue, définie sur la frontiere 92
7 est le vecteur normal & la frontiere 9
La dérivée normale dans le membre de gauche de I’équation, est définie par

6—1: = g;;d u(x). n (z)
aon

1.4.1.3 Condition de Robin

En mathématique, une condition aux limites de Robin (ou de 3°™° type ou encore
de Fourier) est imposée & une équation différentielle ordinaire ou & une EDP lorsque
I'on donne une rélation linéaire entre les valeurs de la fonction inconnue et les valeurs
de la dérivée de la fonction sur le bord du domaine.

Autrement dit, la condition aux limites de Robin est une combinaison pondérée
d’une condition aux limites de Neumann et de Dirichlet.

Si 2 est un domaine dans lequel une équation doit étre résolue, et si 02 désigne le
bord du domaine, la condition aux limites de Robin est de la forme

ou
au+b——s =g surdf,
n
ou a b et g sont des fonctions définies sur 92
u est la solution définie dans €2 que ’on cherche a déterminer
5—’_‘, désigne la dérivée par rapport a la normale extérieure sur le bord.

n
En dimension 1, si, par exemple, = [0, 1], la condition aux limites de Robin s’écrit

sous la forme
au(0) — bu’(0) = ¢(0),
au(l) +bu'(1) = g(1).

1.5 Théorie des semi-groupes

1.5.1 Définition d’un |y semi-groupe



CHAPITRE 1. RAPPEL ET PRELIMINAIRES 37

Définition 1.5.1. Soit E un espace de Banach, une famille ¢ un paramétre G(t),
0 <t < +4oo d’éléments de L(E) est appelée semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
sur B si :

1. G(o) =1
2. G(t +s) = G(t).G(s) Vt,s > 0

e Un tel semi groupe est dit uniformement continu si :

li || =
lim|G () — 7)) = 0

On dit dans ce cas que G(t) est un Cp semi groupe [1].

1.5.2 Génerateur Infinitésimal

Définition 1.5.2. Le générateur infinitésimal A d’un Co-semi groupe S(t) est définie
par :

.1
Ax—th_rr)log[S(t)x—x]

De domaine : 1
D(A) = {a: € H, lim ~[S(t)x — 1] exz’ste}
t—s0 t

1.5.3 Théoréme de Hille-Yosida

Soit A un opérateur linéaire (non necessairement borné) dans un espace de Ba-
nach E. Alors A est générateur infinitésimal d’un Cj semi-groupe de contraction si et
seulement si :

1. A est fermé a domaine dense.

2. L’ensemble résolvant p(A4) = {\ € C, \I — A est inversible de D(A) — E} contient

R%, de plus VA > 0, on a

1RO, A = [[(M = A4) | <

> =

1.5.4 Théoréme de Lumer-Philips

Soit A un opérateur linéaire a domaine dense dans un espace de Banach E, alors :
1. Si A est dissipatif et qu’il existe Ao > 0 tel que Im(Aol — A) = E Alors A est
générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction.

2. Si A est générateur infinitésimal d’un Cp semi-groupe de contraction Alors
Im(Xol —A) =E, et Ao > 0 et A est dissipatif.

De plus : Vo € D(A) , Va* € F(z) :

Re < z*,Ax ><0
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1.5.5 Démonstration du théoréme de Lumer-Philips

Preuve 1. ([1],/9])
i/- A dissipatif => ||(A — A)z|| > A||z|| , Yz € D(A) = A — A injectif
En particulier pour \o :

o Mol — A est bijectif et de plus : ||(Mol — A)7Y| < Tlo
donc (Mol — A)™! borné et continue et A est fermé.

En wtilisant le théoréme de Hille- Yosida, on en déduit que A est G.I d’un
Co semi-groupe de contraction. (Car % <1)

e A={A>0: Im(AM —A)=E} C|0,+o0[ .

AeEAN = Xep(Ad) = FV(A) Cp(A)
~—~—

ouvert
D’o0a V(A)N 0, +oo] C p(A) est un voisinage de A dans]0,+oo[ et A est ouvert

e On démontre que A est fermé : Soit A\, € A, Ay — A >0
étant donné :y € E, Vn, dz, € D(A) / Az, — Az, = y d’aprés la
surjectivité On a ||zy|| < %ﬂHyH < C. de plus
Am||zn = Zm|| < |[Am(zn — 2m)|| — [|[A(zn — 2m)||
= [An = Aml-|zm]
< CAn = Al
Car
Am(-rn - wm) - A(mn - xm) - )\ann - Axn - )\mxm - Amm
—_———
v

= AT — An.Tn — Y

An étant une suite de Cauchy donc x,, est une suite de Cauchy, et on a
c.v
Tp — T

Axp, = — ATy — A
{ o Y& A — Y+ AT A fermé =z € D(A) et Ax = —y+Az

Iy — T

= A€
C.8: Im(\M — A) =B, VYA>0.
A dissipatif => Im(\ — A) injectif VYA > 0.= (A — A)™! existe et

1
A Y <=
IO - ) <+

Le théoréme m de HY = A est G.I d’un Co %—groupe de contraction.

e Reste a montrer : Re < x*, Az ><0
x € D(A), z* € F(x)

| <Gz, 2" > | < [|G)]|.l]«"|
* 2
< el =" = [l
<Gl)zr—z,2" >=<Gt)z,z" > —<z,2" > <0
——

2
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Donc Re < G(t)x — xz,x* >< 0. On dévise par t > 0 et on fait tendre t — oo,
on obtient
Re < Az, 2" >< 0.

Corollaire 2. Soit A fermé da domaine dense si A et A* sont deuzx opérateurs continues
dissipatifs, alors : A est G.I d’un Co semi-groupe de contraction.

Preuve 3. A =1, Im(I— A) = E, On suppose que Im(I — A) # E, on applique
le théoréme de Hann Banach. comme Im(I — A) est un sous espace vectoriel fermé de
E:
dz* € B, 2" #0 et =¥ (Im(I - A)) ={0}
- € D(A") et <z"—Ax",z>=0 Vze D(A).
D(A) dense alors z* — Az" =0

A* dessipatif donc I — A* est injectif et (I — A*)x™ = 0 implique que x* = 0, on
aboutit donc d une contradiction et Im(I — A)=FE

1.6 Séries de Fourier

1.6.1 Quelques Notions

1.6.1.1 Définition
On dit qu’'une fonction f : R — C est périodique de période T > 0 si
@ +T) = f(x), ¥z R

1.6.1.2 Lemme

Soit f : R — C une fonction périodique de période T'. Pour tout a € R,

T a+T
/ flx)dz = / flx)dz
Preuve

Désignons par k Pentier pour lequel, a € [kT, (k + 1)T]. Puisque f est périodique, on

a
T T (k+1)T
/ f(@)da = / f@+ KT)dz = / F(w)dy
0 (0] kT
a (k+1)T
:/ f(y)dy+/ f(y)dy
kT a
a (k+1)T
_ / F(y+ T)dy + / F()dy
kT a

a4 T (k+D)T a+T
_ / F(2)ds + / F(y)dy = / F(t)at
< a a

k+1)T
conséquence

e Si f est paire (f(—z) = f(x), pour tout x), alors on a

) =
f(z)dz = B f(z)dz = 2/7 f(z)dz

0 —

©lS
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e Si f est impaire (f(—z) = —f(z), pour tout ), alors on a
4 3
/ flx)dz = flx)dz =0
0 -3

1.6.2 Définitions et calcul formel

Observons que d’abord si g(x) est périodique de période T', alors la fonction f(z) =
g(%x) est périodique de période 27. Nous pouvons donc nous limiter au cas T' = 2.
1.6.2.1 Définition

Etant donnée une fonction f : R — C périodique de période 27 et bornée, on
appelle coefficients de Fourier complexes de f les nombres complexes définis par

2w
- 1 »
fx = %/0 f(z)e " da. (1.6.1)
On appelle série de Fourier de f, la série formelle
+oo )
f@)~ > fee™. (1.6.2)
k=—o00

Remarque
Ici il est important d’expliciter la notation.

+oo n
E zr = lim Zk.
n——+oo
k=—oc0 k=—n

Donc, pour une série de Fourier, les sommes partielles qui nous intéressent sont de la
forme
n
Sn(z) = Z fre™ . (1.6.3)
k=—n
Une fonction périodique de ce type sera appelée polynéme trigonométrique d’ordre n.
I’ensemble de ces polynoémes est noté 7s,.

Remarque
a) Si f désigne le conjugué complexe de f, alors on a

Fo=T & (1.6.4)

b) Si f est une fonction & valeurs réelles, on peut décomposer le calcul de fk
comme suit

1 27 1 2
fr = %/O f(x)cos(kx)dx — ZE/O f(z)sin(kx)dz.

Posons

ap = %/ f(x)cos(kx)dx
0 (1.6.5)

by = l/ i f(x)sin(kz)dx.
T Jo
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Les coefficients ax, bx sont appelés coefficients de Fourier rées de f et, en vertu
de 1.6.4, on a les rélations

fo = 3a0
~ 1 .
e = 5 (ar —iby)
ar = fi+ fr (1.6.6)
be = i(fr — f-r),
a— = Ak,
b_r = —bg.

c) Si f est a valeurs réelles, on peut écrire les sommes partielles de la série com-
plexe (1.6.2) sous la forme

S, = fo +Z (flke—ikx +fkeikx)
k=1
1

= 540 + kz: arcos(kx) + brsin(kx).
=1

Donc, dans le cas réel, on peut remplacer la série de Fourier par la série trigo-
nométrique,

f(z) ~ %ao + Z arcos(kz) + bisin(kz). (1.6.7)

k=1

1.6.3 Les périodes quelconques, les fonctions paires et im-
paires

1.6.3.1 Les fonctions paires

Soit f : [—m, 7] = C une fonction paire. Alors f(z)sin(kz) est impaire et par la
conséquence du lemme 1.6.1.2, on obtient que
1

b = — f(z)sin(kz)dz = 0,
LU -

De méme, comme f(x)cos(kz) serait paire dans ce cas, alors

ar = 2 /7r f(z)cos(kz)dz.
™ Jo

Il en découle que

N 1 1 N
= —apr==a_p = f_
fr o0k = 50—k fok,
et que les coefficients de Fourier complexes sont réels et symétriques en k.

1.6.3.2 Les fonctions impaires

Soit f : [—m,m] — C une fonction impaire. Alors f(z)cos(kz) est impaire et par
la conséquence du lemme 1.6.1.2; on obtient que

ak = %/W f(x)cos(kx)dz = 0.
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Comme f(z)sin(kz) serait paire dans ce cas, alors

by = %/ﬂ f(z)cos(kz)dzx.
0

Il en découle que

fk:_wik_ibfik_ f

y ~ig T
et que les coefficients de Fourier complexes sont imaginaires et anti-symétriques en k.

1.6.3.3 Les périodes quelconques

suivantes,

Si f : R — C est périodique de période T, les coefficients de Fourier sont définis
comme étant les coefficients de Fourier de g(z) = f(Zx). Ceci conduit aux formules

27
s 1 T | ik
fe = 27r/0 f(27rx)e dz.

Posons y = %x, on a dr = 2%’dy, donc

1 [ 2

7 —ik2E

Fo=g [ ey
0

De méme

T T
%:%AﬂWm@%@@,m:%Aﬂwm@¥@@

Définition (Noyau de Dirichlet)

On appelle noyau de Dirichlet le polynéme trigonométrique réel d’ordre n, notée D,,
dont tous les coefficients sont égaux a 5, c’est-a-dire

k
o 1 —1ijz
Di(z) = o g e V7. (1.6.8)
j=—k
En posant w = e~*

) on peut calculer la somme (série géométrique)

1
2
Au final,
2T sin (z )
Par ailleurs,

pi 1 —1 i ‘ k
[ .Dk(z)dz =5- (27r+ Z -

pi
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Lemme (Riemann-Lebesgue)
Sif : [a,b] = C est intégrable, alors

b
lim/ f(z)e™ de =0
t— o0 a

Preuve

On procede par trois(3) étapes :
a) Supposons que f = fo constante.

/b f(x)e™ dz = fo (%) (¢ _ ¢ite).

itx
(&

Donc

dz §2%—>0 quand t — oco.

b) Supposons que f est une fonction en escalier. Plus précisement, étant donnée
une partition de [a, b],

a=20<T1 <2< ... <Tp1<Tp=2">

on suppose que

)= fulHop (t) = Hepys (1)),

avec f; constantes. En prenant le raisonnement précédent, nous obtenons cette

fois,
b ..o n—1
itx _ E itxy, _ itxy
/ﬂm<m{JZn@+lex
@ k=0

d’ou

e da Z\fk|—>0 quand t — oco.

¢) Supposons maintenant que f est intégrable et & valeurs réelles. Pour € donné,
on peut trouver une partition

a=x9 < X1 <m2<...<xn71<$n:b,
pour laquelle, si S désigne la somme inférieure, c’est-a-dire
= Z ( min_f( )> (Trtr — k),
[k, Trt1]
On a
b
S < / flz)dz < S+e. (1.6.9)

Mais, S est l'intégrale de la fonction en escalier,

Z ( min f )) (41 — mk)(sz (z) - vak+1 (z)),

[k, Ty1]

et on peut réecrire (1.6.9) sous la forme

/ |f(z (z)|dz < e. (1.6.10)
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Puisque ¥ est une fonction en escalier, il existe T > 0 pour lequel,

b
/ Y(z)e™dx

b ‘ b ‘
/ f(x)eda / P(x)e dx

En combinant I'inégalité triangulaire, (1.6.10) et (1.6.11), on obtient

b .
/ f(z)e™ da

C’est ce que nous voulions démontrer.

<e Vt>T, (1.6.11)

Ainsi,

< +

b
/ (f(z) — w(x))eitzdm ,

vt > T, < 2e.

d) Si f est & valeurs complexe, il suffit d’appliquer le résultat précédent aux parties
réelle et imaginaire de f.
Théoréeme (Convergence ponctuelle de Dirichlet)
Si f et f’ sont périodiques et continues par morceaux sur [0,27], alors la série de
Fourier de f est convergente et

fzt) = n;n flz+h)

—+oo
3 zkz_l + — h—0
2 =D e

Preuve
Nous avons que

@)= 3 fie = S [ et

k=—n k=—n

)= [ 1) (Z e““(W) .

ou encore

k=—n

Faisons le changement de variable, y = z 4+ x et utilisons la périodicité pour obtenir,
Sn(z) = /7T f(x 4+ 2)Dn(z)dz.
Puisque D,, est une fonction paire, S, peut aussi s’écrire comme suit
Sn(z) = /7T f(x — 2)Dn(2)dz.
En faisant la moyenne, on obtient
Sn(z) == % (/” f(z = 2)Dy(2)dz+ = /7r flz +z)Dn(z)dz.)

Pour chaque z fixé, (f(x - z) + f(x + z))D(z) est une fonction paire et on pouvons donc
écrire

Sn(z) = (/ f(z = 2)Dy(2)dz+ = / flz+ z)Dn(z)dz.> =TI+ Jn.
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Examinons le comportement de I,,, I’étude de celui de J,, est en tout point identique.
™ ™ B 1 B
I = / F(@ — 2)Da(z)dz = / (F(w = 2) = " )Dule)dz + 3 1),
0 0

fle=2)—f(z")

Soit § > 0 donné, la fonction S (5 est intégrable sur [d, 7] donc, d’aprés du
“ 2

lemme de Riemann-Lebesge

5 T
lim I, = lim /f(a:—z)Dn(z)dzz/ (f(ac—z)—f(m_))Dn(z)dz—l—%f(:r_).

n—-+oo n—-+oo

Soit € > 0 donné, comme f'(z—) existe, il existe § > 0 qui dépend de z et € tel que,
1 _ _
20,8 = |Z(@—2) - f7) - Fla7)| <e

Ceci implique que, pour § assez petit, la fonction 1 (f(z—z)— f(z7)) est intégrable sur

[0, 6], tout comme la fonction h(z) = sz D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue
2
on a alors

5

li ' ))D dz= 1 ! “)h ] L dz=0
Jm [ =2~ ez = i[5 =)= e D hE)singn+ ez =0,

D’ou L
lim I, = §f(x_)

n——+oo
De la méme fagon,
lim J, = %f(a:Jr)

n—-+oo

1.7 Fonctions de Bessel

1.7.1 Equations et fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel découvertes par le mathématicien suisse Daniel Bernouilli,
portent le nom de Friedrich Bessel et sont les solutions y de I’équation différentielle de

Bessel :
d  dy

Cette équation est équivalente & :

)+ (m2ac2 — k:z)y =0

2+ =2 (m’ - )y =0 (1.7.1)
ou k est un nombre réel ou complexe -

11 existe deux sortes de fonctions de Bessel [23] :
e Les fonctions de Bessel d’ordre k de 1™ espéce notées J qui sont définies en O :

Ji(x) = (%)k X::O %(%)2”, (1.7.2)

e Les fonctions de Bessel du second espéce Y}, définies par :

( (cosmv)dy(x) — - ()

sin(mv) ) (1.7:3)

Yk (LL') = Liml,_>k
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Les solutions Y ne sont pas définies en 0 , et on a (cf.[23]) :
Limg—0Yi(z) = —c0 (1.7.4)
La forme générale des solutions de (1.7.1) s’écrit :
y(z) = AJk(mz) + BYi(mz) (1.7.5)

1.7.2 Quelques propriétés des fonctions de Bessel de 1™
espece

1.7.2.1 Les fonctions de Bessel d’ordre négatif

Les fonctions de Bessel d’ordre négatif sont définies par :

J k(x) = (=D Ju(z), k>0

1.7.2.2 Dérivées des fonctions de Bessel Ji(x)

%[xk(]k(mx)] = ma® Jy_1 (mz) (1.7.6)
d%[af’vk(mx)} = —maz " Jps1(ma) (1.7.7)
%pumm:—mhﬂw@+§@m@ (1.7.8)

1.7.2.3 Développement en séries de puissance des fonctions de Bessel

()" =)
Jk(m):m <1+;p!(k+1) ..... (k+P)>

1.7.2.4 Approximation asymptotique des fonctions de Bessel(z — c0)

Jk(x)
o 20 BB D) L easte - T kD)

— )sin(z — = — kY]

7(1!831: 4 2

Des deux dernieres séries , on conclut que :
e Pour z grand (au voisinage de co) , on peut approcher Ji(z) d’apres [11] par :

Ji () =~ \/Zcos(x — g(k + %)) (1.7.9)

e Pour k fixé et = au voisinage de 0, Jx(z) peut étre approchée [23] par :

1 &

Ji(z) ~ S e (1.7.10)
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1.7.2.5 Intégrale de Bessel

Les fonctions de Bessel peuvent étre aussi exprimer en fonctions d’intégrale (cf.[23]) :

Ji(x) = %/ cos(k — zsinf)do (1.7.11)
0

1.7.3 Zéros de Bessel

On note jk,1, jk,2, -....les zéros positifs de Ji(z) , fonctions de Bessel d’ordre k de
17¢ espéce .
Proposition 1.7.1. : Sijk,1, jk,2, -...(respectivement jr+1,1, jr+1,2, -...) sont les zéros

positifs de Ji(z) (resp Ji+1(x)). Alors pour k > —1 on a :
0 < Jr1 < Jrr1,1 < Jr2 < Jr+1,2 < Ji,3 < eovvennnn (1.7.12)

Ce résultat est souvent exprimé par I'expression : " les zéros de Ji(z) sont entre-
lacés avec ceux de Jiy1(x)" (cf.[23]) .

Preuve
Pour montrer le résultat (1.7.12) , on utilise les formules de dérivation (1.7.6) et (1.7.7)
pour m =1:

%[x_ka(z)} — e T () (1.7.13)
%[x“ljm(x)] — 2 () (1.7.14)

L’équation (1.7.13) montre qu’ entre deux zéros consécutifs de x=*.Jy,(z) , il existe
au moins un zéro de ™" Jyy1(x), de méme 1’équation (1.7.14) montre que lorsqu’on
se place entre deux zéros consécutifs de xk“JkH(x) , il y a au moins un zéro de
"1 Ji(2) . Le résultat (1.7.12) devient donc évident .

Le théoréme suivant donne une caractérisation des zéros de Bessel , valable pour
toutes les solutions de (1.7.1) tel que k soit un réel et k* > 1 :

Theorem 4. Soient ji,; et ji,i+1 deux zéros consécutifs de Ji(x) solution de premiére
espéce de (1.7.1) .Alors :
T . . 2 1
1 < Jkit1 — Jki < —, k* > 1 (1.7.15)
4

V(-2

>
T it1 T i

On voit que ’écart tend vers m quand jx,; tend vers oo
La démonstration de ce théoréme est donnée dans [11] .

1.7.4 Propriétés des zéros de Bessel

e Formule asymptotique : De Pexpression (1.7.10) , on en déduit que :
x = 0 est un zéro d’ordre k . Les zéros suivants; * = jr,1,Jk,2,-----Jk,i--...S0nt simples
distincts et pour 4 grand , on peut approcher le i zéro par la formule asymptotique :
ko1

jk,i"‘ﬂ'(i“ri_*

7 i1 (1.7.16)

e En admettant que tout les zéros sont simples (Si Jx(z) = 0 alors T (z) # 0) il ne
peut y avoir de zéro commun & Ji(z) et Jit1(x).
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Par récurrence , il est clair que tous les zéros de toutes les fonctions de Bessl sont

entrelacés .
o Si k est réel et k > —1, les zéros des fonctions de Bessel sont tous réels (cf. [23]) .



Chapitre 2

Equation des ondes avec
conditions aux limites
mixtes

2.1 Probléme a étudier

Dans cette partie, on s’intéresse spécifiquement a la stabilisation de 1’équation
d’onde avec un amorgage interne linéaire dans un domaine délimité & deux(2) dimen-
sions et la densité m est non-négligéable.

Plus précisement, on considere ’équation d’onde dissipative suivante :

ur — Au+up =0 dans Ry x Q, (e1)
du + m(x)uge — Aru =0 sur Ry x I'y, (e2)
Ou=0 sur Ry x T, (e3)
u(0,z,y) = uo(z,y), w(0,z,y) =ui(z,y) dansQ,
ue(0,2,1) = wo(z, 1) dans T'y.

ou 2 = {u =(z,y) ER* 0< 10 < |u| < 1} un domaine de R? délimité par ' =
T'ouUTIy.
I‘Oz{uG]R2 ¢ |ul =ro}
I ={ueR?: |u =1}

v est le vecteur normal dirigée vers I'extérieur sur la frontiére;
A(.resp Ar) est Popérateur de Laplace (.resp Laplace tangentiel) sur Q(.resp I'1) ;
m : I't = R est une fonction non-négative telle que :

m(z) > mo > 0,Vz € T'1.
Important
On notera (1) - (2) ce probléme pour la suite des travauz.

2.2 Domaine d’étude du probleme

Le domaine définition du probléme H est :

H =V x L*(Q) x L*(T1).

49
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avec
V={veH'(Q) : v/reHI)}

\|v\|2vz/\w|2dx+/ |Vro|?dD
Q Ty

Alors H est un espace de Hilbert, dont la norme est donnée par :

muni de la norme :

I g WIE = 1A+ llglPagy + Imhl2ag,,, Y(fgh)€H  (22.)

2.3 Reformulation du probleme

Essayons d’obtenir un probléeme de Cauchy équivalent a notre probléme.
Pour cela, on pose
U
Y=|wv
w
avec u = u,v = us et w =v/r,.
Ut v
Yi= 0= (w), =uu | = Au—v
we = v /1y %(ATu —dyu)

0 Id O U
— Y = A —1d 0] (v
%(AT*QV)/FI 0 0 w

on a :

——
U opérateur A Y
Le probleme est donc équivalent au probléeme de Cauchy :

U uo
avecY =[v | €H,Yo= | u1 | et
w wo

A est 'opérateur définie sur
D(A) = {U = (u,v,w)" € H : AU € H; w = v/, (8pu+ m(x)us — Aru)/r, =0, dyullo = 0}

par :

0 Id 0
A= A —Id 0
w(Ar=0d)/r, 0 0
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2.4 Existence et unicité de la solution

Pour montrer Pexistence et 1'unicité de la solution du probléme (2.3.1)- (2.3.2),
il suffit de montrer que 'opérateur A est m-dissipatif i.e. A est maximal et

Re(AU,U) < 0,YU € D(A).
a) A est dissipatif ?
Soit Y = (u,v,w)" € D(A) avec w = v/r,.
En utilisant le produit scalaire (.,.) qui engendre (2.2.1), on obtient :

<Aw>=<< A;Li”a u>> <>>

VuVv + (Au — v)vdzdy + / (Aru — dpu)wdl + /VTuVTUdF
Q r

— /Uzdxdy + / vo udl’ + / (Aru — dyu)vdl’ + /VT’LLVTUdF
Q r
2
= - /v dzdy
Q

Ce qui implique,

= (AY)Y)

Re(AY,Y) < 0,¥Y € D(A).

D’ou A est dissipatif.

b) A est maximal ?
Comme A est dissipatif d’aprés a), il nous suffit de montrer que AI — A est surjectif
pour chaque A > 0.

f
EtsoitF—<g €eH
h

37y = (Z) €D(A) : (A — A)Y =

w

(M — A)Y = F, s’écrit en termes de composante, comme suit :
Choissisons A =1 > 0.

Id 0 0 0 Id 0\ /u f
0 0 Id L(Ar—=8,)/r, 0 0/ \w h

Ce qui nous donne le systeme suivant :

u—v=7f (2.4.1)
20—Au=gyg (2.4.2)
w— %(ATU —du)=h (2.4.3)

En additionnant 2 x 2.4.1 et 2.4.2, on obtient :

2u — Au=2f + g (2.4.4)
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Formulation variationnelle :
Soit z € H(Q) vérifiant les mémes conditions posées sur u.
En multipliant (2.4.4) par z et en intégrant sur 2, on obtient :

/(2u — Au)zdudz = /(2f + g)zdudz
Q

Q

Appliquons ensuite la formule de Green, on obtient :

2/uzdudz+/ Vqududzf/ z&,udl":/@f + g)zdudz
Q Q I=Iour; Q

De 2.4.3,
du=m(h—w) + Aru

et en sachant que d,u = 0 sur Ry x I'g On obtient,

2/ uzdudz + / VuVzdudz — / z[m(h —w) + Aru]dl’ = /(2f + g)zdudz
Q Q r Q

é?/uzdudz—i—/ Vqududz—/ ZATudF:/(2f+g)zdz+/ mz(h —w)dl’
Q Q rp Q 1

On applique a nouveau la formule de Green, on obtient :

2/uzdudz+/Vqududz+/ VTuVTzdF:/(2f+g)zdz+/ mz(h —w)dl
Q Q Iy Q Iy
On pose :

a(u, z) :2/uzdudz+/Vqududz+/ VruVrzdl
Q Q

'

L(z) :/(2f+g)zdz+/ mhzdF—/ 22dr
Q IN] r

On utilise donc le théoréme de Lax-Milgram pour prouver que la formulation varia-
tionnelle a(u, z) = L(z) de (2.4.4) posséde une unique solution.

i) Continuité de L(.)

/(2f+g)zdz+/ mhzdff/ z2dl“‘
Q Ty 1

< / |2f+g|\z\dz+/ \mh||z|dr+/ |z|*dD
Q ry Ty 9
<|2f+ 9HL2(Q) ||ZHL2(Q) + SulP Im(z)] ||h’||L2(I‘1) HZ||L2(F1) + ||Z||L2(F1)
zely

IL(z)] =

Etant donnée que m € L=(I'y) et f, g, h € L*(Q), alors

12f +9||L2(Q) = Co < oo (fini)
sup |m(z)| = C1 < oo (fini)
z€el
Hh||L2(Q) =C2 <0 (ﬁni)

Ce qui donne

2
IL(2)| < Collzllp2qq) + Crllzll 2w,y + 12172,
< max(Co + C1,1) |||y,

Alors L(.) est continue.
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ii) Continuité a(.,.)

la(u, 2)]

= /Vqududz—}—Z/uzdudz—/ VTUVTZdP’
Q Q Iy

/|Vu|\Vz\dudz+2/|uz\dudz+/ |Vru||Vrz|dD

< Vull 2y IV2I 2 ) + 2 llull 2 g HZ||L2(Q) + IVrull g2y IV 2l p2(ryy
S20(IVull p2iqy + IVTull 2 ryy + 1wl p20) (V2N 220y + IVT2l 21y + 120 12(0))
< M jully [zl

Donc, af.,.) est continue.

iii) Coercivité de a(.,.)

- /(Vu)2dudz+2/u2dudz+/ (VTu)2dr’
Q Q I8
Z/Vu dudz+/u dudz+/ (VTu
Q Q

> HVU||L2(Q + ||u||L2(Q) + HvTu”LZ(F )
> L ull}

|a(u, u)|

Dong, af(.,.) est coercive.

a(.,.) bilinéaire, continue et coercive sur V et L(.) est linéaire continue sur V, d’apres
le théoréme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique faible u € V'
telle que

a(u,z) = L(2), V2 €V
En utilisant (2.4.4) (obtenu par 2.4.1 et 2.4.2), on obtient :

Au =2u— (2f + g) € L*(Q)

Comme u, f et g € L*(Q)

alors :
Au € L*(Q)
d’ou
v=u—fevVv
u
finalement il existe Y = | v | € D(A) qui vérifie A\[—A)Y = Fpour A >0et F € H.
w

C’est-a-dire (A — A) est surjectif, donc A est maximal.
Le théoreme de Lax-Milgram assure I’existence et 'unicité de la solution du probleme
(1) -(2), ce qui achéve la démonstration.




Chapitre 3

Stabililsation
exponentielle

Définition (Stabilité forte)

On dit que Pénergie F(t) d’un probléme est stable fortement si

E(t) — 0, lorsque t— oo

Définition
On a la stabilité exponentielle de I’énergie E(t) d’un probléme d’évolution, lorsque
E(t) < Ce ™ E(0), Vt>0

avec C et w deux(2) constantes positives.

Soit rp R, 0 <79 < 1.
Et soit  un sous-ensemble de R? définie par

Q={zeR®: 0<ro<z| <1}

délimité par T.
On suppose que I' est séparée en deux(2) parties I'g et I'1 (I' =T UT'1) définies par

Iy ={zeR?: |:c|:r0}
' ={zeR?®: |x|:1}

3.1 Formulation du probléme (1)-(2) en un pro-
bleme unidimensionnel

Considérons maintenant ’expression suivante de u

u = Z u<k)(r, t)eike

kEZ

54
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avec (u™) est le coefficient de Fourier de u.
Le laplacien A en coordonnées polaires est donnée par

T ror Tar r2 062

On a aussi

ou &*u
81/ - = t A = —
u/r =y /r© ™/t = G /r
Les équations e1, e2 et es s’écrivent donc

e1) tup — Au+up = e tuy’ — S(r2)%u +72u(k>+u(k):0
(e1) A 0 (€h) sufy) — H(rg)*u® + & :
(e2) : Ovu+m(z)use — Aru=0/r, < ¢ (eb) :u™ (1) + E2u® (1) + m()uP (1) =0
(e3) : Oru=10/r, (eh) :u®(rg) =0

Ce qui nous permet de deduire le probleme unidimensionnel suivant :

k 1 0 k2 k /
W g P 4 u ™ =0 dans (ro, 1) xRy, (€)
u® (1) + 2™ (1) + m(D)ulP (1) =0 sur Ry, (€5)
) (r) = 0 surRy, () GLD
u®(0,2) = ul (), uf®(0,2) = ul (z) dans (ro, 1),
uf?(0,1) = wg (1)

3.2 Stabilisation exponentielle du modele 1-d avec
un parametre

L’énergie de la solution du probéme (3.1.1) est donnée par

1 MO) 2 2 ) K)o 2 2 m k 2
Ek(t)zé/ro ((881« ) +k—(u(’“’) + (ud*) )rdr+l€2(u(k)(1)) +¥(u§ >(1))

2
(3.2.1)
Lemma 3.2.1. Pour toute solution réguliére u'® de du probléme (3.1.1), on a

E,;(t) =— /1 r (uEM)Q dr

T0

Preuve
En utilisant la méthode d’intégration par parties et les conditions aux limites, on
obtient

’ E 2
Ey(t) = / (u£k>u£’§> + f;u%g?) rdr + Kuf® (1)u™ (1) + m()ui® (Dufy (1)
o
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On a
' w0 g, (k) ' k)., (k)
k k
r Upy rdr:/ Wy TU. AT
[, () , ()
9, ou® 'y
- Ek)@r( gr )dr—i—/ 87’( Ek) (k))dr
0

l
u(k) (r%)u(k)rdr + [ru( )u}f} .

1 0
w“ ——vawmmwwﬁmﬁm—mww> (o)
%,_/

=0

uf) )y rdr 4+ (1 (1)

1
/ 1,0 k2
mw—/uﬁhﬁ—rrrfm+ (ﬂmwwwu P+ K (u® (1) + m()u (Dug (1)
0

1
=/u@%$—$w§f“uﬁ W}m+¢%)@Mww%Wm+mm@ﬂ@
T0

De (e}), (¢5) on a

Ce qui nous donne

E;(t) =— /1 r (1L§k))2 dr—&—uik)(l) (—kzu(k)(l) — m(l)ugf) + k2u(k>(1) +m(1 )uif)(l))

T0

=0
D’ou
’ 1 2
E(t) = —/ r (ugk)) dr <0
T0
Pour montrer la stabilisation exponentielle du probléme (3.1.1), on exprime la
solution u* sous la forme

y solution du méme probleme que ™ mais sans amortissement
w solution du probléme restant
N.B

Pour étre plus bref, on écrira pas la dépendance de y et w & k

u(k>:y+w

Ce qui signifie que y et w sont solutions repectives de

1, 9., K
Yt — ﬁ(’f’a) Y+ ﬁy =0 dans (7“()7 1)

yr (1) + Ey(1) + m(1)yu(1) =0 sur Ry (3.2.2)
y(ro) =0 sur Ry
y(0) =w”, 3(0) =" dans (ro,1)
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1, 0. Kk B
Wi — T—Q(rg) w+r—2w+wt =0 dans (ro, 1)
w, (1) + E*w(1) + m(D)we(1) =0 sur Ry (3.2.3)

w(rg) =0 sur Ry
w(0) =0, w¢(0)=0 dans (ro,1)

On commence par étudier le probléeme (3.2.2).
On introduit I'opérateur Ay défini sur L?((ro, 1)) par

de domaine
D(Ag) = {v € H*(ro,1); v(ro) = 0 et v,(1) = —k*v(1) — m(l)vtt(l)}

Theorem 5. Les valeurs propres A2 de Uopérateur Ay, sont strictement supérieures &
k? et sont les racines de l"équation

k+ (1 —ro)(k* —m(1)A*) _ Jer1 (A1 —10))
YT Je(ANA —10))

kel (3.2.4)

avec Ji la fonction de Bessel de prémiére espéce et des vecteurs propres normalisés
associés

on(r) = ApJig(An(r — 1)), m€EN (3.2.5)
avec Y
2
Ay, > —— 3.2.6
- (1 — 7“()) ( )
et
lon ()] > 1Cﬂ ,  C constante positive (3.2.7)
“ o
Preuve

La preuve sera donnée en plusieurs étapes
— Premieérement par la formule de Green, on remarque que pour tout v € D(Ag),

1 1 2
1,0, 0 k
/ (Agv) vrdr :/ (—ﬁ(r&)(rm)v+ T2v> vrdr
7o 7o
1 12
1 8 6 2 k 2
__/7.0 ;5(7“5)1) rdr—&—/ro ol rdr

1 1 k2
:7[rva]iO +/ rvferr/ ﬁvzrdr

70 T0

1 1,9
k
= rov(ro)vr(ro) —v(1)v,(1) +/ rvfdr—k/ T—2U2rdr
H—/ s .
=0( car v(rg)=0) 0 0

=—v(1) (—kzv(l)—m(l)vtt(l))—i—/ rvfdr—i—/ ]7%1}27"(17”

T0

=vr(1)

=k* (v(1)® + m(1)v(1)vy (1) —|—/ rodr +/ f—ijTdr

T0o
1
> k2/ v (r)rdr = E*(v,v) i
ro

Ce qui prouve que les valeurs propres de Ay sont > k2.
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— Pour \? > k2,
on pose

On a donc "
ye = ixe (1)
yee = —N2eMo(r)
_int
Yr =€ ‘Pr(r)

Le probléme (3.2.2) serait donc équivalente a

9 2
M+1&p+(A2—1:2><p:O dans (7o, 1)

or?2  ror

2 2 (3.2.8)
er(1) + (K = m(1)A")e(1) =0
SD(T()) =0

La premiére équation du probléme (3.2.8) est ’équation différentielle de Bessel,
qui a pour solution générale

p(r) = AJdp(Ar) + BY,(\r) (3.2.9)

avec Ji et Yy sont les fonctions de Bessel de 1°7¢ et 2°™¢ espéces respecti-

vement.
— Par une translation sur le rayon r, on se rameéne a ’origine du répere

!
r=r—r9

r
1-—ry >

) =— 70 1

L’équation (3.2.9) s’écrit sur (0,1 — 7o) par
o(r') = AT (Ar") + BYx (')
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avec les conditions aux limites

{ or(1=m0) = —(k* = m(1)A*)¢(1 — ro)

©(0)=0
On a
©(0) = AJg(0) + B lim Yix(\r') =0
r’ =0
Comme,
Ji(0) =0, et lim Yi(z)#0
z—0
Alors
B=0

Donc les fonctions propres sont
on(r') = Andg(Anr’), n >0

De suite,
@n(r/) = AnJk(An(r —10)), n >0

— La seconde condition aux limites
er(1=1o) = =(k* = m(1)A*)p(1 = 7o)
combinée avec la rélation
d k
ﬂ[Jk(m)} = —Jk+1($) + ;Jk(:c)

La dérivée de ¢ par rapport a r sera donc

or(1 = 7o) = L LA = ro))]

k
= —)\Jk+1()\(1 — 7“0)) + I

— T

Je(A(L = 70))
Ce qui implique

T(A(1 = 10)) = = (k* = m(1)A*) Je(A(1 = ro))
k

1*7"0

k
= A1 (ML =r0)) + 5

— 0

— Ao (A1 — o)) = ( . m(l))\2)> Te(M(1 = 10))

— 1—7g + (k2 - m(1)>‘2) o Jk+1(>\(1 — 7“0))

A — Jk(M1 —r0))
k+(1—ro)(k* —m(DA)  Jep1 (M1 —10))
= )\?1 o) = Z(m = ro;)

A noter que les racines de cette derniére équation forment les valeurs propres
de Vopérateur Ayg.
— En utilisant les formules

Ji(x) = %/ cos(0 — xsinh)do (3.2.10)
0

en(r) = AnJi(Anr’), n €N (3.2.11)

et I’hypothése de normalisation

1-7ro
/ npi('r')r’dr’ =1
0
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On obtient

1—7g 1—70 T 2
1= / oo (r)yr'dr’ = Ai/ (1 / cos(0 — )\n(r')sinﬁ)d9> r'dr’
0 0 ™ Jo

En utilisant les rélations

cos(a — B) = cosacosB + sinasinf

On aura

l/ cos(0 — \n(r")sind)do < 1 {/ cos® (k)do + cos® (An1’ sind)do
T Jo 2r | J,

/
L [ / sin® (k0)do + / sz’nQ(Anr’sme)de}
0 0

27
<1
De suite,
1—7rg 1 ™ 2
1= Ai/ (/ cos(8 — An(r )sm@)d@) r'dr’
0 T Jo
1-7o 2
< Ai/ rdr’ = ﬁ(1 — r0)2
0
Alors,
A, > V2
11—
— De suite,
2
0l 2 L Tuanlr = o)
— o
Et comme,

Je(An(r —1m0)) # 0, car Ap(r —1m9) # 0

1l existe donc une constant C > 0 telle que

cv?2

()] > 3.2.12
a0 = T (3:2.12)
Lemma 3.2.2. Il existe une constante ¢ > 0 telle que

Antl1 —An>c¢, YneN (3.2.13)

Preuve
En utilisant 1’équation caractéristique (3.2.4) et la formule asymptotique suivant

2 T 1
Ji () =~ —cos (x — E(k + 5))
On obtient

Jr41(2) - 2 cos (cc —S(k+1+ %)) _ sin(
Ji(x) \/gcos (:c —Z(k+ %)) cos(

8|8
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Ce qui donne pour x = A(1 — 7o)
Jen(e) g R ) —mN?)
To@) tan(A(1 — ro) 3 (k+ 2)) ML —70) (3.2.14)
Pour A au voisinage de 400
Jene) IR P Nt
T tan(A(1 — 7o) 3 (k+ 2)) T 7‘0)\
— —tan(\(1 — o)~ 2k + 3)) = tan(Z (k4 2) = 21— 7)) ~ L
an o) = 3 3 an(3 5 o0 Tp—
Au final, on obtient
v =5(k+3) = A1-r0)
tan(y) ~ CA H C = ff; S0 (3.2.15)

-10—
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Les droites z = A(1 — 1) = & (%) sont les droites asymptotes a la fonction
tan(%(k+ 3) — ).
Etant donnée tan (3 (k+3) —x) ~ J@:Eﬂgf), on en déduit que Ji1(z) et Ji(z) disparait
au voisinage de % (2’“2’1).
Donc les valeurs propres A; sont les points d’intersections entre les deux(2) courbes
des fonctions mentionnées ci-dessus, on peut facilement voir cela a chaque période la
racine \; est entre Jry1,; et Ji,ir1 avec Jyt1,; (respectivement Jy ;1) est la ¢ — éme
racine de Ji41(z) (respectivement i + 1 — iéme racine de Ji(x)).
Ce qui permet d’écrire

s

Jitr1,0=0< o < Jk,1
Jer11 < A1 < Jg, 2

Jet1,n < An < Jknt1

Jret1,n+1 < Ang1 < Jyn2
Ce qui implique
Ant1 — An > Jirin+1 — Jent1 (3.2.16)

En utilisant la formule asymtotique suivante

k1
Jk,i’\’ﬂ'<7z+§—i>

on obtient,

Remarque

Pour les valeurs in’termediaires de z .i.e les valeurs de z comme 1 < x < o0, il
est facile de montrer grace aux l'inégalités , que Jit1,n+1 — Jk,nt+1 €st strictement
positive. Et puisque Ji41,n+1, Jk,n+1 sont des racines simples et distinctes dans R(
selon les propriétés des zéros de Bessel), on a

Jetr1nr1 — Jenr1
2

Jet1,n+1 — Jent1 >

. . . . Thitmt1—Trn
De ce fait, on peut dire qu’il existe une constante ¢ = inf {g, W} >0
telle que
Jet1,n41 — Jkng1 > C

Dans (3.2.16), on obtient

J| —J

Mgl — A >c, c=inf {g ’““’"“2 hontl } >0 (3.2.17)

A présent, on est prét pour A estimer ’énergie de .

Lemma 3.2.3. Soient (bn)nez une suite de nombres réels et un réel positif v tels que
bpt1 —bn >, VnezZ,

Alors, il existe deux(2) constantes positives c1 et ca, indépendantes de v telles que pour

toute fonction f de la forme
F) = ane™",

neEL
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avec an € C, on a :

am

C Y C:

EY ol < / HOPd < 23 o
0

nez nez

Preuve

Posons @ = = et b, = ab,, on remarque que

2
Y
bugt —bn >2, VneZ.

Par conséquent, I’inégalité d’Ingham standard [19] montre qu’il existe deux(2)
constantes positives ci1, c2 telles que pour toute fonction g de la forme :

g(s) =D ane™”,

nez

on a

2w
oY laf < [ @i <a Yol
0

nez nezZ
et le résultat du lemme 3.2.3 est alors prouvé en utilisant le changement de variable
t = as.
Remarque
Afin d’établir le résultat de la stabilité exponentielle du probléme I-d, on aura besoin
de deux(2) théorémes : le premier donne une estimation sur 1'énergie E,(t) de la
solution y du probleme (3.2.2) et le second donne une majoration sur w solution du
probléme (3.2.3)

Theorem 6. Soit E,(t) I’énergie de la solution du probléme (3.2.2) définie par :
1! IyN* | K 2 k? 2 m(1) 2
B,(t) = = S L  wa MY (1
() Q/TO ((ar) + w4 @) rar+ )P+ 5 ()

1l existe donc deuxz(2) constantes positives c1 et ca indépendantes de k telles que pour
tout T > 47”, c=1inf {%, —Jk+1’n+12_Jk'"+l } >0, on a

T 1
E,(0) gch/ / ye (r, t)|*drdt. (3.2.18)
0 70

N.B : L’énergie E, est constante : E, (t) = 0, pour toute solution réguliére.
Preuve
Les résultats donnés dans la preuve de ce théoréme sont standards (voir Lions et
Magenes [4] ou Komornik pages 7-10.)
La théorie spectrale permet d’écrire la solution y du probléme (3.2.2) sous la forme :

161 = 3 (soncosttnn + 1 240 ) o, )
k>0

avec Yon ( resp. yin) sont les coefficients de Fourier de uék) (resp. ugm)7 ie. :

) =3 yonge

n>0

w9 =3 prnin

n>0

et
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On a:
tAn
yt(rv t) = Z <_y0n8in(t)\n) + ylncos)(\n)> )\ann(T)

n>0
De (3.2.17) et le lemme 3.2.3 | on obtient :

4w

& 3 (o ) e < [ (0P

n>0 0

ou c3 est une constante positive independante de k.
En utilisant ensuite estimation (3.2.12), on en déduit que

4

S (ol lnal?) < cxe [t

n>0 0

1— 2
avec ¢4 = (20;0()%

. On conclut finalement par ’identité

2 1 e
< 040/ / lye (7, t)\gdtdr,
rg 40

ot |.|| désigne la norme de L?(ro,1), et la propriété :

Z (Ai|y0n|2 + |y1n|2) = ‘

n>0

k
+ Hug)

1
D(AZ)

"= () = ((f’yg@) +ff2(y<r,o>>2> e (y(1,0))% +m(1) (31(1,0))°

2 3
HUHD(A%) = [|Agv
k

ot {.,.) désigne le produit scalaire de L?(ro,1) et v = uék).

Comme uék> = yo(.,0), ugk) = y¢(.,0) alors

S (ol + o) = [ ((W) +7’f2(y(r,o>>2+<yt(no>>2> rar

n>0 0

+k* (y(1,0))* +m(1) (y:(1,0))* = 2B, (0),

d’ou Vexistence d’une constante cz2 > 0, indépendante de k, telle que :

4m 1
E,(0) < CQC/ / |ye (r, )2 drdt.
0 0

Pour tout T > 47’7 ona:

T 1
E,(0) < CQC/ / ye (7, t) | drdt.
0 70
Ce qui termine la preuve du théoreme 6. Le théoréme suivant donne une majoration
sur w solution du probléme (3.2.3).
Theorem 7. Il existe une constante C indépendante de k et T > 0 tels que la solution
w du probléme (3.2.3) satisfait :
/w?(r7 t)yrdrdt < CT/(ut(r, t))*rdrdt. YT >0 (3.2.19)
Q Q

Avec Cr = 32a2(1 + T)2
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Preuve
Nous utilisons maintenant la technique des multiplicateurs. On multiplie la prémiere
équation du probléme (3.2.3) par r(r — 1)(27 — ¢)w, et on integre le résultat dans
Q = (ro,1) x (0,2T), on obtient

1,8, K
0= wy — —(r==)w+ sw+w | r(r—1)2T — t)w,drdt
Q

r2Y Or r2

posons

~
i
Il

r(r —1)(2T — t)wgrw,drdt

e
Il

9, 0 190, 90, 1,60,
—(r— 1)(2T—t)a(ra)wzrdrdt (avec ;E(ra) = TE) )

2
r(r—1)(2T — t)]%szdrdt
r

I
ST~

I, = | r(r—1)2T — t)wrw,drdt
Pour [
Comme,
r(r — 1)(2T — t)wpw, = % [r(r —1)(2T — t)ywew,] — r(r — 1)(2T — )wepwe + r(r — Lw,rw;
10 1
r(r — 1)(2T — t)wirwe = 55 [r(r —1)(2T — t)wﬂ —(r— 5)(2T — tw;

Alors

0 2
55, 1= 1T = ]
Hr = )T = Byt +r(r — D

r(r—1)(2T — Hwpw, = % [r(r—1)(2T — t)wiw,] —

Ce qui implique

I = /Q % [r(r — 1)(2T — t)ww,] dtdrf% /Q % [r(r - 1)(2T — t)wﬂ drdt

=0

+/ r(r — 1wrwedrdt —l—/ (r — 1) (2T — t)widrdt
Q Q 2

Au final,
L = / (r — Dwrwerdrdt + / (r— %)(QT — twidrdt (3.2.20)
Q Q
Pour 1o
Comme,
—(r—1)(2T — t)ﬁ(rﬁ)ww -9 [r(r —1)(2T — tyw?] + r(2T — tyw; + r(r — 1)(2T — t)wrw
ar 81"’ T 8""' T T s rr
10 2 1 2
r(r—1)(2T — t)wrwrr = 35 [r(r - 1)(2T — t)wr] —(r— 5)(2T — tw;,

Alors

—(r—=1)(2T - t)%(r%)w = —%% [r(r —-1)(2T - t)wf] + (2T — t)yw? — (r — %)(QT — t)w;
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Ce qui implique,

2T
L = —%/ [r(r—1)(2T — t)wf]io dt + / (2T — t)ywirdrdt — / (r— %)(ZT — Hyw?drdt
0 Q

Q
Au final,
1 [T , 1 ,
I, = B /0 ro(l —ro)(2T — t)w; (1, t)dt + 5 /Q(QT — t)w,drdt (3.2.21)
Pour I3
Comme,

(= 1)(27 — 1) S, = % |:7“(7" —1)(er - t)wiQ] - w% |:7“(7" —n@r-H5w

% [r(r - 1)(2T — t)]:jw] =(r—1)(2T — t)]j—zw + 72T — t)]:—zw

n r(r— 1)(22T —t) K, — 2r(r — 1)3(2T —t) P
T T
Alors
= 1T — 0w = 22 o — 121 — 5y
T T27.Uwr7 287" T T2w
e sner—opEwr - Ler -k
3 T T2w 27" 7"2“]

2

+(r— 1)(2T—t)fj—2w2

Ce qui signifie
k2 0 K o
r(r—1)(2T — t)r—war = 5% |:r(r —-1)(2T — t)r—Qw
K 5

N = o =

Ce qui implique

1 0 K, 1 k2 4
L=-[ = — 12T — )= — T -t
3 2/Q@r [r(r )( t)r2w } drdt 2( t)rzw
2
=1 (2T — t)k—derdt
2 o r2
Au final
1 ko,
Is=—= [ (2T — t) = w3drdt (3.2.22)
2 72
Q
On a donc

O=hL+L+I3+1s
0:/(r—1)wthrdrdt+/(r—1)(2T—t)wt2drdt
Q Q 2

2T
- %/ ro(lfro)(QTft)wf(l,t)dt+%/(2T*t)w3d7‘dt
0 Q

2
— % / (2T — t)k—szdrdt + / r(r—1)(2T — Hww,drdt
Q " Q
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Comme,
2 2
a“+b
b <
@ 2
Alors
w?  w?
r(r — Dww,drdt < —t 4+ =) rdrdt
2 2
Q Q
Et comme,
r<l1

On obtient que

0< 1/(w3+wf)rdrdt+/(r— 1)(2T—t)w?drdt
2 o o 2

. (2T — t)widrdt + 1 (2T — t)(w; + w})rdrdt
2 Q 2 Q

I

% / (2T — t)widrdt < % / (wp + wi)rdrdt 4 / (2T — twirdrdt
Q Q Q

41 / (2T — t)widrdt + 1 / (2T — t)(wi + w})rdrdt
2 2
Q Q
Puisque 0 < t < 2T —= 0 < 2T —t < 2T
1

1
DeplusO<rnp<r<l=1<-<—
T T0

On aura

/ (2T — t)widrdt < / (w2 4 w?)rdrdt + 4T/ wirdrdt
Q Q

Q
2T 2 2 2
+ — [ wprdrdt + 2T | (w; + w;)rdrdt

"o Jq Q

|
/ (2T — Hwirdrdt < / 1(2T — Hwirdrdt < [1 + (3 + 2) T} / wirdrdt + (1 + 6T)/ wirdrdt
T T0
Q Q Q Q
(3.2.23)
4
/ (2T — tywirdrdt < [1 + (3 + 2) T} / wirdrdt + (14 6T)/ wyrdrdt
Q To Q Q

avec 5
a = max (— + 2; 6) constante > 0
To

De plus a > 1 (car c’est le mazimum entre deuz valeurs > 1)

/ (2T — tywirdrdt < a(141T) / (w? + w})rdrdt (3.2.24)
Q Q
L’énergie du probléeme (3.2.3) est donnée par

pa0=3 [ (<w£k>>2 Bty 4 <w£k>>2) rar+ 5 (W 0)” + 0 ()’
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Et par intégration par parties, on obtient
1

E,(t) = —/ wy (7, )ue (r, t)rdr (3.2.25)

T0

Sachant que E,,(0) = 0, on intégrant (3.2.25) entre 0 et s

Bu(s) = — /O ) / : wi (7, tyue (r, t)yrdrdt

En intégrant cette derniére entre 0 et 27 et en utilisant le théoréme de Fubini, on
obtient

2T 2T s pl 2T o1
/ E,(s)ds = 7/ / / we(r, t)ue (r, t)rdrdtds = f/ / (2T — t)yw(r, )us (r, t)rdrdt
0 0 0 Jro 0 T0

En utilisant 1’inégalité de Young, on obtient finalement

/2T E,(s)ds < e/ (2T — t)(we (r, t))*rdrdt + % / (2T — t)(ut(r, t))*rdrdt, Ve >0
0 Q Q

De plus
2T
/(w? + wi)rdrdt < 2/ Eu(s)ds
Q 0

Dans (3.2.24), on obtient donc

2 2 4
2T — tHHywyrdrdt < a(1+T) |e 2T — t)(we(r,t))“rdrdt + —
Jer-o ( >[/Q< ) (1) L/

2T — t) (ue(r, t))zrdrdt:|
Q

<ae(1+7T) / (2T — t)(we (r, t))*rdrdt + M / (2T — t) (ut(r, t))*rdrdt
Q Q

En prenant ¢ = m > 0, et sachant que t <T = 2T —t > T on obtient

g/ wirdrdt < 16a2(1+T)2T/(ut(r,t))2rdrdt
Q Q
Au final

/w?(r,t)rdrdt < CT/(ut(T, t))?rdrdt

Q

Q

Avec Cp = 320%(1 + T)2.
Ce qui acheve la preuve

Theorem 8. Considérons les deuz(2) inégalités (3.2.18) et (3.2.19). Il existe M et
My telle que U’énergie Ex(t) du probléme (3.1.1) soit

Ex(t) < Mie "' EL(0), t>0 (3.2.26)
Preuve

Comme u'®) =y + w = E4(0) = Ey(0) 4+ E,(0) = E,(0) (car E,(0) = 0)
De (3.2.18), on a

E,(0) = Ey(0) < ccz/ / (ye(r, t))*drdt
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d’apres le lemme 3.2.1, on a

Bl(t) = — / (W (r, 0))Prdr

T
:>/ dEk / / (k) rdrdt
0
Ex(0) / / &) (r, 1)) 2rdrdt (3.2.27)

Vu que 'énergie Fj(t) est décroissante pour tout ¢ € [0, 7] (prouvé par le lemme 3.2.1),
alors

On a donc

Ew(T) < Ex(0) (3.2.28)

= @ —w)? = @) 20 wn + (w)* < B[ @2+ (we)?]

Ce qui implique
<ﬁ/ / (k)rt rdrdt—i—ﬁ/ / we(r,t)) rdrdt
5(1+0T)/ /(ug’“)(m))?rdrdt
0 0

De (3.2.28) et (3.2.27), on obtient

Ex(T) < B(1+ Cr)(Er(0) — Ex(T))
= E(T) < vEx(0)

De plus (y:)?

avec 7 = MH'CT)) <1

T+8(1+Cr
Appliquons cet argument sur [(m — 1)T, mT], ¥Ym € N*, on obtient

Ex(mT) < vEx ((m - 1T) < ...y Ex(0), m € N”

En(mT) < e “"™" Ei(0)

avec w = 1ln(ﬂ/)>0
Pour t > 0 tel que
(m—1)T <t<mT

En utilisant la décroissance de Ej, on obtient

Ex(t) < Ep((m —1T) < e ™ DTE(0) = e T eT B (0)

[y

< Ze “'E(0)

=2

Ce qui achéve la preuve.



Chapitre 4

Stabilisation polynémiale

Le but de ce chapitre est d’établir la décroissance de ’énergie du probléeme (3.1.1)
avec un contréleur interne dans un domaine délimité & deux(2) dimensions et avec une
densité non négligeable. Pour montrer cela, on aura besoin de définir ’énergie E(t) du
probléme principal comme suit

E(t) =Y Ex(t)
k>1

ou

n =3 ((85)) P <u§k>>2> rar+ 5 () + 2 (w0 w)°

est I'énergie du probléeme (3.1.1).

Le résultat de la stabilité exponentielle du probléme (3.1.1), Panalyse de Fourier et
les techniques utilisées dans [12] et [18] nous permettent de déduire le résulat de la
stabilité polynémiale du probleme (1)-(2).

Définition

On dit que la stabilité de I’énergie E(t) d’un probléme est polynémiale si

B(t) < %E(O), Ve >0

avec C' et « des constantes positives. Dans ce cas il faut prendre des données initiales
régulieres (appartenant a D(A)).
Théoréeme

Considérons les données du théoreme 8.
Alors pour tout Vo = (uo,u1,u/r) € D(A), il existe une contante M > 0 telle que
Iénergie E(t) des solutions particuliéres w du probléme (1)-(2) décroit de la maniére
suivante M

B(t) < — > Ew(0), Vt>0. (4.0.1)
E>1

Preuve
On consideére la fonction x — xe™® sur R;.
Sachant que ze™* < xe;z < 400, alors

x>0

Je>0,: ze“<¢, Vx>0.

70
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En injectant ceci dans (3.2.26), on obtient

M;CE,C(O) —Mp ), vt>o.

Ey(t) < =7

En utilisant ’analyse de Fourier, on obtient au final

E(t) =Y Ex0) < % > Ey(0), vt>o.

E>1 E>1

Ce qui achéve la preuve.
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Conclusion générale

Dans ce travail, on a démontré ’existence et I'unicité de la solution d’un probleme
d’évolution sous ’action d’un contréleur dynamique interne.
Apres une reformulation du probléme de départ en un probléme unidimensionnel qu’on
a séparé en deux(2) problémes :
e un premier probléme sans le controleur dynamique interne,

e un deuxieme probléme qui constitue le reste.

et une estimation de 1’énergie du premier probléme (resp. du deuxiéme probléme) par
son energie initiale (resp. par ’énergie du probléme de départ reformulé), on a obtenu
enfin la stabilité forte sur le segment

ro <r<l1,

ro > 0 étant donnée.
Ce qui nous a permis avec ’aide de I’analyse de Fourier, la stabilité faible sur toute la
couronne Q = {u € R?: 0< 7o <|ul <1, ro donnée}.
La dissipation de 1’énergie est un phénomeéne fréquemment observé au niveau de la
centrale thermique a vapeur de Cap-Djinet, surtout au niveau de la phase transfor-
mation de I’énergie mécanique en énergie électrique. Elle est necessaire dans le cas
ou ’énergie fournie a un auxiliaire en service est élévée.
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