République Algérienne Démocratique et Populaire Minsitere de
I’Enseignement et de la Recherche Scientifique

Université M’Hamed Bougara de BOUMERDES

faculté des Sciences
Département de Mathématique

Mémoire de Master

OPTION : RECHERCHE OPERATIONNELLE OPTIMISATION ET MANAGMENT
STRATEGIQUE

Theme :

La coloration injective d’arétes du graphe
de Halin cubique complet

Présenté par : Melle Drah Fouzia et Melle Oubrahem Hanane

Membres du Jury :

Président : M"¢ W. Drici M.C.A , Université UM.B.B
Examinateur : M" F. Cheurfa M.C.A , Université¢ UM.B.B
Rapporteur :  M" B. Ferdjallah M.A.A , Université U.M.B.B

Année Universitaire 2021/2022



REMERCIEMENTS

Nous adressons en premier lieu notre reconnaissance a ALLAH, notre DIEU unique et mi-
séricordieux, de nous avoir donné santé et courage, pour pouvoir achever ce modeste travail.
Nous I’'implorons de nous guider sur le droit chemin et de nous envelopper de sa bonté et de sa
bénédiction.

AMINE!

Ce travail a été effectué au sein du département des Mathématiques, de 1’universit¢ UMBB
MHAMED BOUGARA de BOUMERDES, sous la direction de Madame FERDJALLAH BAYA,
enseignante au sein du méme département. Nous lui adressons nos plus vifs et sinceres re-
merciements et gratitude pour avoir accepté la responsabilité d’encadrer notre mémoire et la
confiance qu’elle nous a accordée, pour les orientations judicieuses qu’elle nous a prodiguées
dans certains moments d’égarement et son soutien moral. Sa disponibilité permanente durant la
réalisation de ce travail, sa courtoisie et sa gentillesse ne se sont jamais démenties. C’est tout a
son honneur.

Nous adressons nos plus vifs remerciements aux membres du jury Madame Drici et Monsieur
CHEURFA qui nous ont fait I’honneur d’accepter d’examiner notre mémoire. Qu’ils trouvent
ici, I’expression de nos sentiments les plus empressés.

Un grand merci a I’ensemble des enseignants de la Faculté des Sciences département des Ma-
thématiques Exactes et de spécialité Recherche Opérationnelle pour leur patience et leur dé-
vouement envers les étudiants.

Nous ne saurons oublier nos camarades de promotion. Qu’ils trouvent ici, le t€émoignage de
notre sympathie. Des remerciements chaleureux et particuliers vont a 1’encontre de nos famille
pour leur soutien et leur enthousiasme.

Nous remercions toute personne ayant consacré un moment, pour nous aider, nous conseiller,
Ou nous encourager.

A tous, nous disons : soyez-en sincérement remerciés.



Je dédie ce travail :

A ma chere mere ouiza
A mon cheére peére lounes
qui n’ont jamais cessé de me supporter, me soutenir et m’encourager durant mes années d’études. Qu ils

trouvent ici le témoignage de ma profonde gratitude et Teconnaissance

“A mes freres Aziz, Sid Ahmed, Malk et Mohamed

“A mes soeures Hanane, Khalida, Karima, Malak
Je vous souhaite un avenir plein de joie, de bonheur, de réussite et de sérénité.Vous étiez et resterez
toujours les meilleurs amis pour moi. Veillez trouver en ce travail, le témoignage de toute mon affection
et de ma tendresse.

A toute ma famille.
" A tous ceux qui me sont chers.

“Atous mes amis et mes collegues
Ze.Cylia ch.Sabrina ou.chahinez Ch.Ahmed Kh.Lamia Fa.Fatema Be.Assala Ka.kahina

A mes professeurs surtout ma promotrice Baya Feredjllah et monsieur Said
Taharbouchet.

pour leurs conseilles et aides afin de réalisé ce modeste travail.

Une speciale dédicace a une personne qui a été paternaliste avec moi S.F

ﬂ)mpx&@%u%m



DEDICACES

Je dédie ce projet :

A ma chere mere Hanifa
A mon chere pére Meziane

Aucun mot ne pourra exprimer la profondeur de mes sentiments pour vous. C’est avec le plus
grand amour et dévouement que je vous offre ce modeste travail, en hommage de ma gratitude
qui ne sera jamais assez pour tous vos sacrifices et votre abnégation. Je ne vous remercierai
Jjamais assez. J’espére simplement que vous étes fiers de moi. Qu’ALLAH, notre DIEU, le tout
puissant, unique et miséricordieux, vous bénisse et vous préte santé et longue vie, afin que je
puisse toujours vous servir et vous combler.

A mes fréres Youcef et Abd Rahim
A mon cadeau qui est comme ma deuxiéme mere ma petite tante Fatima
A mon oncle Said et ses filles

Je vous souhaite un avenir plein de joie, de bonheur, de réussite et de sérénité.Vous étiez et
resterez toujours les meilleurs amis pour moi. Veillez trouver en ce travail, le témoignage de
toute mon affection et de ma tendresse.

A celui que j’aime beaucoup et qui ma soutenue tout au long de ce travail mon fiancé Yahia, et
a sa famille.

A toute ma famille.
A tous ceux qui me sont chers.
A toutes mes amis et mes collégues.
A moi-méme.
Hanane.



TABLE DES MATIERES

1 Concepte generaux sur les graphes 12
1.1 UnGraphe. . . .. ... ... ... .. .. 12
1.1.1  Graphe orienté etnonorienté . . . . . . . .. .. .. .. 12

1.1.2 Boucle ... ... ... ... .. ... .. ... 13

1.1.3 Un Graphe Simple . . . ... ... ........... 13

1.1.4 Unmultigraphe . . . . .. ... ... ... ....... 13

1.1.5 Grapherégulier . .. ... ............... 15

1.1.6  Graphes subcubiques, Graphes cubiques . . . . . . . . . 15

1.2 Degrésd’unsommet . .. .................... 15
1.3 Adjacenceetincidence . . . . ... ... ... .. ... ... 16
1.4 Sous-graphe et sous-graphe induit . . . . . ... ... .. 16
1.5 Graphe complémentaire : . . . . . . . .. ... ... ... ... 17
1.6 ChaineCycle . .. ... .. ... ... ... .. ... ... 17
1.6.1 Chaine: . .. ... ... ... ... ... ... ... 17

1.62 Cycle: .. .. .. 18

1.63 Grapheconnexe. . . . . .. .. .. .. .. ....... 18

1.64 Maille. . .. ... ... .. .. 19

1.7 Distance etdiametre . . . . . . .. ... Lo 19
171 Distance: . . . . . . . . .. e 19

1.8 Quelque classes des graphes . . . . .. ... ... ....... 20
1.8.1 Graphecomplet. . . . .. ... ... ... ....... 20

1.82 Clique. . ... ... ... . ... ..., 20

1.8.3 Graphebiparti . ... ... ... ... ... ...... 20

1.8.4 Graphe biparticomplet . . . . .. ... .. ....... 21

1.8.5 Grapheplanaire . . . . . ... ... ... ........ 21

1.8.6 Lesarbres. .. ... ... ... ... ... ... 21

1.87 Forét . . . .. . . . . .. 22

1.8.8 L’arbre cubique complet . . . . ... ... ... .... 23

5



TABLE DES MATIERES 6

189 EBroile . . ... ... 23
1.8.10 Doubleétoile . . . . .. ... ... ... ... ..... 24
1.8.11 LaRoue . . . . ... ... ... ... ... ...... 24
1.8.12 Le graphe de I’'Hypercube . . . . . .. ... ... ... 24
1.8.13 Graphe puissance . . . . . . . . .. ... ... ... .. 25
1.9 LeProduitcartésien . . . . . . .. ... ... .. ........ 25
1.9.1 Isomorphisme de graphes . . . .. ... ........ 26
1.10 Problemes de coloration de graphes . . . . . .. ... ... .. 27
1.10.1 LaColoration Propre . . . . . . .. .. ... .. .... 29
1.10.2 Lacoloration forte des arétes . . . . . . ... .. .. .. 33
1.11 Conclusion . . . . . .. . ... ... . . e 34
2 La coloration injective des arétes 35
2.1 Introduction: . . . . . ... .. ... ... ... 35
2.2 Lindice chromatique injectif : . . . . ... ... ... ..... 35
2.3 Exemple d’application . . . .. .. .. ... ... ..., 36
2.4 Quelques bornes de Iindice chromatique x/, ; de quelques classes
degraphes . . . . . . . . ... 37
2.5 Lenombredecliques . . ... ... ... ............ 39
2.6 L’indice chromatique injectif de certains graphes maillés et les
produits cartésiens . . . . . .. ... ..o 42
277 Conclusion . . . . . .. . ... .. 43
3 La coloration injective d’un graphe d’Halin cubique complet 44
3.1 Historique . . . . . . . ... e 45
3.2 GraphedeHalin. .. ... ... ... ... ... ........ 45
3.3 Graphe de Halin cubique complet . . . . . ... ... ... .. 46
3.4 La coloration injective de graphe Halin cubique complet . . . . 47
35 Nosrésultats. . . . . . . . . . . .. e 47
3.5.1 Démonstration . . . . .. ... ... 0L 47
3.6 Conclusion . . . . ... ... e 57

Dr.fouzia Ou.hanane



TABLE DES FIGURES

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17
1.18
1.19
1.20
1.21
1.22
1.23
1.24
1.25
1.26
1.27
1.28

Graphe orienté et nonorienté . . . . . .. ... ... .. .... 13
Graphesimple G . . . . .. ... ... ... ... ... ... 13
Unmultigraphe . . . . . .. .. ... oo, 13
Un graphe Gest 3-régulier . . . . ... ... ... ....... 15
Un graphe G et son sous-graphe G* . . . . . . . ... ... ... 16
ungraph G . . . . ... 17
Le complémentairede G . . . . .. .. ... ... ... ... 17
La chaine joignant le sommet 1 au sommet6. . . . . . ... .. 18
Un 4-cycle : le cycle (1,2,3,4) est de longueur4 . . . . ... .. 18
Graphe Geonnexe . . . . . .. .. ... Lo 19
graphe non connexe . . . . . . ... ..ol e e 19
Graphe complet(Ks) . . . . . . . . . ... ..o 20
uneclique . . . . ... 20
Graphe biparti . . . . .. ... ... L oL 21
Graphe bipartie complet . . . . . . ... ... ... L. 21
Un graphe G et sa représentation planaire . . . . ... ... .. 21
Unarbre T. . . . . . . . . . . . 22
Uneforét . . .. . .. . .. . . 22
Un arbre cubique complet de hauteur 3 . . . . . . ... ... .. 23
Uneétoilekys . . . ... ... o oo 23
Double €toile Sp6 . . . . . . ..o 24
LaRoue Wy . . . . . . . . . o 24
Q00,01,02,03,04 . . .« . oL 25
Le cycle Cs et le graphe K5 = C% .................. 25
KUKy . oo 26
Un graphe G et son isomorphisme . . . . .. .. ... ..... 26
Exemple de coloration de la carte régions de France . . . . . . . 28
Le graphe associée a la carte régions de France . . . . . . . .. 29

7



Table des figures 8

1.29
1.30
1.31
1.32
1.33
1.34

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
34
3.5
3.6
3.7
3.8
39
3.10
3.11
3.12

La coloration propre des sommets d’un graphe G . . . . . . . . 30
La coloration propre des sommets d’un graphe G . . . . . . .. 30
La coloration propre des arétes d’un graphe G . . . . . . . . .. 32
La coloration propre des arétes d’un graphe G . . . . . . . . .. 32
Une 4-coloration propre d’arétes. . . . . . . ... ... .. ... 33
Une 5-coloration forte d’arétes. . . . . . . .. .. .. ... ... 34
Une coloration des arétes non injective. . . . . . . . .. .. .. 36
Une 4-coloration injective des arétes . . . . . . . .. ... ... 36
Exemple d’application . . . . .. ... ... ... ....... 37
Xp(G)<S2(A—12+1. .o 38
Xin i (P)=5 . 39
Un arbre de taille minimale. . . . . .. ... ... ....... 41
UngraphedeHalin . . . ... ... .. ... .. ........ 46
Laroue Wg . . . . . . . . . . . ... 46
Graphe Hy . . . . . . . . . . e 47
Une 6-coloration injective de graphe Hy . . . . . . . . . .. .. 48
La 4-coloration injective de graphe Hy . . . . . . . . . . .. .. 49
La 4-coloration injective de graphe Hy . . . . . . . . ... ... 49
LE sous-graphe . . . . . ... ... ... ... ..., 50
LE sous-graphe . . . . . . . .. ... ... . 50
Une 4-colorationde graphe Hy . . . . . . . . ... ... .... 52
Une 4-colorationde graphe Hy . . . . . . . .. ... ... ... 52
Une 4-colorationde graphe H, . . . . . . . . .. .. ... ... 53
La 4-coloration injective d’aréte de graphe H3 . . . . . . . . .. 56

Dr.fouzia Ou.hanane



INTODUCTION GENERALE

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discretes qui
trouve différentes applications dans de nombreux domaines tels que la chimie,
la biologie, les réseaux de télécommunications ou encore les réseaux sociaux.
Les recherches en théorie des graphes sont essentiellement menées par des in-
formaticiens du fait de I’importance des aspects algorithmiques (recherche de
solutions).

Les graphes permettent de modéliser et résoudre une grande variété de pro-

blemes concrets notamment ceux qui ont comme objectif la recherche de la
meilleure solution parmi un ensemble fini d’alternatives, afin de mieux les com-
prendre, éventuellement les résoudre. La modélisation se base sur les notions de
sommets et d’arétes.
En effet, on peut ainsi ramener un probleéme concret et complexe a un modele
mathématique plus clairement posé qui consiste en I’étude de sommets et arétes
(ou arcs). Un graphe G = (V, E) est essentiellement défini par une relation bi-
naire E € V X Vsur un ensemble V le plus souvent fini. Malgré la simplicité
apparente de leur définition, les graphes capturent une large part de la com-
plexité algorithmique. Il est ainsi trés important de bien comprendre la structure
des graphes afin d’utiliser des modélisations pertinentes a base de graphes (i.e.
des mod¢élisations sur lesquelles les algorithmes de résolution sont efficaces).

Le probleme de coloration de graphes est I’un des origines de la théorie des
graphes ,ce probleme remonte au X/Xeme siecle lorsque Guthrie a remarqué
que quatre couleurs étaient suffisantes pour colorer la carte d’ Angleterre, sans
donner la méme couleur a deux régions ayant une frontiere commune.

La coloration de graphes permet de modéliser de nombreux problemes réels
tels que I’allocation de fréquences, la diffusion dans les réseaux, le partage des
ressources, le transfert de fichiers, etc- - -
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Une coloration injective des arétes est une coloration des arétes d’un graphe,
de telle sorte que deux arétes adjacentes a une méme aréte recoivent des cou-
leurs différentes. La coloration injective d’arétes a €té introduit pour la premiere
fois en 2017 par Domingos M. Cardoso, J.Orestes Cerdeira, Charles Domiic et
J.Pedro Cruz.[4]

L’ objectif principal de ce mémoire est I’€tude de la coloration injective des
arétes d’une sous classe de graphe de Halin, appelée graphe de Halin cubique
complet.

Ce manuscrit est partitionné en trois chapitres :
Dans le premier chapitre, nous rappelons les notions élémentaires et quelques
concepts de base dont nous aurons besoin au cours de ce travail.
Le second chapitre regroupe les différentes études qui ont €té faites sur la colo-
ration injective des arétes.
En premier lieu, nous introduisons le vocabulaire de base concernant ce para-
metre de coloration, ensuite nous donnons un état de 1’art contenant les princi-
paux résultats obtenus, de méme nous présentons quelques bornes de nombre
chromatique injectif de certains graphes particuliers.
Le but du troisieme chapitre est de déterminer le nombre chromatique injec-
tif du graphe Halin cubique complet. Dans la premicre partie nous définissons
ce graphe, ensuite nous étudions son nombre chromatique injectif. Ces résul-
tats vont nous permettre de déterminer des valeurs exactes 1’indice chromatique
injectif de ce de ce graphe.

Dr.fouzia Ou.hanane



NOTIONS DE BASE

On se servira des définitions suivantes dans les diférentes parties. Les notations
et les termes utilisés sont les plus usuels possibles.
Pour plus de détails sur la terminologie utilisé dans ce mémoire, nous invitons
le lecteur a se référer aux ouvrages suivants [7]; [13] et [15].
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CHAPITRE 1

CONCEPTE GENERAUX SUR LES GRAPHES

1.1 Un Graphe

Définition 1. Un graphe G est noté par une paire (V(G),E(G)) (ou simple-
ment (V.E) s’ill n’ y a pas d’ambiguité sur G), ou V(G) est un ensemble non
vide dont les éléments sont appelés sommets et E(G) est un ensemble de paires
non-ordonnées de sommets dont les éléments sont appelés arétes.

Le nombre de sommets (respectivement, arétes) de G est appelé ordre (respec-
tivement, taille ) du graphe.

On note m = |V(G)| et n = |E(G)|.Une aréte reliant deux sommets u et v est
notée uv au lieu de {u,v}.

Soit e = uv une aréte d’un graphe, Les sommets u et v sont appelés extrémités
de e, ’arétes e est dite incidente a u et v.

1.1.1 Graphe orienté et non orienté

Graphe orienté :

Définition 2. Un graphe orienté noté G = (V,E), est un couple constitué d’un
ensemble fini V de sommets ainsi que d’'un ensemble E d’arétes orientées, tel
que : (u,v) € E= (v,u) ¢ E.

Graphe non orienté :

Définition 3. Un graphe non orienté G est un couple (V,E) o'V est I’ensemble
des sommets et E [’ensemble des arétes.

Nous désignerons par V (G) et E(G) respectivement, I’ensemble des sommets et
I’ensemble des arétes d’un graphe G.

12
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C

Graphe oriente Graphe non oriente

FIGURE 1.1 — Graphe orienté et non orienté

1.1.2 Boucle

Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont identiques.

1.1.3 Un Graphe Simple

Définition 4. Un graphe est dit simple s’il ne contient ni boucle ni arétes mul-
tiples.

FIGURE 1.2 — Graphe simple G

1.1.4 Un multigraphe

Un multigraphe est un graphe qui n’est pas simple ( contient des boucles est
arétes multiples.

WS

FIGURE 1.3 — Un multigraphe

Dr.fouzia Ou.hanane RO UMBB
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Dans tout ce qui suit, nous considérerons uniquement des graphes non orienté
simple.

Dr.fouzia Ou.hanane
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1.1.5 Graphe régulier

Définition 5. Un graphe G = (V,E) est dit régulier si tous ses sommets ont le
méme degré, il est dit régulier de degré k si le degré de tous ses sommets est k.
Ce graphe est également appelé k-régulier (Voir figure 1.4).

FIGURE 1.4 — Un graphe G est 3-régulier

1.1.6 Graphes subcubiques, Graphes cubiques

Un graphe G est dit subcubique si et seulement si tout sommet de G est de
degré au plus 3, c’est-a-dire A(G) < 3.
De plus si tout sommet de G est de degré exactement 3, c’est-a-dire :
VYu € V(G),dg(u) = 3, alors ce graphe est appelé graphe cubique ou encore
3-régulier.

1.2 Degrés d’un sommet

Définition 6. soit G = (V,G) un graphe et v un sommet de ce graphe. Le degré
de v noté dg(v) (ou d(v) s’il n’ y pas d’ambiguité), est le nombre d’arétes inci-
dentes a v.

Un sommet de degré k (respectivement, au plus k, au moin k) est appelé un k-
sommet (respectivement, un k— -sommet, un kT -sommet).

Le degré maximum d’un sommet, noté Ag = max{dg(u) :u € V(G)}.

Le degré minimum d’un sommet, noté 0g = min{dg(u) :u € V(G)}.

Lemme 1. (Lemme des poignées de mains).
soit G = (V,E) un graphe, alors :

Y, de(v)=2|E(G)]

veV(G)
En effet, chaque aréte uv est comptée deux fois, une fois pour d(v) et une

seconde fois pour d(u).
Lorsque d(v) = 0, on dit que le sommet v est isolé.
Sid(v) = 1, il est dit pendant ou feuille.

Dr.fouzia Ou.hanane RO UMBB
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Le degré moyen

Le degré moyen d’un graphe G, noté Ad(G), est égale a la moyenne des

degrées de G, d’apré le lemme 1, on a Ad(G) = 2;525;}

Le degré moyen maximum de G, noté mad(G), est le maximum parmi les degrés
moyens de tout les sous-graphes H de G. c’est-a-dire :

mad(G) =max{Ad(H),H C G}

1.3 Adjacence et incidence

Deux sommets u et v d’un graphe G = (U,V) sont dits adjacents s’ils sont
reliés par une aréte. Deux arétes sont adjacentes si elles possedent une extrémité
commune.

On dit aussi que u et v sont voisins si I’aréte uv est incidente aux sommets u et
V.
I’ensemble des sommets adjacents a u est appelé le voisinage de u, et est noté

par Ng(u)(ouN (u)).

1.4 Sous-graphe et sous-graphe induit

Définition 7. Un graphe G'=(V(G'),(E(G')) est un sous-graphe du graphe
G=(V(G),E(G)) si V(G') CV(G) et E(G') C E(G) et si pour toute aréte
e € E(G'), les extrémités de e sont dans V (G').

On note alors G' C G de la méme maniére, on peut définir le grphe induit par
un sous-ensemble de sommets.

Etant donné un ensemble de sommets S C V(G), on appelle sous graphe in-
duit(ou sous graphe engendré) par S et on note G|S| le graphe G' = (S(G),E(G"))
ou E(G') est I’ensemble des arétes de E(G) ayant leurs deux extrémités dans S.
Un graphe graphe G = (V(G),E(G)) est un graphe partiel du graphe G =
(V(G),E(G)) siV(G")=V(G) et E(G")=E(G) et E(G') C E(G).Un graphe par-
tiel d’un sous partiel est dit sous-graphe partiel de G.

%/ Un graphe G V Un sous graphe de G

FIGURE 1.5 — Un graphe G et son sous-graphe G’

Dr.fouzia Ou.hanane
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1.5 Graphe complémentaire :

Définition 8. Nous appellons le complémentaire de G, le graphe G, ayant le

méme ensemble de sommets que G, et ayant pour ensemble d’arétes E(G) =

{uv,u,veViuv/ ¢ E(G)}, c’est adire E(G) a exactement les paires de sommets
qui ne sont pas des arétes de G.
On remarque que G= G.

FIGURE 1.6 —un graph G

FIGURE 1.7 — Le complémentaire de G

1.6 Chaine Cycle

1.6.1 Chaine:

Définition 9. Une chaine est une séquence finie et altérnée de sommets et arétes
débutant et finissant par des sommets, telle que chaque aréte est incidente avec
les sommets qui I’encadre dans la séquence.

— Le premier et le dernier sommet sont appelés (sommets) extrémités de la
chaine.

— La langueur de la chaine est égale au nombre de ses arétes qui la compo-
sants.

— si aucun des sommets composant la séquence n’apparait plus d’une fois,
la chaine est dite chaine élémentaire.

— si aucune des arétes composant la séquence n’apparait plus d’une fois, la
chaine est dite chaine simple.

On peut extraire du graphe ci-dessus les chaines suivante :(1,2,3,6) ou (1,2,3,4,5)
ou plein d’autres.

Dr.fouzia Ou.hanane RO UMBB
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FIGURE 1.8 — La chaine joignant le sommet 1 au sommet 6

1.6.2 Cycle:

Définition 10. Un cycle est une chaine dont les extremités coincident.

Un cycle élémentaire (tel que I’on ne rencontre pas deux fois le méme sommet on
le parcourant) est un cycle minimale pour ’iclusion, c’est - a - dire ne contenant
strictement aucun autre cycle.

Un cycle de longueur g est appelé un g-cycle.

FIGURE 1.9 — Un 4-cycle : le cycle (1,2,3,4) est de longueur 4

1.6.3 Graphe connexe

Définition 11. Un graphe G est dit connexe si pour toute paire u et v, de som-
mets distincts il existe une chaine reliant u a v.

une composante connexe d’un graphe G est un sous -graphe maximale de G .c-
a -dire un sous-graphe tel que tout sous graphe de G le contenant strictement
n’est pas connexe.

Théoreme 1.6.1. théoréme d’Euler [17]

s Un graphe connexe admet une chaine eulérienne si et seulement si le
nombre de sommet de degré impair est 0 ou 2.

s Un graphe connexe contient un cycle eulérien si et seulement si le nombre
de sommets de degré impaire est 0 ( tous les sommets ont un degré pair).
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FIGURE 1.10 — Graphe G connexe

Graphe k-connexe

Définition 12. On dit qu’un graphe G est k-connexe (k > 2) si |V(G)| > k et
pour tout ensemble de sommets U CV(G) avec |U| <k—1, G—U est connexe.
On définit la connectivité d’un graphe comme étant le plus grand k tel que G
est k-connexe. La connectivité d’un graphe G est notée par k(G).

Graphe non connexe

Un graphe non connexe se déCOIl’lpOSC en composantes connexes.

FIGURE 1.11 — graphe non connexe

1.6.4 Maille

Définition 13. La maille d’un graphe connexe G notée g(G) est la longueur du
plus petit cycle dans G qui contient au moins un cycle g.
Nous avons 3 < g(G) < n = Ho,

1.7 Distance et diametre

1.7.1 Distance :
Définition 14. Soit G = (V,E) un graphe, nous appelons distance entre v et v,

que nous notons dist(v,v'), la longueur du plus courte chaine entre v et V.

Le diameétre d’un graphe est la plus longue des distances entre deux som-
mets.
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1.8 Quelque classes des graphes

1.8.1 Graphe complet

Définition 15. Un graphe complet est un graphe ou chaque sommet est reliée a

tous les autres.
Le graphe complet d’ordre n noté K, tel que chaque sommet est de degré n — 1.

FIGURE 1.12 — Graphe complet(Ks)

1.8.2 Clique

Définition 16. une clique d’un graphe G est un sous-ensemble des sommets de
G dont le sous-graphe induit est complet.

une clique maximale d’un graphe est une clique dont le cardinal est le plus
grand (c’est d dire qu’il possede le plus grand nombre de sommets).

On appelle le nombre d’un clique dans un graphe G noté (G), le cardinale de

la plus grande clique de G.
Ve

3

FIGURE 1.13 — une clique

Le sous-graphe engendrée par lensemble C = {1,2,3,4} est une clique.

1.8.3 Graphe biparti

Définition 17. un graphe G est biparti si I’esemble de ses sommets V(G) peut
étre partitionné en deux sous-ensemble de sommets X et Y de facon que deux
sommets de la méme ensemble ne soient jamais adjacents.

On note habituellement un tel graphe biparti G = (X,Y,E(G)).
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FIGURE 1.14 — Graphe biparti

1.8.4 Graphe biparti complet

Définition 18. Un graphe biparti est dit biparti complet si tout les sommets de
X est relié a tout les sommets de Y .

Le graphe biparti complet avec | X| = m et| Y|=n est noté Km,n.

un graphe biparti complet dont une partition contient un seul sommet est appelé
etoile.

FIGURE 1.15 — Graphe bipartie complet

1.8.5 Graphe planaire

Définition 19. Un graphe est dit planaire s’il existe au moins une facon de le
représenter dans un plan sans que deux arétes ne se croisent.

D

FIGURE 1.16 — Un graphe G et sa représentation planaire

1.8.6 Les arbres

Un arbre T = (V, E) est un graphe connexe et sans cycle. Pour un arbre T de
racine rona:

— Le pere d’un sommet u est I’unique voisin de u sur le chemin de la racine
a u. Laracine r est le seul sommet sans pere.

— Les fils d’un sommet u sont les voisins de u autres que son pere.
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— Une feuille est un sommet sans fils. Les feuilles correspondent aux som-
mets de degré 1.

— Les sommets de degré supérieur ou égal a deux sont appelés sommets
internes.

— La hauteur & de ’arbre T est la longueur du plus long chemin de la racine
a une feuille.

— Soient v ou/et V' les centres de T. Alors, les branches de T sont les sous-
graphes obtenus en supprimant les centres de T ainsi que leurs arétes inci-
dentes.

FIGURE 1.17 —Un arbre T

1.8.7 Foreét

Définition 20. On appelle forét un graphe dont chaque composante connexe est
un arbre.

FIGURE 1.18 — Une forét
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1.8.8 L’arbre cubique complet

Définition 21. Un arbre cubique Complet est un arbre cubique de hauteur n+1
avec un sommet racine telle que toutes ses feuilles ont la méme distance n+1 de

la racine.

FIGURE 1.19 — Un arbre cubique complet de hauteur 3

1.8.9 Ktoile

Définition 22. L’étoile est un autre cas particulier d’arbre, souvent étudié comme
sous-graphe induit. Une étoile est un arbre a un seul sommet support, appelé
le centre de I’étoile. Cela peut aussi étre vu comme un biparti complet, noté
Ki 1 d’ordre n > 2. La griffe est I’étoile a 3 feuilles Kj 3.

FIGURE 1.20 — Une étoile & 5
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1.8.10 Double étoile

Définition 23. Une double étoile est un arbre dont exactement deux sommets
ne sont pas des feuilles, noté S, .

o—g pa @

FIGURE 1.21 — Double étoile S5 ¢

1.8.11 La Roue

Définition 24. La Roue W, est un graphe d’ordre n > 4 formé en ajoutant un
sommet "centre" connecté a tous les sommets du graphe cycle C,,_1, La roue W,
est souvent un C, auquel on ajoute un sommet universel.

FIGURE 1.22 —La Roue W,

1.8.12 Le graphe de I’Hypercube

Définition 25. L’hypercube de dimension d noté Q, , est le graphe dont les
sommets représentent les d-uplets de {0,1}.

Deux sommets u et v sont adjacent si et seulement s’ils différent exactement
d’une composante.

notons que : Qo = k1;01 = Ky ; de maniere récurrente :

Qus+1=0,40K, pour d > 0.

ou encore : Qqim = Q10
Qd est biparti, d-régulier avec 2¢ sommets et d « 291 arétes.
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0o Is3
L] L]
.

FIGURE 1.23 — Qo,Q1,02,03,04

1.8.13 Graphe puissance

Définition 26. La p-ieme puissance G, d’un graphe G est le graphe ayant le
méme ensemble de sommets que G, et tel que deux sommets u et v dans G, sont
adjacents si et seulement si la distance entre eux dans G est au plus p(dg(u,v) <

p).
Par exemple, le carré du cycle Cs (c’est-a-dire la deuxieme puissance de Cs) est

le graphe complet K5 ( voir Figure 1.24).

FIGURE 1.24 — Le cycle Cs et le graphe K5 = Cg.

1.9 Le Produit cartésien

Soit G = (V,E) et G = (V',E’) deux graphes notée GLIG',appelé produit
cartésien des deux graphes G et G/, et tel que V(GOG') = V(G) x V(G') et
(u,u') est adjacent a (v,V') si et seulement si :

u=v e uVeE(G)
u=v e ueE(G)
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O a
(a) Ka, K. by E5O0KS.

FIGURE 1.25 — K3LIK),

1.9.1 Isomorphisme de graphes

Définition 27. Deux graphes H et G sont isomorphes s’il existe une bijection
fentre V(H) et V(G) de sorte que u,v € E(H) si et seulement si f(u),f(v) €
E(G).

Les deux graphes G et H sont isomorphes ( Voir figures 1.26 ).

Un graphe G Un graphe H

FIGURE 1.26 — Un graphe G et son isomorphisme
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1.10 Problémes de coloration de graphes

Un des premiers problémes de coloration de graphes est certainement le pro-

bléme de quatre couleurs. Ce probléme posé par Francis Guthrie en 1852, il
connsiste a répondre a la question suivante : " est-il possible de colorer toute
carte de géographie avec quatre couleurs ? ".
En théorie des graphes, ce probléme consiste a répondre a la question suivante :
" peut-on colorer les sommets d’un graphe planaire en utilisant quatre couleurs
de telle sorte que toutes les arétes aient des extrémités de couleurs différentes ?".
Depuis plusieurs décennies, la coloration de graphes est un domaine trés attrac-
tif de la théorie des graphes par ses nombreuses applications. La coloration de
graphes permet de modéliser de nombreux problémes réels , depuis le place-
ment de personnes autour d’une table ou de piéces sur un échiquier jusqu’aux
différents problémes d’ordonnancement et de planning de la vie de tous les jours
et dans le domaine des réseaux/télécom. ..

Un peu d’histoire ...

La coloration de graphes est un outil permettant de caractériser les graphes.
Il n’y a pas une unique fagon de colorer les graphes mais plusieurs. Nous pou-
vons colorer différents éléments d’un graphe (les sommets, les arétes, une com-
binaison de ces éléments, des sous-structures, etc) et a ceci peuvent s’ajouter
différentes contraintes. La contrainte la plus courante est celle de la propreté.
[14] Le probleme de coloration de graphes est une des origines de la théorie
des graphes. L'un des problemes les plus célebres et les plus productifs est le
probleme des quatre couleurs. Ce probleme est resté pendant plus d’un siécle
sans solution.
Les premiers résultats de coloration de graphes concernent presque exclusive-
ment les graphes planaires : il s’agissait alors de colorer des cartes.
[10] En 1852, le jeune mathématicien F. Guthrie s’est demandé s’il est toujours
possible de colorer une carte de géographie a 1’aide de quatre couleurs de sorte
a ce que des pays voisins aient des couleurs différentes. La premiére trace écrite
de la conjecture des quatre couleurs apparait dans une lettre que A. D. Morgan
envoya a W. R. Hamilton en 1852.
De nombreuses tentatives de démonstration de la conjecture (incorrectes) furent
alors proposées par Cayley, Kempe et bien d’autres. La carte a colorer a été€ rem-
placée par un graphe, chaque pays étant représenté par un sommet et deux pays
voisins étant reli€s par une aréte.
[10] L’étude de cette conjecture entraina de nombreux développements en théo-
rie des graphes, par P. G. Tait, P. J. Heawood, F. Ramsey et H. Hadwiger. En
1890, P. J. Heawood fit remarquer que la démonstration de A. Kempe était
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fausse.

[1] [2] Il montra quant a lui le théoréme des cinq couleurs en reprenant des idées
de A. Kempe. De nombreux travaux ont €té publiés lors du siécle suivant pour
réduire le nombre de couleurs a quatre, jusqu’a la démonstration finale de deux
chercheurs américains, K.Appel et W. Haken en 1976. Ils ont pu répondre affir-
mativement a cette conjecture des quatre couleurs. Plus d’un siécle s’est donc
¢coulé entre 1’énoncé et la résolution de ce probleme en apparence trés simple.
Pour une note historique détaillée vous pouvez vous référer a [Kubale 04] [Wil-
son 04].

FIGURE 1.27 — Exemple de coloration de la carte régions de France
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L

FIGURE 1.28 — Le graphe associée a la carte régions de France

1.10.1 La Coloration Propre

Coloration propre des sommets

Définition 28. Une K-coloration propre des sommets d’un graphe G = (V,E)
est une application ¢ de ’ensemble des sommets V(G) dans I’ensemble des
entiers de couleurs 1,...,.K de telle sorte que deux sommets adjacents dans G
recoivent des couleurs différentes, c-d-d pour toute aréte uv € E(G),(u) #
¢(v).

Un graphe qui admet une K-coloration est dit K-colorable.

le nombre chromatique

Le nombre chromatique de G noté X(G), est le plus petit entier K telle que
G admet une k-coloration propre de sommets .

Exemple :

La figure 1.26 (a) représente une 5-coloration propre des sommets d’un
graphe G, mais le nombre de couleur utilisé n’est pas minimum .
Le nombre chromatique de G vérifie : 3 < X(G) , car G contient C3 donc au
moins 3 couleurs sont nécessaires pour colorer le graphe G .
Comme il existe une coloration utilisant 3 couleurs dans la figure 1.27 (b) alors :

X(G) <3
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(a)

FIGURE 1.29 — La coloration propre des sommets d’un graphe G

On conclure X(G)=3 .

(b)

FIGURE 1.30 — La coloration propre des sommets d’un graphe G

Une borne supérieure classique du nombre chromatique est celle donnée par
Brooks[27].

Théoreme 1.10.1. (Brooks 1941) : [4] Pour tout graphe connexe G de degré
maximum A(G), si G n’est ni un cycle d’ordre impaire, ni un graphe complet,
alors :

X(G) <A(G)
Si de plus, G est complet ou contient un cycle impair, alors :
X(G)=A(G)+1

11 est bien connu que la taille maximum d’une clique W(G) est une borne in-
férieure du nombre chromatique. En effet, si G contient une clique de taille K,
alors il faut au moins K couleurs pour la colorer.

Donc tout graphe G vérifie : X(G) < W(G).

Théoreme 1.10.2. [4] Pour tout graphe G de degré maximum A(G) on a :
X(G)<AG)+1

Parmi les nombreux résultats du nombre chromatique, nous pouvons citer
le théoreme des quatre couleurs, démontrer par Appel et Haken a I’aide d’un
ordinateur :
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Théoreme 1.10.3. [1] Si G est un graphe planaire , alors X(G) < 4.
[8] Soit G un graphe et G le graphe complémentaire de G, on a :

X(G)+X(G)<n+1
[7] Dans un graphe biparti G = (V; UV,, E), chaque aréte doit joindre un
sommet de V| et un sommet de V5, alors on peut énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 1.10.4. [6] Un graphe G est 2-colorable si et seulement si G est
biparti.

La borne inférieure du nombre chromatique d’un graphe G implique le nombre
chromatique de ses sous-graphes.

Théoreme 1.10.5. [6] Si H est un sous-graphe d’un graphe G, alors :
X(H) <X(G)

Concernant les graphes cubiques, Brooks a démontré que les sommets d’un
graphe cubique peuvent étre coloriés avec trois couleurs (ou moins) de telle
sorte que deux sommets adjacents ne soient pas de la méme couleur, sauf dans
le cas du graphe Kj.

Un graphe bi-cubique est un graphe biparti régulier de degré 3, c’est-a-dire
un graphe cubique dont les sommets peuvent étre colori€és avec deux couleurs
seulement.

Le nombre chromatique a été largement étudié et de nombreux résultats le
concernant peuvent étre trouvés dans la littérature .

Coloration propre des arétes

Définition 29. Etant donné un graphe G = (V,E) et un entier k, une k-coloration
propre des arétes de G est une application :

¢ - E(G) — C=1{1,2,....k}

Telle que deux arétes adjacentes ne portent pas la méme couleur.
Autrement dit, pour tout u,v,w € V(G) tel que :

uv,yw € E(G), ¢ (uv) # ¢ (vw)

L’indice chromatique de G :

Le plus petit entier K pour lequel G admet une K-coloration propre d’arétes
est appelé I’indice chromatique de G et est noté X'(G).
Dans une coloration propre des arétes, les arétes incidentes a un méme sommet
doivent évidemment avoir toutes des couleurs différentes.
Cette observation donne la borne inférieure de 1’indice chromatique :
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(a)
FIGURE 1.31 — La coloration propre des arétes d’un graphe G
X'(G) = A(G)

La figure (a) représente une 5-coloration propre des arétes d’un graphe G , mais
le nombre de couleur utilisé n’est pas minimum .

L’indice chromatique de G vérifie : 3 <X’ (G), car G contient C3 donc au moins
3 couleurs sont nécessaires pour colorier le graphe G, comme il existe une co-
loration utilisant 3 couleurs dans la figure (b), alors :

X'(G) <3
On conclure que X'(G) = 3.

(b)
FIGURE 1.32 — La coloration propre des arétes d’un graphe G

Le résultat le plus important portant sur 1’indice chromatique est dii a Vizing en
1964 :

Théoreme 1.10.6. [19] pour tout graphe G de degré maximum A(G) on a :
A(G) < X'(G) < A(G) +1

Le théoreme de Vizing permet donc de classifier les graphes en deux classes :
les graphes ayant un indice chromatique égal a A, dit de classe 1, (par exemple
les graphes bipartis) et ceux ayant un indice chromatique égal a A+ 1 dit de
classe 2 ( par exemple les cycles impaires ).
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1.10.2 La coloration forte des arétes

La coloration forte d’arétes a €té introduite en 1983 par Fouquet et Jolivet,
dans le but de régler le probleme d’affectation des canaux sans conflit dans les
réseaux radio. En effet, I’objectif est d’attribuer des fréquences a chaque paire
d’émetteurs-récepteurs communiquant entre eux.

Ils I’ont défini comme suit :

Définition 30. La coloration forte des arétes d’un graphe G est une application
@ de ’ensemble des arétes E dans [’ensemble des couleursl,.., k de telle sorte
que deux arétes adjacentes ou adjacentes a une méme aréte regoivent des cou-
leurs diférentes.

Soit e1, e et e3 trois arétes consécutives alors :

¢(e1) # 9(e2), 9(e2) # P (e3) er P(er) # P(e3).

Une coloration forte des arétes d’'un graphe G est une coloration propre des
arétes telle que chaque paire de sommets appartenant a différentes arétes de
méme couleur n’est pas adjacente.

L’indice chromatique fort

L’indice chromatique fort, X s'(G), est le nombre minimum de couleurs dans
une coloration forte des arétes de G.

Exemple :

Q\o—o ’

6 ~5

FIGURE 1.33 — Une 4-coloration propre d’arétes.

La coloration proposée dans la figure 1.33 ne représente pas une coloration
forte des arétes, car il existe trois arétes consécutives yz, zu, et uv telle que :

¢ (yz) = ¢ (uv).

La coloration proposée dans la figure 1.34 est une coloration forte des arétes car
chaque deux arétes adjacentes ou adjacentes a une méme aréte recoivent des
couleurs différentes.

Il est clair que ce graphe ne peut pas étre colorer avec moins de couleurs par
cette coloration, donc X](G) =5.
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FIGURE 1.34 — Une 5-coloration forte d’arétes.

1.11 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de rappeler les bases du vocabulaire utilisé dans
la théorie des graphes afin de pouvoir appréhender la suite au niveau de 1’uti-
lisation des graphes pour la résolution de problémes combinatoires. Dans le
deuxiéme chapitre, nous étudions le probleme de la coloration injective.
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CHAPITRE 2

LA COLORATION INJECTIVE DES ARETES

2.1 Introduction :

La coloration injective des arétes d’un graphe est un nouveau parametre de
coloration qui a été€ introduit en 2017 par Domingos M. Cardoso, J.Orestes Cer-
deira, Charles Dominic et J.Pedro Cruz.

[5] Une coloration injective des arétes est une coloration des arétes d’un graphe,
de telle sorte que deux arétes adjacentes a une méme aréte recoivent des cou-
leurs différentes. On peut aussi la définir comme suit :

Définition 31. Une coloration injective des arétes d’un graphe G = (V,E) est
une application ¢ de ’ensemble des arétes E dans [’ensemble des couleurs
{1,....k} de telle sorte que si e1,ey et e3 sont trois arétes consécutives dans G,
alors §(er) # (e3).

Notons que cette coloration n’est pas une coloration propre, deux arétes adja-
centes peuvent recevoir la méme couleur.

2.2 DL’indice chromatique injectif :

L’indice chromatique injectif des arétes de G , noté j(G), est le plus petit
entier K tel que G admet une K-coloration injective des arétes.
Nous disons que le graphe G admet une k-coloration injective d’arétes si x/, j(G) =
k.
La coloration illustrée dans la figure 2.1 n’est pas injective car les arétes uz et
xv sont a distance deux et ont la méme couleur.
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FIGURE 2.1 — Une coloration des arétes non injective.

FIGURE 2.2 — Une 4-coloration injective des arétes

La coloration attribuée au graphe 2.2 est une coloration injective car toutes
les arétes qui sont a distance deux ayant des couleurs différentes.
Comme il est clair qu’on ne peut pas colorer ce graphe avec moins de couleurs,
alors x;,:(G) =5.

2.3 Exemple d’application

La coloration injective des arétes peut étre utilisée pour modéliser les pro-
blemes d’assignation de fréquences dans les réseaux de radiocommunication
par paquets( PRN ). comme suit :

En effet, nous pouvons modéliser un réseau radio-communication par paquets
(PRN) sous la forme d’un graphe non orient¢ G = (V,E), ou les sommets re-
présentent I’ensemble des stations et deux sommets sont reliés par une aréte si
et seulement si les stations correspondantes peuvent s’entendre mutuellement,
c’est-a-dire que ’ensemble des arétes E représente la propriété de canal com-
mun entre les stations. En affectons des canaux ou des fréquences aux arétes de

Dr.fouzia Ou.hanane



Chapitre 2. La coloration injective des arétes 37

Canel ou Fréguence

Station
Y

FIGURE 2.3 — Exemple d’application

G, peut créer I'interférence secondaire comme celle obtenue lorsque deux sta-
tions x et y qui s’entendent partagent la méme fréquence avec un voisin x’ # y
de x et un voisin y’ # x. La figure 2.3 représente un sous graphe de G.

Une assignation de canaux ou de fréquences aux arétes entre les stations pour
éviter les interférences secondaires correspond a la coloration injective des
arétes du graphe (ou chaque couleur est une fréquence ou un canal).

2.4 Quelques bornes de I’indice chromatique Y/ ; de quelques
classes de graphes

Nous commencgons cette section par quelques résultats fondamentaux qui
sont des conséquences directes de la définition d’indice chromatique injectif. Il
est clair que la coloration injective des ar€tes est une coloration forte d’arétes
mais en exigeant pas la propreté, donc pour un graphe G cette borne est évi-
dente :

%i/nj(G) < %5(G).

Une autre borne supérieurs naturel de I’indice chromatique de la coloration in-
jective des arétes d’un graphe G en fonction de degré maximum A est donné
par :

Xini(G) <2(A—1)2+1

En effet, on veut colorer une aréte quelconque uv d’un graphe G, alors pour
toute aréte incidente au sommet v il faut éviter les A — 1 couleurs des arétes qui
lui sont adjacentes.

Ce processus est répété (A — 1)? des couleurs de coté de v.
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FIGURE 2.4 — X!

inj

(G) <2(A—1)>+1

Par symétrie, on obtient le méme nombre de couleurs a éviter du coté de u.
Ce qui nous fournit la borne supérieur suivante :

2
Xinj(G) <2(A—1)"+1

Domingos M. Cardoso, J. Orestes Cerdeira, Charles Dominic, et J. Pedro Cruz
ont démontré que la recherche de la valeur exacte de I’indice chromatique in-
jectif d’un graphe x/, ; est NP-complet dans le cas général. Ils ont obtenu des
bornes pour certaines classes de graphes.

Proposition 2.4.1. /5] Soient P, la chaine de longueur n, C, le cycle de lan-
gueur n, K, , le graphe bipartie complet et P le graphe de petersen, alors :
(1)

(2)

2 ; n=0(mod4).
xl'/nj(C”) - { 3 sinon.( )
(3)
Xinj(Kp.g) = min{p,q}.
(4)

/
, (une 5-coloration injective du graphe de petersen est illustrée dans la figure
suivante :).
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A
N

FIGURE 2.5 - x;,,(P) =5

Le cas de I’arbre, ils ont donné la borne suivante :
Proposition 2.4.2. Pour tout arbre d’ordre n,n >2, 1 < !, j(G) <3

Proposition 2.4.3. [5] Soit G un graphe. Alors : x!, i(G) =K si et seulement
si k est Uentier positif minimal pour lequel I’ensemble des arétes de G, E(G)
peut étre partitionné en sous-ensembles non vides E, ..., Ey, de telle sorte que
les extrémités des arétes de chacun de ces sous-ensembles E; induit un sous-
graphe G de G ou chaque composante est une étoile.

En appliquant la proposition 2.4.2, nous pouvons conclure que la coloration
injective des arétes de graphe roue W,,, sin > 4 est :

6, si n est pair
XinjWn) = q 4, si n est impair et n—1=0(mod4)
5, si n est impair et n—1 % 0(mod4)

Proposition 2.4.4. [5] Pour tout graphe Gn > 2, x;, i(G) = Vet si et seulement
si G est l'union disjointe de K > 1 étoiles, c’est a dire :

G=U Ky, XX lj=n—KetV(Ky,) NV(Ki,,) =0 pour j # j'

La proposition suivante 2.4.4 caractérise les graphes pour lesquels cette borne
supérieure est atteinte.

Proposition 2.4.5. Considérons un graphe G d’ordre n et de taille m, sans som-
mets isolés. Alors

X j(G) = m si et seulement si G est complet.

2.5 Le nombre de cliques

Rappelons que le nombre de cliques d’un graphe G, noté W'(G), est le

nombre de sommets dans une clique maximale de G.
W(G))(W(G)—1
Il est évident que W/(G) = W ))(2 © )
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Proposition 2.5.1. /5] Pour tout graphe connexe G d’ordre n > 2,
Xini(G) > W'(G).

Théoreme 2.5.1. (Théoréeme de Turan ) : [18] Soit G un graphe d’ordre n et de
taille m, sans q-clique, avec g > 1. Alors

a2
~ 2(g—1)
En conséquence, nous avons le résultat suivant :

Corollaire 1. [12] Soit G un graphe d’ordre n et de taille m, et considérons un
entier positif g > 1. Alors :
—2)n? —1

"> —(zqm —>‘1> — 2,02 T
Proposition 2.5.2. [12] Pour tout entier positif p > 3, on considere le graphe
complet K, avec V(K) = {v1,...,vp}, et une famille d’étoiles Ky 4, ..., K1 4,
avec q;j > 1.
Soit G le graphe obtenu en reliant un sommet de degré maximal de I’étoile K 4,
avec le sommet de v; de Ky, pour j=1,...,p.
Nous disons que G est un W' coloration injective des arétes W' EIC-graphe si
Xl,n](G) - W/(G>
On a exemple des W'EIC-graphes, le graphe complet K,, et le star K| .

Proposition 2.5.3. [12] Si G est un graphe unicyclique avec K3, alors G est un
W'EIC-graphe.

Nous considérons maintenant l’indice chromatique injectif des graphes bi-
partis.

Proposition 2.5.4. [12] Si G est un graphe biparti avec la bipartition V(G) =
ViUW,, et G n’a pas de sommets isolés, alors

Xinj(G) < A{Vi],[Val}-
Corollaire 2. Soit G un graphe biparti connexe d’ordre n > 2. Alors

) n—1
,,(; <n—
Xinj(G) <71 A(G)

Xi/nj(G) <n-— i(G)°
%i/nj(G) < OC(G).

Nous introduisons maintenant une borne supérieure sur le nombre chro-

matique injective d’'un graphe G en fonction de sa taille et de son diametre
diam(G).

Dr.fouzia Ou.hanane



Chapitre 2. La coloration injective des arétes 41

FIGURE 2.6 — Un arbre de taille minimale.

Proposition 2.5.5. [12] Pour tout graphe connexe G de taille m >3, x!, j(G) <
m — diam(G) + 2.
Cette borne supérieure est atteinte si et seulement si G est Py, 1.

Proposition 2.5.6. [12] Pour tout arbre T d’ordre n > 2,

Proposition 2.5.7. [12] Si H est un sous-graphe d’un graphe connexe G, alors
Xi/nj(H) < x:/n](G)

Comme conséquence immédiate, nous avons le corollaire ci-dessous.

Corollaire 3. [12] Soit G un graphe connexe d’ordre n.

(1) Si x est une aréte de G, alors %}, (G) < x;,;(G+x).

(2) Si G comprend un cycle C,, et 4 # 0(mod4), alors, xl-'nj(G) > 3.

(3) Si G inclut un graphe complet K, alors x;,;(G) > p(p—1)/2.

(4) Si G inclut ’arbre représenté sur la figure 2.6, alors xi’nj(G) > 3,

(5) Si G est un arbre T, qui inclut le sous-arbre T' représenté dans la figure 2.6
, alors

Xilnj(T) =3.

En informatique, un arbre binaire parfait est une structure de donnée ar-
borescente avec exactement un sommet de degré deux et ou chacun des autres
sommets est de degré un ou trois.

Nous avons maintenant un autre corollaire.

Corollaire 4. [12] Soit T un arbre binaire parfait avec diam(T) > 7. Alors
xl(nj(T) =3.

Lemme 2. [12] Si G est un graphe de taille m > 1
X i= x(G). D’aprés ce lemme nous pouvons conclure ce qui suit :

Proposition 2.5.8. [12] Si G est un graphe de taille m > 1, alors ], i(G) <2,
si et seulement si G est bipartie.
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Proposition 2.5.9. [12] Soit G un graphe de taille m > 1. Alors, x;,.(G) =2 si
et seulement G n’est pas une union disjointe d’étoiles et si G n’a pas de cycle
impair.

Proposition 2.5.10. [12] Soit T un arbre. Alors, soit

Xini(T) = 15i T est une étoile, soit

Xinj(T) =3 si T inclut un cycle impair, soit

Xini(T) =2, dans tous les autres cas.

Notons que la proposition 2.5.11 donne un algorithme en temps polynomial
pour déterminer l’indice chromatique injective pour les arbres.Le résultat sui-
vant relie I’'indice chromatique injectif d’un graphe et de son carré.

Désignons la distance entre les sommets u et v dans G par dg(u,v). Le carré
d’un graphe simple G est le graphe simple G2, oil e = uv est une aréte dans G*
si et seulement si dg(u,v) < 2.

En utilisant ce concept et cette notation, nous nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 5. [12] Pour tout graphe connexe G, %;,(G) < x;, j(GZ).

Proposition 2.5.11. [12] Soit G un graphe unicyclique et Cp, un cycle dans G.
Si p > 4, alors

2< x:ln](G) <4

2.6 L’indice chromatique injectif de certains graphes maillés
et les produits cartésiens

Parmi les graphes maillés, nous accordons une attention particuliere aux pro-
duits cartésiens P, 1K, et P.LIP.

Proposition 2.6.1. [12] Si P, est la chaine d’ordre n > 3, alors

Xilnj(PnD]Q) =3.
Proposition 2.6.2. [12] Pour tout graphe connexe G d’ordre n > 2,

Xilnj(G>DK2 < n®—n
Cette borne est forte. De plus, pour tout graphe complet K, d’ordre n > 2,

%,-/nj(Kn)DKz =n’—n
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Comme le graphe I’hypercube Q,, est défini comme étant K> 1K5[1K5.....L IK>,
n fois alors la borne suinante est évidente :

Corollaire 6. Si est I’hypercube Qy, alors, Xinj(On) < 2"l (n—1)
Théoreme 2.6.1. [11] Soit G un graphe subcubique, alors :

16
— Simad(G) < = alors %, < 4.

8
— Simad(G) < 3 alors x},; < 6.
— Simad(G) < 3 alors yj,; < 4.

Corollaire 7. [11] Soit G un graphe planaire subcubique avec une circonfé-
rence g, alors :

— Si g > 16 alors yx/,; < 4.

— Si g >8alors x;,; <6.

— Si g > 6 alors Xi/nj <17.

Corollaire 8. [11] Si G est un graphe subcubique, alors : J;, i< 8.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons défini la notion de la coloration injective des
arétes, de méme nous avons donné quelques bornes concernant ce parametre
de coloration, ainsi nous avons rappelé les principaux résultats existants dans la
littérateur sur cette coloration .

Dans le troisieme chapitre, nous nous sommes intéressés a étudier le probleme
de la coloration injective de certaines classes de graphes de Halin cubique com-
plet.
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CHAPITRE 3

LLA COLORATION INJECTIVE D’UN GRAPHE D’HALIN
CUBIQUE COMPLET

Introduction

En théorie des graphes, un graphe de Halin est un graphe planaire construit
a partir d’un arbre en reliant toutes ses feuilles dans un cycle qui fait le tour
de I’arbre de telle facon que I’arbre reste planaire. On exige de plus que I’arbre
comporte au moins quatre sommets et ne comporte pas de sommets de degré 2.
Les graphes de Halin sont nommés d’apres le mathématicien allemand Rudolf
Halin qui les a étudiés en 1971, mais les graphes de Halin cubiques avaient déja
été étudiés plus d’un siecle auparavant par Thomas Kirkman.
On s’intéresse dans ce chapitre a étudier la coloration injective d’arétes de la
classe de graphe Halin cubique complet.
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3.1 Historique

[9] En 1971, Halin a introduit les graphes de Halin comme une sorte de

graphes au moins 3-connexes, en faisant remarquer que la suppression de n’im-
porte quelle aréte du graphe changeait le degré de connexité du graphe. Ces
graphes ont gagné en importance lorsque 1’on a découvert que de nombreux
problemes algorithmiques qui étaient difficiles a résoudre par calcul pour des
graphes planaires arbitraires pouvaient étre résolus efficacement avec eux, une
propriété qui a été expliquée plus tard comme une conséquence de leur faible
largeur arborescente.
Avant les travaux de Halin sur ces graphes, des problemes d’énumération de
graphes en concernant les graphes de Halin cubiques ont €té étudiés en 1965 par
Hans Rademacher. Rademacher définit ces graphes (qu’il appelle based polyhe-
dra, polyedres a base) comme les graphes polyédriques cubiques dans lesquels
une des faces comporte {\displaystylef — 1} cotés, ou {\displaystylef} est
le nombre de faces du polyedre. Il mentionne lui-méme des travaux bien anté-
rieurs publiés en 1856 par Thomas Kirkman sur la méme classe e graphes. Les
graphes de Halin sont parfois également appelés roofless polyhedra (polyedres
a ciel ouvert), mais comme based polyhedra, ce nom peut aussi faire référence
aux graphes de Halin cubiques.

En théorie des graphe, un graphe de Halin est défini comme suit :

3.2 Graphe de Halin

Définition 32. [3] Un graphe de halin est un graphe planaire obtenu a partir
d’un arbre contenant au moin 4 sommets et sans sommets intérieur de degré 2,
en reliant tout les sommets pendants (feuilles) de cet arbre par un cycle, de telle
facon que ’arbre reste planaire, il est noté par H,, .

on écrit souvent H,= T, UC, ou T, est ’arbre appelé arbre caractéristique et C
est le cycle adjoint.

On a comme exemple de graphe de Halin, la roue W,, qui est constituée par le
graphe star (arbre) en reliant ses feuilles par un cycle.

Les figures ci-déssous représente des graphes de Halin.
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FIGURE 3.1 — Un graphe de Halin

FIGURE 3.2 — La roue Wy

3.3 Graphe de Halin cubique complet

[16] Un graphe de Halin cubique complet est un graphe de Halin dOnt les
sommets intérieurs de [’arbre caractéristique sont tous de degré 3 et toutes les
feuille sont a la méme distance du son racine .

Un graphe de Halin cubique complet H,, est dit de hauteur (n+1) si la distance
entre la racine de I’arbre et n’importe qu’elle feuille est (n+1).

le niveau d’un sommet est défini comme étant la distance entre le sommet racine
et ce sommet.

Pour n’importe quelle aréte uv de I’arbre T, telle que u est le pére de v,le niveau
de ’aréte uv est le niveau de v par conséquent [’arbre T,, a (n+1) niveau et le
graphe de Halin cubique complet est le graphe H,, =T, UC.

Dans ce cas Hy = ToUC

Par exemple Hy est le graphe Kj.
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FIGURE 3.3 — Graphe H

3.4 La coloration injective de graphe Halin cubique complet

3.5 Nos résultats

Aprés avoir étudier la coloration injective de graphe Halin cubique complet,
on a trouvé des valeurs exactes de x/, i (H,), elles sont données par le théoreme
suivant :

Théoreme 3.5.1. si H, est le graphe de Halin cubique complet on a :

6 sin=0
Xilnj(H”) - { 4 sin>1
3.5.1 Démonstration

Soint H, le graphe de Halin cubique complet. Avant de démontrer le théo-
réme, comongons pour introduire quelques proprietés structurelles de H,,.

— Le graphe H, contient 3 arétes dans le niveau 1.

— Le graphe H, contient 3 X 2arétes dans le niveau 2.

— Le graphe H,, contient 3 x2" arétes dans le niveau n+1.

De méme la longeure de son cycle adjoint est 3 x2".

Pour n=0, le graphe Hy illustré dans la figure (3.3) isomorphe au graphe Ky,
donc il est facile de voir qu’on ne peut pas colorer ce graphe avec moins de 6
couleurs, alors

Xi/nj(HO) =6
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i

FIGURE 3.4 — Une 6-coloration injective de graphe H

Si n > 1, montrons d’abord que %i/nj(Hn) > 4.

Il est claire que tout graphe de Halin cubique copmlet H,, n > 1 admet un
sous graphe isomorphe au graphe suivant :

wi 4 3 w22 oW

Soit ¢ une coloration injective d’arétes de graphe H,,.
On commence a colorer le triangle u;v{v, comme suit :
sans perte de géneralité :
On met ¢(M1V1) =1 ,¢(V1V2) =2et (Z)(LthQ) =3
Pour colorer les arétes uyv3 et vyv4, on ne peut pas les affecter les couleurs 2
et 3 car ells sont a distance 2 des arétes viv, et ujvy. Donc ¢ (upu3) =1 ou
¢(v3ve) =1
Sans pert de généralité, on met ¢ (upv3) =1
Par conséquent @ (v3vy4) # 1,2,3 (car elle est dans le méme triangle avec upvs3
et elle est a distance deux des arétes viv, et ujvy ).

D’ou ¢(V3V4) =4.

Montrons que x;, :(Hy) < 4.
Pour n =1 et 2, on propose une 4-coloration injective des graphes H; et H,, elle
est donnée par les figures suivantes :
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FIGURE 3.6 — La 4-coloration injective de graphe H»

Sin > 3, on propose la procedure de coloration suivante :
La coloration se faite en 2 étapes :
17¢ étape :
On commence d’abord a colorer I’arbre caractéristique de niveau 1 jusqu’a n-1,
comme suit :
On affecte la couleur j a toutes les arétes de niveau j, tel que 1 < j <n—1
et j modulo 4. Il s’agit bien d’une coloration injective d’aréte car les arétes de
niveau colorées par la méme couleur sont a distance 4.
2¢M¢ étape :
Pour colorer les 2 derniers niveaux de I’arbre ainsi que le cycle adjoint, On
partitionne le sous-graphe (branche) correspondant au deux dernier niveau de
I’arbre et le cycle adjoint en ajoutant la branche qui les relice, comme il est
illustré dans la figure suivante (3.7) :

1) On affecte aux arétes ey, fi,ea, fa,h> et h’2 la couleur C3 # Cy,C
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FIGURE 3.7 — LE sous-graphe

2) On affecte aux arétes ey, f>,e3, f3,hq et hg la couleur C4 # C1,C5,C3.
3) Les arétes f, f3, f3et f, prennent la couleur Cj.

4) les arétes hy,h},h3 et I recoivent la couleure C;.

Apres avoir colorer toutes les arétes de ce sous-graphe on obtient la configura-
tion suivante(3.8) :

FIGURE 3.8 — LE sous-graphe

Il est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une coloration injective d’arétes car
tout les arétes a distance deux ont des couleurs différentes.

On repete cette operation avec toutes arétes des sous graphe restants jusqu’a
ce que toutes les arétes on été colorees.
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Remarquons que le cycle est fermé, donc la premiere aréte dans le cycle ap-
partenant au premier sous-graphe coloré sera reliée avec la derniere aréte dans
le cycle appartenant au dernier sous-graphe coloré, mais ceci ne va pas créer
le probleme d’avoir des arétes a distance deux colorées par la méme couleur,
car on a partitionner le sous-graphe correspondant au deux derniers niveaux et
le cycle adjoint en sous-graphe contenant exactement 8 arétes dans le dernier
niveau de méme 8 aréte dans le cycle, et comme le dernier niveau ainsi que le
cycle contiennent exactement 3 x2", n > 3 arétes. Ce nombre est un multiple de
8, donc cette partition nous a permis de partitionner les arétes des deux derniers
niveaux et le cycle en sous ensembles contenant les mémes nombres d’arétes.
D’ou aprés avoir colorer le dernier sous-graphe qui sera relié avec le premier,
nous avons avoir la configuration suivante :

Une telle coloration satisfait la coloration injective d’arétes de graphe H,,.

Les figures suivantes représentent des exemples de coloration injective des
graphes H3, H, et un sous graphe de H,,.
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FIGURE 3.10 — Une 4-coloration de graphe Hy
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FIGURE 3.11 — Une 4-coloration de graphe H,
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Algorithme 3.1 : Algorithme de coloration

Entrée : Graphe H,, n > 3.
Sortie : ¢(e), e € E. Coloration injective.
Début
w:=fils(uo);  @(uou[l]) := @(uou[2]) := @(uou[3]) := 1;
pour i =2 a n— 1 faire
pour j =1 a3 x 2/~ faire

fin
u:=fils(u);
fin
Ji=1
tant que j < 3 x 2”2 faire

Jji=j+2;
fin
u:=fils(u); j:=1;

tant que j < 3 x 2"~! faire

=j+4

fin

u:=fils(u); j:=1;

tant que j <3 x2"~! —1 faire

@(uljlulj+1]) == @(u[j+ 1u[j +2]) := (n—2 mod4)+1;

J=Jj+t4
fin

J=T

tant que j < 3 x2"~! —1 faire

@(uljlulj+1]) == @(u[j+ 1u[j+2]) == (n mod4)+1;
J=J+8

fin
Fin.

| o(uljlfg(ulf]) := oljlf-du[j]) = (-1 mod4)+1;

@ (uljlf-g(ulj])) := @(ulj+ 1f-d(ulj+1])) := (n =1 mod 4) +1;
@ (uljlf-d(ulj])) := @(ulj+1]f-g(ulj+1])) := (n mod4)+1;

@(uljlf-g(ulj])) := @(ulj+3]f-g(u[j +3])) := (n—1 mod 4)+1;
@(ulj+1]f-g(ulj+1])) := @(ulj+2]f-g(u]j+2])) := (n mod4)+1;
@ (uljlf-d(u[j]) := @ulj+1]f-d(u]j+1])) := (n+1 mod4)+1;
@ (ulj +2)f-d(ulj+2])) := @(ulj +3]f-d(u]j+3])) := (n+1 mod4)+1;
J

@(ulj+2Julj+3)) = (ulj+3ulj+4]) == (n—1 mod4)+1;

@[3 x 2" 1 —1u[3 x 2" 1)) := @(u[3 x 2" Nu[1]) := (n mod 4) +1;
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La fonction : fils(u) retourne les fils de I’ensemble des sommets {u[1],u[2],...}
La fonction : f-g(u) (resp. f-d(u)) retourne le fils gauche (resp. fils droit) de som-
met u.

Exemple d’exécution :

— Entrée :Hj

— Sortie : Une coloration injective d’aréte de Hs (x;,;(H3) = 4).

"-."-'r-tt-.---\
1

\ . \ ! kY |
\1 \oaf b1 L) M \ 1 b1
L] 1

NATETAM

:.—IIL-'_:L:' L . ~\I.T.-x¥_ S ‘I.'T"' ‘ .:I;T. —\'

FIGURE 3.12 — La 4-coloration injective d’aréte de graphe H3

Dr.fouzia Ou.hanane



Chapitre 3. La coloration injective d’un graphe d’Halin cubique complet 57

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons €tudi€ la coloration injective des arétes de
graphe de Halin cubique complet, nous avons donné des valeurs exactes de
I’indice -chromatique injective d’arétes de ce graphe.
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Conclusion et perspectives

Dans ce manuscrit , nous nous sommes intéressé€s principalement a la colo-
ration injective des arétes.
Nous avons défini la coloration injective des arétes ainsi que nous avons donné
quelques bornes sur 1’indice chromatique injectif j» puis nous avons cité des
résultats principaux sur des quelques classes de graphes.
Enfin nous avons considéré la coloration injective de graphe Halin cubique com-
plet Hy,. Nous avons trouvé la valeur exacte de x/, i (H,) , pour tout n € N. nous
avons montré que si G est le graphe de halin cubique complet, alors I'indice
chromatique injectif est le suivant :

/ 6 sin=0
Xinj(Hn) = { 4 sin>1
Nous avons Comme perspectives :

— Trouver des bornes de /, i de certains classes de graphes de Halin graphes
telle que :
les graphes doubles stars.
— Trouver des bornes de ¥/, i de produit cartésien de graphes.
—Etudier d’autre parametres de coloration.
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