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 مقدمة عامة                                                    

يعتبر التحليل الرياضي احد فروع الرياضيات ، وأداة ضرورية لدراسة مواضيع مختلفة مثل الاقتصاد و 
الإحصاء وغيرها من العلوم ، وقد أصبح التحليل الرياضي في السنوات الأخيرة يشكل جزءا أساسيا من 

الخلفية الرياضية المطلوبة في كثير من العلوم  .

تحتوي هذه المطبوعة على دروس و أمثلة محلولة و تمارين مقترحة في التحليل الرياضي ، لمقياس 
 موجهة بالدرجة الأولى لطلبة السنة الأولى ل م د علوم اقتصادية و تجارية و علوم التسيير  1الرياضيات 

 وكمصدر مهم للعلوم 1يمكن استخدام هذه المطبوعة كمقرر منهجي للطلبة لدراسة مقياس رياضيات 
الأخرى ، ومن هنا كان هدفنا الإسهام بهذا العمل المتواضع نضعه بين أيدي طلبتنا الأعزاء .

تتكون هذه المطبوعة على خمسة فصول يشمل كل فصل على أمثلة مختلفة محلولة ، وتمارين مقترحة  

يتضمن الفصل الأول التحليل التوفيقي  

الفصل الثاني يتناول عموميات المتتاليات العددية 

  الآسيةالفصل الثالث يتناول  الدوال اللوغاريتمية و 

يهتم الفصل الرابع  بالمشتقات  

وأخيرا يتضمن الفصل الخامس الدوال الأصلية و حساب التكامل   
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 ) أساليب العد ( التحليل التوفيقي :الفصل الأول 

وهي أساليب تعتمد على بعض مبادئ الجبر الرياضي مفيدة في تحديد عدد النتائج المرتبطة  :تعريف 
بأحداث معينة لتجارب عشوائية  .يعد التحليل التوافقي من الطرق التي تستطيع تحديد عدد النتائج الممكنة 

لتجربة ما بغير طرق العد البسيطة   

 : -مفهوم العاملي و العمليات الحسابية عليه 

 عدد طبيعي  ويرمز n حيث 1يساوي    واكبر أوnالعاملي هو جداء الأعداد الطبيعية الأصغر أو يساوي 
𝑛𝑛  بمعنى    حيث العاملي للأعداد الطبيعية فقط  !𝑛𝑛للعاملي بالرمز   ≥ الذي يعتبر شرط العاملي  0

لا يوجد العاملي للأعداد السالبة  

  :مثال 

2! = 2 × 1 = 2 

3! = 3 × 2 × 1 = 6 

4! = 4 × 3 × 2 × 1 = 24 

5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120 

6! = 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 720 

6! = 6 × 5!                        5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 

!𝑛𝑛           :ومنه نستنتج أن  = 𝑛𝑛[(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 2) … … × 1] 

𝒏𝒏! = 𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)! 

𝒏𝒏! = 𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)(𝒏𝒏 − 𝟐𝟐)! 

 :ملاحظة 

�𝟎𝟎! = 𝟏𝟏
𝟏𝟏! = 𝟏𝟏

� ⇒ 𝟎𝟎! = 𝟏𝟏! 

 احسب مايلي  :مثال 

(𝑛𝑛 + 3)! = (𝑛𝑛 + 3)(𝑛𝑛 + 2)(𝑛𝑛 + 1)!   

(2𝑛𝑛 + 1)! = (2𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛)(2𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 2)!  

0! + 1! + 2! + 3! = 1 + 1 + 2 + 6 = 10  

15!
13!

= 15×14×13!
13!

= 15 × 14 = 210  
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10!+9!
9!

= 10×9!+9!
9!

= 9!(10+1)
9!

= 11  

12!+13!
13!−12!

= 12!+13×12!
13×12!−12!

= 12!(1+13)
12!(13−1)

= 14
12

= 7
6
  

4! + 5! + 6!
3! + 4! + 5!

=
4! + 5 × 4! + 6 × 5 × 4!
3! + 4 × 3! + 5 × 4 × 3!

=
4! (1 + 5 + 30)
3! (1 + 4 + 20)

=
4 × 3! (36)

3! (25)
=

4 × 36
25

=
144
25

 

 

!𝟑𝟑−!𝟒𝟒 مثال 
𝟓𝟓!

= 𝒙𝒙
𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎

                                                   𝒙𝒙اوجد قيمة                                            
                                                                                         

!𝒏𝒏         :لدينا  = 𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)! 

𝟒𝟒 × 𝟑𝟑! − 𝟑𝟑!
𝟓𝟓 × 𝟒𝟒 × 𝟑𝟑!

=
𝒙𝒙
𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎

   ⇒
(𝟒𝟒 − 𝟏𝟏)𝟑𝟑!
𝟐𝟐𝟎𝟎 × 𝟑𝟑!

=
𝒙𝒙
𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎

 ⇒
𝟑𝟑
𝟐𝟐𝟎𝟎

=
𝒙𝒙
𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎

 

𝟑𝟑𝟎𝟎𝟎𝟎 = 𝟐𝟐𝟎𝟎𝒙𝒙 ⇒ 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏𝟓𝟓 

𝒏𝒏!
(𝒏𝒏−𝟑𝟑)!

= 𝟔𝟔𝟎𝟎                                                                                                   𝒏𝒏 احسب قيمة      

                                                       

𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)(𝒏𝒏 − 𝟐𝟐)(𝒏𝒏 − 𝟑𝟑)!
(𝒏𝒏 − 𝟑𝟑)!

= 𝟔𝟔𝟎𝟎 ⇒ 𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)(𝒏𝒏 − 𝟐𝟐) = 𝟔𝟔𝟎𝟎 

𝟓𝟓 × 𝟒𝟒 × 𝟑𝟑 = 𝟔𝟔𝟎𝟎 ⇒ 𝒏𝒏 = 𝟓𝟓 

 

𝟏𝟏𝟐𝟐𝟎𝟎 = 𝒙𝒙 × 𝟒𝟒!                                                                              𝒙𝒙  اوجد   قيمة  

𝟏𝟏𝟐𝟐𝟎𝟎 = 𝒙𝒙 × 𝟒𝟒!  ⇒ 𝒙𝒙 =
𝟏𝟏𝟐𝟐𝟎𝟎
𝟒𝟒!

=
𝟓𝟓!
𝟒𝟒!

=
𝟓𝟓 × 𝟒𝟒!
𝟒𝟒!

= 𝟓𝟓 

 

𝒏𝒏!
(𝒏𝒏−𝟏𝟏)!

+ (𝒏𝒏+𝟏𝟏)!
𝒏𝒏!

= 𝟕𝟕                                                                         𝒏𝒏 اوجد   قيمة                  

                                        

𝒏𝒏(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)!
(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)!

+
(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)𝒏𝒏!

𝒏𝒏!
= 𝟕𝟕 ⇒       𝒏𝒏 + 𝒏𝒏 + 𝟏𝟏 = 𝟕𝟕 ⇒ 𝟐𝟐𝒏𝒏 = 𝟔𝟔 ⇒ 𝒏𝒏 = 𝟑𝟑 
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𝑨𝑨 = (𝟐𝟐−𝒏𝒏)!+(𝒏𝒏−𝟐𝟐)!
𝟑𝟑!+𝟎𝟎!

                                                                                 𝑨𝑨 احسب                  
                                               

 :حسب شرط العاملي فان 

�𝟐𝟐 − 𝒏𝒏 ≥ 𝟎𝟎  ⇒ 𝒏𝒏 ≤ 𝟐𝟐
𝐧𝐧 − 𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎 ⇒ 𝐧𝐧 ≥ 𝟐𝟐

� 

 n=2      :ومنه فان       

𝑨𝑨 = 𝟎𝟎!+𝟎𝟎!
𝟑𝟑!+𝟎𝟎!

 ⇒  𝟏𝟏+𝟏𝟏
𝟑𝟑×𝟐𝟐×𝟏𝟏+𝟏𝟏

= 𝟐𝟐
𝟕𝟕
                                               

                                           

𝒂𝒂! + (𝒂𝒂 − 𝟏𝟏)! = 𝒂𝒂 + 𝟏𝟏                                                        ∶   اوجد   قيمة 𝒂𝒂    حيث   

 

𝒂𝒂(𝒂𝒂 − 𝟏𝟏)! + (𝒂𝒂 − 𝟏𝟏)! = 𝒂𝒂 + 𝟏𝟏    ⇒   (𝒂𝒂 − 𝟏𝟏)! (𝒂𝒂 + 𝟏𝟏) = 𝒂𝒂 + 𝟏𝟏  

                                       ⇒ (𝒂𝒂 − 𝟏𝟏)! = 𝟏𝟏 

                                                    ⇒  �
𝒂𝒂 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎

𝝂𝝂
𝒂𝒂 − 𝟏𝟏 = 𝟏𝟏

� ⇒ �
𝒂𝒂 = 𝟏𝟏
𝝂𝝂

𝒂𝒂 = 𝟐𝟐
� 

 

𝟏𝟏𝟓𝟓! − 𝒂𝒂𝟏𝟏𝟑𝟑! = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟑𝟑!                                                                ∶   اوجد قيمة 𝒂𝒂    حيث 

 

𝟏𝟏𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟒𝟒 × 𝟏𝟏𝟑𝟑! − 𝒂𝒂𝟏𝟏𝟑𝟑! = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟑𝟑! 

𝟏𝟏𝟑𝟑! (𝟏𝟏𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟒𝟒 − 𝒂𝒂) = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟑𝟑!     ⇒ 𝟐𝟐𝟏𝟏𝟎𝟎 − 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟓𝟓 

                                  ⇒ 𝒂𝒂 = 𝟐𝟐𝟏𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟓𝟓 = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟓𝟓 

 

𝑩𝑩 = 𝟐𝟐𝟔𝟔!×𝟑𝟑𝟑𝟑!
𝟑𝟑𝟕𝟕!×𝟐𝟐𝟓𝟓!×𝟏𝟏𝟑𝟑

                                                                                         ∶   احسب 𝑩𝑩    حيث  

𝑩𝑩 = 𝟐𝟐𝟔𝟔×𝟐𝟐𝟓𝟓!×𝟑𝟑𝟑𝟑×𝟑𝟑𝟕𝟕!
𝟑𝟑𝟕𝟕!×𝟐𝟐𝟓𝟓!×𝟏𝟏𝟑𝟑

 = 𝟐𝟐𝟔𝟔×𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟏𝟏𝟑𝟑

= 𝟕𝟕𝟔𝟔  
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(𝒏𝒏−𝟓𝟓)!
𝟐𝟐(𝒏𝒏−𝟒𝟒)!

= 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

                                                                            ∶          اوجد قيمة 𝒏𝒏    حيث   

(𝒏𝒏 − 𝟓𝟓)!
𝟐𝟐(𝐧𝐧 − 𝟒𝟒)(𝐧𝐧 − 𝟓𝟓)!

=
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

⇒
𝟏𝟏

𝟐𝟐(𝐧𝐧 − 𝟒𝟒) =
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

   ⇒ 𝟐𝟐(𝐧𝐧 − 𝟒𝟒) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 

                                                    ⇒ 𝟐𝟐𝒏𝒏 − 𝟑𝟑 = 𝟐𝟐𝟐𝟐 ⇒ 𝟐𝟐𝒏𝒏 = 𝟑𝟑𝟎𝟎 ⇒ 𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟓𝟓 

 

(𝒏𝒏+𝟑𝟑)!
𝟐𝟐(𝒏𝒏+𝟏𝟏)!

= 𝟐𝟐𝟏𝟏                                                                                 ∶     اوجد قيمة 𝒏𝒏     حيث 

(𝒏𝒏 + 𝟑𝟑)(𝒏𝒏 + 𝟐𝟐)(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)!
𝟐𝟐(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)!

= 𝟐𝟐𝟏𝟏 ⇒
(𝒏𝒏 + 𝟑𝟑)(𝒏𝒏 + 𝟐𝟐)

𝟐𝟐
= 𝟐𝟐𝟏𝟏 

                                                         ⇒ (𝒏𝒏 + 𝟑𝟑)(𝒏𝒏 + 𝟐𝟐) = 𝟒𝟒𝟐𝟐 

                                               ⇒ 𝟕𝟕 × 𝟔𝟔 = 𝟒𝟒𝟐𝟐 ⇒ �
𝒏𝒏 + 𝟑𝟑 = 𝟕𝟕 ⇒ 𝒏𝒏 = 𝟒𝟒

𝛎𝛎
𝐧𝐧 + 𝟐𝟐 = 𝟔𝟔 ⇒ 𝐧𝐧 = 𝟒𝟒

� 

 n أو نحل المعادلة من الدرجة الثانية ذات المتغير 7 و6 هما 42جداء عددين طبيعيين متتاليين  يساوي 

(𝟐𝟐𝒏𝒏)!
(𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏)!(𝒏𝒏𝟐𝟐−𝒏𝒏)

= 𝟐𝟐
𝟗𝟗

                                                                  ∶   اوجد قيمة 𝒏𝒏  حيث  

(𝟐𝟐𝒏𝒏)(𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏)!
(𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏)!(𝒏𝒏𝟐𝟐−𝒏𝒏)

= 𝟐𝟐
𝟗𝟗
⇒ 𝟐𝟐𝒏𝒏

𝒏𝒏𝟐𝟐−𝒏𝒏
= 𝟐𝟐

𝟗𝟗
  

                                ⇒ 𝟐𝟐𝒏𝒏
𝒏𝒏(𝒏𝒏−𝟏𝟏)

= 𝟐𝟐
𝟗𝟗
  

⇒
𝟐𝟐

𝒏𝒏 − 𝟏𝟏
=
𝟐𝟐
𝟗𝟗

    ⇒ 𝟐𝟐(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏) = 𝟏𝟏𝟑𝟑                 

⇒ 𝟐𝟐𝒏𝒏 = 𝟐𝟐𝟎𝟎 ⇒ 𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟎𝟎                             

 

 : -مفهوم الترتيبات و التوفيقات و خواصهم 

𝐴𝐴𝑛𝑛    : الترتيبات  1-
𝑝𝑝(𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝐿𝐿𝑎𝑎𝐿𝐿𝑛𝑛𝑎𝑎𝐿𝐿) : 

𝑛𝑛 عنصر حيث  n لتكن مجموعة متكونة من :تعريف  ∈ 𝑁𝑁∗  وليكن P        1 ) عدد طبيعي بحيث ≤ 𝑃𝑃  الترتيبة , (≥
 عنصر P عنصر متمايزة حيث لا يقبل التكرار و ترتيب عناصرها مهم  .يعني نسمي ترتيب ل Pهي مجموعة جزئية ذات 

 n عنصر من بين p عنصر كل متتالية مرتبة بدون تكرار لهذه العناصر .ونرمز لعدد التراتيب ل nمتمايزا مأخوذا من 
Anبالرمز  

p  : عنصر أي عدد المجموعات الجزئية بالعلاقة التالية P .  وتحسب عدد التراتيب ذات  

An
p =

n!
(n − p)!

= 𝑛𝑛 × (𝑛𝑛 − 1) × … × (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 + 1) 
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  : -خواص عامة للترتيبات 

∀ 𝒏𝒏 ,𝒑𝒑  ∈ 𝑵𝑵                 

𝟏𝟏)   𝑨𝑨𝒏𝒏𝒏𝒏 = 𝒏𝒏!               𝟐𝟐) 𝑨𝑨𝒏𝒏𝟏𝟏 = 𝒏𝒏           𝟑𝟑) 𝑨𝑨𝒏𝒏𝟎𝟎 = 𝟏𝟏 

   الترتيبة ترتيب عناصرها مهم-

  :مثال 

𝑨𝑨𝟒𝟒𝟑𝟑 = 𝟒𝟒!
(𝟒𝟒−𝟑𝟑)!

= 𝟒𝟒×𝟑𝟑×𝟐𝟐×𝟏𝟏
𝟏𝟏!

= 𝟐𝟐𝟒𝟒
𝟏𝟏

= 𝟐𝟐𝟒𝟒  

𝑨𝑨𝟒𝟒𝟒𝟒 = 𝟒𝟒!
(𝟒𝟒−𝟒𝟒)!

= 𝟒𝟒!
𝟎𝟎!

= 𝟒𝟒!
𝟏𝟏

= 𝟒𝟒! = 𝟒𝟒 × 𝟑𝟑 × 𝟐𝟐 × 𝟏𝟏 = 𝟐𝟐𝟒𝟒  

𝑨𝑨𝟓𝟓𝟏𝟏 = 𝟓𝟓!
(𝟓𝟓−𝟏𝟏)!

= 𝟓𝟓×𝟒𝟒!
𝟒𝟒!

= 𝟓𝟓        

𝑨𝑨𝟔𝟔𝟎𝟎 = 𝟔𝟔!
(𝟔𝟔−𝟎𝟎)!

= 𝟔𝟔!
𝟔𝟔!

= 𝟏𝟏  

 

   5,4,3,2,1احسب عدد الأعداد المكونة من رقمين مختلفين من بين الأرقام  : مثال

       𝑛𝑛 = 5     𝑝𝑝 = 2 

𝐴𝐴5
2 = 5(5 − 1) = 5 × 4 = 20 

𝐴𝐴𝑛𝑛عدد الأعداد في     
𝑝𝑝 يساوي   p 

𝐴𝐴5 فان  p=2في هذه الحالة 
 عددين ونتوقف  5х4 تساوي 2

 عناصر ونكون بها ترتيبات بثلاث عناصر  6لما تكون لدينا 

𝐴𝐴6
3 = 6(6 − 1)(6 − 2) = 6 × 5 × 4 = 120 

 نتوقف في ثلاث أعداد  p=3         في هذه الحالة 

Cn :    : -التوفيقات 2 
p    Les combinaisons   لتكنE مجموعة تحتوي على n     عنصر حيث 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁∗ كل جزء 

𝑃𝑃عدد طبيعي (،حيث     P عنصر ) P  يحتوي على Eمن  ≤ 𝑛𝑛تسمى توفيقة ل p  عنصر من بين n عنصر  

 عنصر متمايزة حيث لا يقبل التكرار وترتيب عناصرها غير مهم اي عدد المجموعات pوتحسب عدد التوفيقات ذات 
  : بالعلاقة التالية Eالجزئية من 

Cn
p =

An
p

p!
 

𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 =

𝑛𝑛!
𝑝𝑝! (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)!
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  :خواص عامة للتوفيقات 

≥ 𝟎𝟎          : حيث p و n -من اجل كل عددين طبيعيين  𝒑𝒑 ≤ 𝒏𝒏    فان:        𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒏𝒏

𝒏𝒏−𝒑𝒑 

≥ 𝟎𝟎     : حيث p و n -من اجل كل عددين طبيعيين  𝒑𝒑 ≤ 𝒏𝒏 − 𝑪𝑪𝒏𝒏  :فان    𝟏𝟏
𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟏𝟏

𝒑𝒑 + 𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒑𝒑−𝟏𝟏 

𝑪𝑪𝒏𝒏𝒏𝒏 = 𝑪𝑪𝒏𝒏𝟎𝟎 = 𝟏𝟏  − 

 :مثال 

𝑪𝑪𝟓𝟓𝟑𝟑 =
𝟓𝟓!

𝟑𝟑! (𝟓𝟓 − 𝟑𝟑)!
=
𝟓𝟓 × 𝟒𝟒 × 𝟑𝟑!
𝟐𝟐! × 𝟑𝟑!

= 𝟏𝟏𝟎𝟎 

𝑪𝑪𝟑𝟑𝟑𝟑 =
𝟑𝟑!

𝟑𝟑! (𝟑𝟑 − 𝟑𝟑)!
=
𝟑𝟑!
𝟑𝟑!

= 𝟏𝟏 

𝑪𝑪𝟑𝟑𝟎𝟎 =
𝟑𝟑!

𝟎𝟎! (𝟑𝟑 − 𝟎𝟎)!
=
𝟑𝟑!
𝟑𝟑!

= 𝟏𝟏 

𝑪𝑪𝟓𝟓𝟒𝟒 =
𝟓𝟓!

𝟒𝟒! (𝟓𝟓 − 𝟒𝟒)!
=
𝟓𝟓 × 𝟒𝟒!
𝟏𝟏! × 𝟒𝟒!

= 𝟓𝟓 

 

𝒂𝒂)طرق نشر     + 𝒃𝒃)𝐧𝐧 :   توجد طريقتين للنشر

  : Binôme de Newtonعبارة       -1
 

 :لدينا 

𝑛𝑛 = 1                (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)1 = 1 𝑎𝑎 + 1 𝑏𝑏 = 𝐶𝐶1
0 𝑎𝑎 + 𝐶𝐶1

1𝑏𝑏 

𝑛𝑛 = 2      (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2 = 1 𝑎𝑎2 + 2 𝑎𝑎𝑏𝑏 + 1 𝑏𝑏2 = 𝐶𝐶2
0𝑎𝑎2 + 𝐶𝐶2

1 𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝐶𝐶2
2𝑏𝑏2 

𝑛𝑛 = 3    (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3 = 1 𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 1 𝑏𝑏3         

                (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3 = 𝐶𝐶3
0𝑎𝑎3 + 𝐶𝐶3

1𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝐶𝐶3
2𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝐶𝐶3

3𝑏𝑏3 

  :بصفة عامة 

(a + b)n = Cn
0an + Cn

1an−1𝑏𝑏 + 𝐶𝐶𝑛𝑛2an−2b2 + ⋯+ Cn
kan−kbk + ⋯+ Cn

nbn  

 :ونكتب 

(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃)𝐧𝐧 = �𝐂𝐂𝐧𝐧𝐤𝐤  𝐚𝐚𝐧𝐧−𝐤𝐤 𝐛𝐛𝐤𝐤
𝐧𝐧

𝐤𝐤=𝟎𝟎

 

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 = 𝐶𝐶𝑛𝑛0𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏0 + 𝐶𝐶𝑛𝑛1𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑏𝑏1 + 𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑎𝑎𝑛𝑛−2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎0𝑏𝑏𝑛𝑛  
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𝑥𝑥) انشر العبارة     :مثال  +  Binôme de Newton   باستعمال عبارة    5(2

(𝑥𝑥 + 2)5 = � C5   
k x5−k  2k

5

k=0

 

(𝑥𝑥 + 2)5 = 𝐶𝐶5
0𝑥𝑥520 + 𝐶𝐶5

1𝑥𝑥421 + 𝐶𝐶5
2𝑥𝑥322 + 𝐶𝐶5

3𝑥𝑥223 + 𝐶𝐶5
4𝑥𝑥124 + 𝐶𝐶5

5𝑥𝑥025 

(𝑥𝑥 + 2)5 = 𝑥𝑥5 + 10𝑥𝑥4 + 40𝑥𝑥3 + 80𝑥𝑥2 + 80𝑥𝑥 + 32 

 

𝑥𝑥) انشر العبارة       :مثال  −  Binôme de Newton  باستعمال عبارة     6(2

(x − 2)6 = (x + (−2))6 = � C6
kx6−k(−2)k

6

k=0

 

(𝑥𝑥 − 2)6 = 𝐶𝐶6
0𝑥𝑥6 + 𝐶𝐶6

1𝑥𝑥5(−2)1 + 𝐶𝐶6
2𝑥𝑥4(−2)2 + 𝐶𝐶6

3𝑥𝑥3(−2)3 + 𝐶𝐶6
4𝑥𝑥2(−2)4 + 𝐶𝐶6

5𝑥𝑥(−2)5

+ 𝐶𝐶6
6(−2)6 

(𝑥𝑥 − 2)6 = 𝑥𝑥6 − 12𝑥𝑥5 + 60𝑥𝑥4 − 160𝑥𝑥3 + 240𝑥𝑥2 − 192𝑥𝑥 + 64 

 : Triangle de pascaleمثلث باسكال    -2

 )التوفيقات ( باستعمال القانون  Newtonمثلث باسكال يمكننا من الحصول على معاملات نشر 

P و n عددين طبيعيين حيث :                     𝑛𝑛 ≥ 2                 1  ≤  𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛    

𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒑𝒑−𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝒏𝒏−𝟏𝟏

𝒑𝒑 = 𝑪𝑪𝒏𝒏
𝒑𝒑 

𝐂𝐂𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝐂𝐂𝟒𝟒𝟑𝟑 = 𝐂𝐂𝟓𝟓𝟑𝟑                                                                             ∶  مثال

𝐳𝐳)                  : انشر العبارة التالية :مثال  + 𝟓𝟓)𝟔𝟔 

       :لدينا 

𝒑𝒑 →                                                

 𝒏𝒏 ↓ 

       𝑪𝑪𝟔𝟔             
𝟎𝟎  𝑪𝑪𝟔𝟔𝟏𝟏       𝑪𝑪𝟔𝟔𝟐𝟐     𝑪𝑪𝟔𝟔   

𝟑𝟑 𝑪𝑪𝟔𝟔𝟒𝟒      𝑪𝑪𝟔𝟔𝟓𝟓    𝑪𝑪𝟔𝟔𝟔𝟔        

 

6 5 4 3 2 1 0  
      1 0 
     1 1 1 
    1 2 1 2 
   1 3 3 1 3 
  1 4 6 4 1 4 
 1 5 10 10 5 1 5 
1 6 15 20 15 6 1 6 
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 : التي هي التوفيقات ومنه Newtonمثلث باسكال يمكننا الحصول على معاملات نشر 

(𝒛𝒛 + 𝟓𝟓)𝟔𝟔 = 𝟏𝟏𝒛𝒛𝟔𝟔𝟓𝟓𝟎𝟎 + 𝟔𝟔𝒛𝒛𝟓𝟓𝟓𝟓𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟓𝟓𝒛𝒛𝟒𝟒𝟓𝟓𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝟎𝟎𝒛𝒛𝟑𝟑𝟓𝟓𝟑𝟑 + 𝟏𝟏𝟓𝟓𝒛𝒛𝟐𝟐𝟓𝟓𝟒𝟒 + 𝟔𝟔 𝒛𝒛 𝟓𝟓𝟓𝟓 + 𝟏𝟏(𝟓𝟓)𝟔𝟔 

    (𝒛𝒛 + 𝟓𝟓)𝟔𝟔 = 𝒛𝒛𝟔𝟔 + 𝟑𝟑𝟎𝟎 𝒛𝒛𝟓𝟓 + 𝟑𝟑𝟕𝟕𝟓𝟓 𝒛𝒛𝟒𝟒 + 𝟐𝟐𝟓𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎 𝒛𝒛𝟑𝟑 + 𝟗𝟗𝟑𝟑𝟕𝟕𝟓𝟓 𝒛𝒛𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟑𝟑𝟕𝟕𝟓𝟓𝟎𝟎 𝒛𝒛 + 𝟏𝟏𝟓𝟓𝟔𝟔𝟐𝟐𝟓𝟓 
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 تمارين مقترحة للفصل الأول                                          

 

𝒏𝒏    : حيث n  لكل قيمة   !𝒏𝒏 أعطي قيمة    :التمرين الأول  ∈ {𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟐𝟐, …𝟕𝟕}  

 : بسط واحسب العبارات التالية :التمرين الثاني 

(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)𝒏𝒏!           
(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)!
(𝒏𝒏 + 𝟐𝟐)!

       
(𝒏𝒏 + 𝟐𝟐)!
𝒏𝒏 + 𝟐𝟐

      𝒏𝒏! + (𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)! 

𝒏𝒏!
(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)!
(𝒏𝒏 ≥ 𝟏𝟏)

          
𝒏𝒏!

(𝒏𝒏 − 𝟐𝟐)!
(𝒏𝒏 ≥ 𝟐𝟐)

      
(𝒏𝒏 + 𝟐𝟐)!
(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)!
(𝒏𝒏 ≥ 𝟏𝟏)

        
(𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟑𝟑)!
(𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)!

  

 :التمرين الثالث 

 : في الحالتين التاليتين n -اوجد قيمة العدد الطبيعي 

                                                                                                               𝑨𝑨𝐧𝐧𝟒𝟒 = 𝟒𝟒𝟐𝟐𝐀𝐀𝐧𝐧
𝟐𝟐         ∗ 

                                                                                                                    𝑨𝑨𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟕𝟕𝟐𝟐        ∗  

𝐂𝐂𝐧𝐧𝐤𝐤                             : - اثبت أن  = 𝐂𝐂𝐧𝐧−𝟏𝟏𝐤𝐤−𝟏𝟏 + 𝐂𝐂𝐧𝐧−𝟏𝟏𝒌𝒌 

 

 : انشر العبارات التالية  :التمرين الرابع 

(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃)𝟔𝟔              (
𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝐳𝐳 + 𝟐𝟐)𝟒𝟒           (𝐳𝐳 − 𝟑𝟑)𝟑𝟑            (𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟏𝟏)𝟓𝟓 
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 عموميات المتتاليات العددية :الفصل الثاني 

 :تعاريف عامة حول عموميات المتتاليات  -1
 

 نسمي متتالية عددية كل دالة من مجموعة الأعداد الطبيعية  N في مجموعة الأعداد :تعريف متتالية عددية  -
       R الحقيقية 

  ) (Un بواسطة متتالية عددية  )U ( بالرمز   nيرمز إلى صورة عدد طبيعي 

Unالأعداد        ⋯   U2  U1  تسمى حدود المتتالية   

 يسمى حدها العام ) (Unالعدد الحقيقي 

 :أمثلة 

n2) العدد الحقيقي   n  -الدالة التي ترفق بكل عدد طبيعي − n +  N  هي متتالية عددية معرفة في (1

n+3 العدد الحقيقي  n-الدالة التي ترفق بكل عدد طبيعي 
n−2

 N -{ 2   هي متتالية عددية معرفة في      }

n العدد الحقيقي  n-الدالة التي ترفق بكل عدد طبيعي 
n+1

 N هي متتالية عددية معرفة في 

 

 : هي متتالية متزايدة إذا كان ) (Unنقول أن المتتالية :المتتالية المتزايدة 

∀ nϵ N  Un+1  > Un  

∀ nϵ N   Un+1 − Un  > 0 

 :  هي متتالية متناقصة اذا كان ) (Unنقول أن المتتالية   :المتتالية المتناقصة 

∀ nϵ N   Un+1 < Un  

∀ nϵN  Un+1 − Un  < 0 

 أنها رتيبة إذا كانت متزايدة أو متناقصة  ) (Unنقول عن المتتالية 

 : هي متتالية ثابتة إذا وفقط إذا كانت ) (Unنقول أن المتتالية :المتتالية الثابتة 

∀ nϵ N    Un+1  = Un  

∀ nϵ N   Un+1 −  Un = 0 

 

 : لتكن المتتاليات التالية حيث :مثال 

Un =
1
n

              Vn = n2 + 1            𝑊𝑊n = (−1)n  

-ادرس رتابتها  
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 :الحل 

Un+1 − Un =
1

n + 1
−

1
n

 =
n − (n + 1)

n(n + 1)
=

−1
n(n + 1)

 < 0 

  متناقصة ) (Unومنه 

 

𝑉𝑉n+1 − Vn = ��n + 1�
2 

+ 1� − (n2 + 1) = 2n + 1 > 0 

 متزايدة  ) (Vnومنه 

  

Wn+1 − Wn = (−1)n+1 − (−1)n = (−1)n(−1 − 1) = −2(−1)n = � 𝑛𝑛  زوجي              2−
 n   فردي                2+

� 

 ليست متزايدة ولا متناقصة فهي ليست رتيبة  ) (Wnومنه 

 

  :المتتالية المحدودة 

 :*نقول عن متتالية أنها محدودة من الأعلى إذا كان 

∀𝐧𝐧𝐧𝐧 𝐍𝐍         ∃𝛂𝛂𝐧𝐧𝛂𝛂        𝐔𝐔𝐧𝐧 ≤ 𝛂𝛂   

 :نقول عن متتالية أنها محدودة من الأسفل إذا كان *

∀𝐧𝐧𝐧𝐧 𝐍𝐍        ∃𝛃𝛃𝐧𝐧𝛂𝛂        𝐔𝐔𝐧𝐧 ≥ 𝛃𝛃 

 :نقول عن متتالية أنها محدودة إذا كانت في آن واحد محدودة من الأعلى ومن الأسفل اي :ملاحظة 

∀𝐧𝐧𝐧𝐧 𝐍𝐍   ∃𝛂𝛂𝐧𝐧𝛂𝛂       ∃𝛃𝛃𝐧𝐧𝛂𝛂            𝛃𝛃 ≤   𝐔𝐔𝐧𝐧 ≤ 𝛂𝛂     

 

Un                        :لتكن المتتالية التالية حيث :مثال  = sin𝑛𝑛 

∀𝑛𝑛 ∈  𝑁𝑁      − 1  ≤ sin𝑛𝑛  ≤ 1 

 (1( ومحدودة من الأعلى ب )1 محدودة لأنها محدودة من الأسفل ب )-) (Unالمتتالية 

 :المتتالية المتقاربة 

 : أنها متقاربة إذا كان      (𝑈𝑈n)   نقول عن متتالية

lim
n→+∞

( Un) = 𝑝𝑝     𝑝𝑝 ∈ 𝑅𝑅 

 P تتقارب نحو   ) (Unنقول أن المتتالية 
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لكل متتالية متقاربة نهاية موجودة ووحيدة  

 متتالية غير متقاربة نقول أنها متباعدة  ) (Unإذا كانت 

 

Un) ( ǃ لتكن المتتاليتين : مثال  Vn) ( حيث  :            Un = √n − 1       Vn = n
n2+1

 

ادرس تقارب المتتاليتين  

 :الحل 

lim
n→+∞

√n − 1 = +∞ 

النهاية موجودة لكنها ليست محدودة  ومنه المتتالية ليست متقاربة فهي متباعدة  

lim
n→+∞

(
n

n2 + 1
) = lim

n→∞

1
n

= 0 

النهاية موجودة ومحدودة ومنه المتتالية متقاربة وتتقارب إلى الصفر 

 

 نهاية متتالية إذا وجدت فهي وحيدة : 1نظرية

 : ثلاث متتاليات حيث (Un)  ،(Vn)  و(Wn) لتكن      : 2نظرية 

�
lim

n→+∞
Un    =      lim

n→∞
Vn = p

˄   Vn  ≤   Wn    ≤ Un

�        ⇒      lim
n→∞

Wn = 𝑝𝑝 

 

Un               :  حيث (Un) لتكن المتتالية  :مثال  = sin n
n

∞+→limn           احسب             Un 

 :الحل 

∀ n ∈ N    − 1   ≤  sin n ≤ +1 

−1
n

  ≤ sin n
n

 ≤   1
n
      ∀ n∈ N∗ 

                                     limn→+∞
−1
n

= 0        ˄  limn→+∞
1
n

  =  و          0

                           limn→+∞
sin n

n
=  فان:                                                 0

  متزايدة ومحدودة من الاعلى او متناقصة ومحدودة من الاسفل فهي متقاربة  (Un) إذا كانت المتتالية   : 3نظرية 
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 :المتتالية التراجعية 

 :   أنها متتالية تراجعية إذا أمكن كتابتها على الشكل التالي (Un) نقول عن المتتالية  :تعريف 

�
𝑈𝑈0 = 𝑎𝑎              𝑎𝑎𝑎𝑎𝑅𝑅
𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑈𝑈)              

� 

     P=f(p)هو حل للمعادلة        Pفان   P متقاربة وتتقارب الى (Un)إذا كانت المتتالية 

 

 : لتكن المتتالية التراجعية  المعرفة كالتالي :مثال 

�
U1 = 3                                           

Un+1 =
5Un − 4
1 + Un

               ∀nϵN∗� 

Un                 :-برهن بالتراجع أن  > 2                         ∀ n  ϵ N∗ 

-هل المتتالية متقاربة إذا كان جوابك نعم احسب نهايتها  

 :الحل 

   n=1*نتحقق أن المتباينة صحيحة من اجل العدد الطبيعي 

U1 > 2 ⇒ 3 >    صحيحة              2

  n*نفرض أن المتباينة صحيحة من اجل العدد الطبيعي 

∀ 𝑛𝑛  𝑎𝑎 𝑁𝑁∗  𝑈𝑈𝑛𝑛 > 2 

  (n+1)*ولنبرهن أن المتباينة صحيحة من اجل العدد الطبيعي 

∀ 𝑛𝑛  𝑎𝑎 𝑁𝑁∗  𝑈𝑈𝑛𝑛+1 > 2 

 ∀ 𝑛𝑛  𝑎𝑎 𝑁𝑁∗  𝑈𝑈𝑛𝑛+1 − 2 > 0 

5Un − 4
1 + Un

− 2 > 0 

5Un − 4 − 2(1 + Un)
1 + Un

=
5Un − 4 − 2 − 2Un

1 + Un
=

3Un − 6
1 + Un

 

=
3(Un − 2)

1 + Un
> 0          ∀ n  ϵ N∗  Un >      لان                   2

∀ 𝑛𝑛  𝑎𝑎 𝑁𝑁∗  𝑈𝑈𝑛𝑛+1 − 2 >   اذن                        0

 وهو المطلوب 
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∀ 𝑛𝑛  𝑎𝑎 𝑁𝑁∗  𝑈𝑈𝑛𝑛 > 2               ∶   لدينا  

 2 ومنه المتتالية محدودة من الأسفل ب

   :دراسة رتابة المتتالية 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 − 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 5𝑈𝑈𝑛𝑛−4
1+𝑈𝑈𝑛𝑛

− 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 5𝑈𝑈𝑛𝑛−4−𝑈𝑈𝑛𝑛 (1+𝑈𝑈𝑛𝑛 )
1+𝑈𝑈𝑛𝑛

= −(𝑈𝑈𝑛𝑛 2−4𝑈𝑈𝑛𝑛+4)
1+𝑈𝑈𝑛𝑛

                     

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 − 𝑈𝑈𝑛𝑛 =  −(𝑈𝑈𝑛𝑛−2)2

1+𝑈𝑈𝑛𝑛
< 0               

        ∀ n  ϵ N∗  Un > 2                   ∶                         لان  

ومنه المتتالية متناقصة 

 :لدينا 

�    المتتالية متناقصة
و محدودة من الاسفل

� ⇒               المتتالية   متقاربة 

(المتتالية المتقاربة) ⇒ ( 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑎𝑎
𝑛𝑛→+∞

𝑈𝑈𝑛𝑛) = 𝑝𝑝 

P موجود ومحدود واكبر من الصفر ويحقق العلاقة       p=f(p)         

5p−4
1+p

= p      ⇒ 5p − 4 = (1 + p)   

                        ⇒p2 − 4p + 4 = 0            

                     ⇒(p − 2)2 = 0 ⇒ p − 2 = 0 ⇒ p = 2  

 ƻөǔ: 2 المتتالية متقاربة وتتقارب إلى 

 : لتكن المتتالية التراجعية التالية :  2مثال 

�
U0 = 2                             
Un+1 = �Un       ∀n ≥ 1

�   

∀ nϵN        Un ≥ 1                                                                               ∶ برهن بالتراجع ان − 

-  ƴǁالمتتالية متقاربة إذا كان جوابك نعم اوجد نهايتها 

 :الحل 

   ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƴүǚ Ƽƹ ҒҸǊҸƋ  ҒƾǉǛ� ҚƺƵǚ ƻǐ ƪ ƬҸҚƽ*n=0 

U0 ≥ 1 ⇒ 2 ≥  صحيحة                  1

 ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƴүǚ Ƽƹ ҒҸǊҸƋ  ҒƾǉǛ� ҚƺƵǚ ƻǐ ƍ �ƨƽ*n  

∀ nϵN        Un ≥ 1                                    
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 ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƴүǚ Ƽƹ ҒҸǊҸƋ  ҒƾǉǛ� ҚƺƵǚ ƻǐ Ƽǁ � � ƾƵǃ*n+1 

∀ nϵN        U𝑛𝑛+1 ≥ 1                                    

∀ nϵN        �Un ≥ 1                                    

∀ nϵN        Un ≥ 1                                 ∶   لدينا 

�Un ≥ 1 ⇒ Un+1 ≥  و هو المطلوب                        1

 

∀ nϵN        Un ≥ 1                                 ∶   لدينا 

ǜ  ƴƨƃǝǚ Ƽƹ � əǃӨҸƹ ҒǊƵǛҚҚƺƵǚ ǀ ƾƹǃ 1 

 

 :دراسة رتابة المتتالية -

Un+1 − Un = �Un − Un = �Un�1 −�Un�  < 0         

 ∀ nϵN        Un ≥ 1                         ∶          لان   

 ƻөǔ: Ғƌ ƫǛƾҚƹ ҒǊƵǛҚҚƺƵǚ  

 ǛƾǉӨƵ: 

�    المتتالية متناقصة
و محدودة من الاسفل

� ⇒     المتتالية   متقاربة 

  
(المتتالية المتقاربة) ⇒ ( lim

n→+∞
Un) = 𝑝𝑝 

P         موجود ومحدود واكبر من الصفر ويحقق العلاقة p=f(p) 

𝑝𝑝 = �𝑝𝑝  ⇒ 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 ⇒ 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝(𝑝𝑝 − 1) = 0 

                 ⇒�𝑝𝑝 = 0
𝑝𝑝 = 1

� 

  
∀ nϵN        Un ≥ 1                                 ∶ 𝑝𝑝  مرفوض لان  = 0    

 حدإذن المتتالية متقاربة وتتقارب إلى الوا
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 :المتتالية الحسابية  -2

 :مع تطبيق حالة الادخار بفائدة بسيطة تعريف وعموميات وقوانين المتتالية الحسابية 2-1

 : بحيث  ( r )  أنها متتالية حسابية إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي N المعرفة في (Un) نقول عن المتتالية العددية  :تعريف 

∀ nϵN       Un+1 =  Un + 𝑎𝑎 

∀ nϵN       Un+1 −  Un =  𝑎𝑎 

(∀ nϵN       Un+1 =  Un + 𝑎𝑎  ) ⇔ (𝑎𝑎 متتالية حسابية ذات الاساس (𝑈𝑈n)              ∶          بمعنى

�ҒǊ  (r ) يسمى  ǛƄҸƵǚ ҒǊƵǛҚҚƺƵǚ Ɓ ǛƃǑ�  (Un) وهو عدد ثابت حققي غير معدوم 

 فان المتتالية ثابتة وكل حدودها تساوي الحد الأول r =0 إذا كان  :ملاحظة 

  :مثال 

- 2n...4، 2، 0 هي حدود متتابعة لمتتالية حسابية حدها الأول يساوي الصفر وأساسها r =2  
- 2n+1 ...5 ، 3، 1  هي حدود متتابعة لمتتالية حسابية حدها الأول يساوي الواحد وأساسها r=2 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           :اتجاه تغير متتالية حسابية 
(Un) متتالية حسابية معرفة في N ذات الأساس ( r )  

∀ nϵN       Un+1 −  Un =  𝑎𝑎 

𝑎𝑎 >  *𝑈𝑈n متتالية متزايدة اذا كان 0
𝑎𝑎 < 𝑈𝑈n متتالية متناقصة اذا كان 0 ∗ 
𝑎𝑎 = 𝑈𝑈n متتالية  ثابتة اذا كان 0 ∗ 

 
    :لتكن المتتالية الحسابية المعرفة كمايلي  : مثال

   
∀ nϵN       Un+1 =  Un − √2               

      Un+1 −  Un = −√2    = 𝑎𝑎 
 فهي  متناقصة  =r         2√− متتالية حسابية أساسها : إذن

 
 : فان ( r) واساسها (U0) متتالية حسابية حدها الاول (Un)لتكن   :الحد العام لمتتالية حسابية 

 
                

∀ nϵN       Un =  U0 + 𝑛𝑛 𝑎𝑎 
 ( r) واساسها (U0)وهي عبارة الحد العام لمتتالية حسابية حدها الأول  

 
 : الحد الاول فان عبارة الحد العام هي (U1)   :ملاحظة 

∀ nϵN∗       Un =  U1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑎𝑎 
 : فان  عبارة الحد العام هي n عدد طبيعي اصغر من p الحد الاول  حيث (U𝑝𝑝)إذا كان    :بصفة عامة 

∀ n > 𝑝𝑝       Un =  Up + (𝑛𝑛 − p)𝑎𝑎 
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𝑈𝑈0   و r=3 حيث ( r) واساسها (U0) متتالية حسابية معرفة بحدها الاول (Un)  : 1مثال  = 1  
  nاكتب عبارة الحد العام بدلالة  -
احسب الحد التاسع  -

  :الحل 

∀ nϵN       Un =  U0 + 𝑛𝑛 𝑎𝑎                     ∶  لدينا

∀ nϵN       Un =  1 + 3𝑛𝑛  

 (U0)  لان حدها الاول   (U8)الحد التاسع هو   

       U8 =  1 + 8𝑎𝑎 ⇒ 𝑈𝑈8 = 1 + 8(3) = 25 

 

𝑈𝑈1  و r=2 حيث ( r) واساسها (U1) متتالية حسابية معرفة بحدها الاول (Un) :2مثال  = 3  
  nاكتب عبارة الحد العام بدلالة  -

 -      احسب الحد التاسع  

 :الحل 

       Un =  U1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑎𝑎                                  ∶               لدينا

       Un =  3 + (𝑛𝑛 − 1)2 ⇒ 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 + 1                                            

       U9 =  U1 + 8𝑎𝑎   ⇒ 𝑈𝑈9 = 3 + 8(2) = 19                                         

 :مجموع حدود متتابعة من متتالية حسابية 

  (U0) وحدها الأول  ( r ) متتالية حسابية أساسها  (Un)لتكن   

 : حدا حيث n مجموع  (𝑆𝑆n)ليكن  

𝑆𝑆n = U0 + U1 + ⋯+ Un−1 

                         :يعطى المجموع بالعلاقة 

∀ nϵN          𝑆𝑆n =
الحدود عدد

2
(U0 + Un−1) 

∀ nϵN          𝑆𝑆n = 𝑛𝑛
2

(U0 + Un−1)                                                                                 

 : المجموع في المتتالية الحسابية يكون بالكيفية التالية:قاعدة 

         𝑆𝑆n =
 عدد الحدود

2
+  الحد الاول )  (الحد الاخير

 1 عدد الحدود  =دليل الحد الأخير     -دليل الحد الأول +
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 : لنحسب المجموع التالي :مثال 

Sn = 1 + 2 + 3 + ⋯+ 𝑛𝑛 

 فيكون n وحدها الأخير 1 وحدها الأول  r =1 هي حدود متتابع لمتتالية حسابية أساسها n ،  ...،3 ، 2 ،1الأعداد 
 :المجموع كالتالي 

𝑆𝑆n =
n
2

(1 + n) 

 :نهاية متتالية حسابية 

 (Un)  متتالية حسابية حدها الاول (U0)  واساسها ( r )  

𝐔𝐔𝐧𝐧 = 𝐔𝐔𝟎𝟎 + 𝐧𝐧𝒓𝒓              ∶              نعلم ان

 ( r )فان نهاية هذه المتتالية تتوقف على إشارة الأساس 

lim
n→+∞

Un = +∞    ∶ 𝑎𝑎   فان > اذا كان  0 ∗ 

lim
n→+∞

Un = −∞    ∶ 𝑎𝑎   فان < اذا كان  0 ∗ 

                                                                      limn→+∞ Un = U0     ∶ 𝑎𝑎   فان = اذا كان  0 ∗ 

U1 متتالية حسابية حدها الاول    (Un)   : 1مثال  =   r= 3 واساسها  2

 n -اكتب عبارة الحد العام بدلالة 

 (Un) احسب نهاية   -

 -احسب احد الخامس عشر  

Sn               :   حيث (Sn)نعتبر المجموع    =  U1 + U2 + ⋯+ Un                                             

 بدلالة Sn n) -احسب المجموع  )

 -احسب المجموع من اجل خمسة عشرة حدا الأولى 

 :الحل 

*       Un =  U1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑎𝑎                                  ∶           لدينا

       Un =  2 + (𝑛𝑛 − 1)3 ⇒ 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛 − 1                                          

 *limn→+∞( Un) = limn→+∞(3n − 1) = +∞   

 *Un = 3(15) − 1 = 45 − 1 = 44   

 * Sn = n
2

(U1 + 𝑈𝑈n) = n
2

(2 + 3n − 1) = n
2

(3n + 1)  

  * S15 = 15
2

(U1 + 𝑈𝑈15) = 15
2

(2 + 44) = 15
2

(46) = 345   
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U3     : حيث ( r ) واساسها (U0) متتالية حسابية حدها الاول  (Un)   : 2مثال  = U6   و  3 = 9 

  (U0) و حدها الأول   ( r ) -اوجد الأساس  

  بدلالة n (Un) -اكتب عبارة الحد العام   

  اذا كان صحيح اعطي رتبته (Un) حدا من حدود المتتالية 37 -هل العدد 

                                        𝑆𝑆 = 𝑈𝑈0 + 𝑈𝑈1 + ⋯+ 𝑈𝑈20                     ∶ احسب المجموع − 

                          Sn = U0 + U1 + ⋯+ Un                                ∶ 𝑆𝑆n حيث احسب المجموع  − 

 

 :الحل 

 (U0) و حدها الأول   ( r )  -إيجاد الأساس  

       Un =  Up + (𝑛𝑛 − p)𝑎𝑎 

       U6 =  U3 + (6 − 3)𝑎𝑎  ⇒ 9 = 3 + 3𝑎𝑎 ⇒ 3𝑎𝑎 = 6 ⇒ 𝑎𝑎 = 2 

       U3 =  U0 + 3𝑎𝑎                 ∶  لدينا

       U0 =  U3− + 3𝑎𝑎 ⇒ 𝑈𝑈0 = 3 − 6 ⇒ 𝑈𝑈0 = −3 

 :  بدلالة n (𝐔𝐔𝐧𝐧) -كتابة عبارة الحد العام   

𝐔𝐔𝐧𝐧 = 𝐔𝐔𝟎𝟎 + 𝐧𝐧 𝒓𝒓              ∶            نعلم ان

                               𝐔𝐔𝐧𝐧 = −𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝐧𝐧                          

 : بحيث k معناه يوجد  العدد الطبيعي (Un) حد من حدود المتتالية   37 -العدد 

Uk = 37 ⇒ −3 + 2𝑘𝑘 = 37 ⇒ 2𝑘𝑘 = 40 ⇒ 𝑘𝑘 = 20 𝑎𝑎 𝑁𝑁 

𝑈𝑈20 = 37 

 (U0)  ورتبته هي الواحد وعشرون لان الحد الأول للمتتالية هو  (Un) هو حد من حدود المتتالية  37إذن العدد 

                                  𝑆𝑆 = 𝑈𝑈0 + 𝑈𝑈1 + ⋯+ 𝑈𝑈20                     ∶   -حساب المجموع

𝑆𝑆 =
21
2

(𝑈𝑈0 + 𝑈𝑈20) =
21
2

(−3 + 37) =
21
2

(34) = 357 

                 Sn = U0 + U1 + ⋯+ Un                                ∶ 𝑆𝑆n حيث حساب المجموع  − 

Sn =
n + 1

2
(U0 + (−3 + 2n)) =

n + 1
2

(−3 − 3 + 2n) = (n + 1)(n − 3) 

 



 

                                                                                            21 
 

 : تطبيق حالة الادخار بفائدة بسيطة 2-2

 : -مفهوم الفائدة البسيطة 

      𝑫𝑫𝑨𝑨 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 ادخر
  سنويا 𝟓𝟓%
معدل الفائدة

 𝟓𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎𝑫𝑫𝑨𝑨 الفائدة سنويا           

𝟓𝟓% =
𝟓𝟓
𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎

= 𝟎𝟎,𝟎𝟎𝟓𝟓               𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 × 𝟎𝟎,𝟎𝟎𝟓𝟓 = 𝟓𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎𝑫𝑫𝑨𝑨         سنويا 

 :المبلغ المتحصل عليه في نهاية السنة 

𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 + 𝟓𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟓𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎𝑫𝑫𝑨𝑨 

لاستخراج القانون   :مثال 

 %5 بفائدة بسيطة سنويا DA 1000مثلا ادخر المبلغ 

 :*المبلغ في نهاية السنة الأولى 

1000 × 0,05 = 50𝐷𝐷𝐴𝐴 

   
المبلغ الاولي × معدل الفائدة =  الفائدة

a1 = 1000 + 50 = 1050 𝐷𝐷𝐴𝐴 

a1 = a0 + a0𝑎𝑎 

 :حيث 

a1           مبلغ نهاية السنة الاولى 

                                                 𝑎𝑎0            المبلغ المدخر  

                                            r  معدل الفائدة 

a1 = 1000 + (1000 × 0,05) = 1000 + 50 = 1050𝐷𝐷𝐴𝐴 

 :*المبلغ في نهاية السنة الثانية 

𝒂𝒂𝟐𝟐 = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 + 𝟓𝟓𝟎𝟎 + 𝟓𝟓𝟎𝟎 

a2 = a0 + a0𝑎𝑎 + 𝑎𝑎0r = a0 + 2a0r 

 :*المبلغ في نهاية السنة الثالثة 

a3 = 1000 + 50 + 50 + 50 

𝑎𝑎3 = 1000 + 𝑎𝑎0𝑎𝑎 + 𝑎𝑎0𝑎𝑎 + 𝑎𝑎0𝑎𝑎 

𝑎𝑎3 = 1000 + 3(𝑎𝑎0𝑎𝑎) 
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 : n *المبلغ في نهاية السنة 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎0 + 𝑛𝑛(𝑎𝑎0𝑎𝑎) 

 𝑎𝑎𝑛𝑛  وحدها الاخير   (𝑎𝑎0𝑎𝑎)  واساسها   𝑎𝑎0هو حد عام لمتتالية حسابية حدها الأول  

𝑎𝑎𝑛𝑛  =   𝑎𝑎0  +   𝑛𝑛  (𝑎𝑎0𝑎𝑎) 

  ҜǊҳ:                        (  المبلغ المتحصل عليه في نهاية الادخار )  𝑛𝑛 المبلغ الجديد المتحصل عليه في السنة 𝑎𝑎𝑛𝑛    

  𝑎𝑎0 مبلغ  بداية الفترة � المدخر�                                        

 n عدد السنوات                                                      

     r   معدل أو نسبة الفائدة

 𝑎𝑎0   وحدها الأول   =d (𝑎𝑎0𝑎𝑎)المبالغ المتحصل عليها سنويا هي حدود لمتتالية حسابية أساسها    

 :يمكن استخلاص القانون التالي 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎0 + 𝑛𝑛(𝑎𝑎0𝑎𝑎)                    مقدار الفائدة السنوية  (𝑎𝑎0𝑎𝑎) ∶  حيث

an = a0 + n𝑑𝑑                          𝑑𝑑 = 𝑎𝑎𝑎𝑎0 

 هو مقدار الفائدة السنوية على المبلغ d :حيث 

 

�Ƣƶ : 1مثال  ƹ Ɗ ƏƇ �һə  1000DA � ӨƺƵ Ʈƾ� Ƶǚ ǈƧ 5 ҒƖ ǊƄ�  � ӨǘǛƧ ƳӨƞƺ�  ғ ǚǄƾƃ r=5%  ǛǉǄƾƃ 

  � ӨƺƵǚ ҒǉǛǂ ƽ ǈƧ ǀ ǊƶƝ ƴƌ ҸҚƺƵǚ Ƣƶ� ƺƵǚ Ǆǁ Ǜƹ- a5  

  :الحل 

a0 = 1000𝐷𝐷𝐴𝐴                          المبلغ المدخر في بداية المدة 

𝑎𝑎n = a0 + n(a0 ×   n  عدد السنوات                                   (0,05

𝑎𝑎5 = 1000 + 5(1000 × 0,05) = 1000 + 250 = 1250DA 

 

 

� 10000DA أودع منصور في البنك مبلغ : 2مثال  ӨƺƵ 8 ҒƖ ǊƄ�  � ӨǘǛƧ ƳӨƞƺ�  ғ ǚǄƾƃ 7,5%  ǛǉǄƾƃ 

  � ӨƺƵǚ ҒǉǛǂ ƽ ǈƧ Ƣƶ� ƺƵǚ ҒƺǊƫ Ǜƹ- 
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  :الحل 

a0 = 10000𝐷𝐷𝐴𝐴                 مبلغ بداية الادخار  

n = 8                                        

𝑎𝑎 = 7,5% =
7,5
100

= 0,075 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎8 = 𝑎𝑎0 + 8(𝑎𝑎0 × 0,075) 

𝑎𝑎8 = 10000 + 8(10000 × 0,075) 

𝑎𝑎8 = 10000 + 6000 = 16000 𝐷𝐷𝐴𝐴 

 11040 ب   سنويا فوجد مبلغه في نهاية المدة مقدر%8 سنة بمعدل فائدة بسيطة 4,75 أودع شخص مبلغ لمدة : 3مثال 
DA 

 -كم كان المبلغ المدخر 

 :الحل 

𝑛𝑛 = 4,75 

𝑎𝑎 = 8% =
8

100
= 0,08 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎4,75 = 11040 𝐷𝐷𝐴𝐴 

𝑎𝑎n = a0 + n(a0𝑎𝑎)                                            ∶  لدينا

11040 = 𝑎𝑎0 + 4,75(a0 × 0,08) 

11040 = 𝑎𝑎0 + 0,3a0 

11040 = 1,3a0 ⇒ a0 =
11040

1,3
= 8000𝐷𝐷𝐴𝐴 

 سنويا فوجد مبلغه في نهاية المدة 5, %5 لمدة ما بمعدل فائدة بسيطة 12000DA دخر إبراهيم في البنك مبلغ : 4مثال 

  16620DA قدره

ﬞ  -ماهي مدة ا  ǛһəǠn 
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 ƴҸƵǚ: 

a0 = 12000𝐷𝐷𝐴𝐴             مبلغ بداية المدة 

                                            𝑛𝑛 =? 

                              𝑎𝑎 = 5,5% = 5,5
100

= 0,05   

                                    an = 16620𝐷𝐷𝐴𝐴   

𝑎𝑎n = a0 + n (a0 𝑎𝑎)                                            ∶  لدينا

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 12000 + 𝑛𝑛(12000 × 0,05) 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 12000 + 660𝑛𝑛 

16620 = 12000 + 660𝑛𝑛 ⇒ 4620 = 660𝑛𝑛 ⇒ 𝑛𝑛 =
4620
660

=  سنوات    7

 16315 سنوات بمعدل فائدة بسيطة سنوية مع العلم ان المبلغ في السنة السادسة بلغ 10 أودعت منال مبلغ ما لمدة : 5مثال 

DA 18525 وفي نهاية المدة بلغ DA 

 a0 -اوجد المبلغ الذي أودعته منال في البنك المبلغ الأولي     

 � ӨǘǛƨƵǚ Ғ� Ƅƽ Өүǃǚ- r 

 :الحل 

n = 10 

a6 = 16315 𝐷𝐷𝐴𝐴 

𝑎𝑎10 = 18525 𝐷𝐷𝐴𝐴 

𝑎𝑎0 =? 

𝑎𝑎 =? 

𝑎𝑎n = a0 + n (a0 𝑎𝑎)                                            ∶  لدينا

𝑎𝑎n = a0 + n d                    قيمة الفائدة السنوية  𝑎𝑎0𝑎𝑎 = 𝑑𝑑    نعوض                                      

𝑎𝑎6 = 𝑎𝑎0 + 6𝑑𝑑  ⇒ 16315 = 𝑎𝑎0 + 6𝑑𝑑      …    1 

𝑎𝑎10 = 𝑎𝑎0 + 10𝑑𝑑 ⇒ 18525 = 𝑎𝑎0 + 10𝑑𝑑    …     2 
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2 − 1 ⇒ 18525 − 16315 = 4𝑑𝑑 

⇒ 4𝑑𝑑 = 2210 ⇒ 𝑑𝑑 = 552,5 𝐷𝐷𝐴𝐴 

                                                                           𝑎𝑎6 = 𝑎𝑎0 + 6𝑑𝑑        ∶   لدينا

16315 = 𝑎𝑎0 + (6 × 552,5) 

16315 = 𝑎𝑎0 + 3315 ⇒ 𝑎𝑎0 = 13000  𝐷𝐷𝐴𝐴   

𝑑𝑑 = 𝑎𝑎0𝑎𝑎 ⇒ 552,5 = 13000 × 𝑎𝑎                                                            

⇒ 𝑎𝑎 =
552,5
13000

= 0,0425 

𝑎𝑎 = 4,25% 

 :المتتالية الهندسية  -3

 :  مع تطبيق حالة الادخار بفائدة مركبة تعريف وعموميات وقوانين المتتالية الهندسية3-1

  : بحيث q أنها متتالية هندسية إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي N المعرفة في (Un) نقول عن المتتالية :تعريف 

∀ nϵN    Un+1 = Un × 𝑞𝑞 

(∀ nϵN   Un+1 =  Un × q) ⇔ ( 𝑞𝑞 متتالية  هندسية  ذات الاساس (𝑈𝑈n) )             ∶          بمعنى

 بأساس المتتالية الهندسية وهو عدد ثابت حقيقي غير معدوم qيسمى 

𝑈𝑈0    و q=2 إذا كان  :مثال  =   نحصل على متتالية هندسية حدودها   1

Un = U0𝑞𝑞 

U1 = U0𝑞𝑞 = 2 

U2 = U0𝑞𝑞2 = 22 

U3 = U0𝑞𝑞3 = 23 

𝑈𝑈0 ,  𝑈𝑈1 ,𝑈𝑈2 … .  𝑈𝑈𝑛𝑛 = 1 , 2 ,  22, 23  … .  2𝑛𝑛  

 :الحد العام لمتتالية هندسية 

 q و اساسها (U0)  متتالية هندسية حدها الاول   (Un)لتكن  

∀ nϵN      𝑈𝑈n =  U0 qn  

 q    واساسها  (U0)وهو الحد العام لمتتالية هندسية حدها الأول  

 : الحد الاول فان عبارة الحد العام هي (U1) إذا كان  :ملاحظة 

∀ nϵN∗      𝑈𝑈n =  U1 qn−1 
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 : فان  عبارة الحد العام هي n عدد طبيعي اصغر من p  الحد الاول حيث (U𝑝𝑝) إذا كان  :بصفة عامة 

∀ n > 𝑝𝑝         𝑈𝑈𝑛𝑛 =  𝑈𝑈𝑝𝑝    𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑝𝑝  

 U0 = 1  و  q=3 حيث    q واساسها  (U0)  متتالية هندسية معرفة بحدها الاول   (Un)   : 1مثال 

 n -اكتب عبارة الحد العام بدلالة 

 -احسب الحد التاسع 

  :الحل 

𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑈𝑈0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 = 1 × 3𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛  

𝑈𝑈8 = 𝑈𝑈0 × 𝑞𝑞8 = 38 

Un متتالية هندسية معرفة بالعلاقة         (Un)  : 2مثال  = 2 × 3n  وحدها الاول  (U0) 

  (U3)  و  (U2) -احسب 

 qاستنتج الأساس  -

 -احسب الحد الخامس 

 ƴҸƵǚ: 

U𝑛𝑛 = 2 × 3n  

U2 = 2 × 32 ⇒ U2 = 18 

U3 = 2 × 33 ⇒ U3 = 54 

𝑈𝑈3 = 𝑈𝑈2 × 𝑞𝑞 ⇒ 𝑞𝑞 =
𝑈𝑈3

𝑈𝑈2
=

54
18

⇒ 𝑞𝑞 = 3 

𝑈𝑈4 = 2 × 34 = 162 

 ҒǊƃӨƾǁ  ҒǊƵǛҚҚƺƵ Ғƞ� ǛҚҚƹ əǃӨҳ ƛǄƺҰƹ:  

  مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية (Sn)  وليكن   (U0) وحدها الأول    q  متتالية هندسية اساسها  (Un)لتكن   
𝑆𝑆𝑛𝑛            :حيث  = 𝑈𝑈0 + 𝑈𝑈1 + 𝑈𝑈2 + ⋯+ 𝑈𝑈𝑛𝑛−1 

 :يعطى المجموع بالعلاقة 

∀𝑛𝑛𝑎𝑎𝑁𝑁  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑈𝑈0 �
𝑞𝑞𝑛𝑛 − 1
𝑞𝑞 − 1 �

          𝑞𝑞 ≠ 1 

   الحد الاول  𝑈𝑈0   :حيث 

        𝑛𝑛  عدد الحدود  

 1عدد الحدود  =دليل الحد الأخير  –دليل الحد الأول +
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    ƻǛƱ ǚөǔ* q=1 ƻǛƧ    :        Sn = 𝑛𝑛 0 

 � ӨƝǛƫ: المجموع في المتتالية الهندسية يكون بالكيفية التالية : 

𝑆𝑆n = � الاول� �
�

الحدالاساس
�

عدد الحدود
− 1

الاساس − 1
�          𝑞𝑞 ≠ 1 

𝑞𝑞 = 1   ⇒  𝑆𝑆𝑛𝑛 = (الحد الاول) ×  (عدد الحدود)

 

 q=1 واساسها   U0 = 2  متتالية هندسية حدها الاول   (Un)  : 1مثال 

𝑆𝑆n                   :  حيث 𝑆𝑆nنعتبر المجموع    = U0 + U1 + U2 + ⋯+ Un 

 n  بدلالة 𝑆𝑆n -احسب المجموع   

 :الحل 

𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑈𝑈0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛   ⇒ 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 2 × 1𝑛𝑛 = 2 

n) حد + 1) = n − 0 + 1 = �1 + دليل الحد الاول − � دليل الحد الاخير =  عدد الحدود

Sn = U0 + U1 + ⋯+ Un = 2 + 2 + 2 + ⋯+ 2 = (n + 1)2 = 2n + 2 

 

  q=5  واساسها  U1 =5  متتالية هندسية حدها الاول  (Un)   : 2مثال 

𝑆𝑆n                   :  حيث  𝑆𝑆nنعتبر المجموع   = U0 + U1 + U2 + ⋯+ Un 

 -احسب مجموع خمس حدود الأولى 

 :الحل 

𝑆𝑆n = U1 + U2 + U3 + U4 + U5 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑈𝑈1(
55 − 1
5 − 1

) = 5(
55 − 1

4
) = 5 × 781 = 3905 

 ҒǊƃӨƾǁ  ҒǊƵǛҚҚƹ ҒǉǛǂ ƽ: 

 (Un) متتالية هندسية حيث  :       U0 ≠ 0  

𝑼𝑼𝒏𝒏 = 𝑼𝑼𝟎𝟎 × 𝒒𝒒𝒏𝒏 

 

                                      𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐧𝐧→+∞  𝐪𝐪𝐧𝐧 = +∞                    𝐪𝐪 > 1                ∶   الحالة الاولى
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�
lim

n→+∞
Un = +∞        si      U0  > 0

lim
n→+∞

Un = −∞     si        U0 < 0
� 

في هذه الحالة المتتالية متباعدة  

     :  يكون n من اجل كل عدد طبيعي       q =1 : الحالة الثانية

𝑈𝑈n = U0  ⇒   limn→+∞ Un = U0   

في هذه الحالة المتتالية متقاربة 

∞+→limn               :الحالة الثالثة   qn = 0                  − 1  <   𝑞𝑞 < 1 

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑈𝑈𝑛𝑛 = 0 

في هذه الحالة المتتالية متقاربة  

Un               𝑞𝑞   لا تقبل نهاية      :الحالة الرابعة  ≤  −1 

في هذه الحالة المتتالية متباعدة  

 

Un           :  متتالية هندسية معرفة بعبارة الحد العام حيث (Un) لتكن   :مثال  = 3(0,5)n 

     � Ƅҳǚ- limn→+∞(Un ) 

 :الحل 

1−             :بما أن  < 0,5 < 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑎𝑎𝑛𝑛→+∞(0,5)𝑛𝑛         :      فان     1+ = 0 

 

U0 المعرفة بحدها الأول    nϵN(Un)لتكن    :مثال  = Un+1  وبالعلاقة         2 = 1
3

Un + 2 

Vn بالعلاقة       n من اجل كل عدد طبيعي Vnنعرف المتتالية    = Un − 3 

   متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول (Vn) -اثبت أن المتتالية     

 Vn حد الأولى من المتتالية   n ثم احسب المجموع  n  بدلالة  Un ، استنتج  n  بدلالة Vn -احسب  

 Un    ، احسب نهاية S  ثم احسب نهاية  n  بدلالة Vn -احسب نهاية   
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 :الحل 

𝑽𝑽𝒏𝒏+𝟏𝟏 = 𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏 − 𝟑𝟑 =
𝟏𝟏
𝟑𝟑
𝑼𝑼𝒏𝒏 + 𝟐𝟐 − 𝟑𝟑 =

𝟏𝟏
𝟑𝟑

(𝑼𝑼𝒏𝒏 − 𝟑𝟑) 

𝑽𝑽𝒏𝒏+𝟏𝟏 =
𝟏𝟏
𝟑𝟑
𝑽𝑽𝒏𝒏 

𝑞𝑞 متتالية هندسية أساسها     (Vn)  :إذن  = 1
3

𝑉𝑉0  وحدها الأول     = −1 

 : فان nومنه  من اجل كل عدد طبيعي  

𝑽𝑽𝒏𝒏 = −�
𝟏𝟏
𝟑𝟑�

𝒏𝒏

 

 : n  بدلالة Un -كتابة   

𝑽𝑽𝒏𝒏 = 𝑼𝑼𝒏𝒏 − 𝟑𝟑   ⇒ 𝑼𝑼𝒏𝒏 = 𝑽𝑽𝒏𝒏 + 𝟑𝟑 ⇒ 𝑼𝑼𝒏𝒏 = −�
𝟏𝟏
𝟑𝟑�

𝒏𝒏

+ 𝟑𝟑 

𝑺𝑺 = 𝑽𝑽𝟎𝟎 + 𝑽𝑽𝟏𝟏 + ⋯+ 𝑽𝑽𝒏𝒏−𝟏𝟏   

𝑺𝑺 = −𝟑𝟑
𝟐𝟐

(𝟏𝟏 − �𝟏𝟏
𝟑𝟑
�
𝒏𝒏

) 

−𝟏𝟏 <
𝟏𝟏
𝟑𝟑

< 1 ⇒ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

(𝑽𝑽𝒏𝒏) = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

�
𝟏𝟏
𝟑𝟑�

𝒏𝒏

= 𝟎𝟎 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

𝑺𝑺 = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

−
𝟑𝟑
𝟐𝟐

(𝟏𝟏 −  �
𝟏𝟏
𝟑𝟑�

𝒏𝒏

) = −
𝟑𝟑
𝟐𝟐

 

𝑼𝑼𝒏𝒏 = −�
𝟏𝟏
𝟑𝟑�

𝒏𝒏

+ 𝟑𝟑 ⇒  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

(𝑼𝑼𝒏𝒏) = 𝟑𝟑 

 : تطبيق  حالة الادخار بفائدة مركبة 3-2

 :مفهوم الفائدة المركبة 

      𝑫𝑫𝑨𝑨 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎   ادخر
  سنويا 𝟓𝟓%
معدل الفائدة

 

 : -المبلغ المتحصل عليه في نهاية السنة الأولى 

1000 + (1000 × 0,05) = 1000 + 50 = 1050 

1000 × (1 + 0,05) = 1050 𝐷𝐷𝐴𝐴 

a0 × (1 + 𝑙𝑙) = 𝑎𝑎1 

 : -المبلغ المتحصل عليه في نهاية السنة الثانية 

1050 × (1 + 0,05) = 1102,5 DA 
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𝑎𝑎0 × (1 + 𝑙𝑙) × (1 + 𝑙𝑙) = 𝑎𝑎2 

𝑎𝑎0  × (1 + 𝑙𝑙)2 = 𝑎𝑎2 

  : -المبلغ المتحصل عليه في نهاية السنة الثالثة 

1102,5 × (1 + 0,05) = 1157,625 𝐷𝐷𝐴𝐴 

𝑎𝑎0 × (1 + 𝑙𝑙)2 × (1 + 𝑙𝑙) = 𝑎𝑎0 × (1 + 𝑙𝑙)3  = 𝑎𝑎3 

 : -المبلغ المتحصل عليه في نهاية السنة الرابعة 

𝑎𝑎0(1 + 𝑙𝑙)3 × (1 + 𝑙𝑙) = 𝑎𝑎0 × (1 + 𝑙𝑙)4 =  𝑎𝑎4 

 ҒƄƹǛƏƵǚ ҒƾƄƵǚ ҒǉǛǂ ƽ ǈƧ ǀ ǊƶƝ ƴƌ ҸҚƺƵǚ Ƣƶ� ƺƵǚ- : 

a0 × (1 + 𝑙𝑙)5 = a5 

 ҒƾƄƵǚ ҒǉǛǂ ƽ ǈƧ ǀ ǊƶƝ ƴƌ ҸҚƺƵǚ Ƣƶ� ƺƵǚ- n :  

an = a0(1 + 𝑙𝑙)n  

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎0  𝑎𝑎𝑛𝑛  

  Ǜǂ ƃǛƃǐ ҒǊƃӨƾǁ  ҒǊƵǛҚҚƹ əǃӨҳ Ƽƹ Өҳ Ǆǁ  Ғƾƃ ƴƱ ҒǉǛǂ ƽ ǀ ǊƶƝ ƴƌ ҸҚƹ Ƣƶ� ƹ ƴƱr  � ӨǘǛƨƵǚ Ғ� Ƅƽ 

�Ƣƶ : 1مثال  ƹ ӨǊƵǃ �һə 800 DA  Ғ� Ʊ�ƹ � ӨǘǛƨ�  9%  ғ ǚǄƾƃ Ƃ ƺһ � ӨƺƵ ǛǉǄƾƃ 

 � ӨƺƵǚ ҒǉǛǂ ƽ ǈƧ ǀ ǊƶƝ ƴƌ ҸҚƺƵǚ Ƣƶ� ƺƵǚ Ǆǁ Ǜƹ- 

 :الحل 

a0 = 8000 𝐷𝐷𝐴𝐴 

𝑙𝑙 = 9% =
9

100
= 0,09 

𝑛𝑛 = 5           𝑎𝑎5 =? 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎0(1 + 𝑙𝑙)𝑛𝑛  

𝑎𝑎5 = 8000(1 + 0,09)5 = 12308,992 𝐷𝐷𝐴𝐴 

 DA 15868,74322 سنويا لمدة ستة سنوات وفي نهاية المدة اصبح المبلغ %8 دخر رائد مبلغ ما بفائدة مركبة : 2مثال 

 a0 -ماهو المبلغ الذي دخره رائد    

 

 

 



 

                                                                                            31 
 

 ƴҸƵǚ: 

𝑛𝑛 = 6 

𝑎𝑎6 = 15868,74322 𝐷𝐷𝐴𝐴 

𝑎𝑎0 =? 

𝑙𝑙 = 8% =
8

100
= 0,08 

𝑎𝑎6 = 𝑎𝑎0(1 + 𝑙𝑙)6 ⇒ 𝑎𝑎6 = 𝑎𝑎0(1 + 0,08)6 

15868,74322 = 𝑎𝑎0(1 + 0,08)6 ⇒ 𝑎𝑎0 =
15868,74322
(1 + 0,08)6 = 10000𝐷𝐷𝐴𝐴 

 DA 18522 سنوات بفائدة مركبة مع العلم أن المبلغ الذي يملكه في السنة الثالثة بلغ 5 أودع وليد مبلغ ما لمدة : 3مثال 
  505DA, 20420والمبلغ الذي يملكه في نهاية المدة هو 

 i -احسب نسبة الفائدة  

 -اوجد المبلغ المودع في البنك  

  :الحل 

n = 5         a3 = 18522𝐷𝐷𝐴𝐴        𝑎𝑎5 = 20420,505 𝐷𝐷𝐴𝐴 

                        𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎0  𝑎𝑎𝑛𝑛                         𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎0(1 + 𝑙𝑙)𝑛𝑛               𝑎𝑎 = 1 + 𝑙𝑙     

𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎0 𝑎𝑎5     ⇒   20420,505 = 𝑎𝑎0 𝑎𝑎5             1    

𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎0 𝑎𝑎3  ⇒ 18522 = 𝑎𝑎0 𝑎𝑎3                          2     

1
2
⇒

20420,505
18522

 =
𝑎𝑎0𝑎𝑎5

𝑎𝑎0𝑎𝑎3  ⇒ 𝑎𝑎2 = 1,1025 ⇒ 𝑎𝑎 = 1,05 

𝑎𝑎 = 𝑙𝑙 + 1 ⇒ 𝑙𝑙 = 1 − 𝑎𝑎 ⇒ 𝑙𝑙 = 0,05 = 5% 

20420,505 = 𝑎𝑎0 𝑎𝑎5 ⇒ 𝑎𝑎0 =
20420,505

(1,05)5 = 16000𝐷𝐷𝐴𝐴  

 7696, 12624 سنوات أصبح المبلغ المدخر  4 بفائدة مركبة سنوية وبعد مرور DA 10000 دخر إياد مبلغ : 4مثال 
DA  

  -اوجد نسبة الفائدة 
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 :الحل 

n = 4          a0 = 10000 𝐷𝐷𝐴𝐴              𝑎𝑎4 = 12624,7696 𝐷𝐷𝐴𝐴      

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎0 (1 + 𝑙𝑙)𝑛𝑛    ⇒   𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎0(1 + 𝑙𝑙)4 

12624,7696 = 10000(1 + 𝑙𝑙)4 = 10000 𝑎𝑎4                                           𝑎𝑎 = 1 + 𝑙𝑙 

𝑎𝑎4 =
12624,7696

10000
= 1,26247  ⇒ 𝑎𝑎 = �1,264    = 1,06  

𝑎𝑎 = 1 + 𝑙𝑙 ⇒ 𝑙𝑙 = 𝑎𝑎 − 1 ⇒ 𝑙𝑙 = 1,06 − 1 = 0,06 = 6 

                     

           

 

 

 

 

 

 

                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

                                                                                            33 
 

 تمارين مقترحة للفصل الثاني                                    

 :احسب الحدود الأربعة الأولى ثم ادرس رتابة وطبيعة كل متتالية ممايلي  :التمرين الأول 

𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1
𝑛𝑛+2

 ,𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁       𝑉𝑉𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(−1)𝑛𝑛     𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁      𝑊𝑊𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + (−1)𝑛𝑛     𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁      

𝑍𝑍𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1
3𝑛𝑛

     𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁    𝑇𝑇𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛
𝑛𝑛+1

        𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁   

  :  المعرفة كمايلي (Un) لتكن المتتالية  :التمرين الثاني 

�
U0 = 2                                

Un+1 = 2 −
1

Un
         𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁

� 

𝑛𝑛∀                     : -برهن بالتراجع أن  ∈ 𝑁𝑁     𝑈𝑈𝑛𝑛 ≥    1 

    متقاربة ثم عين نهايتها  (Un) -بين أن المتتالية     

 

𝑛𝑛 ( an) لتكن       :التمرين الثالث  ∈ 𝑁𝑁∗   متتالية حسابية أساسها  r=5  

a7إذا علمت أن       = 2
3

  an     ثم استنتج عبارة الحد العام    a1 فاحسب الحد الأول    

𝑤𝑤 -احسب المجموع              = 𝑎𝑎10 + 𝑎𝑎11 + ⋯+ 𝑎𝑎50 

 :   المعرفة كمايلي (Un) لتكن المتتالية  :التمرين الرابع 

�
U0 = 3                                  

Un+1 =
2

1 + Un
        ∀𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁

� 

𝑛𝑛∀             :برهن بالتراجع أن  -1 ∈ 𝑁𝑁        0 ≤   𝑈𝑈𝑛𝑛 ≤ 3 
Vn             :         متتالية معرفة كمايلي(𝑉𝑉n)لتكن   -2 = Un−1

Un +2
 

-a   برهن أن المتتالية  (𝑉𝑉n)       هندسية ثم عين عبارة الحد العام   Vn بدلالة     n 

-b  اكتب (Un)  بدلالة   (𝑉𝑉n)  ثم احسب نهايتها  

 خلال كل 3 % ويترقب زيادة أجره بنسبة    DA 374000 اجر سنوي قدره  2022  تلقى موظف عام :تمرين تطبيقي 
سنة من السنوات الأربعة القادمة 

 على الترتيب  2026 ,2025 , 2024 , 2023 , 2022    تمثل اجور السنوات U5 ,𝑈𝑈4 ,𝑈𝑈3 ,𝑈𝑈2 ,𝑈𝑈1نفرض أن       

 -ما نوع المتتالية التي تمثلها هذه الحدود  

 U5  و   U3 -احسب قيمة الحدين   

 -احسب الراتب الإجمالي المتحصل عليه خلال السنوات الخمس المذكورة سابقا  
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 الدوال اللوغاريتمية و الاسية  :الفصل الثالث 

E ҒƝǄƺҰƺƵǚ ǈƧ  F Ƽƹ ҒƫǡƝ ƴƱ  E ǈƧ F Ƽƹ �ƌ نسمي دالة للمجموعة :تعريف الدالة  ƾƝ ƴƲ�  ƪ Ƨ�җ  E ǆƶƝ ǚ�ƌ ƾƝ 
 Ƽƹ �ҢƱǝǚF  

 ҖƽǛƱ ǚөǔf ҒƝǄƺҰƺƶƵ ҒƵǚə E ҒƝǄƺҰƺƵǚ ǈƧ F � ҚƲƽ : 

𝑓𝑓:𝐸𝐸 → 𝐹𝐹 

𝑥𝑥 → 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

 f بالدالة x صورة العنصر yنسمي العنصر 

 f بالدالة y هو سابقة العنصر xالعنصر 

  F في المجموعة E دالة للمجموعة fلتكن  :مجموعة تعريف دالة 

  f بواسطة الدالة F التي لها صورة في E هي مجموعة عناصر المجموعة fمجموعة تعريف الدالة 

 : حيث (Df) بالرمز fنرمز إلى مجموعة تعريف الدالة 

𝐷𝐷𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 𝑎𝑎 R      |  f(x)         معرف و موجود } 

 :حيث    s  ,h  , g ,  f لتكن الدوال :مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 1                𝑎𝑎(𝑥𝑥) =
1

1 − 𝑥𝑥2                    ℎ(𝑥𝑥) = �2 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 + 3

           

𝐿𝐿(𝑥𝑥) = �−4𝑥𝑥2 + 20𝑥𝑥 − 25 

 -اوجد مجموعة تعريف الدوال أعلاه 

 :الحل 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 − 1 

Df =R                    دالة كثير حدود  f  لان 

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 1
1−𝑥𝑥2   

𝐷𝐷𝑎𝑎 = { 𝑥𝑥 𝑎𝑎 𝑅𝑅     1 − 𝑥𝑥2 ≠ 0 }  

1 − 𝑥𝑥2 = 0 ⇒ (1 − 𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥) = 0  ⇒ �
𝑥𝑥 = 1 

او
𝑥𝑥 = −1

�  

𝐷𝐷𝑎𝑎 = 𝑅𝑅 − {−1, +1}   
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ℎ(𝑥𝑥) = �2−𝑥𝑥
𝑥𝑥+3

  

𝐷𝐷ℎ =  {𝑥𝑥 𝑎𝑎 𝑅𝑅   2−𝑥𝑥
𝑥𝑥+3

 ≥ 0   ˄     𝑥𝑥 + 3 ≠ 0 }   

𝑥𝑥 + 3 ≠ 0 ⇒ 𝑥𝑥 ≠ −3   

x -∞           -3 2 +∞ 
2-x + + - 
X+3 -               + + 
2−𝑥𝑥
𝑥𝑥+3

  - + - 

b 

𝐷𝐷𝑓𝑓 =] − 3   2] 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = √−4𝑥𝑥2 + 20𝑥𝑥 − 25  

𝐷𝐷𝑆𝑆 = {𝑥𝑥 𝑎𝑎 𝑅𝑅             − 4𝑥𝑥2 + 20𝑥𝑥 − 25 ≥ 0 } 

−4𝑥𝑥2 + 20𝑥𝑥 − 25 = 0 

𝛥𝛥 = (20)2 − 4(−4)(−25) = 400 − 400 = 0 

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 =
−𝑏𝑏
2𝑎𝑎

=
−20
−8

=
5
2

 

∀ 𝑥𝑥 𝑎𝑎 𝑅𝑅         − 4𝑥𝑥2 + 20𝑥𝑥 − 25 ≤ 0    ⇒  𝐷𝐷𝐿𝐿 = �
5
2

 � 

 :تعريف الدالة اللوغاريتمية وخواصها الحسابية و التحليلية 

+ x  (𝑥𝑥𝑎𝑎 ]0 هي دالة ترفق بكل عدد حقيقي  :تعريف الدالة اللوغاريتمية النيبيرية    L n xالعدد الحقيقي           (]∞
 :والتي تنعدم عند الواحد حيث 

𝐿𝐿𝑛𝑛 1 = 0            𝐿𝐿𝑛𝑛 𝐿𝐿 = 1       𝐿𝐿 = 2,718 

 اكبر تماما من (Ln)داخل    يجب أن يكون ما(Ln)لإيجاد مجموعة تعريف الدالة   :مجموعة تعريف الدالة اللوغاريتمية 
الصفر  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑈𝑈(𝑥𝑥)) 

  U(x) > 0 يحقق    x معرفة إذا كان كل عدد حقيقي fتكون 

𝐷𝐷𝑓𝑓 =  {𝑥𝑥𝑎𝑎 𝑅𝑅      𝑈𝑈(𝑥𝑥)    > 0 } 
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 : اوجد مجموعة تعريف الدوال التالية :مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 + 1)       𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛|−𝑥𝑥 + 3|           ℎ(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥2 + 1)   

    𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛 �𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1

�  

 

 :الحل 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 + 1)  

𝐷𝐷𝑓𝑓 =  {𝑥𝑥 𝑎𝑎 𝑅𝑅       𝑥𝑥 + 1 > 0 } 

𝑥𝑥 + 1 > 0 ⇒    𝑥𝑥 > −1   ⇒       𝑥𝑥𝑎𝑎 ] − 1 + ∞[ 

𝐷𝐷𝑓𝑓 =] − 1  + ∞[ 

 

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛| − 𝑥𝑥 + 3|  

𝐷𝐷𝑎𝑎 = {𝑥𝑥 𝑎𝑎 𝑅𝑅   − 𝑥𝑥 + 3 ≠ 0 } 

−𝑥𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = 3 

𝐷𝐷𝑎𝑎 = 𝑅𝑅 − {3} 

ℎ(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛 (𝑥𝑥2 + 1) 

𝐷𝐷ℎ = { 𝑥𝑥𝑎𝑎 𝑅𝑅    𝑥𝑥2 + 1 > 0 } 

∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅      𝑥𝑥2 + 1 > 0       ⇒      𝐷𝐷ℎ = 𝑅𝑅 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛 �𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1

�  

   

𝐷𝐷𝐿𝐿 = { 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅  
𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 + 1

 > 0     ˄       𝑥𝑥 + 1 ≠ 0 } 

𝑥𝑥 + 1 ≠ 0 ⇒   𝑥𝑥 ≠ −1 

x -∞ -1 +1 +∞ 
x-1 - - + 
X+1 - + + 
𝑥𝑥−1
𝑥𝑥+1

  + - + 

 

𝐷𝐷𝐿𝐿 =] −∞      − 1[  𝑈𝑈 ]1       + ∞[ 
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 :النهايات الشهيرة للدالة اللوغاريتمية 

lim
>

𝑥𝑥→0
𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑥𝑥 = −∞                  lim

𝑥𝑥→+∞
𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑥𝑥 = +∞           lim

𝑥𝑥→0+
𝑥𝑥𝑛𝑛𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑥𝑥 = 0− 

lim
𝑥𝑥→+∞

𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑛𝑛

= 0                   lim
𝑥𝑥→0

𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 + 1)
𝑥𝑥

= 1 

 احسب النهايات التالية  :مثال 

∗  lim𝑥𝑥→1
1−2x+Ln  x

x−1
= −1

0
                                                                                          

لندرس إشارة الصفر  

+∞ 1 -∞ X 
+                        -                      x-1             

 

lim
>

𝑥𝑥→1

1 − 2𝑥𝑥 + 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 1

=
−1
0+ = −∞ 

lim
<

𝑥𝑥→1

1 − 2𝑥𝑥 + 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 1

=
−1
0−

= +∞ 

∗ lim >
𝑥𝑥→0

−1
𝑥𝑥𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥

= −1
0−

= +∞  

∗ lim𝑥𝑥→+∞
𝐿𝐿𝑛𝑛  (𝑥𝑥2+1)

𝑥𝑥
                    ∞

∞
  ح ع ت 

 

lim
𝑥𝑥→+∞

𝐿𝐿𝑛𝑛 (𝑥𝑥2 + 1)
𝑥𝑥

 =   lim
𝑥𝑥→+∞

𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥2(1 + 1
𝑥𝑥2))

𝑥𝑥
               = lim

𝑥𝑥→+∞
[  
𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥2

𝑥𝑥
+
𝐿𝐿𝑛𝑛(1 + 1

𝑥𝑥2)

𝑥𝑥
   ]   

= lim
𝑥𝑥→+∞

[2
𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑥𝑥

 +
𝐿𝐿𝑛𝑛(1 + 1

𝑥𝑥2)

𝑥𝑥
]     =

0
∞

= 0                          

 

∗ lim𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥+1
𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥

                              ∞
∞

 ح ع ت 

lim 
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥(1 + 1
𝑥𝑥)

𝑥𝑥(1 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑥𝑥 )

   =  lim
𝑥𝑥→+∞

  
1 + 1

𝑥𝑥
1 − 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑥𝑥

𝑥𝑥
    =  1 

 :الدالة المشتقة للدالة اللوغاريتمية 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝑳𝑳𝒏𝒏𝒙𝒙 
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𝑫𝑫𝒇𝒇 =] 𝟎𝟎      + ∞[ 

 :ودالتها المشتقة 

𝐟𝐟′(𝒙𝒙) =
𝟏𝟏
𝒙𝒙

 > 0 

x   0                                  +∞ 
𝒇𝒇′(𝒙𝒙) + 

f +∞ 
−∞      

 

 :من الجدول نستنتج أن 

𝒇𝒇: ] 𝟎𝟎      + ∞[     →       𝑹𝑹 

𝒙𝒙 →    𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙        

+      𝟎𝟎 [الدالة اللوغاريتمية قابلة للاشتقاق على   𝟏𝟏          ودالتها المشتقة   ]∞
𝒙𝒙

 =   (𝐋𝐋𝐧𝐧𝟐𝟐)′ 

=                             :بصفة عامة  𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 (𝐿𝐿𝑛𝑛f(x))′ 

 ƳǛҢƹ: اوجد مشتق الدوال التالية : 

∗ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 5)  

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
(𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 5)′

𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 5
=

2𝑥𝑥 + 5
𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 5

 

∗  𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 2 − 𝑥𝑥 + 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥   

𝑎𝑎′(𝑥𝑥) = −1 + 1
𝑥𝑥
   

∗  ℎ(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 1 − (𝑥𝑥 + 1)𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 + 1)  

ℎ′(𝑥𝑥) = 2 − �𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 + 1) + (𝑥𝑥 + 1) 1
𝑥𝑥+1

� = 2 − 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 + 1)  

ƼƲǊƵ a ǃ   :خواص   b ǛƹǛƺҗ ƼǊ� үǄƹ ƼǊǊƬǊƬҳ ƼǉəӨƝ   

− 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑎𝑎 + 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑎𝑎𝑏𝑏) 

− 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑎𝑎 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝑛𝑛 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
�             

− 𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑎𝑎 

− 𝐿𝐿𝑛𝑛 �
1
𝑎𝑎�

= −𝐿𝐿𝑛𝑛𝑎𝑎 
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− 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑎𝑎 = 𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑏𝑏    ⇒   𝑎𝑎 = 𝑏𝑏   

  x باستخدام الخواص اوجد   :مثال 

𝑎𝑎) 𝐿𝐿𝑛𝑛2 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 + 4𝐿𝐿𝑛𝑛2 = −𝐿𝐿𝑛𝑛3 

𝑏𝑏) 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 − 1) + 𝐿𝐿𝑛𝑛2 = 0 

 :الحل 

𝑎𝑎) 𝐿𝐿𝑛𝑛2 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 + 4𝐿𝐿𝑛𝑛2 = −𝐿𝐿𝑛𝑛3                                 𝑥𝑥 > 0 

𝐿𝐿𝑛𝑛2 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝐿𝐿𝑛𝑛24 = −𝐿𝐿𝑛𝑛3 

𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛2 + 𝐿𝐿𝑛𝑛24 + 𝐿𝐿𝑛𝑛3          ⇒ 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛(2 × 3 × 16) 

                                                            ⇒ 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛96      

                                                           ⇒ 𝑥𝑥 = 96 > 0 

𝑏𝑏)𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 − 1) + 𝐿𝐿𝑛𝑛2 = 0                        𝐷𝐷𝑓𝑓 =]1       + ∞[ 

𝐿𝐿𝑛𝑛 [2(𝑥𝑥 − 1)] = 0        ⇒ 𝐿𝐿𝑛𝑛(2𝑥𝑥 − 2) = 𝐿𝐿𝑛𝑛1 

                                           ⇒ 2𝑥𝑥 − 2 = 1     

                                          ⇒ 2𝑥𝑥 = 3 ⇒ 𝑥𝑥 = 3
2
∈ ]1   + ∞[   

 : حل المعادلات و المتراجحات اللوغاريتمية

لحل المعادلات و المتراجحات الدالة اللوغاريتمية يجب أولا تحديد مجموعة التعريف لنتأكد من أن الحلول تنتمي  -1
 إلى مجموعة التعريف 

 ) لازم حلول المعادلة أو المتراجحة تنتمي إلى مجموعة التعريف (

 :معرفة نوع المعادلة  -2

1) 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 = 0                         𝐿𝐿𝑛𝑛 1 = 0  

𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛1    ⇒ 𝑥𝑥 = 1   

2) 𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦   ⇒  𝐿𝐿𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑦𝑦 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑦𝑦                                          

3) 𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑦𝑦    ⇒   𝑥𝑥 = 𝑦𝑦  

4) 𝐿𝐿𝑛𝑛2𝑥𝑥 + 𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 = 0  

                 ƜƑ ƽ �ǊƤҚƺƵǚ �ǊǊƤҚ�  ҒƵəǛƞƺƵǚ ƿִיǁ  ƴҸƽ𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 
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ǈƧ ƴҳ R  ҒǊƵǛҚƵǚ ғ : 1مثال  ǠəǛƞƺƵǚ 

𝐿𝐿𝑛𝑛 �𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 1)� = 0                        𝐿𝐿𝑛𝑛(2𝑥𝑥) + 4 = 0                               

(𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥)2 + 3𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 − 4 = 0                       𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 + 1) + 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 − 3) = 𝐿𝐿𝑛𝑛(4𝑥𝑥 − 8)  

  :الحل 

𝐿𝐿𝑛𝑛 �𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 1)� = 0                      

𝐷𝐷𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅    𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 1)  > 0  } 

𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 1) = 0 ⇒     �
𝑥𝑥 = 0    

𝜈𝜈
𝑥𝑥 + 1 = 0

� ⇒   �
𝑥𝑥 = 0
𝜈𝜈

𝑥𝑥 = −1
� 

-∞ -1 0 +∞ 
+ - + 

 

𝑫𝑫𝒇𝒇 =] −∞  − 𝟏𝟏[ 𝑼𝑼]𝟎𝟎       + ∞[ 

𝑳𝑳𝒏𝒏�𝒙𝒙(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)� = 𝟎𝟎     ⇒   𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙) = 𝑳𝑳𝒏𝒏𝟏𝟏  

⇒  𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏  ⇒ 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 

∆= 𝟏𝟏 − 𝟒𝟒(𝟏𝟏)(−𝟏𝟏) = 𝟓𝟓 > 0 

�
𝒙𝒙𝟏𝟏 = −𝟏𝟏−√𝟓𝟓

𝟐𝟐

𝒙𝒙𝟐𝟐 = −𝟏𝟏+√𝟓𝟓
𝟐𝟐

� ⇒     � 𝒙𝒙𝟏𝟏 = −𝟏𝟏,𝟔𝟔𝟏𝟏  ∈ 𝑫𝑫𝒇𝒇                مقبول
𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝟎𝟎,𝟔𝟔𝟏𝟏 ∈ 𝑫𝑫𝒇𝒇                      مقبول

�  

𝑺𝑺 = {𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 } 

𝐿𝐿𝑛𝑛(2𝑥𝑥) + 4 = 0  

𝐷𝐷𝑓𝑓 = { 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅   2𝑥𝑥 > 0  } = ]0     + ∞[ 

𝐿𝐿𝑛𝑛2𝑥𝑥 = −4  ⇒  𝐿𝐿𝐿𝐿𝑛𝑛2𝑥𝑥 = 𝐿𝐿−4    ⇒ 2𝑥𝑥 = 𝐿𝐿−4     ⇒   𝑥𝑥 = 𝐿𝐿−4

2
     > 0     

𝑆𝑆 = �
𝐿𝐿−4

2
� 

 

(𝑳𝑳𝒏𝒏𝒙𝒙)𝟐𝟐 + 𝟑𝟑𝑳𝑳𝒏𝒏𝒙𝒙 − 𝟒𝟒 = 𝟎𝟎                          𝑫𝑫𝒇𝒇 =]𝟎𝟎    + ∞[   
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    :نحل المعادلة بتغيير المتغير  نضع 

𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 

𝑦𝑦2 +  3𝑦𝑦 − 4 = 0 

∆= 9 − 4(−4) = 25 > 0 

�
𝑦𝑦1 =

−3 − 5
2

𝑦𝑦2 =
−3 + 5

2

� ⇒ �𝑦𝑦1 = −4
𝑦𝑦2 = 1

� ⇒ �𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥1 = −4
𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥2 = 1

� ⇒ �𝑥𝑥1 = 𝐿𝐿−4     ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓
𝑥𝑥2 = 𝐿𝐿    ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓

� 

𝑆𝑆 = {𝐿𝐿−4, 𝐿𝐿 } 

𝐋𝐋𝐧𝐧(𝟐𝟐 + 𝟏𝟏) + 𝐋𝐋𝐧𝐧(𝟐𝟐 − 𝟑𝟑) = 𝐋𝐋𝐧𝐧(𝟒𝟒𝟐𝟐 − 𝟑𝟑)  

𝑫𝑫𝒇𝒇 = {𝒙𝒙 ∈ 𝑹𝑹       𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 > 0    ˄      𝑥𝑥 − 3 > 0     ˄     4𝒙𝒙 − 𝟑𝟑 > 0} 

                𝐷𝐷𝑓𝑓 =]3      + ∞[  

𝐿𝐿𝑛𝑛[(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 3)] = 𝐿𝐿𝑛𝑛(4𝑥𝑥 − 8)   

𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3) = 𝐿𝐿𝑛𝑛(4𝑥𝑥 − 8)      ⇒  𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3 = 4𝑥𝑥 − 8  

                             ⇒ 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 5 = 0           

 ∆= 36 − 4(5) = 16 > 0       

�
𝑥𝑥1 =

6 − 4
2

𝑥𝑥2 =
6 + 4

2

� ⇒  � 𝑥𝑥1 = 1     ∉ 𝐷𝐷𝑓𝑓        مرفوض
𝑥𝑥2 = 5  ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓                    مقبول    

� 

𝑆𝑆 = {5} 

 : المتراجحات التالية R حل في : 2مثال 

1 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 ≤ 0          𝐿𝐿𝑛𝑛2𝑥𝑥 − 2𝐿𝐿𝑛𝑛3 ≥ 0         (𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥)2 + 3𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 − 4 ≤ 0 

 :الحل 

1 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 ≤ 0                    𝐷𝐷𝑓𝑓 =]0   + ∞[  

1 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 ≤ 0  ⇒ 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 ≥ 1   

                           ⇒ 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 ≥ 𝐿𝐿𝑛𝑛𝐿𝐿                       𝐿𝐿𝑛𝑛𝐿𝐿 = 1         

⇒ 𝑥𝑥 ≥ 𝐿𝐿      ⇒ 𝑥𝑥 ∈ ]0   + ∞[ 

𝑆𝑆             :الحلول هي  =]0   + ∞[  ∩  [𝐿𝐿  + ∞[ 
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𝑆𝑆 = [𝐿𝐿   + ∞[ 

 

𝐿𝐿𝑛𝑛2𝑥𝑥 − 2𝐿𝐿𝑛𝑛3 ≥ 0                          𝐷𝐷𝑓𝑓 =]0   + ∞[       

𝐿𝐿𝑛𝑛2𝑥𝑥 − 𝐿𝐿𝑛𝑛32 ≥ 0 

𝐿𝐿𝑛𝑛2𝑥𝑥 ≥ 𝐿𝐿𝑛𝑛9   ⇒ 2𝑥𝑥 ≥ 9   ⇒ 𝑥𝑥 ≥
9
2

 

𝑆𝑆                     :الحلول هي  =]0   + ∞[  ∩  [9
2

  + ∞[ 

𝑆𝑆 =  [
9
2

  + ∞[ 

 

(𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥)2 + 3𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 − 4 ≤ 0               𝐷𝐷𝑓𝑓 =    ]0   + ∞[             

𝑦𝑦      :نضع  = 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 

𝑦𝑦2 − 3𝑦𝑦 − 4 ≤ 0   

𝛥𝛥 = 9 − 4(−4) = 25 > 0  

�
𝑦𝑦1 =

3 − 5
2

𝑦𝑦2 =
3 + 5

2

� ⇒ �𝑦𝑦1 = −1
𝑦𝑦2 = 4

� ⇒ �𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥1 = −1 ⇒ 𝑥𝑥1 = 𝐿𝐿−1

𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥2 = 4 ⇒  𝑥𝑥2 = 𝐿𝐿4
� 

-∞ 𝐿𝐿−1  𝐿𝐿4     +∞ 
+ - + 

 

(𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥)2 + 3𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 − 4 ≤ 0   ⇒ 𝑥𝑥 ∈ [𝐿𝐿−1 𝐿𝐿4]                      

𝑆𝑆             :ومنه الحلول هي  =]0 + ∞[ ∩ [ 𝐿𝐿−1 𝐿𝐿4] 

𝑆𝑆 = [ 𝐿𝐿−1  𝐿𝐿4 ] 

 

  : تعريف الدالة الآسية وخواصها الحسابية و التحليلية

 :   بالشكل R معرفة على   fالدالة الاسية   :تعريف الدالة الاسية 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑥𝑥                                   𝐿𝐿 = 2,71      ∶   حيث

𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅 

𝐿𝐿            : بالدالة الاسية أي 1 هو صورة eالعدد  = 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑝𝑝(1) 
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𝐿𝐿𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑥𝑥)            : فان xمن اجل كل عدد حقيقي  = 𝐿𝐿𝑥𝑥 = (2,71)𝑥𝑥 

 :مجموعة تعريف الدالة الاسية 

𝒙𝒙 → 𝒆𝒆𝒙𝒙                           𝑫𝑫𝒇𝒇 = 𝑹𝑹 

 اوجد مجموعة تعريف الدوال التالية  :مثال 

𝐿𝐿x2+x                    
1

ex − 1
                 e√x               e

x+1
x2+2                 √ex − 1 

 :الحل 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝐿𝐿𝑥𝑥2+𝑥𝑥                               𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝐿𝐿𝑥𝑥−1

  

𝐷𝐷𝑓𝑓 = { 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅   𝐿𝐿𝑥𝑥 − 1 ≠ 0 }  

𝐿𝐿𝑥𝑥 − 1 = 0 ⇒  𝐿𝐿𝑥𝑥 = 1 

                                                                        ⇒ 𝐿𝐿𝑛𝑛𝐿𝐿𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛1  ⇒  𝑥𝑥 = 0 

𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅∗ 

 f(x) = e√x    

𝐷𝐷𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅    𝑥𝑥 ≥ 0 }      =  [0  + ∞[ 

 

f(x) =  e
x +1

x 2+2   

𝐷𝐷𝑓𝑓 = { 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅     𝑥𝑥2 + 1 ≠ 0    } 

∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅     𝑥𝑥2 + 1  > 0 

𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅 

f(x) = √ex − 1  

𝐷𝐷𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅     𝐿𝐿𝑥𝑥 − 1 ≥ 0 } 

𝐿𝐿𝑥𝑥 − 1 ≥ 0    ⇒  𝐿𝐿𝑥𝑥 ≥ 1 ⇒ 𝐿𝐿𝑛𝑛𝐿𝐿𝑥𝑥 ≥ 𝐿𝐿𝑛𝑛1  ⇒    𝑥𝑥 ≥ 0 

𝐷𝐷𝑓𝑓 = [0  + ∞ [ 

  (Exp) تسمى الدالة الاسية ونرمز لها بالرمز  (Ln)  الدالة العكسية للدالة  :ملاحظة 

𝒚𝒚 = 𝒆𝒆𝒙𝒙         ⇔           𝒙𝒙 = 𝑳𝑳𝒏𝒏𝒚𝒚 

(𝒙𝒙 ∈ 𝑹𝑹 )                           (    𝒚𝒚 > 0) 
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𝑬𝑬𝒙𝒙𝒑𝒑:      𝑹𝑹     →     𝑹𝑹+  

∀𝒙𝒙 ∈ 𝑹𝑹        𝒆𝒆𝒙𝒙   > 0  

 :خواص الدالة الاسية 

 : عددين حقيقيين فان y و xليكن 

1)      𝐿𝐿𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑦𝑦      ⇒    𝑥𝑥 = 𝑦𝑦  

2)    𝐿𝐿𝑥𝑥 < 𝐿𝐿𝑦𝑦     ⇒   𝑥𝑥 < 𝑦𝑦  

3)   𝐿𝐿𝑥𝑥  >  𝐿𝐿𝑦𝑦  ⇒ 𝑥𝑥 > 𝑦𝑦  

∀ 𝑥𝑥 > 0   𝐿𝐿𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 

𝐿𝐿1 = 𝐿𝐿        𝐿𝐿0 = 1 

 

 :النهايات الشهيرة للدالة الاسية 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→+∞

𝒆𝒆𝒙𝒙 = +∞       𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→−∞

𝒆𝒆𝒙𝒙 = 𝟎𝟎            𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→−∞

𝒙𝒙𝒏𝒏𝒆𝒆𝒙𝒙 = 𝟎𝟎 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝒆𝒆𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝒙𝒙

= 𝟏𝟏           𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→+∞

𝒆𝒆𝒙𝒙

𝒙𝒙𝒏𝒏
 = +∞       𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒙𝒙→+∞

𝒙𝒙𝒏𝒏

𝒆𝒆𝒙𝒙
= 𝟎𝟎 

0       :حالات عدم التعيين 
0

     , ∞
∞

,     0.∞ ,      ∞−∞ 

ҒǊƵǛҚƵǚ ғ  :مثال  ǛǉǛǂ ƾƵǚ � Ƅҳǚ 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→+∞

𝐞𝐞𝟐𝟐 − 𝟏𝟏
𝐞𝐞𝟐𝟐 + 𝟏𝟏

            𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝟐𝟐→−∞

(𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)𝐞𝐞𝟐𝟐        𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝟐𝟐→−∞

(𝟐𝟐 − 𝟑𝟑)𝐞𝐞𝟐𝟐−𝟏𝟏        𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝟐𝟐→𝟎𝟎

𝐞𝐞𝟐𝟐 − 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

 

 

 :الحل 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐→+∞
𝐞𝐞𝟐𝟐−𝟏𝟏
𝐞𝐞𝟐𝟐+𝟏𝟏

                    �∞
∞
                       ح ع ت�

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐→+∞
𝐞𝐞𝟐𝟐(𝟏𝟏− 𝟏𝟏

𝐞𝐞𝟐𝟐)

𝐞𝐞𝟐𝟐(𝟏𝟏+ 𝟏𝟏
𝐞𝐞𝟐𝟐)

= 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐→+∞
𝟏𝟏− 𝟏𝟏

𝐞𝐞𝟐𝟐

𝟏𝟏+ 𝟏𝟏
𝐞𝐞𝟐𝟐

= 𝟏𝟏  

  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐→−∞(𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)𝐞𝐞𝟐𝟐   ح ع ت   (∞.𝟎𝟎)                   

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→−∞[𝒙𝒙𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒆𝒆𝒙𝒙] = 𝟎𝟎  
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𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐→−∞(𝟐𝟐 − 𝟑𝟑)𝐞𝐞𝟐𝟐−𝟏𝟏              ح ع ت   (∞.𝟎𝟎)          

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→−∞

[(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 − 𝟐𝟐)𝒆𝒆𝒙𝒙−𝟏𝟏] = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→−∞

[(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)𝒆𝒆𝒙𝒙−𝟏𝟏 − 𝟐𝟐𝒆𝒆𝒙𝒙−𝟏𝟏] = 𝟎𝟎 

 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐→𝟎𝟎
𝐞𝐞𝟐𝟐−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

               �𝟎𝟎
𝟎𝟎
�   ح ع ت 

             𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝒙𝒙→𝟎𝟎
𝟏𝟏
𝟐𝟐
�𝐞𝐞

𝟐𝟐−𝟏𝟏
𝟐𝟐
� = 𝟏𝟏

𝟐𝟐
  

 

 : فانه لدينا n , من اجل كل عدد صحيح نسبي y و xمن اجل كل عددين حقيقيين    :قواعد الحساب 

1) 𝐿𝐿0 = 1 
2) 𝐿𝐿−𝑥𝑥 = 1

𝐿𝐿𝑥𝑥
 

3) 𝐿𝐿𝑥𝑥+𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑥𝑥  × 𝐿𝐿𝑦𝑦  

4) 𝐿𝐿𝑥𝑥−𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑥𝑥

𝐿𝐿𝑦𝑦
 

5) (𝐿𝐿𝑥𝑥)𝑛𝑛 = 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑛𝑛            𝑛𝑛 ∈ 𝑍𝑍 

 : و دالتها المشتقة Rالدالة الاسية قابلة للاشتقاق على  :الدالة المشتقة للدالة الاسية 

(𝐿𝐿𝑥𝑥)′ = 𝐿𝐿𝑥𝑥  

  :بصفة عامة 

(ef(x))′ = f ′(𝑥𝑥)𝐿𝐿𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

اوجد مشتق الدالة التالية  :مثال 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝒆𝒆𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟑𝟑 

𝒇𝒇′(𝒙𝒙) = (𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)′ 𝒆𝒆𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟑𝟑    = (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟐𝟐)𝒆𝒆𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟑𝟑 

 :حل المعادلات و المتراجحات الاسية 

  المعادلات التالية  Rحل في  : 1مثال 

ex2+3 = 𝐿𝐿                𝐿𝐿𝑥𝑥2−𝑥𝑥+2 =
1

e−2                 
e2x+1

ex−3 = e 

𝐿𝐿𝑥𝑥 −
3
𝐿𝐿𝑥𝑥

− 2 = 0                       (2𝐿𝐿𝑥𝑥 + 1)(𝐿𝐿𝑥𝑥 − 𝐿𝐿) = 0 
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  :الحل 

ex2+3 = 𝐿𝐿     

𝐷𝐷𝑓𝑓            :حتى يكون للمعادلة معنى فان  = 𝑅𝑅 

𝐿𝐿𝑥𝑥2+3 = 𝐿𝐿    ⇒ 𝑥𝑥2 + 3 = 1  ⇒ 𝑥𝑥2 =  غير ممكن             2−

∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅   𝑥𝑥2 ≥ 0 

𝑆𝑆 = ∅ 

  𝐿𝐿𝑥𝑥2−𝑥𝑥+2 = 1
e−2                           Df = R    

  𝐿𝐿𝑥𝑥2−𝑥𝑥+2 = e2   ⇒ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 2 = 2   

⇒  𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 = 0 

⇒ 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) = 0 ⇒ �
𝑥𝑥 = 0
𝜈𝜈

𝑥𝑥 = 1
� 

𝑆𝑆 = {0,1} 

e2x +1

ex−3 = e                      Df = R  

𝐿𝐿2𝑥𝑥+3 × 𝐿𝐿−(𝑥𝑥−3) = 𝐿𝐿     ⇒ 𝐿𝐿𝑥𝑥+4 = 𝐿𝐿   ⇒ 𝑥𝑥 + 4 = 1 ⇒ 𝑥𝑥 = −3  ∈ 𝑅𝑅 

𝑆𝑆 = {−3} 

𝐿𝐿𝑥𝑥 − 3
𝐿𝐿𝑥𝑥
− 2 = 0                    𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅        

𝐿𝐿2𝑥𝑥−3+2𝐿𝐿𝑥𝑥

𝐿𝐿𝑥𝑥
= 0   ⇒ 𝐿𝐿2𝑥𝑥−2𝐿𝐿𝑥𝑥−3

𝐿𝐿𝑥𝑥
= 0  

∀𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅        𝐿𝐿𝑥𝑥 > 0           

𝐿𝐿2𝑥𝑥 − 2𝐿𝐿𝑥𝑥 − 3 = 0            ∶  و منه

𝑦𝑦         :نقوم بتغيير المتغير نضع  = 𝐿𝐿𝑥𝑥      > 0 

𝑦𝑦2 − 2𝑦𝑦 − 3 = 0 

∆= 4 − 4(−3) = 16 > 0 

�
𝑦𝑦1 =

2 − 4
2

𝑦𝑦2 =
2 + 4

2

� ⇒ �𝑦𝑦1 = −1 < مرفوض       0
𝑦𝑦2 = 3                            

� ⇒ 𝑦𝑦2 = 𝐿𝐿𝑥𝑥 = 3 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛3 ∈ 𝐷𝐷𝑓𝑓 

𝑆𝑆 = {𝐿𝐿𝑛𝑛3} 
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(2𝐿𝐿𝑥𝑥 + 1)(𝐿𝐿𝑥𝑥 − 𝐿𝐿) = 0                 𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅  

(2𝐿𝐿𝑥𝑥 + 1)(𝐿𝐿𝑥𝑥 − 𝐿𝐿) = 0  ⇒ �
2𝐿𝐿𝑥𝑥 + 1 = 0

𝜈𝜈
𝐿𝐿𝑥𝑥 − 𝐿𝐿 = 0

⇒   � ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅    2𝐿𝐿𝑥𝑥 + 1 > 0
𝐿𝐿𝑥𝑥 = 𝐿𝐿   ⇒ 𝑥𝑥 = 1   ∈ 𝑅𝑅 ⇒ �� 𝑆𝑆 = {1} 

 المتراجحات التالية  R حل في  : 2مثال 

e1−x ≤ e3x            e2x − 2ex ≥ 0         3e2x + ex − 4 < 0        𝐿𝐿𝑛𝑛(𝐿𝐿𝑥𝑥 −
2
ex) < 0 

  :الحل 

e1−x ≤ e3x            𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅  

1 − 𝑥𝑥 ≤ 3𝑥𝑥    ⇒ 4𝑥𝑥 ≥ 1   ⇒ 𝑥𝑥 ≥ 1
4
  

𝑆𝑆 = [
1
4

     + ∞[ 

e2x − 2ex ≥ 0               Df = R   

𝐿𝐿𝑥𝑥( 𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2) ≥ 0   ⇒   𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2 ≥ 0                 𝐿𝐿𝑥𝑥 > 0 ∶  لان

                                                        ⇒  𝐿𝐿𝑥𝑥 ≥ 2  ⇒   𝑥𝑥 ≥ 𝐿𝐿𝑛𝑛2 

𝑆𝑆 = [𝐿𝐿𝑛𝑛2    + ∞[ 

3e2x + ex − 4 < 0              Df = R  

𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑥𝑥 > 0 

3𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦 − 4 < 0 

3𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦 − 4 =   نحل المعادلة       0

∆= 1 − 4(3)(−4) = 49 > 0 

�
𝑦𝑦1 =

−1 − 7
6

𝑦𝑦2 =
−1 + 7

6

� ⇒ �𝑦𝑦1 =
−8
6

< مرفوض                                     0

𝑦𝑦2 = 1 ⇒ 𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑥𝑥 = 1 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛1 = 0
� 

-∞ 0 +∞ 
- + 

 

𝑆𝑆 =] −∞       0[ 
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𝐿𝐿𝑛𝑛 �𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2
ex� < 0   

𝐷𝐷𝑓𝑓 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅  𝐿𝐿𝑥𝑥 −
2
𝐿𝐿𝑥𝑥

 > 0 } 

𝐿𝐿𝑥𝑥 −
2
𝐿𝐿𝑥𝑥

> 0  ⇒
𝐿𝐿2𝑥𝑥 − 2
𝐿𝐿𝑥𝑥

  > 0 

                                                                         ⇒𝐿𝐿2𝑥𝑥 − 2 > 0                𝐿𝐿𝑥𝑥 > 0 ∶  لان

                                                                        ⇒ 𝐿𝐿2𝑥𝑥 > 2 ⇒  2𝑥𝑥 > 𝐿𝐿𝑛𝑛2  ⇒   𝑥𝑥 > 𝐿𝐿𝑛𝑛2
2

 

𝐷𝐷𝑓𝑓 =]
𝐿𝐿𝑛𝑛 2

2
     + ∞[ 

  :نحل المتراجحة 

𝐿𝐿𝑛𝑛 �𝐿𝐿𝑥𝑥 −
2
𝐿𝐿𝑥𝑥�

< 0                 𝐿𝐿𝑛𝑛1 = 0 

𝐿𝐿𝑛𝑛 �𝐿𝐿𝑥𝑥 −
2
𝐿𝐿𝑥𝑥�

< 𝐿𝐿𝑛𝑛1    ⇒  𝐿𝐿𝑥𝑥 −
2
𝐿𝐿𝑥𝑥

< 1 

                                                                             ⇒ 𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2
𝐿𝐿𝑥𝑥
− 1 < 0   ⇒  𝐿𝐿

2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥−2
𝐿𝐿𝑥𝑥

< 0 

                                                                            ⇒ 𝐿𝐿2𝑥𝑥 − 𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2 < 0         𝐿𝐿𝑥𝑥 > 0 ∶  لان

𝐿𝐿2x         :نحل المعادلة  − ex − 2 = 0 

𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑥𝑥    > 0 

𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦 − 2 = 0 

∆= 1 − 4(−2) = 9 > 0 

�
𝑦𝑦1 =

1 − 3
2

𝑦𝑦2 =
1 + 3

2

� ⇒ � 𝑦𝑦1 = −1  < مرفوض                        0
𝑦𝑦2 = 2 ⇒ 𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑥𝑥 = 2 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑛𝑛2

� 

-∞ Ln2 +∞ 
- + 
𝐿𝐿2𝑥𝑥 − 𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2 < 0    ⇒   𝑥𝑥 ∈ ] −∞      𝐿𝐿𝑛𝑛2[ 

𝑆𝑆 =] 
𝐿𝐿𝑛𝑛2

2
     + ∞[ ∩ ] −∞   𝐿𝐿𝑛𝑛2[ 

𝑆𝑆 =] 
𝐿𝐿𝑛𝑛2

2
    𝐿𝐿𝑛𝑛2 [ 
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     تمارين مقترحة للفصل الثالث                                          

 :حدد مجموعة تعريف الدوال التالية  :التمرين الأول 

𝐿𝐿𝑛𝑛(2𝑥𝑥)               1
𝑥𝑥

+ 𝐿𝐿𝑛𝑛 �1 + 1
𝑥𝑥
�              � 𝑥𝑥

𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥−1
           𝐿𝐿𝑛𝑛 (𝑥𝑥2 + 1)  

𝐿𝐿𝑛𝑛 �𝑥𝑥+2
𝑥𝑥−1

�            𝐿𝐿𝑛𝑛(𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥)  

 : المعادلات التالية Rحل في  :التمرين الثاني 

𝑥𝑥𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 = 0             2𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 − 3) = 𝐿𝐿𝑛𝑛4              𝐿𝐿𝑛𝑛2(4𝑥𝑥) + 𝐿𝐿𝑛𝑛(4𝑥𝑥) − 2 = 0 

 

 : المتراجحات التالية R حل في :التمرين الثالث 

𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥2 − 4) < 0         𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑥𝑥 + 1) − 𝐿𝐿𝑛𝑛(2𝑥𝑥 − 3) ≥ 0              𝐿𝐿𝑛𝑛 �1 +
2
𝑥𝑥�

≥ 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 

 

 :حدد مجموعة تعريف الدوال الاسية التالية  :التمرين الرابع 

ex

x
              (𝑥𝑥 − 1)𝐿𝐿

𝑥𝑥
𝑥𝑥−1              �e−2x − e               

e2x + ex − 1
e2x − 3ex + 2

      

 

 : المعادلات التالية Rحل في  :التمرين الخامس 

 

e2x+3 = 1            6e2x + ex − 1 = 0          ex+3 = e
4
x             

𝐿𝐿−x − 3
e−x + 5

=
1
2

 

 

 : المتراجحات التالية Rحل في  :التمرين السادس 

𝐿𝐿𝑥𝑥+1 ≤ 𝐿𝐿2𝑥𝑥         𝐿𝐿−3−𝑥𝑥 × 𝐿𝐿1+2𝑥𝑥 >
1
𝐿𝐿𝑥𝑥

          (2𝑥𝑥 − 1)𝐿𝐿2𝑥𝑥−3 > 0        
𝐿𝐿𝑥𝑥 − 1
𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2

> 0 
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 المشتقات :الفصل الرابع 

تعريف و العمليات على الاشتقاق 

 :  اذا كانت x0 أنها قابلة للاشتقاق عند النقطة   f  نقول عن الدالة  x0 دالة معرفة ومستمرة عند النقطة   f لتكن  :تعريف 

lim
𝑥𝑥→ 𝑥𝑥0

 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0
  موجودة و منتهية                    

 :تسمى هذه النهاية بالعدد المشتق بمعنى 

lim
𝑛𝑛→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

= 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) 

 : حيث  f لتكن الدالة :مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥2 − 2 

x0 عند النقطة        f -ادرس قابلية اشتقاق الدالة  = 2 

 :الحل 

lim
𝑥𝑥→2

f(x) − f(2)
x − 2

= lim
𝑥𝑥→2

√x2 − 2 − √2
x − 2

                      
0
0

 ح ع ت 

لإزالتها نضرب ونقسم في مرافق البسط 

lim
x→2

(√x2 − 2 − √2)(√x2 − 2 + √2)
(x − 2)(√x2 − 2 + √2)

= lim
x→2

x2 − 4
(x − 2)(√x2 − 2 + √2)

= lim
x→2

x + 2
(√x2 − 2 + √2)

=
4

2√2
=

2
√2

  ∈ 𝑅𝑅 

x0  قابلة للاشتقاق عند النقطة       f  :ومنه  = 2 

 

 :    على اليمين وعلى اليسار 𝟐𝟐𝟎𝟎قابلية اشتقاق  دالة عند النقطة   

 :   على اليمين اذا وفقط اذا كان x0  دالة قابلة للاشتقاق عند النقطة   f -نقول أن  

lim
>

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

f(x) − f(x0)
x − x0

= 𝐵𝐵                    𝐵𝐵 ∈ 𝑅𝑅    نهاية موجودة و محدودة 

  :   على اليسار اذا وفقط إذا كان x0 دالة قابلة للاشتقاق عند النقطة   f -نقول أن  

lim
<

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

f(x) − f(x0)
x − x0

= B′                     𝐵𝐵′ ∈ 𝑅𝑅    نهاية موجودة و محدودة 

𝐵𝐵        :  اذا وفقط اذا كان x0 دالة قابلة للاشتقاق عند النقطة  f -نقول أن   = 𝐵𝐵′ 
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 :  على اليمين وعلى اليسار اي x0  قابلة للاشتقاق عند النقطة  fبمعنى إذا كانت  

lim
>

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

f(x) − f(x0)
x − x0

= lim
<

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

f(x) − f(x0)
x − x0

= f ′(𝑥𝑥0)                                 

 :  بمعنى x0   إذا كانت النسبة لا تقبل نهاية عند النقطة  x0 غير قابلة للاشتقاق عند النقطة   f تكون الدالة :ملاحظة 

lim
>

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

f(x) − f(x0)
x − x0

   ≠ lim
<

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

f(x) − f(x0)
x − x0

                                 

 (   موجودة لكنها غير محدودة ∞±   هي   ) x0 إذا كانت نهاية النسبة عند النقطة  :أو 

 : حيث f لتكن الدالة  :مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 − 2| 

x0 عند النقطة        f -ادرس قابلية اشتقاق الدالة    = 2 

 :الحل 

f(x) = � 𝑥𝑥 − 2                      𝑥𝑥 ≥ 0
−x + 2                    𝑥𝑥 < 0

� 

 

lim
>

𝑥𝑥→2
�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)

𝑥𝑥 − 2
� = lim

>
𝑥𝑥→2

�
𝑥𝑥 − 2
𝑥𝑥 − 2�

= +1 

lim
<

𝑥𝑥→2
�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)

𝑥𝑥 − 2
� = lim

<
𝑥𝑥→2

�
−𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 − 2 � = lim

<
𝑥𝑥→2

�
−(𝑥𝑥 − 2)
𝑥𝑥 − 2 � = −1 

lim
>

𝑥𝑥→2
�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)

𝑥𝑥 − 2
� ≠ lim

<
𝑥𝑥→2

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)

𝑥𝑥 − 2
� 

lim
𝑥𝑥→2

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(2)

𝑥𝑥 − 2
� ∶ غير موجودة                         بمعنى

x0 غير قابلة للاشتقاق عند النقطة    f الدالة :ومنه  = 2  

 : حيث f لتكن الدالة  : 2مثال 

f(x) = �
sin x         si    𝑥𝑥 ∈  [0    + ∞[
x               si     𝑥𝑥 ∈ ] −∞      0[

�        

x0  عند النقطة    f   -ادرس قابلية اشتقاق الدالة = 0   
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 : الحل

� 
𝑥𝑥     →   sin 𝑥𝑥
𝑥𝑥          → 𝑥𝑥 �         𝑅𝑅 الدالتين قابلتين للاشتقاق على 

x0عند النقطة   =     يوجد انقطاع  0

x0 عند النقطة   fلندرس قابلية اشتقاق الدالة   = 0  

lim
>

𝑥𝑥→0
�

f(x) − f(0)
x − 0

� = lim
>

x→0
�

sin x
x � = 1 

lim
<

𝑥𝑥→0
�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)

𝑥𝑥 − 0
� = lim

<
𝑥𝑥→0

�
𝑥𝑥
𝑥𝑥
� = 1 

x0  قابلة للاشتقاق عند النقطة  f  الدالة  :إذن  = 0 

 

 :العمليات الجبرية على الدوال القابلة للاشتقاق 

 : فان I من المجال x قابلتين للاشتقاق عند النقطة  R في I  دالتين معرفتين من المجال g , f مجالا و Iليكن 

1) (𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑎𝑎(𝑥𝑥))′ = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) + 𝑎𝑎′(𝑥𝑥)         
2)  (𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎(𝑥𝑥))′ = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎′(𝑥𝑥) 
3) (𝑓𝑓(𝑥𝑥) × 𝑎𝑎(𝑥𝑥))′ = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) × 𝑎𝑎(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥) × 𝑎𝑎′(𝑥𝑥) 
4)  (𝜆𝜆 𝑓𝑓(𝑥𝑥))′ = 𝜆𝜆 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 

5) � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑎𝑎(𝑥𝑥)

�
′

= 𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)×𝑎𝑎(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥)×𝑎𝑎′ (𝑥𝑥)
(𝑎𝑎(𝑥𝑥))2                                   𝑎𝑎(𝑥𝑥) ≠ 0 

 :قوانين الاشتقاق 

′(𝑥𝑥𝑛𝑛 )               دالة كثير حدود             -1  =  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 

    ]  فان الدالة المركبة                  ]a  b  قابلة للاشتقاق على المجال   f-إذا كانت الدالة  2

𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁∗         𝑥𝑥 →   (𝑓𝑓(𝑥𝑥))𝑛𝑛  : ]  ولدينا ]a  b  قابلة للاشتقاق على المجال      

((𝑓𝑓(𝑥𝑥))𝑛𝑛)′ = (𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥))′ =  𝑛𝑛   𝑓𝑓′(𝑥𝑥)  𝑓𝑓𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) 

𝑥𝑥 فان الدالة       D قابلة للاشتقاق على المجال  fإذا كانت      -3 → �𝑓𝑓(𝑥𝑥)  قابلة للاشتقاق على المجال  D 
 :ودالتها المشتقة 

��f(x)�
′

=
f ′(x)

2�f(x)
 

   (sin𝑓𝑓(𝑥𝑥))′ = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)  cos 𝑓𝑓(𝑥𝑥)                                                                   − 4    

(cos 𝑓𝑓(𝑥𝑥))′ = −𝑓𝑓′(𝑥𝑥)  sin 𝑓𝑓(𝑥𝑥)                                                                                − 5 



 

                                                                                            53 
 

 : اوجد مشتق الدوال التالية :مثال 

𝒙𝒙𝟓𝟓 − 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏        (𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝒙𝒙) + (𝟓𝟓𝒙𝒙 + 𝟐𝟐)         
𝒙𝒙 + 𝟐𝟐
𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏

            

�𝒙𝒙𝟓𝟓 + 𝟐𝟐𝒙𝒙� �𝟑𝟑√𝒙𝒙�               √𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟔𝟔               (𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟓𝟓𝒙𝒙)𝟑𝟑  

𝒆𝒆𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 √𝒙𝒙              𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓)                𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 �
𝒙𝒙
𝟑𝟑
− 𝟏𝟏� 

 

 3 :الحل 

(𝟐𝟐𝟓𝟓 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)′  = 𝟓𝟓𝟐𝟐𝟒𝟒 + 𝟒𝟒𝒙𝒙         

�(2x2 + 4x) + (5x + 2)�′ = (2x2 + 4x)′ + (5x + 2)′ = 4x + 9                       

� 𝑥𝑥+2
3𝑥𝑥2+1

�
′

= (𝑥𝑥+2)′ �3𝑥𝑥2+1�−(𝑥𝑥+2)(3𝑥𝑥2+1)′

(3𝑥𝑥2+1)2   

� 𝑥𝑥+2
3𝑥𝑥2+1 

�
′

= �3𝑥𝑥2+1�−6𝑥𝑥(𝑥𝑥+2)
(3𝑥𝑥2+1)2 = −3𝑥𝑥2−12𝑥𝑥+1

(3𝑥𝑥2+1)2   

 

((𝒙𝒙𝟓𝟓 + 𝟐𝟐𝒙𝒙)(𝟑𝟑√𝒙𝒙))′ = (𝒙𝒙𝟓𝟓 + 𝟐𝟐𝒙𝒙)′ �𝟑𝟑√𝒙𝒙� + (𝒙𝒙𝟓𝟓 + 𝟐𝟐𝒙𝒙)(𝟑𝟑√𝒙𝒙)′   

((𝒙𝒙𝟓𝟓 + 𝟐𝟐𝒙𝒙)(𝟑𝟑√𝒙𝒙))′ = (𝟓𝟓𝒙𝒙𝟒𝟒 + 𝟐𝟐)�𝟑𝟑√𝒙𝒙� + �𝒙𝒙𝟓𝟓 + 𝟐𝟐𝒙𝒙� � 𝟑𝟑
𝟐𝟐√𝒙𝒙

�  

(√𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟔𝟔)′ = (𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟔𝟔)′

𝟐𝟐√𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟔𝟔
= 𝟐𝟐

𝟐𝟐√𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟔𝟔
= 𝟏𝟏

√𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟔𝟔
  

((𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟓𝟓𝒙𝒙)𝟑𝟑)′ = 𝟑𝟑(𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟓𝟓𝒙𝒙)′(𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟓𝟓𝒙𝒙)𝟐𝟐  

((𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟓𝟓𝒙𝒙)𝟑𝟑)′ = 𝟑𝟑(𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟓𝟓)(𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟓𝟓𝒙𝒙)𝟐𝟐  

(𝒆𝒆𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄√𝒙𝒙)′ = (𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄√𝒙𝒙)′ 𝒆𝒆𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄√𝒙𝒙 = −𝟏𝟏
𝟐𝟐√𝒙𝒙

    𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏√𝒙𝒙    𝒆𝒆𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄√𝒙𝒙  

(𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓))′ = −(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓)′ 𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓)  = −𝟐𝟐𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓)  

�𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 �𝒙𝒙
𝟑𝟑
− 𝟏𝟏��

′
=  �𝒙𝒙

𝟑𝟑
− 𝟏𝟏�

′
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 �𝒙𝒙

𝟑𝟑
− 𝟏𝟏�  

�𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 �𝒙𝒙
𝟑𝟑
− 𝟏𝟏��

′
=  𝟏𝟏

𝟑𝟑
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 �𝒙𝒙

𝟑𝟑
− 𝟏𝟏�  
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 ’Hôpital (L ( :طريقة لوبيتال 

∞�تطبق هذه  الطريقة لإزالة عدم التعيين من الشكل        
∞
� 0 �  او   

0
�    

  وكل منهما g(x) تساوي نهاية f(x) , ونهاية  Dدالتين معرفتين و  قابلتين للاشتقاق على المجال f(x) و g(x) لتكن  
يساوي الصفر او المالانهاية عندها يمكننا استعمال طريقة  لوبيتال لإزالة عدم التعيين وذلك باشتقاق كل من البسط والمقام  

lim
x→x0

f(x)
g(x)

=  
0
0

      ν  
∞
∞

 

 :فان 

lim
x→x0

f(x)
g(x)

=  lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

f ′(x)
g′(x)

 

   

  احسب النهايات التالية باستعمال طريقة لوبيتال :مثال 

lim
𝑥𝑥→0

(
sin 5x

3x
)       lim

x→0
(

ex − 1
x2 + x

)      lim
x→+∞

x2e−x             lim
x→0

x Lnx     

 :الحل 

∗ lim𝑥𝑥→0( sin 5x
3x

)              (0
0
  ح ع ت (

lim𝑥𝑥→0( sin 5x
3x

) = limx→0
5cos 5x

3
= 5

3
                

∗ limx→0( ex−1
x2+x

)       ( 0
0
   ح ع ت (

limx→0( ex−1
x2+x

)  = limx→0
ex

2x+1
= 1   

∗ lim
      x→0

x Lnx            (0.∞)  ح ع ت 

lim
𝑥𝑥→0

   (
Ln x

1
x

  )          
∞
∞

           ح ع ت  

lim        𝑥𝑥→0

1
𝑥𝑥
−1
𝑥𝑥2

   = lim𝑥𝑥→0       𝑥𝑥
2

−𝑥𝑥
=  lim𝑥𝑥→0    (  −𝑥𝑥) = 0  

 

f إذا كان      :نتيجة  ′(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎′(𝑥𝑥) =     x0  يحققان شروط طريقة لوبيتال في جوار النقطة  0

 :فان 

lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓
𝑎𝑎

= lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓′

𝑎𝑎′
= lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓′′

𝑎𝑎′′
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            : احسب النهاية التالية  : مثال

lim𝑥𝑥→0
sin x−x

xsinx
  

 ƴҸƵǚ: 

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(
𝒙𝒙→𝟎𝟎

𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝒙𝒙 − 𝒙𝒙
𝒙𝒙𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏𝒙𝒙

)
       

           �
𝟎𝟎
𝟎𝟎�

 حالة عدم التعيين من الشكل 

لإزالتها نطبق طريقة لوبيتال  

lim
x→0

�
(sinx − x)′

(xsinx)′ � = lim
x→0

�
cosx − 1

sinx + xcosx
�             � 

0
0�

  حالة عدم التعيين اخرى من الشكل 

لإزالتها نطبق للمرة الثانية طريقة لوبيتال 

lim
𝑥𝑥→0

�
(cosx − 1)′

(sinx + xcosx)′ �
= lim

x→0
�

−sinx
cosx + cosx + x(−sinx)

� = lim
x→0

�
− sinx

2 cos x − xsinx
� = 0 

𝑥𝑥0 طريقة لوبيتال صحيحة في حالة التي تكون فيها        :نتيجة  = ∞ 

∗  :                                                                             مثال  limx→+∞ x2e−x   ح ع ت     (∞.0)            
                       

limx→+∞ x2e−x = lim𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑥𝑥
         ∞

∞
             ح ع ت 

لإزالتها نطبق طريقة لوبيتال  

lim𝑥𝑥→+∞
2x
ex                 ∞

∞
    ح ع ت 

لإزالة حالة عدم التعيين نطبق للمرة الثانية طريقة لوبيتال 

lim
𝑥𝑥→+∞

2
ex = 0 

 :تطبيق الاشتقاق على مفهوم القيمة الحدية العظمى و الصغرى 

 :إيجاد القيم الحدية العظمى و الصغرى باستخدام المشتقة الأولى  -1

ɪ ɪ حيث      معرفة وقابلة للاشتقاق على المجالfلتكن الدالة   :تعريف  ⊂ 𝑅𝑅  ,  f ′  دالتها المشتقة   

 -إذا انعدمت الدالة المشتقة وغيرت من إشارتها  نقول انه توجد قيمة حدية عظمى أو صغرى 

 : إذا كان a على المجال ɪ عند النقطة f قيمة حدية عظمى للدالة  f(a) -تكون  

∀ 𝑥𝑥 ∈  ɪ   𝑓𝑓(𝑎𝑎) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

 : إذا كان a على المجال ɪ عند النقطة  f  قيمة حدية صغرى للدالة  f(a) -تكون 

∀ 𝑥𝑥 ∈  ɪ   𝑓𝑓(𝑎𝑎) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
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 :  حيث f لتكن الدالة  : 1مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 − 1                   𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅 

  : -دراسة إشارة الدالة المشتقة 

f ′(x) = 2𝑥𝑥 + 4 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 ⇒ 2𝑥𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = −2 

x -∞ -2 +∞ 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) -  + 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)   

 
F(-2) 

 
 

 

 توجد قيمة حدية صغرى  x=-2عند النقطة  

F(-2)=-5     هي قيمة حدية صغرى عند النقطة  x=-2 

 : حيث f لتكن الدالة  : 2مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3                   𝐷𝐷𝑓𝑓 = 𝑅𝑅 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2  

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0   ⇒   𝑥𝑥 = 0 

 

 -∞ 0    +∞ 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥)                               +                                    + 

                   f  
 
 

 

 

                                                                                                                                                                                                                    
𝑓𝑓′(𝑥𝑥)  انعدمت عند النقطة    x=0  لكنها لم تغير إشارتها 

صغرى ولا عظمى   توجد قيم حدية لا  لا:إذن 

 

 :  حيث R معرفة على f لتكن الدالة : 3مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥3 + 3
2
𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 + 3                                                                     

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥2 +
6
2
𝑥𝑥 + 6       ⇒  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 6 
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𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 ⇒   −3𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 6 = 0   

∆= 9 − 4(−3)(6)   = 81 > 0                                          

�
𝑥𝑥1 = −3−9

−6

𝑥𝑥2 = −3+9
−6

� ⇒ � 𝑥𝑥1 = 2        
𝑥𝑥2 = −1       

�  

 :جدول الإشارة 

+∞ 2 -1 -∞  
-                +               -               f ′(𝑥𝑥) 

 13 
 

       
 
−1
2

 

 
F                

 

 

 𝑓𝑓(−1) = −1
2

  x=-1   قيمة حدية صغرى عند النقطة   

 𝑓𝑓(2) =  x=2  قيمة حدية عظمى عند النقطة   13

 

 :إيجاد القيم الحدية العظمى و الصغرى باستخدام المشتقة الثانية  -2

 : بإتباع مايلي ) عظمى او صغرى(يمكن استخدام المشتقة الثانية للدالة لمعرفة نوع القيم الحدية  :تعريف 

1)    f ′′ (𝑥𝑥)  < 0      ⇒         تحدب قيمة حدية عظمى    

2)   f ′′ (𝑥𝑥)  > 0   ⇒            تقعر قيمة حدية صغرى       

3)   f ′′ (𝑥𝑥)  < 0    ⇒      هذه الطريقة لا تصلح نلجا الى اشارة المشتقة الاولى     

 

 

 :باستخدام المشتقة الثانية إن أمكن تحديد القيم الحدية الصغرى و العظمى للدوال التالية  :مثال 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = −𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟔𝟔𝒙𝒙 − 𝟏𝟏                𝒈𝒈(𝒙𝒙) =  𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟗𝟗𝒙𝒙        

                         𝒄𝒄(𝒙𝒙) =  𝟒𝟒 − (𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟒𝟒                 𝒉𝒉(𝒙𝒙) =    𝒙𝒙 − 𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐

   

 ƴҸƵǚ: 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = −𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟔𝟔𝒙𝒙 − 𝟏𝟏  

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −6𝑥𝑥 + 6  

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0   ⇒ −6𝑥𝑥 + 6 = 0  ⇒   𝑥𝑥 = 1  ⇒   𝑓𝑓(1) = 2 
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 F  ҒǉӨҳ ҒƺǊƫ ƴ� Ƭҗ (+2)  ҒƖ ƬƾƵǚ ӨƾƝ x=1 

   (ƔƬƧ � ﬞ ǛƇǟǚ ӨǉӨҸҚƵ   )      𝑓𝑓′′ (𝑥𝑥) = −6  ⇒   𝑓𝑓′′ (1) = −6  < 0 

(+2)   ҒƖ ƬƾƵǚ ӨƾƝ ǆƺƚ Ɲ ҒǉӨҳ ҒƺǊƫ ǈǁ   x=1 

  𝒈𝒈(𝒙𝒙) =  𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟗𝟗𝒙𝒙  

g′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 − 9  

g′(𝑥𝑥) = 0   ⇒ 3𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 − 9 = 0  

∆= 36 − 4(3)(−9) = 144 > 0 

�
𝑥𝑥1 =

6 − 12
6

𝑥𝑥2 =
6 + 12

6

�  ⇒  �
𝑥𝑥1 =

−6
6

= −1   ⇒ 𝑓𝑓(−1) = 5

𝑥𝑥2 =
18
6

= 3 ⇒ 𝑓𝑓(3) = −27
� 

g  (27-) و  (5)   تقبل قيمتين حديتين 

g′(𝑥𝑥) = 6𝑥𝑥 − 6 

𝑎𝑎′′ (−1) = −6 − 6 = −12 < 0 

𝑎𝑎′′ (3) = 6(3) − 6 = 12 > 0 

g ǆƺƚ Ɲ ҒǉӨҳ ҒƺǊƫ ƴ� Ƭҗ (5)  ҒƖ ƬƾƵǚ ӨƾƝ x=-1 

   g ǅ�ƤƋ  ҒǉӨҳ ҒƺǊƫ ƴ� Ƭҗ (-27) ҒƖ ƬƾƵǚ ӨƾƝ  x=3  

 

𝒄𝒄(𝒙𝒙) =  𝟒𝟒 − (𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟒𝟒    

𝒄𝒄′(𝒙𝒙) = −𝟒𝟒(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟑𝟑  

𝒄𝒄′(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎   ⇒ 𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝒙𝒙 = −𝟏𝟏  ⇒ 𝒇𝒇(−𝟏𝟏) = 𝟒𝟒  

S  ҒǉӨҳ ҒƺǊƫ ƴ� Ƭҗ (4)  ҒƖ ƬƾƵǚ ӨƾƝ x=-1 

𝑺𝑺′′ (𝒙𝒙) = −𝟏𝟏𝟐𝟐(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)𝟐𝟐  

𝑺𝑺′′ (−𝟏𝟏) = 𝟎𝟎  

′′Sلا يمكن تحديد إشارة        هذه الطريقة ليست صالحة نلجا الى اشارة المشتقة الاولى (1−)

+∞ -1 -∞  
- + S′(𝑥𝑥) 

 4 
 

 

S(x)                     
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S(-1)=4   هي قيمة حدية عظمى عند النقطة x=-1 

 𝒉𝒉(𝒙𝒙) =    𝒙𝒙 − 𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐

  

h′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 4𝑥𝑥−2)′   

h′(𝑥𝑥) = 1 + 8𝑥𝑥−3  = 1 + 8
𝑥𝑥3  

h′(𝑥𝑥) = 0   ⇒ 1 + 8
𝑥𝑥3 = 0     ⇒ 8

𝑥𝑥3 = −1  

                                                     ⇒  −𝑥𝑥3 = 8 ⇒ 𝑥𝑥 = 2  ⇒ 𝑓𝑓(−2) = −3  

 هي قيمة حدية     ,لتحديد هل هي عظمى أو صغرى نحسب المشتقة الثانية (3-)

h′(𝑥𝑥) = (1 + 8𝑥𝑥−3)′ = −24 x−4 = −24
x4   

ℎ′′ (−2) = −24
(−2)4 = −24

16
 < 0  

h (-2)=-3  قيمة حدية عظمى عند النقطة x=-2  

h كقيمة حدية عظمى عند النقطة  (3-) تقبل x=-2 

 

  :المشتقات المتعاقبة 

  دالتها المشتقة  ′𝑓𝑓  و   R دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال ɪ  من f  :تعريف 

fإذا كانت     f)  هي الاخرى قابلة للاشتقاق على المجال  ɪ  فإنها تقبل دالة مشتقة لها    ′ ′′𝑓𝑓)   ونرمز لها بالرمز   ′(′ )    
و تسمى الدالة المشتقة الثانية  

′′𝑓𝑓) إذا كانت     ′′𝑓𝑓)  هي الاخرى قابلة للاشتقاق على المجال ɪ فإنها تقبل دالة مشتقة لها      (   ونرمز لها بالرمز     ′(
𝑓𝑓(3)    وتسمى الدالة المشتقة الثالثة للدالة  f  

  حيث تسمى الدوال fوهكذا بنفس الطريقة يمكن تعيين المشتقات الأخرى للدالة  

 f ′  , 𝑓𝑓′′    ,  𝑓𝑓(3)   ...𝑓𝑓(𝑛𝑛)   المشتقات المتتابعة للدالة    f  

(𝑓𝑓(𝑛𝑛−1))′ =  𝑓𝑓(𝑛𝑛) 

 Ғƚ ҳǡƹ:       f n   ≠   f (n) حيث       :      f n  القوى النونية للدالة      f    

                                                   f (n)  هي الدالة المشتقة النونية للدالة   f 

 : مرة على المجال   ɪ فان n  دالة قابلة للاشتقاق  f  :ملاحظة 

f (0) = 𝑓𝑓   

∀ 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁       𝑓𝑓(𝑛𝑛+1) = (𝑓𝑓(𝑛𝑛))′  
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 ƳǛҢƹ1 :  لتكن الدالة f  المعرفة على R حيث  : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥3 − 5𝑥𝑥2 + 10𝑥𝑥 

  f -احسب المشتقات المتتابعة للدالة  

  :الحل 

 f  دالة كثير حدود قابلة للاشتقاق على R  

f ′(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥3 + 9x2 − 10x + 10 

 𝑓𝑓′      قابلة  للاشتقاق علىR ودالتها المشتقة هي : 

f ′′ (𝑥𝑥) = 12𝑥𝑥2 + 18x − 10 

 𝑓𝑓′′  قابلة للاشتقاق على   R ودالتها المشتقة هي : 

f (3)(𝑥𝑥) = 24𝑥𝑥 + 18 

 f  : ودالتها المشتقة هي R  قابلة للاشتقاق على (3)

f (4)(𝑥𝑥) = 24 

                                                                                                                                                                                                                         
𝑓𝑓(4) قابلة للاشتقاق ودالتها المشتقة هي  :   

f (5)(𝑥𝑥) = 0 

   :ومنه 

                                                    f (n)(𝑥𝑥) = 0           ∀𝑛𝑛 ≥ 5  

 : كمايلي R   المعرفة على f لتكن الدالة  : 2مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos 𝑥𝑥 

f           -عين الدوال المشتقة المتتابعة  (5) ,  𝑓𝑓(4),  𝑓𝑓(3),   𝑓𝑓′′ , 𝑓𝑓′ 

f  عبارة      n -استنتج حسب قيم العدد الطبيعي   (n)(𝑥𝑥)  المشتقة ذات الرتبة   n 

 R معرفة وقابلة للاشتقاق على f   :الحل 

f ′(𝑥𝑥) = − sin 𝑥𝑥 

𝑓𝑓′′ (𝑥𝑥) = − cos 𝑥𝑥 

𝑓𝑓(3)(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 

𝑓𝑓(4)(𝑥𝑥) = cos 𝑥𝑥 

𝑓𝑓(5)(𝑥𝑥) = − sin 𝑥𝑥 
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  :نميز حالتين 

 n=2k+1        ) الرتبة فردية ( فردي n  لما  :الحالة الأولى 

𝒇𝒇(𝒏𝒏)(𝒙𝒙) = 𝒇𝒇(𝟐𝟐𝒌𝒌+𝟏𝟏)(𝒙𝒙) = (−𝟏𝟏)𝒌𝒌+𝟏𝟏 𝐬𝐬𝐥𝐥𝐧𝐧 𝒙𝒙 

𝒌𝒌 = 𝟎𝟎  ⇒ 𝒇𝒇(𝟏𝟏)(𝒙𝒙) = (−𝟏𝟏)𝟏𝟏+𝟎𝟎𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝒙𝒙 = −𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝒙𝒙 

                            K=2  ⇒  𝒇𝒇(𝟓𝟓)(𝒙𝒙) = (−𝟏𝟏)𝟐𝟐+𝟏𝟏𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝒙𝒙 = −𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝒙𝒙 

   

 n=2k       )الرتبة زوجية ( زوجي   nلما  : الحالة الثانية 

𝑘𝑘 = 0 ⇒  𝑓𝑓(0)          غير موجود       

f (n)(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓2𝑘𝑘(𝑥𝑥) = (−1)𝑘𝑘  𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿 𝑥𝑥                              𝑘𝑘 ≠ 0 

𝑘𝑘 = 1 ⇒ 𝑓𝑓(2)(𝑥𝑥) = − cos 𝑥𝑥  

𝑘𝑘 = 2 ⇒ 𝑓𝑓(4)(𝑥𝑥) = (−1)2 cos 𝑥𝑥 = cos 𝑥𝑥 

 ƳǛҢƹ3 :   ҒƵǚӨƵǚ ƼƲҚƵ f   ǆƶƝ ҒƧ�ƞƹ R∗    ҜǊҳ: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1
𝑥𝑥

 

      Ғƞ� ǛҚҚƺƵǚ ҒƬҚƈƺƵǚ ƳǚǃӨƵǚ Өүǃǚ- f (5) , f (4), f (3) , f ′′ , f ′ 

  ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƸǊƫ � Ƅҳ ҮҚƾҚƃǚ- n  � ﬞ Ǜ� Ɲ   f (n)(𝑥𝑥)     Ғ� җ�Ƶǚ ғ ǚө ҒƬҚƈƺƵǚ     n 

       ҒҰҚƾҚƄƺƵǚ � ﬞ Ǜ� ƞƵǚ ҒҸƋ  Ɯүǚ�ҚƵǛ�  Ƽǁ � � - f (n)(𝑥𝑥)    

 :الحل 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥−1  

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −1𝑥𝑥−2 = −1! 𝑥𝑥−2 

 𝑓𝑓′′ (𝑥𝑥) = (−1)(−2)𝑥𝑥−3 = 1 × 2𝑥𝑥−3 = 2! 𝑥𝑥−3 

𝑓𝑓(3)(𝑥𝑥) = 1 × 2 × (−3) × 𝑥𝑥−4 = (−1) × 1 × 2 × 3 × 𝑥𝑥−4 = −3! 𝑥𝑥−4      

𝑓𝑓(4)(𝑥𝑥) = 1 × 2 × 3 × 4 × 𝑥𝑥−5 = 4! 𝑥𝑥−5  

 

𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥) =   (−1)𝑛𝑛   𝑛𝑛!  𝑥𝑥−𝑛𝑛−1 =   
(−1)𝑛𝑛  𝑛𝑛!
𝑥𝑥𝑛𝑛+1    

    � ﬞ Ǜ� Ɲ ҒҸƋ  ǆƶƝ Ɯүǚ�ҚƵǛ�  Ƽǁ � � ƽ- 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥) 
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    ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƴүǚ Ƽƹ ҒҸǊҸƋ  � ﬞ Ǜ� ƞƵǚ ƻǐ ƪ ƬҸҚƽ* n = 1   

f ′(𝑥𝑥) =
(−1)11!
𝑥𝑥2 = − x−2 

 

  ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƴүǚ Ƽƹ ҒҸǊҸƋ  � ﬞ Ǜ� ƞƵǚ ƻǐ ƍ �ƨƽ*n 

f (n)(𝑥𝑥)   =    
(−1)𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑥𝑥𝑛𝑛+1  

  ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƴүǚ Ƽƹ ҒҸǊҸƋ  � ﬞ Ǜ� ƞƵǚ ƻǐ Ƽǁ � � ƾƵǃ* n+1  

f (n+1)(𝑥𝑥) =
(−1)𝑛𝑛+1(𝑛𝑛 + 1)!

𝑥𝑥𝑛𝑛+2  

f (n+1)(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥)�
′

=  �
(−1)𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 �

′

=
−(−1)𝑛𝑛𝑛𝑛! (𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑛𝑛+1 𝑥𝑥𝑛𝑛+1  

f (n+1)(𝑥𝑥) =
(−1)𝑛𝑛+1(𝑛𝑛 + 1)! 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑛𝑛    𝑥𝑥   𝑥𝑥𝑛𝑛+1   =
(−1)𝑛𝑛+1(𝑛𝑛 + 1)!

𝑥𝑥𝑛𝑛+2  

  ҒҸǊҸƋ  ҒҰҚƾҚƄƺƵǚ � ﬞ Ǜ� ƞƵǚ ǀ ƾƹǃ

ҒƵǚӨƵǚ ƼƲҚƵ  f     ǈƧ ҒƧ�ƞƹ 𝑅𝑅 : 4مثال  − {2} ҜǊҳ  : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1

2 − 𝑥𝑥
= (2 − 𝑥𝑥)−1 

      Ғƞ� ǛҚҚƺƵǚ ҒƬҚƈƺƵǚ ƳǚǃӨƵǚ Өүǃǚ-  f (4), f (3) , f ′′ , f ′ 

  ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƸǊƫ � Ƅҳ ҮҚƾҚƃǚ- n  � ﬞ Ǜ� Ɲ   f (n)(𝑥𝑥)     Ғ� җ�Ƶǚ ғ ǚө ҒƬҚƈƺƵǚ     n 

       ҒҰҚƾҚƄƺƵǚ � ﬞ Ǜ� ƞƵǚ ҒҸƋ  Ɯүǚ�ҚƵǛ�  Ƽǁ � � - f (n)(𝑥𝑥)    

 :الحل 

𝐟𝐟′(𝒙𝒙) = (−𝟏𝟏)(−𝟏𝟏)(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟏𝟏 = (𝟐𝟐 − 𝟐𝟐)−𝟐𝟐  

𝒇𝒇′′ (𝒙𝒙) = (−𝟐𝟐)(−𝟏𝟏)(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟑𝟑  = 𝟐𝟐 × 𝟏𝟏 × (𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟑𝟑 = 𝟐𝟐! (𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟑𝟑  

𝒇𝒇(𝟑𝟑)(𝒙𝒙) = 𝟐𝟐 × 𝟏𝟏 × (−𝟑𝟑) × (−𝟏𝟏)(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟒𝟒 = 𝟏𝟏 × 𝟐𝟐 × 𝟑𝟑(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟒𝟒     = 𝟑𝟑! (𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟒𝟒 

𝒇𝒇(𝟒𝟒)(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏 × 𝟐𝟐 × 𝟑𝟑 × (−𝟒𝟒)(−𝟏𝟏)(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟓𝟓 = 𝟏𝟏 × 𝟐𝟐 × 𝟑𝟑 × 𝟒𝟒(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟓𝟓 = 𝟒𝟒! (𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝟓𝟓 

 

𝒇𝒇(𝒏𝒏)(𝒙𝒙) = 𝒏𝒏! (𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)−𝒏𝒏−𝟏𝟏  ⇒ 𝒇𝒇(𝒏𝒏)(𝒙𝒙) =
𝒏𝒏!

(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟏𝟏 
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    � ﬞ Ǜ� Ɲ ҒҸƋ  ǆƶƝ Ɯүǚ�ҚƵǛ�  Ƽǁ � � ƽ- 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥) 

    ǈƞǊ� Ɩ Ƶǚ əӨƞƵǚ ƴүǚ Ƽƹ ҒҸǊҸƋ  � ﬞ Ǜ� ƞƵǚ ƻǐ ƪ ƬҸҚƽ* n = 1  

𝒇𝒇′(𝒙𝒙) =
𝟏𝟏!

(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝟐𝟐
= (𝟐𝟐 −  صحيحة          𝟐𝟐−(𝟐𝟐

  nنفرض أن العبارة صحيحة من اجل العدد الطبيعي   *

𝐟𝐟(𝐧𝐧)(𝒙𝒙) =
𝒏𝒏!

(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟏𝟏 

 n+1من اجل العدد الطبيعي   ولنبرهن أن العبارة صحيحة *

𝐟𝐟(𝐧𝐧+𝟏𝟏) =
(𝐧𝐧 + 𝟏𝟏)!

(𝟐𝟐 − 𝟐𝟐)𝐧𝐧+𝟐𝟐 

𝒇𝒇(𝒏𝒏+𝟏𝟏)(𝒙𝒙) = (𝒇𝒇(𝒏𝒏))′ = �
𝒏𝒏!

(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟏𝟏�
′

 

𝒇𝒇(𝒏𝒏+𝟏𝟏)(𝒙𝒙) =
−𝒏𝒏! (𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)(−𝟏𝟏)(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏

((𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟏𝟏)𝟐𝟐
=
𝒏𝒏! (𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏

((𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟏𝟏)𝟐𝟐
 

𝒇𝒇(𝒏𝒏+𝟏𝟏)(𝒙𝒙) =
(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)! (𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏

(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟏𝟏  (𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟏𝟏 =
(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)! (𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏

(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟏𝟏 =
(𝒏𝒏 + 𝟏𝟏)!

(𝟐𝟐 − 𝒙𝒙)𝒏𝒏+𝟐𝟐 

 ومنه العلاقة المستنتجة صحيحة

𝑓𝑓(𝑥𝑥)                 : حيث fلتكن الدالة   :مثال  = 𝑥𝑥𝐿𝐿𝑥𝑥                    

 f -احسب المشتقات المتتابعة للدالة 

𝑓𝑓(4),     𝑓𝑓(3    ),      𝑓𝑓′′   , 𝑓𝑓′  

f عبارة   n -استنتج حسب قيم العدد الطبيعي  (n)(𝑥𝑥)  المشتقة ذات الرتبة  n  

 -برهن بالتراجع صحة العبارة المستنتجة  

  :الحل 

                                  𝒇𝒇′(𝒙𝒙) = 𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒙𝒙 = 𝒆𝒆𝒙𝒙(𝟏𝟏 + 𝒙𝒙)  

𝒇𝒇′′ (𝒙𝒙) = 𝒆𝒆𝒙𝒙(𝟏𝟏 + 𝒙𝒙) + 𝒆𝒆𝒙𝒙 = 𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒆𝒆𝒙𝒙 = (𝟐𝟐 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙 

𝒇𝒇(𝟑𝟑)(𝒙𝒙) = 𝒆𝒆𝒙𝒙 + (𝟐𝟐 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙 = 𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝟐𝟐𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒙𝒙 = (𝟑𝟑 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙 

                           𝒇𝒇(𝟒𝟒)(𝒙𝒙) = 𝒆𝒆𝒙𝒙 + (𝟑𝟑 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙 = (𝟒𝟒 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙  

                             ⋮   

                        𝒇𝒇(𝒏𝒏)(𝒙𝒙) = (𝒏𝒏 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙           ∀ 𝒏𝒏 ≥ 𝟏𝟏  
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   n=1 -نتحقق أن العلاقة صحيحة من اجل العدد الطبيعي 

𝐟𝐟(𝟏𝟏)(𝒙𝒙) = (𝟏𝟏 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙                  صحيحة  

  n -نفرض أن العلاقة صحيحة من اجل العدد الطبيعي 

𝒇𝒇(𝒏𝒏)(𝒙𝒙) = (𝒏𝒏 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙  

  ( n+1 -ولنبرهن أن العلاقة صحيحة من اجل العدد الطبيعي  )

𝐟𝐟(𝐧𝐧+𝟏𝟏)(𝒙𝒙) = (𝒏𝒏 + 𝟏𝟏 + 𝒙𝒙)𝒆𝒆𝒙𝒙 

𝑓𝑓(𝑛𝑛+1)(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥))′ = [(𝑛𝑛 + 𝑥𝑥)𝐿𝐿𝑥𝑥 ]′  

𝑓𝑓(𝑛𝑛+1)(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑥𝑥 + (𝑛𝑛 + 𝑥𝑥)𝐿𝐿𝑥𝑥 = (𝑛𝑛 + 1 + 𝑥𝑥)𝐿𝐿𝑥𝑥  

ومنه العلاقة صحيحة  

f (𝑛𝑛)(𝑥𝑥) = (𝑛𝑛 + 𝑥𝑥)𝐿𝐿𝑥𝑥  
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                                         تمارين مقترحة للفصل الرابع 

 :احسب مشتق الدوال التالية  :التمرين الأول 

(x2 + 2)𝐿𝐿𝑛𝑛2𝑥𝑥        �𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 1            𝐿𝐿
3

𝑥𝑥−1            (2𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥)4        4𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿(3𝑥𝑥) − 3𝐿𝐿𝑙𝑙𝑛𝑛(−𝑥𝑥) 

  

 : اوجد القيم الحدية ) العظمى و الصغرى( إن أمكن للدوال التالية :التمرين الثاني 

𝑥𝑥4 − 2x2                          x2 − 4x + 3                        x3 − 3x2 + 1                   2x3 

 

  : حيث g و    f  لتكن الدالتين:التمرين الثالث 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑙𝑙𝑛𝑛𝑥𝑥                  𝑎𝑎(𝑥𝑥) =
1

𝑥𝑥 − 1
 

 g  و f  للدالتين 5 إلى الرتبة 1 -عين الدوال المشتقة المتتابعة من الرتبة 

 nالمشتقة ذات الرتبة 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)         عبارة   n قيم العدد الطبيعي   حسب  -استنتج

 

  : المعرفة كمايلي g و f لتكن الدالتين :التمرين الرابع 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑎𝑎𝑥𝑥     𝑎𝑎 ≠ 0               𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 

  g و f للدالتين 5 إلى الرتبة 1 -عين المشتقات المتتابعة من الرتبة 

f عبارة المشتقة   n -استنتج حسب قيم  n(𝑥𝑥)      و    gn(𝑥𝑥)  ثم برهن بالتراجع صحة الاستنتاج 
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 الدوال الأصلية وحساب التكامل  :الفصل الخامس 

 :تعريف مفاهيم أساسية حول الدوال الأصلية 

 قابلة g وكانت R معرفتين على نفس المجال  ɪ من g و f لتكن لدينا دالتين عدديتين   :تعريف الدوال الأصلية لدالة عددية 
للاشتقاق على هذا المجال  

 : إذا كان f هي دالة أصلية للدالة  : gنقول أن 

∀ 𝑥𝑥 ∈  ɪ        f(x)  =  g′(x) 

 : حيث g  و f لتكن الدالتين :مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2                𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 

 f  دالة أصلية للدالة g -هل الدالة 

g′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 = f(x) 

 f  دالة أصلية للدالة  g  إذن

 : حيث g و f -نفس السؤال بالنسبة للدالتين 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2 sin 2𝑥𝑥                𝑎𝑎(𝑥𝑥) = cos 2𝑥𝑥 

𝑎𝑎′(𝑥𝑥) = −2 sin 2𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

 f  دالة أصلية للدالة  g  إذن

 تقبل عددا غير منته من الدوال الأصلية تكون من f على المجال  ɪ  فان الدالة f دالة أصلية للدالة g إذا كانت  :نظرية 
𝑐𝑐 هي دالة ثابتة                 :الشكل  ∶ 𝑎𝑎(𝑥𝑥)            حيث + 𝑐𝑐  

𝑎𝑎(𝑥𝑥) إذا كانت    :مثال  = sin 𝑥𝑥       هي دالة اصلية للدالة  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos 𝑥𝑥 فان الدوال الاصلية للدالة  f تكون من 
  (sinx+c)الشكل   

 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥∫ بالرمز         fنرمز لمجموعة الدوال الأصلية للدالة  

∫             :ونكتب  f(x)dx = 𝑎𝑎(𝑥𝑥) + 𝑐𝑐 

  تكامل غير محدود )ʃ (يسمى الرمز  

C  ثابت التكامل 

∫ولدينا أيضا الرمز         𝑓𝑓(𝑥𝑥)b
a dx  يسمى التكامل المحدود   

 : وكان λ عدد حقيقي غير معدوم فان R دالتين معرفتين على المجال ɪ من g و fإذا كانت  :خصائص التكامل غير محدود 

1) ∫(𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑎𝑎(𝑥𝑥))𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥  
2) ∫(𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎(𝑥𝑥))𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 
3) ∫(𝜆𝜆𝑓𝑓(𝑥𝑥)) = 𝜆𝜆 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 
4) ∫ 𝜆𝜆 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝜆𝜆𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 
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  :ملاحظة 

∗  �− f(x)𝑑𝑑𝑥𝑥 = −�𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 

∗  �(𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆)𝑑𝑑𝑥𝑥 = �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 + �𝜆𝜆𝑑𝑑𝑥𝑥 

 :طرق حساب التكاملات 

𝟏𝟏) �𝟐𝟐𝐧𝐧 𝒅𝒅𝒙𝒙 =
𝟏𝟏

𝒏𝒏 + 𝟏𝟏
      𝒙𝒙𝒏𝒏+𝟏𝟏 + 𝒄𝒄                𝒏𝒏 ≠ −𝟏𝟏 

  : احسب التكاملات التالية :مثال 

ɪ1 = �(3x2 + 2x)𝑑𝑑𝑥𝑥 = �3𝑥𝑥2 dx + � 2x dx 

ɪ1 = 3∫ 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 2∫ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 3 �1
3
𝑥𝑥3� + 2 �1

2
𝑥𝑥2� + 𝑐𝑐 = 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐  

 

ɪ2 = ∫(5𝑥𝑥2 − 8𝑥𝑥 + 3)𝑑𝑑𝑥𝑥 =  ∫ 5𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫ 8𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫ 3𝑑𝑑𝑥𝑥  

ɪ2 = 5∫ 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 − 8∫𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 3∫𝑑𝑑𝑥𝑥  

ɪ2 = 5 �1
3
𝑥𝑥3� − 8 �1

2
𝑥𝑥2� + 3𝑥𝑥 = 5

3
𝑥𝑥3 − 4𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  

 

ɪ3 = ∫ 𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 1)𝑑𝑑𝑥𝑥 =  ∫(𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥  

ɪ3 = ∫ 𝑥𝑥3 𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 =   1
4
𝑥𝑥4 − 1

2
𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐  

 

  :ملاحظة 

𝐬𝐬𝐥𝐥  𝐧𝐧 = −𝟏𝟏  ⇒ �𝟐𝟐−𝟏𝟏 𝐝𝐝𝟐𝟐 = �
𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝐝𝐝𝟐𝟐 = 𝐋𝐋𝐧𝐧|𝟐𝟐| + 𝐜𝐜 

𝒄𝒄𝒔𝒔 𝒏𝒏 = 𝟎𝟎  ⇒ �𝒙𝒙𝟎𝟎 𝒅𝒅𝒙𝒙 = �𝟏𝟏𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 

 

 

 



 

                                                                                            68 
 

𝟐𝟐) ∫ 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝐧𝐧
𝐝𝐝𝟐𝟐 = ∫ 𝟐𝟐−𝐧𝐧 𝐝𝐝𝟐𝟐 = 𝟐𝟐−𝐧𝐧+𝟏𝟏

−𝐧𝐧+𝟏𝟏
+ 𝐜𝐜  

  : احسب التكاملين التاليين :مثال 

ɪ1 = ∫(3x7 − 7
x2 + 2

x
)  𝑑𝑑𝑥𝑥  

ɪ𝟏𝟏 = 𝟑𝟑∫𝒙𝒙𝟕𝟕 𝒅𝒅𝒙𝒙 − 𝟕𝟕∫𝒙𝒙−𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒙𝒙 + 𝟐𝟐∫ 𝟏𝟏
𝒙𝒙
𝒅𝒅𝒙𝒙  

ɪ𝟏𝟏 = 𝟑𝟑 �𝟏𝟏
𝟑𝟑
𝒙𝒙𝟑𝟑� − 𝟕𝟕 �𝒙𝒙

−𝟏𝟏

−𝟏𝟏
� + 𝟐𝟐𝑳𝑳𝒏𝒏|𝒙𝒙| + 𝒄𝒄  

ɪ𝟏𝟏 = 𝟑𝟑
𝟑𝟑
𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟕𝟕

𝒙𝒙
+ 𝟐𝟐𝑳𝑳𝒏𝒏 |𝒙𝒙| + 𝒄𝒄  

 

ɪ𝟐𝟐 = �
𝟏𝟏
√𝒙𝒙𝒏𝒏 𝒅𝒅𝒙𝒙 = �

𝟏𝟏

𝒙𝒙
𝟏𝟏
𝒏𝒏
𝒅𝒅𝒙𝒙 = �𝒙𝒙

−𝟏𝟏
𝒏𝒏 𝒅𝒅𝒙𝒙              𝒏𝒏 ≠ 𝟎𝟎 

ɪ𝟐𝟐 =
𝟏𝟏

−𝟏𝟏
𝒏𝒏 + 𝟏𝟏

𝒙𝒙
−𝟏𝟏
𝒏𝒏 +𝟏𝟏 + 𝒄𝒄  =

𝟏𝟏
𝒏𝒏 − 𝟏𝟏
𝒏𝒏

 𝒙𝒙
𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒏𝒏 + 𝒄𝒄 

ɪ𝟐𝟐 =
𝒏𝒏

𝒏𝒏 − 𝟏𝟏
        𝒙𝒙

𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒏𝒏 + 𝒄𝒄 

 

𝟑𝟑) ∫ 𝐟𝐟′(𝟐𝟐) 𝐟𝐟𝐧𝐧(𝟐𝟐) 𝐝𝐝𝟐𝟐 =     𝐟𝐟
𝐧𝐧+𝟏𝟏(𝟐𝟐)
𝐧𝐧+𝟏𝟏

  +  𝐜𝐜  

 : احسب التكاملات التالية :مثال 

ɪ𝟏𝟏 = �𝟏𝟏𝟎𝟎𝟐𝟐  (𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟑𝟑)
𝟓𝟓
𝟐𝟐  𝐝𝐝𝟐𝟐 = �𝟓𝟓(𝟐𝟐𝟐𝟐)(𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟑𝟑)

𝟓𝟓
𝟐𝟐 𝐝𝐝𝟐𝟐 = 𝟓𝟓�𝐟𝐟′(𝟐𝟐)𝐟𝐟𝐧𝐧(𝟐𝟐)𝐝𝐝𝟐𝟐 

ɪ𝟏𝟏 = 𝟓𝟓�
(𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟑𝟑)

𝟕𝟕
𝟐𝟐

𝟕𝟕
𝟐𝟐

� + 𝒄𝒄  =  
𝟏𝟏𝟎𝟎
𝟕𝟕

 (𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟑𝟑)
𝟕𝟕
𝟐𝟐 + 𝒄𝒄  

ɪ𝟐𝟐 = ∫(𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟔𝟔)√𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑  𝒅𝒅𝒙𝒙 = ∫(𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟔𝟔)(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)
𝟏𝟏
𝟐𝟐  𝒅𝒅𝒙𝒙  

ɪ𝟐𝟐 = ∫𝟐𝟐(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)
𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒙𝒙 = ∫𝟐𝟐(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)

𝟑𝟑
𝟐𝟐  𝒅𝒅𝒙𝒙   

ɪ𝟐𝟐 =  ∫𝒇𝒇′(𝒙𝒙)𝒇𝒇𝒏𝒏(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙 =  (𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟑𝟑)
𝟑𝟑
𝟐𝟐+𝟏𝟏

𝟑𝟑
𝟐𝟐+𝟏𝟏

+ 𝒄𝒄 =  (𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟑𝟑)
𝟓𝟓
𝟐𝟐

𝟓𝟓
𝟐𝟐

+ 𝒄𝒄  

ɪ𝟐𝟐 = 𝟐𝟐
𝟓𝟓

(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)
𝟓𝟓
𝟐𝟐 + 𝒄𝒄   
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ɪ𝟑𝟑 = ∫(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)𝟓𝟓 𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 ∫ 𝟐𝟐(𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)𝟓𝟓 𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝟏𝟏

𝟐𝟐 ∫ 𝒇𝒇
′(𝒙𝒙)𝒇𝒇𝒏𝒏(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙  

ɪ𝟑𝟑 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐
�(𝟐𝟐𝒙𝒙+𝟑𝟑)𝟔𝟔

𝟔𝟔
� + 𝒄𝒄 =   𝟏𝟏

𝟏𝟏𝟐𝟐
 (𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)𝟔𝟔 + 𝒄𝒄  

 

ɪ𝟒𝟒 = ∫ �(𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟗𝟗)𝟕𝟕𝟑𝟑  𝒅𝒅𝒙𝒙 = ∫((𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟗𝟗)
𝟕𝟕
𝟑𝟑 𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝟏𝟏

𝟒𝟒 ∫𝟒𝟒(𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟗𝟗)
𝟕𝟕
𝟑𝟑 𝒅𝒅𝒙𝒙  

ɪ𝟒𝟒 =
𝟏𝟏
𝟒𝟒�

(𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟗𝟗)
𝟕𝟕
𝟑𝟑+𝟏𝟏

𝟕𝟕
𝟑𝟑 + 𝟏𝟏

� + 𝒄𝒄 =
𝟏𝟏
𝟒𝟒 (𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟗𝟗)

𝟏𝟏𝟎𝟎
𝟑𝟑

𝟏𝟏𝟎𝟎
𝟑𝟑

+ 𝒄𝒄 =
𝟑𝟑
𝟒𝟒𝟎𝟎

(𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟗𝟗)
𝟏𝟏𝟎𝟎
𝟑𝟑 + 𝒄𝒄 

 

𝟒𝟒) ∫ 𝒇𝒇′ (𝒙𝒙)
𝒇𝒇(𝒙𝒙)

 𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝑳𝑳𝒏𝒏 |𝒇𝒇(𝒙𝒙)| + 𝒄𝒄  

   احسب التكاملات التالية:مثال 

ɪ𝟏𝟏 = ∫ 𝐝𝐝𝟐𝟐
𝟐𝟐+𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝑳𝑳𝒏𝒏|𝒙𝒙 + 𝟐𝟐| + 𝒄𝒄  

ɪ𝟐𝟐 = ∫ 𝒅𝒅𝒙𝒙
𝟏𝟏−𝒙𝒙

𝒅𝒅𝒙𝒙 = −∫ −𝟏𝟏
𝟏𝟏−𝒙𝒙

 𝒅𝒅𝒙𝒙 = −𝑳𝑳𝒏𝒏|𝟏𝟏 − 𝒙𝒙| + 𝒄𝒄  

ɪ𝟑𝟑 = ∫ 𝒕𝒕𝒈𝒈 𝟓𝟓𝒙𝒙
𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒙𝒙 = ∫

 𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐

 𝒅𝒅𝒙𝒙 =  −𝟐𝟐
𝟓𝟓 ∫  

−𝟓𝟓𝟐𝟐𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐

 𝒅𝒅𝒙𝒙 = −𝟐𝟐
𝟓𝟓
𝑳𝑳𝒏𝒏 �𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝟓𝟓𝒙𝒙

𝟐𝟐
� + 𝒄𝒄  

ɪ𝟒𝟒 = ∫ 𝟏𝟏
𝒙𝒙 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙

𝒅𝒅𝒙𝒙 = ∫
𝟏𝟏
𝒙𝒙

𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙
 𝒅𝒅𝒙𝒙 = ∫ 𝒇𝒇′ (𝒙𝒙)

𝒇𝒇(𝒙𝒙)
𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝑳𝑳𝒏𝒏|𝑳𝑳𝒏𝒏𝒙𝒙| + 𝒄𝒄  

 

𝟓𝟓) 𝒇𝒇′(𝒙𝒙)  𝒆𝒆𝒇𝒇(𝒙𝒙) 𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝒆𝒆𝒇𝒇(𝒙𝒙)  + 𝒄𝒄  

 :احسب التكاملات التالية  :مثال 

ɪ1 = ∫ xex5 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 1
2 ∫2xex2 dx = 1

2
 ex2 + c  

ɪ2 = sin 𝑥𝑥 𝐿𝐿cos 𝑥𝑥  𝑑𝑑𝑥𝑥 = −∫− sin 𝑥𝑥  𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = −𝐿𝐿cos 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  

ɪ3 = ∫ 𝐿𝐿√𝑥𝑥

√𝑥𝑥
 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 2∫ 1

2√𝑥𝑥
𝐿𝐿√𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 2𝐿𝐿√𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  

ɪ4 = ∫ 1
𝐿𝐿4𝑥𝑥−3  𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝐿𝐿−4𝑥𝑥+3 𝑑𝑑𝑥𝑥 = − 1

4 ∫−4 𝐿𝐿−4𝑥𝑥+3  𝑑𝑑𝑥𝑥 = − 1
4

 𝐿𝐿−4𝑥𝑥+3 + 𝑐𝑐  
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 : ) تغيير المتغير ( -التكامل بالتعويض  6

  على المجال   f الدالة الاصلية ل F ولتكن  [ [a b دالة قابلة للاشتقاق على المجال  Uلتكن   

] [U(a) U(b)  

�U′(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑈𝑈(𝑥𝑥))𝑑𝑑𝑥𝑥 

F(U(x))      هي الدالة الاصلية للدالة U′(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑈𝑈(𝑥𝑥)) 

  :هذا يعني ان 

𝐼𝐼 = ∫U′(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑈𝑈(𝑥𝑥))𝑑𝑑𝑥𝑥     =    F(U(b))   -   F(U(a)) 

      t = U(x)      :نضع 

dt  =  𝑼𝑼′(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙 

𝑰𝑰 = �𝒇𝒇(𝒕𝒕)𝒅𝒅𝒕𝒕 

 : احسب التكاملات التالية :مثال 

ɪ1 = ∫ dx
2x−1

              

                                                                   𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 1 

                                                           𝑑𝑑𝑦𝑦 = 2𝑑𝑑𝑥𝑥      ⇒ 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝑦𝑦
2

 

ɪ1 = �
𝑑𝑑𝑦𝑦
2
𝑦𝑦

 = �
𝑑𝑑𝑦𝑦
2𝑦𝑦

 =  
1
2

 �
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑦𝑦

=  
1
2

 𝐿𝐿𝑛𝑛 |𝑦𝑦| + 𝑐𝑐 =
1
2

 𝐿𝐿𝑛𝑛 |2𝑥𝑥 − 1| + 𝑐𝑐 

ɪ2 = ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥
(3𝑥𝑥+2)2   

𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 + 2 

𝑑𝑑𝑦𝑦 = 3𝑑𝑑𝑥𝑥   ⇒ 𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑦𝑦
3

 

ɪ2 = ∫
𝑑𝑑𝑦𝑦
3
𝑦𝑦2   =  1

3
 ∫𝑦𝑦−2  𝑑𝑑𝑦𝑦 =  1

3
� 1
−1
� 𝑦𝑦−1 + 𝑐𝑐  

ɪ2 = − 1
3
𝑦𝑦−1 + 𝑐𝑐 = −1

3(3𝑥𝑥+2)
 + 𝑐𝑐  
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ɪ3 = ∫ cos 2𝑥𝑥  𝑑𝑑𝑥𝑥                                                                                                                     

𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 

                                                       𝑑𝑑𝑦𝑦 = 2𝑑𝑑𝑥𝑥     ⇒ 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝑦𝑦
2

 

ɪ3 = ∫ cos 𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑦𝑦
2

=  1
2

 ∫ cos𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑦𝑦 =  1
2

 sin𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 = 1
2

 sin 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  

 

 

ɪ4 = ∫3𝑥𝑥2 𝐿𝐿𝑥𝑥3  𝑑𝑑𝑥𝑥  

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥3 

                                                      𝑑𝑑𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥    ⇒ 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝑦𝑦
3𝑥𝑥2 

ɪ4 = ∫3𝑥𝑥2 𝐿𝐿𝑦𝑦  𝑑𝑑𝑦𝑦
3𝑥𝑥2  = ∫ 𝐿𝐿𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 = 𝐿𝐿𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐  

 

ɪ5 = ∫ 𝑥𝑥
√2𝑥𝑥2+3

 𝑑𝑑𝑥𝑥  

𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥2 + 3 

                                                       𝑑𝑑𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥  ⇒  𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝑦𝑦
4𝑥𝑥

 

ɪ5 = ∫ 𝑥𝑥

√𝑦𝑦
    𝑑𝑑𝑦𝑦

4𝑥𝑥
  =   1

4 ∫
𝑑𝑑𝑦𝑦

√𝑦𝑦
    =    1

2 ∫
𝑑𝑑𝑦𝑦

2√𝑦𝑦
  =   1

2�𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 = 1
2

 √2𝑥𝑥2 + 3  + 𝑐𝑐   

 :التكامل المحدود وخصائصه 

 : حيث [𝑎𝑎   𝑏𝑏] على المجال    f دالة أصلية للدالة gلتكن   :تعريف 

� f(x)
b

a

𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝑎𝑎(𝑥𝑥)]𝑎𝑎𝑏𝑏
  = 𝑎𝑎(𝑏𝑏) − 𝑎𝑎(𝑎𝑎)  

  [𝑎𝑎   𝑏𝑏] في المجال   fيسمى بتكامل الدالة  

 :  احسب التكاملات التالية :مثال 

             ɪ1 = ∫ (2𝑥𝑥 + 5)3
1 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 2∫ 𝑥𝑥3

1 𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫ 53
1 𝑑𝑑𝑥𝑥  

            ɪ1 = �2𝑥𝑥2

2
+ 5𝑥𝑥�

1

3
 = [𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥]1

3  

          ɪ1 = (9 + 15) − (1 + 5) = 24 − 6 = 18  
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ɪ2 = �(𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 + 1)
2

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = �𝑥𝑥2

2

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 + 3�𝑥𝑥
2

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 + �𝑑𝑑𝑥𝑥
2

0

 

ɪ2 = �
1
3
𝑥𝑥3 + 3�

𝑥𝑥2

2
� + 𝑥𝑥�

0

2

= �
𝑥𝑥3

3
+

3𝑥𝑥2

2
+ 𝑥𝑥�

0

2

 

ɪ2 = �
(2)3

3
+

3(2)2

2
+ 2� − 0 =

32
3

 

ɪ3 = �(𝑥𝑥4 +
2
3
𝑥𝑥2)

1

0

 𝑑𝑑𝑥𝑥 = �𝑥𝑥4

1

0

+
2
3
�𝑥𝑥2

1

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = �
1
5
𝑥𝑥5 +

2
3 �

1
3
𝑥𝑥3��

0

1

 

ɪ3 = �
𝑥𝑥5

5
+

2
9
𝑥𝑥3�

0

1

=
1
5

+
2
9
− 0 =

19
45

 

ɪ4 = �
𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝐿𝐿

1
𝐿𝐿

𝑑𝑑𝑥𝑥 = �
1
𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑥𝑥

𝐿𝐿

1
𝐿𝐿

𝑑𝑑𝑥𝑥 = �𝑓𝑓′   𝑓𝑓 = �
1
2

(𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥)2�1
𝐿𝐿

𝐿𝐿𝐿𝐿

1
𝐿𝐿

 

 

ɪ4 =
1
2

(𝐿𝐿𝑛𝑛𝐿𝐿)2 −
1
2 �
𝐿𝐿𝑛𝑛

1
𝐿𝐿�

2

=
1
2

(𝐿𝐿𝑛𝑛𝐿𝐿)2 −
1
2

(𝐿𝐿𝑛𝑛1 − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝐿𝐿) =
1
2
−

1
2

= 0 

   :ملاحظة 

التكامل المحدود هو عبارة عن عدد حقيقي موجب تماما أما التكامل غير محدود هو عبارة عن دالة بدلالة المتغير  -1
x 

 

2- ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑎𝑎 له معنى الا اذا كانت الدالة  f    معرفة ومستمرة على المجال [𝑎𝑎   𝑏𝑏]    

 

� f(x)
b

a

𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝑎𝑎(𝑥𝑥)]𝑎𝑎𝑏𝑏 = g(b) − g(a)                                                          − 3 
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 : عدد حقيقي فان c   وكان [𝑎𝑎   𝑏𝑏] معرفة و مستمرة على المجال     g وf إذا كانت الدالتين  :خواص التكامل المحدود 

1) ∫ (𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑎𝑎(𝑥𝑥))𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫ 𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 

2) ∫ (𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎(𝑥𝑥))𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫ 𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 

 
3) ∫ 𝑐𝑐 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑎𝑎  𝑑𝑑𝑥𝑥  

 
4) ∫ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝑓𝑓(𝑥𝑥)]𝑎𝑎𝑏𝑏  
 

5) ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑐𝑐

𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑        𝑎𝑎 ≤  𝑐𝑐 ≤     𝑏𝑏               (علاقة  شال )     

 
6) ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑎𝑎

𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 0 
 

7) ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 = −∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑎𝑎

𝑏𝑏 𝑑𝑑𝑥𝑥 

  : معرفة كمايلي f لتكن الدالة : 1مثال 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = � 2𝑥𝑥        𝐿𝐿𝑙𝑙          0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 2
𝑥𝑥2 + 1      𝐿𝐿𝑙𝑙      2 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 3

� 

∫ -احسب التكامل                  𝑓𝑓(𝑥𝑥)3
0 

 
    :الحل 

� f(x)
3

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = � 2𝑥𝑥
2

0

dx + �(x2 + 1)
3

2

dx 

� f(x)
3

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = �2 �
1
2
𝑥𝑥2��

0

2

+ �
1
3
𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥�

2

3

 

� f(x)
3

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝑥𝑥2]0
2 + �

1
3
𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥�

2

3

= 4 + ��
1
3

(27) + 3� − �
1
3

(8) + 2�� 

� f(x)
3

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = 4 + 12 −
14
3

=
34
3

 

 
 : احسب التكامل المحدود التالي : 2مثال 

�
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 2

4

−1

 

𝑥𝑥التكامل هذا ليس له معنى لان الدالة          → 1
𝑥𝑥−2

 x=2     غير معرفة عند النقطة    
  تنتمي إلى مجال التكامل  x=2و     
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 :تطبيقات التكامل في العلوم الاقتصادية 
 

← دالة التكاليف ←  تكامل دالة التكاليف الحدية   دالة التكاليف الحدية
 

← دالة الايراد ←  تكامل دالة ايراد الحدي  دالة الايراد الحدي
 

←  دالة الربح ← تكامل دالة الربح الحدي  دالة الربح الحدي
 
 
 

 : إذا كانت دالة التكلفة الحدية لإنتاج إحدى الشركات ممثلة بالعلاقة : 1 مثال 
C′(𝑥𝑥) = 30𝑥𝑥2 + 54x − 30 

 200علما ان التكاليف الثابتة هي 
 -اوجد دالة التكلفة الكلية 

  :الحل 
دالة التكلفة الكلية  =تكامل التكلفة الحدية  

𝐶𝐶(𝑥𝑥) = �𝐶𝐶′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = �(30𝑥𝑥2 + 54𝑥𝑥 − 30)𝑑𝑑𝑥𝑥 

𝐶𝐶(𝑥𝑥) = 30 �
1
3�
𝑥𝑥3 + 54 �

1
2
𝑥𝑥2� − 30𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

𝐶𝐶(𝑥𝑥) = 10𝑥𝑥3 + 27𝑥𝑥2 − 30𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 
 c=200حيث أن التكاليف الثابتة   

𝐶𝐶(𝑥𝑥) = 10x3 + 27x2 − 30𝑥𝑥 + 200 
 

 : إذا كانت دالة الإيراد الحدي لإنتاج إحدى الشركات ممثلة بالعلاقة : 2مثال 
R′(𝑥𝑥) = 60𝑥𝑥3 + 18x2 + 36 

علما أن الإيراد يساوي الصفر في حالة عدم بيع أي وحدة  
 -اوجد دالة الإيراد الكلي  

  :الحل 
دالة الإيراد الكلي  =تكامل دالة الإيراد الحدي  

𝑅𝑅(𝑥𝑥) = �𝑅𝑅′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 

𝑅𝑅(𝑥𝑥) = �(60𝑥𝑥3 + 18𝑥𝑥2 + 36)𝑑𝑑𝑥𝑥 

𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 60 �
1
4
𝑥𝑥4� + 18 �

1
3
𝑥𝑥3� + 36𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

𝑅𝑅(𝑥𝑥) = 15𝑥𝑥4 + 6𝑥𝑥3 + 36𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 
    � Өҳǃ  Ǉǐ ƜǊ�  ƷӨƝ ǈƧ �ƨƌ Ƶǚ ǇǃǛƄǉ əǚ�ǉǟǚ ƻǐ ҜǊҳc=0 

 ҮҗǛƽ əǚ�ǉǟǚ) ҒƝǛ� ƺƵǚ ғ ǚӨҳǄƵǚ əӨƝ( 
 

 ƳǛҢƹ3  : ǈƵǛҚƵǚ ƴƲƈƵǚ ִיһǑҗ ҒǉӨҸƵǚ ҒƨƶƲҚƵǚ ҒƵǚə ҖƽǛƱ ǚөǔ : 
𝑀𝑀𝐶𝐶 = 𝐶𝐶′(𝑥𝑥) = 400 + 0,4𝑥𝑥 

 هي عدد الوحدات المنتجة  x   :حيث 
 دة   وح40 إلى 20 -إيجاد التكاليف الكلية عند زيادة الإنتاج من 
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 وحدة 40 إلى 20 يتم إيجاد التكاليف الكلية عند زيادة الإنتاج من :الحل 
 التكاليف الكلية  =تكامل التكلفة الحدية  :حيث 

� C′(x)
40

20

𝑑𝑑𝑥𝑥 = � (400 + 0,4𝑥𝑥)
40

20

dx 

� C′(x)
40

20

𝑑𝑑𝑥𝑥 =  � 400
40

20

𝑑𝑑𝑥𝑥 + � 0,4𝑥𝑥
40

20

𝑑𝑑𝑥𝑥 = [400𝑥𝑥]20
40 + �0,4 �

1
2
𝑥𝑥2��

20

40

 

  ∫ C′(x)40
20 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [400𝑥𝑥]20

40 + [0,2𝑥𝑥2]20
40  

� C′(x)
40

20

𝑑𝑑𝑥𝑥 = (400 × 40 − 400 × 20) + [0,2(40)2 − 0,2(20)2] 

� C′(x)
40

20

𝑑𝑑𝑥𝑥 = 16320 − 8080 = 8420𝐷𝐷𝐴𝐴 

 :هذه الطريقة تسمح لنا بمكاملة جداء دالتين فان  :التكامل بالتجزئة 

(u(x) × v(x))′ = u′(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣(𝑥𝑥) + 𝑢𝑢(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣′(x) 

�(u(x) × v(x))′ 𝑑𝑑𝑥𝑥 = �𝑢𝑢′(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣(𝑥𝑥)  𝑑𝑑𝑥𝑥 + �𝑢𝑢(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 

𝑢𝑢(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣(𝑥𝑥) = �𝑢𝑢′(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 + �𝑢𝑢(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 

�𝑢𝑢(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 =  𝑢𝑢(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣(𝑥𝑥) −  �𝑢𝑢′(𝑥𝑥) × 𝑣𝑣(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥  

�𝑢𝑢 𝑣𝑣′ = 𝑢𝑢 𝑣𝑣 − �𝑢𝑢′𝑣𝑣 

 يمكن استعمال طريقة التكامل بالتجزئة عدة مرات في نفس التكامل  :ملاحظة 

 

  :  u -كيف نختار الدالة  

نختار الدالة 𝒖𝒖 حسب الاولوية     →   

𝑨𝑨                              𝑳𝑳                         𝑷𝑷                              𝑬𝑬                           𝑺𝑺 

  ↓                                 ↓                        ↓                                  ↓                          ↓    

   𝑨𝑨𝒓𝒓𝒄𝒄 𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏                                 𝑳𝑳𝒏𝒏                𝒑𝒑𝒄𝒄𝒑𝒑𝒚𝒚𝒏𝒏𝒄𝒄𝒑𝒑𝒆𝒆                    𝑬𝑬𝒙𝒙𝒑𝒑                      𝑺𝑺𝒔𝒔𝒏𝒏                            

𝑨𝑨𝒓𝒓𝒄𝒄 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄             حدود كثير دالة                                                 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄                                                                                 
Arc tg                                                                                                                        tg 
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احسب التكاملات التالية  :مثال 

ɪ𝟏𝟏 = ∫ 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝟐𝟐𝒅𝒅𝒙𝒙  

𝒖𝒖 = 𝒙𝒙                𝒖𝒖′ = 𝟏𝟏 

𝒗𝒗 = 𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝒙𝒙          𝒗𝒗′ = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒙𝒙 

ɪ𝟏𝟏 = 𝒙𝒙𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏𝒙𝒙 − �𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝒙𝒙𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏𝒙𝒙 − (−𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒙𝒙) + 𝒄𝒄 

ɪ𝟏𝟏 = 𝒙𝒙𝒄𝒄𝒔𝒔𝒏𝒏 𝒙𝒙 + 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 

ɪ𝟐𝟐 = ∫𝑳𝑳𝒏𝒏𝒙𝒙𝒅𝒅𝒙𝒙 = ∫𝟏𝟏 × 𝑳𝑳𝒏𝒏𝒙𝒙𝒅𝒅𝒙𝒙  

𝒖𝒖 = 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙             𝒖𝒖′ =
𝟏𝟏
𝒙𝒙

 

𝒗𝒗 = 𝒙𝒙        𝒗𝒗′ = 𝟏𝟏 

ɪ𝟐𝟐 = 𝒙𝒙𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙 − �𝒙𝒙�
𝟏𝟏
𝒙𝒙�

𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙 − �𝟏𝟏𝒅𝒅𝒙𝒙 

ɪ𝟐𝟐 = 𝒙𝒙 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙 − 𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 

ɪ𝟑𝟑 = ∫𝒙𝒙𝒆𝒆𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒙𝒙  

𝒖𝒖 = 𝒙𝒙               𝒖𝒖′ = 𝟏𝟏 

𝒗𝒗 = 𝒆𝒆𝒙𝒙        𝒗𝒗′ = 𝒆𝒆𝒙𝒙 

 

ɪ𝟑𝟑 = 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒙𝒙 − �𝒆𝒆𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝒙𝒙𝒆𝒆𝒙𝒙 − 𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 

ɪ𝟑𝟑 = (𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)𝒆𝒆𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 

ɪ𝟒𝟒 = ∫𝒙𝒙𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒙𝒙  

𝒖𝒖 = 𝒙𝒙             𝒖𝒖′ = 𝟏𝟏 

𝒗𝒗 =
𝟏𝟏
𝟑𝟑

 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙        𝒗𝒗′ = 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 

                   ɪ𝟒𝟒 = 𝟏𝟏
𝟑𝟑
𝒙𝒙 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 − ∫ 𝟏𝟏

𝟑𝟑
 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒙𝒙             

ɪ𝟒𝟒 =
𝟏𝟏
𝟑𝟑

 𝒙𝒙 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 −
𝟏𝟏
𝟑𝟑
��

𝟏𝟏
𝟑𝟑�

𝟑𝟑 𝒆𝒆𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒙𝒙 =
𝟏𝟏
𝟑𝟑

 𝒙𝒙 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 −
𝟏𝟏
𝟗𝟗
�𝟑𝟑𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒙𝒙 

ɪ𝟒𝟒 = 𝟏𝟏
𝟑𝟑

 𝒙𝒙 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝟗𝟗

 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 + 𝒄𝒄 = 𝟏𝟏
𝟑𝟑

 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 �𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝟑𝟑
� + 𝒄𝒄     
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ɪ𝟓𝟓 = ∫√𝒙𝒙  𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙  𝒅𝒅𝒙𝒙  = ∫𝒙𝒙
𝟏𝟏
𝟐𝟐�   𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙𝒅𝒅𝒙𝒙  

𝒖𝒖 = 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙              𝒖𝒖′ =
𝟏𝟏
𝒙𝒙

 

𝒗𝒗 =
𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝒙𝒙
𝟑𝟑
𝟐𝟐            𝒗𝒗′ = 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝟐𝟐⁄  

ɪ𝟓𝟓 =
𝟐𝟐
𝟑𝟑

 𝒙𝒙
𝟑𝟑
𝟐𝟐 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙 − ��

𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝒙𝒙
𝟑𝟑
𝟐𝟐� �

𝟏𝟏
𝒙𝒙�

𝒅𝒅𝒙𝒙 

ɪ𝟓𝟓 =
𝟐𝟐
𝟑𝟑

 𝒙𝒙
𝟑𝟑
𝟐𝟐 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙  −

𝟐𝟐
𝟑𝟑

 �𝒙𝒙
𝟑𝟑
𝟐𝟐 𝒙𝒙−𝟏𝟏  𝒅𝒅𝒙𝒙 

ɪ𝟓𝟓 =
𝟐𝟐
𝟑𝟑

 𝒙𝒙
𝟑𝟑
𝟐𝟐 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙 −

𝟐𝟐
𝟑𝟑
�𝒙𝒙

𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒙𝒙    

ɪ𝟓𝟓 = 𝟐𝟐
𝟑𝟑

 𝒙𝒙
𝟑𝟑
𝟐𝟐 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙 − 𝟐𝟐

𝟑𝟑
 �𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝒙𝒙
𝟑𝟑
𝟐𝟐� + 𝒄𝒄 =  𝟐𝟐

𝟑𝟑
 𝒙𝒙

𝟑𝟑
𝟐𝟐 𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙 − 𝟒𝟒

𝟗𝟗
 𝒙𝒙

𝟑𝟑
𝟐𝟐 + 𝒄𝒄  

ɪ𝟓𝟓 = 𝟐𝟐
𝟑𝟑

 √𝒙𝒙𝟑𝟑   𝑳𝑳𝒏𝒏 𝒙𝒙 − 𝟒𝟒
𝟗𝟗
√𝒙𝒙𝟑𝟑   + 𝒄𝒄  

 :بعض تكاملات الدوال الكسرية 

 : درجة البسط اقل من درجة المقام :الحالة الأولى 

كثيرحدود  حدود -الدالة الكسرية  هي     
كثير 

 

 -المقام قابل للتحليل إلى دوال خطية من الدرجة الأولى  

 : -تحليل الكسر الحقيقي إلى كسور جزئية  كمايلي 

          𝑎𝑎)   𝑓𝑓(𝑥𝑥)
(𝑥𝑥+𝑎𝑎)(𝑥𝑥+𝑏𝑏)(𝑥𝑥+𝑐𝑐)

   =    𝐴𝐴
𝑥𝑥+𝑎𝑎

+ 𝐵𝐵
𝑥𝑥+𝑏𝑏

+ 𝐶𝐶
𝑥𝑥+𝑐𝑐

            

       𝑏𝑏)    𝑓𝑓(𝑥𝑥)
(𝑥𝑥+𝑎𝑎)𝑛𝑛

= 𝐴𝐴
𝑥𝑥+𝑎𝑎

+ 𝐵𝐵
(𝑥𝑥+𝑎𝑎)2 + ⋯+ 𝐷𝐷

(𝑥𝑥+𝑎𝑎)𝑛𝑛
     

     𝑐𝑐)       𝑓𝑓(𝑥𝑥)
(𝑥𝑥+𝑎𝑎)𝑛𝑛 (𝑥𝑥+𝑏𝑏)

= 𝐴𝐴
𝑥𝑥+𝑎𝑎

+ 𝐵𝐵
(𝑥𝑥+𝑎𝑎)2 + ⋯+ 𝐷𝐷

(𝑥𝑥+𝑎𝑎)𝑛𝑛
+ 𝐹𝐹

𝑥𝑥+𝑏𝑏
  

 : احسب التكاملات التالية  : مثال

ɪ1 = ∫ 𝑥𝑥−1
𝑥𝑥2−4

𝑑𝑑𝑥𝑥  

نحلل المقام إلى دوال من الدرجة الأولى  

ɪ1 =
𝑥𝑥 − 1

(x − 2)(x + 2)
=

A
x − 2

+
B

x + 2
 

ɪ1 =
𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 2) + 𝐵𝐵(𝑥𝑥 − 2)

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 2)
 



 

                                                                                            78 
 

𝑥𝑥 − 1 = 𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 2) + 𝐵𝐵(𝑥𝑥 − 2)  

𝑥𝑥 = −2 ⇒ −3 = −4𝐵𝐵   ⇒ 𝐵𝐵 =
3
4

 

𝑥𝑥 = +2 ⇒  1 = 4𝐴𝐴 ⇒    𝐴𝐴 =
1
4

 

ɪ1 = ∫
1
4

𝑥𝑥−2
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫

3
4

𝑥𝑥+2
𝑑𝑑𝑥𝑥  

ɪ1 =
1
4

 �
1

𝑥𝑥 − 2
𝑑𝑑𝑥𝑥 +

3
4

 �
1

𝑥𝑥 + 2
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

1
4

 𝐿𝐿𝑛𝑛|𝑥𝑥 − 2| +
3
4

 𝐿𝐿𝑛𝑛 |𝑥𝑥 + 2| + 𝑐𝑐 

 

ɪ2 = ∫ 2𝑥𝑥+3
𝑥𝑥2+2𝑥𝑥+1

𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 2𝑥𝑥+3
(𝑥𝑥+1)2 𝑑𝑑𝑥𝑥  

2𝑥𝑥 + 3
(𝑥𝑥 + 1)2 =

𝐴𝐴
𝑥𝑥 + 1

+
𝐵𝐵

(𝑥𝑥 + 1)2 

2𝑥𝑥 + 3
(𝑥𝑥 + 1)2 =

𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 1) + 𝐵𝐵
(𝑥𝑥 + 1)2  

2𝑥𝑥 + 3 = 𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 1) + 𝐵𝐵  

𝑥𝑥 = −1 ⇒ 𝐵𝐵 = 1 

𝑥𝑥 = 0 ⇒ 3 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵   ⇒ 𝐴𝐴 = 3 − 1 ⇒ 𝐴𝐴 = 2 

ɪ2 = �
2

𝑥𝑥 + 1
𝑑𝑑𝑥𝑥 + �

1
(𝑥𝑥 + 1)2 𝑑𝑑𝑥𝑥 

ɪ2 = 2�
1

𝑥𝑥 + 1
𝑑𝑑𝑥𝑥 + (𝑥𝑥 + 1)−2𝑑𝑑𝑥𝑥 =  2𝐿𝐿𝑛𝑛|𝑥𝑥 + 1| −  

1
𝑥𝑥 + 1

+ 𝑐𝑐 

 

ɪ3 = ∫ 5𝑥𝑥+3
𝑥𝑥3−9𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 5𝑥𝑥+3
𝑥𝑥(𝑥𝑥2−9)

𝑑𝑑𝑥𝑥  

ɪ3 = ∫ 5𝑥𝑥+3
𝑥𝑥(𝑥𝑥−3)(𝑥𝑥+3)

𝑑𝑑𝑥𝑥  

5𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 3)

=
𝐴𝐴
𝑥𝑥

+
𝐵𝐵

𝑥𝑥 − 3
+

𝐶𝐶
𝑥𝑥 + 3

 

5𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 3)

=
𝐴𝐴(𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 3) + 𝐵𝐵(𝑥𝑥)(𝑥𝑥 + 3) + 𝐶𝐶(𝑥𝑥)(𝑥𝑥 − 3)

𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 3)
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5𝑥𝑥 + 3 = 𝐴𝐴(𝑥𝑥 − 3)(𝑥𝑥 + 3) + 𝐵𝐵(𝑥𝑥)(𝑥𝑥 + 3) + 𝐶𝐶(𝑥𝑥)(𝑥𝑥 − 3) 

𝑥𝑥 = 3 ⇒ 18 = 18𝐵𝐵  ⇒ 𝐵𝐵 = 1 

𝑥𝑥 = −3 ⇒ −12 = 18𝐶𝐶 ⇒ 𝐶𝐶 =
−2
3

 

𝑥𝑥 = 0 ⇒ 3 = −9𝐴𝐴   ⇒ 𝐴𝐴 =
−1
3

 

ɪ3 = �
−1
3
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥 + �

1
𝑥𝑥 − 3

𝑑𝑑𝑥𝑥 + �
−2
3

𝑥𝑥 + 3
𝑑𝑑𝑥𝑥 

ɪ3 =
−1
3
�

1
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥 + �

1
𝑥𝑥 − 3

𝑑𝑑𝑥𝑥 −
2
3
�

1
𝑥𝑥 + 3

𝑑𝑑𝑥𝑥 

ɪ3 = −
1
3

 𝐿𝐿𝑛𝑛 |𝑥𝑥| + 𝐿𝐿𝑛𝑛 |𝑥𝑥 − 3| −
2
3

 𝐿𝐿𝑛𝑛|𝑥𝑥 + 3| + 𝑐𝑐 

 :  g(x)    اكبر أو يساوي درجة المقام f(x) درجة البسط :الحالة الثانية 

 استخدام القسمة الاقليدية  -1

�
f(x)
g(x) dx =  �( + الناتج    

الباقي
g(x)

)dx 

 

 الباقي
g(x) 

< درجة المقام  )      ( يصبح درجة البسط

 الباقينقوم بتجزئة          -2
  المقسوم عليه  

 

 

 

 احسب التكامل التالي  :مثال 

ɪ𝟏𝟏 = ∫ 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏𝟑𝟑𝟐𝟐+𝟔𝟔
𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟔𝟔𝟐𝟐−𝟏𝟏𝟔𝟔

𝒅𝒅𝒙𝒙  

 

𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟑𝟑𝒙𝒙 + 𝟔𝟔 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟔𝟔𝒙𝒙 − 𝟏𝟏𝟔𝟔 
−𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟏𝟏𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝟐𝟐 

                      X+38 
                     ↓ 

الباقي اقل من درجة المقسوم عليه نتوقف  

2 
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𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏𝟑𝟑𝟐𝟐+𝟔𝟔
𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟔𝟔𝟐𝟐−𝟏𝟏𝟔𝟔

= 𝟐𝟐 + 𝒙𝒙+𝟑𝟑𝟑𝟑
𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟔𝟔𝒙𝒙−𝟏𝟏𝟔𝟔

 

𝒙𝒙+𝟑𝟑𝟑𝟑
𝒙𝒙𝟐𝟐+𝟔𝟔𝒙𝒙−𝟏𝟏𝟔𝟔

= 𝒙𝒙+𝟑𝟑𝟑𝟑
(𝒙𝒙+𝟑𝟑)(𝒙𝒙−𝟐𝟐)

  

�
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟑𝟑𝟐𝟐 + 𝟔𝟔
𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟔𝟔𝟐𝟐 − 𝟏𝟏𝟔𝟔

𝒅𝒅𝒙𝒙 = �𝟐𝟐𝒅𝒅𝒙𝒙 + �
𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝟑𝟑

(𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)
𝒅𝒅𝒙𝒙 

∫     :لنحسب التكامل  𝒙𝒙+𝟑𝟑𝟑𝟑
(𝒙𝒙+𝟑𝟑)(𝒙𝒙−𝟐𝟐)

𝒅𝒅𝒙𝒙 

𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝟑𝟑
(𝟐𝟐 + 𝟑𝟑)(𝟐𝟐 − 𝟐𝟐)

=
𝐀𝐀

𝟐𝟐 + 𝟑𝟑
+

𝐁𝐁
𝟐𝟐 − 𝟐𝟐

 

𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝟑𝟑
(𝟐𝟐 + 𝟑𝟑)(𝟐𝟐 − 𝟐𝟐)

=
𝑨𝑨(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐) + 𝑩𝑩(𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)

(𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)
 

𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝟑𝟑 = 𝑨𝑨(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐) + 𝑩𝑩(𝒙𝒙 + 𝟑𝟑) 

𝒙𝒙 = 𝟐𝟐 ⇒ 𝟒𝟒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝑩𝑩   ⇒ 𝑩𝑩 = 𝟒𝟒 

𝒙𝒙 = −𝟑𝟑  ⇒ 𝟑𝟑𝟎𝟎 = −𝟏𝟏𝟎𝟎𝑨𝑨   ⇒ 𝑨𝑨 = −𝟑𝟑 

∫ 𝒙𝒙+𝟑𝟑𝟑𝟑
(𝒙𝒙+𝟑𝟑)(𝒙𝒙−𝟐𝟐)

𝒅𝒅𝒙𝒙 =  ∫ −𝟑𝟑
𝒙𝒙+𝟑𝟑

𝒅𝒅𝒙𝒙 + ∫ 𝟒𝟒
𝒙𝒙−𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒙𝒙  

�
𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝟑𝟑

(𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)𝒅𝒅𝒙𝒙 = −𝟑𝟑�
𝟏𝟏

𝒙𝒙 + 𝟑𝟑
𝒅𝒅𝒙𝒙 + 𝟒𝟒�

𝟏𝟏
𝒙𝒙 − 𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒙𝒙           

�
𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝟑𝟑

(𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)
𝒅𝒅𝒙𝒙         = −𝟑𝟑𝑳𝑳𝒏𝒏|𝒙𝒙 + 𝟑𝟑| + 𝟒𝟒𝑳𝑳𝒏𝒏|𝒙𝒙 − 𝟐𝟐| + 𝒄𝒄 

ɪ𝟏𝟏 = �𝟐𝟐𝒅𝒅𝒙𝒙 + �
𝒙𝒙 + 𝟑𝟑𝟑𝟑

(𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)
𝒅𝒅𝒙𝒙 

ɪ𝟏𝟏 = 𝟐𝟐𝒙𝒙 − 𝟑𝟑𝑳𝑳𝒏𝒏|𝒙𝒙 + 𝟑𝟑| + 𝟒𝟒𝑳𝑳𝒏𝒏|𝒙𝒙 − 𝟐𝟐| + 𝒄𝒄 

 احسب التكامل التالي  : 2مثال 

ɪ𝟐𝟐 = ʃ 𝟐𝟐𝟑𝟑

𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟑𝟑𝟐𝟐+𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒙𝒙  

𝒙𝒙𝟑𝟑 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟑𝟑𝒙𝒙 + 𝟐𝟐 
−𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙 

𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒙𝒙 
−𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟗𝟗𝒙𝒙 − 𝟔𝟔 

𝟕𝟕𝒙𝒙 − 𝟔𝟔 
                   
                                   ↓ 

الباقي اقل من درجة المقسوم عليه نتوقف  

                           X+3 
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𝟐𝟐𝟑𝟑

𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟑𝟑𝟐𝟐 + 𝟐𝟐
=   𝒙𝒙 + 𝟑𝟑 +

𝟕𝟕𝒙𝒙 − 𝟔𝟔
(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)

 

ʃ
𝟐𝟐𝟑𝟑

𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟑𝟑𝟐𝟐 + 𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒙𝒙 = �(𝒙𝒙 + 𝟑𝟑)𝒅𝒅𝒙𝒙 + �

𝟕𝟕𝒙𝒙 − 𝟔𝟔
(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)

𝒅𝒅𝒙𝒙 

�
𝟐𝟐𝟑𝟑

𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟑𝟑𝟐𝟐 + 𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒙𝒙 = 

∫لنحسب التكامل            𝟕𝟕𝒙𝒙−𝟔𝟔
(𝒙𝒙−𝟏𝟏)(𝒙𝒙−𝟐𝟐)

𝒅𝒅𝒙𝒙 

7x − 6
(x − 1)(x − 2)

=
𝐴𝐴

𝑥𝑥 − 1
+

𝐵𝐵
𝑥𝑥 − 2

 

7x − 6
(x − 1)(x − 2)

=
𝐴𝐴(𝑥𝑥 − 2) + 𝐵𝐵(𝑥𝑥 − 1)

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2)
 

7𝑥𝑥 − 6 = 𝐴𝐴(𝑥𝑥 − 2) + 𝐵𝐵(𝑥𝑥 − 1) 

𝑥𝑥 = +2  ⇒  8 = 𝐵𝐵     

                                                    x = 1 ⇒ 1 = −A ⇒ A = −1  

�
7𝑥𝑥 − 6

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2)
𝑑𝑑𝑥𝑥 = �

−1
𝑥𝑥 − 1

𝑑𝑑𝑥𝑥 + �
8

𝑥𝑥 − 2
𝑑𝑑𝑥𝑥 

�
7𝑥𝑥 − 6

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2)
𝑑𝑑𝑥𝑥 = −�

1
𝑥𝑥 − 1

𝑑𝑑𝑥𝑥 + 8�
1

𝑥𝑥 − 2
𝑑𝑑𝑥𝑥 

�
7𝑥𝑥 − 6

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 2)
𝑑𝑑𝑥𝑥 = − 𝐿𝐿𝑛𝑛|𝑥𝑥 − 1| + 8 𝐿𝐿𝑛𝑛|𝑥𝑥 − 2| + 𝑐𝑐 

 

ɪ2 =  �𝒙𝒙𝒅𝒅𝒙𝒙 + �𝟑𝟑𝒅𝒅𝒙𝒙 + �
𝟕𝟕𝒙𝒙 − 𝟔𝟔

(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)(𝒙𝒙 − 𝟐𝟐)
𝒅𝒅𝒙𝒙 

ɪ2 =
1
2
𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥 −  𝐿𝐿𝑛𝑛|𝑥𝑥 − 1| + 8 𝐿𝐿𝑛𝑛|𝑥𝑥 − 2| + 𝑐𝑐 
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 :جدول الدوال الأصلية 

هذا الجدول مستنتج مباشرة من مشتقات بعض الدوال  

الدالة الأصلية لها         الدالة    الدالة الأصلية لها        الدالة  
0                 a  aϵR                  𝑓𝑓𝑛𝑛 × 𝑓𝑓′     𝑛𝑛 ≠ −1 𝑓𝑓𝑛𝑛+1

𝑛𝑛 + 1
+ 𝑐𝑐 

a ϵR             ax+c   cϵR 𝑓𝑓 × 𝑓𝑓′  1
2
𝑓𝑓2 + 𝑐𝑐 

𝑥𝑥𝑛𝑛     𝑛𝑛 ≠ −1 𝑥𝑥𝑛𝑛+1

𝑛𝑛 + 1
+ 𝑐𝑐 

1
𝑥𝑥𝑛𝑛

  𝑛𝑛 ≠ 1 
−1

(𝑛𝑛 − 1)𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑐𝑐 

1
𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏

 
1
𝑎𝑎
𝐿𝐿𝑛𝑛 |𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏| + 𝑐𝑐 

𝑓𝑓′

�𝑓𝑓
 2�𝑓𝑓 + 𝑐𝑐 

𝐿𝐿𝑎𝑎𝑥𝑥+𝑏𝑏  1
𝑎𝑎
𝐿𝐿𝑎𝑎𝑥𝑥+𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 

𝑓𝑓′

𝑓𝑓
 

𝐿𝐿𝑛𝑛|𝑓𝑓| + 𝑐𝑐 

𝑓𝑓′

𝑓𝑓𝑛𝑛
  𝑛𝑛 ≠ 1                −1

(𝑛𝑛 − 1)𝑓𝑓(𝑛𝑛−1) + 𝑐𝑐 𝑓𝑓′ × 𝐿𝐿𝑓𝑓  𝐿𝐿𝑓𝑓 + 𝑐𝑐 

cos(ax+b)          1
a

sin(ax + b) + c 𝐿𝐿𝑙𝑙𝑛𝑛(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) −
1
𝑎𝑎
𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) + 𝑐𝑐 

 

                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

                                                                                            83 
 

  تمارين مقترحة للفصل الخامس                                      

 

𝑛𝑛  احسب تكامل الدوال التالية من الشكل          :التمرين الأول  ≠ −1       ∫𝑥𝑥n      

�(𝟕𝟕𝟐𝟐𝟒𝟒 −
𝟕𝟕
𝟐𝟐

+
𝟑𝟑
𝒙𝒙𝟐𝟐

)𝒅𝒅𝒙𝒙      �(√𝒙𝒙 + √𝒙𝒙𝟑𝟑 )𝒅𝒅𝒙𝒙       �√𝑥𝑥(√𝑥𝑥 + 2)2 𝑑𝑑𝑥𝑥       

 

 احسب تكامل الدوال التي تؤدي إلى اللوغاريتمات  :التمرين الثاني 

�
1

𝑥𝑥𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥               �

2𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 3

𝑑𝑑𝑥𝑥              �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑎𝑎𝑎𝑎(3𝑥𝑥 + 2)𝑑𝑑𝑥𝑥 

 

 احسب تكامل الدوال باستعمال طريقة تغيير المتغير :التمرين الثالث 

�𝐿𝐿𝑙𝑙𝑛𝑛(2𝑥𝑥 + 3)𝑑𝑑𝑥𝑥       �
3𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 3)4 𝑑𝑑𝑥𝑥         �
4

3𝑥𝑥 − 1
𝑑𝑑𝑥𝑥        cos 7𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 

 

 احسب التكامل المحدود للدوال التالية  :التمرين الرابع 

� √𝑥𝑥
9

1
 𝑑𝑑𝑥𝑥          � (2𝑥𝑥 + 5)𝑑𝑑𝑥𝑥

3

1
         � (𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥2 + 3)

1

0
𝑑𝑑𝑥𝑥       � |𝑥𝑥 − 2|𝑑𝑑𝑥𝑥

5

1
 

 

  احسب تكامل الدوال التالية بالتجزئة :التمرين الخامس 

�𝑥𝑥3𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥         �(𝑥𝑥 − 1)𝐿𝐿−𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥         �
𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥       �𝑥𝑥 𝐿𝐿𝑙𝑙𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 

 

  احسب تكامل الدوال الكسرية التالية  :التمرين السادس 

�
𝑥𝑥2 + 1
𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥      �

𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 1

𝑑𝑑𝑥𝑥     �
𝑥𝑥2 + 5
𝑥𝑥2 − 1

𝑑𝑑𝑥𝑥      �
3𝑥𝑥4 − 3𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥

𝑥𝑥2 − 1
𝑑𝑑𝑥𝑥 
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