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Abstract

Internal waves appear at the interface separating layers of fluids with different densities
and propagate in the horizontal direction, with the lighter layer covering the denser layer
in a stable configuration. For over two decades, internal waves have been the subject
of highly intensive studies in terms of direct measurements, calculations, and theoretical
perspectives. Numerous researchers have contributed to a better understanding of wave
propagation in water, with most focusing their analyses on two-dimensional Stokes waves.
The study of three-dimensional wave fields constitutes a natural progression in advancing
knowledge about waves, as it allows for a more accurate representation of the complexity
of natural phenomena. Among the simplest forms are short-crested waves, defined as
a superposition of two progressive two-dimensional wave trains with equal frequencies
and amplitudes. They are generated from the non-linear interaction of two wave trains
propagating toward each other with the same characteristics. The result is a doubly
periodic wave train in two orthogonal directions, moving parallel to the wall. This is
the category of waves that we are interested in. The main objective of the thesis is to
examine three-dimensional gravity waves propagating at the interface of two fluids layers
with distinct densities, having arbitrary depths, in the presence of a uniform current in
the upper fluid layer, parallel to the flow. Two calculation methods are presented in
Chapter I: the perturbation method and the Lagrangian method. In the initial step, we
used the symbolic computation software Maple to obtain analytical solutions up to order
5 using the perturbation method. Subsequently, we performed a numerical extension
up to order 32. Padé approximants were employed to overcome generated singularities.
We calculated characteristics of interfacial waves, such as their frequency, estimates of
the maximum waveheight, and the interfacial profiles. The Lagrangian method has the
advantage of allowing the determination of the nonlinear dispersion relation as a function
of wave steepness. This relation is of crucial importance for evaluating nonlinear currents.
In the second chapter, we conducted a study on the superharmonic stability of three-
dimensional interfacial waves. For this purpose, we used a Galerkin-type method. The
equations of motion simplified into a generalized eigenvalue problem, where perturbations
were decomposed into normal modes. We observed that superharmonic instabilities were
associated with harmonic resonances, and we noted that the current had an attenuating

effect on these instabilities.

Keywords: Three-dimensional interfacial waves, Current, Perturbation method,

Witham’s average Lagrangian method, Harmonic resonance, Stability.



Résumé

Les ondes internes apparaissent a l'interface séparant les couches de fluides de densités
différentes et se propagent dans la direction horizontale, avec la couche la plus légére
recouvrant la couche la plus dense dans une configuration stable. Pendant plus de deux
décennies, les ondes internes ont fait 'objet d’études trées intensives en termes de mesures
directes, de calculs et d’'un point de vue théorique. De nombreux chercheurs ont contri-
bué a une meilleure compréhension de la propagation des ondes dans 1’eau la plupart
concentrant leurs analyses sur les ondes de Stokes & caractére bidimensionnel. L’étude
des champs d’ondes tridimensionnels constitue une étape naturelle dans ’avancement des
connaissances sur les ondes, car elle permet de représenter plus fidélement la complexité
des phénomeénes naturels. Parmi les formes les plus simples sont les ondes a courtes crétes.
Elles sont définies comme une superposition de deux trains d’ondes progressives a deux
dimensions, de fréquences et d’amplitudes égales. Elles interviennent par exemple quand
un train d’ondes planes arrive obliquement et se réfléchit sur un mur vertical. Le résultat
est alors un train d’ondes doublement périodiques dans deux directions orthogonales, qui
se déplace parallelement au mur. C’est & cette catégorie d’ondes que nous nous intéressons.
I’objectif principal de la thése consiste & examiner les ondes de gravité tridimensionnelles se
propageant a l'interface de deux couches de fluides de densités distinctes, ayant des épais-
seurs arbitraires, en présence un courant uniforme dans la couche de fluide supérieure,
parallélement a I’écoulement , Pour résoudre ce probléme, nous présentons deux méthodes
de calcul dans le chapitre I : la méthode des perturbations et la méthode du Lagrangien
de Whitham. En premiére étape, nous avons utilisé le logiciel de calcul symbolique Maple
pour obtenir des solutions analytiques jusqu’a l'ordre 5 en utilisant la méthode des per-
turbations. Ensuite, nous avons effectué une extension numérique jusqu’a l'ordre 32 . Les
approximants de Padé ont été employés afin de dépasser les singularités engendrées. Nous
avons calculé les caractéristiques des ondes interfaciales, telles que leur fréquence, les es-
timations de la hauteur maximale de la cambrure, ainsi que le profil de 'interface. La
méthode Lagrangienne présente 'avantage de permettre la détermination de la relation
de dispersion non linéaire en fonction de la cambrure. Cette relation revét une importance
capitale pour évaluer le courant non linéaire. Dans le second chapitre, nous avons réalisé
une étude de la stabilité superharmonique des ondes interfaciales tridimensionnelles. A
cette fin, nous avons utilisé une méthode de type Galerkin. Les équations du mouvement
se sont simplifiées en un probléme généralisé de valeurs propres, ou les perturbations ont
été décomposées en modes normaux. Nous avons constaté que les instabilités superharmo-
niques étaient associées aux résonances harmoniques, et nous avons noté que le courant

avait un effet d’atténuation sur ces instabilités.

Mots Clée : Ondes interfaciales tridimensionnelles, Courant, Méthode des pertirbations,

Méthode du Lagrangien moyen de Witham, Résonance harmonique, Stabilité.
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NOMENCLATURE

ordre de troncature

temps

coordonnées spatiales dans le repére R(O, z, vy, z)
coordonnées spatiales dans le repére mobile R*(O*, z*, y*, z*)
vecteur unitaire dans la direction x

coordonnées spatiales adimensionnelles



Introduction Générale

La présence de sauts de densité localisés au niveau d’une profondeur don-
née est un phénomene souvent rencontrée dans les fluides stratifiés. Un fluide
stratifié c’est un fluide dont la densité est inhomogéne, généralement dé-
pendante d’une variable qui va étre soit 'altitude pour ’atmosphére ou la
profondeur pour 'océan. Ainsi une thermocline peut-étre observée prés de la
surface des lacs I'été, ou la différence de densité est due principalement a un
fort gradient de température. Dans l'océan, le réchauffement des couches de
surface sous l'influence du rayonnement solaire et des échanges thermiques
avec I’atmosphére combiné & une variation de la salinité de 'eau due a 1’éva-
poration, est également & 'origine d’une pycnocline.Le principe est illustré a
la figure .1. Cette configuration particuliére des fluides stratifiés est a 1’origine
d’un mécanisme de génération d’ondes internes. Dans le détroit de Gibral-
tar, lieu de rencontre des eaux méditerranéennes chaudes, plus salées et plus
denses que les eaux atlantiques coulent a des centaines de metres de pro-
fondeurs pour ressortir ensuite dans 'océan atlantique. L’analyse détaillée
du mécanisme de génération des ondes internes a permis d’apporter des élé-
ments nouveaux utiles a la compréhension phénomeéne d’eaux mortes dont la
découverte remonte a la fin du dix-neuviéme siécle. Une premiére observation
des ondes internes depuis un bateau se déplagant dans 'océan arctique fut
en 1893 par un explorateur Norvégien Fridtjof Nansen. Alors qu’il naviguait
a proximité de ’archipel Nordenskiéld au nord de la Sibérie a bord de son
navire Le Farm, il remarqua que ce dernier semblait étre comme freiné par

une force mystérieuse dans des eaux qui pourtant étaient calmes, comme si
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Figure .1: Profils de température, de salinité et de densité dans 'océan. Figure tirée de "Internal
waves de Thierry Dauxois 2008"

le moteur ne répondait pas correctement. La mise en place de I'expérience
historique du physicien et météorologue V. Walfrid Ekman, pour comprendre
les observations réalisées par Nansen, a permis de comprendre que ce phéno-
meéne atypique bien connu des marins se produit la ot une couche d’eau douce
repose sur 'eau salée de la mer. En effet Lorsque le bateau passe dans l'eau,
des vagues se créent sous la surface ot des couches de différentes densités
se rencontrent et interagissent avec le bateau, le ralentissant sans qu’aucune

activité ne soit visible a la surface.

Les mécanismes de génération des ondes internes sont assez bien connus
dorénavant, et conduisent a identifier différents types d’ondes : ondes sta-

tionnaires, ondes progressives, ondes solitaires, marées...Les caractéristiques
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des ondes internes différent de celles des ondes de surface. Les ondes internes
ont généralement des fréquences beaucoup plus basses et des amplitudes plus
élevées que les ondes de gravité de surface. Leurs longueurs d’onde varient
de quelques centimeétres a plusieurs kilométres.

Soit un fluide incompressible de masse volumique variable py(z) a 1'équilibre
(Figure.1). Dans un systéme de coordonnées cartésiennes d’axe (0z) vertical
ascendant une particule de fluide se déplace de son altitude d’équilibre z; a
20 + 0z d’une distance dz (Figure .2). Elle subit donc, en plus de son poids
une poussée d’Archimeéde proportionnelle au gradient de masse volumique.
L’application de la relation fondamentale de la dynamique nous donne :
d%z
dt?

p(20) = (p(20 +62) — p(20))g

En considérant des petits déplacements on a donc :

d6z

o —N?%(2)62

ou apparait la pulsation de flottabilité ou la pulsation de Brunt-Véiséila N(z)

définie par :
g 9p(20)
pz0) 0z

C’est ce mécanisme qui est a l'origine des ondes internes. Une particule

N?(z) = —

de fluide oscille autour de sa position d’équilibre si N2 > 0. Plus la valeur
de N est élevée, plus la période d’oscillation est courte. En revanche, dans
un fluide non stratifié, N = 0, et il n’y aura pas d’oscillations. Les ondes in-
ternes, bien que difficilement observable contrairement aux ondes a la surface
de T'eau, leur propriété de propagation et leurs dynamique non-linéaire sont
relativement compris. On peut identifier différents mécanismes générant des
ondes internes. les mécanismes de génération des ondes internes sont assez

bien connu dorénavant, plusieurs ont été proposés :
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Figure .2: Oscillation d’une particule dans un fluide stratifié initialement a laltitude zy et de
masse volumique pg . Elevée de 6z elle oppose a son poids la poussée d’Archiméde R..

— Les phénomeénes atmosphériques violents comme les vents et les tem-
pétes, qui agitent fortement la surface homogéne de 'océan. Ces mou-
vements sont transmis a la pycnocline qui transforme ces mouvement
de fluides en ondes internes.

— l'interaction entre la marée barotrope correspondant au courants in-
ternes et la topographie du fond génére des ondes qu’on appelle marée
interne.

— Un champ d’ondes internes peut étre émis par le mouvement horizontal
de corps solides a la surface d'un fluide stratifie. Comme par exemple,
lorsqu’un bateau se déplace, une perturbation se créé a l'interface entre
les deux couches de son sillage. Cela s’explique du fait que le bateau
déplace verticalement un certain volume de fluide en avancant, ainsi
I’écoulement crée sous et a 'opposé de la direction de mouvement du
bateau géneére une dépression qui entraine une élévation de 'interface.

— le mouvement des fonds marins tels que les tremblement de terre et les
glissement de terrains induisant un déplacement brusque de I'eau peut
également étre un mécanisme de génération d’ondes internes.

Un intérét particulier pour 1’étude des ondes internes a été suscité ces
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dernieres années par leur role important dans la pratique tel que, I'hydro-
acoustique, la navigation sous marine, I’hydrobiologie, I’hydro-optique et le
transport des sédiments. Elles ont un impact décisif, dans les processus de for-
mation des échanges horizontaux et verticaux dans l'océan. Dans ce contexte,
les investigations sur les ondes de gravité internes, leur mécanismes de gé-
nération, leur propagation, et en particulier les problémes d’instabilité et de
déferlement, deviennent décisives pour la compréhension de la dynamique de
I’océan.

— La marée interne générée par la topographie des océans joue un role
crucial dans le transfert d’énergie a grandes échelles océanique aux
échelles de mélange turbulent. Elle est responsable de prés de la moi-
tié du mélange turbulent nécessaire au maintien de la stratification
océanique. Une meilleure compréhension des processus impliqués est
nécessaire pour décrire avec précision son role dans le maintien de la
circulation méridienne On estime qu’elle contribuerait pour environ la
moitié de I'énergie nécessaire au maintien de la stratification globale.

— Les forts courants et cisaillements qui accompagnent ces ondes peuvent
représenter un danger potentiel pour les opérations en mer, par exemple
les procédés de forage pétroliers. Il est donc nécessaire de les quantifier.

— Le mouvement vertical important de ces ondes peut provoquer une
redistribution des particules biologiques et des nutriments. Elles in-
fluencent considérablement le mélange de I’eau et le transport de gaz
et d’autres substances particulaires, qui constituent des mécanismes de
couplage biophysique nécessaires a 1’évolution du phytoplancton.

— Le déferlement des ondes internes représente un processus important
dans la suspension et le transport des sédiments. Le transport des sé-
diments dans les zones cotiéres peut causer la déstabilisation de la
structure des fonds marins et I’érosion des plages.

Jusqu’a présent, nous avons souligné I'importance accordée aux ondes in-

ternes par rapport aux phénomeénes qu’elles représentent a grande échelle
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dans la nature. A Iéchelle industrielle, on les observe dans les écoulements bi-
phasiques (gaz-liquide), tels que les champs pétroliers et géothermiques,l'industrie
aéronautique, les réacteurs nucléaires et chimiques, ainsi que divers procédés

de transfert de chaleur et de masse.

— L’efficacité du transfert de chaleur et de masse est influencée par les
propriétés des interfaces entre les fluides. L’étude des ondes interfaciales
contribue a optimiser les échangeurs de chaleur, les absorbeurs, les
évaporateurs et d’autres équipements similaires.

— Les ondes interfaciales peuvent affecter la stabilité des interfaces dans
les réservoirs de stockage et les pipelines. Dans les situations impliquant
des écoulements multiphasiques, tels que les écoulements gaz-liquide, la
gestion de ces interfaces est critique pour éviter la séparation des phases
non souhaitée, la corrosion, et d’autres problémes liés au transport et
au stockage des fluides.

— Comprendre ces ondes est essentiel pour concevoir des structures ca-
pables de résister aux charges induites par les mouvements d’eau ver-
ticaux provoqué par Les ondes internes et assurer la stabilité et la
sécurité des installations offshore et leurs fondations. Concrétement, la
conception des fondations doit prendre en compte les charges induites
par les variations de pression résultant des ondes internes.

A ce jour, 'existence des ondes de gravité interne constitue une notion fon-
damentale de mécanique des fluides. Leur découverte remonte au début du
siécle dernier, et depuis lors, elles ont fait 'objet d’investigations théoriques
et expérimentales qui ont en partie éclairci certains phénoménes dynamiques.
Pour établir des liens entre les exemples concrets d’ondes internes observées
et les modeéles théoriques qui les décrivent, de nombreuses études ont long-
temps été axées sur les champs bidimensionnels. Motivé par la capacité de
résoudre de nombreux problémes sans nécessiter 1'utilisation de calculateurs
puissants, leur potentiel a été mis en avant, bien que leur fonctionnement

n’ait pas été complétement élucidé. En revanche, I'exploration des ondes in-
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ternes tridimensionnelles offre une description plus réaliste des phénomeénes
ondulatoires. Parmi ces ondes, les ondes a courtes crétes constituent la forme
la plus simple. Il s’agit d’ondes périodiques qui se déplacent dans deux di-
rections distinctes dans le plan horizontal et qui possédent une géométrie
particuliere de forme orthorhombique. Notre intérét réside dans I’'étude des
ondes a courtes crétes qui émergent suite a la réflexion d’un train d’ondes
uniforme sur une paroi verticale. En plus des applications importantes des
ondes & courtes crétes, il y a sans aucun doute une raison plus fondamen-
tale de les examiner de prés. Elles constituent le modéle le plus élémentaire
parmi une multitude d’ondes tridimensionnelles encore largement inexplo-
rées. Outre I'importance des applications des ondes & courtes crétes, il existe
sans aucun doute une raison plus profonde de les étudier. Elles représentent
la forme la plus simple d’une vaste variété d’ondes tridimensionnelles qui
n’ont pas encore été explorées en profondeur. L’analyse des ondes a courtes
crétes peut représenter une voie pour mieux comprendre le comportement

d’autres types d’ondes plus compliqués.

Dans cette perspective, I'objectif principal de la thése consiste & examiner
les ondes de gravité tridimensionnelles se propageant & l'interface de deux
couches de fluides de masse volumiques distinctes, ayant des épaisseurs arbi-
traires, en présence un courant uniforme dans la couche de fluide supérieure,
parallélement a 1’écoulement. Pour résoudre ce probléme, nous présentons
deux méthodes de calcul dans le chapitre I : la méthode des perturbations et
la méthode du Lagrangien de Whitham. En premiére étape, nous avons utilisé
le logiciel de calcul symbolique Maple pour obtenir des solutions analytiques
jusqu’a l'ordre 5 en utilisant la méthode des perturbations. Ensuite, nous
avons effectué une extension numérique jusqu’a l'ordre 32. Cette approche a
permis de mettre en lumiére le phénomeéne de résonance harmonique, carac-
térisé par 'apparition de diviseurs nuls dans les solutions, survenant lorsque

le mode fondamental et I'un de ses harmoniques se propagent a la méme vi-
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tesse de phase. Les approximants de Padé ont été employés afin de dépasser
les singularités engendrées. Nous avons calculé les caractéristiques des ondes
interfaciales, telles que leur fréquence, les estimations de la hauteur maximale
de la cambrure, ainsi que le profil de l'interface. Ce travail visait & appro-
fondir notre compréhension de I'impact des densités des deux fluides, des
épaisseurs des deux couches et de l'intensité du courant sur ces propriétés.
La méthode Lagrangienne présente I'avantage de permettre la détermination
de la relation de dispersion non linéaire en fonction de la cambrure. Cette

relation revét une importance capitale pour évaluer le courant non linéaire.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons réalisé une étude de la stabilité
superharmonique des ondes interfaciales tridimensionnelles. A cette fin, nous
avons utilisé une méthode de type Galerkin. Les équations du mouvement se
sont simplifiées en un probléme généralisé de valeurs propres, ou les pertur-
bations ont été décomposées en modes normaux. Nous avons constaté que les
instabilités superharmoniques étaient associées aux résonances harmoniques,
et nous avons noté que le courant avait un effet d’atténuation sur ces insta-
bilités.

11



Chapitre 1

Analyse analytique et numérique des
ondes a courte créte interfaciales en

présence d’'un courant uniforme

1 Revue de littérature

Depuis les travaux pionniers de Stokes [4], qui ont été les premiers a envi-
sager la possibilité d’oscillations potentielles dans un fluide constitué de deux
couches de densités différentes, des efforts constants ont été déployés pour
améliorer en permanence la recherche expérimentale et théorique sur les ondes
interfaciales bidimensionnelles. En suivant les travaux de Levi-Civita [5] sur
les ondes de surface progressives, Hunt [6] s’est intéressé aux ondes interfa-
ciales. Il a développé des approximations de troisiéme ordre pour les profils et
des expressions quadratiques pour les fréquences dans le cas de deux couches
de fluide de densité finie. Thorpe [7] a étendu les résultats de Hunt aux ondes
stationnaires et aux épaisseurs finies en utilisant l'approximation de Bous-
sinesq. Ses calculs ont révélé que la présence du fluide supérieur réduisait
I'influence des harmoniques supérieures dans la solution, ce qui rendait le
profil de I'interface plus sinusoidal que celui d’une surface libre de méme am-
plitude. De plus, la présence du fluide supérieur a entrainé une augmentation

de la période des oscillations.

12
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Davis et Acrivos [8] ont entrepris une étude expérimentale sur les ondes
solitaires internes dans un fluide stratifié composé de deux couches a den-
sité constante séparées par une fine région a densité variable. Les profils et
les vitesses observés ont été comparés a ceux calculés a l'aide de méthodes
analytiques et numériques. Tsuji et Nagata [9] ont appliqué la méthode des
perturbations au probléme des ondes progressives en profondeurs infinies.
Leurs résultats ont révélé que la vitesse de phase augmentait avec I’augmen-
tation de la cambrure de 'onde et que l'augmentation de la densité avait
un effet d’aplatissement sur 'onde. Hoyler [10] a appliqué la méthode des
perturbations a un ordre tres élevé pour étudier les ondes progressives se
déplacant a l'interface entre deux fluides profonds de masse volumiques dif-
férentes. Ses calculs lui ont permis d’estimer la hauteur maximale de la cam-
brure. Pour ce faire, elle a posé que les formes limites se produisent lorsque
la vitesse horizontale atteint et qui se produit a un certain endroit du fluide.
Vanden-Broeck [11] a élargi les travaux de Hoyler [10] en introduisant la ten-
sion superficielle interfaciale. Il a formulé une équation différentielle intégrale
pour représenter 'interface, qu’il a ensuite résolue en utilisant la méthode de
Newton. Cette approche a permis de généraliser la classification des rides de
Wilton aux cas des ondes interfaciales. Rottman [12] a élaboré un algorithme
basé sur la méthode des perturbations pour calculer les solutions relatives
aux ondes stationnaires a l'interface de deux fluides d’épaisseurs infinies. Il a
réussi a obtenir des solutions jusqu’a l'ordre 21 pour cing valeurs spécifiques
du rapport de densité (0,1073,0.5,1). Pour chacun de ces cinq rapports de
densité, la hauteur maximale de la cambrure a été estimée en se basant sur la
localisation des poles des approximants de Padé appliqués aux séries de fré-
quence, d’énergie, et de profil d'interface. Meiron et Saffman [2] ont utilisé une
méthode numérique basée sur des séries de Fourier pour obtenir des solutions
concernant les ondes interfaciales progressives proches du point de déferle-
ment. D’autre part,Miles [13] a formulé le probléme des ondes de gravité a

amplitude finie en appliquant le Lagrangien & un fluide stratifié composé de N
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couches. Lorsque N est égal a 2, il a constaté que I'expression reliant I’ampli-
tude & la fréquence était identique a celle obtenue par Thorpe [7]. Grimshaw
et Pullin [14] ont présenté des solutions numériques pour des ondes interfa-
ciales de grande amplitude et de forme extréme a l'interface entre deux fluides
de densités différentes dans le cadre de 'approximation de Boussinesq. Parau
et Dias [15] ont utilisé un schéma numeérique basé sur un développement en
séries de Fourier pour explorer I'interaction entre une onde de surface et une
onde interne supposées périodiques, ayant une forme permanente et une am-
plitude finie. Saffman et Yuen [16] se sont penchés sur les ondes interfaciales
progressives de forme permanente se déplacant a l'interface de deux couches
de fluides infinies en présence d’un courant uniforme. Ils ont obtenu des so-
lutions valides pour des amplitudes d’ondes faibles & modérées. Leur travail
a mis en évidence l'existence d’une vitesse critique, notée U,., au-dela de la-
quelle les solutions de forme permanente ne sont plus observables. De plus,
leur étude a montré que le courant critique augmente avec ’augmentation de
la hauteur de la cambrure. Bontozoglou et Hanratty [1| ont étendu l'analyse
de Saffman pour prendre en compte l'effet de la profondeur du fluide. Ils
ont mis en évidence que, pour certaines valeurs de 1’épaisseur de la couche
inférieure, la vitesse critique diminue & mesure que la hauteur de la cambrure

augmente.

L’étude des champs d’ondes tridimensionnels constitue une étape naturelle
dans 'avancement des connaissances sur les ondes, car elle permet de repré-
senter plus fidélement la complexité des phénomeénes naturels. L’interaction
de nombreux trains d’ondes de propriétés variables conduit a des équations
particuliérement complexes, souvent sous forme d’équations aux dérivées par-
tielles non linéaires, rendant généralement leur résolution analytique impos-
sible. Par conséquent, il est plus judicieux de commencer par explorer des cas
plus simples et spécifiques, comme celui de deux ondes similaires provenant

de directions opposées. Dans ce contexte, le résultat est un champ d’ondes
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a courtes crétes. En 1924, Jeffreys [17] a examiné des systémes d’ondes pré-
sentant une périodicité a la fois dans la direction de propagation et dans la
direction de la créte. Il a introduit le terme "a& courte créte" pour décrire ces
systémes d’ondes ot les deux longueurs d’onde associées étaient de l'ordre de
grandeur similaire. En s’appuyant sur les travaux de Stokes [4], Fuchs [1§]
ainsi que Chappelear [19] ont réussi a déduire des solutions de second et
troisieme ordres, respectivement. Cependant, malgré 'emploi d'un petit pa-
rameétre associé au rapport entre 'amplitude et la longueur d’onde dans la
direction de propagation, ils n’ont pas été en mesure de calculer le cas limite
des ondes stationnaires. Pour remédier a ce probléme, Hsu et al. [20] ont
développé une solution de troisiéme ordre en se basant sur un parameétre adi-
mensionnel dépendant du rapport entre 'amplitude et la longueur d’onde des
vagues en propagation. Leurs travaux ont conduit a I’'obtention d’expressions
analytiques approximatives qui restent valables pour les ondes caractérisées
par une faible non-linéarité.

Roberts et Schwartz [21] ont proposé une méthode numérique faisant ap-
pel a des séries de Fourier tronquées pour calculer les propriétés des ondes
a courte créte en profondeurs infinies. Le systéme algébrique non linéaire
résultant a été résolu au niveau des points de collocation N2.

Roberts [22] a mené des recherches approfondies sur les ondes a courte
créte en eaux profondes, utilisant la méthode des perturbations pour obte-
nir des solutions jusqu’a l'ordre 32. Les caractéristiques du probléme, telles
que I'élévation de la surface libre, la fréquence, les énergies cinétique et po-
tentielle, ont été calculées a l'aide d’approximants de Padé. Il a également
démontré que la courbure maximale des ondes tridimensionnelles pouvait
étre jusqu’a 60% plus élevée que celle du modele bidimensionnel. L'un des
résultats importants de cette étude a été la découverte de la résonance har-
monique, qui se produit lorsque la fondamentale (1,1) et un harmonique de
mode (m,n) se propagent a la méme vitesse de phase. Les approximants

de Padé ont été essentiels pour obtenir des solutions convergentes prés des
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singularités induites par les diviseurs nuls présents dans les coefficients des
harmoniques correspondants.

Par la suite, Marchant et Roberts |23] ont étendu I’étude de Roberts [22]
pour inclure des profondeurs finies, en utilisant la méme méthode, leur per-
mettant de calculer des solutions jusqu’a l'ordre 35. Cette étude a conduit &
la généralisation de la condition de résonance au cas des profondeurs finies.
Okamura [24] a consacré ses efforts a 'analyse des vagues & crétes courtes,
qu’elles soient faiblement ou fortement non linéaires, au voisinage du cas
limite des ondes stationnaires.

Les ondes de surface a courte créte de gravité-capillarité ont fait 1’ob-
jet de peu d’études. Kimmoun et al. |25] ont été les premiers & mener une
analyse a la fois théorique et expérimentale des ondes de surface de gravité-
capillarité tridimensionnelles dans des profondeurs finies. Huang et Jia [26]
ont abordé le cas de la propagation des ondes de surface de gravité-capillarité
en présence d'un courant uniforme. Ils ont utilisé la méthode des perturba-
tions pour obtenir des solutions jusqu’au deuxiéme ordre. De méme, Jian
et al. [27] ont déterminé des solutions analytiques jusqu’au troisiéme ordre.
Leur travail a mis en évidence I'importance du courant dans 1’évolution de
la fréquence et dans la force de pression exercée sur une paroi verticale. Plus
précisément, leurs résultats indiquent que l'onde devient plus raide a me-
sure que la vitesse du courant augmente. Debiane et Kharif [28] ont exploré
les ondes de gravité-capillarité a courte créte dans des profondeurs infinies
en utilisant la méthode du Lagrangien moyen de Whitham. Cette approche
leur a permis de calculer des ondes résonnantes qui n’auraient pas pu étre
obtenues avec la méthode des perturbations. Dans les environnements océa-
niques réels, les champs d’ondes a courtes crétes sont fréquemment influencés
par des courants. Concus [29] s’est heurté au probléme suivant : 'ensemble
des profondeurs de fluide pour lesquelles une condition de résonance inva-
lide I'expansion de la perturbation de l'onde stationnaire est un ensemble

dense, ce qui remet en question I’ensemble de ’approche. Ce probléme a fi-
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nalement été résolu par Plotnikov et Toland [30] en utilisant la théorie de
Nash-Moser pour surmonter le probléme du petit diviseur. Pour les ondes
progressives tridimensionnelles, similaires aux ondes a créte courte, looss et
Plotnikov [31] ont résolu le probléme du petit diviseur en utilisant la théorie
de Nash-Moser pour les angles non résonnants. Ils ont également élaboré une
expansion asymptotique formelle.

Bien que 'exploration des ondes de surface tridimensionnelles ait suscité
un intérét substantiel, Peu d’études ont été menées sur les ondes internes
non linéaires tridimensionnelles. Allalou et al. [32] ont développé une solution
analytique jusqu’au troisieme ordre et ont étendu leur approche a un calcul
numérique jusqu’a l'ordre 32 pour les ondes interfaciales a courte créte se
propageant a l'interface de deux couches de fluides d’épaisseurs finies. Cette
étude a permis de généraliser la condition de résonance déja établie pour
les ondes de surface. De maniére similaire, Boughazi et al. [33] ont étendu
les travaux de Debiane et Kharif [28] aux ondes interfaciales a courte créte
associées a la gravité-capillarité. Un grand nombre de configurations intéres-
sante ont été calculées en utilisant cette approche. Les formes de ces vagues
dépendent de différents parameétres du probléme : le coefficient de tension
superficielle, la profondeur de la couche de fluide, les rapports de densité et
I’angle entre la direction de propagation de I'onde incidente et la normale &
la paroi.

D’autres problémes liés aux ondes interfaciales tridimensionnelles ont fait
I'objet de recherches, en particulier concernant les solitons. Oikawa [34] a
mené une étude sur l'interaction oblique faible de deux solitons se propa-
geant a l'interface entre deux couches de fluide. La couche supérieure avait
une profondeur infinie, tandis que l'autre couche était beaucoup plus mince
par rapport aux dimensions horizontales des ondes présentes. En utilisant
la méthode des perturbations, Oikawa [34] a examiné les interactions entre
un soliton se propageant sur une couche de fluide d’épaisseur infinie et un

autre se propageant sur une couche de fluide d’épaisseur finie. Ils ont obtenu
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1. REVUE DE LITTERATURE

des solutions du premier ordre par la méthode des perturbations. Oikawa a
démontré que les amplitudes des solitons ne changeaient pas apres 'interac-
tion, et que l'onde solitaire résultante présentait un déphasage constant.De
leur coté, Pennel et Mirie [35] ont calculé 'expression du déphasage jusqu’au
troisiéme ordre en reprenant I’étude d’Oikawa dans le cas ol les deux couches

de fluide sont trés minces.

Cette thése porte principalement sur 'analyse des ondes interfaciales tri-
dimensionnelles progressives résultant de I'interaction de deux trains d’ondes
ayant des caractéristiques similaires. Ces champs générent les ondes interfa-
ciales a courtes crétes qui se propagent a l'interface de deux couches de fluides
de masse volumiques différentes et d’épaisseurs arbitraires en présence d’'un
courant paralléle. Deux méthodes distinctes ont été employées pour résoudre
ce probléme : la méthode des perturbations et la méthode variationnelle
de Whitham. L’un des avantages majeurs de la méthode des perturbations
réside dans sa capacité a mettre en évidence le phénomeéne de résonance har-
monique. Nous examinons les propriétés de ces ondes & proximité de leurs
singularités, puis nous explorons I'influence de certaines caractéristiques telles

que le courant et le rapport de densité sur la structure des ondes interfaciales.

18



2. FORMULATION DU PROBLEME

2 formulation du probléme

Considérons un repére orthonormé R(O, x,y, z), les axes (Ozx) et (Oy)
sont horizontaux et orientés comme indiqué par la figure (I.1) et (Oz) est
vertical ascendant. L’origine est placée telle que le niveau moyen de l'inter-
face soit contenu dans le plan horizontal (xOy). L’onde en question dites onde
a courte créte est généré par 'interaction non linéaire d’un train d’ondes sur
un mur vertical (voir figure (1.2)). On admet que la réflexion est totale, ce
qui implique I'égalité des amplitudes et des fréquences des ondes incidentes
et réfléchies.

Supposons que 1’écoulement est irrotationnel, les fluides parfaits, homogénes
et incompressibles, d’épaisseurs d; et ds, en équilibre et limitées, d’en haut et
d’en bas, par deux parois rigides, horizontales et imperméables. On désigne
par p; et po les masses volumiques des deux fluides avec p; < ps (stratification
stable). Les effets de la tension superficielle sont négligés dans tout ce docu-
ment. Le courant U est parallele a I’écoulement et superposé sur la couche de
fluide supérieure (voir figure(I.1)). Ces ondes ont une forme doublement per-
iodique suivant les deux directions (Ox) et (Oy) avec des longueurs d’ondes
L, = L/sinf et L, = L/cosf le long de ces deux axes. Ici L représente la
longueur d’onde du train de vagues incident et 6 I’angle entre sa direction de
propagation et la normale au mur. L’interface qui sépare les deux fluides et

qui est une inconnue du probléme, a pour équation z = n(x,y,t).
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3. EQUATIONS DE BASE ET CONDITIONS AUX FRONTIERES

U
_—
, P1 %
\
l'interface de 'onde
Y ~ L

0 \/ \/ X

Py d,

Figure I.1: Schéma descriptif d’une onde interfaciale.

Mur vertical

Figure I.2: Formation d’ondes a courte créte par réflexion oblique d’un train d’onde uniforme
sur un mur vertical & une incidence 6 par rapport a la normale au mur.

3 Equations de base et conditions aux frontiéres

3.1 L’équation de Laplace

On considére que ’écoulement est potentiel, ¢’est-a-dire que le fluide est
supposé étre non-visqueux, soumis a un mouvement irrotationnel. Cette hy-
potheése est largement utilisée dans le mouvement et la propagation des ondes.

Les deux fluides étant incompressibles, ils vérifient par conséquent 1’équation
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3. EQUATIONS DE BASE ET CONDITIONS AUX FRONTIERES

suivante :

V.V, =0, (1.1)

tel que, (i = 1,2) représente les couches des fluides supérieure et inférieure.
De plus, 'approximation selon laquelle le mouvement du fluide est irrota-
tionnel permet d’affirmer 'existence d’un potentiel des vitesses, usuellement
noté ¢(x,y, z,t), vérifiant par définition :

—

V. = Vo, (1.2)

On suppose l'existence d’un courant uniforme et parallele U que pour
la couche supérieure. Par conséquent, le potentiel des vitesses total ¢ de
la couche supérieure est la superposition du potentiel des vitesses dus aux

mouvements du fluide et du courant :
Vi = Ui+ Vé, (1.3)
pour la couche inférieure le vecteur vitesse est donné par :
Vo = Ve, (L4)

En introduisant les potentiel (1.3) et (1.4) dans I'équation de Laplace (I.1),

vérifiée par le potentiel des vitesses, dans toute la zone occupée par le fluide :

¢z’,;m; + qbi,yy + ¢i,zz = 07 (15)

t = 1,2 Désigne, respectivement, les couches des fluides supérieure et
inférieure, avec n > z pour ¢ = 1, et n < z pour ¢ = 2.
La relation (I.5) est a la fois linéaire et du second ordre. Ses solutions doivent

satisfaire les conditions cinématiques et dynamique aux niveau de l'interface,
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3. EQUATIONS DE BASE ET CONDITIONS AUX FRONTIERES

ainsi que deux conditions aux niveau des parois rigides, et aux niveau de mur

de réflexion.

3.2 Conditions cinématiques

La condition cinématique stipule qu’il n’y a pas d’écoulement a travers I'in-
terface. Autrement dit, lorsqu’'une particule de fluide se trouve & un instant
sur l'interface, elle demeure sur cette derniére, sa vitesse est donc tangen-
tielle. Par conséquent, la vitesse normale du fluide en un point de l'interface
est égale a celle d'une particule fluide qui s’y trouve. Pour plus de commo-

dité, 'interface est représentée par

C(x,y,z,t) =n(z,y,t) — 2z =0. (L.6)

Soit V la vitesse d'un point matériel X(:U, Yy, z,t) sur une interface mobile,

aprés un temps dt on écrit la condition aux limites sous la forme :

CX+V,t+dt) =X, t) + (% +v.VQ)dt + O(dt)? (1.7)

compte tenu de 1'éxpression (1.6), il s’ensuit que :

% +v.V( =0, en z=n (L.8)

Dt
la dérivée particulaire. les conditions cinématiques pour chaque couche de

e i i D¢ N D _ 0 9 9 9
cette équation se traduit par 5> = 0 ol on note DL = ot + Uz + U@y + W
fluide s’écrivent alors comme suit :

— Pour le fluide supérieur

M + Uiy + Unx T uny — w = 0 = 77(567 Y, t)a (19)
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3. EQUATIONS DE BASE ET CONDITIONS AUX FRONTIERES

— Pour le fluide inférieur
N+ e+ vy —wn =0 z=n(z,y,t) (1.10)

et si nous devions les traduire pour le potentiel des vitesses, elles s’écri-

ront :

Mt + 77x¢1:c + Unx + nyd)ly - lez =0 Z = 77(337 Y, t), (111>
u + nm¢2m + ny¢2y - ¢22 =0 = 77(5‘77 Y, t)? (112)

3.3 Condition dynamique

La condition dynamique se présente a la surface de séparation entre deux
fluides immiscibles, non visqueux, elle exprime 1’égalité des pressions des deux
cotés de l'interface quand la longueur d’onde est assez importante pour que
la tension superficielle soit négligeable. A l'interface, cette condition s’écrit

alors comme suit :
P,— P =0, (I.13)

L’écoulement étant irrotationnel, les deux fluides sont considérés parfaits,
le mouvement des deux fluides est régit par I’équation de Bernoulli. De ce
fait, ont pourra écrire :

— Pour le fluide supérieur

1
p1d1t + prgn + §P1(¢%x + 97, +¢L)+Ud,+ PL=C1 (114

— Pour le fluide inférieur

1
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4. EQUATIONS SANS DIMENSIONS

avec : P; et P, sont les pressions d’une part et d’autre de l'interface de
I'onde. p; et ps représentent les masses volumiques des deux fluides
g accélération de pesanteur. C et Cs sont les constantes de Bernoulli.

La soustraction des deux équations (I.14) et (1.15) nous donne :

pi(bu+ g+ (B, + By + 6) = palom+ om

1
+5(00 + 02y +62.)) +C 2 =nw,y,1), (1.16)

En divisant cette équation par po, on obtient la condition dynamique

exprimée en termes de rapport de densités pu = p1/po.

1

1
+§(%x+¢ﬂ+wﬁg):67 z=n(z,y,1), (L.17)

3.4 Conditions sur les parois latérales

Le fluide ne pouvant traverser le fond, supposé imperméable, on écrira

comme conditions aux limites :

01 =0 z=d, (1.18)
P2. =0 2= —dy, (1.19)

4 Equations sans dimensions

Il est recommandé de mettre les équations gouvernantes ainsi que les
conditions aux limites sous forme adimensionnelles en utilisant deux para-
meétres de références appropriés. Ces parameétres sont une longueur de réfé-
rence, définie comme k™1 = L/27, ot L est la longueur de référence, et un

~1/2

temps de référence défini comme (gk) , ol g représente 'accélération due
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4. EQUATIONS SANS DIMENSIONS

a la gravité et k est le nombre d’onde du train de vagues incident.
Ensuite, nous introduisons les quantités sans dimension de la maniére sui-

vante

i=ka,j=ky 25=kzd = kdy,dy = kds,t =t~\/gk,7j=kn,U=U\k/qg.

Afin de simplifier la notation, nous adopterons des variables sans dimension
en supprimant les symboles de tilde. La périodicité des solutions suggérent
de définir le changement de variable suivant afin d’obtenir des formes per-

manentes :

X =pr—wtY =qy, Z = z. (I.20)

p et q représentent les nombres d’ondes adimensionnels suivant les directions
(OX) et (OY) et sont définis par :

p =sinf,q = cosb. (I.21)

Les équations (1.5), (I.11),(1.12) ,(I.17), (1.18) et (I.19) s’écrivent alors :
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4. EQUATIONS SANS DIMENSIONS

Poixx + Coivy + bizz =0 i =(1,2),
(1.22)

(pU — w)nx + p’nxdix + @Cnydry — iz =0 Z =n(X,Y),
(1.23)

—wnx + P Nxdox + Py dey — ¢z =0 Z =n(X,Y),
(1.24)

QSIZ:O Z:d17
(1.25)

boy =0 7 =—dy,
(I.26)

M{(pU —w)pix + 1+ %(p%%x + oy + Cb%z)} +woax — 1

1
PPy + Py + 93 +C =0 Z=n(X.Y),
(L.27)

ol p = p1/po est le rapport des densités et w est la fréquence.
On définit un petit paramétre physique h lié a la cambrure de la vague étant

la demi-hauteur créte-creux et il est donnée pas la relation :

h:%mmﬁy—maw» (1.98)

Le probléme associé aux ondes & courte créte est formulé a partir des équa-

tions (1.22)-(1.27), accompagnées de condition de périodicité et de symétrie
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5. METHODE DE RESOLUTION

suivante :
(6(X,Y,Z) = 6(X, Y, 2),
S(X,Y,Z) = §(X,Y + 27, Z),
LB(X,Y, Z) = ¢(—X,Y, Z),
S(X,Y, Z) = MX+%YZ)
| p(X,Y, Z) =¢(n — X,m =Y, Z),

5 Meéthode de résolution

5.1 Développement en séries de puissances basé sur la méthode

des perturbations :

Dans cette section, le probléme est résolu par la méthode des perturba-
tions. Les variables inconnues du probléme, a savoir ¢;(X,Y, Z), n(X,Y), w
et C', sont développées en séries de Taylor par rapport a la variable h de la

maniére suivante :

(6= S wo(X, Y, 2) i=(1,2),

r=1
n= Z hrn(r)(Xv Y)7
X =~ (1.29)
w= > hlw,
r=0

C=> how
\ r=1

En substituant les expressions ((1.29)) dans le systéme d’équations (1.22)-

(I.27) et en regroupant suivant les puissances de h, on obtient a l'ordre r :
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5. METHODE DE RESOLUTION

POy + POy + 8y, =0 i=(1,2),

(1.30)

(wo—Up)ny + Yy = A7) Z =n(X,Y),
(1.31)

wony + 65y = Ay Z =n(X,Y),

(1.32)

1 = o/ (=) (of% = 600) + (up U/ (1= )0l
=BY/(p-1)+C" Z=n(X,Y),

(1.33)
$\) =0 7 =d,
(1.34)
) =0 7 =—dy,
(1.35)
avec
() = (r-s) ()| .
Ai = Zl{ Wy — 377X 2¢2X 77X q2¢¢X Tly } 1= (172)7
r:l
\ BY) = 2 {M(Wr—@@' - (1/2)(17 ¢1X + q2¢1Y ¢1Y + ¢1Z ¢1z)) (1.36)
\ ~(wrs05% — (/2205 Vo0 + 2ol Vol + ol o)) }

Les conditions aux limites sont appliquées a l'interface Z = n(X,Y") ,qui est
a priori inconnue. Afin de surmonter cette difficulté, les conditions aux limites
de l'interface sont appliquées a Z = 0. Ceci est accompli en développant les

potentiels de vitesse @1 et @9 en série de Taylor autour de Z = 0 :

1
¢ (X,Y,n) = ¢ (X,Y,0) + ¢iZ|Z=0 n+ 2 ¢iZZ|Z:0 772 Tt (1.37)
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5. METHODE DE RESOLUTION

En insérant les equations (1.29) et (1.37) dans les équations de base (1.22)-

(1.27

), les équations du premier ordre des approximations deviennent

POy + oy +dy, = 0, i=(1,2), (L3
wonly' + ¢4y = 0 Z =0, (139)
(wo = pUYY + ¢1y = 0 Z=0, (140)
wn(dhy = uoi) + (1= D+ ppUgy = 0 Z=0, (141)
s = 0 Z = dy, (142)
&) =0 7 = —dy(1.43)
Le systéme d’équations (1.38) - (1.43) admet les solutions suivantes :
(77(1) = cos X cosY,
¢§1> = (—wp + pU) sin X cos Y (cosh(Z — dy))/sinh(Z — dy),
9 gzﬁgl) = wp sin X cos Y (cosh(Z + dy))/ sinh(Z + ds), (I.44)
Wi /To+ p (wo —pU)* /Ty = 1 — p,
|cW =0,

avec

: 71 = tanh(d;) et Ty = tanh(d,)

Les solutions du premier ordre suggerent que, pour tout ordre r, les solutions

peuvent étre exprimées de la maniére suivante :

;

nt

r) — Z a") cos (mX) cos (nY),

mn

) qﬁ(lr) = Z b") sin (mX) cos (nY') cosh auy(Z — dy)/sinh(Z — dy), (1.45)

mn

gbg) = Z ") sin (mX) cos (nY') cosh Qpn(Z + dy)/ sinh(Z + dy).

mn

= (mp)? + (nq)? et m et n sont des entiers de méme parité.
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5. METHODE DE RESOLUTION

Le choix de '’emplacement de 1’origine au niveau moyen entraine la nullité
du coefficient aég). La symétrie triangulaire (1.29) des ondes & courtes crétes
fait que les coefficients dont les indices n’ont pas la méme parité sont égale-

ment nuls. Ces propriétés réduiront de moitié les calculs.

Puisque la dépendance en Z de gbl(-r) implique le terme exp(a,,,Z) pour
différentes valeurs de au,,. La détermination de ¢; nécessite le calcul de I'ex-
pression exp(@,,1n(X,Y)) sous forme d’une série de Taylor autour de Z = 0.

Roberts [22] a défini la fonction E,.(X,Y, ayy,) de sorte que :

(.¢]

> E (XY, o), (1.46)
r=0

exp(am,n(X,Y))

ol FE, est aussi une fonction de 77(’") et de ay,, qui vérifie la relation de

récurrence :

E0:17

N (1.47)
E(X,Y, ) = % S s X YVE (XY, ).

Faisons intervenir les fonctions suivantes :

= Kl(eXp( andl) (X Y CYmn) + eXp(andl)Er(Xa Ya _an))a
< = Ki(exp(—mnd1) B (X, Y, apmp) — exp(amndr) E-(X, Y, —aimn)),
= Ky (exp(mnd2) E-(X, Y, amn) + exp(—amnd2) E-(X, Y, —amn)),
\ - K2(exp(amnd2) (X Y amn) - eXp( amnd2)Er(X7 Ya _amn))a

avec K1 = 1/(2cosh(a,dy)) et Ky = 1/(2 cosh(ayn,ds)).

30



5. METHODE DE RESOLUTION

Posons les fonctions dérivées suivantes :
(
Uz(r) = CbiX (X7 Y7 77(X7 Y))a
FV = 6ix (X, Y (X, Y), (L49)
W = ¢ix (X, Y, n(X,Y)),

\

En substituant les expressions de G\ et H" données par (I.48) dans les
(r)

formes générales de ¢, ' déduites dans (1.45), il s’ensuit pour U;

U = Z h" Z Z mb; . cos(mX) cos(nY)GY_s), (1.50)
r=1

mn s=1

de maniére similaire pour Us, V; et W; on obtient :
(- (r) 77(r)
Up" = ¢ix(X,Y,0)+ Ui,

LV = ik (X, Y,0) + v (1.51)
W = ¢;x(X,Y,0) + W,

\

ou :
(75(r) -1 (s) (r—s)
U =1, Mbmn cos(mX) cos(nY )Gy 7,
. 71(T> =) =) Y. nb) cos(mX) cos(nY)Ggr_s), (1.52)
\m(r) == ). Qb cos(mX) Cos(nY)Hl(T_S),

(77 r— s r—s
0" = STy mesh cos(mX) cos(nY)Gg ),
S = - S netih cos(mX) cos(nY)Gg”*S)7 (1.53)

\WQ(T) =)= ). Qo cos(m X ) cos(nY ) H ™.

L’introduction de ces expressions dans les équations (1.31), (1.32) et (1.33)

31



5. METHODE DE RESOLUTION

conduit a :
(wo — Uy + (X, Y,0) = =" + A on Z=0, (154)
w4+ 60X, Y,0) = - + AV on Z=0, (L55)

1 r r
) 4 ot - o) % (X, Y, 0) + wodhy (X, Y,0)) = (L56)

—1
B(r) r 77T U _
o iy - uUl on  Z=0,
p—1 =1 K=
On pose
fl(r) _ A@(r) W (r)7
B0 o . U _. (L.57)
FU) = + (,UUl A )) — &uUl( ),
p—1 " p—1 p—1
fi(r) et F(") peuvent étre exprimés comme suit :
( r
= Z fi(;)m sin (mX) cos (nY) (1=1,2),
< (1.58)

Z ) sin (mX) cos (nY).

\

En reportant les expressions ci-dessus dans les formules données par les équa-

tions (1.54),(1.55) et (I1.56), on aboutit alors au systéme d’équation suivant :

¢
_magngl (WO - pU) gmn mn f1 mn

{ —woma% +h ncy(m = f2 . (1.59)
Ll + et (bl — el /(1= 1) = pUmpblin/ (1 = 1) = Fo,

avec Gmn = Qmp tanh(am,dy) et hpp = Qupy tanh (g, ds).
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5. METHODE DE RESOLUTION

Ce systéme a pour solutions :

mﬂhmnfl(zq)m (WO - pU) + gmnhmnan(l - NJ) + mw()fggmgmn
102 P (U — w0)? + G (MW + P (1 — 1))

£+ mabi (wo — pU)

o= -

(1.60)

pr) = = (1.61)
gmn
(r) (r)
+ WoMmamn,
) = So.mn - S .62)

Le calcul de ces coefficients permet la détermination des valeurs de n(™, ng)
et gbg) dans I’équation (I1.45). En utilisant ces solutions de l'ordre (r), nous
pouvons obtenir les solutions de 'ordre (r+1) correspondantes. Ce processus
récursif commence au deuxiéme ordre, en partant des solutions linéaires (1.44)
de l'ordre 1.

Lorsque m = n = 1, un terme séculaire se manifeste dans les coefficients
fournis par (1.60), ce qui signifie que le dénominateur devient nul. Pour éli-

miner ce terme séculaire, nous annulons le numérateur, c¢’est-a-dire :

phirfia (wo—pU) + grihi Fra (1 — ) +wofo 11911 (1.63)

Les fonctions fl(ﬁ)l, fl(ﬁ)let FH) qui contiennent, chacune, un seul terme en

w,_1 peuvent étre écrites sous les formes

fz'(ﬁ)l = Wr— 1@%1 + fz(£)7 (i=1,2) (1.64)
FU) = (bl Mcli Dot 4 plr) '
ou fl(g), fé;) et F\") sont des termes indépendants de w,_1 tel que
fls a11 pU b§11)911a
) fos = e, (1.65)
LAY = o) (= 1) + wpUBY,
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5. METHODE DE RESOLUTION

En reportant les expressions données par (1.64) dans I'équation (1.63) on

obtient pour tout r 'expression de w,_1 :

uTo(pU — wo) £ — woTy 51 + TV (= 1)

2[/LT2(pU — w0> — le()] (166)

Wr—1 = —

. T . . . . o1
Cela laisse agl) inconnues pour les ordres impaires. Toutefois, on peut utiliser

la relation (I1.28) pour I'exprimer :

(r)

afy == "l (L67)
m#1
n#l

Il est alors possible de déterminer les coefficients bﬁ) et cg? en appliquant les

relations (1.61) et (1.62). Cette approche, qui a été mise en ceuvre a l'aide du
logiciel MAPLE, a permis d’obtenir des solutions analytiques jusqu’a l'ordre
cing. Pour aller au-dela de cet ordre, les coefficients a%, b(mTzl et 07% ont été
calculés en utilisant un programme FORTRAN, et ce, pour diverses valeurs

du rapport des densités et de I'intensité du courant.

5.2 Meéthode du Lagrangien moyen de Whitham

Les lois physiques peuvent souvent étre déduites de principes mathéma-
tiques concis stipulant que certaines intégrales atteignent des valeurs ex-
trémes. Par conséquent, la valeur d’une telle intégrale est stationnaire par
rapport a de petites variations des paramétres dont dépend 'intégrande (prin-
cipe variationnel). L’étude actuelle étend le principe variationnel pour les
ondes en fluides non visqueux, initialement formulé par Luke [36] en 1967
pour les ondes de surface en deux dimensions, a ’analyse des ondes interfa-
ciales en trois dimensions.

Pour des ondes interfaciales tridimensionnelle irrotationnelles avec un cou-

rant U et des limites inférieures et supérieures infinies,
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le Lagrangienne moyene est donnée par

1
L=— [/ 3 (P23 + PPy + d3,) — Wohax + 77] dz

+00
— M % ((mlx +U)” + @22, + ¢§Z) — whix + n] dZ — Ly,  (1.68)

ol la barre supérieure indique une moyenne temporelle ou spatiale, et Ly est

le Lagrangien I’écoulement non perturbé, elle s’écrit :

0 00 1
- 0

e.¢]

Par ailleurs, les termes d’ordre principal pour le profil de I'onde et les poten-

tiels de vitesse sont substitués dans les expressions pour L :

n(X,Y) = Ay cos X cosY + Ay cos2X cos2Y + Agygcos2X + Ags cos 2Y,
$1(X,Y,Z) = By sin X cos Ye 17 4 Byysin 2X cos 2Y e 927 4 Boysin 2X e 9207
$2(X,Y, Z) = Cyysin X cos YeU1Z + Cyysin 2X cos 2Y e22Z + Cyy sin 2X e20Z,

(1.70)

Apres le calcul du Lagrangien, on obtient une formule incluant les coeffi-

cients Bi1, Bogy, Bas, Ci1, Coy et Cag que I'on élimine en appliquant :

8L_8L_8L_8L_0L_8L_
OB11 0By 0By 0C;; 0Cy  0Cyn

0, (1.71)

Compte tenu de la relation (1.68) et des expressions (1.70) le lagrangien moyen
du systéme est donné par I'expression suivante :

1 1
L:@<—p+pu+2w2+2,u(w—pU)Q)Ago—i—g((? (w—pU)2+1>M+2w2+M—1)A%2

+é ((w=pU)) p+w?+p—1) a3 + é =1+ 1) (1 (0= p0)* - o?) At A
: (1 (w=pU) —?) A} Az

i _ 3 2 _ 2 2 4 7

g (F1+2p 4p)(,u(w pU) +w)A11+16
1

(-2 +p? + 2p) (H (w—pU)* - W2> Al Ago + 1 (-14+p) A+ 0 (A?I) : (1.72)

ol

+
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Ici, I'ordre le plus bas correspondant & Ay fournit la relations de dispersion linéaire :
w=uwy+ O (A7) ou plwo —pU)P +we> +p—1=0, (1.73)

cette relation est identique a celle obtenu par la méthode des perturbations.
Le Lagrangien moyen L a été déterminé en fonction de Ay, Asgg, Aoy et Ags. Ay peut étre
considéré comme un paramétre fondamentale lié a la hauteur de I'onde. Les autres coefficients

sont des fonctions de A7 et sont déduites en tant que solutions des équations variationnelles :

0L oL OL

= = =0 1.74
TApm 0w 0Am (174)
ce qui donne :
1A% (p+2we? — 1)

A = —= 1.75
22 4 1 +H ) ( )

1 A2p (=24 p%2+2 +2w? —1
Ay = - e (22497 +2p) (it 200° 1) : (1.76)

(p—2)(-1+p)
AL (p—1)(p+1) (n+2w? — 1)

A =
02 Ttp

. (1.77)

RIS

On peut aisément vérifier que ces coefficients sont identiques a ceux calculé précédemment avec
la méthode des perturbations.
En introduisant les coefficients Agg, Agg et Age dans 'expression (1.72), le Lagrangien se réduit

alors a une forme plus condensé et s’écrit :

2 2
1 AW 07 —2420)" (o —pU —wr?)” p b (0 90" )

- 64 —p+pp+2wo? + 24 (wo — pU)? 128 202 + 21 (wo — pU)? + 1
2
1 Aiﬂ(P—l)z(erl)Q(u (WO—pU)Q—woz) L e (L ) 02
te1 g ~ 3 11(— tputwtp(w=—p ))
1
~61 Al (=1 —4p*+2p?) <w02 + p (wo —pU)Z) + 0 (A}). (1.78)

La relation de dispersion non linéaire est obtenu en introduisant le lagrangien (1.78) dans la
relation L/0A1; = 0 et il vient, alors :

W+ p(w—pU)* =

AN Ap® +4pt —4p? —8p? +9p—2 1
1—p) |1+ 4% (= ——(2p® —4p?* -1
( “)[+”(8 (2—p)(1 — p)? IS )>]
(1.79)

ot : A = wd — pu(wo — pU)2.
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6 Reésultats et discussion

6.1 La limite dynamique

La limite dynamique est associée a l’existence d’un courant critique au-dela duquel le pro-
bléme n’admet pas de solutions de formes permanentes. Saffman et Yuen [16] ont déterminé la
valeur du courant critique dans le cas des ondes interfaciales bidimensionnelles & des profondeurs
infinies. Ils 'ont calculée & la fois sous sa forme linéaire et faiblement non linéaire en utilisant la
relation de dispersion. En général, le courant critique U, est une fonction du rapport de densité
i de Pangle 6 et de A1 qui est 'amplitude de 'onde. Nous étendrons cette étude au cas des
ondes interfaciales tridimensionnelles. Lorsque A;; — 0, 'équation (I1.79) devient linéaire. Son
examen pour des valeurs fixes du rapport de densité u, du courant U et de 6§ montre qu’il existe
deux solutions correspondant aux deux racines de I’équation quadratique en w en fonction de u
et U. Ces deux solutions sont notées war et wy, ol wg > wy -

Le courant critique linéaire est défini lorsque war (,0,U, A11) = wy (1, 0,U, Aq1), il est donné par
I’expression suivante :
Uy = VAL (L80)
Hp

I’indice ”I” représente le cas linéaire. Dans ce cas, nous avons :

wi =wy = Z]:_Uil (1.81)

Pour des valeurs de p et 6 fixes et en faisant varier la valeur du courant U, on obtient alors
I’évolution de w en fonction de U pour les deux valeurs de la vitesse de propagation linéaire :
war et wy . Un exemple est tracé dans la figure (I.3). Le point d’intersection des deux courbes
correspond & la valeur du courant critique U..

Pour le cas non linéaire (A1; # 0), 'équation (I.79) admet deux racines wy (Aj1, p, U, 60) et
w—(A11, 1, U, 0) qui dépendent de 'amplitude. Pour des valeurs fixes de A1, p et 6 il existe a
nouveau un courant critique U, déterminé par I'égalité w (A11, p, Ue, 0) = w_(A11, 1, U, 0), au
dela duquel les solutions cessent d’exister. La valeur de U, corrigé au second ordre est déterminé

en annulant le discriminant de 'expression (1.79).

1/2
1—p)? 9p—8p*+4p*+4p°—2—4p*) 1 1
_ 1+ A2 ( ;. 2
Ue2 Ucl + A7 (8(1+M)2 2_p + 4 2p +p ’
(1.82)
avec : U
Wi =w_2 = /;erC:, (1.83)
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207

S | o+

150 5 10 U 15

cl

Figure 1.3: L’évolution de la fréquence w en fonction de courant U en profondeurs infinies. Le
courant critique U, est le point d’intersection des deux courbes wsr et wy .

ot I'indice 2 désigne 1’approximation du 2™ ordre.

Pour des valeurs données de p et 6, la relation (1.82) montre que le courant critique Ugo augmente
avec Pamplitude d’onde A%,. Cela signifie que ’amplitude d’onde a un effet stabilisateur sur la
propagation des ondes interfaciales. Cette relation est illustrée dans la figure (I.4) pour quatre

valeurs différentes de 6.

6.2 Instabilité de Kelvin-Helmholtz

L’existence d’une valeur critique de U est associée a l'apparition d’instabilité, comme le
sera montré par la suite. La formulation utilisée suit celle de Saffman et Yuen [16] pour le
cas tridimensionnel. IIs ont démontré que, pour une amplitude d’onde trés faible et des valeurs
suffisamment élevées du courant, une instabilité de Kelvin-Helmholtz se produit. Ils ont également
interprété ces résultats comme la non-existence d’ondes linéaires stationnaires. Retenons que les
racines de l'équation (I.73) peuvent étre réels ou complexes conjugués. Dans le premier cas,
I’écoulement est stable. Dans le second cas, I’écoulement est instable et les parties imaginaires
des solutions de cette équation en w correspondent au taux de croissance qui augmente comme
evit | avec w; = J(w).

A titre d’exemple, la figure (I.5) montre la variation des racines de la relation de dispersion
linéaire par rapport au courant U pour un rapport de densité p = 0.1 et un angle § = 40. La
coalescence des deux racines réelles donne lieu & I’émergence d’une instabilité correspondant &

des racines complexes conjuguées. Ces racines complexes surviennent lorsque U > Uy.
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0,5
p=0.1 0=80°
0,4 -
0.3 - 0=50
UZ,/Uz-1
0,2 - 0=30°
0.1 0=10°
070 1 i T T T T T T T T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
AL

Figure I.4: Tracé de U%/U2 — 1 en fonction de A%, pour une valeur fixe de p et différentes
valeurs de 6.
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Figure 1.5: Les deux racines de I’équation de dispersion linéaire pour g = 0.1 et un angle
= 40. La courbe pleine représente les parties réelles et la courbe en pointillés représente les
parties imaginaires.
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50
u=0.1

40 -

30 U=,

D ] e unstable
20
10 brz‘///
0 I I ' I I !

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figure I.6: Régions stables et instables dans le plan (U, p). La courbe limite entre les régions
stables et instables correspond aux valeurs de courant critique linéaire.

Il existe une région de valeurs (p, U) pour laquelle w; est imaginaire. Cette région est détermi-

née par le signe du discriminant de ’équation quadratique (I1.73), qui est donné par I’expression :

A =4(1-p?) — 4pp*U>. (1.84)

La figure (1.6) montre les zones stables et instables qui correspondent aux signes du discri-
minant. Si A > 0, le mode est stable. Dans le cas contraire, lorsque A < 0, le mode est considéré
comme instable. La courbe qui sépare les deux zones donne les valeurs de U,;. Il existe deux cas
limites. Le premier est lorsque 8 = 0° et il correspond & des ondes interfaciales stationnaires.
Dans ce cas, le courant critique linéaire Uj. — oo. Cela signifie physiquement que les ondes in-
terfaciales stationnaires en présence d’un courant sont toujours stables. Le deuxiéme cas limite
correspond # = 90° et nous obtenons les ondes progressives bidimensionnelles. Dans ce cas, il
existe une valeur limite du courant ol le régime devient instable et donc les ondes progressives

de forme permanente ne peuvent pas étre observées. Cette région est déterminée lorsque :

p(l — p?)
pp

U > U, with Uye = (1.85)
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6.3 Solutions analytiques : comparaison avec les travaux anté-
rieurs

La problématique que nous avons développée constitue une extension de I’étude réalisée par
Allalou et al. [32], facilitant ainsi la comparaison et la confirmation de nos résultats. L’intégration
d’un courant dans notre analyse a mis en lumiére I'influence significative de cette variable sur
la dynamique des ondes interfaciales. Les ondes a courtes crétes de gravité en présence d’un
courant uniforme ont été calculées analytiquement, au cinquiéme ordre, grace & un algorithme
de calcul formel, MAPLE, les solutions sont ensuite étendue jusqu’a 'ordre 32. A I'ordre cing, les
développements des potentiels des vitesses dans les deux fluides, de I'interface et de la fréquence

s’écrivent :

5
. amn(Z —d
¢ = Z ) Z b%%sznmXcosnYoimdll), (1.86)
r=1 mn
mn(Z + d
Z Z ) smmXcosnYM, (1.87)
— Qmnda

Z Z a'") cosmX cosn, (1.88)

5
w= Z ", (1.89)
r=0
Les solutions analytiques du second ordre sont représenté dans les tableau suivants :
ytiq p
a® — _1 —w2 —2ppUwo+pw’+pp? U2
2,27 4 p—1+42wi+2u(—wo+pU)?
a(2) _ 1 (=D (+1)(p(pU—-wo)*—wi)
02 — 4 u—1 )
a® _ 1 p(p*—2—2p) ((pU—wo)? —wj)
20 4 p(u—1)+2wg+2u(—wo+pU)?
p2) _ 1 (CwotpU)((-wotpU)?)— L4 p3uwf
22 74 p—14+2w3+2p(—wo+pU)? ’
2 _ 1 (=wo+pU) (1(p® —2) (pU —w0)?) —p(pwo)* —p+pip+4wo)? )+2wo)2
20 p(p—1)+2w3+2u(—wo+pU)?
0(2) _ _ 1wo(wo)’+3p(~wo+pU)>+p—1)
22 4 p—1+2wi+2u(—wo+plU)2
pRC 1 p(pP+4p—2) (—wo+pU)?+2wi +p? (—wi —144)
20 4 p(p—1)+2w2+2u(—wo+pU)? )
w1 = 0

Tableau I.1: Solutions analytiques au second ordre des ondes a courtes créte interfaciales en
profondeurs infinies.
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. . . T T T . s 2
En raison de la longueur des expressions des coefficients agn%, bfnll, cgn% et w, il n’a pas été

possible de donner les expressions des ordres trois, quatre et cing. Cependant,celles de I'ordre

deux en profondeurs finies sont données en Annexe.

6.3.1 Ondes interfaciales tridimensionnelles sans courant

(r)

Lorsque U = 0 (cas des ondes interfaciales ), les coefficients amy et we, au 2™ ordre se

réduisent & :

(2) 1 —4wi(phoa—p*ga2)+hoogoa(— To®+2uT1—2To—pt+1+pu T ?)
h92922(—144)+2w§ (1hoa+g22)
b(2) 1 _w8h22 (2,U Ty —2Ty—To +uT; 2+1—/L) —2w0h22(—1+ﬂ)—4w8 (1—1—])2)

9

)
)
&)

|
ool

2278 h92922 (—141)+2w3 (1haa+g22) ’
6(2) _ 1W8922(—2T2+M T?4+2 p Ty —M—T22+1)—4,uw8’ (1+p2)—2p2w0922(u—1)
228 h22922(—1411)+2w3 (1tha2+g22) ’
a(2) _ lwgh20p920(2p2—2up2—2T2—1—T22+2uT1 ‘HH—,UTJ2)—4w3(—920+uh20p2)
20 8 haopg20(—1411) +2wd (g20-+1h2o) ’

B2 _ 1 —wihaop( =207 42?2 T+ p— To?+p Ty %~ 142 p Ty ) —4wi (14p? ) —2pPwohao(— 14 1)
9

(haopg20(—141)+2w3 (920 +1hao) )p
2) _ 1wipg20( =202 put2p? =2 To+p— To?+uT12 =142 p Ty ) —2wopgao(—1+p) —4pwd (1+p?)

)

o
I

o0

Coo = =
20 7 8 (h2opgao(—1+p)+2w3 (920+Hh20)>p 7
(2) 1 w%(—% T1+2To+pT1*+2p* i—2p°— TQQ—““)

a = —3
0,2 3 p—1 ’

Tableau I.2: Coefficients du second ordre obtenu dans le cas particulier U = 0.

Ces solutions sont celles des coefficients obtenus par Allalou et al. [32].
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Pour pp = 0 et T3 = T = 1 (cas des ondes de surface en profondeurs infinies), nous obtenons :

) — Ldwp?-2

B2 _ 1 2wp3+2wy—4w®(14p?)

227~ 8 —1+2uwq?
C(2> _ 1 —2wp3+2 pPwy

2,2 8  —14+2wp?
CL(2) _ 1 w02p(2p2—4)+4w02

2,0 8 —p+2 wp?
b(z) _ 1 —wogp(2p2—4)—4w03(1+p2)+2p3w0
2,0 8 (—p+2w02)p

0(2) _ 1 w03p(2p2—4)+2w0p

2,0 8 (—p+2w02>p

a((f% = two® (2 —2p?)

Tableau 1.3: coefficients du second ordre pour U = 0, u = 0 en profondeurs infinies.

Ces expressions sont celles des coefficients obtenus par Iouallalen [37].
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6.3.2 Ondes interfaciales progressives bidimensionnelle avec courant :

Les ondes interfaciales progressives bidimensionnelles avec un courant uniforme correspondent

au cas particulier § = 7/2(p = 1) . Dans ce cas, ag %, le courant critique linéaire U, le courant
b

critique non linéaire Uy, et la relation de dispersion non linéaire s’écrivent, sous les formes

suivantes :

@ 1 H? (w2 — 7“W2)

_Z 1.90
2 8 g(=1+m) (1.90)
“rka(—1 —
U, = \/ rkg(—=1+ry,—r+ rrb), (191)
rk
| HZE2 (2 + 1) + 4 (r + 120
Uy=- , (1.92)

2 1+r

2
1 1 (2w + gkry, — gk)

——k*g (-1 -— H? = (1.93

* ( 64 g(=14m) 64 g(=1+ryp) 0L.93)

1H (=g + grp) k + w? + rW?)
8 k

—_ P
p2’

ainsi, on retrouve les solutions obtenus par Saffman [16] pour la méme configuration.

ou W =pU —wgetry

6.4 La résonance harmonique

Une des caractéristiques intéressantes des ondes & courte créte est 'apparition de la réso-
nance harmonique. Ce phénomeéne se produit lorsque le fondamentale (1, 1) entre en interaction
non linéaire avec I'harmonique (m,n) avec une méme vitesse de phase. En d’autres termes cela
implique la division par un nombre proche de zéro lors du calculs des coefficients a(mrzl, bq(% et
c,(% pour certaines valeurs de ’angle 0, ou des épaisseurs des deux couches dy et do. Provoquant

une augmentation rapide des coefficients aux ordres supérieurs dans la série de perturbations.

Les formes non-résonantes présentent une régularité, signifiant que toutes les crétes sont
alignées & un méme niveau, de méme que tous les creux, comme illustré dans la figure (1.7).

En revanche, les ondes résonantes se caractérisent par des formes irréguliéres, ou les crétes ne
sont pas uniformément alignées en termes de niveau, et les creux ne partagent pas une élévation
constante. L’interface correspondant a la résonance du mode (2, 4) est représentée dans la figure
(I.8). L’onde se caractérise par 'apparition de deux creux secondaires suivant (Ox) et quatres
creux suivant (Oy). L’apparition des creux secondaires suivant (Oz) et (Oy) est une signature
de la dominance du mode (2,4). Nous avons généré des coupes transversales des profils & X =0

et Y = 0 afin de mieux discerner I'inclusion de 'onde dans cette catégorie.
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6.

ionnelle non-résonnante pour h = 0.3,d; = 1,dy =

mmens

Profils d’onde interne trid

0.7, = 0.5 et U = 1.45.

Figure 1.7
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Ces résonances se produisent dans la condition suivante :
m? hin (PU — wo)? + gmn(mQW(% + hmn (1 = 1)) =0, (1.94)

ou U représente le courant critique linéaire est donné par la relation suivante :

1 1-— T+ T1
p 7
On observe que lorsque U = 0, 'équation (1.94) se réduit a :
hmngmn(p — 1) + m2w3 (gmn + phimn) = 0, (1.96)

Ce cas correspond aux ondes interfaciales tridimensionnelles sans courant, elle est identique a la
condition de résonance de Allalou et al. [32].

Pour les ondes de surface tridimensionnelles sans courant c’est a dire p = 0 et U = 0 ’équation
(1.94) se réduit a :

m2wg — amptanh(ampds) = 0, (1.97)
avec w3 = Ty = tanh(dz). L’équation (1.97) est identique & la condition de résonance de Marchant
et Roberts [23].

En profondeurs infinies 7} = T = 1, on a gmn = hmn = Qmn, ws = (1 —p)/(1+p) et U = 0,
I'équation (1.94) devient :

m4—m2

2
cos®l, = ———
n2 —m?2’

(1.98)

Cette condition est identique a celle retrouvé par Roberts [22] pour les ondes de surface tridi-
mensionnelles en profondeurs infinies. Dans ce cas, ’angle pour lequel la résonance harmonique

se produit est indépendant du rapport des densités pu.

On s’intéresse a I’étude des ondes & courte créte au voisinage de la résonance harmonique et
Ieffet du courant critique linéaire sur ce phénomene. Les figures (1.9) et (1.10) représentent les
courbes de résonance pour ’harmonique (2,6) et celles du courant critique linéaire U, dans le
plan (u, @) pour certaines valeurs de dj, ds . Notons que les modes (m,n) doivent étre de méme
parité & cause de la symétrie du probléme.

— La caractéristique notable lors de l'analyse des figures (1.9) et (I1.10) réside dans le fait
que, indépendamment des valeurs de dy, d2 et Uy , pour p = 0, toutes les courbes de
résonance intersectent I’axe § au méme point. Cela représente un exemple caractéristique
d’ondes de surface tridimensionnelles, tel que décrit par 1’équation (1.97).

— Lorsque di = do , il est observé que 'angle de résonance demeure invariable. Cette
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constance de I'angle de résonance persiste indépendamment de la valeur de u. Cette
observation caractéristique s’aligne parfaitement avec la solution formalisée par ’équation
(1.98).

Il est constaté que, pour toute valeur du courant critique, les courbes de résonance tendent
vers des valeurs qui se situent exclusivement a l'intérieur de la région délimitée par le U,
sans jamais les dépasser.

Enfin, on constate que la résonance décroit progressivement au fur et & mesure que le

courant augmente, jusqu’a disparaiitre lorsque U, atteint une valeur maximale.
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Les Tableaux 1.4 et 1.5 illustrent les angles de résonance gy jusqu’a 'ordre 32, pour di-
verses valeurs de n et m respectivement dans le cas des ondes interfaciales tridimensionnelles, en
présence de d’un courant U en profondeurs finies et infinies. Pour le cas de couches infinies, la
relation de résonance est indépandente de p et U. De ce fait, le tableau 1.5 correspond exactement
a la Table 1 présentée par Robert [22] pour les ondes de surface. Pour des valeurs voisines des
angles portés dans ces tableaux 1’équation (I1.94) montre que les coefficients des harmoniques cor-
respondants ont des diviseurs nuls. La présence de ces diviseurs agit par conséquent sur tous les
autres coefficients et par combinaison non-linéaire des coefficient d’ordre inférieur avec d’autres
d’ordre supérieur générent des coefficients qui tendent vers 'infini. Par conséquent la méthode
de perturbation n’est plus valable au voisinage de ces points et les solutions ont formellement un

rayon de convergence nul.

6.5 Propriétés des solutions en série

La méthode asymptotique, décrite par Roberts [22], commence par la détermination analy-
tique de solutions linéaires du premier ordre. Ces solutions sont ensuite déterminées & des ordres
de plus en plus élevés, jusqu’a ce que 'expansion asymptotique soit tronquée. Par la suite, la
transformation de Shanks ou 'approximation de Padé (Gilewicz [38|, Bender et Orzag [39] ) est
utilisée pour accélérer la convergence des solutions approximatives dans la plage de cambrure
h < h*, et elle converge au-dela de h*. Toutefois, il est difficile de valider ces solutions prés de h*
ou se trouve la singularité de résonance. Les valeurs de h* sont proches des péles de 'approxi-
mation de Padé correspondante.

Prenons 'expression de la fréquence w(H ), développée suivant le petit paramétre H. L’approxi-

mation de Padé d’une série tronquée de w(h) = ag+ a1 H + asH? + ...+ aM+NHM+N construit
bo + b1h + b2h2 + ...+ thM

co+arh + coh? + ... +enhV’
de Padé facilite le calcul des poles et des zéros de la fonction w(H), en annulant respectivement

une fonction rationnelle [M/N] = L’utilisation des approximants
le dénominateur et le numérateur. Cette méthode transforme une série entiére tronquée w(H) en
une fraction de Padé [M/N], offrant un moyen de prolonger analytiquement le développement en
série au-dela de ses poles, ot le plus petit de ces poles peut étre considéré comme équivalent a son
rayon de convergence. Par conséquent, la transformation de I’expansion en une fraction de Padé
permet un raccordement continu des solutions avant et aprés les poles causés par la résonance
harmonique. La valeur du péle le plus proche estime le rayon de convergence de ’expansion
asymptotique, avec une certaine marge de précision due a la troncature elle-méme.

Afin d’illustrer le mode d’utilisation de la méthode asymptotique complétée de 'approxima-
tion de Padé, on s’intéressera a la configuration d’ondes résonantes associées a I’harmonique (2, 6).
Avec les paramétres présentés dans les tableaux 1.4 et 1.5, les angles de résonance liés & I’harmo-
nique (2,6) sont respectivement de 6 = 73.4600° et § = 52.2388°, correspondant aux situations
de profondeurs finies et infinies. On se place aux angles § = 73° et 6 = 53° qui sont proches des

angles de résonances exactes 8 = 73.4600° et § = 52.2388°. Tout d’abord, nous calculons des
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solutions d’ordre 32 afin d’illustrer la correspondance entre les poles de ’approximation de Padé
et le rayon de convergence apparent des expansions. Les tableaux 1.6 et [.7 montrent ce qui peut
étre vu comme une tendance vers un rayon de convergence des coefficients étudiés, si aucune
autre résonance harmonique n’existait au-dela de I'ordre 32 et ce jusqu’a I'infini. L’analyse révéle
plusieurs aspects clés. Premiérement, le rapport cf;/ cﬁr2, che/ ng_g correspondant au potentiel
¢ converge rapidement vers une valeur approximative Rcvog de I'ordre de h? = 0.03647931 en
profondeurs infinies et h?> = 0.01059367 en profondeurs arbitraires. Cette convergence rapide
est attribuable a I’émergence d'un petit diviseur sur le coefficient ¢, 26 au niveau de l'ordre 6,
lié & la proximité de I’angle 6.. En se propageant de proche en proche, ce coefficient contamine
rapidement tous les autres coefficients de ’harmonique (2,6). Pour ce coefficient spécifique, la
convergence est accrue car la division par le petit diviseur est toujours présente & tous les ordres
des coefficients. Par conséquent, passé 'ordre 13, le rayon de convergence pour ce coefficient est
bien déterminé. L'importance de la résonance harmonique (2,6) est confirmée par le comporte-
ment des autres variables des tableaux et . La Figure (I.11) illustre cette notion de pseudo-rayon

de convergence dans le cas de configuration de profondeurs finies.
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Figure I.11: Evolution des rapports ¢} /¢|1?, chs/cht? et w suivant 'ordre 7 a 'angle de 6 = 73°

pour les ondes interfaciales tridimensionnelles en profondeurs finies d; = 1,ds = 0.7 avec u = 0.1
et U=1.2.

Dans la Table 1.8, nous allons nous concentrer sur les poles et les zéros positifs (car H = h?
c’est le carré de la cambrure) et les réels pour leur donner une signification physique. Toutefois,
on observe la présence de deux podles complexes conjugués (En gras), dont la partie réelle est de
l'ordre de grandeur de Rcv26 (avec une valeur de 0.0364) et qui ont une partie imaginaire non
nulle, mais qui, combinés entre eux, correspondent & des poéles et zéros réels positifs ; en effet :

Soient

a1 =a-+1b

a1 =a—1b

les deux poles complexes conjugués considérés. On cherche par ailleurs a résoudre : (H —aq)(H —
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ag) = 0. Or apres développement il vient :

(H —a1)(H — a2) = (H —a)’ = b = (H — (a+b))(H — (a b))

Hyp = <Z j Z) (1.99)

0.0368
Hyy = ( ) (1.100)

I1 vient :

Soit finalement

0.0362

0.1918
Hip = 1101
b (0.1902) (100

ou encore

Autour de la valeur prise par Rcvgg, on peut observer deux poles physiques bien définis. Il
semble que la correspondance soit satisfaisante. Il est également important de souligner la faible
divergence entre les valeurs des zéros et celles de leurs poles correspondants. Cela refléte les écarts
entre les poles et les zéros sont minimes, ce qui entraine généralement leur annulation mutuelle
par paires (bien que cela ne soit pas rigoureusement prouvé). Malgré cela, on peut en déduire que
ces résonances harmoniques sont relativement faibles, c’est-a-dire qu’elles présentent des échelles
de temps trop longues pour se manifester pleinement.

Pour finir, on identifie un autre pdle réel positif (0.5086). Ce dernier pourrait présenter une
pertinence physique, car la cambrure correspondante (0.713) pourrait étre associée a la cambrure
maximale autorisée pour I’angle en question (Roberts [22]). En effet, prés de la créte de cambrure
maximale, 'onde forme une structure conique, au-dela de laquelle les solutions pourraient devenir
singuliéres. Nous aborderons ce sujet plus en détail ultérieurement.

L’utilisation d’'une méthode de prolongation analytique, telle que les approximants de Padé,
rend possible 'obtention de solutions convergentes méme au-deld du rayon de convergence. Les
figures (1.12) et (I.13) présentent le comportement de la fréquence w avec et sans l'usage des
approximants de Padé. Grace aux approximants de Padé, il est possible de contourner la singu-
larité et d’obtenir des valeurs de w calculées de maniére plus précise, contrairement & la méthode

asymptotique.
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6.6 Estimation de la cambrure maximale

Outre les informations relatives aux singularités dues & la résonance harmonique présentes
dans les solutions de la méthode des perturbations, ces derniéres peuvent aussi révéler des sin-
gularités associées a la hauteur de cambrure de I'onde. Ces solutions sont utiles pour estimer le
seuil de cambrure au-dela duquel ’onde devient instable et se brise.

Le déferlement des vagues en surface libre joue un réle crucial dans la transformation de ’énergie
des ondes en un flux de vorticité. Parmi les nombreux problémes complexes encore non résolus
impliquant ce mécanisme, on peut citer la suspension et le transport de sédiments, 1’étude de
I'impact des vagues sur les structures humaines et naturelles, et leur influence dans les interac-
tions entre 'air et I’océan. Par ailleurs, le déferlement des ondes interfaciales favorise le mélange
vertical d’eaux profondes et froides avec des eaux plus chaudes et 1égéres dans 'océan, un pro-
cessus clé dans le changement climatique.

Le déferlement peut étre vu comme une manifestation de singularité dans les solutions des équa-
tions de mouvement de l'interface. En utilisant les solutions mentionnées, nous pourrons ex-
traire des informations permettant de déterminer la valeur maximale de la cambrure. Dans notre
approche, nous nous appuierons sur les travaux de Roberts et étendrons I’étude aux ondes in-
terfaciales tridimensionnelles, en tenant compte du courant. Nous procéderons & une analyse
comparative en examinant deux cas de profondeurs : quand les deux couches sont en profondeurs
infinies (figure I.14) et lorsque la couche inférieure est finie d; = 0.7 (figure 1.15). Nous prendrons
un cas pratique avec une densité g = 1073 et un courant uniforme U = 20. L’objectif principal

sera d’examiner 'influence du courant U sur la limite de cambrure.

6.7 Ondes a courte créte interfaciales en profondeurs infinies

De nombreux travaux ont révélé que I’évaluation de la cambrure critique repose sur plusieurs
critéres. Dans le cas des ondes de surface progressives bidimensionnelles, Stokes [4] a montré que la
cambrure limite comporterait un point de stagnation & sa créte dans un référentiel se déplagant
a la vitesse de 'onde, en concluant que la vague aurait une créte formant un angle de 120°.
Hoyler [10], en 1979, a reconsidéré ce critére pour 'interface entre deux fluides, mettant en avant
I'impossibilité d’une telle onde avec un point entrainant une vitesse infinie des particules fluides
autour de la singularité, une configuration inenvisageable dans un écoulement irrotationnel. Les
formes limites apparaitraient donc lorsque la vitesse horizontale dans le fluide atteint la vitesse
de phase de l'onde & un certain point. Saffman et Meiron [2|, en 1983, se sont intéressés aux
ondes interfaciales progressives proches du point de déferlement. Ils ont déterminé une limite
géométrique et ont observé des profils en forme de champignon, illustrés dans la figure (1.17).
Roberts [22], en 1983, a déterminé les cambrures maximales des ondes de surface a créte courte
en eaux profondes, suggérant que la singularité limitant la hauteur de 'onde correspondrait a
I’émergence de crétes coniques. Ce phénoméne entrainerait la formation d’un rayon de courbure

infini au niveau du point anguleux.
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Figure 1.14: Estimation de la cambrure maximale des ondes & courte créte en profondeurs
infinies pour U = 20 en fonction de 8 et avec un intervalle de 5°

Ainsi, la hauteur maximale des vagues peut étre approximée en utilisant les approximants de
Padé de type [M/M] et [M/M + 1] sous forme de fractions continues. On utilise 7x x (0,0) pour

désigner l'expression proportionnelle & l'inverse du rayon de courbure de la singularité visée.

Cette expression se formule comme suit :

Par ailleurs :

En posant A, =

T T
nxx(X,Y) = Z(Z —m2a{") cos(mX)sin(nY))h', (I.102)
r=1 mn
nxx(0,0) = Z(Z —m2a") A", (1.103)
r=1 mn

oo —mQa%L), Pexpression (1.103) devient :

mn

nxx(X,Y) =Y A" (1.104)
r=1
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Figure I.15: Estimation de la cambrure maximale des ondes & courte créte pour d; = oo,
do = 0.7 et U = 20 en fonction de 6 et avec un intervalle de 5°

A cette série nous appliquerons les approximants de Padé [M/N] comme suit :

Ao+ Arh+ Ash? + ...+ Ay hM
By + Bih + Boh? + ... + By hM

(1.105)

Pour estimer les cambrures maximales des ondes tridimensionnelles dans un cas pratique avec
p = 1073, nous nous basons sur la localisation des poles et des zéros des approximants de Padé
[14,15],[15,15], [15, 16] et [16, 16]. En examinant les couples pole-zéro, on remarque qu'’ils peuvent
étre trés proches, leur séparation étant souvent inférieure & 1077, Les paires pole-zéro dont 1’écart
est moindre que 1072 sont généralement attribuables aux résonances harmoniques. Parmi les poles
restants, le plus petit pole positif constant des approximants [14, 15], [15, 15], [15, 16] et [16, 16]
est pris comme une estimation de la cambrure maximale de 1'onde. Okamura [24], en 2010, a
calculé les cambrures limites des ondes a créte courte en eaux profondes en utilisant la méthode
de Galerkin, qui se révéle efficace pour des cambrures importantes. Il a démontré que pour un
angle d’incidence inférieur a 47.5°, la créte de ’onde limite forme un angle de 90°, semblable aux
ondes bidimensionnelles stationnaires. Par contre, si ’angle d’incidence dépasse 47.5°, la créte
de 'onde limite prend un angle de 120°, comparable aux ondes bidimensionnelles progressives.

Dans une premiére configuration, nous estimons les cambrures limites en eaux profondes, sur un

intervalle de [0°,90°] avec un incrément de 5°. Le courant est fixé & U = 20 pour un rapport de
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densités de pp = 1073, Les résultats sont présentés dans la figure (I.14). Sur cette figure, nous avons
également inclus les résultats de Roberts [22] , illustrés par des barres indiquant I'incertitude de
ses calculs. L’objectif est de comparer nos résultats avec ceux de Roberts [22] en absence de
courant, afin de démontrer 'impact du courant sur les cambrures maximales. L’analyse a permis
d’identifier les angles correspondant aux extrémes de ’onde. Le premier extréme, situé entre [0° —
65°], présente un pic a § = 25°, indiquant que la cambrure maximale de ’onde pour cet angle est la
plus élevée parmi tous les angles d’incidence 0, caractéristique des ondes stationnaires interfaciales
bidimensionnelles. La valeur minimale de I’onde se trouve entre [70° — 80°], correspondant a un
angle de 6 = 80°, typique des ondes progressives interfaciales bidimensionnelles. Ces résultats
montrent que la présence du courant amplifie la cambrure maximale pour les ondes stationnaires
bidimensionnelles et tridimensionnelles (A4, = 1.02), tandis que pour les ondes progressives, en
présence du courant, la cambrure diminue jusqu’a atteindre une valeur minimale (A, = 0.31).
La figure (I.14) met en évidence une baisse abrupte de la cambrure maximale entre les régions
de # = 60° & 6 = 65° et de 6 = 65° & 8 = 70°. Ces chutes dans la hauteur maximale de 'onde
sont dues au fait que la solution se situe sur une branche différente des autres solutions lorsqu’on

traverse les singularités associées aux résonances (2,6) et (2,10) respectivement.

6.8 Ondes a courte créte interfaciales en profondeurs finies

Dans la sous-section consacrée aux ondes interfaciales & courte créte en eaux peu profondes
(avec une profondeur da = 0.7), nous avons calculé les cambrures limites pour un courant constant
de U = 20 et un rapport de densités de g = 1073, Les résultats obtenus sont illustrés dans la
figure (I.15). Bontozoglou et Hanratty [1] ont élargi les recherches de Saffman et Meiron [2] aux
cas de profondeur limitée, présentant des résultats pour des ondes air-eau (u = 0.0013) avec un
courant horizontal dans I’'une des deux couches. Ils ont analysé I’évolution de la cambrure limite
en fonction du courant pour des valeurs de U = 10, U = 20, U = 25 et U = 30. La figure (I1.16)
montre que la forme générale des ondes est significativement modifiée par la vitesse U. A faible
courant, les ondes présentent une créte pointue, similaire aux ondes de Stokes en surface libre.
Cependant, avec 'augmentation de U, la créte s’aplanit et le creux devient plus marqué, un
phénomeéne cohérent avec les observations expérimentales (Wallis et Dobson [40]). Marchant et
Roberts [23] ont adopté le méme critére que Roberts [22] pour déterminer la cambrure limite des
ondes & courte créte en eaux peu profondes, & savoir les approximants de Padé. Leurs résultats
sont également présentés dans la figure (I.15), ot nous avons inclus nos propres résultats pour
une étude comparative.

A premiére vue, les cambrures limites des ondes pleinement tridimensionnelles semblent générale-
ment supérieures & celles des ondes bidimensionnelles, avec un pic de cambrure limite atteignant
une valeur de 0.64 pour 8 = 40° et do = 0.7. Comme dans le premier cas, on observe un écart
notable dans la cambrure maximale entre § = 55° et § = 60°, probablement di & la résonance

(2,4). De méme, la chute de la cambrure maximale jusqu'a sa valeur minimale, observée de
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6 = 65° & 6 = 70°, est associée a la résonance (2,6).
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Figure 1.16: Profils de l'interface air-eau pour différentes valeurs du courant obtenu par Bon-
tozoglou et Hanratty [1].
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Figure 1.17: Profiles d’ondes interfaciales progressives dans le cas de I’approximation de Bous-
sinesq ¢ = 1 (Saffman et al [2]).
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6.9 Evolution de la fréquence :

Pour calculer la fréquence w, une série de 16 termes en h? a été générée a partir des solutions
d’ordre 32 obtenues via la méthode des perturbations. Nous avons sélectionné quatre approxi-
mants de Padé pour cette analyse : [6,7],[7,7],[7,8] et [8, 8]. Pour chaque cambrure, la moyenne
des valeurs fournies par ces approximants a été calculée, excluant la valeur la plus éloignée de
cette moyenne. La moyenne des trois valeurs restantes est alors retenue. Cette méthode vise a
minimiser les effets des éventuelles singularités qui pourraient apparaitre dans un approximant
spécifique, et & garantir des solutions convergentes indépendantes d’'un approximant de Padé
particulier. L’erreur est estimée en calculant la somme des écarts absolus des trois résultats par
rapport a leur moyenne. Si cette estimation d’erreur dépasse 5 x 1077, le calcul est interrompu.
Les figures (I.18-1.19) présentent ’évolution de la fréquence w pour différents angles 6 dans la
plage de [0° —90°], par intervalles de 10°, et pour diverses valeurs de p et U, pour deux configura-
tions. D’une part, lorsque les deux couches sont en profondeurs infinies (figure(I.18)), et d’autre
part, en profondeurs finies (d; = 1,dy = 0.7) (figure(1.19)).

Dans le cas des ondes a courte créte en surface (u = 0) et en eaux profondes (figure(I.18a), les
cambrures proches de la limite de convergence, généralement inférieures a celles des cambrures
de déferlement, se situent entre 90% et 100% des valeurs maximales illustrées dans les figures
(I.14 et 1.15). En eaux peu profondes (figurel.19), elles varient entre 80% et 100% des limites
de cambrure, sauf pour § = 30° et § = 40°, ou le calcul est interrompu plus tot. Les figures
((I.18)-1.19) montrent que la fréquence est monotone par rapport a la cambrure jusqu’a la limite
de convergence. Pour gy = 0 et p = 0.1, un changement de monotonie est observé & un angle
critique 0, situé entre 20° et 30°. Cet angle critique correspond & we, indiquant que la relation
de dispersion est presque indépendante de la cambrure. Pour préciser la valeur de 6., nous avons
tracé le signe de wy dans le plan (u, #), comme illustré sur la figure (figure(1.20)). Cette méme
figure représente également la limite dynamique, soit la limite d’existence des solutions perma-
nentes. Pour U =1 et u = 0, un angle critique 6. = 22.1° est identifié¢ pour lequel ws = 0. Cela
marque une modification dans le type de variation de la fonction w = f(h?). Ainsi, la fréquence
w augmente ou diminue en fonction du signe de wy. En eaux peu profondes (figure(I1.19)), pour

pw=0et u=0.1, la fréquence est une fonction croissante de € pour toutes les valeurs de 6.

6.10 Les profils de ’'interface

Nous allons désormais étudier 'effet du courant sur la forme des ondes interfaciales pleine-
ment tridimensionnelles (& un angle § = 45°). Nous examinons le cas des profondes infinies sous
I’approximation de Boussinesq (p1 &~ p2), ou les masses volumiques des fluides inférieur et supé-
rieur sont proches. Quatre valeurs de courant sont considérées, U(0,0.05,0.1,0.15), sans excéder
le courant critique Uy = 0.2, avec une cambrure modérée h = 0.5. Les figures ((I.21a)-(1.21d))
illustrent graphiquement 'influence du courant sur la forme des ondes & courte créte interfaciales.

On constate que la forme de 'onde est significativement affectée par U. Pour des valeurs faibles
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Figure 1.18: Evolution de la fréquence w en fonction du paramétre h? pour diverses valeurs de

(a) u=0,U=0,(b) p=0U=1, (¢) p=0.1,U =0 (d)

i, 8 et U en profondeurs infinies :
p=0.1U=1.
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Figure 1.19: Evolution de la fréquence w en fonction du paramétre h? pour diverses valeurs de
w, 0 et U en profondeurs finies avec dj = 1,dy = 0.7 : (a) p =0,U =0, (b) p=0,U =1, (c)
p=01,U=0(d) p=0.1,U=1.
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Figure 1.20: Le signe de wy dans le plan (0, 1), en U = 1, en profondeurs infinies.

de U ((U = 0), figure (I.21a)), le profil est typique d’une onde avec une créte arrondie et un creux
pointu, en accord avec les résultats de larticle d’Allalou en absence de courant. Cependant, &
mesure que le courant augmente, la créte et le creux deviennent de plus en plus pointus, comme
le montre U = 0.15 (figure (1.21d)).

Les figures ((I.22a)-(1.22d)) présentent les profils d’interface des ondes tridimensionnelles et leurs
coupes transversales dans les plans X = 0 et Y = 0. Nous étudions l'effet de deux paramétres
sur ces profils : le courant et 1’épaisseur des couches. Les figures ((I.22a)-(1.22b)) montrent les
profils typiques pour une couche supérieure infinie et une couche inférieure de profondeur fi-
nie. Les figures((1.22¢)-(1.22d)) illustrent les cas ou les deux couches sont finies. Pour U = 1,
I'interface présente des crétes plus pointues que les creux (figure (I.22a)), cette asymétrie étant
moins marquée lorsque les épaisseurs des deux couches sont similaires (figure (1.22¢)). Il en ré-
sulte que le profil de 'onde est plus pointu du cété de la couche la plus épaisse. Sur ces figures,
on peut également observer que les crétes tendent a s’aplatir avec 'augmentation du courant
(figures (1.22b)-(I1.22d)). Ces résultats concordent avec ceux de Saffman et Yuen pour les ondes

interfaciales bidimensionnelles en eaux profondes.
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(a)u=0 (b) U =0.05

(a) (b)

(€)U=0.1 (d)U=0.15

(c) (d)

Figure 1.21: Profils d’interfaces des ondes tridimensionnels pour 8 = 45°,h = 0.5,d; = do =
00, 1t = 0.99 et divers valeurs de U :(a) U =0 (b) U = 0.05 (¢) U = 0.1 (d) U = 0.15.
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Figure 1.22: Profils d’interfaces des ondes tridimensionnels et leurs vues en coupe transversale
dans les plans X =0 et Y = 0 pour 8§ = 45°, h = 0.2 et p = 0.5 et divers valeurs de dj,ds et
U :(a) d1 = OO,dQ = O.7,U =1 (b) d1 = OO,dQ = O.7,U = 1.60 (C) d1 = 0.7,d2 = l,U =1 (d)
di =0.7,do =1,U = 1.36..
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Tableau 1.4: Angles de résonances jusqu’a 'ordre 32 pour les ondes interfaciales tridimension-
nellesen profondeurs finies (dy = 1,d2 = 0.7) pour p = 0.1 et U = 1.2,

n m=1 m=2 m=3 m=4 m=>5

3 90°

4 62.4281°

5) 90°

6 73.4600°

7 90° 44.0471°

8 77.9838°

9 90° 57.4728°

10 80.5210° 14.3764°

11 90° 64.3941°

12 82.1594° 38.9072°

13 90° 68.7690°

14 83.3092° 48.9245°

15 90° 71.8219°

16 84,1623° 55.2543°

17 90° 74.0865° 28.5375°
18 84.8210° 59.7504°

19  90° 75.8386° 38.9366°
20 85.3454° 63.1513°

21 90° 77.2371° 45,6142°
22 85.7728° 65.8309°

23 90° 78.3807° 50.4999°
24 86.1281° 68.0048°

25 90° 79.3339° 54.3024°
26 86.4281° 69.8082°

27 90° 80.1410° 57.3758°
28 86, 6848° 71.3307°

29  90° 80.8336° 59.9260°
30 86.9070° 72.6347°

31 90° 81.4345° 62.0838°
32 87.1013° 73.7649°
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Tableau 1.5: Angles de résonances jusqu’a 'ordre 32 pour les ondes interfaciales tridimension-
nelles en profondeurs infinies (dj = 0o, ds = 00) pour p = 0.1 et U = 1.2.

n m=1 m=2 m=3 m=4 m=>5

3 90°

4 00.0000°

5 90°

6 52.2388°

7 90°

8 63.4349°

9 90° 00.0000°

10 69.2952°

11 90° 36.6992°

12 72.9761°

13 90° 47.8696°

14 75.5225°

15 90° 54.7356

16 77.3956° 00.0000°

17 90° 59.5296

18 78.8342° 28.0260°

19  90° 63.1108°

20 79.9750° 37.7612°

21 90° 65.9052°

22 80.9026° 44.2654°

23 90° 68.1546°

24 81.6719° 49.1066°

25  90° 70.0084° 00.0000°
26 82.3206° 52.9133°

27 90° 71.5651° 22.6046°
28 82.8749 56.0121°

29  90° 72.8919° 30.9637°
30 83.3544° 58.5972°

31 90° 74.0374° 36.8086°
32 83.7731° 60.7940°
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Tableau 1.6: Rapport entre deux coefficients successifs des variables ¢}, /cT2, che/cha? et w a

I’angle de 6 = 53° pour les ondes interfaciales tridimensionnellesen profondeurs infinies (dy =
00,dy = 00) avec u = 0.1 et U =1.2.

Ordre r Cr,1,1/6r+2,1,1 Cv',2,6/cr+2,2,6 Wr—l/wr+1
1 -21.75938991 5.55733910
2

3 0.13162354 7.05353477
4

5} 0.36263334 -1.29442755
6 0.03271199

7 0.05412771 0.07096900
8 0.03636866

9 0.03714766 0.04316636
10 0.03644813

11 0.03649007 0.03689736
12 0.03646029

13 0.03645305 0.03652674
14 0.03646327

15 0.03645270 0.03650022
16 0.03646560

17 0.03645481 0.03650045
18 0.03646788

19 0.03645707 0.03650264
20 0.03647016

21 0.03645934 0.03650496
22 0.03647244

23 0.03646162 0.03650730
24 0.03647473

25 0.03650965 0.03646390
26 0.03647702

27 0.03646618 0.03651200
28 0.03647931

29 .03646847 0.03651435
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r+2

Tableau I.7: Rapport entre deux coefficients successifs des variables ¢f;/c]7~,
a langle de § = 73° pour les ondes interfaciales tridimensionnelles en profondeurs finies d; =
1,dy =0.7avec u=0.1et U =1.2.

r r+2
Che/Cog et w

Ordre r Cr,1,1/6r+2,1,1 Cv',2,6/cr+2,2,6 Wr—l/wr+1

1 -0.23550059 0.59351129
2

3 -0.14304863 -0.31516947
4

5} -0.06121026 -0.05916199
6 0.00958547

7 -0.01616548 -0.08070124
8 0.01025832

9 0.01818000 -0.01144107
10 0.01058069

11 0.00904254 0.01612469
12 0.01061640

13 0.01098033 0.00928249
14 0.01062227

15 0.01054681 0.01085527
16 0.01061795

17 0.01064888 0.01051412
18 0.010612378

19 0.01061749 0.01059641
20 0.01060653

21 0.01061820 0.01057046
22 0.01060070

23 0.01061065 .01057030
24 0.01059491

25 0.01060525 0.01056348
26 0.01058919

27 0.01059936 0.01055844
28 0.01058353

29 0.01059367 0.01055301
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Tableau I.8: Poles et zéros de I'approximant de Padé [6/6] de la fréquence pour I’angle § = 53°,
@ =0.1et U=1.2 en profondeurs infinies.

Zéros Poles
Partie réelle Partie imaginaire Partie réelle Partie imaginaire
-0.63747538E4-02 0.00000000E+-00 55861692E-+01 0.00000000E+-00

-0.83137660E+00

0.81858813E+-00

-0.82827250E+00

0.81198056E+-00

-0.83137660E+00 -0.81858813E+00 -0.82827250E+00 -0.81198056 E+00
0.50740262E+00 0.00000000E+-00 0.50866788E+00 0.00000000E+-00
-0.11421172E4-00 0.00000000E+-00 -0.11421172E4-00 0.00000000E+-00

0.36466863E-01

0.28946655E-03

0.36466871E-01

0.28946629E-03

0.36466863E-01

-0.28946655E-03

0.36466871E-01

-0.28946629E-03
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Chapitre 11

Stabilité superharmonique des ondes
interfaciales tridimensionnelles en

présence d’'un courant uniforme

1 Revue de littérature

Dans ce chapitre nous traiterons la stabilité linéaire superharmonique des ondes a courte créte
interfaciales soumises a des perturbations infinitésimales en présence d’un courant paralléle. I1
s’agit d’étendre les travaux d’Allalou [3] en incluant le courant afin de mieux comprendre 'effet
de ce dernier sur la stabilité linéaires des ondes & courte créte interfaciales en incluant le courant.
les principaux résultats sur la stabilité linéaire des ondes interfaciales bidimensionnelles ont été
confirmés par des simulations numériques, en particulier celles réalisées par Tanaka [41] en utili-
sant 1’équation cubique de Schrédinger, il a expliqué comment un train d’ondes faiblement non
linéaire évolue dans le temps. Il a appliqué cette équation pour examiner la stabilité des ondes
interfaciales & différentes profondeurs et a découvert que la présence d’une couche supérieure
réduit I'étendue de la zone instable dans 'espace des paramétres du probléme. Yuen [42] étendit
la stabilité des ondes de surfaces entreprise par McLean et al. [43] aux ondes interfaciales en
présence d’un courant paralléle a la direction de la propagation. En utilisant la méme technique
élaboré par McLean et al. [43], comme pour les ondes de surface tridimensionnelles il distin-
gua deux types d’instabilités suivant deux classes de résonances. Pour les faibles cambrures les
instabilités dominantes sont de classe I. L’autre, désignée comme instabilité de classe I1, est
principalement tridimensionnelle et devient dominante lorsque la cambrure de I'onde est suffi-
samment grande. L’instabilité de classe I dans le cas particulier d’une perturbation avec une
cambrure faible peut étre étudiée analytiquement & partir de ’équation d’évolution non linéaire,
elle se compose de I’équation de Schrédinger non linéaire couplée avec I’équation du potentiel

moyen de vitesse. Une étude similaire de la stabilité linéaire des ondes interfaciales a été entre-
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prise par Grimshaw et Pullin [44] dans une premiére partie de leur article. Les résultats sont
présentés pour deux cas de profondeurs de deux fluides superposés. Leurs conclusions indiquent
que la zone d’instabilité dépend de deux paramétres, du rapport des densités p1/p2, de kd; et de
kds ol k est le nombre d’onde de 'onde de base. Lorsque kd; = kdy = oo , les nombres d’onde
dominants sont bidimensionnels, tandis que les instabilités dominantes sont tridimensionnelles
a des profondeurs arbitraires. Une analyse numérique de la stabilité correspondante dans le cas
particulier de ’approximation de Boussinesq p; = p2 et d’une épaisseur infinie de la couche du
fluide inférieur kds = oo & été effectué dans la deuxiéme partie des travaux de Grimshaw et
Pullin [45]. Comme nouveaux résultats, ils montrérent que pour les cambrures faibles & modé-
rées, les instabilités dominantes sont de classe I m = 1. En revanche, pour les cambrures élevées,
I'instabilité la plus importante est de type Kelvin-Helmholtz. Pulin et Grimshaw [14] établirent
une extension des deux articles ci-dessus pour les ondes de gravité interfaciales se propageant sur
un cisaillement de courant de base, dans laquelle des résultats analytiques et numériques sont
présentés. Il montrérent :

1. Pour ka < 0.1, les résultats obtenus en démarrant de l'ordre le plus faible de I’équation de
Schrodinger non linéaire, comme Longuet-Higgins [46], les ondes de stokes soumises a des per-
turbations superharmoniques étaient stables jusqu’a une cambrure limite. Ici, k£ est le nombre
d’ondes et a est ’amplitude de 'onde.

2. Pour ka > 0.15 la prédiction de I’équation de Schrodinger non linéaire n’est pas en accord
avec les résultats obtenus par Longuet-Higgins [46], mais il a été montré qu'une amélioration de
ces résultats relatifs a la stabilité d’'une onde d’amplitude finie peut étre obtenue en étendant
'analyse des perturbations en ajoutant le terme d’ordre O(h*) dans I’équation de Schrédinger
non linéaire. Dixon [47] dans un article consacré a 1’étude de la stabilité des ondes interfaciales
en profondeurs arbitraires, a obtenu deux types d’instabilités en utilisant I’équation de Zakha-
rov. Le premier type est causé par l'interaction de quatre ondes (type quartet), semblables a
celles que l'on trouve dans les ondes de surface. Le deuxiéme type correspond & l'instabilité de
Kelvin-Helmholtz, qui se produit avec un nombre d’ondes élevé et des cambrures modérées. Cette
instabilité ne se produit que lorsque le paramétre de Boussinesq o = (p2 —p1)/(p2+p1) est faible.
Zhou et al [48] ont dérivé L’équation de Zakharov du quatriéme ordre pour les ondes interfa-
ciales en profondeurs finies pour inclure les interactions quintet. Cette nouvelle équation a permit
d’étudier I'instabilité de classe I et de classe II ainsi que la bifurcation d’une onde interfaciale de
Stokes bidimensionnelle en une onde stable tridimensionnelle.

Christodoulides et Dias [49] ont considéré le cas des ondes capillarité-gravité bidimensionnelles
périodiques dans le temps et dans I'espace & l'interface de deux fluides de densités différentes. Sur
la base d’une formulation variationnelle (hamiltonienne), la relation entre la fréquence et 'am-
plitude des différents modes est obtenue par une analyse faiblement non linéaire du probléme.
Trois types d’ondes périodiques sont étudiées : ondes progressives et stationnaires, ainsi que les
ondes mixtes. La stabilité des ondes progressives et stationnaires vis-a-vis des modulations tridi-

mensionnelles est ensuite étudiée. En utilisant la méthode des échelles multiples, une analyse de
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stabilité des ondes interfaciales de gravité capillarité bidimensionnelles par rapport a de petites
modulations tridimensionnelles détaillée est effectué. Les principaux résultats pour les modula-
tions obliques révélent un effet stabilisant du rapport de densité pour les ondes progressives et
un effet déstabilisant pour les ondes stationnaires.

Ioualalen et Kharif [50] ont ét¢ les premiers a entreprendre numériquement des travaux sur la sta-
bilité des ondes a courtes crétes de surfaces et de gravité. Ils ont conduit a des nouveaux résultats
fondamentaux sur le probléme d’instabilités associés aux résonances harmoniques. L’équation aux
valeurs propres dérivée de l'analyse de stabilité des ondes tridimensionnelles est résolue numé-
riquement a ’aide de deux méthodes; la méthode de collocation et celle de Galerkin. Les deux
méthodes sont comparées et il est montré que la méthode de Galerkin est plus efficace pour traiter
les modéles d’ondes tridimensionnels. Une classification des instabilités est réalisée, les instabilités
sous-harmoniques et subharmoniques sont comparées et les taux de croissance et les fréquences
maximales sont calculés. Ioualalen et Kharif [50| démontrérent que les résonances harmoniques
des ondes a courte créte détectées en utilisant les approximants de Padé correspondent & des in-
stabilités superharmoniques de classe I. Les bulles d’instabilités obtenues sont sporadiques avec
un taux d’amplification maximal faible, toujours inférieur & h%/ avec j > 2 et c’est pour cela que
ces auteurs ont qualifié ces onde de "quasi-observable". C’est par la suite que des calculs détaillés
concernant les instabilités sous-hamoniques pour des cambrures inférieures & 0.3 ont été présentés
par Toualalen et Kharif [51]. Ils ont constaté que dans la direction de la propagation de I'onde de
base ou dans une direction oblique c’est les instabilités sous-harmoniques qui dominent et appar-
tiennent & la classe I. Aux fortes cambrures, c’est les instabilités de la classe qui peuvent devenir
dominantes. Badulin et al. [52] Kimmoun et al. [25] ont étudié le probléme des ondes a courtes
crétes de gravité, avec deux approches différentes. La premiére est une approche analytique qui
consiste a résoudre les équations de Zakharov. La seconde est une extension de celle développé
par Ioualalen et Kharif [51] aux cambrures élevées. Ils ont montré que les instabilités de classe IT
deviennent dominantes pour les ondes entiérement tridimensionnelles et pour les ondes proches
des vagues progressives. Ioualalen et al. [53] ont élargi leur étude de la stabilité des ondes & courte
créte pour y inclure celles aux cas de profondeur finie. Ioualalen et al. [54] ont constaté que pour
des profondeurs en dessous de 0.5, les instabilités superharmoniques s’étendent & I’ensemble du
régime d’écoulement tridimensionnel, les taux de croissance maximaux se produisant pour les
ondes "proches" des ondes stationnaires. A mesure que la profondeur diminue, les instabilités
modulationnelles sous-harmoniques deviendront plus faibles que celles en profondeurs infinies.
Ioualalen et al. [53] ont mené une étude sur U'instabilité des ondes & courte créte en profondeurs
finis et I'ont limitée aux valeurs de cambrure inférieures & 0,23 en raison des interactions entre
les zones instables. Ils ont examiné trois cas spécifiques selon la profondeur. Ils ont constaté que
pour les ondes stationnaires § = 10° , pour une profondeurs adimensionnelles d > 1 ce sont les
instabilités de classe I qui dominent , et appartiennent & la classe I pour des profondeurs d < 1.
Pour les ondes entiérement tridimensionnelles 6 = 45°, la classe I est prédominante sur toutes les

profondeurs. Enfin, pour les ondes progressives, 8 = 80°, les instabilités sont classé suivant une
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cambrure critique h. dépendante de la profondeur d. Lorsque h < h¢,la classe I domine. Pour
des valeurs de cambrure supérieures a h,, les instabilités de classe I deviennent dominantes et
sont bloquées avec ’onde de base.

chikhi et debianne [55] en partant du principe que 'onde considéré est une onde a courte créte
générées par la réflexion oblique d’un train d’ondes bidimensionnel sur un mur vertical. Ils ont
pris en compte ’effet du rapport de densité u et du nombre de Bond § sur la stabilité des ondes
de gravité-capillarité tridimensionnelles. Pour une cambrure égale a 0.25, ils ont observé que
I’étendue des régions instables et le taux de croissance maximal sont inversement proportionnels
a p et ad, en effet, lorsque ces derniers augmentent, le taux d’amplification maximal diminue
ainsi que les régions instables. Ils ont également constaté que l'instabilité dominante appartient
a la classe Ib, comparable au cas des ondes de gravité de surface en profondeurs infinies.

Un examen attentif des travaux précédents nous a conduit a effectuer des calculs supplé-
mentaires pour étendre les résultats sur la stabilité superharmonique des ondes interfaciales

tridimensionnelles en incluant le courant.

2 Position du probléme

On part du systéme d’équations ( (1.22)-(1.27)) qui prend en compte le courant. Nous consi-
dérons le probléme de la stabilité des ondes de gravité se propageant & l'interface de deux fluides
homogénes, de profondeurs infinies, non-visqueux et incompressibles avec un courant uniforme
sur la couche supérieure. On choisit de travailler dans un repére mobile R*(O*, z*, y*, z*,t) qui
se déplace a la vitesse de 'onde de base C' = w/« par rapport au repére fixe ®(O, z,y, z,t). Pour
analyser la stabilité linéaire des ondes interfaciales a courte crete en présence d’un courant, on
utilise une méthode similaire & celle décrite par allalou et al (2016). Ainsi, on définit les variables

x*,y* et z* et on effectue les changements suivants :

¥ =x—ct

¥ =z

*,1m*) les potentiels des vitesses et 1'élévation de l'interface de 'onde

Notons que (¢;,n) et (
exprimés dans Jt et R*. ¢ est le potentiel des vitesses définit dans le repére mobile R* et
s’exprime par :

o7 = ¢ —ca” (1=1,2) (I1.2)
Pour exprimer le systéme d’équations (1.22)-(1.27) dans R*, il est nécessaire d’établir les relations

suivantes.

{ Giz = Gfpr + €5 Piyr = Bfye; Pizr = s Pitlp = Pit|pr — cPipe — c? (IL.3)

Nw = Mpes My = Myes MR = Melgs — cnie
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Pour simplifier on élimine les astérisques, on obtient alors le systéme d’équations suivant :

( Gize + ¢iyy + ¢izz =0 z>mn pour i=1 et z <n pour i=2

Nt + 12Nz + Une + G191y — 012 = 0 pour z=rn
Nt + G227z + G2yNy — P2. =0 pour z=n
o +n+Udra + 5(0%, + qb%y +¢2,) — 2(w/a)?] -
[¢2t+n+%(¢%m+¢§y+¢éz) —2(w/a)’)l =0 pour z=n
(| ¢1-=0 pour z —r o0 et ¢, =0 pour z — —0c0

(IL.4)

L’étude de la stabilité linéaire des ondes interfaciales de gravité, consiste a supposer que 1'élé-
vation de l'interface et les potentiels de vitesses (7, ¢;) sont soumises & I'influence de pertur-
bations instationnaires periodiques et d’amplitudes infinitésimales (17, ¢;). Dans le référentiel
R*(O,z,vy, 2,t), repére se déplagant a la vitesse de 'onde de base, le mouvement peut étre dé-

composé en une solution permanente et une perturbation :

{ n(x,y,t) = 7z, y) +1'(z,y,1) (1L5)

¢i(xayaz7t> = a(xuyaz)+¢g(x7y7zvt) (1:172)

ot 7(z,y) et ¢;(z,vy, z) sont les solutions de formes permanentes dans R* et ' (z, y, ) et ¢} (z,y, 2, t)

les perturbations infinitésimales avec :

n'(z,y,t) <7q(x,y) et Gilx,y,2t) < di(z,y,2) (IL.6)

Les potentiels des vitesses ¢; et ¢o sont développés autour de z = 7j(z, y) ainsi que leurs dérivées
spatiales et temporelles. En ne gardant que les termes d’ordres 0 et 1, on obtient pour les
potentiels :

Gi = ¢ +1' b + &

¢it = QZ);t

Piz = Gig + 1 iy + Dy (IL.7)
Giy = Piyy + 1 iy + Py

Giz = G + 1 bins + Pl

et pour I’élévation de I'interface :

= T¢ +n;

0

_ I1.8
Ne = Ny + M (1L8)
Ny = My + 10
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2. POSITION DU PROBLEME

En introduisant ces expressions dans le systéme (I1.4), on obtient a I'ordre 0 :

@m—i-@yy—i-@zzzo z<7 pour i =1 et z <7 pour =2
M+ GraTly + UTly + d1,77 — b1, = 0 pour z =17j
M + GogTle + PoyTly — Po. =0 pour z =7]
i [ B+ 1+ Ui + 5310 + 01, + 612) — S(w/)?] -
Got + 1+ 3B + By + B3) — 3(w/a)?| =0 pour z=7
L 612 =0

(11.9)

pour z — 00 et ¢y, =0 pour z — —00

Ce systéme d’équations est équivalent au systéme d’équations (I1.22)-(1.27). L’un est appliqué
dans * et 'autre dans R.

Au premier ordre, nous pouvons dériver un systéme d’équations pour les perturbations :

. —I-qb;yy—l-qbgzz =0 pourz>Teti=12

Oe = (MaPle +10P12) — ([ydhy +1y01y) — 0 (lebraz + Ty diyz)
—Unyp +1'¢.. =1 =0 pour z =7j(z,y)

Gy — (Mo + 1NyP2) — (Tydhy + 1y P2y) — 0 (lpbonz + Tydiyz)
+1' ¢, —m, =0 pour z =T7(z,y)

M [77/ + n/Uglxz + U¢/1$ + @bllt + $1x¢/1$ + $1y¢/1y + $1z¢llz + 77/ (alxalxz + $1y$1yz + alzalzz)]

- [77/ + ¢,2t + $2m¢/2x + 62y¢/2y + $2z¢l2z + 77/ ($2x$2mz + $2y$2yz + 62262,22)} =0

#,=0 pourz— o0 et ¢h, =0 pourz — —00

(11.10)

(IL.11)

(IL.12)

(11.13)
(11.14)

Afin d’analyser les instabilités superharmoniques des ondes interfaciales tridimensionnelles,

on cherche des solutions des équations de Laplace (II.10) vérifiant les conditions aux limites
(I1.11),(I1.12), (I1.13) et (II.14). On choisit des solutions ayant les formes :

J=00 K=o00

J=—0c0 K=—0
J=00 K=o00

J=—00 K=—x
J=00 K=o00

J=—0c0 K=—00

,’7/ — plot Z Z aJKei(Ja:p—l-Kﬁy)

gj)’l — ot Z Z bJKei(Jaﬂf+Kﬁy)e—’Y.lKZ

(11.15)

avec Yy = [(p +Ja)? + (g + KB)Q] /24 est le nombre d’onde longitudinal, 3 le nombre d’onde

transversal de la perturbation de I’onde non perturbée.
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3. METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE

3 Meéthode de résolution numérique

Pour obtenir des longueurs d’onde égales a 27 dans les directions longitudinale et transversale,

il est pratique d’effectuer un changement de variables suivant
X=ax; Y=08y; Z==z

Les équations (II.10)-(II.14)sont maintenant exprimées sous les formes :

Poixx + B¢y + dizz =0Z > 7 pouri=1,2 (I1.16)
Wy — P (Mxdix +nxdix) — B2y iy + iy diy) — 0 (@lixbixz + BTy diyz)
+ 1 brzz — Ui, —n, =0 pour z =7(X,Y) (IL.17)

$hz — P (MxPhx + Ny bax) — B2y Soy + 1y day) — 1 (PTixbax 7 + BTy boy 7)

+ 1 ¢ozz —m =0 pour z=7(X,Y) (I1.18)
p '+ aUn 1y, + U, + ¢y + 201 x b x + 8201y Sy + 12012

+ 1 (@Ph1xbrxz + B iy bryz + brzb122)] —

[ + ¢y + P Pox dix + B2 by by + Pazdhy

+ 11 (P Pox baxz + B Pay boyz + bazdazz)] =0 (I1.19)

#1z=0 pour z—> 00 et ¢h, =0 pour z — —00 (I1.20)

et les expressions (I1.15) deviennent

( J=c0 K=o

i = et Z Z el VXHEY)

J=—00 K=—00
J=00 K=00

(bll — it Z Z bJKei(JXJrKY)ef'yJKz (1121)

J=—00 K=—o00
J=c0 K=o00

qblz :e—iat Z Z CJKei(JX—O—KY)e’yJKz

J=—00 K=—o00

En insérant les séries (I1.21) et leurs dérivées spatiales et temporelles, tronquées aux ordres M et
N, dans les équations aux perturbations (I1.17), (I1.18) et (I1.19), et en employant une méthode
numérique de type Galerkin, la résolution des équations se réduit & celle d’'un probléme aux
valeurs propres généralie :

Au = icBu (I1.22)

ot u = [ayk,bsk,cyk|t est le vecteur propre correspondant a la valeur propre o. Les matrices
complexes A et B dépendent de 'onde de base. Généralement, deux méthodes numériques sont

employées pour résoudre ce probléme. La méthode de Galerkin a été introduite par Zhang
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et Melville [56] pour l'analyse de la stabilité des ondes de surface bidimensionnelles gravité-
capilarité. Cette approche a été aussi utilisée par Allalou [3| pour étudier la stabilité des ondes
a courtes crétes interfaciales en profondeurs infinies. Celle de collocation a été utilisée par
(Ioualalen et Kharif [51], Ioualalen et al. [54], Ioualalen et al. [53], Ioualalen et Okamura [57],
Toualalen et al. [58]) pour I’étude de la stabilité des ondes de surface a courtes crétes et par chikhi
[55] pour celle des ondes interfaciales tridimensionnelles gravité-capillarité en profondeurs infinies.
Nous proposons, ici, une extension de la méthodes de Galerkin aux cas des ondes interfaciales

tridimensionnelles en présence d’un courant paralléle.
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3. METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE

3.0.1 Meéthode de Galerkin

Cette méthode fournit une représentation spectrale de la surface physique en prenant la

transformée de fourrier des équations (I1.21) dans les deux directions horizontales (Ox) et (Oy) :

2 2m N
/ / [ Z R ayr + Z Z UMby | e "X+ axay
—M K= —M K=—N
2 2m M )
= ZO’/ / [ Z TﬁzaJK] 671(IX+TY) dXdy
2m 2m
/ / Z Z Rvasi + Z Z Sresrc | e XY axdy
—M K=—N —M K=—N
2r 2w N
w/ / [ Z Z T(KCLJ o~ iUX+Y) gx gy
—M K=—N
2T 27 M )
/ / [ Z Z R( KAOJK + Z Z UJKbJK+ Z Z S(KCJ _l(lX—HnY) dXdY
0 J0 Lj=—wm —M K=—N
2r 2w N )
w/ / [ > > (Thkbix+ TQ(J)KCJK)] eI dxdy
—M K=—N
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3. METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE

avec
Rf}?{ = [0®Nxbixz + By biyz — bizz +iJa2d x +iKB%¢yy + ialU J]e! VX HEY)
U‘(]:;)( == ZJOé2ﬁX +ZKﬁ2ﬁY +’YJK]ei(JX+KY)e_7JKﬁ
T}i@ —  (JXHKY)
RFJ?( = [a®lixoxz + BTy bayz — Gazz +iJ QP Pox + iK B2y el VX TEY)
SB = [iJa%y + iK%y — yux)eUXHEY) grxci
Tﬁ? —  (JX+KY)
3 _ _ _
R(JI)( = [(1+ ?hoxdoxz + Bhay bay 7 + dazdazz) —
p(l++aUd xz + a?p xb1xz + B2orybryz + Grz0142)]e!TXTEY)
US. = Ui + 0206, x +iB2K 1y — Yk 61 5] X HEY) g1
SO = (102 Gox +i8%bay + 1K Gag)e X HY o
Tl(i)[( = —'ue ’YJKT]e (JX+KY)
Téi)l( —  VWKTNUJX+KY)
(11.23)
Ce sytéme, de (6M + 3) x (6N + 3) équations peut se mettre sous la forme matricielle :
Au =ioBu (I1.24)

Dans l'équation (I1.24), les matrices complexes A et B ont une taille de (6M + 3) x (6N + 3),
tandis que le vecteur u a une dimension de (6 M +3) x (6N +3). Les valeurs des matrices peuvent
étre déterminées une fois que le flux de base a été établi.

En inversant les ordres de sommations du plan physique et du plan spectral, la discrétisation
en (ny X ny) points uniformément répartis sur l'intervalle [2m, 27|, d’abcisses (X, = 27u/nx
u € [0,n,; — 1]) et d’ordonnées (Y;, = 2wv/ny v € [0,n, — 1]), permet d’obtenir pour les ordres
Met N (=M..0..M;—N..0..N) le syséme suivant :

M N M N
> > Frak—, [R?}(/Tﬁﬁ} ajk+ > > Frig—r {Uﬁ%/Tﬁz} bk = ioa, (11.25)
J— M K——N
M N M N
Z Z FJ_ZVK_T [RSQI)(/T§2:| (IJK+ Z Z FJ_LK_T [SS?/T{SQ] CJK — iO’CLlT (1126)
J—— M K——N J=—M K——N
M N M N
Z Z Frik—r [RE]B;)(/Tﬁz} ajk + Z Z Frik—r [U‘(f}z/T%} bik +
J— M K=—N J——M K——N
M N M N
Z Z Fri k- [SS?})(/T§2} CjK =10 Z Z Fi i x—r |:T1(JK/TJK:| bk +
J=— M K=—N J——M K——N

(I1.27)

M N
[Z Z Fr-t.k- T{ 2JK/TJK]
M K=—N
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3. METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE

Les fonctions FJ_Z7K_r[f§’£I)(] = ZZ”C:BI Zigl §if)<eia(J*l)x“ei(J*T)y” sont calculées a ’aide d’un
algorithme de Transformée de Fourier Rapide bidimensionnelle. La résolution numérique du
systéme d’équations (I1.25), (I1.26) et (I1.27) est effectuée avec ’algorithme QZ. La structure des
matrices complexes A et B et du vecteur u sont représentés dans le diagramme de la figure (I1.1).
Les ordres de troncature M et N sont incrémenté jusqu’a ce que les valeurs propres convergent.
L’examen des valeurs propres associées aux instabilités (tableau (II.1)) a permis de montrer la
dépendance d’une valeur propre sur I'ordre de troncature. Il apparait que pour un courant faible
(U = 0.5), les erreurs relatives données par la méthode de Galerkin sont de I'ordre de 1073 et
10~7 pour les ordres de troncatures (8,8) et (10, 10), respectivement. Dans le cas ou U est plus
grand (U = 1.2), cette méthode converge trés rapidement avec les précisions relatives de 1074 et
1078 pour les ordres de troncatures (8,8) et (10, 10), respectivement. En comparant ces valeurs
il apparait que la précision s’améliore lorsque 'ordre de troncature croit, dans ce cas, la valeur

propre devient indépendante de 'ordre de troncature.

1 1
A 7
u,v 1 u,v 1
Tjk i
A= | £, B 0t RS
u,v 1 u,v 1
Tjk Tjk
3 3 3
L [m o] . s
u,v 1 u,v 1 . u,v 1
G G g
1 0
0 ; 0
0 1
1 0
B= 0 3 0
0 1
3 3
0 . F TI(J)K T2(J)K
. u,v 1 u,v 1
Tjg Tjg

t
u = [CL,J,K...&]K,b,J,K...bJK,C,J,K...CJK]

Figure II.1: Structure des matrices A et B et du vecteur u.
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4. RESULTATS ET DISCUSSION

Tableau II.1: Exemple de convergence des parties réelle et imaginaire d’une valeur propre
instable en fonction de la troncature (M, N) par la méthode de Galerkin pour deux courants
U=05et U =12 pour h = 0.205 et h = 0.191, respectivement. Avec § = 53° , u = 0.1,
d1 = d2 = OQ.

U=0.5 U=12
M=N (o) R(o) M=N (o) R(o)
6 - - 6 0 0.10150565E-03
7 0 0.37790719E-03 7 0.14401847E-03 0
8 0.58272668E-04 0 8 0.23976886E-04 0
9 0.79133578E-04 0 9 0.38617910E-04 0
10 0.79223665E-04 0 10 0.38785186E-04 0
11 0.79157698E-04 0 11 0.38783623E-04 0
12 0.79166867E-04 0 12 0.38783789E-04 0

4 Reésultats et discussion

La stabilité des ondes interfaciales permanentes est représentée par des solutions qui com-
binent des fonctions temporelles sous forme exponentielle et des fonctions spatiales périodiques,
c’est-a-dire qu’elles sont proportionnelles & €. Dans 'analyse de stabilité, il est essentiel de
déterminer ’ensemble des valeurs propres o et leurs vecteurs propres associés, relatifs aux coef-
ficients ayx, bk, et cjx. Cette analyse dépend de la partie imaginaire de o, notée (o). Selon
que (o) soit positive, nulle ou négative, le mode correspondant est considéré comme instable,
marginalement stable ou stable. Etant donné que le systéme d’équations (I1.16)-(I1.20) est basé
sur des valeurs réelles, les valeurs propres se manifestent en paires de complexes conjugués. Par
conséquent, une instabilité est caractérisée par une valeur de (o) différente de zéro.

Dans cette étude, notre attention se porte sur les instabilités superharmoniques, c’est-a-dire
lorsque les perturbations affichent des longueurs d’onde longitudinales et transversales égales a
celles de 'onde originale non perturbée. Cette situation est caractérisée par les relations p = Na
et ¢ = MpB, on M et N représentent des nombres entiers naturels. L’instabilité associée a la
résonance harmonique survient lorsque les harmoniques (+.J, K) entrent en résonance avec 'onde
de base (+1,1). En raison de la structure harmonique des modes impliqués dans 'instabilité, seuls
les modes avec K > 0 sont pris en compte dans les expressions de perturbation (II.15). Ioualalen
et Kharif [50], ainsi que Ioualalen et al. [54], ont démontré que les résonances harmoniques,
résultant de la collision de deux modes superharmoniques (J, K) et (—J, K) a une fréquence
nulle, sont liées & des instabilités superharmoniques qui sont faibles et sporadiques. Lorsque la
courbure de I’onde non perturbée est nulle h = 0, on a § = 0. Les vitesses dans les couches de
fluide dans le repére fixe R sont nulles : ¢; = 0 avec (i = 1,2). Par conséquent, dans le repére

mobile R* elles sont données par : ¢; = —cow et ¢y = —cox , ol ¢y est la vitesse de I'onde. De
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cette maniére, les valeurs propres s’écrivent :

N

oix =s(kR)? —co (Ja), s =+l (I1.28)

1
1 /1—p\2 1—p :
avec = [(Ja)? + (KB)? 1/2, co=—|—L] et R=w?=-—L.Dune maniére générale
vk = [(Ja)? + (KB)?] "7, co o\ 15, =17, g
I’émergence d’instabilités pour une cambrure non nulle correspond & la fusion de deux modes de

signatures opposées et de méme fréquence :

o7k, (h) = 0%, (h) (11.29)

En substituant la relation (II.28) dans (I1.29) et si I'on considére qu’une résonance harmonique
(J,K) correspond a la collision de deux modes (J,K) et (—J,K), cad. K1 = Ky = K et
J1 = —Jo = J, on aboutit & la perte de stabilité :

(Ja)* + (Kﬂ)g]2 = J? (11.30)

Cette équation peut étre ré-écrite sous la forme suivante :

J4_J2

cos(l) = gz —

(IL.31)

Cette condition est similaire & la condition de résonance (1.98).

Cette étude se focalise sur 'instabilité superharmonique des ondes interfaciales & courte créte,
en présence d'un courant associée a la résonance harmonique (2, 6). Initialement, les poles de la
série d’expansion de 'onde non perturbée w sont calculés via les approximants de Padé. Nous
procédons ensuite a des analyses de stabilité autour de ces poles. Finalement, nous déterminerons
le taux d’amplification maximal et la dimension de la zone d’instabilité en résolvant le probléme
des valeurs propres.

L’approche des approximants de Padé a facilité le calcul des pdles des séries tronquées.
Ces poles se manifestent aux cambrures ou les harmoniques (47, k) interagissent avec 1’onde
fondamentale (41, 1), générant ainsi des termes séculaires (voir chapitre 1). La localisation des
résonances harmoniques (2, 6), (2,8), (2,10), (3,11) et (3, 13) des ondes a courte créte interfaciales
en présence d'un courant est illustrée dans le plan (0,h) par la figure (I1.2). Ces lieux ont été
déterminés en analysant les poles persistants des approximants de Padé [8, 8|, [8, 7], |7, 7] et
[7, 6] de la série w. Notre intérét s’est particuliérement porté sur la résonance (2,6), la plus
forte pour des épaisseurs infinies. La figure (I1.3) montre les lieux de la résonance (2,6) pour
différentes valeurs du courant U. A mesure que le courant augmente, les poles sont détectés pour
un angle 0 légérement supérieur a la valeur exacte de I'angle de résonance, 6 r. Les perturbations
superharmoniques (2,6) sont spécifiquement recherchées dans les environs de ces poles.

La figure (I1.4) illustre la fréquence, R(o), et le taux d’amplification, (o), de la perturba-

tion (2,6) en fonction de la cambrure pour un angle § = 53°, proche de l’angle de résonance
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Figure II.2: Lieu des résonances harmoniques des ondes & courtes crétes interfaciales pour
= 0.1 et U= 1.2 en profondeurs infinies (d; = da2 = 00).

harmonique O r = 52.2388°, avec un courant U = 0.1. Lorsque ’amplitude de 'onde parvient a
h = 0.2319, une instabilité se manifeste en conséquence de la coalescence des deux valeurs propres
associées aux perturbations (2,6) et (—2,6). Cette instabilité se caractérise par une fréquence
proche de zéro par rapport & I’onde de base.

La figure (I1.4) présente un élargissement du voisinage de (hg). La taille de la bulle d’in-
stabilité est d’environ Ah = 0,003, tandis que le taux d’amplification maximal est d’environ
1.49 x 1072, Cette instabilité est donc faible, et la largeur de la bande d’instabilité suggére
qu’elle est sporadique.

La figure (I1.5) présente la bulle d’instabilité résultant de la convergence des valeurs propres
(2,6) et (—2,6) pour un courant de U = 0.5 et un angle § = 53°. Cette fusion engendre une in-
stabilité a partir d’'une cambrure de h = 0.2056, qui persiste jusqu’a une cambrure approximative
de h = 0.2069, avec un pic d’amplification d’environ 7.9223 x 10~° aux alentours de h = 0.2062.
L’étendue de cette zone d’instabilité est d’environ Ah = 0.0013.

La figure (I1.6) démontre la formation d’une bulle d’instabilité issue de la combinaison des

modes (2,6) et (—2,6) sous l'effet d’un courant U = 1.2, qui se rapproche de la valeur critique

86



4. RESULTATS ET DISCUSSION
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Figure II.3: Lieu des résonances harmoniques (2, 6) des ondes & courtes crétes interfaciales
tridmimensionnelles pou = 0.1 et pour différentes valeurs de U en profondeurs infinies (d; =

d2 = OO)

U, = 1.2458 pour p = 0.1. Cette fusion se produit autour d’une cambrure de h = 0.1909 et
continue jusqu’a une cambrure de h = 0.19149. Dans ce cas, on observe que la taille de la
bulle d’instabilité est plus faible que dans les cas précédents, approximativement de ’ordre de
Ah ~ 5 x 107%, et son taux d’amplification maximal est de 3.878 x 107°.

Pour mieux comprendre 'impact du courant sur le taux d’amplification, nous avons tracé
la courbe du taux d’accroissement maximal de la résonance (2,6) en fonction du courant U,
avec un rapport de densité constant p = 0.1 (figure (I1.7)). Il est a noter que pour un courant
U = 0, correspondant au cas des ondes interfaciales tridimensionnelles, le taux d’amplification
maximal est de 1.745 x 1074, ce qui est conforme aux résultats obtenus par Allalou [3]. En
examinant les graphiques des figures (I1.4), (I1.5) et (I1.6), on constate qu’a mesure que le courant
augmente, la taille de la zone d’instabilité (et donc I’étendue de l'instabilité elle-méme) diminue.
Le taux d’amplification maximal atteint une valeur minimale d’environ 3.878 x 10~ a ’approche
du courant critique. On en déduit que 'introduction d’un courant, méme faible, tend a réduire
Iinstabilité. On peut en conclure que le courant exerce un effet stabilisateur sur le développement

des instabilités superharmoniques.
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Figure II.4: (a) Fréquence, R(0), et taux d’amplification, I(o), en fonction de la cambrure de
I'onde base pour g = 0.1, § = 53° et U = 0.1 . (b) L’agrandissement au voisinage de hy.
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Figure II.5: Fréquence, (o), et taux d’amplification, (o), en fonction de la cambrure de
I'onde base pour p = 0.1, § = 53° et U = 0.5 . (b) L’agrandissement au voisinage de hy.

La figure (I1.8) montre le diagramme de stabilité obtenu par Allalou [3] dans le plan (u,6)

pour deux cambrures de 'onde de base, h = 0.1 et h = 0.2. Avec des taux d’amplifications maxi-
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maux qui sont de I'ordre de O(hY) , les résultats obtenus montrent qu'une premiére instabilité
a taux de croissance maximal se développe pour un rapport des desnsité p = 0.08 et se produit
sporadiquement. une restabilisation se produit ensuite lorsque la valeur de p atteint 0.34. Un
second maximum du taux d’amplification est détecté pour un rapport des densités u = 0.66 .
En conclusion, quelque soit la valeur de la cambrure, le taux d’amplification deumeure maximal
pour les deux valeurs de (1 = 0.08 et 0.66). Dans la figure (I1.9), nous avons représenté, pour
la résonance (2,6) et pour deux valeurs du rapport des densités (1 = 0.08 et 0.66), I’évolution
du taux d’amplification maximal en fonction du courant U. L’examen des courbes révéle que
I'instabilité reste maximale quelque soit la valeur de U dans les deux configurations. Par ailleurs,
pour = 0.34, le taux de croissance maximal est négligeable. Par conséquent, & cette valeur, les

ondes interfaciales a courtes crétes demeurent stables face aux perturbations superharmoniques.
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Dans la premiére section, nous avons abordé le sujet des ondes interfaciales tridimension-
nelles qui se déplacent a l'interface de deux couches fluides de différentes épaisseurs, sous 'effet
d’un courant dans la couche supérieure. L’étude s’est focalisée sur les ondes a crétes courtes,
engendrées par 'interaction de deux ondes de mémes caractéristiques. Pour analyser ces ondes,
deux méthodes ont été présentées. La premiére est basée sur ’expansion en série de puissances
de la cambrure, utilisant la technique des perturbations.

Pour réaliser cette étude, un programme a été développé en utilisant le langage de program-
mation formel MAPLE, permettant de dériver des solutions analytiques jusqu’au cinquiéme

2€m6

ordre. Ces solutions ont par la suite été étendu jusqu’au 3 ordre en utilisant un code FOR-

TRAN . Un des avantages de la méthode des perturbations est la capacité & mettre en évidence
la résonance harmonique. Nous avons réussi & obtenir et & confirmer la relation de résonance
harmonique, qui s’avére étre une extension des cas spécifiques déja mentionnés dans les travaux
scientifiques, incluant les ondes interfaciales bidimensionnelles progressives et stationnaires, ainsi
que les ondes a courtes crétes de surface.

Nous avons également exploré la limite dynamique, précédemment étudiée uniquement dans des
contextes bidimensionnels. Notre recherche a élargi les travaux de Saffman, Yuen, Bontozoglou
et Hanratty aux scénarios tridimensionnels, considérant des profondeurs & la fois finies et in-
finies. Il a été démontré que la configuration générale des ondes est significativement affectée
par le courant. A travers I’analyse des résultats, nous avons étudié 'effet de tridimensionnalité
sur les valeurs extrémes de cambrure que peuvent prendre I'onde. Dans des profondeurs infinies,
I’amplitude maximale est similaire a celle des ondes stationnaires interfaciales bidimensionnelles,
tandis que la valeur minimale de I'onde semble correspondre aux ondes progressives interfaciales
bidimensionnelles. Nous avons conclu que le courant amplifie la cambrure maximale des ondes
stationnaires bidimensionnelles et des ondes tridimensionnelles. Par contre, pour les ondes pro-
gressives, la présence du courant conduit & des valeurs minimales de cambrure. Dans le cas de
profondeurs finies, il est apparu que les cambrures limites des ondes pleinement tridimension-
nelles dépassent généralement celles des ondes bidimensionnelles.

Nous avons ensuite démontré comment le courant affecte les caractéristiques des ondes. Il a
été observé que, avec l'augmentation du courant, les crétes et les creux des ondes deviennent

progressivement plus aigus, en particulier dans le cadre de ’approximation de Boussinesq. En
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utilisant la méthode variationnelle de Whitham, nous avons pu établir une relation de dispersion
quadratique pour les ondes & courtes crétes influencées par le courant. A partir de cette relation,
nous avons dérivé une formule explicite pour le courant critique non-linéaire, en fonction des
différents paramétres du probléme.
Dans la deuxiéme partie de notre étude, nous avons examiné la stabilité des ondes interfaciales
en présence d’un courant, en particulier lorsqu’elles sont soumises & de petites perturbations tri-
dimensionnelles. Pour analyser 'instabilité superharmonique, nous avons utilisé la méthode de
Galerkin. Cette méthode permet de déterminer les zones d’instabilité et les taux d’amplification
correspondants. Notre focus principal a été 'impact du courant sur ces instabilités. Nous avons
conclu que méme un courant faible avait un effet significatif, conduisant & la suppression de
I'instabilité.
Concernant les perspectives a donner a ce travail, nous pensons qu’il est intéressant :
— D’appliquer la méthode des perturbations pour calculer des solutions numériques dans le
cas des ondes interfaciales de gravité-capillarité en présence d’un courant uniforme.
— Une autre suite envisageable est d’effectuer ’analyse de la stabilité des ondes interfaciales
en présence d’un courant dans le cas ou les épaisseurs des deux fluides sont finies.
— D’entreprendre une étude de la stabilité des ondes interfaciales en présence d’un courant
lorsqu’elles sont soumises & des perturbations tridimensionnelles sous-harmoniques.
— D’utiliser la méthode variationnelle de Whitham afin de déterminer une relation de dis-
persion quadratique dans le cas des ondes & courtes crétes ol les épaisseurs des deux
fluides sont finies. Cette relation permettra de déduire une relation explicite du courant

critique non-linéaire en fonction des parameétres du probléme.
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Annexe

Les expressions des coefficients dans qﬁgg) , ¢é2) et 7@ sont données par :
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