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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier la controlabilité et la stabilisation forte
d’une équation d’onde couplée du second ordre par le laplacien avec un amor-
tissement localement interne. Tout d’abord, en utilisant la théorie des semi
groupes, nous prouvons que notre systeme admet une solution unique. En se
servant ensuite d’un théoreme de contnuité, on montre que ce probleme est for-
tement stable sans aucune condition géométrique. Un résultat de controlabilité
sera donné dans la derniere partie de ce travail.




Introduction

On considere les deux équations d’ondes suivantes couplées via le Laplacien
avec un seul amortissement local :

( wy — alu+ cAy + d(z)uy =0, dans Q x Rt

Y — Ay) + cAu=0 dans Q x Rt
u=y=0 sur ' xR (0.0.1)
u(z;0) = up(x); y(2;0) = yo(x); w(2;0) = wy ()

[ ve(7;0) = 31 ()

avec :
u=u(z;t) et y=y(z;t)

a >0, c € R* telle que a>c* et dc L*(Q)

Et lorsque
a>c alors, Ib>0 telle que a=b+

Plusieurs méthodes ont été développées pour montrer la convergence forte

et la controlabilité de différents problemes d’évolutions. Parmi celles ci on peut
citer : la méthode d’estimation de 1’énergie en utilisant la technique des mul-
tiplicateurs et la méthode des bases de Riez basée sur une analyse de Fourier
(Ré£.[07] et [11].
En particulier et en utilisant une méthode de multiplicateurs par morceaux, on
prouve que, pour un temps 7' suffisamment grand I'observation de la trace de
la dérivée normal de la premiere composante de la solution sur une partie de
la frontiere permet de récupérer une énergie affaiblie de la donnée initiale. Par
conséquent, en utilisant la Méthode d’unicité de Hilbert Réf[11], on montre
que notre systeme est exactement controlable.

L’objectif de ce travail, est de montrer que notre probleme ce décroit forte-
ment puis controlable en utilisant la théorie des semi groupes et une méthode
basée sur la technique des multiplicateurs (Méthode d’intégration par partie




en choisissant un multiplicateur approprié).
ce travail est réparti en quatre chapitres :

Chapitre 1 : L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques résultats
préliminaires sur ’analyse fonctionnelle.

Dans la 1°re section, on rappelle quelques notions sur les espaces de sobolev,
on a donné quelques théoremes fondamentaux a savoir : Théoreme de Poin-
caré, Théoreme de trace et le Théoreme de Lax Milgram.

Dans la 2°me section, nous rassemblons quelques définitions sur les opérateurs
non bornés, I’ensemble résolvant et on donne également des propriétés générales
sur les opérateurs maximaux dissipatifs.

La 3°me section a été consacré a la théorie spectrale des opérateurs, Rayon
Spectrale et Image Spectrale.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous commencons par donner les étapes
essentielles de la théorie des semi groupes utilisées dans 'existence et I'uni-
cité de la solution, on va donc présenter quelques Théoremes fondamentaux
(Théoreme de Hille Yosida et Lumer Philips) qui relies les propriétés de dis-
sipation de I’énergie d’un opérateur non borné a l'existence et I'unicité des
solutions.

En se servant ensuite de cette théorie, nous montrons I'existence et I'unicité
de la solution des deux équations des ondes couplées sous ’action d’un amor-
tissement local avec conditions de Dirichlet homogene sur toute la frontiere.

Chapitre 3 : Dans ce travail, nous proposons ’étude de la stabilisation
forte des deux équations des ondes couplées sous ’action d’un controleur local .

Chapitre 4 : Ce dernier chapitre traite de quelques inégalités d’observabilité
et du probleme de controlabilité du probleme principal en termes d’existence
et d’unicité de solutions associées au probleme homogene.




Rappels et Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et théoremes utiles le

long de ce mémoire.(Voir [04],[05],[13],[16],[17],[21],[22]).

1.1 Analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel, on appelle produit scalaire noté

(.,.) Uapplication de E x E dans le corp K = C vérifiant :

7



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

1.
(u,v) = (v;u), pour tout u,v € E
2.
(Mg + ug,v) = X{ug,v) + (ug,v), pour tout u,v € E, et A € C
3.
(u, \) = X {u,v), pour tout A € C
/.

(uyu) >0 et (u,u) =0 u=0

Définition 1.1.2 Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((E;|.| )

espace normé complet) muni d’un produit scalaire pour la norme associée :

D=

lullp = (u, w)? (@.e)|lullf = (u,u) .

Définition 1.1.3 (Systéme orthonormé) Soit E un espace de Hilbert, la suite

{en},~; C E est appelée un systéme orthonormé si

1 ssn=m
<6na6m> :5n,m =
0 si n#m

1. Sie,len on dit que le systeme {e,},-, est orthogonal.

2. Si le systeme {e,},~, est orthogonal alors le systéeme { cn } est
2 n>1

orthonormé.

Définition 1.1.4 (Base Hilbertienne) Soit E un espace de Hilbert pour le pro-
duit scalaire {.,.) On appelle base Hilbertienne (dénombrable) de E une famille
dénombrable {e,},~, d’éléments de E orthonormée telle que l'espace vectoriel

engendré par cette famille est dense dans F.

8
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Définition 1.1.5 (Espace séparable) Un espace vectoriel normé qui contient

une partie dénombrable dense est dit espace séparable.

Exemple 1.1.1 Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un

sous-ensemble dénombrable dense dans R ).

Théoreme 1.1.6 Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilber-

tienne.

Proposition 1.1.7 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., .),
soit (en)n>1 une base Hilbertienne de E, il existe une suite unique (U, )n>1
définie par

U, = (U,ey,)

P

, telle que la somme partielle > ",

Upe, converge vers u quand p tend vers

I'infinie. De plus on a

alors, on écrit

u= Z(u, €n)én

n>1
Théoréeme 1.1.8 Soit (uy)nen une suite bornée dans l'espace de Hilbert E,

alors on peut extraire une sous-suite qui converge.

Théoréme 1.1.9 Soit (u,)nen+ une suite qui converge faiblement vers u et

(Un)nen= une autre suite converge faiblement vers v ; alors :

lim (v, u,) = (v, u)
n—oo
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Proposition 1.1.10 Soit E et F deux espaces de Hilbert, (uy)nen € E une
suite qui converge faiblement vers u € E, soit A € L(E;F). Alors la suite

(Aup)nens converge vers Au dans F.

1.1.2 Analyse Hilbertienne

Espace pré-hilbertiens

Définition 1.1.11 Etant donnés un espace vectoriel X sur K = R ou C, et
une application (,) : X x X — K, on dit que (-, -) est un produit scalaire sur

X st

(i) Yu,v,w € X,Va, f € K,

(au + Bv,w) = a(u, w) + B(v, w)

(linéarité par rapport a la premiére composante)

(ii) Yu,v € X,

(v,u) = (u,v)

(hermitivité)

(iii) Yu € X 0,

(u,u) >0

(positivité).

10
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Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace pré-hilbertien.

Lemme 1.1.12 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit X un espace pré-hilbertien,

alors

[(u,v)] </ (u,u)\/(v,v),Yu,v € X.

Preuve 1.1.1 Siu ou v est égal a 0 l'inégalité est immédiate. Sinon, on pose

(u,0)

(v,0)

wi=u= v et par positivité on doit avoir (w,w) > 0. En développant on

obtient

|(w, ) |(, v)?

(o Y )

0 < (w,w) = (u,u) +

wol® oo qui entraine la conclusion
(o) 7 ¢ 4 '

de sorte que (u,u) >

Espace de Hilbert

Définition 1.1.13 Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet.

Proposition 1.1.14 Soit E est un pré-hilbertien et x,y,nkE alors :
1 zly < ||z +y|]? = ||z]]* + ||y||* siK = R (Le théoréme de Pythagore)

2 wly & lle+yll? = |l + [yl et [lo+iyl]* = [|=[]*+[yl]* si K=C

11
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1.1.3 Théoreme de représentation de Riesz

Définition 1.1.15 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. On note par E*
son dual, i.e.l’espace vectoriel des formes linéaires continues f : E — K. Cet

espace est muni de la norme

Il = suplf ()]s |2l <1

Théoréme 1.1.16 Soit H un espace de Hilbert. Alors
1. L’application ¢ est une isométrie i.e. pour tout y € H, ||o(y)|| = ||y||-

2. Soit f est forme linéaire continue i.e. f € H*, alors il existe un unique

y € H tel que f = ¢y et ||f]| = |yl].

Preuve 1.1.2 1. 11 suffit de supposer que y # 0, alors de linégalité de

Cauchy-Schwarz on a ||¢y|| < ||y|], d’autre part ¢,(y) = ||y||?, entraine

oyl = [lyll, ot [[oy]] = [yl

2. Soit f € H*, si f =0, alors f = ¢g. Maintenant si f # 0, on pose

F = kerf,comme f est continue ker f est un sous-espace vectoriel
fermé de H,et on a F+ # 0. Il en résulte lezistence de yo € F+—0,alors
f(yo) # 0. On peut supposer quitte a diviser par le scalaire f(yo), que
f(yo) = 1. Soit x € H, on vérifie directement que x — f(x)yo € F d’ot
(x — f(2)yo,v0) = 0 et ainsi (x,y0) = f()||yol?, finalement f(z) =

Yo _ _ Yo
<5”’ o T2 < ha = (z,y) avecy = o

12
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1.1.4 Théorie Spectrale des opérateurs compacts auto

adjoints
Le spectre d’un opérateur

Soit E est un espace vectoriel sur

ou

, et T un endomorphisme de E. On appelle

e Spectre de T, I’ensemble

0p(T) ==X € K: A =T ne soit pas inversible

e Spectre ponctuel de T, I’ensemble

op(T):=A€o(T):ker(AM —T)#0

Opérateur auto adjoint

Soit T est un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert, soit T €

L(H), lopérateur adjoint T € L(H) est définie par

(T"z,y) = (z,Ty)

13
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pour z,y € H. Un opérateur T' € IL(H) est dit auto-adjoint si T* =T, i.e

(Tx,y) = (x,Ty),z,y € H

Diagonalisation des opérateurs auto adjoints compacts

Théoréme 1.1.17 Soit H un espace de Hilbert sur K et T € K(H) un opérateur
auto-adjoint compact. Alors, il existe une base hilbertienne de H formée de vec-

teurs propres de T.

1.1.5 Formulation variationnelle

Analyse variationnelle

Exemple 1-D

Soit a résoudre le probleme :

—u"(x) + c(z)u(z) = f(x) a<zx<b (18)

ou f,c des fonctions données continues sur [a, b], on supposera de plus que la
fonction ¢ est strictement positive sur [a, 0]

Un telle probleme est appelé probleme aux limites.

Définition 1.1.18 Une solution classique (ou solution forte) de (P) est

14



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

une fonction C*([a, b)) telle que :

u(a) = u(b) = 0 etV €la,b[, —u"(z) + c(z)u(z) = f(x)

En faisant le produit scalaire L?(]a,b[) de I'équation différentielle avec une

fonction test v € D(Ja, b[) on a :

_l3mmmm+Lu@mm@mzlvmwmx

soit en intégrant par partie le premier terme :

LZ@W@M+A%@mmmmzl%@mmm

car v(a) = v(b) = 0 chaque terme de cette équation a en fait un sens des que
v € Hl(Ja,b])
De plus D(]a, b]) est dense dans H} (]a, b[), cette équation est vérifiée pour tout
v € H}(]a,b])

On peut donc définir le nouveaux probleme :

” Trouver u € H}(Ja,b) telque — (19)
fb o ()0 (x)dr + fab c(x)u(zx)v(x)de = fabf(m)v(a:)dx Vo € H(]a, b[)

a

Ce probléme est la formulation variationnelle du probleme (P)
Toute solution de () est appelée solution faible

Exemple 2-D

15
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Soit  un ouvert borné de R”, on veut résoudre le probleme :

—Au+u=f dans (20)
(P) =

Opu =0 dans 0f)

Un solution forte de ce probléme est une solution de C%(2) vérifiant (20) en
tout point de €2, on voit que ceci impose que f soit C°(Q) et toute solution

forte vérifiée alors :

o € C(Q), /Q—Auw/ﬂuv:/QfU

soit par intégration par parties : fQ VuVou + fQ uy = fQ fv puisque O,u = 0
sur 0f)

Donc on peut définir le nouveaux probleme :

W) Trouver u € H'(Q) tel que (21)
Jo VuVu + [quv = [, fv  Yve H(Q)

On voit que ce probleme est définit des que f € L*(Q)
Remarque

Une formulation plus générale est la suivante :

Trouver u € V, tel que : a(u,w) = l(w) Yw e W (22)

Ot af.,.) est une forme bilinéaire sur V' x W et [(.) est une forme

linéaire sur W

Existence et unicité de la solution

(i) Continuité

Soit V, W des espaces de Hilbert

16
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Définition 1.1.19 Une forme linéaire [(u) sur V est continue ssi il

existe une constante K telle que :

()] < Kfully Vu € V

Une forme bilinéaire a(u,w) sur V x W est continue ssi il existe une

constante M telle que :

|a(u, w)| < Mllullv[lwllw — Y(u,w) €V xW

(17) Théoréme de Lax-Milgram
On ce place dans le cas de V' = W et on va introduire un outil impor-

tant pour assurer l'existence et I'unicité de la solution du probleme.

Définition 1.1.20 Une forme bilinéaire a(u,v) sur V xV est coercive

(ou V-elliptique) ssi il existe une constante o > 0 telle que :

a(u,v) > af|ull?, YueV

Théoreme 1.1.21 Soit V' un espace de Hilbert,soit a une forme bi-
linéaire coercible sur V et soit | une forme continue sur V, alors il
existe une unique u € V' tel que a(u,v) = l(v), YveV

(Et de plus Uapplication linéaire l(u) est continue)

La démonstration général de ce théoreme peut étre trouvée par exemple

dans Raviart et Thomas (1983)

Résumé

17
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-On est parti d’un probleme (P) et on a introduit sa formulation variationnelle

(¥).

-On a montrer l'existence et 'unicité d’une solution faible avec le théoréme
de Lax-Milgram.

Toute solution forte est aussi une solution faible

1.2 Espace de Sobolev

1.2.1 Espace de Sobolev H!(Q)

Soit © un ouvert de R™, on note H'(f2) I'éspace des distributions L?(£2)
ayant toutes leurs dérivées partielles d’ordre 1 appartenant a L?(Q2). Donc en

notant les dérivées partielles (au sens des distribution) 9, = % nous posons :
HY Q) ={u € L*(Q),0,u € L*(Q),a = 1...n}
L’espace H'(§2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(U, ) gy = Jo (w0 + VoVu)de

On notera ||.|| g1 (o) la norme associée

1.2.2 L’espace H}(Q)) et I’inégalité de Poincaré

On définit P'éspace Hj(2) comme ladhérence des fonctions de D(Q)

18
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pour la norme H'(§2), ces fonctions vérifiant une inégalité fondamentale dite

Inégalité de Poincaré sur ’espace

H}(Q) ={u€ H(Q),u/00 =0}

1.2.3 Inégalité de Poincaré

Soit 2 un ouvert de R", alors il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant

que de €2 telle que :
Vu € Hy(Q), [|ullr2@) < ClIVullL2 o).
I'espace H™(£2) est défini par :
H™(Q) = {v € L*(Q),0% € L*(Q),|a| < m}
ou
0% = %et\a\ =a;+ay+ .. +a,

cet espace est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire

(U, 0) i) = Jo Xjajem 0" u0*vdz

et la norme associé est notée ||.||gm )

1.2.4 Théoréme de trace dans H'(1)

Soit (£2) un ouvert borné de R™ de frontiere I' de classe C'! par morceaux,

19
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alors I'application de trace défini par :

Y% : D) — C%T)

v = ) =v/T

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(Q) dans
L*(T).

Cela implique en particulier :
Je >0, Yo e H'(Q) : ||v0()|22er) < ¢||v]|}2

Pour plus de détails voir les références [6] et [14]

1.3 Equations aux dérivées partielles

1.3.1 Qu’est-ce q’'une EDP ?

Soit u une fonction de plusieurs variables indépendantes (z,y,...) en
nombre fini. Une équation aux dérivées partielles (EDP en abrégé) pour la
fonction u est une une relation qui lie :

e Les variables indépendantes (z,, ...).
e La fonction "inconnue” w.

e Un nombre fini de dérivées partielles de u.

ou Ou 0*u 0%u

7ua%7a_y7%70_2y7“'> =0

= F(x,y, ...

20
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1.3.2 Généralités sur les EDP

Classification des EDP

On distingue trois grands catégories d’EDP :
e Les équations de type elliptique qui interviennent tres souvent dans la
modélisation des phénomeénes stationnaires (c’est a dire n’évoluant pas au cours

du temps). Le prototype d’équation elliptique est I’équation de Laplace

—Au=f

d’inconnue u(z), x € Q C R™ et de donnée f.
e Les équations de type parabolique, qui modélisent souvent 1'évolution
transitoire de phénomenes irréversibles associés a des processus de diffusion.

L’équation de la chaleur en est un prototype :

ou
OU Ay =
o ~u=t

d’inconnue u(z,t), r € Q C R™, ¢t > 0 et de donnée f.

e Les équations de type hyperbolique qui modélisent des phénomenes
dépendant du temps, de transport ou de propagation d’ondes. On identifie
deux prototypes pour cette classe d’EDP :

- L’équation du transport

ou N du 0
_ c— =
ot Ox
d’inconnue u(z,t), t > 0 et zR.
- L’équation des ondes
0?*u
o Au=

21
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d’'inconnue u(z,t), x € Q C R" t > 0 et de donnée f.
D’ou vient le nom “elliptique”, “parabolique”, “hyperbolique” ?
Plagons nous dans le cas particulier des équations de deuxieme ordre dans R

L’inconnue est la fonction u(x,y), qui satisfait 1’équation

0%u 0%u 9%u ou ou
A B C D—+F—4+Fu=0G
ox? * Oyox + 0y? * Ox * dy .

Pour simplifier, on suppose les coefficients A, B, ..., G constants. Le type de

I'EDP dépend du signe de B? — 4AC.

e SiB?—-4AC > 0, 'EDP est dite hyperbolique.
e SiB?—-4AC =0, 'EDP est dite parabolique.
e SiB?—-4AC <0, 'EDP est dite elliptique.

Ordre et linéarité d’une EDP

Définition 1.3.1 On appelle ordre d’une EDP [’ordre le plus élevés des dérivées
partielles dans ’EDP.

Définition 1.3.2 Si u et ses dérivées partielles apparaissent séparément et a

la puissance 1 dans ’EDP, celle si est dite linéaire.

Exemple 1.3.1 Soit u une fonction de deuz variables.

ou Ou
e — +— =0 est une EDP linéaire de premier ordre.
or Oy
ou Ou . L .
° B + 90 +sinu = 0 est une EDP non-linéaire de premier ordre.
L Y
0? 0
° ¢ + —uu = 0 est une EDP non-linéaire de deuxieme ordre.

82_x@y
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1.3.3 Conditions aux limites d’une EDP

Se donner les conditions aux limites, c’est donner des renseignements sur la
fonction u ou ses dérivées sur le bord du domaine. Ils peuvent étre de différents

types, voyons les principaux :

Condition de Diriclet

En mathématiques, une condition aux limites de Dirichlet est imposée
a une équation différentielle ordinaire ou a une équation aux dérivées par-
tielles lorsque l'on spécifie les valeurs que la solution doit vérifier sur les
frontieres/limites du domaine.

Pour une équation différentielle ordinaire, par exemple

y'+y=0

la condition aux limites de Dirichlet sur U'intervalle [a, b] s’exprime par :

ou 7 et 7 sont deux nombres donnés.

Pour une équation aux dérivées partielles, par exemple

Ay+y=0

ou A est le Laplacien (opérateur différentiel), la condition aux limites de Diri-

chlet sur un domaine €2 C R™ s’exprime par :

y(zr) = f(x) Vo € 0f)
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ou f est une fonction connue définie sur la frontiere 0 .

Condition de Neumann

En mathématiques, une condition aux limites de Neumann est imposée a
une équation différentielle ou a une équation aux dérivées partielles lorsque ’'on
spécifie les valeurs des dérivées que la solution doit vérifier sur les frontiéres/limites
du domaine.

Pour une équation différentielle, par exemple :
y'+y=0

la condition aux limites de Dirichlet sur U'intervalle [a, b] s’exprime par :

ou « et § sont deux nombres donnés.

Pour une équation aux dérivées partielles, par exemple
Ay+y=0
la condition aux limites de Dirichlet sur un domaine €2 C R" s’exprime par :
oy

8—ﬁ—f($) Vo € 0f2

ou f est une fonction connue définie sur la frontiere OS2 et n est le vecteur

normal a la frontiere 0€). La dérivée normale dans le membre de gauche de
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I’équation, est définie par

dy

2 (@) = grad y(x).i(x)

Condition de Robin

En mathématique, une condition aux limites de Robin (ou de troisieme
type) est un type de condition aux limites . Elle est également appelée condition
aux limites de Fourier. Imposée a une équation différentielle ordinaire ou a une
équation aux dérivées partielles, il s’agit d’une relation linéaire entre les valeurs
de la fonction et les valeurs de la dérivée de la fonction sur le bord du domaine
. Une condition aux limites de Robin est une combinaison pondérée d’une
condition aux limites de Dirichlet et d’une condition aux limites de Neumann.
Si €2 est un domaine dans lequel une équation doit étre résolue, et si ) désigne

le bord du domaine, la condition aux limites de Robin est de la forme :

au + b@ =g sur 02,
on

ou a , b et g sont des fonctions définies sur 0€2. Ici, u est la solution définie
ou

on

dans €2 que 'on cherche a déterminer et désigne la dérivée par rapport a
la normale extérieure sur le bord.
En dimension un, si, par exemple, 2 = [0, 1], la condition aux limites de Robin

s’écrit sous la forme :

au(0) — bu'(0) = g(0),

au(1) +bu'(1) = g(1).
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Etude du probleme principal

Dans cette partie on s’intéresse a I’étude de 'existence et 'unicité de la
solution des deux équations d’ondes couplées entre elles par le laplacien avec

un amortissement localement interne.
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chapitre 2 Equation des ondes avec conditions aux limites miztes

Considérons le probleme cité dans 'introduction suivant :

( gy — aAu + cAy + d(z)uy =0, dans Q x RY

Y — Ay) + cAu=0 dans Q x R*
u=y=0 sur I'xR* (2.0.1)

u(7;0) = up(v); y(z;0) = yo(z); wi(z;0) = uy(x)

. Yye(2;0) = y1 ()

avec

u=u(z;t) et y=y(z;t)

a>0, c € R* telle que a>c* et dec L*Q)

Et lorsque

a > c? alors, 4b >0 telle que a =10+ ?
2.0.1 Domaine d’étude du probleme

2

H = (H)(Q) x 1*(@))

H est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire définit par :

(U, Vg = / [bVuVuy 4+ vy + (cVu — Vy)(cVur — Vir) + 271 do
0

avec U = (u,v,y,2) et V = (u1,v1,91, 21)
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2.0.2 Reformulation du probleme

On va essayé d’écrire notre probleme (2.0.1) sous forme d’un probleme de
Cauchy :

Yi(t) = AY (t), pour cela posons :

U
v
Y =
Yy
z
Telleque:u=u, v=u, y=y, 2 =1y
Alors :
Uy =V
Y= vy = Uy = aAu — cAy — dv
Y = %
z = Yu = Ay — cAu
Donc :
0 Id 0 0 U
aA —d —cA 0 v
Y, = = AY (1)
0 0 0 Id Y
—cA 0 A 0 z
A

Le probleme est donc équivalent aux probleme de Cauchy :

Yi(t) = AY (t)
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Telle que : Yy = (uo, Yo, u1,y1) et A l'opérateur défini sur :
D(A) = {(u,v,y, 2), tels que v,z € H}(Q) et Au, Av € L*(Q)}

Par :
0 Id 0 0

a\ —d —cA 0
0 0 0 Id

—cA 0 A 0

2.0.3 Existence et unicité de la solution

Pour montrer 'existence et l'unicité de la solution du probleme (2.0.1),
nous utilisons la théorie des semi groupes.

Ci apres les étapes essentielles de cette théorie :(voir,[06],[14],[16],[20]).

Définition 2.0.1 Soit E un espace de Banach, une famille a un parametre
G(t), 0 <t < 400 d’éléments de L(E) est appelée semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur E si :

1. G(0) =1

2. G(t +s) =G(t).G(s)Vt,s >0
e Un tel semi groupe est dit uniformément continu si :

lim||G(t) — I]] = 0

t—0

On dit dans ce cas que G(t) est un Cy semi groupe [1].

Définition 2.0.2 Le générateur infinitésimal A d’un Cy-semi groupe S(t) est
définie par :
1
Az = lim ;[S(t)x — 1z

t—0
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De domaine :

D(A) = {az € H, lim %[S(t)x 4] em’ste}

t—0

2.0.4 Théoréme de Hille-Yosida

Soit A un opérateur linéaire (non nécessairement borné) dans un espace
de Banach E. Alors A est générateur infinitésimal d'un Cj semi-groupe de

contraction si et seulement si :
1. A est fermé & domaine dense.

2. L’ensemble résolvant p(A) = {\ € C, \I — A est inversible de D(A) — E}

contient R* , de plus VA > 0, on a

IR A= [I(A = A) | <

> =

2.0.5 Théoreme de Lumer-Philips

Soit A un opérateur linéaire a domaine dense dans un espace de Banach E,

alors :

1. Si A est dissipatif et qu’il existe A\g > 0 tel que Im(A\g — A) = E Alors

A est générateur infinitésimal d'un Cjy semi-groupe de contraction.

2. Si A est générateur infinitésimal d'un Cj semi-groupe de contraction
Alors
Im(Xg— A) = E, et \g > 0 et A est dissipatif.

De plus : Vo € D(A) , Va* € F(z) :

Re < 2", Ax >< 0
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Preuve 2.0.1 (/06],[16])
i/- A dissipatif = ||(A— A)x|| > A\||z|| , Vo € D(A) = A — A injectif

En particulier pour Ay :

o M\l — A est bijectif et de plus : ||(MoI — A)7Y|] < /\io

donc (MoI — A)™! borné et continue et A est fermé.

En utilisant le théoréme de Hille-Yosida, on en déduit que A est G.I

d’un Cy semi-groupe de contraction. (Car /\lo <1)

e A={A>0: Im(\N —A)=FE} C|0,+00] .

A € A Longrightarrow\ € p(A) = IV (A) C p(A)
—~——

ouvert

Dot V(A)N 0,400 C p(A) est un voisinage de X dans)0,+oo[ et A est ouvert
e On démontre que A est fermé : Soit \, € A, N\, — A >0
étant donné :y € E, Vn, 3z, € D(A) | \x,, — Az, =y d’apres la

surjectivité On a ||z,|| < 5=.||y|| < C. de plus

n

Am||xn - $m|| < ||>‘m($n - xm)“ - ||A(xn - xm)”
= |)‘n - >‘m||xm|

Car

An(Tn — T) — A(Tn, — Ti) = Ay, — ATy — A, — Ay,
——— —

Y

= Mn-Tyy, — Ao Tpy — Y

A €tant une suite de Cauchy donc x,, est une suite de Cauchy, et
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A%
onax, —<x

Axp, = —y+ A x, — —y+ Az
A fermé = x € D(A) et Ax = —y+Ax

Ty, — T

= \EA

C.S: Im(M — A) =B, YA > 0.
A dissipatif => Im(\ — A) injectif VYA > 0.= (A — A)~! existe
et

IA = A)7H| <

> =

Le théoréme m de H.Y = A est G.I d’un C %—gmupe de contraction.

e Reste a montrer : Re < x*, Av ><0

x € D(A), x* € F(x)

| <Gz, 2" > [ < [|G{E)]]] |27
<zl 2" = [|«]|*

<Gt)r—z, 2" >=<G(t)r,2" > —<z,2"><0
——

(el

Donc Re < G(t)x — x,z* >< 0. On divise part > 0 et on fait tendre
t — 00, on obtient

Re < Ax,x* >< 0.

Corollaire 2.0.1 Soit A fermé a domaine dense si A et A* sont deux opérateurs
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continues dissipatifs, alors : A est G.I d’un Cy semi-groupe de contraction.

Preuve 2.0.2 A=1, Im(I—A)=E, On suppose que Im(I — A) # E, on
applique le théoréme de Hann Banach. comme Im(I — A) est un sous espace

vectoriel fermé de E :

e BF, 2" #0 et zF (Im(I —A)) ={0}

€ D(A") et <a"—Ax",x>=0 Vze D(A).
D(A) dense alors z* — Ax* =0

A* dissipatif donc I — A* est injectif et (I — A*)x* = 0 implique que z* = 0,

on aboutit donc a une contradiction et Im(I — A) =FE

Revenons donc sur notre probleme.

Il suffit de montrer que A est maximal dissipatif

1. A dissipatif ?

Soit Y = (u,v,y,2) € D(A) :

A dissipatif <= Re(AY,Y) <0 VY € D(A)
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(AY)Y) = / VoVudz + /(aAu — cAy — dv)vdx + / zydw + /(Ay — cAu)zdx
Q Q Q

Q

= / VUVudx—f—a/ Auvdx—c/ Ayvdx — / dv? 4 zy dx
Q Q Q 9)

—l—/Ayzda:—c/ Auzdx
Q Q

= [ VoVudz + a|Vuy —a/ VuVoudx — ¢|Vyov —i—c/ VyVudz — / dvidx
J iyl e f Vil | €09

=0 -0

+ [ VzVydx + |Vyz —/Vszdx—cVuz —|—c/Vqudx
/Q LZGJ“ o Lot ),

=0

= / Vqudx—a/ Vqudx+c/ Vvadx+c/ VuVzdx — / dv*dz
Q Q Q Q Q

= —/dedx
Q

Car :
c/ VyVUd:)H—c/ VyVzdx = c/ szda:+c/ vVzdx
Q Q Q 0
= c/(vz)’dx =0
Q
Et :
Jo VuVudz =0
Donc :

<AY,Y):—/dv2dx§0car d>0
Q

Alors A est dissipatif.

2. A est maximal ?

Puisque A est dissipatif il suffit de montrer que A\l — A est surjectif pour

tout (A > 0)
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f
Soit @ F' = g eH
h
p
u
v
la question est : 37Y = € D(A) telle que (A — A)Y = F
Y
z
On prend : A =1
Id 0 0 0 0 Id 0 0
0 Id 0 O aA —d —cA 0
AM-A)Y =F — -
0 0 Id O 0 0 0 Id
0 0 0 Id —cA 0 A 0

Alors on trouve le systeme suivant :

(

u—v=f
—aAu+v+dv+cAy =g

y—z=~h

cAu—Ay+z=p
\

Mais : —aAu + cAy + dv = —Au et cAu — Ay = —Ay

Apres remplacement on trouve :
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—Ay+z=p (4)

(1)4+(2) donne : —Au4u=f+yg (%)

et (3)+(4) donne: —Ay+y=h+p (xx)

Etude du probleme variationnel

Soit ¢ € H'(Q) vérifiant les mémes conditions que u, multiplions I'équation

(*) par ¢ et intégrons sur €2 on trouve :

/Q(—Au—iru)godm:/g(f—l—g)godm

/—Aug@dx+/ug0dx:/(f+g)g0da:
Q 0 Q

/ugpdx+/Vquodx—/ @Vu:/(f—i-g) dz
Q Q o0 Q
S

=0
on obtient

a(u, o) = [ (up + VuVe)dz

L(p) = [o(f + 9)pdz

Pour montrer que cette formulation variationnelle possede une unique solution,
on utilise le théoreme de Lax Milgram.

Plus précisément, nous vérifions les conditions suivantes :
hi- a(.,.) est continue

ho- a(u,u) est coercive
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hs- L(.) est continue

-

a(u, ) = | / (up + VuVp)da

< |/ug0dx]+|/Vqu0dm|
Q Q

< [lull2@llell 2@ + [[Vull 2@ Vel 2
< (ul® + [[Vul )72 + (el + Vel )2

< 2HUHH5(Q)H90HH5(Q)

donc af(.,.) est continue

ho a(u,u) = | fo(u? + (Vu)2)da > [lull% o

donc a(u, u) est coercive
ha= [L(@)] = | Jo(f + 9)edz] < |[f + gllr2@ 1@l r20)
On a ||f + gl| est fini car f,g € L*(Q) et :

lellz@) = 3llellze + 3llellze < dllellze + 5cllVelle

Donc :

11
1) < 11F + gl x maz (5, 50 el

1L(0)| < Mllel| a0 donc continue

a(.,.) bilinéaire, continue et coercive et L(.) est continue donc d’apres le
théoreme de Lax Milgram, il existe une solution unique faible telle que :
a(u,p) = L(p)  VoeH

Montrons que Y € D(A).

Ona—Au+u= f+ge L*N) et comme f,g € L*(Q) alors Au € L*() et
v=u—f € L*N)

D'ou : il existe : Y € D(A) vérifiant (A — A)Y = F, pour A >0et F'e H
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En conclusion, comme A est maximal-dissipatif, alors, A est un générateur

infinitésimal d’'un Cy semi groupe de contraction :

S()Yy =Y (t) =Yy

vérifiant le probleme de Cauchy : Y;(t) = AY(¢) et Y(0) = Yp
de plus :
S(t)Yo =Y (t) € C1([0, +oo[, H) N C°([0, +oc[, D(A))
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Stabilité forte

Dans cette partie on va étudier la stabilité forte du systeme (2.0.1)

Définition 3.0.1 Un systéeme d’évolution est dit fortement stable si [’énergie
E(t) associée vérifie :

lim E(t) =0

t—0

Soit (u,y) une solution réguliere de ce systeme, on définit 1’énergie associée
par :

1
B0 = 5 [ (1wl + UVal + luf + (V= Vy) da
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Lemme 3.0.2 L’énergie E(t) est dissipative, c.a.d :

d
e = —/ d(2) g2 < 0
a )

Le systeme est donc dissipatif au sens ou E est décroissante.

Preuve 3.0.1 Multiplions la premiere équation et la deuzieme équation de
notre systéme par u et y respectivement, faisons une intégration par partie.

Pour la partie réelle, on trouve :

1
Ld /|ut|2dx—|—a/ |Vul*dz | —cRe /Vy.Vu_tdx +/ d(x)|u[*dz = 0 (3.1)
2dt \ Jo Q Q Q

Et :

14 /\ytIde—i-/]Vy]de — cRe /Vu.Vde =0 (3.2)
2dt \ Jq 0 ;

Utilisons le fait que a = b+ ¢* dans (3.1), On obtient :

1d 9 9
5% (/Q | d:c—i—b/Q|Vu] dx)

d
+c2&/ |Vul*dx — cRe </ Vy.Vu_tdx)
Q Q

—l—/ d(x)|u*dz = 0 (3.3)
0
(3.2) et (3.3) donnent le résultat demandé.

d
—E(t) = —/ d(x)|u*dz < 0
at o

Maintenant, on est en mesure de montrer la stabilité forte du systeme
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(2.0.1)

Yi(t) = AY (1)
Y(0)=Yy € H

Comme la résolvante de l'opérateur A est compacte, d’apres [07], [09] et [15],
il suffit de montrer que A n’admet pas de valeurs propres imaginaires.
On suppose qu’il existe une constante § > 0 et un point zy € R telle que :

m(z) = x — xy vérifiant :

(m,v) >0  Vrely

(m,v) <0  Vzely

Telle que :
Foﬂflz(l), et F0UF1:F

Proposition 3.0.3 Supposons que d assez petit, Alors l'opérateur A n’admet

pas de valeurs propres 1maginaires pures.

Preuve 3.0.2 Soit i\ (A € R) une valeur propre de A, U(u,v,y,z) € D(A)

le vecteur propre associe, Alors on a :
AU =i\U (3.1)
de l’équation (3.1) on déduit que :

RAAV,) = — [ dvfas = Re(A 1) = 0
Q

D’ot : v =0 sur I et on utilise le fait que : U € D(A) on déduit que :
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ug =0 sur

Eecrivons notre équation (3.1) sous la forme détaillée suivante :

(

v =i\u sur H} () (3.2)
aAu —cAy —dv =1 v sur L*(Q) (3.3)

z=1\y sur Hg(£2) (3.4)

Ay —cAu =iz sur L*(Q) (3.5)
\

(1)- si A =0, alors : v =2z =0 puis on obtient le systeme suivant :

alAu — cAy =0 dans Q x R*

Ay —cAu=0 dans Q x RT

Donc :

(a—cA)Au=0 dans Q0 x RY
u=20 dansT' x RT (%)

Car :a—c>=b>0 et on a aussi :

Ay =0 dans 0 x RT

y=0 dans ' x R ()

Il est claire que notre systéme (*) et (**) admet u =0 et y = 0 comme unique
solution ce qui contredit ’hypothése : U # 0

(2)- On suppose que : A # 0

Utilisons (3.4) on obtient

y =0, surl (3.6)
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et en éliminant v et z dans (3.2) , (3.3), (3.4) et (3.5), et, en se servant de

(3.6) on obtient le systéme suivant :

(

alAu — cAy — d(idu) = iA(i\u) sur L*(Q)
Ay — cAu = iX(i\y) sur L*(Q)

u=20 sur’

y=20 sur I’

\

ou encore

(

alAu — cAy + (A —idd)u =0 sur L*(Q) (3.7)
Ay — Ny —cAu=0  surL?*) (3.8)

u=0 sur D (3.9)

y=0 sur I’ (3.10)

\

On divise la démonstration sur plusieurs étapes :
Etape 1:
On reécrit le systeme précedent, on trouve

;

(a—A)Au+ (N —idd)u+ A’y =0 sur L*(Q) (3.11)
(a—A)Ay —aNy+c(N —idd)u=0  sur L*(Q) (3.12)
u=20 sur I’

y=20 sur [’

\

Multiplions (3.12) par u , puis apres avoir utiliser la formule de Green et les

conditions aux bords on obtient :
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/(a — ) Ayudr — a)\z/ yudz
Q

Q

+c/\2/ |u|?da
Q

- ic)\/ dju*dz = 0
0

Donc :

—a)\z/yadx—l—c)\z/ |u|*da
0 0

+ ic)\/ dlu*dx
Q

—(a— ) / VyVudz =0 (3.13)
Q
Multiplions (3.11) par g, la formule de Green donne :

/(a — &) Augdx + c>\2/ |y |2 dz
0 0

— A / duydx
Q

—(a—c?) /Q VuVydr =0  (3.14)

En additionnant les parties imaginaires de (3.13) et (3.14) on obtient :

c)\/d|u|2dx:)\/duyjda:
Q Q
C’est-a-dire :

/c]u|2dx:/uydx (3.15)
Q Q

Etape 2:
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Multiplions (3.12) par y on obtient :

/(a — &) Ayydr — a)\z/ |ly|2da
Q Q

+ c\? / uydx
Q

- i)\/ duydr =0
Q

Donc :
—a)\Q/ ly|*dz — (a — 02)/ Vy|*dzx
0 Q
+/62)\2|u|2dx
Q
= Re{i/ Adugydx} (3.16)
Q

Etape 3:

Multiplions (3.12) par 2(mV7y) on obtient :

2/(a — ) (mVy)Aydr — a)\2/ 2(mVy)ydx
Q Q
+20)\2/(mVy)udx
Q

— 2ci\ / (mVy)dudz =0 (3.17)
Q

La régularité de (u,v,y, z) € D(A) est suffisante pour effectuer des intégrations
dans la premiére intégrale de l’équation (3.17) :

Alors :

2 /Q(a — ) (mVy)Aydr = —2(a — ) /Q VyV(mVy)dx + 2 /F Opy(mVy)dI
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La deuzieme intégrale a droite de l’équation est nul donc :

—9Re{(a— ?) /Q VyV(mVy)dz} = (N — 2)(a — ) /Q Vyldr (318

Injectons (3.18) dans (3.17), on obtient :

2Re{i)\c/ﬂdu(ngj)dx =2(a — C2)R€{/Q Ay(mVy)dz}
- 2a/\2Re{/Qy(mVy)dx}

+ 20)\2R6{/Q u(mVy)dz}

Donc :

2Re{i)\c/ du(mVy)dr = (2 — N)(a — 02)/ |Vy|*dz
0 0
- a)\ZN/ |y |2da
Q

+c>\2N/|u|2dx (3.19)
Q

Multiplions maintenant (3.16) par (1 — N) on trouve :

(1-— N)Re{z’/ﬂ)\dugdx (- N)a-) /Q Vy[2de
— (1 = N)a)? /Q ly[2dx

+(1—N)02)\2/ lul?dz  (3.20)
Q

Combinons (3.19) et (3.20) :
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Re{i /Q 2edu(mVg) + dug(l — N)dz = (a — ) /Q Vy|2dz

— a\? / |ly|2da
0

+ (1 - N)cz)\Q/ lu|?dz
Q

Calculons maintenant la deuxieme partie a droite de I’équation avec [’utilisa-

tion de la régle de Poincaré et (3.15) :

a)\Q/ ly|*dz < R(a — 02)/ ly|?dz + (N — 1))\2/ ly|*dz
Q Q Q

Comme
1911330 < BlIVHlli @) ¢t B >0
et
/c|u|2dx=/u§d$
Q Q
Alors
Rla — 2 N -1
/’y|2dl‘§ |: (CL)\QC>+( ):|/|y|2dl’
Q a a Q
D’ou :

/ lylPdz =0  (3.21)
Q

Donc aprés avoir combiner (3.21) et (3.16) on obtient :
u =0 puis de (3.2) et (3.4) : v= 2z =0, Soit donc :
U =0, On obtient ainsi une contradiction et la démonstration est finie.

Enfin Uopérateur A n’admet pas de valeurs propres imaginaires pures
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chapitre 3 Stabilité forte

Soit alors pour toutes données initiales Uy € H l'énergie E(t) du systéme

(2.0.1) décroit vers zéro :

48



Controlabilité exacte frontiere du
systeme multidimensionnel de

’équation des ondes

Soit Q un domaine borné non vide de R¥de frontiere réguliere I' de classe
C?.J-L-Lions,(voir,[11]).

Soit T' > 0 un temps positif donné, nous considérons le systeme d’équation des
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chapitre 4 Controlabilité exacte frontiére

ondes couplées suivant :

U — aAu + cAy + d(z)uy = 0 dans Qx]0, T
Y — Ay +cAu =0 dans Qx]0,T]
u=y=0 sur I'x]0,T]|

u=y=uv sur I'x]0,T]

u(z;0) = uo(x); y(2;0) = yo(x); w(w;0) = ur(w); ye(w;0) = yi(x)
(4.0.1)

avec

u= u(z;t) et y= y(x;t)

a >0, c € R* telle que a>c* et dc L*Q)

lorsque

a>c® alors, 3b>0 telle que a=>b+ ?

la fonction v désigne le controle du systeme

4.1 Méthode HUM pour la controlabilité exacte

de I’équation des ondes

La méthode HUM (méthode d’unicité de Hilbert), développée par J.L.Lions
[11] permet d’étudier la contrdlabilité des solutions d’équations aux dérivées
partielles. cette méthode consiste a prouver un théoreme d’unicité, en utili-
sant une majoration de I’énergie qui nous permet de construire des espaces de
données pour lesquelles il existe un controle permettant de ramener la solution

du systeme a 1’état d’équilibre.
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chapitre 4 Controlabilité exacte frontiére

Le probleme : Etant donné un temps T' > 0, pour des données initiales
Ug, Yo, Uz, Yy dans un espace de Hilbert convenable, on cherche un controle

v, telle que la solution (u,y) du systeme (2.0.1) vérifie :

(u, y)(T) = (u, y:)(T) =0 dans

C’est-a-dire trouver un controle v qui ramene le systeme a 1’état d’équilibre
(0,0) a l'instant 7.

Ce type de probleme est appelé probleme de controlabilité exacte interne
puisque l'action du controle v est exercée dans une partie de Q2x]0, 7|

Il est bien connu que ’équation des ondes modélise de nombreux phénomenes
physiques comme les petites vibrations des corps élastiques et la propagation
du son.

Dans ([09])et ([11]), Alabau et Lions, ont étudié I'observabilité indirecte d’un
systeme d’équations des ondes faiblement couplées, par une méthode de multi-
plicateurs, 'auteur a montrer que pour un temps 7" assez grand, ['observation
de la dérivée normal % sur le bord I'y permet de restituer une énergie affaiblie
de la donnée initial.

Ammar Khodja et Bader (voir[02]), ont étudié les problemes de stabilité d’un
systeme de deux équations des ondes mono dimensionnel sous I'effet d’un seul
controle interne, ils ont démontré que le controle interne qui agit seulement

sur une des équations ne donne pas la stabilité exponentielle si les vitesses de

propagation sont différentes.

Dans ce chapitre, nous étudions la controlabilité exacte du systeme (2.0.1).
nous considérons le probleme homogene associé a (2.0.1) et nous montrons que

ce dernier a une solution unique.
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chapitre 4 Controlabilité exacte frontiére

Puis, par une méthode de multiplicateurs adaptée, on montre les inégalités

d’observabilités suivantes :
T
E(0) < ¢ |a—w]2d1“dt VT >M  (4.1)
ov
o Jm

T
E(0) > ¢y / |g—¢ dArdt VI'>M  (4.2)
o Jr, OV

Ou ¢q, ¢ sont des constantes positives et

O(x,t) = (), (2, 1), &(2, 1), o2, 1))

est 1'état du systéme homogene associé a (2.0.1).
Enfin, pour un temps 7" > 0 assez grand et des données initiales ug, u1, yo, Y1
convenables, nous montrons qu’il existe un contréle v telle que la solution du

systeme (2.0.1) satisfait la condition :
u(T,v) = u(T,v) = y(T,v) =y (T,v) =0 (4.3)
Autrement dit, il s’agit d’étudier l'existence d’un controle v qui ramene le
systeme a 1’état d’équilibre au temps Tj.
Systeme homogene :

Dans cette partie on considere le systeme homogene associe a (2.0.1)

;

o — alAp 4+ cAY + d(z)py =0 dans QxR (4.4)

Uy — A+ cAp =0 dans QO x Rt (4.5) (4.1.1)

p=1=0 sur ['x Rf (4.6)

\
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chapitre 4 Controlabilité exacte frontiére

avec les conditions initiales suivantes :

90(1:’0) = QOO(J:)? 9025(1:’0) = QOl(l’)
’g/)($,0) = @Z)O(x)v %(%0) = %01(1“)7 z € (47)

Soit (p,1) une solution réguliere du systeme (4.4), (4.7) on défini I’énergie

associe par :

B =5 [ (o + UT6l 41 + (V- ToP) e (49

On va formuler le probleme (4.4), (4.7) dans un espace de Hilbert, pour cela

on défini I'espace de 1’énergie comme suit :

H = (HYQ) % TAQ)? (1.9)
muni du produit scalaire suivant :
(@D)y = [, (WV0.V + €€ + (Vi — V) ¢V — Vi) + 05) da
O=(p.Ev0), 2=(2&U0EH  (410)
Pour donner un sens convenable au systeme (4.4), (4.7), on défini 'opérateur
A par :
D(A) =& = (¢,§,%,0) € H, p,9 € H*(Q)N Hy(Q), et {0 € Hy(Q)  (4.11)

Ad = (&, aAp—dE—cAy, 9, Ap—cAyp), Vo = (¢,&,1,0) € D(A) (4.12)
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chapitre 4 Controlabilité exacte frontiére

Le systeme (4.4), (4.7) sous forme d’une équation abstraite du premier ordre
s’écrit :

@t:ACD

0) =Dy H  (4.13)

(I)<x7 t) = ((p(:l,’, t)? 4,015(557 t)v w(% t)v lﬁt(l} t))

est 1’état du systeme (4.4),(4.7)

Proposition 4.1.1 L’opérateur A défini dans (4.11),(4.12) est m-dissipatif

dans l'espace d’énergie H.
Preuve 4.1.1 Soit & € D(A) en utilisant (4.12) on obtient :
(AP.®)y =0

il reste a démontrer que : R(I — A) = H pour cela, soit f = (f1, fa, f3, f4) € H

et on doit chercher :
O = (1,2, 93, ¢04) € D(A) telle que : & — AP = f

Alors on a le probléeme suivant :

4

01— 2= fi (4-14)
—aApy + @9 + dps + cAps = fo (4.15)
03— s = f3 (4.16)

CA(,Dl — Ag03 + Y4 = f4 (417)
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chapitre 4 Controlabilité exacte frontiére

en éliminant py et 4 on obtient le systeme suivant :

—Ap1+o1=fi+ fo (4.18)

—Aps+ 3= f3+ fu (4.19)

Soit (01,02) € (HY(Q))? une fonction test, en multipliant (4.18) par 6, et
(4.19) par Oy et en utilisant la formule de Green dans les équations obtenues,

on trouve :

/Q ((,01(91 + ngVGl + 90392 + v<,03V(92) dx = / ((fl + f2)61 + (f3 + f4)92) dx

Q

On défini la forme bilinéaire a par :

a((¢1, ¢3); (01,02)) = / (161 + V1 Vi + 362 + Vs Vo) do = (4.20)
Q

et la forme linéaire L par :

L(61,0,) = /Q (Fi+ )01+ (fs + f)fa)de (4.21)

Par un calcul simple on démontre que a est continue, coercive sur (H3(Q))?

et L est continue sur HY(Q). D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe

(1,02) € (Hy(€2))* tel que -
a((1,93); (01,02)) = L(61,62)  V(01,02) € (H3(Q))*  (4.22)
En particulier, si (61,63) € (D(Q))?, l’équation :

a((p1, @3); (01,02)) = L(61,02)  V(01,02) € (D(Q))? (4.23)
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chapitre 4 Controlabilité exacte frontiére

admet une solution (@1, 3). Enfin, en utilisant (4.18) et (4.19)on obient

(9017 P2, ¥3, 304) S D(A>

Théoréme 4.1.2 FExistence et unicité

i- Soit ®o = (vo, 1, %0,%1) € D(A), alors le systeme (4.13) admet une
solution ®(t) satisfait :

®(t) € C°(RT; D(A)) N CHR"; H)

ii- Soit ®g = (o, 1,%0,U1) € H, le systéeme (4.18) admet une solution
faible ®(t) satisfait :

®(t) € CO(RT; H)

De plus on a :

1ollf; = [|@(0)[[r,  VteRT

Preuve 4.1.2 (1) soit®q € D(A), alors d’aprés le théoréme de Hille- Yosida,

le probleme (4.13) admet une solution ® = (p, @y, 1, Uy) telle que

® c C'RT; D(A) NCHRT; H)

(2) Soit &g € H ,alors d’apreés le théoréme de Hille-Yosida le probleme (4.13)

admet une solution unique faible ® = (¢, i, V¥, 1) telle que :

(1), ¥(t) € COR™ Hy(Q), @i(t), () € CO(RT; L*())

Ceci acheéve la démonstration.
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Conclusion générale

Dans ce travail, on a démontré I'existence et 'unicité de la solution d’un
probleme d’évolution sous l'action d’un controleur dynamique.
On a réussi ensuite a prouvé que notre systeme est fortement stable, et enfin
en utilisant une technique multiplicateurs on a montré que notre systeme est
controlable sans aucune restriction sur la vitesse de propagation des ondes
(c’est a dire si les deux équations d’ondes se propagent a la méme vitesse ou

non)

57



Bibliographie

[01] A.Haraux. Une remarque sur la stabilisation de certains systémes du
deuxiéme ordre en temps, Portugaliae mathematica, 46(3) :245-258,1989
[02]AMMAR-Khodja ;Bader,stability of systems of one dimensional wave équation
by tnternal or boundary control force ,STAM.J optim vol 39 N°06 (2001).
[03]A.Wehbe ;W.Youssef,observabilité controlabilité exacte interne indirectes
d’un systeme hyperbolique faiblement couplée, CR-ACAD,Sci paris,ser 1 348
(2010).

[04] Cours d’analyse fonctionnels,Institut de mathématique de Marseille site :www.i2m.univ-
amu.fr

[05] Cours Espaces de Sobolev,master analyse mathématique,Mme SEBA Dja-

mila

[06] Cours semi groupe, master 2 analyse mathématique, madame Laoubi Ka-

rima

[07] F. Abdallah, S. Nicaise, J. Valein and A. Wehbe, Stability results for the
approximation of weakly coupled wave equations, C. R. Math. Acad. Sci. Pa-

ris, 350 (2012), no. 1-2, pp.29-34.

[08] F. Abdallah, S. Nicaise, J. Valein and A. Wehbe, Uniformly exponentially

or polynomially stable approximations for second order evolution equations

58



Bibliographie

and some applications, ESAIM Control Optim. Calc. Var., 19 (2013), no. 3,
pp. 844 7887.

[09] F.Alabou,P.Cannarsa and V.Komornik, Indirect internal stabilization of
weakly coupled evolution equation, J.Evol.Equ. 2,127150(2002).

[10] Imen Ellouze. Etude de la stabilité et de la stabilisation des systeémes a re-
tard et des systemes impulsifs. Optimisation et controle [math.OC]. Université
Paul Verlaine-Metz ; Université de Sfax, 2010. Francais. NN'T : 2010METZ038S.
tel-01749052.

[11] J.L.Lions. Controlabilité exacte ,perturbation et stabilisation de systeme
distribués, Tome 2,volume 9,de recherches en mathématique appliquées [Re-
search in applied Mathematics],Masson,Paris, 1988, Perturbations,[Perturbations].
[12] K. LAOUBI. Controle et stabilisation dynamique d’un probléme hyperbo-
lique. These de Doctorat.

[13] Marie these Lacroix-Sonrier, Espace de Sobolev.

[14] Mémoire Master Academique, Equations différentielles a retard et semi-
groupes associés.

[15] Module Eléments finis et Applications-Master Analyse Mathématiques
madame Laoubi Karima.

[16] Opérateurs non Bornés et Théorie Spectrale-Master Analyse Mathématiques,
madame Laoubi Karima.

[17] P.A Raviat et J.M.Thomas, Introduction a I’analyse numérique des équation
aux dérivées partielles, Masson, 1988.

[18] Perturbations of positive Semigroups with Applications : Jacek BENA-
STAK,School of mathematical Sciences,University of Kwazulu-Natal,South Africa ;and
Luisa ARLOTTI,University of Udine,Italy.

[19] Polynomial stability for wave equations with Wentzell boundary condi-

tions, Article in Journal of Nonlinear and Convex Analysis - January 2017.

59



Bibliographie

[20] S. LUBKIN, C0-Semi groups and applications, Elsevier Science B. V. 2003.
[21] These master analyse mathématique,Monsieur BARRY Kalifa Lassana

[22] Théorie spectrale, Stéphane Maingot David Manceau.

60



