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1.2.3 Inégalité de Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier la contrôlabilité et la stabilisation forte

d’une équation d’onde couplée du second ordre par le laplacien avec un amor-

tissement localement interne. Tout d’abord, en utilisant la théorie des semi

groupes, nous prouvons que notre système admet une solution unique. En se

servant ensuite d’un théorème de contnuité, on montre que ce problème est for-

tement stable sans aucune condition géométrique. Un résultat de contrôlabilité

sera donné dans la dernière partie de ce travail.
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Introduction

On considère les deux équations d’ondes suivantes couplées via le Laplacien

avec un seul amortissement local :

utt − a∆u+ c∆y + d(x)ut = 0, dans Ω× R+

ytt −∆y) + c∆u = 0 dans Ω× R+

u = y = 0 sur Γ× R+

u(x; 0) = u0(x); y(x; 0) = y0(x); ut(x; 0) = u1(x)

yt(x; 0) = y1(x)

(0.0.1)

avec :

u = u(x; t) et y = y(x; t)

a ≥ 0, c ∈ R∗ telle que a ≥ c2 et d ∈ L2(Ω)

Et lorsque

a ≥ c2 alors, ∃b ≥ 0 telle que a = b+ c2

Plusieurs méthodes ont été développées pour montrer la convergence forte

et la contrôlabilité de différents problèmes d’évolutions. Parmi celles ci on peut

citer : la méthode d’estimation de l’énergie en utilisant la technique des mul-

tiplicateurs et la méthode des bases de Riez basée sur une analyse de Fourier

(Réf.[07] et [11].

En particulier et en utilisant une méthode de multiplicateurs par morceaux, on

prouve que, pour un temps T suffisamment grand l’observation de la trace de

la dérivée normal de la première composante de la solution sur une partie de

la frontière permet de récupérer une énergie affaiblie de la donnée initiale. Par

conséquent, en utilisant la Méthode d’unicité de Hilbert Réf[11], on montre

que notre système est exactement contrôlable.

L’objectif de ce travail, est de montrer que notre problème ce décroit forte-

ment puis contrôlable en utilisant la théorie des semi groupes et une méthode

basée sur la technique des multiplicateurs (Méthode d’intégration par partie

5



en choisissant un multiplicateur approprié).

ce travail est réparti en quatre chapitres :

Chapitre 1 : L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques résultats

préliminaires sur l’analyse fonctionnelle.

Dans la 1ere section, on rappelle quelques notions sur les espaces de sobolev,

on a donné quelques théorèmes fondamentaux a savoir : Théorème de Poin-

caré, Théorème de trace et le Théorème de Lax Milgram.

Dans la 2eme section, nous rassemblons quelques définitions sur les opérateurs

non bornés, l’ensemble résolvant et on donne également des propriétés générales

sur les opérateurs maximaux dissipatifs.

La 3eme section a été consacré à la théorie spectrale des opérateurs, Rayon

Spectrale et Image Spectrale.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous commençons par donner les étapes

essentielles de la théorie des semi groupes utilisées dans l’existence et l’uni-

cité de la solution, on va donc présenter quelques Théorèmes fondamentaux

(Théorème de Hille Yosida et Lumer Philips) qui relies les propriétés de dis-

sipation de l’énergie d’un opérateur non borné à l’existence et l’unicité des

solutions.

En se servant ensuite de cette théorie, nous montrons l’existence et l’unicité

de la solution des deux équations des ondes couplées sous l’action d’un amor-

tissement local avec conditions de Dirichlet homogène sur toute la frontière.

Chapitre 3 : Dans ce travail, nous proposons l’étude de la stabilisation

forte des deux équations des ondes couplées sous l’action d’un contrôleur local .

Chapitre 4 : Ce dernier chapitre traite de quelques inégalités d’observabilité

et du problème de contrôlabilité du problème principal en termes d’existence

et d’unicité de solutions associées au problème homogène.
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1
Rappels et Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et théorèmes utiles le

long de ce mémoire.(Voir [04],[05],[13],[16],[17],[21],[22]).

1.1 Analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel, on appelle produit scalaire noté

〈., .〉 l’application de E × E dans le corp K = C vérifiant :

7



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

1.

〈u, v〉 = 〈v;u〉, pour tout u, v ∈ E

2.

〈λu1 + u2, v〉 = λ 〈u1, v〉+ 〈u2, v〉 , pour tout u, v ∈ E, et λ ∈ C

3.

〈u, λv〉 = λ 〈u, v〉 , pour tout λ ∈ C

4.

〈u, u〉 ≥ 0 et 〈u, u〉 = 0⇔ u = 0

Définition 1.1.2 Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((E; ‖.‖E)

espace normé complet) muni d’un produit scalaire pour la norme associée :

||u||E = 〈u, u〉
1
2 (i.e)||u||2E = 〈u, u〉 .

Définition 1.1.3 (Système orthonormé) Soit E un espace de Hilbert, la suite

{en}n≥1 ⊂ E est appelée un système orthonormé si

〈en, em〉 = δn,m =

 1 si n = m

0 si n 6= m

1. Si en⊥em on dit que le système {en}n≥1 est orthogonal.

2. Si le système {en}n≥1 est orthogonal alors le système
{

en
||en||

}
n≥1

est

orthonormé.

Définition 1.1.4 (Base Hilbertienne) Soit E un espace de Hilbert pour le pro-

duit scalaire 〈., .〉 On appelle base Hilbertienne (dénombrable) de E une famille

dénombrable {en}n≥1 d’éléments de E orthonormée telle que l’espace vectoriel

engendré par cette famille est dense dans E.

8



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Définition 1.1.5 (Espace séparable) Un espace vectoriel normé qui contient

une partie dénombrable dense est dit espace séparable.

Exemple 1.1.1 Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un

sous-ensemble dénombrable dense dans R ).

Théorème 1.1.6 Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilber-

tienne.

Proposition 1.1.7 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire 〈., .〉,

soit (en)n≥1 une base Hilbertienne de E, il existe une suite unique (Un)n≥1

définie par

Un = (U, en)

, telle que la somme partielle
∑p

n=1 unen converge vers u quand p tend vers

l’infinie. De plus on a

||u||2 = 〈u, u〉 =
∑
n≥1

|(u, en)|2

alors, on écrit

u =
∑
n≥1

(u, en)en

Théorème 1.1.8 Soit (un)n∈N∗ une suite bornée dans l’espace de Hilbert E,

alors on peut extraire une sous-suite qui converge.

Théorème 1.1.9 Soit (un)n∈N∗ une suite qui converge faiblement vers u et

(vn)n∈N∗ une autre suite converge faiblement vers v ; alors :

lim
n→∞

〈vn, un〉 = 〈v, u〉

.

9



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Proposition 1.1.10 Soit E et F deux espaces de Hilbert, (un)n∈N∗ ∈ E une

suite qui converge faiblement vers u ∈ E, soit A ∈ L(E;F). Alors la suite

(Aun)n∈N∗ converge vers Au dans F.

1.1.2 Analyse Hilbertienne

Espace pré-hilbertiens

Définition 1.1.11 Étant donnés un espace vectoriel X sur K = R ou C, et

une application (, ) : X ×X → K, on dit que (·, ·) est un produit scalaire sur

X si

(i) ∀u, v, w ∈ X, ∀α, β ∈ K,

(αu+ βv, w) = α(u,w) + β(v, w)

(linéarité par rapport à la première composante)

(ii) ∀u, v ∈ X,

(v, u) = ¯(u, v)

(hermitivité)

(iii) ∀u ∈ X 0,

(u, u) > 0

(positivité).

10



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace pré-hilbertien.

Lemme 1.1.12 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit X un espace pré-hilbertien,

alors

|(u, v)| ≤
√

(u, u)
√

(v, v),∀u, v ∈ X.

Preuve 1.1.1 Si u ou v est égal à 0 l’inégalité est immédiate. Sinon, on pose

w := u = (u,v)
(v,v)

v et par positivité on doit avoir (w,w) ≥ 0. En développant on

obtient

0 ≤ (w,w) = (u, u) +
|(u, v)|2

(v, v)2
(v, v)− 2

|(u, v)|2

(v, v)

de sorte que (u, u) ≥ |(u,v)|2
(v,v)

, ce qui entraine la conclusion.

Espace de Hilbert

Définition 1.1.13 Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet.

Proposition 1.1.14 Soit E est un pré-hilbertien et x, yinE alors :

1. x⊥y ⇔ ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2; siK = R (Le théorème de Pythagore)

2. x⊥y ⇔ ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2 et ||x+ iy||2 = ||x||2 + ||y||2; si K = C
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chapitre 1 Rappels et Préliminaires

1.1.3 Théorème de représentation de Riesz

Définition 1.1.15 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. On note par E∗

son dual, i.e.l’espace vectoriel des formes linéaires continues f : E → K. Cet

espace est muni de la norme

||f || = sup|f(x)|; ||x|| ≤ 1

.

Théorème 1.1.16 Soit H un espace de Hilbert. Alors

1. L’application φ est une isométrie i.e. pour tout y ∈ H, ||φ(y)|| = ||y||.

2. Soit f est forme linéaire continue i.e. f ∈ H∗, alors il existe un unique

y ∈ H tel que f = φy et ||f || = ||y||.

Preuve 1.1.2 1. Il suffit de supposer que y 6= 0, alors de l’inégalité de

Cauchy-Schwarz on a ||φy|| ≤ ||y||, d’autre part φy(y) = ||y||2, entrâıne

||φy|| ≥ ||y||, d’où ||φy|| = ||y||.

2. Soit f ∈ H∗, si f = 0, alors f = φ0. Maintenant si f 6= 0, on pose

F = kerf ,comme f est continue ker f est un sous-espace vectoriel

fermé de H,et on a F⊥ 6= 0. Il en résulte l’existence de y0 ∈ F⊥−0,alors

f(y0) 6= 0. On peut supposer quitte à diviser par le scalaire f(y0), que

f(y0) = 1. Soit x ∈ H, on vérifie directement que x− f(x)y0 ∈ F d’où

〈x− f(x)y0, y0〉 = 0 et ainsi 〈x, y0〉 = f(x)||y0||2, finalement f(x) =〈
x, y0
||y0||2

〈
hx = 〈x, y〉 avec y = y0

||y0||2 .

12



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

1.1.4 Théorie Spectrale des opérateurs compacts auto

adjoints

Le spectre d’un opérateur

Soit E est un espace vectoriel sur

K = R

ou

C

, et T un endomorphisme de E. On appelle

• Spectre de T, l’ensemble

σp(T ) := λ ∈ K : λI − T ne soit pas inversible

• Spectre ponctuel de T, l’ensemble

σp(T ) := λ ∈ σ(T ) : ker(λI − T ) 6= 0

.

Opérateur auto adjoint

Soit T est un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert, soit T ∈

L(H), l’opérateur adjoint T ∗ ∈ L(H) est définie par

〈T ∗x, y〉 = 〈x, Ty〉

13



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

pour x, y ∈ H. Un opérateur T ∈ L(H) est dit auto-adjoint si T ∗ = T , i.e

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 , x, y ∈ H

.

Diagonalisation des opérateurs auto adjoints compacts

Théorème 1.1.17 Soit H un espace de Hilbert sur K et T ∈ K(H) un opérateur

auto-adjoint compact. Alors, il existe une base hilbertienne de H formée de vec-

teurs propres de T.

1.1.5 Formulation variationnelle

Analyse variationnelle

Exemple 1-D

Soit à résoudre le problème :

(P) =


−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x) a < x < b (18)

u(a) = u(b) = 0

où f, c des fonctions données continues sur [a, b], on supposera de plus que la

fonction c est strictement positive sur [a, b]

Un telle problème est appelé problème aux limites.

Définition 1.1.18 Une solution classique (ou solution forte) de (P) est

14



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

une fonction C2([a, b]) telle que :

u(a) = u(b) = 0 et ∀x ∈]a, b[, −u′′(x) + c(x)u(x) = f(x)

En faisant le produit scalaire L2(]a, b[) de l’équation différentielle avec une

fonction test v ∈ D(]a, b[) on a :

−
∫ b

a

u′′(x)v(x)dx+

∫ b

a

c(x)u(x)v(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx

soit en intégrant par partie le premier terme :

∫ b

a

u′(x)v′(x)dx+

∫ b

a

c(x)u(x)v(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx

car v(a) = v(b) = 0 chaque terme de cette équation a en fait un sens dès que

v ∈ H1
0 (]a, b[)

De plus D(]a, b[) est dense dans H1
0 (]a, b[), cette équation est vérifiée pour tout

v ∈ H1
0 (]a, b[)

On peut donc définir le nouveaux problème :

(ψ) =


Trouver u ∈ H1

0 (]a, b[) telque (19)∫ b
a
u′(x)v′(x)dx+

∫ b
a
c(x)u(x)v(x)dx =

∫ b
a
f(x)v(x)dx ∀v ∈ H1

0 (]a, b[)

Ce problème est la formulation variationnelle du problème (P)

Toute solution de (ψ) est appelée solution faible

Exemple 2-D

15



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Soit Ω un ouvert borné de Rn, on veut résoudre le problème :

(P) =


−∆u+ u = f dans Ω (20)

∂nu = 0 dans ∂Ω

Un solution forte de ce problème est une solution de C2(Ω) vérifiant (20) en

tout point de Ω, on voit que ceci impose que f soit C0(Ω) et toute solution

forte vérifiée alors :

∀v ∈ C1(Ω),

∫
Ω

−∆uv +

∫
Ω

uv =

∫
Ω

fv

soit par intégration par parties :
∫

Ω
∇u∇v +

∫
Ω
uv =

∫
Ω
fv puisque ∂nu = 0

sur ∂Ω

Donc on peut définir le nouveaux problème :

(ψ) =


Trouver u ∈ H1(Ω) tel que (21)∫

Ω
∇u∇v +

∫
Ω
uv =

∫
Ω
fv ∀v ∈ H1(Ω)

On voit que ce problème est définit dès que f ∈ L2(Ω)

Remarque

Une formulation plus générale est la suivante :

Trouver u ∈ V, tel que : a(u,w) = l(w) ∀w ∈ W (22)

Où a(., .) est une forme bilinéaire sur V ×W et l(.) est une forme

linéaire sur W

Existence et unicité de la solution

(i) Continuité

Soit V,W des espaces de Hilbert

16



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

Définition 1.1.19 Une forme linéaire l(u) sur V est continue ssi il

existe une constante K telle que :

|l(u)| ≤ K||u||V ∀u ∈ V

Une forme bilinéaire a(u,w) sur V ×W est continue ssi il existe une

constante M telle que :

|a(u,w)| ≤M ||u||V ||w||W ∀(u,w) ∈ V ×W

(ii) Théorème de Lax-Milgram

On ce place dans le cas de V = W et on va introduire un outil impor-

tant pour assurer l’existence et l’unicité de la solution du problème.

Définition 1.1.20 Une forme bilinéaire a(u, v) sur V ×V est coercive

(ou V-elliptique) ssi il existe une constante α ≥ 0 telle que :

a(u, v) ≥ α||u||2, ∀u ∈ V

Théorème 1.1.21 Soit V un espace de Hilbert,soit a une forme bi-

linéaire coercible sur V et soit l une forme continue sur V , alors il

existe une unique u ∈ V tel que a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V

(Et de plus l’application linéaire l(u) est continue)

La démonstration général de ce théorème peut être trouvée par exemple

dans Raviart et Thomas (1983)

Résumé

17



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

-On est parti d’un problème (P) et on a introduit sa formulation variationnelle

(ψ).

-On a montrer l’existence et l’unicité d’une solution faible avec le théorème

de Lax-Milgram.

Toute solution forte est aussi une solution faible

1.2 Espace de Sobolev

1.2.1 Espace de Sobolev H1(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rn, on note H1(Ω) l’éspace des distributions L2(Ω)

ayant toutes leurs dérivées partielles d’ordre 1 appartenant à L2(Ω). Donc en

notant les dérivées partielles (au sens des distribution) ∂α = ∂
∂xα

nous posons :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω), ∂αu ∈ L2(Ω), α = 1...n}

L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

〈u, v〉H1(Ω) =
∫

Ω
(uv +∇v∇v)dx

On notera ||.||H1(Ω) la norme associée

1.2.2 L’espace H1
0(Ω) et l’inégalité de Poincaré

On définit l’éspace H1
0 (Ω) comme l’adhérence des fonctions de D(Ω)

18



chapitre 1 Rappels et Préliminaires

pour la norme H1(Ω), ces fonctions vérifiant une inégalité fondamentale dite

Inégalité de Poincaré sur l’espace

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u/∂Ω = 0}

1.2.3 Inégalité de Poincaré

Soit Ω un ouvert de Rn, alors il existe une constante c > 0 ne dépendant

que de Ω telle que :

∀u ∈ H1
0 (Ω), ||u||L2(Ω) ≤ C||∇u||L2(Ω).

l’espace Hm(Ω) est défini par :

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂αv ∈ L2(Ω), |α| ≤ m}

ou

∂αv = ∂|α|v

∂x
α1
1 ...∂xαnn

et|α| = α1 + α2 + ...+ αn

cet espace est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire

〈u, v〉Hm(Ω) =
∫

Ω

∑
|α|≤m ∂

αu∂αvdx

et la norme associé est notée ||.||Hm(Ω)

1.2.4 Théorème de trace dans H1(Ω)

Soit (Ω) un ouvert borné de Rn de frontière Γ de classe C1 par morceaux,
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alors l’application de trace défini par :

γ0 : D(Ω̄) → C0(Γ)

v → γ0(v) = v/Γ

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H1(Ω) dans

L2(Γ).

Cela implique en particulier :

∃c > 0, ∀v ∈ H1(Ω) : ||γ0(v)||L2(Γ) ≤ c||v||1hΩ

Pour plus de détails voir les références [6] et [14]

1.3 Équations aux dérivées partielles

1.3.1 Qu’est-ce q’une EDP ?

Soit u une fonction de plusieurs variables indépendantes (x, y, ...) en

nombre fini. Une équation aux dérivées partielles (EDP en abrégé) pour la

fonction u est une une relation qui lie :

• Les variables indépendantes (x, y, ...).

• La fonction ”inconnue” u.

• Un nombre fini de dérivées partielles de u.

⇒ F (x, y, ..., u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂2x
,
∂2u

∂2y
, ...) = 0
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1.3.2 Généralités sur les EDP

Classification des EDP

On distingue trois grands catégories d’EDP :

• Les équations de type elliptique qui interviennent très souvent dans la

modélisation des phénomènes stationnaires (c’est à dire n’évoluant pas au cours

du temps). Le prototype d’équation elliptique est l’équation de Laplace

−∆u = f

d’inconnue u(x), x ∈ Ω ⊂ Rn et de donnée f .

• Les équations de type parabolique, qui modélisent souvent l’évolution

transitoire de phénomènes irréversibles associés à des processus de diffusion.

L’équation de la chaleur en est un prototype :

∂u

∂t
−∆u = f

d’inconnue u(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0 et de donnée f .

• Les équations de type hyperbolique qui modélisent des phénomènes

dépendant du temps, de transport ou de propagation d’ondes. On identifie

deux prototypes pour cette classe d’EDP :

- L’équation du transport

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0

d’inconnue u(x, t), t > 0 et xR.

- L’équation des ondes

∂2u

∂2t
−∆u = f
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d’inconnue u(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0 et de donnée f .

D’ou vient le nom “elliptique”, “parabolique”, “hyperbolique” ?

Plaçons nous dans le cas particulier des équations de deuxième ordre dans R

L’inconnue est la fonction u(x, y), qui satisfait l’équation

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂y∂x
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G

Pour simplifier, on suppose les coefficients A, B, ..., G constants. Le type de

l’EDP dépend du signe de B2 − 4AC.

• Si B2 − 4AC > 0, l’EDP est dite hyperbolique.

• Si B2 − 4AC = 0, l’EDP est dite parabolique.

• Si B2 − 4AC < 0, l’EDP est dite elliptique.

Ordre et linéarité d’une EDP

Définition 1.3.1 On appelle ordre d’une EDP l’ordre le plus élevés des dérivées

partielles dans l’EDP.

Définition 1.3.2 Si u et ses dérivées partielles apparaissent séparément et à

la puissance 1 dans l’EDP, celle si est dite linéaire.

Exemple 1.3.1 Soit u une fonction de deux variables.

• ∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 0 est une EDP linéaire de premier ordre.

• ∂u

∂x
+
∂u

∂y
+ sinu = 0 est une EDP non-linéaire de premier ordre.

• ∂2u

∂2x
+
∂u

∂y
u = 0 est une EDP non-linéaire de deuxième ordre.
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1.3.3 Conditions aux limites d’une EDP

Se donner les conditions aux limites, c’est donner des renseignements sur la

fonction u ou ses dérivées sur le bord du domaine. Ils peuvent être de différents

types, voyons les principaux :

Condition de Diriclet

En mathématiques, une condition aux limites de Dirichlet est imposée

à une équation différentielle ordinaire ou à une équation aux dérivées par-

tielles lorsque l’on spécifie les valeurs que la solution doit vérifier sur les

frontières/limites du domaine.

Pour une équation différentielle ordinaire, par exemple

y′′ + y = 0

la condition aux limites de Dirichlet sur l’intervalle [a, b] s’exprime par :

y(a) = α, y(b) = β

où ? et ? sont deux nombres donnés.

Pour une équation aux dérivées partielles, par exemple

∆y + y = 0

où ∆ est le Laplacien (opérateur différentiel), la condition aux limites de Diri-

chlet sur un domaine Ω ⊂ Rn s’exprime par :

y(x) = f(x) ∀x ∈ ∂Ω
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où f est une fonction connue définie sur la frontière ∂Ω .

Condition de Neumann

En mathématiques, une condition aux limites de Neumann est imposée à

une équation différentielle ou à une équation aux dérivées partielles lorsque l’on

spécifie les valeurs des dérivées que la solution doit vérifier sur les frontières/limites

du domaine.

Pour une équation différentielle, par exemple :

y′′ + y = 0

la condition aux limites de Dirichlet sur l’intervalle [a, b] s’exprime par :

y′(a) = α, y′(b) = β

où α et β sont deux nombres donnés.

Pour une équation aux dérivées partielles, par exemple

∆y + y = 0

la condition aux limites de Dirichlet sur un domaine Ω ⊂ Rn s’exprime par :

∂y

∂~n
= f(x) ∀x ∈ ∂Ω

où f est une fonction connue définie sur la frontière ∂Ω et ~n est le vecteur

normal à la frontière ∂Ω. La dérivée normale dans le membre de gauche de
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l’équation, est définie par

∂y

∂~n
(x) =

−−→
grad y(x).~n(x)

Condition de Robin

En mathématique, une condition aux limites de Robin (ou de troisième

type) est un type de condition aux limites . Elle est également appelée condition

aux limites de Fourier. Imposée à une équation différentielle ordinaire ou à une

équation aux dérivées partielles, il s’agit d’une relation linéaire entre les valeurs

de la fonction et les valeurs de la dérivée de la fonction sur le bord du domaine

. Une condition aux limites de Robin est une combinaison pondérée d’une

condition aux limites de Dirichlet et d’une condition aux limites de Neumann.

Si Ω est un domaine dans lequel une équation doit être résolue, et si ∂Ω désigne

le bord du domaine, la condition aux limites de Robin est de la forme :

au+ b
∂u

∂n
= g sur ∂Ω,

où a , b et g sont des fonctions définies sur ∂Ω. Ici, u est la solution définie

dans Ω que l’on cherche à déterminer et
∂u

∂n
désigne la dérivée par rapport à

la normale extérieure sur le bord.

En dimension un, si, par exemple, Ω = [0, 1], la condition aux limites de Robin

s’écrit sous la forme :

au(0)− bu′(0) = g(0),

au(1) + bu′(1) = g(1).
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2
Étude du problème principal

Dans cette partie on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité de la

solution des deux équations d’ondes couplées entre elles par le laplacien avec

un amortissement localement interne.
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Considérons le problème cité dans l’introduction suivant :



utt − a∆u+ c∆y + d(x)ut = 0, dans Ω× R+

ytt −∆y) + c∆u = 0 dans Ω× R+

u = y = 0 sur Γ× R+

u(x; 0) = u0(x); y(x; 0) = y0(x); ut(x; 0) = u1(x)

yt(x; 0) = y1(x)

(2.0.1)

avec :

u = u(x; t) et y = y(x; t)

a ≥ 0, c ∈ R∗ telle que a ≥ c2 et d ∈ L2(Ω)

Et lorsque

a ≥ c2 alors, ∃b ≥ 0 telle que a = b+ c2

2.0.1 Domaine d’étude du problème

H =
(
H1

0 (Ω)× L2(Ω)
)2

H est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire définit par :

〈U, V 〉H =

∫
Ω

[b∇u∇u1 + vv1 + (c∇u−∇y)(c∇u1 −∇y1) + zz1] dx

avec U = (u, v, y, z) et V = (u1, v1, y1, z1)
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2.0.2 Reformulation du problème

On va essayé d’écrire notre problème (2.0.1) sous forme d’un problème de

Cauchy :

Yt(t) = AY (t), pour cela posons :

Y =



u

v

y

z


Telle que : u = u, v = ut, y = y, z = yt

Alors :

Yt =



ut = v

vt = utt = a∆u− c∆y − dv

yt = z

zt = ytt = ∆y − c∆u


Donc :

Yt =



0 Id 0 0

a∆ −d −c∆ 0

0 0 0 Id

−c∆ 0 ∆ 0


︸ ︷︷ ︸

A



u

v

y

z


= AY (t)

Le problème est donc équivalent aux problème de Cauchy :


Yt(t) = AY (t)

Y (0) = Y0
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Telle que : Y0 = (u0, y0, u1, y1) et A l’opérateur défini sur :

D(A) = {(u, v, y, z), tels que v, z ∈ H1
0 (Ω) et ∆u,∆v ∈ L2(Ω)}

Par :

A =



0 Id 0 0

a∆ −d −c∆ 0

0 0 0 Id

−c∆ 0 ∆ 0


2.0.3 Existence et unicité de la solution

Pour montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.0.1),

nous utilisons la théorie des semi groupes.

Ci après les étapes essentielles de cette théorie :(voir,[06],[14],[16],[20]).

Définition 2.0.1 Soit E un espace de Banach, une famille à un paramètre

G(t), 0 ≤ t < +∞ d’éléments de L(E) est appelée semi-groupe d’opérateurs

linéaires bornés sur E si :

1. G(0) = I

2. G(t + s) = G(t).G(s) ∀t, s ≥ 0

� Un tel semi groupe est dit uniformément continu si :

lim
t→0
||G(t)− I|| = 0

On dit dans ce cas que G(t) est un C0 semi groupe [1].

Définition 2.0.2 Le générateur infinitésimal A d’un C0-semi groupe S(t) est

définie par :

Ax = lim
t−→0

1

t
[S(t)x− x]
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De domaine :

D(A) =

{
x ∈ H, lim

t−→0

1

t
[S(t)x− x] existe

}

2.0.4 Théorème de Hille-Yosida

Soit A un opérateur linéaire (non nécessairement borné) dans un espace

de Banach E. Alors A est générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de

contraction si et seulement si :

1. A est fermé à domaine dense.

2. L’ensemble résolvant ρ(A) = {λ ∈ C, λI − A est inversible de D(A)→ E}

contient R∗+, de plus ∀λ > 0, on a

||R(λ,A)|| = ||(λI − A)−1|| ≤ 1

λ

2.0.5 Théorème de Lumer-Philips

Soit A un opérateur linéaire à domaine dense dans un espace de Banach E,

alors :

1. Si A est dissipatif et qu’il existe λ0 > 0 tel que Im(λ0 − A) = E Alors

A est générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction.

2. Si A est générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction

Alors

Im(λ0 − A) = E, et λ0 > 0 et A est dissipatif.

De plus : ∀x ∈ D(A) , ∀x∗ ∈ F (x) :

Re < x∗, Ax >≤ 0
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Preuve 2.0.1 ([06],[16])

i/- A dissipatif =⇒ ||(λ−A)x|| ≥ λ.||x|| , ∀x ∈ D(A) =⇒ λI −A injectif

En particulier pour λ0 :

• λ0I − A est bijectif et de plus : ||(λ0I − A)−1|| ≤ 1
λ0

donc (λ0I − A)−1 borné et continue et A est fermé.

En utilisant le théorème de Hille-Yosida, on en déduit que A est G.I

d’un C0 semi-groupe de contraction. (Car 1
λ0
< 1)

• Λ = {λ > 0 : Im(λI − A) = E} ⊂]0,+∞[ .

λ ∈ Λ Longrightarrowλ ∈ ρ(A) =⇒ ∃V (λ)︸ ︷︷ ︸
ouvert

⊂ ρ(A)

D’où V (λ)∩ ]0,+∞[ ⊂ ρ(A) est un voisinage de λ dans ]0,+∞[ et Λ est ouvert

• On démontre que Λ est fermé : Soit λn ∈ Λ , λn −→ λ > 0

étant donné : y ∈ E, ∀n, ∃xn ∈ D(A) / λxn − Axn = y d’après la

surjectivité On a ||xn|| ≤ 1
λn
.||y|| ≤ C. de plus

Am||xn − xm|| ≤ ||λm(xn − xm)|| − ||A(xn − xm)||

= |λn − λm|.|xm|

≤ C|λn − λm|

Car

λm(xn − xm)− A(xn − xm) = λmxn − Axn − λmxm − Axm︸ ︷︷ ︸
y

= λm.xn − λn.xn − y

λn étant une suite de Cauchy donc xn est une suite de Cauchy, et
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on a xn
C.V−→ x


Axn = −y + λxn −→ −y + λx

xn −→ x

A fermé⇒ x ∈ D(A) et Ax = −y+λx

=⇒ λ ∈ Λ

C.S : Im(λI − A) = E, ∀λ > 0.

A dissipatif =⇒ Im(λI − A) injectif ∀λ > 0.=⇒ (λI − A)−1 existe

et

||(λI − A)−1|| ≤ 1

λ

Le théorème m de H.Y =⇒ A est G.I d’un C0
1
2
-groupe de contraction.

• Reste à montrer : Re < x∗, Ax >≤ 0

x ∈ D(A), x∗ ∈ F (x)

| < G(t)x, x∗ > | ≤ ||G(t)x||.||x∗||

≤ ||x||.||x∗|| = ||x||2

< G(t)x− x, x∗ > =< G(t)x, x∗ > −< x, x∗ >︸ ︷︷ ︸
||x||2

≤ 0

Donc Re < G(t)x − x, x∗ >≤ 0. On divise par t > 0 et on fait tendre

t→∞, on obtient

Re < Ax, x∗ >< 0.

Corollaire 2.0.1 Soit A fermé à domaine dense si A et A∗ sont deux opérateurs
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continues dissipatifs, alors : A est G.I d’un C0 semi-groupe de contraction.

Preuve 2.0.2 λ = 1, Im(I −A) = E, On suppose que Im(I −A) 6= E, on

applique le théorème de Hann Banach. comme Im(I − A) est un sous espace

vectoriel fermé de E :

∃x∗ ∈ E∗ , x∗ 6= 0 et x∗ (Im(I − A)) = {0}

x∗ ∈ D(A∗) et < x∗ − Ax∗, x >= 0 ∀x ∈ D(A).

D(A) dense alors x∗ − Ax∗ = 0

A∗ dissipatif donc I−A∗ est injectif et (I−A∗)x∗ = 0 implique que x∗ = 0,

on aboutit donc à une contradiction et Im(I − A) = E

Revenons donc sur notre problème.

Il suffit de montrer que A est maximal dissipatif

1. A dissipatif ?

Soit Y = (u, v, y, z) ∈ D(A) :

A dissipatif ⇐⇒ Re〈AY, Y 〉 ≤ 0 ∀Y ∈ D(A)
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〈AY, Y 〉 =

∫
Ω

∇v∇udx+

∫
Ω

(a∆u− c∆y − dv)vdx+

∫
Ω

zydx+

∫
Ω

(∆y − c∆u)zdx

=

∫
Ω

∇v∇udx+ a

∫
Ω

∆uvdx− c
∫

Ω

∆yvdx−
∫

Ω

dv2 + zy dx

+

∫
Ω

∆yzdx− c
∫

Ω

∆uzdx

=

∫
Ω

∇v∇udx+ a[∇uv︸︷︷︸
=0

]Ω − a
∫

Ω

∇u∇vdx− c[∇yv︸︷︷︸
=0

]Ω + c

∫
Ω

∇y∇vdx−
∫

Ω

dv2dx

+

∫
Ω

∇z∇ydx+ [∇yz︸︷︷︸
=0

]Ω −
∫

Ω

∇y∇zdx− c[∇uz︸︷︷︸
=0

]Ω + c

∫
Ω

∇u∇zdx

=

∫
Ω

∇u∇vdx− a
∫

Ω

∇u∇vdx+ c

∫
Ω

∇y∇vdx+ c

∫
Ω

∇u∇zdx−
∫

Ω

dv2dx

= −
∫

Ω

dv2dx

Car :

c

∫
Ω

∇y∇vdx+ c

∫
Ω

∇y∇zdx = c

∫
Ω

z∇vdx+ c

∫
Ω

v∇zdx

= c

∫
Ω

(vz)′dx = 0

Et :∫
Ω
∇u∇vdx = 0

Donc :

〈AY, Y 〉 = −
∫

Ω

dv2dx ≤ 0 car d > 0

Alors A est dissipatif.

2. A est maximal ?

Puisque A est dissipatif il suffit de montrer que λI−A est surjectif pour

tout (λ > 0)
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Soit : F =



f

g

h

p


∈ H

la question est : ∃?Y =



u

v

y

z


∈ D(A) telle que (λI − A)Y = F

On prend : λ = 1

(λI−A)Y = F ⇐⇒



Id 0 0 0

0 Id 0 0

0 0 Id 0

0 0 0 Id


−



0 Id 0 0

a∆ −d −c∆ 0

0 0 0 Id

−c∆ 0 ∆ 0





u

v

y

z


=



f

g

h

p


Alors on trouve le système suivant :



u− v = f

−a∆u+ v + dv + c∆y = g

y − z = h

c∆u−∆y + z = p

Mais : −a∆u+ c∆y + dv = −∆u et c∆u−∆y = −∆y

Après remplacement on trouve :
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

u− v = f (1)

−∆u+ v = g (2)

y − z = h (3)

−∆y + z = p (4)

(1) + (2) donne : −∆u+ u = f + g (∗)

et (3) + (4) donne : −∆y + y = h+ p (∗∗)

Étude du problème variationnel

Soit ϕ ∈ H1(Ω) vérifiant les mêmes conditions que u, multiplions l’équation

(*) par ϕ et intégrons sur Ω on trouve :

∫
Ω

(−∆u+ u)ϕ dx =

∫
Ω

(f + g)ϕ dx

∫
Ω

−∆uϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx =

∫
Ω

(f + g)ϕ dx

∫
Ω

uϕdx+

∫
Ω

∇u∇ϕdx−
∫
∂Ω

ϕ∇u︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫
Ω

(f + g) dx

on obtient 
a(u, ϕ) =

∫
Ω

(uϕ+∇u∇ϕ)dx

L(ϕ) =
∫

Ω
(f + g)ϕdx

Pour montrer que cette formulation variationnelle possède une unique solution,

on utilise le théorème de Lax Milgram.

Plus précisément, nous vérifions les conditions suivantes :

h1- a(., .) est continue

h2- a(u, u) est coercive
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h3- L(.) est continue

h1-

|a(u, ϕ) = |
∫

Ω

(uϕ+∇u∇ϕ)dx|

≤ |
∫

Ω

uϕdx|+ |
∫

Ω

∇u∇ϕdx|

≤ ||u||L2(Ω)||ϕ||L2(Ω) + ||∇u||L2(Ω)||∇ϕ||L2(Ω)

≤ (||u||2 + ||∇u||2)1/2 + (||ϕ||2 + ||∇ϕ||2)1/2

≤ 2||u||H1
0 (Ω)||ϕ||H1

0 (Ω)

donc a(., .) est continue

h2- a(u, u) = |
∫

Ω
(u2 + (∇u)2)dx ≥ ||u||2

H1
0 (Ω)

donc a(u, u) est coercive

h3- |L(ϕ)| = |
∫

Ω
(f + g)ϕdx| ≤ ||f + g||L2(Ω)||ϕ||L2(Ω)

On a ||f + g|| est fini car f, g ∈ L2(Ω) et :

||ϕ||L2(Ω) = 1
2
||ϕ||L2(Ω) + 1

2
||ϕ||L2(Ω) ≤ 1

2
||ϕ||L2(Ω) + 1

2
c||∇ϕ||L2(Ω)

Donc :

|L(ϕ)| ≤ ||f + g|| ×max(
1

2
,
1

2
c)||ϕ||H1

0 (Ω)

|L(ϕ)| ≤M ||ϕ||H1
0 (Ω) donc continue

a(., .) bilinéaire, continue et coercive et L(.) est continue donc d’après le

théorème de Lax Milgram, il existe une solution unique faible telle que :

a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ H

Montrons que Y ∈ D(A).

On a −∆u + u = f + g ∈ L2(Ω) et comme f, g ∈ L2(Ω) alors ∆u ∈ L2(Ω) et

v = u− f ∈ L2(Ω)

D’où : il existe : Y ∈ D(A) vérifiant (λI−A)Y = F, pour λ > 0 et F ∈ H
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En conclusion, comme A est maximal-dissipatif, alors, A est un générateur

infinitésimal d’un C0 semi groupe de contraction :

S(t)Y0 = Y (t) = etAY0

vérifiant le problème de Cauchy : Yt(t) = AY (t) et Y (0) = Y0

de plus :

S(t)Y0 = Y (t) ∈ C1([0,+∞[, H) ∩ C0([0,+∞[, D(A))
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3
Stabilité forte

Dans cette partie on va étudier la stabilité forte du système (2.0.1)

Définition 3.0.1 Un système d’évolution est dit fortement stable si l’énergie

E(t) associée vérifie :

lim
t→0

E(t) = 0

Soit (u, y) une solution régulière de ce système, on définit l’énergie associée

par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

(
|ut|2 + b|∇u|2 + |yt|2 + (|c∇u−∇y|2)

)
dx
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Lemme 3.0.2 L’énergie E(t) est dissipative, c.à.d :

d

dt
E(t) = −

∫
Ω

d(x)|ut|2dx < 0

Le système est donc dissipatif au sens où E est décroissante.

Preuve 3.0.1 Multiplions la première équation et la deuxième équation de

notre système par u et y respectivement, faisons une intégration par partie.

Pour la partie réelle, on trouve :

1

2

d

dt

(∫
Ω

|ut|2dx+ a

∫
Ω

|∇u|2dx

)
−cRe

(∫
Ω

∇y.∇utdx
)

+

∫
Ω

d(x)|ut|2dx = 0 (3.1)

Et :

1

2

d

dt

(∫
Ω

|yt|2dx+

∫
Ω

|∇y|2dx

)
− cRe

(∫
Ω

∇u.∇ytdx
)

= 0 (3.2)

Utilisons le fait que a = b+ c2 dans (3.1), On obtient :

1

2

d

dt

(∫
Ω

|ut|2dx+ b

∫
Ω

|∇u|2dx

)

+c2 d

dt

∫
Ω

|∇u|2dx− cRe
(∫

Ω

∇y.∇utdx
)

+

∫
Ω

d(x)|ut|2dx = 0 (3.3)

(3.2) et (3.3) donnent le résultat demandé.

d

dt
E(t) = −

∫
Ω

d(x)|ut|2dx < 0

Maintenant, on est en mesure de montrer la stabilité forte du système
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(2.0.1)


Yt(t) = AY (t)

Y (0) = Y0 ∈ H

Comme la résolvante de l’opérateur A est compacte, d’après [07], [09] et [15],

il suffit de montrer que A n’admet pas de valeurs propres imaginaires.

On suppose qu’il existe une constante δ ≥ 0 et un point x0 ∈ RN telle que :

m(x) = x− x0 vérifiant :


(m, υ) ≥ δ ∀x ∈ Γ1

(m, υ) ≤ 0 ∀x ∈ Γ0

Telle que :

Γ0 ∩ Γ1 = ∅, et Γ0 ∪ Γ1 = Γ

Proposition 3.0.3 Supposons que d assez petit, Alors l’opérateur A n’admet

pas de valeurs propres imaginaires pures.

Preuve 3.0.2 Soit iλ (λ ∈ R) une valeur propre de A, U(u, v, y, z) ∈ D(A)

le vecteur propre associe, Alors on a :

AU = iλU (3.1)

de l’équation (3.1) on déduit que :

Re(AU,U) = −
∫

Ω

d|v|2dx = Re{iλ||U ||2H} = 0

D’où : v = 0 sur Γ et on utilise le fait que : U ∈ D(A) on déduit que :
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ut = 0 sur Γ

Écrivons notre équation (3.1) sous la forme détaillée suivante :



v = iλu sur H1
0 (Ω) (3.2)

a∆u− c∆y − dv = iλv sur L2(Ω) (3.3)

z = iλy sur H1
0 (Ω) (3.4)

∆y − c∆u = iλz sur L2(Ω) (3.5)

(1)- si λ = 0, alors : v = z = 0 puis on obtient le système suivant :


a∆u− c∆y = 0 dans Ω× R+

∆y − c∆u = 0 dans Ω× R+

Donc : 
(a− c2)∆u = 0 dans Ω× R+

u = 0 dans Γ× R+ (∗)

Car : a− c2 = b ≥ 0 et on a aussi :


∆y = 0 dans Ω× R+

y = 0 dans Γ× R+ (∗∗)

Il est claire que notre système (*) et (**) admet u = 0 et y = 0 comme unique

solution ce qui contredit l’hypothèse : U 6= 0

(2)- On suppose que : λ 6= 0

Utilisons (3.4) on obtient

y = 0, sur Γ (3.6)
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et en éliminant v et z dans (3.2) , (3.3), (3.4) et (3.5), et, en se servant de

(3.6) on obtient le système suivant :



a∆u− c∆y − d(iλu) = iλ(iλu) sur L2(Ω)

∆y − c∆u = iλ(iλy) sur L2(Ω)

u = 0 sur Γ

y = 0 sur Γ

où encore

a∆u− c∆y + (λ2 − iλd)u = 0 sur L2(Ω) (3.7)

∆y − λ2y − c∆u = 0 sur L2(Ω) (3.8)

u = 0 sur Γ (3.9)

y = 0 sur Γ (3.10)

On divise la démonstration sur plusieurs étapes :

Étape 1 :

On reécrit le système précedent, on trouve



(a− c2)∆u+ (λ2 − iλd)u+ cλ2y = 0 sur L2(Ω) (3.11)

(a− c2)∆y − aλ2y + c(λ2 − iλd)u = 0 sur L2(Ω) (3.12)

u = 0 sur Γ

y = 0 sur Γ

Multiplions (3.12) par ū , puis après avoir utiliser la formule de Green et les

conditions aux bords on obtient :
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∫
Ω

(a− c2)∆yūdx− aλ2

∫
Ω

yūdx

+ cλ2

∫
Ω

|u|2dx

− icλ
∫

Ω

d|u|2dx = 0

Donc :

−aλ2

∫
Ω

yūdx+ cλ2

∫
Ω

|u|2dx

+ icλ

∫
Ω

d|u|2dx

− (a− c2)

∫
Ω

∇y∇ūdx = 0 (3.13)

Multiplions (3.11) par ȳ, la formule de Green donne :

∫
Ω

(a− c2)∆uȳdx+ cλ2

∫
Ω

|y|2dx

− iλ
∫

Ω

duȳdx

− (a− c2)

∫
Ω

∇u∇ȳdx = 0 (3.14)

En additionnant les parties imaginaires de (3.13) et (3.14) on obtient :

cλ

∫
Ω

d|u|2dx = λ

∫
Ω

duȳdx

C’est-à-dire : ∫
Ω

c|u|2dx =

∫
Ω

uȳdx (3.15)

Étape 2 :

44



chapitre 3 Stabilité forte

Multiplions (3.12) par ȳ on obtient :

∫
Ω

(a− c2)∆yȳdx− aλ2

∫
Ω

|y|2dx

+ cλ2

∫
Ω

uȳdx

− iλ
∫

Ω

duȳdx = 0

Donc :

−aλ2

∫
Ω

|y|2dx− (a− c2)

∫
Ω

|∇y|2dx

+

∫
Ω

c2λ2|u|2dx

= Re{i
∫

Ω

λduȳdx} (3.16)

Étape 3 :

Multiplions (3.12) par 2(m∇ȳ) on obtient :

2

∫
Ω

(a− c2)(m∇ȳ)∆ydx− aλ2

∫
Ω

2(m∇ȳ)ydx

+ 2cλ2

∫
Ω

(m∇ȳ)udx

− 2ciλ

∫
Ω

(m∇ȳ)dudx = 0 (3.17)

La régularité de (u, v, y, z) ∈ D(A) est suffisante pour effectuer des intégrations

dans la première intégrale de l’équation (3.17) :

Alors :

2

∫
Ω

(a− c2)(m∇ȳ)∆ydx = −2(a− c2)

∫
Ω

∇y∇(m∇ȳ)dx+ 2

∫
Γ

∂υy(m∇ȳ)dΓ
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La deuxième intégrale à droite de l’équation est nul donc :

−2Re{(a− c2)

∫
Ω

∇y∇(m∇ȳ)dx} = (N − 2)(a− c2)

∫
Ω

|∇y|2dx (3.18)

Injectons (3.18) dans (3.17), on obtient :

2Re{iλc
∫

Ω

du(m∇ȳ)dx = 2(a− c2)Re{
∫

Ω

∆y(m∇ȳ)dx}

− 2aλ2Re{
∫

Ω

y(m∇ȳ)dx}

+ 2cλ2Re{
∫

Ω

u(m∇ȳ)dx}

Donc :

2Re{iλc
∫

Ω

du(m∇ȳ)dx = (2−N)(a− c2)

∫
Ω

|∇y|2dx

− aλ2N

∫
Ω

|y|2dx

+ cλ2N

∫
Ω

|u|2dx (3.19)

Multiplions maintenant (3.16) par (1−N) on trouve :

(1−N)Re{i
∫

Ω

λduȳdx = −(1−N)(a− c2)

∫
Ω

|∇y|2dx

− (1−N)aλ2

∫
Ω

|y|2dx

+ (1−N)c2λ2

∫
Ω

|u|2dx (3.20)

Combinons (3.19) et (3.20) :
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Re{iλ
∫

Ω

[2cdu(m∇ȳ) + duȳ(1−N)]dx = (a− c2)

∫
Ω

|∇y|2dx

− aλ2

∫
Ω

|y|2dx

+ (1−N)c2λ2

∫
Ω

|u|2dx

Calculons maintenant la deuxième partie à droite de l’équation avec l’utilisa-

tion de la règle de Poincaré et (3.15) :

aλ2

∫
Ω

|y|2dx ≤ R(a− c2)

∫
Ω

|y|2dx+ (N − 1)λ2

∫
Ω

|y|2dx

Comme

||y||2H1
0 (Ω) ≤ R||∇y||2H1

0 (Ω) et R > 0

et

∫
Ω

c|u|2dx =

∫
Ω

uȳdx

Alors ∫
Ω

|y|2dx ≤
[
R(a− c2)

aλ2
+

(N − 1)

a

] ∫
Ω

|y|2dx

D’où : ∫
Ω

|y|2dx = 0 (3.21)

Donc après avoir combiner (3.21) et (3.16) on obtient :

u = 0 puis de (3.2) et (3.4) : v = z = 0, Soit donc :

U = 0, On obtient ainsi une contradiction et la démonstration est finie.

Enfin l’opérateur A n’admet pas de valeurs propres imaginaires pures
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Soit alors pour toutes données initiales U0 ∈ H l’énergie E(t) du système

(2.0.1) décroit vers zéro :

limt→+∞E(t) = 0
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4
Contrôlabilité exacte frontière du

système multidimensionnel de

l’équation des ondes

Soit Ω un domaine borné non vide de RNde frontière régulière Γ de classe

C2.J-L-Lions,(voir,[11]).

Soit T > 0 un temps positif donné, nous considérons le système d’équation des
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ondes couplées suivant :



utt − a∆u+ c∆y + d(x)ut = 0 , dans Ω×]0, T [

ytt −∆y + c∆u = 0 dans Ω×]0, T [

u = y = 0 sur Γ×]0, T [

u = y = v sur Γ1×]0, T [

u(x; 0) = u0(x); y(x; 0) = y0(x); ut(x; 0) = u1(x); yt(x; 0) = y1(x)

(4.0.1)

avec :

u = u(x; t) et y = y(x; t)

a ≥ 0, c ∈ R∗ telle que a ≥ c2 et d ∈ L2(Ω)

lorsque

a ≥ c2 alors, ∃b ≥ 0 telle que a = b+ c2

la fonction v désigne le contrôle du système

4.1 Méthode HUM pour la contrôlabilité exacte

de l’équation des ondes

La méthode HUM (méthode d’unicité de Hilbert), développée par J.L.Lions

[11] permet d’étudier la contrôlabilité des solutions d’équations aux dérivées

partielles. cette méthode consiste à prouver un théorème d’unicité, en utili-

sant une majoration de l’énergie qui nous permet de construire des espaces de

données pour lesquelles il existe un contrôle permettant de ramener la solution

du système à l’état d’équilibre.
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Le problème : Étant donné un temps T > 0, pour des données initiales

u0, y0, ut, yt dans un espace de Hilbert convenable, on cherche un contrôle

v, telle que la solution (u, y) du système (2.0.1) vérifie :

(u, y)(T ) = (ut, yt)(T ) = 0 dans Ω

C’est-à-dire trouver un contrôle v qui ramène le système à l’état d’équilibre

(0, 0) à l’instant T .

Ce type de problème est appelé problème de contrôlabilité exacte interne

puisque l’action du contrôle v est exercée dans une partie de Ω×]0, T [

Il est bien connu que l’équation des ondes modélise de nombreux phénomènes

physiques comme les petites vibrations des corps élastiques et la propagation

du son.

Dans ([09])et ([11]), Alabau et Lions, ont étudié l’observabilité indirecte d’un

système d’équations des ondes faiblement couplées, par une méthode de multi-

plicateurs, l’auteur a montrer que pour un temps T assez grand, l’observation

de la dérivée normal ∂u
∂ν

sur le bord Γ1 permet de restituer une énergie affaiblie

de la donnée initial.

Ammar Khodja et Bader (voir[02]), ont étudié les problèmes de stabilité d’un

système de deux équations des ondes mono dimensionnel sous l’effet d’un seul

contrôle interne, ils ont démontré que le contrôle interne qui agit seulement

sur une des équations ne donne pas la stabilité exponentielle si les vitesses de

propagation sont différentes.

Dans ce chapitre, nous étudions la contrôlabilité exacte du système (2.0.1).

nous considérons le problème homogène associé à (2.0.1) et nous montrons que

ce dernier a une solution unique.
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Puis, par une méthode de multiplicateurs adaptée, on montre les inégalités

d’observabilités suivantes :

E(0) ≤ c1

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt ∀T > M (4.1)

E(0) ≥ c2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂ψ
∂ν
|2dΓdt ∀T > M (4.2)

Où c1, c2 sont des constantes positives et

Φ(x, t) = (ϕ(x, t), ψ(x, t), ξ(x, t), %(x, t))

est l’état du système homogène associé à (2.0.1).

Enfin, pour un temps T > 0 assez grand et des données initiales u0, u1, y0, y1

convenables, nous montrons qu’il existe un contrôle v telle que la solution du

système (2.0.1) satisfait la condition :

u(T, v) = ut(T, v) = y(T, v) = yt(T, v) = 0 (4.3)

Autrement dit, il s’agit d’étudier l’existence d’un contrôle v qui ramène le

système a l’état d’équilibre au temps T0.

Système homogène :

Dans cette partie on considère le système homogène associe à (2.0.1)


ϕtt − a∆ϕ+ c∆ψ + d(x)ϕt = 0 dans Ω× R+ (4.4)

ψtt −∆ψ + c∆ϕ = 0 dans Ω× R+ (4.5)

ϕ = ψ = 0 sur Γ× R+ (4.6)

(4.1.1)

52
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avec les conditions initiales suivantes :

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ Ω (4.7)

Soit (ϕ, ψ) une solution régulière du système (4.4), (4.7) on défini l’énergie

associe par :

E(t) =
1

2

∫
Ω

(
|ϕt|2 + b|∇ϕ|2 + |ψt|2 + (|c∇ϕ−∇ψ|2)

)
dx (4.8)

On va formuler le problème (4.4), (4.7) dans un espace de Hilbert, pour cela

on défini l’espace de l’énergie comme suit :

H = (H1
0 (Ω)× L2(Ω))2 (4.9)

muni du produit scalaire suivant :


(Φ.Φ̃)H =

∫
Ω

(
b∇ϕ.∇ϕ̃+ ξξ̃ + (c∇ϕ−∇ψ)(c∇ϕ̃−∇ψ̃) + %%̃

)
dx

Φ = (ϕ, ξ, ψ, %), Φ̃ = (ϕ̃, ξ̃, ψ̃, %̃) ∈ H (4.10)

Pour donner un sens convenable au système (4.4), (4.7), on défini l’opérateur

A par :

D(A) = Φ = (ϕ, ξ, ψ, %) ∈ H, ϕ, ψ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), et ξ, % ∈ H1

0 (Ω) (4.11)

AΦ = (ξ, a∆ϕ−dξ−c∆ψ, %,∆ψ−c∆ϕ), ∀Φ = (ϕ, ξ, ψ, %) ∈ D(A) (4.12)
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Le système (4.4), (4.7) sous forme d’une équation abstraite du premier ordre

s’écrit : 
Φt = AΦ

Φ(0) = Φ0 ∈ H (4.13)

Où :

Φ(x, t) = (ϕ(x, t), ϕt(x, t), ψ(x, t), ψt(x, t))

est l’état du système (4.4),(4.7)

Proposition 4.1.1 L’opérateur A défini dans (4.11),(4.12) est m-dissipatif

dans l’espace d’énergie H.

Preuve 4.1.1 Soit Φ ∈ D(A) en utilisant (4.12) on obtient :

(AΦ.Φ)H = 0

il reste à démontrer que : R(I−A) = H pour cela, soit f = (f1, f2, f3, f4) ∈ H

et on doit chercher :

Φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ∈ D(A) telle que : Φ− AΦ = f

Alors on a le problème suivant :



ϕ1 − ϕ2 = f1 (4.14)

−a∆ϕ1 + ϕ2 + dϕ2 + c∆ϕ3 = f2 (4.15)

ϕ3 − ϕ4 = f3 (4.16)

c∆ϕ1 −∆ϕ3 + ϕ4 = f4 (4.17)

54
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en éliminant ϕ2 et ϕ4 on obtient le système suivant :


−∆ϕ1 + ϕ1 = f1 + f2 (4.18)

−∆ϕ3 + ϕ3 = f3 + f4 (4.19)

Soit (θ1, θ2) ∈ (H1
0 (Ω))2 une fonction test, en multipliant (4.18) par θ1 et

(4.19) par θ2 et en utilisant la formule de Green dans les équations obtenues,

on trouve :

∫
Ω

(ϕ1θ1 +∇ϕ1∇θ1 + ϕ3θ2 +∇ϕ3∇θ2) dx =

∫
Ω

((f1 + f2)θ1 + (f3 + f4)θ2) dx

On défini la forme bilinéaire a par :

a((ϕ1, ϕ3); (θ1, θ2)) =

∫
Ω

(ϕ1θ1 +∇ϕ1∇θ1 + ϕ3θ2 +∇ϕ3∇θ2) dx = (4.20)

et la forme linéaire L par :

L(θ1, θ2) =

∫
Ω

((f1 + f2)θ1 + (f3 + f4)θ2) dx (4.21)

Par un calcul simple on démontre que a est continue, coercive sur (H1
0 (Ω))2

et L est continue sur H1
0 (Ω). D’après le théorème de Lax-Milgram, il existe

(ϕ1, ϕ2) ∈ (H1
0 (Ω))2 tel que :

a((ϕ1, ϕ3); (θ1, θ2)) = L(θ1, θ2) ∀(θ1, θ2) ∈ (H1
0 (Ω))2 (4.22)

En particulier, si (θ1, θ2) ∈ (D(Ω))2, l’équation :

a((ϕ1, ϕ3); (θ1, θ2)) = L(θ1, θ2) ∀(θ1, θ2) ∈ (D(Ω))2 (4.23)
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admet une solution (ϕ1, ϕ3). Enfin, en utilisant (4.18) et (4.19)on obient

(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) ∈ D(A)

Théorème 4.1.2 Existence et unicité

i- Soit Φ0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ D(A), alors le système (4.13) admet une

solution Φ(t) satisfait :

Φ(t) ∈ C0(R+;D(A)) ∩ C1(R+;H)

ii- Soit Φ0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ H, le système (4.13) admet une solution

faible Φ(t) satisfait :

Φ(t) ∈ C0(R+;H)

De plus on a :

||Φ0||2H = ||Φ(t)||2H , ∀t ∈ R+

Preuve 4.1.2 (1) soitΦ0 ∈ D(A), alors d’après le théorème de Hille-Yosida,

le problème (4.13) admet une solution Φ = (ϕ, ϕt, ψ, ψt) telle que

Φ ∈ C0(R+;D(A)) ∩ C1(R+;H)

(2) Soit Φ0 ∈ H,alors d’après le théorème de Hille-Yosida le problème (4.13)

admet une solution unique faible Φ = (ϕ, ϕt, ψ, ψt) telle que :

ϕ(t), ψ(t) ∈ C0(R+;H1
0 (Ω)), ϕt(t), ψt(t) ∈ C0(R+;L2(Ω))

Ceci achève la démonstration.

56



Conclusion générale

Dans ce travail, on a démontré l’existence et l’unicité de la solution d’un

problème d’évolution sous l’action d’un contrôleur dynamique.

On a réussi ensuite à prouvé que notre système est fortement stable, et enfin

en utilisant une technique multiplicateurs on a montré que notre système est

contrôlable sans aucune restriction sur la vitesse de propagation des ondes

(c’est à dire si les deux équations d’ondes se propagent à la même vitesse ou

non)
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