REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE

LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE M’"HAMED BOUGARA - BOUMERDES
FACULTE DES HYDROCARBURES ET DE LA CHIMIE

Département : Automatisation et Electrification des Procédés Industriels

LABORATOIRE : AUTOMATIQUE APPLIQUEE

MEMOIRE
Présenté par :

Boudour Rima

EN VUE DE L’OBTENTION DU TITRE DE

MAGISTER EN GENIE ELECTRIQUE
Option : Automatique Appliquée et Traitement du Signal

THEME

DETERMINATION DE LA REGION DE STABILITE TRANSITOIRE AU
SENS DE LYAPUNOV D’UN OSCILLATEUR NON LINEAIRE FORCE
PAR I’APPROCHE GRAPHIQUE : APPLICATION AU PENDULE

Soutenu devant le jury :

Acheli Dalila Maitre de Conférences A (UMBB)
Kidouche Madjid Maitre de Conférences A (UMBB)
Fellag Sid Ali Maitre de Conférences A Université de Tizi-Ouzou

Meglouli Hocine

Maitre de Conférences A (UMBB)

Boumerdeés 2011

Présidente
Rapporteur
Examinateur

Examinateur




Remerciement:

Dieu me suffit, quel excellent protecteur.

Je remercie toutes les personnes qui ont participé de prés ou de loin a I’accomplissement de
ce mémoire.

En particulier, je remercie mon promoteur Kidouche Madjid, chef d’équipe d’analyse des
systemes complexes du laboratoire de recherche d’automatique appliquée, pour sa confiance,
sa bonne humeur, ses précieux conseils et ses encouragements tout au long de ce travalil, et je
lui en suis vraiment reconnaissante.

Je remercie Dr. Acheli Dalila, chef de département d’Automatisation et Electrification des
Procédés Industriels, d’avoir accepté de présider le jury de ce mémoire.

Je remercie également tous les membres du jury, Dr. Meglouli Hocine (maitre de
conférences/A université de Boumerdes), et Dr. Fellag Sid Ali (maitre de conférences/A
université de Tizi Ouzou), d’avoir pris la peine dévaluer mon mémoire. J’en suis trés
honorée.

Un grand merci a mes parents pour leur grand sacrifice et leur dévouement pour mon
bonheur. Ils m’ont toujours soutenu, dans les meilleurs moments comme dans les pires.

Je voudrais adresser un merci particulier & mon mari qui m’a apporté soutien et
encouragement durant tout ce travail.

Je remercie toutes les collegues de mon option: Automatisation Appliquée et Traitement du

signal, sans oublier mes trés cheres amies.



Table des maTiéres

Table des matiéres
Liste des figures
Liste des tableaux
Résumé du mémoire (N anglais).........vve it i e e 01
Résumé du mémoire (eN fraNGAIS) ... ... ..vvueie i vt e e e e e 02
RESUME du MEMOIrE (BN ArabE)......ouueee it et e e e e e e e e e 03
INErOdUCEION GENEIAIE. .. ... ee e e e e e e e e e 04
0] 0] =T 04 AT PO [
Organisation dU MEMOIIE ... ... . et et et e et et e et e e e et e e e een e eenas 06
Chapitre I: La stabilité de Lyapunov...........cccooveviii i i i e 07
I Introduction.. PPN 0 ¥ ¢
I1Deflnltlondessystemesdynamlques PP 0 <
1.2 Systemes non linéaires et points d’ equmbre ................................................... 08
1.2.1 Description mathématique du systéme non lineaire...................................08
1.2.2 Points d’8quilibre..... ... 09
1.3 Systémes autonome et NON AULONOIME. ... ...ucuet e et ee e e e e e e e eanene 09
1.3.1 SYStEME NON AUEONOME ... ... it eet e e et e et e re e e et e re e eea e eeneees 09
1.3.2 SYStEIME QULONOIME. ...ttt et e e e e e e e et et e e e ae s 09
1.4 Stabilité au SeNs de LYAPUNOV... ... . it et et e e e e e e e e ee e eeeens 10
1.4.1 La foNCtion de LYAPUNOV ... . e v ittt e ettt e et e et e e e e e e 10
1.4.1.1 Définition de la fonction de Lyapunov..............cccevveiieviineveneeenenn 2210
1.4.2 Définition de la stabilité au sens de Lyapunov.............coceeviiieeiiiieninieninnnennl 11
1.5 Critére de Lyapunov pour les systemes LT1..........cooovieiiiiiii i eeneenen. 20 13
1.6 Développement de la méthode directe de Lyapunov.............ccocoevevenecineennnne.an 14
1.6.1 La stabilité au sens de Lagrange...........cooeverineiirineeeine e eiiieeeniee e eeenn 14
1.6.1.1 Définition.. PP
I62Leconceptdestablllteausensde Lagrange PP -
1.7 Comment construire la fonction de Lyapunov16
1.8 Conclusion.. PP Y 4
Chapitre 11: Lessystemeschaothues PPN £ |
TLL INtroduCtion U CNA0S. ... . cute i et e e e e e e e et e e e e e e e 18
11.1.1 DEFiNition du Chaos..........ocouieieiiii e e e e e 22019
1.2 Les Systemes OSCIHlAtOINeS. .. ... .t e e e e e e 20
11.2.1 Définition.. PP PPYA
II22Importancedesmouvementsoscnlants P §
11.3 Analyse dans le plan de phase... Al §
II31Leconceptde|analysedans Ieplandephase et e 000 23
11.3.2 Les portraits de phase... 23
II33Lecomportementdesportraltsdephase P 2 |
11.3.4 Les cycles limites.. 25
II341Def|n|t|ondescyclesI|m|tes Y4 o
11.3.4.2 Classification des cycles I|m|tes 4 o
11.4 Analyse des systémes non-linéaires dans le plan de phase Exemples ....................... 27



Table des maTiéres

11.4.1 L’oscillateur de Van Der POL.......oovor oo e e e e e e e e e

11.4.2 Exemple de Hahn...
11.4.3 Exemple d’un generateur synchrone

11.4.4 Exemple prédateur-proie. .. ...c. .o et et e e e e e e e e e e e

11.5 Conclusion.. :

Chapitre 111: Etude de stabrlrte du pendule
I111.1 Introduction.. .
1.2 La modelrsatron de pendule

111.2.1 L approche graphigUe. .......c.veie e et e e e e e

111.2.2 Description de pendule...

111.2.3 La modélisation: Applrcatron du formalrsme de Lagrange..............................
111.2.4 La représentation d’état............cooieeiiieiiiii e
111.3 Etude de stabilité des différents types de pendules.............ccocoiiiiiiiiiiiiiininnnn,

111.3.1 Introduction..

111.3.2 Application au pendule srmple

111.3.2.1 Le mouvement du pendule srmple

111.3.2.2 Application de la théorie de stabilité de Lagrange

111.3.3 Application au pendule amorti..
111.3.3.1 Le mouvement du pendule amorti..

111.3.3.2 Application de la théorie de stabrlrte de Lagrange

111.3.4 Application au pendule forcé.. P
111.3.4.1 Le mouvement du pendule force

111.3.4.2 Application de la théorie de stabrlrte de Lagrange

111.3.5 Application au pendule amorti forcé..
111.3.5.1 Mouvement du pendule amorti force

111.3.5.2 Application de la théorie de stabilité de Lagrange

111.4 Conclusion.. .
Chapitre IV: Resultats de srmulatron

V.1 Introductron
IV.2 DIVEIS EXEMPIES. .. ot e e e e e e e et e e e
IV.2.1 Le pendule SIMPIe. ... e e e
1V.2.2 Le PeNAUIE AMOITE. .. ce. ittt e e e e e e e e e e e
IV.2.3 Le pendule fOrCe. ... ...c. o
IV.2.4 Le pendule amorti fOrCe......... oo e e
YR 0] o Tod [0 [0 o PP



Table des maTiéres

(@0 o 1ol (15710 ] 0 o < 0 T=] = - 81

BIDIIOgrapNIe. ... 83



Table des maTiéres

Listes des figures:

Figure 11.1: Représentation d’un mouvement chaotique d’un systeme oscillatoire............. 19
Figure 11.2: Représentation d’un mouvement oscillatoire................ccoovviievnnnnnn21
Figure 11.3.1: (a) nceud stable, (b) nceud instable.............coooiii i 24
Figure 11.3.2: POINE COL.....v e e e 24
Figure 11.3.3: (a) centre stable, (b) centre instable................coooiiii 25
FIgUIe T1.3.4: POINE CENTIE. .. e et et e e e e e e e et e e e e e e e 25
Figure 11.4: Cycles limites stables (a, b), instables (¢, d)..........cccooviiiiiiiiiiiiienen. ... 26
Figure 11.5: Région de stabilité asymptotique de I’oscillateur de VVan der Pol................... 28
Figure 11.6: Région de stabilité asymptotique de I’exemple de Hahn............................. 29
Figure 11.7: Région de stabilité asymptotique d’un générateur synchrone....................... 30
Figure 11.8: Région de stabilité asymptotique de systéme prédateur-proie...................... 31
Figure 111.1: Schéma de pendule @ MOElISEr.........ccuoi i e 35
Figure 111.2: Mouvements du pendule simple.............cooii e 20 40
Figure 111.3: La variation de la fonction de Lyapunov du pendule simple......................41

Figure I11.4: La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov du pendule simple...... 42

Figure 111.5: La variation de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du pendule

SIMIPIE e e D2
Figure 111.6: Mouvements du pendule amorti.............ccooiiiiii i e 44
Figure 111.7: La variation de la fonction de Lyapunov du pendule amorti.......................45

Figure 111.8: La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov du pendule amorti........ 45
Figure 111.9: La variation de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du pendule

2 1110 1 Y |
Figure 111.10: La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov en fonction de =, et =,

du pendule amoOrti.......ooveeie i e a0 40



Table des maTiéres

Figure 111.11: Mouvements du pendule fOrcé.............ooiieiiii i 48
Figure 111.12: La variation de la fonction de Lyapunov du pendule force.......................51
Figure 111.13: La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov du pendule force....... 52
Figure 111.14: La variation de la fonction de Lyapunov en fonction de =, et x, du pendule

0] o PPN < 4

Figure 111.15: La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov en fonction

de x; et x, du pendule forcé.............cocoiiii i 0003
Figure I111.16a: Mouvement périodique du pendule amorti forcé.................................54
Figure 111.16b: Mouvement chaotique du pendule amorti forcé..............c.ccoevviiiiienen. 56
Figure 111.17: La variation de la fonction de Lyapunov du pendule amorti forcé............... 58

Figure 111.18: La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov du pendule
amorti fOrCE.... ..o e 02,08
Figure 111.19: La variation de la fonction de Lyapunov en fonction de x; et x; du pendule
amorti fOrCe.... ..o e D9

Figure 111.20: La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov en fonction

de x, et x, du pendule amorti forcé................cooiiiii 009
Figure VI.1a: La région de stabilité du pendule simple............coiiiiiiii i, 62
Figure VI.1b: La région de stabilité limite du pendule simple.............ccoooiii it 62

Figure VI1.2.1: (a) la région de stabilité et (b) la région de stabilité limite du pendule

amorti POUr ¥ = 0.5, .. e aaa 0 B4
Figure VI1.2.2: (a) la région de stabilité et (b) la région de stabilité limite du pendule

aAmOrti POUr ¥ = 0.9, .. i e e e, 04
Figure 1V.2.3: (a) la région de stabilité et (b) la région de stabilité limite du pendule

amorti POUr ¥ = 0.1, .. e e e ne a2, 0D

Figure 1V.3a: Mouvement du pendule forcé dans le plan de phase pour F=1................... 66



Table des maTiéres

Figure 1V.3b: Mouvement du pendule forcé dans le plan de phase pour F=1.5.................67
Figure V1.4: La région de stabilité du pendule forcé................cocoiiiiiiiiiiiii i ieen. .68
Figure VI1.5: La région de stabilité limite du pendule forcé..............coooe i, 68

Figure VI.6.1: Mouvement du pendule amorti forcé dans le plan de phase pour y = 0.1.....70
Figure VI1.6.2: Mouvement du pendule amorti forcé dans le plan de phase pour v = 0.5.....71

Figure VI1.6.3: Mouvement du pendule amorti forcé dans le plan de phase pour y = 0.6.....71

Figure VI.7.1a: La région de stabilité du pendule amorti forcé poury = 0.2.................... 72
Figure V1.7.1b: La région de stabilité limite du pendule amorti forcé pour y = 0.2...........73
Figure VI.7.2a: La région de stabilité du pendule amorti forcé poury = 0.5......................73
Figure V1.7.2b: La région de stabilité limite du pendule amorti forcé pour y = 0.5............74
Figure VI.7.3a: La région de stabilité du pendule amorti forcé poury = 05...................74
Figure 1V.7.3b: La région de stabilite limite du pendule amorti forcé pour y = 0.9............ 75
Figure V1.8: La région de stabilité limite et fermée du pendule amorti forcé.................. 75

Figure V1.9.1: Mouvement chaotique du pendule amorti forcé dans le plan de phase avec
Figure V1.9.2: Mouvement chaotique du pendule amorti forcé dans le plan de phase avec
F=0.811, 0.812, 0.813. .. .e i e e e e e e e e ee e O
Figure V1.9.3: Mouvement chaotique du pendule amorti forcé dans le plan de phase avec
F=0.814, 0.815, 0.816......uiuiiiiiiiin e e it it e e e eaeee e 8
Figure V1.9.4: Mouvement chaotique du pendule amorti forcé dans le plan de phase avec

F=0.817, 0.818, 0.819. ..ot e e 19



Table des maTiéres

Liste des tableaux
Tableau 1: Comparaison entre mouvement régulier et mouvement chaotique.................. 20
Tableau 2: Comparaison des représentations traditionnelle et dans le plan

de phase des systemes dynamiqUES. .. .......cevvueriieeriieriie e eeeeiecanienennan. 22



Résumé du mémoiRe

Abstract:

Today, nonlinear dynamical systems are used to describe a great variety of scientific and
engineering phenomena. This theory has been applied to abroad spectrum of problems in
physics, chemistry, mathematics, biology, medicine, economics and various engineering
discipline. Stability has been one of the most awkward problems in the study of nonlinear
dynamical systems. Therefore, Lyapunov introduced a function of energy called Lyapunov
function in order to analyze stability of nonlinear system, with a positive definite function
whose derivative along the trajectories near the equilibrium point is either negative definite or
semi negative definite. Conversely, this method is limited because it lies in the fact that it is
often difficult to find a suitable Lyapunov function for a given system. In this work, we
present a graphical approach to determine the region of stability boundary of a nonlinear
dynamical non-autonomous system with chaotic behavior which is the dumped pendulum
driven by external vertical force, with principal interest in the computer simulation of the
motions, by approximating the actual trajectories of it. The primary advantage of this method
over the direct simulation of the system is that the system trajectories are not computed, and
plotted in the phase plane with various initial conditions. This approach is generalization of
Lyapunov’s direct method. The basic difference being that we consider more than one energy
function. An important aspect of our graphical approach is that the requirements on the
functions are less stringent than the ones placed on Lyapunov functions.



Résumé du mémoiRe

Résumé:

Actuellement, les systemes dynamiques non-linéaires décrient un grand nombre de
phénomenes scientifiques et d’engineering. Cette théorie a été appliquée pour une gamme de
problemes en physique, chimie, mathématique, biologie, médecine, économie et autres. La
stabilité a été I’'un des problémes les plus difficiles dans I’étude des systémes dynamiques
non-linéaires. A cet effet, Lyapunov introduisait une fonction d’énergie appelée fonction de
Lyapunov dans le but d’analyser la stabilité des systémes non-linéaires. Cette fonction doit
étre définie positive avec une derivée définie négative ou semi négative le long des
trajectoires au voisinage du point d’équilibre. Réciproquement, cette méthode est limitée
parce qu’elle est liée a la difficulté de trouver une fonction de Lyapunov appropriée pour un
systeme donné. Dans ce travail, nous présentons une approche graphique pour déterminer la
région de stabilité d’un systéeme oscillatoire non-linéaire, non-autonome avec un
comportement chaotique qui est le pendule amorti excité par une force extérieure verticale.
Cette approche basée sur le concept de Lyapunov, nous permet d’approximer la région de
stabilité du pendule forcé. L’avantage principal de cette méthode en plus de la simulation
directe des systémes est que leurs trajectoires ne sont pas calculées, et représentées dans le
plan de phase pour différentes conditions initiales. Cette approche est une généralisation de la
méthode directe de Lyapunov. La différence fondamentale est que nous considérons plus
d’une fonction d’énergie. L’aspect important de notre approche graphique est que la
détermination de la région de stabilité du systéme non linéaire est plus facile que la recherche
de la fonction de Lyapunov
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Introductlion générale

Introduction:
Une des principales initiatives dans la recherche des systemes depuis plusieurs années a été

le développement des théories pour les systémes dynamiques non-linéaires. La partie
importante de ce travail traite le probleme de stabilité. Lorsque nous essayons d’analyser la
stabilité des systemes non-linéaires, nous sommes immédiatement confrontés a des difficultés
computationnelles qui nous préviennent d’obtenir une vue claire sur I’influence des différents
facteurs du comportement du systéme étudié. L’analyse des propriétés de stabilité des
systemes en général est un test difficile, en particulier quand nous considérons des modeles
non-linéaires. D’autre part, si nous considérons la linéarisation de ces modeles autour de
quelques points d’équilibres, alors des conclusions peuvent étre tracées facilement, mais elles
sont limitées dans quelques régions autour du point d’équilibre. Pour cette raison, dans le cas
de description d’un systéeme non-linéaire, la plupart des méthodes de synthese concernent la
construction d’une fonction qu’est nommée fonction de Lyapunov. Les fonctions de Lyapunov
sont rien mais énergies comme fonctions pour les systémes: leurs minimum est a I’équilibre,
elles sont partout positives, et indépendantes des dynamiques de I’équation différentielle du
systeme, avec leurs dérivées de temps le long des trajectoires de systeme sont définies
négatives ou semi-négatives. Le premier avantage de [I’utilisation de cette méthode de
Lyapunov par rapport a la simulation directe du systéme est que les trajectoires de systeme ne
sont pas calculées. Cette méthode n’est pas populaire a cause de sa nature conservative. Si un
systeme n’est pas globalement stable, on peut obtenir seulement une région de stabilité
utilisant cette méthode de Lyapunov, cette région est spécifiée avec un ensemble des
inégalités non-linéaires, et représentée dans un plan bidimensionnel appelé plan de phase,
qu’est une méthode graphique pour étudier les systémes non-linéaires de second ordre, basant
sur la génération des trajectoires de mouvement correspondent aux plusieurs conditions
initiales.

Dans notre travail on introduit la notion des systémes chaotiques, qui sont des systemes
sensibles aux conditions initiales, irréguliers et imprédictibles, afin de trouver une région de

stabilité pour ces systemes appliquant le concept de stabilité de Lyapunov.
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Problématique:

L’équation du mouvement d’un pendule dissipatif extérieurement forcé est un modéle
paradigmatique des systéemes dynamiques non-linéaires continu, et joue un réle important
dans des explorations récentes de différents aspects des comportements complexes et
phénomeénes chaotiques [51]. Cette équation décrit un nombre des systemes en plusieurs
domaines, par exemple, les circuits électriques [42], et les ondes de densité électrique [15].
Les concepts fondamentaux des problemes non-linéaires en relation avec le pendule forcé
sont clairement présentés dans [9] [20] [14]. Des études avancées furent surtout mis au
phénomeéne non-linaire qui peut étre capté avec I’utilisation des méthodes analytiques
appropriées [35] [36]. Lorsque le pendule amorti force présente un comportement chaotique
dans certaines conditions initiales, il est difficile d’étudier la stabilité totale, pour cela nous
représenterons une approche graphique pour déterminer la région de stabilité de ce pendule.
Organisation du mémoire:

La représentation de notre mémoire est organisée comme suit:
+«+ Dans le premier chapitre, nous faisons une introduction sur les systémes dynamiques
non-linéaires, puis nous traitons une méthode d’analyse de la stabilité des systemes
non-linéaires qui est la stabilité au sens de Lyapunov, avec des définitions et théories
de stabilité, ainsi I’extension de cette méthode qui est la stabilité au sens de Lagrange.

+«+ Dans le second chapitre, nous présentons les systemes oscillatoires et chaotiques avec
des comportements complexes, ainsi la méthode graphique qui nous permet d’analyser
la stabilité des systéemes non-linéaires qui est la méthode du plan de phase, elle est lié
a la puissance des calculateurs, qui permettent d’intégrer numériquement les équations
et de calculer soit numériquement soit graphiquement les solutions, et nous terminons
ce chapitre avec I’analyse de stabilité de quelques exemples des systemes non-
linéaires a partir de leurs représentations dans le plan de phase.

% Au troisieme chapitre, nous présentons la modélisation de pendule appliquant le
formalisme de Lagrange, prenant en considération I’amortissement et le forcage
appliqué sur le pendule pour arriver sur un modele de mouvement généralisé. Ainsi, la
représentation du mouvement de chaque type de pendule et I’application du concept
de stabilité de Lagrange avec un bon choix des fonctions de Lyapunov.



Introductlion générale

« Dans le quatriéeme chapitre, nous illustrons les résultats de simulations obtenues avec

*

I’application du concept de stabilité de Lagrange, et de donner les régions de stabilité

limites pour chaque pendule.

< Enfin, nous terminerons par une conclusion générale sur le travail réalisé et les

*

résultats obtenus en citant quelques perspectives envisageables dans un futur proche.
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La stabilité de Lyapunov




Chapitre i La stabiLité de Lyapunov

I. Introduction:

En automatique, les modéles linéaires représentent une notion bien établie qui répond a
beaucoup de problemes concrets ou I’on cherche une description locale du comportement
d’un systeme dynamique. En pratique, les systemes dynamiques sont non-linéaires dans leur
immense majorité. Une question importante est alors de savoir s’il existe un cadre et une
représentation bien définis pour décrire ces systéemes en général. La réponse est
malheureusement négative. En effet, il est assez difficile de limiter la tres large classe des
systemes dynamiques non-linéaires, puisque tout systéme qui ne peut pas étre représenté par

un modele linéaire peut appartenir a cette classe.

Au-dela du probléme de représentation, il n’existe pas, en général, de méthodes ou d’outils
pour étudier les systemes dynamiques non-linéaires. Néanmoins, il est clairement établi
aujourd’hui que beaucoup de systemes non-linéaires peuvent étre décrits dans I’espace d’état
par des équations différentielles non-linaires. C’est ce type d’outil mathématique qui est
utilisé aujourd’hui par les automaticiens pour traiter les problémes liés a ces systemes [45].

Le concept de stabilité pour les systemes non-linéaires en général est un concept complexe.
Il peut étre présenté de la facon suivante: si un systeme en état d’équilibre est légerement
perturbé, alors toutes les trajectoires restent dans un voisinage de I’état d’équilibre. Analyser
la stabilité d’un systéme non-linéaire en utilisant uniquement cette définition de stabilité est
impossible car cette définition exige la connaissance de la solution d’équation différentielle
non-linéaire. D’autre part, I’utilisation du modele linéarisé n’est pas d’une grande utilité si la
condition initiale (point de départ du mouvement) ne se trouve pas dans un voisinage de I’état
d’équilibre. L’approche la plus générale et la plus utilisée pour étudier la stabilité des
systémes non linéaires est la théorie introduite pendant le 19°™ siécle par le mathématicien
russe Aleksander Mikhailovitch Lyapunov, spécialiste en stabilité des systemes, son travail
est basé sur le probleme général de la stabilité du mouvement [34], cette notion de stabilité est
appelée stabilité au sens de Lyapunov [32] [2] [30] [18]. La méthode directe de Lyapunov,
appelée aussi la seconde méthode de Lyapunov, est la seule méthode générale qui permette
d’étudier la stabilité des systemes non-linéaires sans avoir recours a la résolution de I’équation
différentielle et I'utilisation des modéles linéarisés. C’est une formalisation mathématique
d’un raisonnement énergétique: I’énergie d’un systéeme stable diminue et est minimum a

I’équilibre.
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Avec la méthode directe de Lyapunov, les fonctions utilisées jouent le réle d’une fonction
d’énergie et sauf cas particulier elles n’ont généralement pas de signification physique. [22]

1.1 Définition des systemes dynamiques:

Un systéme dynamique est un modele permettant de décrire I’évolution au cours du temps

d’un ensemble d’objets en interaction, définit par I’équation différentielle:
X(t) = f(x(t),1). (1.1)
Définir un systéeme dynamique nécessite de définir deux catégories de descriptions:
-une représentation d’état:
X(t)=A(DX (1) (1.2)

Il s’agit d’une liste de variables, que I’on appelle vecteur d’état X, permettant de décrire a
tout instant un ensemble d’objets. Le nombre de ces variables correspond au nombre de
degrés de liberté de notre systeme ;

-une fonction de transition:
f=e (1.3)

cette fonction décrit I’évolution dans le domaine de temps, elle donne ainsi I’évolution du

vecteur d’état entre deux instants t; et t,. [6]
1.2 Systéemes non linéaires et points d’équilibres:
1.2.1 Description mathématique du systéme non linéaire:

Un systéme non linéaire peut toujours étre décrit par une équation différentielle de la forme
suivante:

ou X(t) € R™ est I’état du systéme, et f est la fonction non linéaire.

1.2.2 Points d’équilibres:

Il est possible pour une trajectoire d’un systeme de correspondre a un seul point singulier,

tel que ce point représente un point d’équilibre.
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Définition 1: X_ est un point d’équilibre du systeme (1.4) si:
f(X.,t)=0 Vvt (1.5)

pour la plus part des cas, on considere que I’origine de I’espace d’état est un point
d’équilibre X, = 0.

1.3 Systéemes autonomes et non autonomes:
1.3.1 Systemes non autonomes:

Les systemes non autonomes (1.4) sont des systéemes a dynamique qui dépendent du temps
et de I’état.

La principale difficulté dans I’étude de tels systémes est que les solutions dépendent de

I’instant initial t, .
1.3.2 Systemes autonomes:

Le systeme (1.4) est dit autonome ou systeme invariant si f ne dépend pas explicitement

dutempst, ol X € R"ett = 0:D — R™, le domaine D © R™ — R™d’ou X = f(X).

L’existence et I’unicité de la solution du systeme (1.4) sont assurées par I’introduction d’une
contrainte appelée la condition de Lypschitz. L’équation (1.4) vérifie donc I’inégalité

suivante:
If (X0 8) — (XDl < 11X, — X4, (1.6)
quel que soient (X,,t) et (X,,t)dans un voisinage de (X,,tg).

On rappelle que la norme euclidienne d’un vecteur X est donnée par:

xI=(3x)

(1.7)

La différence fondamentale entre les systémes autonomes et non autonomes est que la
trajectoire d’état des systéemes autonomes est indépendante du temps initial, par contre la
trajectoire d’état des systemes non autonomes généralement est dépendante du temps initial.
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Cette différence nous exige de considérer explicitement le temps initial en définition de
concepts de stabilité pour les systemes non autonomes, et faire I’analyse plus difficile que
celle des systémes autonomes. [45]

1.4 Stabilité au sens de Lyapunov :

La stabilité au sens de Lyapunov est une traduction mathématique d’une constatation
élémentaire : si I’énergie totale d’un systéme se dissipe continument (c'est-a-dire décroit avec
le temps) alors le systéme qu’il soit linéaire ou non linéaire, stationnaire ou non stationnaire,

tend & se ramener a un état d’équilibre (il est stable). [1]

La méthode directe de Lyapunov cherche donc a générer une fonction scalaire positive
V(X) de type énergétique qui admet une dérivée temporelle V(X)) négative a I’exception du
point d’équilibre ou V(X) admet un minimumV(X_). La fonction V(X) décroit donc
continument le long des solutions du systéme jusqu’ou elle atteint sa valeur minimale, on dit
alors que le systeme approche le point d’équilibre X_. Ainsi, I’idée développée par Lyapunov
[24], a eté d’introduire des fonctions réelles et d’étudier leurs variations le long de la
trajectoire du systéme considéré. [45]

1.4.1 La fonction de Lyapunov :

Le concept de la fonction de Lyapunov est a I’origine de la mécanique théorique. Nous
avons vu dans les systéemes conservatifs stables I’énergie est une fonction scalaire définie
positive qui peut décroitre avec le temps. Pour I’utilisation de cette analogie, nous pouvons
définir une énergie généralisée de la fonction de Lyapunov pour analyser la stabilité des

systemes non linéaires.
1.4.1.1 Définition de la fonction de Lyapunov :

L’énergie généralisée de la fonction de Lyapunov V(X)) d’un systeme autonome décrit par

I’équation d’état : X = f(X) est une fonction scalaire avec les propriétés suivantes :
1. fonction scalaire : V: R™ — R; (1.8)
2. définie positive : V[X(t)] = 0; (1.9

3. dissipativité :
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d _ av alx(s)]
Lvix@) == <o, (1.10)

1.4.2 Définition de la stabilité au sens de Lyapunov:

L’origine est stable au sens de Lyapunov, ou simplement stable si pour tout nombre réel
¢ = 0ett, =0 il existe un nombre réel & = 0 qui dépend de = et en général de t telle que
pour toute condition initiale [|X,Il < &, le mouvement de la trajectoire [IX(¢t)Il = & quel que

soit t = t,. [45]
Théoréme 1: [1]

L état d’équilibre X, = 0 est stable s’il existe une fonction continument dérivable V' (X) tel

que:
1-v(0)=0;
(1.11)
2-V(X)=0, VX = 0;. (1.12)
3-V(X) =0, VX #0;X €0
(1.13)

ou V¥ est la dérivée de V par rapport au temps et 02 est la région autour de zéro.

Si de plus (1.11) est remplacée par V(X) < 0 alors I’état d’équilibre est asymptotiquement

stable. La fonction 17(X) est appelée fonction de Lyapunov.

Ce théoréme est une condition suffisante de la stabilité mais ne permet pas de guider
I’utilisateur dans le choix de la fonction de Lyapunov et ne permet pas de conclure si on ne
trouve pas une telle fonction. Cette fonction candidate est une fonction définie positive dont
on teste la décroissance autour du point d’équilibre. L’étude des méthodes qui permettent de
construire une fonction de Lyapunov candidate pour un systeme donné a motivé une
littérature trés abondante ces dernieres décennies [56]. Les formes quadratiques sont les plus

utilisées notamment les fonctions définies positives qui sont des intégrales premiéres.
Théoréme 2: [1]

L’état d’équilibre X, est globalement asymptotiquement stable s’il existe une fonction
dérivable V' (X) telle que :
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1- V() =0. (1.14)

2- V(X) =0, VX=0;
(1.15)

3- V(X)) <0, ¥X=#0.
(1.16)

4-V = —oquand [|X]| = oo,
(1.17)

Exemple : considérons le systéme décrit par une équation différentielle ordinaire non-

linéaire :
#(t) —yx?(t)x + x(t) = 0. (1.18)
Sous forme d’état, avec les définitions x, = x,x, = &, nous obtenons:
K4 = X, (1.19a)
Xy = —xq +¥xix,. (1.19b)

Il est possible de Vérifier que cet oscillateur avec une fonction d’amortissement non-linéaire

a un état d’équilibre a I’origine (x4,x,) = (0,0).
Pour I’analyse de la stabilité nous choisirons la fonction de Lyapunov candidate suivante :
V (xy,x,) == (cf 4 x2), (1.20)

Ce choix est fondé sur une considération physique : c’est une intégrale premiére (énergie
mécanique totale) du systéme idéalement conservatif obtenu poury = 0, le calcul de V

donne :
Vi, x,) = 2% + 2,5, = yxjxd, (1.21)

Donc V est une fonction définie positive qui est strictement décroissante le long de toutes les

trajectoires du systeme si ¥ = 0.

D’apreés les théoremes précedents:
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e poury = 0,V = 0, ceci implique que I’origine est stable;
e poury < 0,1V < 0, ceci implique que I’origine est asymptotiquement stable;

e poury > 0,1V = 0, ceci implique que I’origine est instable.

Dans cet exemple, I’analyse est compléte car elle a permis de caractériser la stabilité
globale du systéeme. Ce n’est pas toujours le cas et cela dépend de la fonction de Lyapunov
candidate. [1]

1.5 Critére de Lyapunov pour les systéemes LTI :
Théoréme 3:
La matrice d’état A de systéeme LTI (invariant dans le temps) est une matrice stable c.-a-d.

(Refd.(A)} < 0) si et seulement si pour n’importe quelle matrice symétrique définie positive

donnée @, il existe une matrice symétrique définie positive P tel que :
ATP +PA=-Q (1.22)
ou P peuvent étre définie semi positive.
Preuve :
On définit la fonction d’énergie généralisée de systeme avec réalisation (A, B, C) :
V[x(t)] =XTPX =0; avec P définie positive. (1.23)
La deuxiéme propriété de Lyapunov:

ZVX(D)] == (XTPX) =XT PX+ X"PX (1.24)

si on substitut I’équation de systéme X = AX pour (A, 0, 0) dans I’équation au-dessus avec :
X =(ax)T =x747, (1.25)

Nnous aurons :
XTATPY L XTPAX = XT(ATP L PAYY = XT(-0Q)X (1.26)

(AT P + PA) est définie négative ssi @ est définie positive




Chapitre i La stabiLité de Lyapunov

on peut choisir @ = c’c. (1.27)
si A est une matrice stable alors :
P=["edt gt (1.28)

Les quelques notions sur la stabilité au sens de Lyapunov que nous venons de rappeler sont
suffisante pour aborder la suite de ce mémoire. Pour compléter ces définitions on peut, par
exemple, consulter [17][26][16]. [46]

1.6 Développement de la méthode directe de Lyapunov:

Basant sur les fonctions d’énergie, la méthode directe de Lyapunov a sa signification
générale dans les deux développement théorique et applications. Cette méthode peut étre
utilisée pour étudier non seulement la stabilité au sens de Lyapunov, mais aussi les
comportements asymptotique des systemes dynamiques sans la résolution de ses équations.
Pour cela, il existe des extensions typiques de la méthode directe de Lyapunov telles que : le
principe invariant de La Salle, le principe de comparaison, la stabilité pratique, la stabilité
conditionnelle et la stabilité de Lagrange, etc. cette derniere méthode qui nous intéresse dans
notre travail. [55]

1.6.1 La stabilité au sens de Lagrange:

Dans cette partie, nous étudions la stabilité au sens de Lagrange, nous pouvons encore
utiliser la méthode directe de Lyapunov pour analyser cette stabilité.

Considérons le systéme non-autonome de n dimension:
dx
- f[f, I], (129)

ou f(t.x) € C[I x R™ R™], assure que la solution de (1.29) est unique.

1.6.1.1 Définition:

Si chaque solution x(t, t,, x,) de (1.29) est bornée, il existe une constante 5(t, x,) = 0,

tel que:




Chapitre i La stabiLité de Lyapunov

Iz (t, tg, )l < B(tg. xg), ¥x, E R™, (1.30)
alors la solution =(t, t,, x,) est dite stable au sens de Lagrange, ou bornée.

Théoréme 4:

La solution x(t, t;,x,) de (1.29) est stable au sens de Lagrange si et seulement s’il existe
V(t,x) € C[Ix R™ R tel que:

1. v(t,x) = e(ll=ll) pour o(lixll) € R. (1.31)
2. Pour chaque solution x(t, ty, x,), V(t, x(t ty x,) ) est une fonction croissante au

temps.
1.6.2 Le concept de stabilité au sens de Lagrange: [38]
Théorie:

Soit V{x,y) une fonction continiment différentiable en x et y. Pour un nombre réel x

I’ensemble des points:
VB = {(x,v):V(x,yv) =«} (1.32)

définit un graphe dans le plan x-y. Si on définit I’inclusion bornée IB pour tout les points de
I’ensemble VB dont la dérivée de V le long des temps i” < 0, alors pour VB=IB tous les
ensembles dans VB satisfait I < 0, d’ot V(x,¥) = « est la région de stabilité. Pour chaque
fonction V sélectionnée on obtient une inclusion bornée et par assemblage des différentes
inclusions bornées on peut obtenir une région limitée. Cette approche est illustrée par un
systeme de second ordre donné par:

e _ (1.33a)

dt -

2~ F0) - g0, (1.34b)

ou X et y sont des scalaires. Le tracé de y versus x puisque I’évolution du systeme est
généralement tracé dans le plan de phase, et on intéresse par le comportement du systéme

dans la période de temps 0 & T, ce probleme est un cas spécial de la stabilité de Lagrange [30].
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La fonction g(t) est bornée comme suit:
alx) < g(t) <pB(x) (1.35)
avec a(x) et B(x) sont des fonctions continues en morceaux.
ou T est choisi comme suit:
V(ey) =297+ [FIF(e) + a(e)]de. (1.36)

alors, la dérivée de cette fonction est:

av, _ v de | 3V, dy

dt fx dt @y de (1.37)
= [f() + a(0)]y+ y 2 (1.38)
= ylalx) — g(t)]. (1.39)
ainsi dVy /dt < 0 si y = 0. (1.40)
De méme maniere V; est donnée par:
Vo (x,3) =232+ [[Isin() + B(e)]de. (1.41)
De maniére similaire:
dV,/dt = 0 pour y < Q. (1.42)

1.7 Comment construire la fonction de Lyapunov:

Aprés la théorie fondamentale de stabilit¢ de Lyapunov fut établie, des études
supplémentaires furent portés avec plusieurs recherches. Plusieurs théorémes de stabilité de
Lyapunov sont inversibles (instabilité au sens de Lyapunov est le théoréme inverse de la
stabilité au sens de Lyapunov). Alors théoriqguement, la stabilité implique I’existence de la
fonction de Lyapunov.

Le succes concernant les fonctions de Lyapunov peut dépendre de milieu concret. Par

exemple, pour quelques modeéles physiques, la fonction V a un sens physique clair. Les
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énergies cinétique et potentielle peuvent étre combinées pour construire une fonction V pour

un systeme mécanique conservatif.
Il existe deux méthodes fondamentales pour la construction de la fonction de Lyapunov:

+ La premiére méthode essentielle est cherche a construire une fonction définie positive

et de calculer sa derivée dV /dt le long de la solution du systéme. Si les conditions
du systéeme assurent que la dérivée dV /dt est définie négative ou semi-définie

négative, on peut obtenir la stabilité ou la stabilité asymptotique du systéme. Sinon,
aucun résultat de stabilité ne peut étre obtenu.

+ La deuxiéme méthode consiste a supposer que dV /dt est définie négative ou semi-

définie négative, et alors obtenir V avec intégration, au méme temps Vérifier la
définition positive de V. Si V est définie positive, on peut déterminer la stabilité
asymptotique ou la stabilité du systeme. Avec cette méthode, on peut généraliser la
méthode de gradient, la méthode de gradient variable, la méthode intégrale et la
méthode de mesure d’énergie pour développer autres méthodes. [55]

Les meilleures candidates de la fonction de Lyapunov peuvent étre: de forme quadratique,
somme des termes quadratiques, ou combinaison des valeurs absolues, ou forme quadratique

plus intégral non-linéaire.
1.8 Conclusion:

> La méthode de Lyapunov donne des conditions de stabilité suffisantes mais non

nécessaires, et qu’un systéme peut admettre une infinité de fonctions de Lyapunov. Par

conséquent, le fait qu’une fonction ¥ ne puisse pas trouver la stabilité d’un systeme, ne

permet pas de conclure quoi que ce soit sur ce systéeme: peut étre une autre fonction
permettrait-elle d’affirmer la stabilité ou I’instabilité.

> Quand nous étudions la stabilité d’un point d’équilibre, la premiére étape consiste a choisir

une fonction de Lyapunov V(X) définie positive. Ce choix est pratiquement facile, mais ce

qui est difficile c’est de sélectionner une fonction adéquate dont sa dérivée le long de la

trajectoire autour du point d’équilibre est soit défini semi-négative. La raison est que V(X)) est

indépendante de la dynamique du systéme considéré, par contre sa dérivée I’est.
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1.1 Introduction au chaos :

L’observation des systéemes physiques tres simples (un pendule composé) ou trés complexes
(atmospheére de la terre) a révélé des parentés de comportement qui ont conduit a définir la
notion de phénoméne chaotique (voir [8] [39] [5] [44] pour une introduction au chaos). Un
systeme est dit chaotique lorsque son évolution au cours du temps présente une extraordinaire
sensibilité aux conditions initiales: une infime variation de celles-ci conduit le systéme, au
bout d’un temps plus au moins long (dit temps caractéristiques), a aboutir a des états
extrémement différents.

Cette variation des conditions initiales pouvant étre infiniment petite, elle est extrémement
difficile et méme rigoureusement impossible a mesurer ou a contrbler, ce qui entraine que
I’état du systeme au bout du temps caractéristiques est impossible a prédire, quelle que soit la
qualité du modéle physique qui le décrit.

L’ingrédient nécessaire est que le systeme possede plusieurs degrés de liberté couplés les
uns aux autres. La météorologie de I’atmosphere terrestre, avec le temps caractéristiques égal
a 10 jours, offre un exemple de comportement chaotique: malgré le nombre de paramétres qui
interviennent, une description célébre (effectuée par Edward Lorenz [33]) est parvenir a
reproduire son comportement en se limitant a douze d’entre eux.

Une autre propriété des systémes chaotiques est qu’ils possedent des attracteurs étranges.
Ainsi, lorsque le systéme est abandonné a son évolution en partant des conditions initiales
absolument quelconques, cette évolution va I’amener au voisinage de I’attracteur, voisinage
dans lequel il va demeurer tout en poursuivant une évolution chaotiques, c’est-a-dire dont les
états précis occupés au cours du temps sont imprédictibles. On voit que I’évolution chaotique
se situe en quelque sorte entre une évolution entierement déterministe (tout est prévisible une
fois connues les conditions initiales) et celle ou tout serait purement aléatoire (chaque état
possible n’étant défini que par une probabilité).

La théorie mathématique du chaos développe des outils rigoureux qui sont adéquats pour
décrire les phénoménes chaotiques qu’observe la physique [23]: une fois encore, la
correspondance entre les phénoménes naturels et I’abstraction mathématique se trouve mise

en évidence. [31]
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11.1.1 Définition du chaos:

Le chaos est un mouvement, des dynamiques temporelles de systémes simples qui peuvent

étre décrit en termes de plusieurs variables:
2(t) = ft,x,xp, .. ). (2.1)
Ce mouvement est:
e Irrégulier dans le temps (il n’est pas égal a la superposition des mouvements
périodiques, il est réellement apériodique) ;
e Imprédictible dans un long terme et sensible aux conditions initiales ;
e Complexe, mais ordonné, dans I’espace de phase: il est associé a une structure fractale.

Ces propriétés sont alors fortement et exceptionnellement limitées aux dynamiques
chaotiques qu’elles peuvent étre utilisées pour définir le « chaos ».

Les caractéristiques citées ci-dessus sont simultanément présentes: lorsqu’un systéme
simple est apériodique durant un long temps, son évolution doit étre imprédictible. Ces trois
caractéristiques sont nouvelles et surprenantes. [47]

Les systemes chaotiques sont des systemes oscillatoires apériodiques. La figure suivante
illustre un mouvement irrégulier d’un systéme oscillatoire non-linéaire forcé en présence de
frottement (exemple de [47]):

Rl |

L L L o
W W N

Fig. 11.1 Représentation d’un mouvement chaotique d’un systéme oscillatoire. [47]

Le tableau suivant donne une comparaison entre les mouvements réguliers et chaotiques:
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Mouvement régulier Mouvement chaotique
-périodique, -irrégulier.
_prédictible, -imprédictible. Tableau
-de géométrie compliquée. 1
-de simple géométrie, :
Compar
aison

entre mouvement régulier et mouvement chaotique. [47]
11.2 Les systémes oscillatoires:
11.2.1 Définition:

Les systemes oscillatoires sont des systemes mécaniques qui, lorsqu’ils sont perturbés, vont
revenir a leur position d’équilibre en oscillant de part et d’autre de celle-ci. Au cours du

mouvement d’un systéeme dynamique oscillant décrit par I’équation différentielle suivante:

= flx), (2.2)

celui-ci oscille autour de sa position d’équilibre stable. Ainsi, on peut caractériser cette
oscillation par une grandeur qui dépend du temps et décrit de combien le systeme s’écarte de
sa position d’équilibre stable:

x(t) = x,,,. COS (i—: t+ cpuj (2.3)
ou x(t) est la solution périodique de I’équation différentielle (2.2), avec:

ox est la plus grande valeur que peut prendre x: c’est I’lamplitude de mouvement ;

™max

ew, est la fréquence de mouvement, avec une periode d’oscillation donnée par

o

e i, est appelée la phase a I’ origine des temps et s’exprime en radian.

Cette solution générale vérifie I’équation différentielle du mouvement quelles que soient les
valeurs de x,,... et de @;, mais a chaque mouvement correspond une solution particuliére et

une seule qui dépend des conditions initiales.
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Fig. 11.2 Représentation d’un mouvement oscillatoire.
11.2.2 Importance des mouvements oscillants:

Un des mouvements les plus importants observés dans la nature est le mouvement
oscillatoire, en particulier le mouvement au voisinage d’une position d’équilibre stable:
oscillations d’un pendule, d’une masse attachée a un ressort, des électrons dans une antenne
ou un circuit électronique, des atomes d’une molécule, des concentrations molaires dans les

réacteurs chimiques,...

Dans le cas des oscillations de systemes mécaniques conservatifs isolés, on parle
d’oscillations libres, en présence de frottement, I’amplitude des oscillations décroit et I’on a
des oscillations amorties. Si les oscillations sont entretenues par une action de I’extérieur, on
parle d’oscillations forcées. Dans ce dernier cas, il existe de nouveaux phénomenes, tels que
la résonance, qui est trés important aussi bien du point de vue technologique que du point de

vue expérimental (mesure par résonance) ou théorique. [14]
11.3 Analyse dans le plan de phase:

L’ analyse dans le plan de phase est une méthode graphique pour I’étude des systemes du
second ordre, qui a été introduite par des mathématiciens tel qu’Henri Poincaré [40]. L’idée
principale de la méthode est de générer, dans I’espace d’état d’un systeme dynamique du
second ordre, les trajectoires du mouvement correspondent aux différentes conditions

initiales, afin d’examiner les caractéristiques qualitatives des trajectoires.

.
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L’analyse d’espace de phase présente des propriétés utiles. Premiérement, c’est une
meéthode graphique, elle permet de visualiser comment un systeme non-linéaire débute pour
différentes conditions initiales, sans résoudre les équations non-linéaires analytiquement.
Deuxiement, elle n’est pas restreinte pour les faibles non-linéarités, mais appliquée également
pour les fortes non-linéarités. Finalement, quelques systémes de contrble pratique peuvent
effectivement étre approximés adéquatement comme des systemes du second ordre, et la
méthode de plan de phase peut étre utilisée facilement pour leur analyse. Réciproquement, le
désavantage fondamental de la méthode est qu’elle est limitée pour les systemes de second
ordre (ou premier ordre), parce que I’étude graphique des systémes d’ordre supérieurs est

computationnellement et géométriquement complexe.

Le tableau suivant donne une comparaison entre les représentations des dynamiques

classiques et dans le plan de phase:

Représentation traditionnelle Représentation dans le plan de phase
-coordonnées instantanées, -points dans le plan de phase.
-dépendance de temps (x(t), v(t)), -trajectoire (v(x)).

-structure en temps, -structure en espace de phase.
-individuelle, -globale.

Tableau 2: Comparaison des représentations classiques et dans le plan de phase des
systemes dynamiques. [47]
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11.3.1 Le concept de I’analyse dans le plan de phase:

La sensibilité aux conditions initiales est le probléme majeur du chaos, elle empéche toute
prédiction sur I’évolution du systéeme au dela d’un certain temps. Une erreur €, = 0 sur la
condition initiale va évoluer exponentiellement et I’erreur, a I’ instant ¢, aura I’expression
suivante: le(t)| = e,e*. On peut calculer la valeur de A, appelé exposant de Lyapunov, grace

aux méthodes développées par Alexander Lyapunov. [28]

Une facon de contourner ce probléme est d’éliminer le temps entre les équations. C’est le
role de I’espace des phases (ou espace des états). Il s’agit d’un espace de dimensions 2 ou 3

dans lequel chaque coordonnée est une variable d’états du systéme considéré. [19]
11.3.2 Les portraits de phase:

La méthode de plan de phase est concernée avec I’étude graphique des systemes

autonomes du second ordre décrit par:
Xy = fylxy,%5) (2.49)
iy = fr (x1,%5) (2.4b)

Avec x4 et x5 sont les états du systéme, et f; et f; sont des fonctions non-linéaires des états.
Géométriqguement, I’espace d’état de ce systéeme est un plan ayant =, et x, comme

coordonnées. Nous appellerons ce plan le plan de phase.

Donnant un ensemble des conditions initiales x(0) = x,, I’équation (2.4) définie une
solution x(t). Pour t € [0,=[, la solution x(t) peut étre représentée géométriguement comme
une courbe dans I’espace de phase. Telle courbe est appelée une trajectoire du plan de phase.
Un ensemble des trajectoires correspond a diverse conditions initiales est appelé un portrait

de phase du systeme. [19]

11.3.3 Le comportement des portraits de phase:

Considérons le systeme non-linéaire du second ordre défini dans (2.4):
%y = filxy.x5)

iy = f (-xl’x:j
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et possede un point d’équilibre a I’ origine. L’analyse dans le plan de phase des systémes
non-linéaires est reliée avec celle des systéemes linéaires, parce que le comportement d’un
systeme non-linéaire peut étre approximé avec le comportement d’un systeme linéaire. Ce

comportement est représenté comme sulit:

e Un nceud: lorsque les trajectoires x(t) et x(t) convergent exponentiellement vers

(0,0) sans oscillation, ce point d’équilibre correspond a un nceud stable, et dans le cas
ou elles divergent au point d’équilibre, ce point d’équilibre correspond donc a un
nceud instable. Voir figure 11.3.1.

Fig. 11.3.1 (a) nceud stable, (b) nceud instable. [19]

e Un point col: presque toutes les trajectoires du systeme divergent a I’ infini. Voir
figure 11.3.2.

Fig. 11.3.2 Point col. [19]

e Un centre: lorsque les trajectoires x(t) et =(t) convergent vers (0,0), et encerclent

I’origine plusieurs fois avant de converge vers lui c.-a-d. elles oscillent puis
convergent vers (0.0), I’origine ici est un centre stable. Dans le cas contraire ou les
trajectoires divergent a I’infini, le point d’équilibre est un centre instable. Voir figure
11.3.3.
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Fig. 11.3.3 (a) centre stable, (b) centre instable. [19]

e Un point centre: dans ce cas les trajectoires sont des ellipses et le point d’équilibre est

le centre de ces ellipses comme le montre la figure 11.3.4.
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Fig. 11.3.4 Point centre. [19]

Cependant, les systéemes non-linéaires peuvent présenter des paternes beaucoup plus
compliqués dans le plan de phase, comme points d’équilibre multiple et cycles limites.

11.3.4 Les cycles limites:

Les systemes non-linéaires peuvent exposer les oscillations d’amplitude fixe et période fixe
sans excitation extérieur. Ces oscillations sont appelées cycles limites. Cet important
phénoméne peut simplement illustrer avec des oscillateurs dynamiques connus, premier étudié

en 1920 par I’ingénieur électrique Balthasar Van der Pol [50].

Les cycles limites représentent un phénoméne important en systémes non-linéaires. lls
peuvent étre trouvés dans plusieurs domaines d’ingénieurs. L’aile flottant d’avion, un cycle
limite causé avec I’interaction des forces aérodynamiques et les vibrations structurelles, est
fréquemment rencontré et quelques fois dangereux. Les cycles limites sont observés aussi
dans les circuits électriques: dans les laboratoires des oscillateurs électroniques. Comme on
peut voir d’apres ces exemples, les cycles limites peuvent étre indésirables dans certains cas,
mais désirables dans d’autres. Un ingénieur doit comprendre comment les éliminer s’ils sont

indésirables, et inversement comment les générer ou amplifier s’ils sont désirables. [19]

.
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11.3.4.1 Définition des cycles limites:

Un systéme = fI(x) posséde un cycle limite C, s’il existe un intervalle de temps [ty t; + T'|
et un point de départ x, € C, tel que, en désignant par () la solution du systeme avec pour

condition initiale x(t,) = x, = @(t,) on est:

- @(t) EC, VL E [ty t; +T[

- @(T) = x,
Un cycle limite est une trajectoire fermée solution du systeme. [37]
11.3.4.2 Classification des cycles limites:

D’aprés les comportements de mouvement des trajectoires au voisinage du cycle limite,

nous pouvons distinguer trois types de cycles limites:

1. Cycles limites stable: toutes les trajectoires au voisinage du cycle limite convergent
quand t — <.

2. Cycles limites instable: toutes les trajectoires au voisinage de cycle limite divergent
quand t — .

3. Cycles limites semi-stable: quelques trajectoires au voisinage du cycle limite

convergent tandis que d’autres divergent de quand t — oc.
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Fig. 11.4 Cycles limites stables (a, b), instables (c, d). [25]
11.4 Analyse des systemes non-linéaires dans le plan de phase: Exemples:

11.4.1 L’oscillateur de VVan Der Pol:

L'oscillateur de Van der Pol est un systeme dynamique différentiable a temps continu et a
un degré de liberté, du nom de Balthasar van der Pol. Il est décrit par une coordonnée x(t)

vérifiant une équation différentielle faisant intervenir deux parametres :
e une pulsation propre o ;

e un coefficient de non-linéarité «.

Lorsque € = 0, cet oscillateur se réduit & un oscillateur harmonique pur.

L'équation différentielle de l'oscillateur libre s'écrit :

Xy = X (2.58)

%, =—x, + (1 — x)x,. (2.5b)
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si = = 0, ce systeme dissipatif possede une dynamique réguliére caractérisée par un attracteur

en forme de cycle limite, représenté sur la figure ci-dessous (ol on a posé wg = 1), ce systeme

possede un seul point d’équilibre a I’origine.

La représentation des trajectoires de mouvement de cet oscillateur dans le plan de phase

donne le comportement illustre dans la figure 11.5.|

Avec les conditions initiales:

x(0) = [-1.75 0.6],[0.11 0.1].

Les systemes chaotiques
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Fig. 11.5 Région de stabilité asymptotique de I’oscillateur de Van der Pol.

-1 0

Le comportement des trajectoires:

Les trajectoires de cet oscillateur tendent vers un chemin fermé. Dans ce cas un cycle limite

d’une région de stabilité asymptotique est reconnu. [11]

11.4.2 Exemple de Hahn : [18]

X

Ce systeme est représenté par les équations différentielles suivantes :
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iy, =—x, +2xix, (2.6a)
T, = —a,. (2.6b)

L origine est le seul point d équilibre. La figure suivante représente la région de stabilité

asymptotique a partir des trajectoires du systeme. [11]
Avec les conditions initiales:
«(0) =[40.2],[05 2],[-05— 2],[-0.4—0.2],[4 — 0.9],[-4 0.9].[4 —0.3].[-4 0.3].

[1.25 0.78],[-1.25 — 0.78],[24 0.4],[-2.4 — 04].
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Fig. 11.6 Région de stabilité asymptotique de I’exemple de Hahn.

Le comportement des trajectoires:

-Un ensemble de trajectoires tend vers I'infini dans certaines directions, donc la région de

stabilité tend vers I'infini dans les mémes directions.
-Un autre ensemble de trajectoires réuni le long d une surface fixe tendant vers I"infini.

-Une trajectoire tend vers un autre point critique. Dans ce cas la région hachurée est la région

de stabilité asymptotique de cet exemple.
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11.4.3 Exemple d’un générateur synchrone :
Les équations différentielles d’un générateur sont données par:
%, = %, (2.73)
%, = —Dx, —sinx; + sind, (2.7b)
avec : x4 est I'angle de déviation, et x, la vitesse de déviation correspondante.
Prenant : D=0.5 et5, =0.412.

Le point d’équilibre de ce systeme est: (x;,x,) = (0.412,0), et les points critiques sont:
(x,,%0,) = (0412 4+ 27,0) et (x,,x,) = (—0.412 + 2m,0), ces deux derniers points sont

instable comme montre les trajectoires de la figure 11.7.
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Fig. 11.7 Région de stabilité d’un générateur synchrone.
Le comportement des trajectoires:
-Un ensemble des trajectoires tend vers I'infini dans certaines directions, donc la région de
stabilité asymptotique tend vers I'infini dans les mémes directions.
-Un autre ensemble des trajectoires réuni le long d"une surface fixe tendant vers I'infini.
-Une trajectoire tend vers un autre point critique. Dans ce cas, la région hachurée est la région
de stabilité asymptotique de ce générateur, grace aux trajectoires stables au voisinage du point
d’équilibre.
11.4.4 Exemple prédateur-proie: [10]
Ce systeme est représenté par les équations différentielles suivantes:

%y, = —3x, +4x — 0.5%,x, — x3 (2.8a)
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i, = —2.1x, +xy%, (2.8b)

avec x4 et x,sont respectivement la proie et le prédateur de populations.
Les points d’équilibre sont:

%, =0,x,=0 (asymptotiquement stable) (2.9

%, =2.1,%, =1.98 (asymptotiquement stable)
Et I’estimation de la région de stabilité est donnée par la figure (I1.8). Prenant en
considération que le domaine d’intérét physique est (x, = —2.1,x, = —1.98) qui correspond
aux nombres positives de proie et prédateurs. [11]
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Fig. 11.8 Région de stabilité de systeme prédateur-proie. [43]
Le comportement des trajectoires:
-Un ensemble de trajectoires tend vers I'infini dans certaines directions, donc la région de
stabilité tend vers I'infini dans ces directions.
-Un autre ensemble des trajectoires réuni le long d"une surface fixe tendant vers I'infini.
-Une trajectoire tend vers un autre point critique. La région hachurée représente la région de
stabilité asymptotique.
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11.5 Conclusion:

Les systemes chaotiques présentent une large classe des systemes non-linaires physiques
et biologiques. Leurs sensibilité aux conditions initiales est le probleme majeur du chaos, elle
empéche toute prédiction sur I’évolution du systéme au-dela d’un certain temps. Une fagon de
contourner ce probléme est d’éliminer le temps entre les équations. C’est le r6le de I’espace
de phase, il s’agit d’un espace de dimension deux dans lequel chaque coordonnée est une
variable d’état du systéeme considéré. Dans le portrait de phase du pendule qui est notre cas, la
vitesse angulaire est uniquement fonction de la position. A partir des différents portraits de
phase du pendule on peut dégager certaines propriétés telles qu’une sinusoide est représenté
par un cercle. La méthode que nous avons utilisée pour déterminer la région de stabilité est
une méthode graphique. Les trajectoires fermées dans I’espace des phases du pendule forcé

décrivent les mouvements d’oscillations. Elles présentent des mouvements périodiques.




Chapitre IlI

Etude de stabilité du pendule
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I11.1 Introduction:

Des définitions précédentes des systémes chaotiques, nous abordons le systéme physique
qui est le but de ce travail: « le pendule». Le choix du pendule comme un modéle du systéme
a un grand historique dans la physique.

Comme un mécanisme pédagogique, le pendule a été un exemple mécanique standard aux
introductions de physique et les cours classiques de mécanique. Quatre cents années apres le
travail initial de Galileo, le pendule reste encore un objet de recherche comme un systeme
chaotique [52] [49] [48] [27] [24] [4].

111.2 La modélisation du pendule:
111.2.1 Introduction:

Le probléme de stabilité exige la recherche du modéle mathématique du systeme a étudier,

donc une phase de modélisation est nécessaire pour permettre I’étude en simulation.

La modélisation consiste a représenter les aspects importants du systéeme en décrivant les
relations entre ses différentes grandeurs par des équations mathématiques. L’ensemble de ces
relations constitue le modéle de ce systéme.

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord représenter le pendule forcé et amorti [57] et les
avantages de son choix. Ensuite, nous allons développer son modele dynamique qui sera
présenter sous forme d’équations différentielles en se basant sur le formalisme d’Euler-
Lagrange qui constitue une approche systématique simple a mettre en ceuvre. Puis, nous
présenterons ce systeme dans I’espace d’état pour différents cas ; premierement négligeant les
frottements et les forces appliquées au pendule (le pendule simple), deuxiéement, on prend en
considération les frottements (le pendule amorti), troisiement on prend en considération la
force appliquée (le pendule forcé), et quatriement, les deux actions (le pendule forcé et

amorti) sont considérés.
111.2.2 Description du pendule:

Définition: En physique, le pendule simple est une masse ponctuelle fixée a I’extrémité
d’un fil sans masse et de longueur I, inextensible et sans raideur et oscillant sous I’effet de la
pesanteur. 1l s’agit du modele du pendule pesant le plus simple. Il est parfois appelé pendule

X
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de gravité idéal et, par opposition tout pendule de gravité réel est appelé pendule pesant

COMPpOsE.

Il est possible d’approcher expérimentalement cet objet théorique suspendant une masse de
faible dimension au bout d’un fil. A cause de sa nature relativement simple, il se préte a des
études théoriques poussées sur le plan mathématique. Ces études ont trouvé plusieurs
applications en physique théorique, notamment dans les systemes harmoniques simples.

Sous l'effet de son poids, lorsque le pendule est écarté de sa position d'équilibre (la
verticale), le point matériel de masse m se déplace sur un arc de cercle : l'effet du poids
tendant constamment a ramener le pendule vers sa position d'équilibre stable, celui-ci se met a
osciller. [58]

Lorsque les frottements ne sont pas négligeables, I’lamortissement devient important, et son
effet est supposé proportionnelle a la vitesse de la masse [29]; avec un coefficient de
frottement 4, et lorsqu’on applique une force extérieure sinusoidale verticale au niveau de la
masse du pendule [13], d’apres José et Saletan (2002) la position verticale de la masse est

donnée par:
gl(t) = Acosit; (3.1

ou A est I’'amplitude de la force, et 0 est la fréquence de cette force, qui est définie dans

I’intervalle Nte[0,90]. Le déplacement angulaire de I’angle € de notre pendule varié

entre - et .
De ces deux conditions on deduit que:

e sinf < 0 dans I'intervalle fe[—m, 7], (3.2)

e cosflt > Odans I'intervalle Nte[0,90]. (3.3)
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111.2.3 La modélisation: Application du formalisme de Lagrange: [21]

La figure suivante illustre le schéma du pendule & modéliser.

B

] /

g(t)=Acos(Qt)

A mg

Fig. 111.1 Schéma de pendule & modéliser.

On calcule d’abord, le Lagrangien et les équations du mouvement a partir de la définition de
I’équation de Lagrange [54] du pendule illustré a la fig. I11.1, choisissant comme coordonnée
généralisée I’angle € entre la ligne verticale OA et le fil OB qui porte la masse m du pendule

et la dérivée 8. On prend comme référence la ligne verticale OA. [53]

D’apreés la figure (111.1) et utilisant I’équation (3.1) on a:
x = lsin@,; (3.4)
v = lcosf — Acosit, (3.5

Le Lagrangien L de ce systéeme est la différence entre I’énergie cinétique T et I’énergie
potentielle U:

L=T-1U. (3.6)
Si [ est la longueur de pendule alors I’énergie cinétique est donnée par:

T = %m[i’:—Fj:’:j. (3.7)
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avec:

% = 16 cos@;

v = —18sin§ + AN sin Ot.
alors T est donnée par:

1 . 2 - , 2

T = ;m([lﬁ' cos E) — [lﬁ' sin @ — Al sin ﬂt} )

= 2m[I?67 cos?@ + 1267 sin® B + 4707 sin® 0t — 216 AN sin 6 sin 0t]

=2Zm(1262 + 420%sin? Nt — 216 AQ sin 6 sin Q).

L’énergie potentielle du pendule est donnée par:
U=—mgy=—-—mg(lcos® — Acosit).

donc, le Lagrangien du systéme est écrit:

L=T-U

= %m[izéz +A%0%sin® 0t — 216 A0 sin @ sinﬂt} +mg(lcosf — Acoslt).

La fonction de dissipation associée a I’amortissement s’écrit:

1
D::
£

At =22(18)"

Rappelons que les équations de Lagrange du mouvement sont données par [12]:

d ¢ dL aL an
—=-—=4+—==0
dr “.dg aeg ag

Ainsi

Z—; = ml8 AN cos 8 sin Ot — mglsinf ;

aD

=412

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

=
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aL

T ml?8 — mlAQ sin 8 sin Qt; (3.17)
et i [:Z—'; = ml*§ —mlANE cos @ sin Ot —mlAQ® sin @ cos (t. (3.18)

finalement, I’équation de mouvement du pendule est donnée par I’équation suivante:

{m1*6 + mlA0H cos @ sin 0t — mlAQ? sin B cos Nt — mlBAN cosfsinQt + mglsinf +
Al*6=o0}

; (3.19)
par simplification de cette équation nous trouvons:
ml?8 — mlA0? sinf cos Ot + mglsin @ + A28 = 0; (3.20)
ou:
Eii-l-if:'-l-%sinﬁ' =A—Zfsin5ccrsﬂt. (3.21)
111.2.4 La représentation d’état:
L’équation du mouvement de pendule est:
E—j-l-%g-l-%sinﬂ =ATsfsin5'cosﬂt. (3.22)
En posant le vecteur d’état comme suit:
X = El] - [g] (3.23)
et donc{x1 =° (3.24)
X, =
alors( %, =6, (3.25a)
iq =—%sinxi—ixg+$sinxicnsﬂt. (3.25b)
Pour simplifier I’équation, on pose:
ow = _'J"% ;avec w est la fréquence d’oscillation de systeme. (3.26a)

.
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oy = % : avec ¥ est le coefficient d’amortissement. (3.26b)

oF = “”}1; avec F est I’'amplitude de la force. (3.26¢)

Alors I’équation de mouvement devient:
Xy = x5 (3.273)
i, = —w? sin x, — yx, + Fsinx, cos Qt, (3.27b)

L’objectif de la modélisation est de fournir une estimation du modele mathématique du
systtme considéré afin de le simuler. La modéelisation mathématique de nombreux
phénomenes physiques, mécaniques et biologiques conduit a analyser des systemes
dynamiques chaotiques. Ces systemes sont indifféeremment du second ordre, le caractére
chaotique des systemes dynamiques mis en évidence par des représentations numériques
comme les portraits de phases. De plus, une étude graphique basée sur les techniques de
Lyapunov permet de déterminer la stabilité des systémes chaotiques. [7]

|
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111.3 Etude de stabilité des différents cas du pendule:
111.3.1 L’approche graphique:

Nous présenterons une approche graphique pour déterminer la région de stabilité d’un
systeme et aussi d’approximer ses trajectoires. L’approche est une généralisation de la
méthode directe de Lyapunov. La différence est que nous considérons plus d’une fonction
d’énergie. Le premier avantage de cette méthode est la simulation directe du systéme est que
les trajectoires du systeme ne sont pas calculables. Dans la méthode directe de Lyapunov nous
obtenons des informations a partir de la région de stabilité observée en utilisant seulement une
fonction. Dans notre approche, chagu’une des fonctions assure seulement une information
partielle, et en compléte I’analyse en considérant plusieurs fonctions.

On applique le concept de la stabilité de Lagrange sur le pendule pour trouver la région de
stabilité graphiquement dans le plan de phase.
111.3.2 Application au pendule simple:

Dans le cas de I’absence d’amortissement et de forcage extérieur, le pendule est seulement
soumis a la gravité, c.-a-d.: lorsque ¥ = O et g(t) = 0, I’équation (3.27) devient:

Xy = Xg, (3.28a)

i, = —wsinx,, (3.28b)
qui décrit les vibrations d’un pendule simple.
111.3.2.1 Le mouvement du pendule simple:

Dans la figure suivante (fig.111.2), on présente un nombre de mouvements caractéristiques
du pendule simple. Dans ces courbes on trace le déplacement angulaire x, en fonction de

temps t, pourt € [0,100], et x1=—§,x:=u,avec une variation des valeurs de la

fréquence w = 0.9,1,1.4,1.5,2, 2.5,

La courbe pour w = 0.9 représente un mouvement oscillatoire périodique qui n’atteint pas le
sommet. Mais les autres courbes montrent des mouvements qui atteignent le sommet,
puisqu’on augmente la fréquence, le mouvement devient moins oscillatoire dans une durée de

temps, et lorsque le temps ¢ — oo, le mouvement tend vers +co d’une fagon irréguliére.




Chapitre iii

mouvement du pendule simple

EtudE dE stabilité du pEndulE

mouvement du pendule simple

3 30
w=1
w=0.9 m
) N 2 /
= ol =
a1 =
> >
= =
s /\ =15
E E
g0 S
S 510
241 2
= Y U = 5 j
2 \ 0 FANTAN
MAVAVIAVELY|
3 5
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
le temps t(s) le temps t(s)
mouvement du pendule simple mouvement du pendule simple
180 50
w=1.4;
160 w=1.5
0
140 \
=120 =
= = 50
> >
2100 2
< <
E] El
2 80 2100
@ @©
S S
= 60 2
w w
g 2-150
< 40 K]
20
/ -200
0
-20 -250
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
le temps t(s) le temps t(s)
mouvement du pendule simple mouvement du pendule simple
500 900
w=2.5
w=2 800
400
700
= = 600
= 300 =1
> >
- £ 500
< <
E] El
2 200 2 400
S S
= = 300
1% (%]
2 100 g
K} < 200
100
0
0
-100 -100
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

le temps t(s)

le temps t(s)

Fig. 111.2 Mouvements du pendule simple.
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111.3.2.2 Application de la théorie de stabilité de Lagrange:
L’équation d’état qui décrit I’évolution du pendule simple est:
Xy = Xq,
%, = —w? sin x,,
Pour calculer la fonction de Lyapunov on pose V une fonction qui varie en temps.
On peut choisir V tel que:
V(xy) = 232 + [ wisin(e) de, (3.29)

alors, la dérivée de cette fonction est:
dv _ avdx | aVdy

— (3.30)
dt dx dt dv dt
= [w?sin(x)]y +yy (3.31)
= yw? sin(x) — yw?sin(x) = 0. (3.32)
la variation de la fonction de Lyapunov
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Fig. 111.3 La variation de la fonction de Lyapunov du pendule simple.
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la variation de la derivee de la fonction de Lyapunov

la derivee fonction de Lyapunov \t)

(o} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
le temps t

Fig. 111.4 La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov du pendule simple.
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Fig. I11.5 La variation de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du pendule simple.
Les figures 111.3, 111.4 et 111.5 montre le bon choix de la fonction de Lyapunov. La figure 111.3
montre la positivité de la fonction de Lyapunov en fonction du temps et la figure 111.5 aussi

montre la déefinition positive en fonction de x et x,.
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111.3.3 Application au pendule amorti:

Dans le cas ou on prend en considération I’amortissement, I’énergie du pendule sera
dissipée, le long de mouvement du pendule. Pour simplicité il est supposé que la force
d’amortissement soit proportionnelle a la vitesse et de signe opposeé.

Pour cela, revenons a I’équation (3.27), I’équation du mouvement de ce pendule est donnée

par:
%, = %, (3.33a)
%, = —w’sinx, — yx,, (3.33b)
avec g(t) =0, (3.34)

111.3.3.1 Le mouvement du pendule amorti:

Dans la figure suivante (fig. 111.6) on représente I’évolution du pendule amorti lorsqu’on
varie le coefficient d’amortissement » = b = 0.1,0.5, 1, 2. On observe alors que les systemes
oscillants réels voient sans cesse leur amplitude diminuer au cours du temps et tendent plus ou
moins rapidement vers I’origine a cause de la dissipation d’énergie.

Lorsqu’on augmente le coefficient d’amortissement, le pendule présente moins d’oscillation
et tend rapidement vers la position d’équilibre. Si y dépasse une certaine valeur limite, on dit
que le pendule est trop amorti, c.-a-d. il se glisse a la position d’équilibre.
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Fig. 111.6 Mouvement du pendule amorti.

111.3.3.2 Application de la théorie de stabilité de Lagrange:
Rappelons que les équations du mouvement de pendule amorti sont données par:
Ty = xg

X, = —wW sIinx,; —¥xg,

(3.35a)
(3.35b)

ur calculer la fonction de Lyapunov on pose V une fonction qui varie dans le temps, et on

peut choisir V tel que:
Vix,v) = %}’2 + f; wisin(s) ds,

alors, la dérivée de cette fonction est:
dv _ #Vdx | dVdy
dt dx dt By dt

= [w? sin(x)]y + y¥
= [wz sin(xj]]}’-l-}’[—W: sin(x) —yy]
= —yy.

il est clair que —py* =0,

alors 2% < 0, vx...
dt =

(3.36)

(3.37)

(3.38)
(3.39)
(3.40)
(3.41)

(3.42)

=
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la variation de la fonction de Lyapunov
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Fig. 111.7 La variation de la fonction de Lyapunov du pendule amorti.

la variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov

T .

c ]
el
- \\ /

8

%:-o.zs \
RN

le temps t

Fig. 111.8 La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov du pendule amorti.
D’apreés les deux figures 111.7 et 111.8, il est clair que la variation de la fonction de Lyapunov

est positive en fonction du temps, et sa dérivée est négative.
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Fig. 111.9 La variation de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du pendule amorti.
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Fig. 111.10 La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du
pendule amorti.
La figure 111.9 montre que la fonction de Lyapunov choisi est définie positive, et la figure
I11.10 montre que sa dérivée est définie négative. Alors le choix de la fonction de Lyapunov
est correct.
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111.3.4 Application au pendule forcé:

Le pendule forcé peut étre assimilé a un systeme physique simple. Cependant, son
comportement est riche et complexe. L’étude de ses mouvements peut étre facilitée par des
modeles de fonctions mathématiques simples. Ces fonctions ont I’avantage d’étre
théoriquement simple et numériquement efficace. [3]

Si nous prenons en considération la force d’excitation appliquée au niveau du pivot du
pendule, qui est une force sinusoidale variante dans le temps, et si on élimine
I’amortissement ¥ =0, on arrive au modele d’un pendule forcé, dont son énergie est
conserveée le long du mouvement. L’équation qui caractérise sa dynamique est donnée par:

Xy = x,, (3.43a)

%, =—w’sinx, + Fsinx, cosQt, (3.43b)

111.3.4.1 Le mouvement du pendule forcé:

Le mouvement du pendule illustré dans la figure (fig. 111.11) présente une oscillation simple.
Pour des valeurs différentes de w=1,25, Q=v=0.9, et des valeurs de F=1.9, 0.9, 0.8, 0.7, 0.6,
0.5, 0.3 et 0.1, on plusieurs mouvements. De plus en plus le mouvement devient complexe,
I’amplitude de la force démunie, et ne tend pas vers un mouvement périodique.
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Fig. 111.11 Mouvement du pendule forcé pour différentes valeurs de F.




Chapitre iii EtudE dE stabilité du pEndulE

111.3.4.2 Application de la théorie de stabilité de Lagrange:

On peut écrire I’équation de mouvement du pendule forcé sous la forme:

= xg, (3.44a)
i, = —w?sinx, + Fsinx, cos Qt = f(x) — g(t). (3.44b)
avec:
flx) = —w?sinx, ; (3.45)
glt) = —F sinx, cosQt, (3.46)
Si nous choisissons la fonction de Lyapunov comme suit:
V(xy) =132 + [ Twlsin(e) — g ()] de. (3.47)
a%=gg+gg (3.48)
= [w?sin(x) + F sin(x) cos(Nt)]y + ydy/dt (3.49)
= [w?sin(x) + F sin(x) cos(01t)]y + v[-w? sin(x) + F sin(x) cos Ot] (3.50)
= 2yF sin(x) cos(0t). (3.51)
D’apres les équations (3.2) et (3.3):
Fsin(x) cos(Nt) <0 ; (3.52)

ainsi &/, < 0siy =0,

Ce choix de la fonction de Lyapunov ne prend en considération que les mouvements de
pendule a vitesse positive. Et lorsque le pendule oscille dans les deux sens positive et
négative, nous ne pouvons pas éliminer les oscillations au sens négatif. Alors, le choix de la
fonction de Lyapunov donnée par (3.47) ne nous conduit pas a la détermination d’une
meilleure région de stabilité.

Dans ce cas on peut limiter la fonction g(t) entre deux fonctions en =x.

a(x) < g(t) < B(x) (3.53)
Si nous utilisons la fonction g(z) pour dénoter une entrée au systéme, qui n’est pas en
fonction de x et y. avec respect de notre probléeme, x dénote la position angulaire du pendule et
y la vitesse angulaire correspondante. Comme nous avons vu en (3.53) g(t) est limitée, il est
donc possible de trouver une limite qui dépend de x. L’idée devant notre approche est de
limiter les trajectoires du systéme basant sur les limites de g(t). Supposant que I’'angle x < =,
nous cherchons a limiter ces trajectoires par un angle inferieure a m.

Pour calculer la fonction de Lyapunov, on pose V la fonction de Lyapunov, varie en fonction

de temps.

|
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on peut choisir V; tel que:
v, (x,y) ==y + [} [sin(e) + a(e)] de.

alors, la dérivée de cette fonction est:

dv, _avide  8vidy
di dx dt dv dt

= [sin(x) + a(x)]y + }’%
= ylalx) — g(t)].

lorsque alx) < g(t), alors a(x) — g(t) < 0.

ainsi dV; /dt < 0 si v > 0.
de méme maniere en calcule 14:
Va(x,y) =27 + [X[sin(e) + B(e)] de.

alors, la dérivée de cette fonction est:

dvy dVydx  @V,dy

dt dx dt dv dt
= [sin(x) + F@) Iy + y =
= y[B(x)— g ()]

et f(x) = g(1),

alors f(x)— g(t) = 0.
ainsi  dV; /dt < 0 pour y < 0.

si on choisie les fonctions a{x) et 5{x) qui sont des fonctions limitant g(z) par:

a(x) = —sin El,

B(x) = +sin E‘

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
(3.58)
(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
(3.64)
(3.65)
(3.66)

(3.67)

(3.68)

Alors, la variation de la fonction de Lyapunov choisie est représentée dans les deux figures

suivantes:

|
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la variation de la fonction de Lyapunov

la fonction de Lyapunov \At)
o

le temps t(s)

Fig. 111.12 La variation de la fonction de Lyapunov du pendule forcé.
La figure 111.12 montre que la fonction de Lyapunov du pendule forcé est positive en fonction
de temps. Et la figure suivante 111.13 montre la négativité de cette fonction toujours en
fonction de temps.

la variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov
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Fig. 111.13 La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov du pendule force.
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Fig. 111.14 La variation de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du pendule forcé.
D’apreés la figure 111.14, il est clair que la fonction de Lyapunov est définie positive comme
montre la courbe au dessus d’axes 0. Et la figure suivante I11.15 montre la définition négative

de sa dérivée en fonction de x4 et x5. Alors le choix de la fonction de Lyapunov est correct.
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Fig. 111.15 La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du

pendule force.
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111.3.5 Application au pendule amorti forcé:

Considérons I’équation de mouvement de pendule amorti forcé donnée par I’équation (3.27):
X = xg, (3.69a)
%, = —w?’sinx,; — yx, + F sin x, cos 0t, (3.69b)

I1.3.5.1 Mouvement du pendule amorti forcé:

Pour quelques valeurs des paramétres w, y et F, I’oscillation en mouvement périodique peut
étre harmonique ou subharmonique. Mais pour des valeurs intermédiaires de F, il y a une
interaction compliquée entre la force extérieure, la non-linéarité et la dissipation: le
mouvement du pendule est chaotique (numériquement imprédictible).

Pour les valeurs ou F=1, 2 le mouvement du pendule est périodique comme montre la figure

suivante (fig.111.16a):
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Fig. 111.16a Mouvement périodique du pendule amorti forcé.
La figure suivante (fig. 111.16b) montre ce mouvement chaotique pour des valeurs choisis
de w,y et {1, variant I’lamplitude de la force F, avec:
w=34y=05et1=15 et F =0.8, 0.801, 0.802, 0.803, 0.804, 0.805, 0.806, 0.807,
0.808 et 0.8009.
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Fig. 111.16b Mouvements de pendule amorti forcé pour différents valeurs de F.
111.3.5.2 Application de la théorie de Lagrange:
. Appliquant la théorie de stabilité de Lagrange sur I’équation du

pendule amorti forcé,

KXy = Xy, (3.70a)
%, = —w? sin x; —yx, + Fsinx, cosit = f(x) — g(t) (3.70b)
ns ce cas on peut limiter la fonction g(t) avec deux fonctions de zx.
a(x) < g(t) = f(x) (3.71)
Comme nous avons vu en (3.71) g(t) est limitée, il est donc possible de trouver une limite qui
dépend de x. L’idée derriére notre approche est de limiter les trajectoires du systéeme basant
sur les limites de g(t). Supposant que I’angle x < =, nous cherchons a limiter ces trajectoires
par un angle inferieure a 7.
Pour calculer la fonction de Lyapunov, on pose V; tel que:
4 (xr}’ =

¥+ [ [w?sing + a(s)] ds. (3.72)

alors, la dérivée de cette fonction est:
v, _ vide | dVidy

dt  dx dt v dt (3.73)
= [w?sin(x) +a()]y + y = (3.74)
= yla(x) — g(t) — yv]. (3.75)

lorsque:a(x) < g(t), (3.76)

alors a(x) —g(t) <0 (3.77)

et ¥ = 0,

(3.78)

.
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ainsi dVy /dt < 0 si y = 0.
de méme maniere en calcule V5:
v, (x,v) =3y7 + [FIw?sin(x) + B ()] de.

de maniére similaire, on calcule sa dérivée:

dv, dVydx  8V,dy

dt dx de 8y dt
= [w? sin(x) +4(0)]y + 72
=y[B(x)— g(t) — vl

lorsque B(x) = g(t),

alors B(x)— g(t) =0

ety = 0,

ainsi dV; /dt < 0 pour y < 0.

Les fonctions a(x) et [3(x) sont choisies comme suit :

a(x) = —sin

x
o
i

B(x) = +sin E‘
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Fig. 111.17 La variation de la fonction de Lyapunov du pendule amorti forcé.
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0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
le temps t(s)

Fig. 111.18 La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov du pendule
amorti force.
La figure 111.17 montre que la fonction de Lyapunov du pendule forcé est positive en fonction

de temps. Et la figure 111.18 montre la négativité de cette fonction toujours en fonction de
temps.

10, i LS
8-

G-
vixl =2

Fig. 111.19 La variation de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du pendule amorti
force.
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-2000 - .
o
-3000 . .-
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Fig. 111.20 La variation de la dérivée de la fonction de Lyapunov en fonction de x, et x, du

pendule amorti force.

D’apreés la figure 111.19, il est clair que la fonction de Lyapunov est définie positive comme
montre la courbe au dessus d’axes 0. Et la figure 111.20 montre la définition négative de sa

dérivée en fonction de x, et x,. Alors le choix de la fonction de Lyapunov est correct.
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111.4 Conclusion:
L’application de cette théorie de stabilité sur les différents modeles du pendule qui ont

dans certains cas des mouvements chaotiques, présente une approche graphique pour
déterminer la région de stabilité transitoire du pendule, en considérant plusieurs fonctions de

Lyapunov, basée sur I’analyse des trajectoires dans le plan de phase.

Dans le chapitre qui suit, on représente les résultats de simulation des mouvements du

pendule, et la variation de la région de stabilité lorsqu’on varie les paramétres du systeme.

|




Chapitre iv Résultats de simulation

Chapitre IV

Résultats de simulation




Chapitre iv Résultats de simulation

IV.1 Introduction:

Dans le cadre de la détermination de la région de stabilité au sens de Lyapunov, des
simulations ont été effectuées pour des systemes dynamiques non linéaires qui présentent des
mouvements chaotiques pour certains choix de parametres. La région de stabilité est obtenue
dans le plan de phase par la méthode graphique pour étudier les systemes non linéaires du
second ordre pour différentes conditions initiales.

Cette approche graphique sera déterminée en utilisant le concept de stabilité de Lagrange,
qui se base sur la détermination graphique des fonctions de Lyapunov V(x,y). Les trajectoires
des mouvements des différents cas du pendule étudiés sont générées pour plusieurs conditions
initiales.

IVV.2 Divers exemples:
1VV.2.1 Le pendule simple:
Xy = X, (4.1a)
i, = —wsinx,, (4.1b)
ns cette simulation nous supposons que le pendule se déplace avec des conditions initiales
sur la position et la vitesse données numériquement, et de fréquence d’oscillation w donnée.
¢+ Les parameétres utilisés dans la simulation du plan de phase sont:
> Le vecteur d’état pour le mouvement du pendule est de dimension n=2, ces
états sont définis comme suit:

v' x(t): la position angulaire de I’angle 8, qui est limitée
entre - et .
v Xo(t): la vitesse angulaire.

> La fréquence d’oscillation du pendule est: w=2s" |
> Les vecteurs des états initiaux sont:

-pour la figure 1V.1a: x(0) = [?r,ﬂ} [—“ D] [ n] [ ,n},[ﬂ,n],[ﬁ,ﬂ}.

3 il

-pour la figure 1V.1b: x(0) = [_ } L ,0
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région de stabilité limite du pendule simple
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la position angulaire x1
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Fig. 1V.1a La région de stabilité du pendule simple.

région de stabilité limite du pendule simple

la vitesse angulaire x2

-1
/
/
-2

-2 -1.5

-1

-0.5 0 0.5
la position angulaire x1

1

Fig. IV.1b Région de stabilité limite du pendule simple.

Une trajectoire fermée dans le plan de phase correspond a un mouvement oscillatoire

périodique du systeme, donc le pendule simple présente des oscillations périodiques.

D’aprés la figure (fig. 1V.1), les trajectoires au voisinage du point d’équilibre sont des

orbites fermées. Alors, lorsque les trajectoires s’enferment autour du point d’équilibre, elles

garantissent la stabilité. On dit alors que le point d’équilibre est stable, lorsque les trajectoires
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commencant de tourner autour du point d’équilibre ne tendent pas éventuellement vers lui. On
peut choisir la région entre — /2 et /2 comme région de stabilité.

Pour cela, on déduit que la fonction de Lyapunov de ce pendule simple est constante, et
pour ces trajectoires débutant a la surface de Lyapunov V(x) = e, restent dans la méme
surface pour tous les temps futur. [28]
1VV.2.2 Le pendule amorti:

Xy = %y, (4.2a)

iy = —wlsinx, —yx,. (4.2b)
ans cette simulation, nous présentons le mouvement du pendule amorti dans le plan de
phase, varions a chaque fois la valeur du coefficient d’amortissement y, et voyons comment la
région de stabilité de ce pendule varie. Le pendule amorti posséde un point d’équilibre a
I’origine (0,0), et aux points (nm, 0) avec n = £1,2,3, ...
¢+ Les parametres utilisés dans la simulation au plan de phase sont:
> Le vecteur d’état pour le mouvement pendulaire est de dimension n=2, ces
états sont définis comme suit:
v' x(t): la position angulaire de I’angle &, qui est limitée
entre - et m.

v Xo(t): la vitesse angulaire.
> La fréquence d’oscillation de pendule est: w=1.79s;

» Le coefficient d’amortissement est: y = b = 0.1,0.5,0.9;

> Les vecteurs des états initiaux sont:

il il il

-pour les figures (a): x(0) = [_6—”,0] . Eﬂ] [1,0] , [?,u] ,[ﬂ,ﬂ] , [5—", ﬂ], [?—”,ﬂ] [ﬂ,ﬂ] .

-pour les figures (b): x(0) = [3,0] , [30]

-
i

|
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région de stabilité limite de pendule amorti région de stabilité limite de pendule amorti
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(@) (b)
Fig. 1V.2.1(a) la région de stabilité et (b) la région de stabilité limite du pendule amorti
pour ¥ = 0.5,
région de stabilité limite de pendule amorti région de stabilité limite de pendule amorti
2.5 2
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Fig. 1V.2.2(a) la région de stabilité et (b) la région de stabilité limite du pendule amorti
pour y = 0.9.
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région de stabilité limite de pendule amorti région de stabilité limite de pendule amorti
4 2.5
T Ty b=0.1
b=0.1 2 /!
3 7 /1y /i
/ /
15 / L]
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/ / / /o

o
o

(=}
o

IANENAMNNREY
VAN L)

la vitesse angulaire x2
la vitesse angulaire x2
o
e S

LN

VA
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4 25 B
3 2 1 0 1 2 3 2 45 4 05 0 05 1 15 2
la position angulaire x1 la position angulaire x1
(@) (b)

Fig. 1V.2.3(a) la région de stabilité et (b) la région de stabilité limite du pendule amorti
pour y = 0.1,

D’apreés les figures (fig. 1V.2), nous observons que plus le coefficient d’amortissement est
grand, plus que les trajectoires de mouvement dans le plan de phase tendent rapidement a
I’origine stable, cette tendance des trajectoires au repos due a la dissipation de I’énergie de
pendule le long de mouvement. On déduit alors que, la variation d’énergie qu’exprime la
variation de la fonction de Lyapunov est nulle (I7(x) = 0) le long de I’axe x4, et négative le
long de I’axe x,, et elle tend vers 0 lorsque x,=0 (le systéme est a I’équilibre). Pour une petite
valeur de y = 0.1, les trajectoires du mouvement de ce pendule amorti tendent vers des
cercles fermées centrées a I’ origine, c’est le cas de mouvement du pendule simple.

D’aprés ces trois figures (fig. 1V.2.1), (fig. 1V.2.2) et (fig. 1V.2.3), la région de stabilité du
pendule amorti sera plus large lorsque le coefficient d’amortissement diminue. Si
I’amortissement est important, la région de stabilité sera petite. Pour cela, nous choisissons la
région ou I’angle est entre =,/2et — w/2 comme région de stabilit¢, comme montre les

figures (b).

IV.2.3 Le pendule forcé:

Xy = X,

e )

(4.3a)

i, = —w? sin x; + F sinx, cos Qt, (4.3b)

|
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Dans cette simulation, nous voyons comment la région de stabilité varie lorsque nous varions
I’amplitude F de la force g(t). L’équation de mouvement de pendule forcé posséde des points
d’équilibre a I’ origine (0,0) et aux points (+m, 0).
¢ Les parameétres utilisés dans la simulation au plan de phase sont:
> Le vecteur d’état pour le mouvement pendulaire est de dimension n=2, ces
états sont définis comme suit:
v' xi(t): la position angulaire de I’angle &, qui est limitée
entre - et .

v Xo(t): la vitesse angulaire.
> La fréquence d’oscillation de pendule est: w=1.4s";
> La fréquence de la force g(t) est: Q=v=1.4s";
> L’amplitude de cette force est: F=1;
> Les vecteurs des états initiaux sont:

= [£.0]. o] [ o o) 0] (o]

le mouvement de pendule forcé dans le plan de phase

1.5
e
/ \ F=1
' T T
o oe / /ﬁx
A
E
Q
\ /
E -0.5
\;/
1 —~ |
\HJ//
_1'5-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

la position angulaire x1

Fig. 1V.3a Mouvement du pendule forcé dans le plan de phase pour F=1.

=
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le mouvement de pendule forcé dans le plan de phase

/ﬁﬂ\
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0.6

0.4 /
0.2

la vitesse angulaire x2
o
R
|

-0.6

-0.8

MJ’_’/

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
la position angulaire x1

Fig. 1V.3b Mouvement du pendule forcé dans le plan de phase pour F=1.5.
La figure (fig. 1V.3) confirme que le pendule forceé a aussi un point d’équilibre & I’origine
stable, grace aux trajectoires fermés centrés.
+« La simulation de stabilité de trajectoires estimées de ce pendule en appliquant la théorie
de stabilité de Lagrange pour déterminer la région de stabilité du pendule forcé donne les
résultats observeés sur les figures (fig. 1V.4) et (fig. 1V.5), avec la fréquence de mouvement

w=1s?,

> Les vecteurs des états initiaux sont:

= [£.0]. o] [ o o) 0] (o]

|
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la région de stabilité limite de pendule forcé
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la position angulaire x1

Fig. 1V.4 La région de stabilité du pendule force.

> Les vecteurs des états initiaux pour la figure suivante sont: x(0) = [3 u:| , [5, n:|.

-
=

la région de stabilité limite de pendule forcé
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Fig. 1V.5 La région de stabilité limite du pendule forcé.
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D’apreés la figure (fig. 1V.4), il est clair que les trajectoires estimées forment une région de
stabilité fermée, limitée entre - et 77, mais ces trajectoires ne forment pas un cercle ferme.
La trajectoire limitée qui passe a travers quelques états du systeme assure toujours une limite
supérieure a la trajectoire actuelle. Autrement dit, aucune trajectoire du systéme commence du
méme état peut traverser la trajectoire limité de la région intérieure a la région extérieure, par
exemple la trajectoire qui débute au (- =/2,0), chaqu’une de ces trajectoires correspond a une
fonction de Lyapunov V(x) candidate dans les deux cas ou x, < 0 et x, = 0. Il est évident
que la vitesse du systeme représente dans (fig. IV.4) est toujours inférieure a celle de la figure
(fig. 1V.5), comme donnée a la trajectoire limitée AB. Lorsque les deux trajectoires
commencent de (-m/2,0) de ces deux figures, elles ne traversent pas la ligne BC dans le
méme période de temps T=2.32s. Alors, on peut choisir la région définie ou I’angle est
inferieure a /2 comme région de stabilité limite, et on peut choisir cette limite d’étre

n’importe quelle angle inférieure a m.

IV.2.4 Le pendule amorti forcé:
Ky = x5, (4.1a)

-

%, = —w-sinx, — yx, + Fsinx, cosQt = F(x) — g(t). (4.1b)
Ce pendule a un comportement chaotique pour certaines conditions initiales, ce
comportement est di a I’interaction complexe entre la force extérieure g(t), la non-linéarité
et la dissipation. Dans cette simulation nous présentons la région de stabilité limitée de ce
pendule amorti forcé. Nous voyons comment la région de stabilité varie lorsque nous varions
I’amplitude F de la force g(t). L’équation du mouvement du pendule amorti forcé possede
des points d’équilibre a I’ origine (0,0) et aux points (+, 0).
¢+ Les parameétres utilisés dans la simulation du plan de phase sont:
> Le vecteur d’état pour le mouvement pendulaire est de dimension n=2, ces
états sont définis comme suit:

v' x(t): la position angulaire de I’angle &, qui est limitée
entre - m et m.

v Xo(t): la vitesse angulaire.

> La fréquence d’oscillation de pendule est: w=1.79s;
» Le coefficient d’amortissement est: y = b = 0.1,0.5,0.9;
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> La fréquence de la force g(t) est: Q=v=1.5s";

> L’amplitude de la force est: F=1.2;
> Les vecteurs des états initiaux sont:

@ =[.0] ol [ ol o] 2]

le mouvement de pendule amorti forcé dans le plan de phase
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Fig. 1V.6.1 Mouvement du pendule amorti forcé dans le plan de phase pour y = 0.1.

le mouvement de pendule amorti forcé dans le plan de phase

2
b=0.5
1.5
e
1 e
b
0.5 o

IGO0
N\

la vitesse angulaire x2
o

\_/
1 e
—
-1.5
2
2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

la position angulaire x1

Fig. 1V.6.2 Mouvement du pendule amorti forcé dans le plan de phase pour ¥ = 0.5.
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le mouvement de pendule amorti forcé dans le plan de phase

1.5
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la position angulaire x1

Fig. 1V.6.3 Mouvement du pendule amorti forcé dans le plan de phase pour ¥ = 0.9.
Le pendule amorti forcé possede un point d’équilibre a I’origine (0,0), ce point est stable

parce que les trajectoires autour de lui sont stables, présentent un mouvement oscillatoire puis
elles tendent vers ce point a cause de la dissipation d’énergie, ceci traduit que la variation de
la fonction de Lyapunov tend vers O lorsque x, aussi tend vers 0.

La variation du coefficient d’amortissement change le comportement des trajectoires. Nous
remarquons que s’il est grand les trajectoires tendent rapidement vers I’état de repos, et s’il est
petit les trajectoires forment des cercles centrés (comportement du pendule forcé).
++ La simulation de ce pendule on appliquant la théorie de stabilité de Lagrange, donne une

approche graphique pour son région de stabilité, qu’elle varie lorsque on variant les
valeurs des parametres de mouvement.
¢ Les parametres utilisés dans la simulation au plan de phase sont:
> La fréquence d’oscillation de pendule est: w=1.79s;

» Le coefficient d’amortissement est: y = b = 0.1,0.5,0.9;

> Les vecteurs des états initiaux sont:

-pour les figures (a):

@ =[Z.)[2o].[£ o] o] [ o [ o] [2=.0) [ [0 [

-pour les figures (b):

«©@=[70] .o
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la région de stabilité limite de pendule amorti forcé
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Fig. IV.7.1a La région de stabilité du pendule amorti forcé pour y = 0.2.

la région de stabilité limite de pendule amorti forcé
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Fig. IV.7.1b La région de stabilité limite du pendule amorti forcé pour y = 0.2.
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la région de stabilité limite de pendule amorti forcé
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Fig. IV.7.2a La région de stabilité du pendule amorti forcé pour » = 0.5.
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Fig. IV.7.2b La région de stabilité limite du pendule amorti forcé pour ¥ = 0.5.
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la région de stabilité limite de pendule amorti forcé
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Fig. IV.7.3a La région de stabilité du pendule amorti forcé pour y = 0.9.
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la région de stabilité limite de pendule amorti forcé
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Fig. IV.7.3b La région de stabilité limite du pendule amorti forcé pour y = 0.9.
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la région de stabilité limite de pendule amorti forcé

3
— 7 T b=0.2
5 ARV AR | A Ay
7 / /
/o /o / / /
// /oy /o // / / / /
N 1 / /i / /
o VAN AN / VI
i / / / / / / / / / / y /
3 Sy / / A N A Y
gc t=0 | A" / VARV RV VA A / /Bl t=2.1s
/ /
3 VYA N A V4 VAR VAR
8 VAR VA / A VA WA ,
5 . /oy /) y / / / /oy / )
- 2R VA VA A
Srs S S
A VAR AR
> / LN /
7 7
|
-3
2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

la position angulaire x1

Fig. V.8 La région de stabilité limite et fermée du pendule amorti forcé.
D’aprés les figures (fig. 1V.7), nous remarquons que cette approche de simulation estime

bien le comportement des trajectoires du systéme comparant avec celles tracées directement
dans le plan de phase (fig. 1V.6). Chaque trajectoire correspond a une fonction de Lyapunov
V(x) donnée pour x, < 0 et x, = 0.
D’apreés la figure (fig. 1V.7a), il est clair que les trajectoires limites n’entourent pas une région
limitée. Ceci montre le fait que (0,0) est instable dans la figure (fig. 1V.8). Aucun systéme de
trajectoire initialise de méme état peut traverser celle de la région intérieure a la région
extérieure, par exemple considérant la trajectoire initialisée a (—m/2,0) dans la figure (fig.
IV.8). Comparant (fig. 1V.7a) et (fig. 1V.8), il est évident que la vitesse des trajectoires de
(fig. 1V.8) est toujours inferieure a celle de la (fig. 1V.7a) comme donnée a la trajectoire
limitée AB. Depuis les trajectoires limitées de ces deux figures débutent du méme point
(—m/2,0) et le deuxieme (fig. 1V.8) atteint le point B a la fin du temps T=2.1s, il est clair
que celle de la figure (fig. 1V.7a) ne peut pas atteint BC, c.-a-d. traverse le point B en méme
période de temps. Alors nous pouvons déclarer que le systeme est stable, ou I’angle de
mouvement du pendule ne dépasse pas 7z/2 dans la période de temps T=2.1s pour le systeme
débuté au point A. Note que, nous pouvons choisir 90° comme limite de stabilité du pendule
amorti forcé.

Les figures suivantes (fig. 1V.9.1, fig. 1V.9.2, fig. 1V.9.3 et fig. 1V.9.4) représentent la
variation des mouvements de pendule amorti forcé dont leur comportement est chaotique.

Lorsque nous varions I’amplitude de la force F, nous voyons que les trajectoires de
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mouvement sont totalement différentes d’une figure a I’autre, malgré que les valeurs de F

soient plus proches.

et
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Résultats de simulation

le mouvement de pendule amorti forcé
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Fig. 1V.9.2 Mouvement chaotique de pendule amorti forcé dans le plan de phase avec
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F=0.811, 0.812, 0.813.
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Fig. 1V.9.3 Mouvement chaotique de pendule amorti forcé dans le plan de phase avec

F=0.814, 0.815, 0.816.
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IVV.3 Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons décrit une méthode pour délimiter les trajectoires du
mouvement d’un systeme chaotique, qui est le pendule amorti forcé. L’idée formulée est la
méme que la méthode de Lyapunov, mais I’approche proposée a des avantages significatives
de plus que la méthode de Lyapunov:

+ La méthode est de nature graphique qui s’oppose a la méthode de Lyapunov. Ainsi,
il est possible d’évaluer les résultats en termes d’efficacité. De plus, lorsque
I’approche est entierement graphigue, nous pouvons obtenir et tracer un nombre de
trajectoires limitées, qui délimitent la région de stabilité. Par exemple, il est
possible d’obtenir théoriquement des fonctions de Lyapunov appropriée ou la
région de stabilité est trés petite et non significative. Dans les grands systemes, il
est pratiquement impossible de déterminer la région de stabilité.

+ La méthode de Lyapunov est idéalement adaptée pour le comportement

asymptotique des systémes, c.-a-d. si t — co.
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Conclusion générale:

L’un des problémes les plus importants du systeme non-linéaire est celui de I’étude de sa
stabilité. Comme nous avons vu dans notre travail, la théorie de Lyapunov est en particulier
une des méthodes les plus utilisées pour étudier la stabilité du systéme non-linéaire. Nous
constatons que le comportement stable ou instable des systemes non linéaires est lié a la fois a
la caractéristique et a I’évolution de sa fonction d’énergie. La présence d’un maximum ou
d’un minimum d’énergie potentielle possede une influence critique. De plus la présence de
frottement est la cause de la décroissance de I’énergie compléte (cinétique et potentielle) et
influence donc la stabilité. Cette fonction d’énergie qu’est appelée fonction de Lyapunov
possede la propriété d’étre continue et de s’annuler a I’ origine, ainsi que cette méthode n’est
valable que dans un voisinage du point d’équilibre.

Cependant, tous les systéemes non-linéaires ne sont pas réguliers, comme nous avons
remarqué dans le troisieme chapitre, il nous est possible de dégager les conditions nécessaires
pour observer des trajectoires chaotiques. Lorsqu’il n’existe pas toujours des solutions
analytiques aux trajectoires calculées dans I’espace de phase, la méthode d’analyse des
systemes dans le plan de phase s’applique de facon générale a tout systeme décrit par un
ensemble d’équations différentielles du second ordre. Cette méthode connue depuis
longtemps, connait un regain d’intérét lié aux performances des calculateurs actuels qui
rendent possible le calcul des trajectoires solutions par intégration numérique, et d’analyser la
stabilité de ces trajectoires graphiquement a I’aide du comportement des portraits de phase. Le
chaos s’observe cependant dans bon nombres de systéemes physiques ou biologiques. Si on
avait a trouver un point commun a la dynamique de ces systemes si divers, ce serait leur
grande sensibilité par rapport aux conditions initiales, une minuscule différence entre deux

.....

physique trés simple, soit le pendule amorti et forcé.

Le pendule amorti forcé a été utilisé avec succes, pour modéliser un comportement
complexe dans les systéemes dynamiques non-linéaires. La fonction de forcage du systéeme
pendulaire étudié a un terme de forcage sinusoidal non-autonome qui tend exponentiellement
vers zéro. Il est intuitivement clair que ce systeme, apres un temps appréciable, ressemble a
un pendule autonome dissipatif avec des points d’équilibres asymptotiquement stables séparés
avec des intervalles de 2m. La simulation de ce pendule montre que ce systéeme est stable,

lorsque nous n’introduisons aucun amortissement dans notre analyse. Clairement, si nous

<



Conclusion générale

introduisons quelque amortissement le systéme sera asymptotiquement stable. Cette approche
utilisée pour obtenir la stabilité du systeme dynamique complexe par le concept de la fonction
de Lyapunov. Il est évident que la méthode graphique proposée dans ce travail fournit une
approche systématique de la stabilité de Lyapunov pour les systemes non-linéaires chaotiques
ayant des équations différentielles du second ordre. Un des avantages de cette méthode est
que I’information obtenue pour les bornes des trajectoires peut étre utilisée pour obtenir les
bonnes limites de stabilité sachant que les valeurs de I’angle que fait le pendule avec I’axe
vertical est inférieur a 7. 11 est possible d’obtenir des bonnes fonctions limites pour le terme
de forcage a(x) et B(x). Dans le cas d’un systéme général, il est extrémement difficile
d’obtenir les fonctions e(x) et f(x) exactes. L’idée derriére notre approche est de limiter les

trajectoires du systéme basée aux limites de g(t). Dans notre simulation, nous avons limité
les trajectoires de mouvement du pendule entre m/2 et -/2, comme nous pouvons choisir

n’importe quel angle inférieure a m.

Cette approche donne une bonne estimation de la région de stabilité pour le pendule décrit
par des équations différentielles du second ordre.
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