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Résumé

Le transfert thermique par convection forcée laminaire des fluides non-Newtoniens a
travers des conduits a suscité 1’intérét des chercheurs depuis plusieurs décennies, en raison de

son role primordial dans le développement et la conception des systémes thermiques.

Dans ce travail, nous avons contribué a I'amélioration des connaissances en matiére de
transfert de chaleur et d'écoulement des fluides complexes en étudiant numériquement
1'évolution thermique et hydrodynamique de I'écoulement laminaire d'un fluide viscoplastique
(fluide de Bingham) dans divers géométries. Ainsi, les écoulements entre deux Plaques
planes, a travers un tube cylindrique et franchissant un ¢largissement brusque ont été
considérés en situation de température constante et de flux de chaleur uniforme imposé aux

parois solides.

Cette analyse a montré I'effet engendré par l'inertie et le comportement rhéologique du
fluide sur la vitesse, la pression et le champ de température. Les influences du nombre de
Peclet et de Bingham sur les valeurs du nombre de Nusselt sont é¢galement discutées en tenant

compte de la dissipation visqueuse.



Les résultats obtenus nous ont permis de formuler des corrélations mathématiques
simples et pratiques pour la détermination des différents parametres technologiques

nécessaires au calcul et au design des installations traitants cette classe de fluide.

Abstract:

The laminar forced convective heat transfer in duct of non-Newtonians fluids has
already interested the researchers since several decades, because ofits foremost importance in

the practical thermal systemsdevelopment.

In this work, we have contributed to the improvement of knowledge in heat transfer and
fluid flow by studying numericallythe thermal development of the hydrodynamically
developing laminar flow of a viscoplastic fluid (fluid of Bingham) in several geometries. So,
flows between two plane plates, through cylindrical pipe and crossing sudden expansion were
considered in situation of constant temperature and uniform heat flux imposed at the solid

walls.

This analysis has shown the effect caused by inertia and the rheological behavior of the
fluid on the velocity, pressure and temperature fields. The effects of Bingham and Peclet

numbers on the Nusselt values with the inclusion of viscous dissipation are also discussed.

The obtained results have enabled us to formulate simple and practical mathematical
correlations for the determination of different technological parameters necessary for

calculation and design of thermo-hydraulic installations treating this class of fluid.
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Introduction Générale.

I. Introduction générale :

Dans la vie courante nous rencontrons plusieurs variétés de substances fluides qui se
distinguent les unes des autres par des comportements propres face aux sollicitations extérieurs.
L’observation de ces comportements a permis de différencier deux importantes classes nommées

communément les fluides newtoniens et les fluides non-newtoniens.

Un fluide newtonien, tel que I’eau qui en est un par excellence, s’écoule au moindre effort et
sa résistance a I’écoulement, représentée par sa viscosité, reste constante devant la variation de
I’intensité de I’effort subi. En d’autres termes plus techniques, les fluides newtoniens sont
caractérisés par un tenseur des contraintes qui évolue linéairement avec le tenseur des déformations,
et le facteur de proportionnalité n’est que la viscosité dynamique du fluide en question. Cependant,

tout comportement différent a celui-ci est attribué par opposition aux fluides non-newtoniens.

Les fluides, qu’ils soient newtoniens ou non-newtoniens, sont quasi présents en industrie.
Certains sont utilisés dans des processus de transport que se soit de matiere (boue de forage) ou de
I’énergie calorifique (fluides caloporteurs), d’autres subissent eux-mémes divers traitements tels

que les produis agroalimentaires et pharmaceutiques.

Pour les ingénieurs, I’utilisation et le traitement de ces substances se résument généralement a
manipuler des écoulements aux quels peuvent s’associer des phénomeénes de transfert d’énergie ou
de masse, ce qui sans doute, nécessitent la connaissance des différentes lois de transfert et de calcul

hydraulique qui régissent ces situations.
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Cependant, ces lois et outil de calcul qui ont été élaborées en émettant I’hypothese de la
linéarité de la loi constitutive liés aux fluides newtoniens, se trouvent dans I’incapacité de répondre
aux exigences de plusieurs secteurs industriels, qui traitent des fluides non-newtoniens, tels que
I’industrie pétroliére, agroalimentaire, pharmaceutique ... etc. Cette réalité a rendu donc nécessaire
d’entreprendre des recherches pour étendre et de généraliser le champ d’application de ces

différentes lois aux fluides non linéaires.

Contribuant a satisfaire cette nécessité, nous nous sommes intéressés dans ce travail aux
écoulements laminaires non-isothermes des fluides Binghamiens dans divers géométries. Nous
avons déterminé par voie numérique la structure du champ dynamique de ces écoulements. Nous
avons étudié I’évolution des profils des vitesses, des zones de recirculation, des longueurs de
recollement et d’établissement ainsi que les pertes de charges singulieres pour différents parametres
du probléme. Nous avons déterminé aussi des lois de transfert de chaleur dans les configurations

considérées.

Le modele mathématique est représenté par les équations de continuité et de mouvement, aux
quelles nous rajoutons I’équation de I’énergie tout en tenant compte de la dissipation visqueuse. Le
comportement rhéologique du fluide suit la loi constitutive de Bingham modifiée par Papanastasiou.
Un code numérique basé sur la méthode des éléments finis a été élaboré pour intégrer le systeme

d’équations non-linéaire de ce modele.

Notre présente étude est structurée en cing chapitres. Un premier est consacré au recensement
des différentes investigations orientées dans le méme axe de recherche, et réalisées sur des fluides
newtoniens et non-newtoniens dans diverses configurations géométriques. Dans un deuxiéme
chapitre, nous définissons brievement les différents comportements rhéologiques des fluides non-
newtoniens, tout en exposant les lois constitutives les plus répondues. Un troisieme chapitre est
dédié a I’exposition des équations générales qui gouvernent les probléemes physiques que nous
analysons, et aux détailles constituant la méthode numérique utilisée pour I’élaboration de notre
code de calcul. Nous analysons dans un quatrieme chapitre, le développement hydrodynamique et
thermique de I’écoulement d’un fluide a seuil de contrainte entre deux plaques planes et a travers
une conduite cylindrique. Cette analyse portera sur I’influence des différents parametres gouvernant
le probléeme sur la structure hydrodynamique et thermique de I’écoulement. Enfin et dans un
cinguiéme chapitre, nous considérons I’écoulement plan et axisymétrique a travers un élargissement

brusque de rapport géométrique 1:2. Nous y examinons I’effet exercé par les différents parametres
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du probléeme sur les champs cinématique, dynamique et thermique. Nous nous intéresserons
également a I’évolution du coefficient de perte de charge locale avec ces parametres. Nous

terminons par une conclusion générale et des perspectives qui restent explorables dans cet axe de
recherche.
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I. Etude bibliographique :

Le transfert thermique par convection forcée lors des écoulements a travers des conduits a
suscité I’intérét des chercheurs depuis plusieurs décennies, en raison de son importance primordiale
dans le développement des procédés technologiques, qui constituent des étapes de production

fréqguemment rencontrées dans diverses industries.

Les premiéres etudes réalisées dans cet axe de recherche, furent celles effectuées par Graetz
(1883-1885) ou il a considéreé le transfert de chaleur par convection forcée, associé a un écoulement
laminaire et établi d’un fluide newtonien a travers une conduite circulaire, soumise a un chauffage
pariétal par une température imposée. En négligeant I’effet de la dissipation visqueuse et la
conduction axiale du fluide, Graetz a abouti a une formulation simplifiée de I’équation d’énergie,
mais qui ne fut résolue qu’ultérieurement par W. Nusselt. Ce dernier a donc, parvenu a résoudre
analytiquement le probleme formulé suivant Graetz par une méthode de séparation de variable, et a
réalisé par celle-ci, une grande avancée dans le domaine du thermique. L’analyse de Graetz a été
alors, le début d’une longue série d’investigations expérimentales, analytiques et numériques,
traitant le probléme sous des conditions moins restrictives, des géométries plus complexes et des

fluides au comportement rhéologique non-newtonien.

Pour les fluides newtoniens, Sellars et al [1] et Siegel et al [2] ont considéré le probleme de
convection forcée a travers une conduite cylindrique en situation de flux uniforme imposé aux
parois solides, tout en négligeant I’effet de la dissipation visqueuse et la conduction axiale du

fluide. L’effet de cette derniere a été considéré par Hsu [3], ou le probleme a été résolu
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analytiqguement par la méthode «de séparation des variables». Ou et Cheng [4] ont obtenu une

solution pour le méme probleme en tenant compte de I’effet de la dissipation visqueuse.

L’étude de I’influence exercée par la dissipation visqueuse sur le champ thermique, a montré
que I’effet de celle-ci est d’une grande importance au niveau de la zone d’entrée, dans le cas d’un
établissement hydrodynamique et thermique simultané [5, 6]. En régime établi, cet effet est
également ressenti, car il a été rapporté que la valeur de Nusselt établi, pour le cas d’un
refroidissement par une température constante imposée aux parois, est de 9.6 en tenant compte de
la dissipation visqueuse [7], alors que cette valeur est de 3.6568 en la négligeant [8]. D’un autre
coté, Kays et Grawford [9] ont montré que I’effet de la dissipation visqueuse sur le champ
thermique est important lors des écoulements a grande vitesse pour les fluides newtoniens. Tendis
que pour les fluides non-newtoniens, Bird et al [10] rapportent de leur coté, que cet effet est
également important lors des écoulements a faibles vitesses, en raison des fortes viscosités et des

forts gradients de vitesse qui les caractérisent.

La convection forcée a travers des conduites dans le cas des fluides non-newtoniens a connu
de sa part, plusieurs investigations. Pour le cas d’un fluide viscoplastique de Bingham, Wissler et
Schechter [11], et Blackwell [12] ont étudié le développement d’un régime thermique en
considérant une température constante aux parois et en négligeant I’effet de la dissipation visqueuse
ainsi que la conduction axiale du fluide. Johnston [13] a reconsidéré le probléme en tenant compte

de la conduction axiale.

Récemment, Min et al ont étudié analytiquement [14] et numériquement [15] le méme
probléme mais dans le cas d’un flux imposé aux parois, en incluant I’effet de la dissipation
visqueuse et la conduction axiale. Ils ont montré que cette derniére peut étre negligée lorsque la
valeur de Peclet est supérieure a 500, et que le seuil de contrainte n’a d’effets considérables sur le
transfert thermique qu’en tenant compte de la dissipation visqueuse. G.C. Vradis et al. [16] ont
traité le probleme de développement simultané des champs hydrodynamique et thermique dans la
région d’entrée pour le méme fluide. Des travaux récents [17, 18, 19] ont reconsideré ce probleme

en portant plus d’importance a I’analyse de I’effet de dissipation visqueuse sur le champ thermique.

La convection forcée lors d’un écoulement laminaire d’un fluide de puissance a travers une
conduite cylindrique est étudiée par plusieurs auteurs [20, 21, 22], en négligeant simultanément la
conduction axiale du fluide et la dissipation visqueuse. Avec ces méme considérations, Grigull [23]

a montré que la valeur de Nusselt établi dans le cas d’un flux imposée aux parois, peut étre prédite
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. 8(3n+1)(5n+1
par la relation Nu,, = 25mDEn+1)
31n-+12n+1

ou n est I’indice de consistance d’un fluide de puissance. Cotta

et Ozisik [24]; Prusa et Manglik [25] ainsi que Vijaya et al. [26] ont analysé I’évolution du champ
thermique dans la zone d’entrée pour le méme probléme mais en considérant cette fois-ci une
température uniforme imposée aux parois. Koteswara et al. [27] ont refait le travail pour une

conduite inclinée, alors que Massimo et al. [28] ont considéré une conduite de section rectongulaire.

Pour cette classe de fluide, L’influence de la dissipation visqueuse sur le transfert thermique
dans la zone d’entrée a été investie par Liou et Wang [29] dans le cas d’un flux imposé aux parois,
Berardi et al [30] en considérant un transfert par convection avec un fluide extérieur isotherme,
Lawal et Mujumdar [31] ainsi que Dang [32] dans le cas d’une température constante imposée aux
parois. Ces investigations ont également tenu compte de la conduction axiale du fluide. Tso et al.
[33] Ont considéré de leur coté I’effet de la dissipation visqueuse lors de I’écoulement d’un fluide

de puissance entre deux plaque plannes.

Une étude analytique a été réalisée, pour le cas de I’écoulement d’un fluide de Herschel-
Bulkley, par J.N.N. Quaresma et E.N. Macédo [34]. En négligeant I’effet de la dissipation
visqueuse et la conduction axiale du fluide, ces auteurs ont analysé I’influence de la contrainte seuil
et I’indice de consistance sur la structure hydrodynamique et thermique d’un écoulement a travers
une conduite cylindrique et entre deux plaques planes semi-infinies. Un travail similaire a été
réalisé pour le cas d’un écoulement a travers un espace annulaire formé par deux conduites

concentriques [35] et dans une conduite rectangulaire [36].

Le recensement des travaux traitant la convection forcée dans des conduites ayant des
configurations géométriques complexes, a été peu fructueux [37, 38-46]. Cependant, en situation
isotherme, plusieurs analyses ont été effectuées sur les deux classes de fluides, newtoniens et non-

newtoniens [47-55].

L’un des problémes le plus traité est I’écoulement a travers des élargissements et des
contractions brusques. Celui-la a été sujet de plusieurs investigations numériques (Macagno et
Hung [56], Habib et Whitelaw [57], Fletcher et al [58]) et expérimentales (Macagno et Hung [59],
Back et Roshke [60], Khezzar et al [61], Stieglmeier et al [62]). Ces études ont considéré
spéecialement le cas des écoulements en régime turbulent des fluides a faible viscosité (air, eau, ...)
rencontrés dans plusieurs procédés technologiques relevant des problémes de ventilation, de

combustion et ceux relatifs au domaine aéronautique.
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En régime laminaire, McNaughton et Sinclair [63], Tadmor et Gogos [64], Boger [65]

rapportent que ce cas caractérise essentiellement les écoulements des fluides a fortes viscosités
(verres en fusion, polymeres, ...). Dans ce concept, Oliveira et Pinho [66] ont investi
numériquement I’écoulement laminaire d’un fluide newtonien a travers un élargissement de rapport
geométrique 1:2.6, et ont proposé une corrélation qui évalue le coefficient de perte de charge locale
en fonction du nombre de Reynolds, comme ils ont déterminé le centre, la longueur ainsi que
I’intensité de la zone de recirculation. Ces mémes auteurs ont reconsidéré leur étude pour le cas

d’un fluide en loi de puissance [67].

Une modélisation numérique de I’écoulement laminaire de fluides newtoniens et non-
newtoniens & travers un canal conique a éteé présentée par S.H. Garrioch et D.F. James [68], qui ont
utilisé une variété d’angles et des faibles nombres de Reynolds. L’étude avait comme objectif, la
comparaison entre les caractéristiques de I’écoulement des deux types de fluides. Un travail

similaire & été réalisé par Jay et al [69], ou ils ont considéré un fluide viscoplastique de Bingham.

Dans ce présent travail, nous traitons par voie numérique une variété de problemes physiques
en relation avec les fluides viscoplastiques. Nous considérons des écoulements non-isothermes a
travers plusieurs géométries différentes, a savoir, deux plaques planes, conduite cylindrique ainsi
gu’un élargissement brusque plan et axisymétrique. Les objectifs de cette étude sont essentiellement
I’analyse du comportement rhéologique de cette classe de fluide sur la structure hydrodynamique et
thermique des écoulements qui lui sont associes, et I’édition de corrélations qui quantifient les
différents parametres de I’écoulement tels que le nombre de Nusselt, le coefficient de perte de

charge répartie et locale...etc.
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Chapitre 11 Rhéologie des fluides

Rhéologie des fluides. Chapitre 11

11.1 Introduction

Mot créé aux états unis en 1929 par Eugéne Cook Bingham (1878-1945), la rhéologie
est une science qui traite de I’écoulement, des déformations, et plus généralement de la

viscosité des matériaux sous I’action de contraintes qui leurs sont appliquées.

Cette discipline qui s’étale sur tout les aspects de la matiere, liquides soient-ils ou
solides, présente un intérét particulier par son habilité a I’analyse des problémes liées aux
substances, dont I’aspect présente un état intermédiaire entre un solide parfaitement éelastique

et un liquide tout a fait visqueux, tels les solides pateux et les liquides épais.

Ce type de substances, qui sont a I’origine de notre étude, forment une large classe de
fluides dite « non-newtonien », et dont le comportement rhéologique est tres différent de celui

d’un liquide parfaitement visqueux (newtonien).

1.2 Grandeurs caractéristiques de la rhéologie :

La rhéologie fait intervenir plusieurs grandeurs dynamiques et cinématiques, a savoir :

la contrainte de cisaillement, la déformation, la vitesse de déformation et la viscosité.

La contrainte de cisaillement :

En considérant deux couches fluides infiniment minces en contacte 1’une de I’autre

(figure [11-1]), il en résulte du déplacement de celles-ci I’une par rapport a I’autre des forces

de frottement dF qui s’exercent tangentiellement a leurs surfaces(dS).
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Couche fluide 1

ds <—d_|; .,

ds IO ~

v

Couche fluide 2

Figure[l1-1] : schéma représentatif d’un cisaillement de deux couches fluides

La contrainte de cisaillement (t) est donc définie comme étant le rapport entre le module de

la force de frottement et I’aire de son application :

dF

= =5 [N/m?]

T

La déformation :

La déformation (y) traduit les déplacements relatifs des couches fluides les unes par

rapport aux autres, sous I’influence exercée par une contrainte.

Considérons deux points m, et m, appartenant respectivement a deux couches fluides

voisines C; et C, d’un écoulement unidimensionnel tel que :

alinstant t = t,, les coordonnées de ces deux points sont C, JU

my (xq,y,) et my (x4, y; +dy), ou dy est I’écart entre les t=1 dy yI X
deux couches fluides voisines. Ca r‘lnl —

a l’instant t = t,, apreés déplacement, ces deux points C, _dx_ my
occuperons les positions définies par m, (x,,y,) et t=t, dyi YI y
m,(x, + dx,y, + dy). Ci rdn'l —

la déformation de cisaillement est donnée par la relation :

_dx
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avec dx la variation de déplacement.

La vitesse de déformation :

La vitesse de déformation ou la vitesse de déformation ou encore le taux de cisaillement,
traduit la variation de la déformation au cours du temps. Autrement dit, elle est le rapport

entre la déformation et le temps nécessaire a celle-ci pour ce produire.

. dy d /dx d (dx du
podr_dan_ddn du
dt dt\dy dy \dt dy

Viscosité dynamique :

La viscosité dynamique est une propriété physique d’un fluide. Elle traduit la capacité
d’entrainement exercée par une couche fluide en mouvement sur les autres couches
adjacentes. D’aprés I’hypothése de Newton, la viscosité dynamique est définie comme le

rapport entre la contrainte de cisaillement et la vitesse de déformation :

u=-=
Y

dans le systeme international la viscosité dynamique s’exprime en poiseuilles ou : 1 poise =
0.1 Pa.s =0.1kg.m™1.s7 1.

11.3 Courbe rhéologique ou rhéogramme :

Le rhéogramme est une représentation graphique du comportement mécanique d’un

fluide sous I’effet d’un cisaillement (Figure [I1-2]).

Obtenue a partir des rhéometres, cette représentation constitue une base de donnés
nécessaire pour une modélisation mathématique, qui donnera naissance a un modele

rhéologique représentatif du comportement du fluide en question.

Généralement, le rhéogramme représente I’évolution de la contrainte de cisaillement en

fonction de la vitesse déformation,

t=f)

mais on peut aussi rencontrer d’autres representations telles que :
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- yv=f;

— y = f(t): déterminée a partir des expériences dites de fluage ou la contrainte de
cisaillement est maintenue constante ;

— 1 = f(t) : déterminée a partir des expériences dites de relaxation caractérisées par une

vitesse de déformation maintenue constante.

Figure [11-2] : Rhéogramme ou courbe du comportement rhéologique d’un fluide.

I11.4 Classification des fluides :
11.4.1 Introduction :

L’évolution de la contrainte de cisaillement en fonction de la vitesse déformation a
pression et température constantes, dans un fluide, est représentée mathématiquement par une

relation qui a la forme :

T=f, 7.0y

ou f est une fonction qui peut dépendre de la déformation, de la vitesse de cisaillement et du

temps.

La classification des fluides consiste donc, a regrouper dans la méme classe toutes les

substances représentées par une fonction f qui manifeste la méme dépendance des parametres

y,y ett.
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11.4.2 Classification des fluides :
11.4.2.1 Fluides newtoniens :

Pour ces fluides, la contrainte de cisaillement varie linéairement avec la vitesse
déformation (Figure [11-3]). La fonction f est une constante qui coincide avec la viscosité
dynamique.

T

f(m'/,t)=y

=(Cte=u

Y Y
Figure [11-3] : rhéogramme et courbe de viscosité dynamique d’un fluide Newtonien.

11.4.2.2 Fluides non-newtoniens indépendants du temps :

Pour cette classe de fluides, f est une fonction qui dépend uniquement de la vitesse

déformation. L’équation rhéologique se réesume donc a la relation :

T=f(y

ou f(y) est appelée «viscosité apparente » par analogie avec la viscosité dynamique des
fluides newtoniens. L’évolution de cette derniere en fonction de la vitesse déformation

présente une allure universelle figure [11-4].
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[ et IIl domaine newtonien ,
[ | I1I domaine non-newtonien |...

"""" ll T]I

N

Y
Figure [11-4] : Allure générale d’une courbe d’écoulement

Les fluides non-newtoniens indépendants du temps sont subdivisés en trois groupes, qui

sont caractérisés par des comportements rhéologiques distincts :

Fluides rhéofluidifiants :

Appelés également pseudo-plastiques, ces fluides sont caractérisés par la diminution de
leurs viscosités apparentes avec I’accroissement de la vitesse déformation (courbe 1 de la
Figure [I1-5]). Ce comportement est tres répondu et on peut cité en guise d’exemples : les
polymeres a longues chaines en solution ou a I’état fondu, les colles, les pates a papier, les

ciments...

Figure [I11-5] : rhéogramme et courbe de viscosité dynamique d’un fluide pseudo-
plastique (1) et d’un fluide dilatant (2).
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Fluides rhéoépaississants :

Beaucoup moins fréquent, ces fluides sont caractérisés par une viscosité apparente qui
décroit avec I’accroissement de la vitesse de deformation (courbe 2 de la Figure [I1-5]). Tel
est le cas des solutions d’amidon, des sables mouillés et compactés, et certaines huiles
polymeériques.

Fluides plastiques (fluides a seuil de contrainte):

Ce sont des fluides qui ne s’écoulent que lorsque les contraintes qui leurs sont
appliquées dépassent une certaine valeur dite contrainte seuil (t.). Au-dela de cette valeur,

I’écoulement s’effectue sous I’effet de la contrainte effective (z — z.)(Figure [11-6]).

Figure[l11-6] : rhéogramme d’un fluide plastique idéal (fluide de Bingham) et d’un
fluide plastique fluidifiant.

Lors de I’écoulement, les fluides peuvent manifester un comportement newtonien
(fluide de Bingham),ou I’un des comportements sus-cités. Mais il est plus fréquent de
rencontrer des fluides plastiques fluidifiants tels que les boues, la pate dentifrice, le sulfate de

Zinc ou de Baryum en suspension, la pate a pain, les matiéres grasses...

Le tableau [II-1] présente un certain nombre d’équations rhéologiques des fluides au
comportement indépendant du temps.
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Modeéles Lois Rhéologiques Parameétres
Ostwald de Weale T = Ky" K.n
[1]
Ellis [2] T= ( Ho a_1> 14 T1/2) Mo @
1 + (T/TI/Z)
Prandlt-Eyring [3] T =19+ Sh™1(tyy) To» to
. _ . :U'O -1 .
Powell-Eyring [4] T=my+-Sh (to¥) [, Mo, to
0
Sisko [5] T=Uyy +Ky" Uo, K,
. - Ho — Hoo ] .
- = + -
Reiner-Philipoff [6] T [#o 1+ (t/1,)? 14 Ho» Hoo» T
Loi de puissance — L <
, . T = WY Y =7%o .
tronquee de Spriggs e e =l Yo
7] a Prigs T =y /7)™ ¥ > Vo Ho-Yo
1+ (t/10) % (Heo /o) .
Meter [8] T = U l 1+ (r/1,)% 1 Ho» Ty @
oo
Hamersma [9] T = UV + To[1 — exp(—a1)] Hoo» To) & =
HoTo
Ho — Uwo .
CrOSS [10] T |::u 1 + (Ay)pjl y ,Llo, .uoo; A; p
1+ T

Quemada [11] T = /,tool - % Hos Hoos A,

(boo/ o) Y% + 7P ° P
Krieger-Dougherty H—Ho a \pY-1

- + (A)/)p) ) 001/11
[12] Ho — Heo Hor Heor 7P
Bingham [13] T=7Ts+ Upy Ts, Up
Herschel-Bulkley _ n
[14] T=1,+Ky T, K,n
Casson [15] T1/2 = 712 L K y1/2 75, K

KoY
Skelland [16 =
[16] T TS+1+C(T—Ts)m Tg, Uo, C, M

Robertson-Stiff . . .
[17] T=K(@{o+7)" Ts = K(yo)", n K

Tableau [I1-1] : Lois rhéologiques des fluides indépendants du temps.
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11.4.2.3 Fluides non-newtoniens dépendants du temps :

En raison de la modification non-instantanée de la structure microscopique de ces
fluides, leurs comportements rhéologiques dépendent du temps en plus des taux de

cisaillements. Leurs équations rheéologiques se mettent alors sous la forme :

T=f.y

Ces fluides ce comportent comme si les contraintes subies dans un passé relativement
récent modifiaient leurs comportements a I’écoulement présent. Les rhéogrammes résultants
de I’application d’une vitesse de déformation qui croit et décroit régulierement (charge-

décharge) sur ces derniers, présentent des cycles d’hystéresis (Figure [I1-7]).

Charge: /' /

éDéc:harfge

Figure[l1-7] : courbe rhéologique résultant d’un test de charge-décharge pour un
fluide dépendant du temps.

On distingue pour les fluides non-newtoniens dépendants du temps deux types de

fluides qui ont un comportement distinct :

Fluides thixotropes :

un fluide est thixotrope si sa viscosité apparente diminue en fonction du temps lorsqu’il

est soumis a un taux de cisaillement constant . Ce comportement doit étre réversible.
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Fluides rhéopectiques :

un fluide est dit rhéopectique s’il manifeste un comportement inverse que celui d’un

fluide thixotrope.

11.4.2.4 Fluides viscoélastiques :

Les fluides viscoélastiques manifestent sous I’effet d’une contrainte, un comportement
qui dépend a la fois de la déformation, du taux de cisaillement et du temps. Leurs équations

rhéologiques sont de la forme :

T=f.v. )y
Ces fluides possédent simultanément des propriétés visqueuses et élastiques. Car soumis
a un test de fluage (contrainte de cisaillement constante) (Figue [I1-8]), ces fluides se

déforment en trois temps successifs :

1- déformation instantané qui résulte de I’élasticité du fluide ;
2- déformation élastique amortie par la viscositeé ;

3- deformation linéaire purement visqueuse.

Figure[l1-8] : évolution de la vitesse déformation au sein d’un fluide viscoélastique
lors d’un test de fluage.
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Modeéle mathématique et Chapitre Il
méthode numerique.

III.1 Modéle mathématique :
I11.1.1 Equations générales :

L’écoulement d’un fluide est représenté par un ensemble d’équations aux dérivées partielles, a
savoir les équations de mouvement et de continuité, obtenues respectivement par 1’application du
principe de conservation de la quantit¢é de mouvement et de la masse sur un élément fluide

infinitésimal.

En considérent un écoulement laminaire, stationnaire et bidimensionnel d’un fluide
incompressible, ces équations de conservation s’écrivent sous une forme générale qui peut traiter a
la fois un probléme plan ou axisymétrique selon la valeur du parameétre £ (0 et 1 respectivement).

Notant que (r = y et R = H) lorsque (¢ = 0), cette écriture est comme suit :

Equation de continuité :
&vy f— —0 (II-1)

Equations de mouvement :

du Ju ap d du 10 ¢ Ju Ov
P45 +05) = =5t 3 (150) * e (7 (G 4 55) (-2
dv vy  dp 0 du OJv 10 gav v
p(vaetvar) = o T " (Gr t o) | e (B )~ 2 (-3)
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Pour les problémes non- isothermes, le transfert de chaleur est définit par I’équation d’énergie
qui est également un résultat de ’application du principe de conservation de la quantité de chaleur

comprise dans I’¢lément fluide.

En considérant un cas stationnaire et un fluide dont les propriétés physiques sont thermo-

indépendantes, I’équation de I’énergie aura la forme suivante :

Equation de I’énergie :

T aT 9, T\ 1 0 T
I Pk W N 0 S LA WS 11-4
Uax TV ax(K6x> rfar(Kr ar)J””/ (I-4)

ot (ny?) est le terme de la dissipation visqueuse et y2 = D,; qui représente le second invariant du

tenseur des taux de déformation D écrit pour des problémes aux vitesses angulaires nulles comme

suit:
i Zau v du 0 ]
0x dx Or
= Jv Jdu v
DI=1""_,"— _
[ ] ox + or 2 or 0
0 o &2
- r-
1 =2 =
Dy =3 [(Trace D)" — Trace Dz]
D’ou:

2 2 2
i3 423+ (30 vae)

(n¥?), qui est un terme source pour ’équation (I11-4), traduit la contribution de la viscosité et
des taux de déformation au réchauffage du fluide lors de son écoulement. Généralement négligé, ce
terme s’aveére d’une trés grande importance en considérant des écoulements a travers des tubes

capillaires ou des faibles espaces annulaires (probléme de lubrification). Ces deux cas de figures ont

¢été sujet plusieurs investigations numériques et analytiques [1, 2, 3].
Equation constitutive :(comportement rhéologique)

Dans ce travail, on considére le cas des fluides obéissant a la loi de comportement de
Bingham. Cette loi définit la contrainte de cisaillement en fonction du gradient de vitesse, tout en

tenant compte de 1’existence d’un seuil de contrainte (7). On a alors :
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{T —To = UpV SL T> 1 (111-6)

y=20 St TS T,

ou p, est la viscosité plastique du fluide et
s =y <6u)2 Ly (av)z N (au N av)z s (v)z 2
V= 0x or Jr Ox d r

Afin d’introduire I’effet rhéologique du fluide dans la structure de I’écoulement (équations de
mouvement), I’équation constitutive est formulée de sorte a définir ’expression de la viscosité
apparente du fluide en fonction du graduant de vitesse. On aura donc :

420 | 7>
Uy +— Si T> 1
ap = { Py (I11-7)

00 SI T>T1,

Il est & noter que, pour ce type de fluides, la zone caractérisée par des taux de cisaillement
inférieurs a 7, ne subit aucune déformation (y = 0) et s’écoule en bloc formant ainsi un

écoulement bouchon.

Comme il est constaté, cette équation présente une discontinuité pour les faibles taux de
cisaillement qui engendre par conséquence des instabilités lors du traitement numérique des
équations gouvernant le processus physique. Pour surmonter cette difficulté la technique de
régularisation proposée par Papanastasiou [4] et validée par les travaux de plusieurs auteurs [5,6,...]
a ¢ét¢ adoptée dans ce présent travail. Cette dernieére consiste au remplacement de 1’équation

rhéologique classique par 1’équation suivante :
To .
Nap = tp + (1 - exp(=my)) (II1-8)

ou m est un parametre de régularisation dont la valeurs optimal est déterminée par un compromis

entre les parameétres rhéologiques, le maillage et la précision du calcul désirée

Un bon choix de m permettra une meilleure approximation du comportement d’un fluide de

Bingham idéal (Figure [III-1]).
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— m=500
m=1000
—— m=2500 -
m=10000 S (S
Bingham Ideal| : :

Y

Figure III-1 : Courbes de comportement rhéologique pour différentes valeurs de m

II1.1.2 Conditions aux limites :

Dans ce travail, on a considéré pour chaque probléme étudié des conditions aux limites

spécifiques et représentatives de son aspect physique.
Pour I’analyse de I’établissement d’un régime hydrodynamique, on a imposé :

- Une condition de non glissement aux parois solide ;
- Vitesse constante a ’entrée ;

- Profil de vitesse établi a la sortie.

Tandis que pour 1’établissement d’un régime thermique, on a considéré :
- Température constante ou flux uniforme a la paroi solide ;
- Température constate a I’entrée ;

- Profil de température établi a la sortie.

II1.1.3 Formulation adimensionnelle :

En guise de généralisation, les équations évoquées précédemment sont ramenées a une forme
adimensionnelle en considérant les échelles de longueur (R), de vitesse (U,,) (vitesse moyenne

débitante a I’entrée) et de température AT = (Tpami - Tentrée) ou bien g R/K suivant le cas traité.

Les équations gouvernant le probléme s’écrivent alors :

26



Chapitre 111 Modele mathématique et méthode numérique

ou* av +v*_0

ox ar re
R ( *6u*+ 6u> 6P*+ 0 < i} 6u*)+1 0 . E(6u* ov*
\“ox Y o ox* " ax\“Mar Eor-\"Toe" \G5r T 5%
R ( *av*+ *617*)_
e\ ox* v or<)

oP* L9 0 (
or*  0Ox*

p <*09*+ *00*> {6 <69)+ 1 0 (*569 >}+PB 2
\"ox "V or ox* \dx*)  y*¢0r* T o esry

Bn
Mop =1+ 7(1 — exp(—my™))

ou:

Vo= ox* or* or*  odx* ¢ r*

Les variables adimensionnelles associées sont :

* u * v * X * __ r
u _um'v _vm'x _R'r "R
=P/ (up R ) [pression adimensionnelle]
ToR . o .
Bn = [contrainte seuil adimensionnelle]
HpUm
pr=1t2 bre de Prandtl
oK [nombre de Prandtl]
UmR
Re = Ptim [nombre de Reynolds]
Hp
U R
Pe = PrRe = wa [nombre de Peclet]

Pour le cas de la température, on a considéré deux situations :

- Température constante imposée aux parois solides :

g I
T, — T,

) g U ot g2
) rfa (”ap %)‘ NapS 17

(111-9)

(111-10)

(II-11)

(I11-12)

(111-13)
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2
Hyplin

Br=———
K(Tp - Te)

[nombre de Brinkman]

- Flux uniforme (q) imposé aux parois solides:

0= -1)/(ag)

2
_ HpUm

B
T aR

III.2 Méthode numérique :
II1.2.1 Introduction :

Plusieurs méthodes numériques offrent la possibilit¢ de résoudre le systeme prédéfini
d’équations aux dérivées partielles. Ces méthodes dont on cite la méthode des différences finies
[ 7-11], aux volumes finis [12,13], aux éléments finis [14-18]..., permettent la transformation du
systtme d’EDP ou de sa forme intégrale en un systéme d’équations algébriques, dont la résolution

aboutit a une reconstruction de la forme de la solution.

Dans notre travail, on a adopté la méthode aux ¢éléments finis qui se résume aux étapes

suivantes :

- Subdivision du domaine physique en un nombre d’éléments ;

- Laréécriture du systeme d’EDP sous une forme intégrale par I’introduction de la méthode des
résidus pondérés ;

- L’approximation simple des variables inconnues a fin de permettre le passage du systéme
d’EDP mis sous forme intégrale a un systéme d’équations algébriques ;

- Larésolution numérique du systéme d’équations algébriques.

I11.2.2 Approximation d’une fonction exacte :
I11.2.2.1 Définition :

Une approximation d’une fonction exacte U,,, consiste a évaluer les parametres a4, a,, ..., a,
d’une fonction approchée U(x,aq,a,,-,a,) de fagon a faire coincider U,, et U en n points

X1, X3, .., Xn d’un domaine de définition V' .

Cette méthode permit de fournir :
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- Une expression approchée en tout point d’une fonction difficile a évaluer, ou bien connue
uniquement sur certains points.

- Une solution approchée d’une équation différentielle ou aux dérivées partielles.

L’expression de la fonction approchée s’écrit :

a;

UG) = (Px) P o BiGO)] L= (P)a} (I1I-14)

an
ou:

a, a,, ..., a, sont les paramétres de I’approximation ;
P;, P,, ..., P, sont des fonctions connues linéairement indépendantes.
Si on choisit comme valeur des a; la valeur de la fonction exacte en n point de V, on aura une

approximation nodale de U,,.

I11.2.2.2 Approximation nodale d’une fonction exacte :

Pour le cas d’une approximation nodale, la fonction approchée s’écrit :

Ug
u
UQ) = (N (x) Np(x) .. Np@)){ 1 = (NYu} (I11-15)
un
ou:
N; sont les fonctions d’interpolations qui vérifient :
(0 si i#]
Nf'("i)_{1 si i=]

On aura donc: U(x) = U.x(x) au niveau des nceuds qui correspondent aux positions des

paramétres nodaux (U;).

La difficulté de I’approximation nodale d’une fonction exacte survient lorsque :
- Le nombre de nceuds devient important ;
- Le domaine de définition V de U,,présente une forme complexe ;
- Lanécessité de satisfaire des conditions aux limites sur la frontiere de V.

Ce probléme est contourné par 1’introduction d’une approximation dite par élément fini.
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I11.2.2.3 Approximation nodale par élément fini :

L’approximation par ¢lément fini consiste a subdiviser le domaine V' en un nombre de sous-
domaines V¢, et a définir une fonction approchée U® appropriée a chaque V¢ par une approximation

nodale qui doit satisfaire les conditions suivantes :

- L’approximation nodale sur un élément V®ne fait intervenir que les variables nodales li¢es
aux noeuds situés sur cet élément et sa frontiére ;

- Chaque fonction approchée doit assurer la continuité sur le sous- domaine de sa définition ;

- Les fonctions approchées de deux sous- domaines mitoyens doivent assurer la continuité sur
leurs frontiéres communes.

A fin de satisfaire ces conditions, il est impératif que les sous- domaines V°¢vérifient :

- Aucun recouvrement ni trou entre deux éléments voisins ;

- L’ensemble des V¢doit former un domaine aussi proche possible de V.

La nécessité de construire une fonction approchée propre a chaque élément est surpassée par
I’introduction de la notion d’élément de référence. Dans ce travail, on considére des éléments

quadrilatéraux a neuf et a quatre nceuds, ainsi que leurs éléments de référence.

I11.2.3 Elément et élément de référence quadrilatéraux :
I11.2.3.1 Définition :

Un élément de référence V"est un ¢lément de forme simple, repéré dans un espace de
référence et qui peut étre transformé en chaque élément réel V®par une transformation

géométrique °.

Cette transformation dépend des coordonnées des nceuds géométriques qui définissent

I’¢élément réel, tel que :
¢ & > X° = X(¢, X, Xz, 0, Xny,)
Ou:

& : Coordonnées (&,n) d’un point quelconque sur V7 ;
X€: Coordonnées (x,7) du point correspondant sur V¢ ;

N,,: Nombre de nceuds sur I’é1ément réel et sa fronticre ;
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Xy, X3, -, Xy, : Les nceuds géométriques de I’élément réel.

n

T € A X3

E-LD) | Ex(LD)
R X4 X2
LI
&1(_1’_1) &:2(19'1) X
X=
Elément de référence V' Elément réel V°©
EE.n) X (x,1)

Figure III-2 : Elément réel et son ¢lément de référence associé

I11.2.3.2 Constructions des fonctions de transformation géométrique et d’interpolation sur un
¢lément de référence :

Les fonctions de transformation géométrique N(&) et celles d’interpolation N(&) sont
identiques sur un élément de référence isoparamétrique qui est caractérisé par la superposition des

nceuds géométriques avec les noeuds d’interpolation.

En considérant un élément quadrilatéral a quatre nceuds, ces fonctions sont construites a partir

d’une base polynomiale (P) propre a cet élément :

<P) = (Pl(’fl T’) PZ(EI T’) P3(€l T’) P4_(€, 77))

tel que :
P1(S(:77) =1
PZ(E’n) = f
Ps(§,m) =n
P,(§,m) =&n

Soit (&, n)un point quelconque de 1’élément de référence et X(x,r) sont correspondant sur

I’élément réel. x et r peuvent s’écrire alors :
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a; by
@ = EEn BED BED REM]E (I-17)
a, b,

ou : a;, b; sont des coefficients d’interpolation.
Sachant que, chaque nceud ¢&;(¢;,1;) de V" correspond a un nceud X; (x;,7;) de V¢, et en considérant

tout les noeuds (i = 1, ...,4), on aura :

X1 N [P1(S(1:771) P,(¢1,m1) P3(&1,m) P4(€1.n1)] a; by
Y2 T2 _ lPl(fz,nz) P,(2,m2) P3(82,m2) Pa(&amz)|)a, b,
X3 T3 Pi(&5,m3) P(&3,m3) P3(S3,m3)  Pu(&sms)|)as  bs
Xa T4 Pi(¢sms) Py(ams) P3(€4ms) Pi(Camy)ll\as by

qu’on peut écrire sous la forme :

{Xn} = [Pn]{a}
{{Rn} = [P,]{b} (IIL-18)
A partir de I’¢équation (I1I-18) on déduit :
{a} = [R]7H{X}
{{b} = [B.] R} (I11-19)
En remplacant (I1I-19) dans (I1I-17) on aura :
x = (P)[P,]7H{X}
{r = (P)[P,]7{R,} (I11-20)

Les fonctions d’interpolation et de transformation géométrique sont finalement, définies comme
suit :
(N) = (N) = (P)[P,]™* (I1I-21)

Du moment que [P,]™! ne dépend que des coordonnées nodales de 1’élément de référence, les
fonctions (N) ne sont déterminées qu’une seule fois pour I’ensemble des éléments réels possédant le

méme élément de référence.

On définit également :
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ON. 9P,
(G = Gp 11

k
N _ 9P
(%) = (%) [P]

(111-22)

Les tableaux [III-1] et [III-2] présentent un récapitulatif des fonctions d’interpolations et leurs

dérivées respectivement pour un élément de référence quadrilatérale a quatre et a neuf nceuds.

v o o

0 an
1-9HA-m/4 (-1+m)/4 (-1+§)/4
1+OHA-n)/4 (1-n)/4 (-1-¢8)/4
1+OA+n)/4 (1+n)/4 (1+8)/4
1-9A+mn/4 (-1-m)/4 (1-8)/4

Tableau III-1 : Fonctions d’interpolations et leurs dérivées pour un élément
de référence quadrilatérale a quatre nceuds.

N N oN

EQ an
1-89A —n)én/4 (1-25A —-n)n/4 (1-81-2n)/4
—-(1-&)A-nn/2 (1—=n)én —-(1-¢&)-2n)/2

—(1+&OA -mén/4
A+ —n*§/2
1+ A +n)én/4
1 =&HA +mn/2

—(1 -9 +nién/4

—(1-9H1 —n*é/2

(1-¢)(1-1%)

—(1+2H)A —-nmn/4
(1+29)A—n?)/2
(1+2A +mn/4

—(1+mén
—(1 =25 +mn/4
—(1-29)(1-1n%)/2
—2(1—n%)%¢

—(1+8)A—2n)é/4
—(1+$6)én
(1+6)(1+2n)¢/4
(1 =& +2n)/2
—(1-H1 +2n)¢/4
(1-¢)én
—2(1-¢%)n

Tableau III-2 : Fonctions d’interpolations et leurs dérivées pour un élément de référence
quadrilatérale a neuf nceuds.
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I11.2.3.3 Positionnement des variables (u, v, p, T) sur un élément :

Dans ce travail, on a considéré pour I’ensemble des problémes analysés, le positionnement

suivant des variables u, v, p et T sur un ¢lément quadrilatéral a 9 nceuds :

- Les vitesses u, v et la température T sont situées sur I’ensemble des nceuds d’un élément ce
qui leurs assure une interpolation quadratique suivant toutes les directions.

- La pression P occupe les nceuds principaux, donc interpolée linéairement suivant toutes les
directions.

La figure [I1I-3] schématise la répartition des variables sur un ¢lément quadrilatérale a 9 nceuds.

O <> o

O uwvpetT
<@ <@ L 2 ¢ uvetT
o <> O

Figure III-3 : Positionnement des variables u, v, p et T sur les nceuds d’un élément
quadrilatéral biquadratique.

I11.2.4 Formulation intégrale :

Les équations du mouvement, de continuité et de 1’énergie constituent en association avec les
conditions aux limites et I’équation constitutive, un systéme d’équations différentielles qui définit le

comportement d’un modele physique continu et qui peut étre représenté de la maniére suivante :

L(u) + f, = 0 sur un domaine V (I11-23)
C(u) = f; sur la frontiére S de V (I11-24)
ou :
L et C sont des opérateurs différentielles ;
f» sollicitations volumiques ;
f5 sollicitations surfaciques ;

u variable qui peut désignée la vitesse u, la vitesse v, la pression P ou la température 6.

Toute variable u dépendante de (x, r) aboutit lors de son introduction dans 1’équation (I11-23)

a la relation suivante :
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L)+ f, = R(w)

R(u) est un résidu qui s’annule lorsque u est une solution de 1I’équation (I1I-23).

La méthode des résidus pondérés consiste donc, a trouver des fonctions u(x,r) qui annulent

la forme intégrale :

W = j WYHRW)dv = j WHL@W) + f)dv = 0 (I11-25)

Pour toute fonction de pondération 1 appartenant & un ensemble de fonctions Ey, une solution

u qui vérifie les équations (I11-23) et (I11-24) vérifie également la relation (II1-25).

La méthode des résidus pondérés permit alors, le passage d’une formulation aux dérivées
partielles a des formulations intégrales différentes suivant la fonction de pondération utilisée. Parmi

ces formulations en cite :

I11.2.4.1 Collocation par points :

La fonction de pondération en un point x du domaine V est la distribution de Dirac (5 (xi)) en

ce point. La forme intégrale s’écrit alors :

W = f 6(x;)) R(x,u)dv = R(x;,u) =0

D’ou:

Wi(a) = (L(ulx, ay, ..., ay)) +f,,)x=xi i=1,.,n
En considérant I’approximation (II1-14) de u, on aura :

Wi(a) = (L(PINa} + fo)x=x; = 0

Cette formulation nécessite un nombre de points de collocation égale au nombre de a;
(coefficients d’approximation), dont la position influe sur 1’exactitude de la solution. La méthode en
question est peut utilisée vu la difficulté a la mettre en ceuvre avec une approximation par ¢léments

finis, malgré I’avantage qu’elle offre en évitant I’intégration sur le volume V.
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I11.2.4.2 Collocation par sous- domaines :

Cette méthode consiste a subdiviser le domaine V en un nombre de sous- domaines égale au
nombre des parametres a;, et définir la fonction de pondération pour chaque sous- domaine comme

suit :

4

L

{1 si x€ev
l’bl_{O si xe&v

La forme intégrale s’écrit alors :

Wi(a) = f (L(PYYa} + f)dv = 0

Cette formulation est peu utilisée en raison de la difficulté¢ du choix des sous- domaines.

111.2.4.3 Meéthode des moindres carrés :

La méthode des moindres carrés consiste a déterminer la valeur des parameétres

d’approximation a; d’une fagon a minimiser le carré de résidu (R) sur le domaine V.

Hm=J-R.Rdv—>min

4

ou :
R=L)+f, =(L(P){a} + f,

Cette méthode est également peu utilisée, car elle ne permet pas 1’intégration par parties, ce

qui impose des conditions plus strictes sur I’approximation de u.

111.2.4.4 Méthode de Galerkine :

Pour ce cas, les fonctions de pondérations sont constituées par 1’ensemble des variations du

des fonctions u :

Y = 6u = (P){6a} (I11-26)

ou {8a} sont les variations des paramétres d’approximation {a}. La forme intégrale s’écrit alors :
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W = j Su(L(u) + f,)dv =20 (11-27)

En remplacant I’expression (I1I-26) dans (II1-27) on aura :

W = (5a) f (P} (LUPYaY) + £,)dv = 0 (111-28)

Ce qui est équivalant aux n équations algébriques :

(
Wi (a) = f PL(L(PYYa} + f,)dv = 0

v

{ ; : (I11-29)

h(@) = f P((L(P)Ya} + f,)dv = 0

v

L’utilisation d’une intégration par partie, permet la réduction du degré de I’opérateur dérivée

L. Le systeme (I11-29) s’écrira alors sous la forme :

f
Wy (a) = j Li(PD (L, (PYYa})dv — j Pyfydv — j P fids = 0

v v N

] : : : (I11-30)

Wy (a) = f Li(PY Ly (P)Ya})dv — j Pufydv — j Pufids = 0

\ v v N

ou S représente le contour du domaine V.

La méthode de Galerkine sous cette dernie¢re forme est la formulation la plus utilisée, car elle
permet 1utilisation des fonctions (P) plus simples que les autres méthodes introduites. Dans notre

travail, on a considéré la méthode des résidus pondérés formulation Galerkine.

II1.2.5 Présentation matricielle de la méthode des éléments finis :

Apres la subdivision du domaine physique V en éléments V¢, et la transformation du systéme

d’équations aux dérivées partielles en une formulation intégrale par la méthode des résidus
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pondérés, la méthode des éléments finis consiste a discrétiser cette forme intégrale en utilisant une

approximation par « ¢léments finis » des variables u.

Si on note W€comme forme intégrale ¢lémentaire propre a 1’élément V¢, la forme intégrale

globale s’écrit alors :

nel nel
w=>we= Zf S5ue(L(ue) + £,) dv = 0 (11-31)
e=1 €=11;

I11.2.5.1 Forme intégrale élémentaire discrétisée :

En considérant une approximation par élément finis de u et du sur chaque élément V°:

u® = (NMusq}
{5ue — (N){6ue) (I-32)

W€ aura donc la forme suivante :

we = (sus) f INYLONY) dvfus) + f (NYfydv | = 0 (111-33)

ve ve

L’intégration par partie de I’expression (III-33) permet la réduction au maximum de 1’ordre
des dérivées intervenantes. Cependant, on aura 1’apparition des dérivées de (du) et des intégrales de

contour. W€ s’écrit alors sous la forme matricielle suivante :

we = f((6(6ue))[D]{6ue}—6uefv)dv— f duffsds =0 (111-34)
ou:
JuY = (e ou® 0%u¢
(0u®) = (u % " ox )
ou’ azue
(5(u°)) = (5u 6(69() 5( 6x2> )

[D] est une matrice indépendante de u®et de ces dérivées pour les opérateur L linéaire, et
inversement ;
fv fs: Sollicitation de volume et de surface ;

v¢,s¢: Domaine et contour d’un élément.
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Compte tenu de I’approximation sur 1’élément V¢, on définit les expressions de du et §(du)

comme suit :

u® = (N){ug} = du® = (N){6us}

ouf JdN du® dN
= () = 8 (S ) = (5 (o)
On écrit alors :
u (N)
el — — aN e — e
{ou®} = a = <E> {uz} = [Bl{u3}
et
ou (N)
ou)} = {5 (2) ¢ = | (6us) = [8)t6us)

0x

En remplacant (I1I-34) dans (I1I-33) on aura :

We = (5us) f [B]" [DI[Bdv (ug} — f (NYfydv — f (N}fds | =0

ve

En posant :
(k] = f [B]T[D][B]dv (Matrice rigidité élémentaire) ;
Ue

{f}= f {N}f,dv + J. {N}f,ds (Vecteur sollicitation ¢lémentaire).
ve s€

L’équation (II1-35) s’écrira :

We = (Sup)([kl{un} = {fH

(111-35)

(I11-36)
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I11.2.5.2 Forme intégrale ¢lémentaire discrétisée sur un élément de référence:

La formulation intégrale élémentaire W €est rapportée a 1’élément de référence en exprimant
les opérateurs dérivés, I’élément de volume infinitésimal dv et 1’élément de contour ds en fonction

des coordonnées de 1’espace de référence.

Pour un ¢élément de référence quadrilatéral, on a :

oN ag  oan[,ON
S 1= ]G]
[B] = gl’\‘, = g’g g; ialf,Jl (I1-37)
S 15 3 (%>
ou bien sous la forme simplifiée :
[B,] = [Q][B¢] (I11-38)

La détermination de [Q] sous cette forme présente des difficultés relatives a I’expression de la
transformation géométrique ¢, qui souvent n’offre pas la possibilit¢ de déterminer la

transformation inverse (7¢) 1. Pour y remédier, on a :

(0) e oo
ot | _|og 66] ox
o[ "lox orf|o
an dn onl\or
Qu’on écrit sous la forme :
{0} = [/1{0,}
d’ou:
{0} = U17*{0¢} (I11-39)

De (ITI-38) et (I1I-39) on déduit :

[Q1 =117

La formulation intégrale élémentaire sur un élément de référence quadrilatéral, s’écrira alors

comme Suit :
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We = (Sup)([klun} —{f}) =0 (111-40)

avece .
[k] = f [B:]"[Q17[D1[Q1[B¢]det(dédn

() = j (NYf, det(/)dedn + f (N}foJodr
vr I"T

ou:J, =T¢/T"

I11.2.6 Intégration de la forme intégrale élémentaire :

Plusieurs méthodes numériques permettent 1’intégration de la forme intégrale W€ sur un
¢lément de référence. Dans ce travail, on a considéré une méthode dite quadrature de Gauss

(méthode produit), qui est définie comme suit :

L’intégration d’une fonction y(&,n) définie en tout points d’un élément de référence

quadrilatéral V" et sa frontiére I'", se résume a :
+1 41 L
f f y(& ndédn = Z Z ww;y(§i,1;) (I11-41)
-1 i=1j=1

ou : r est le nombre de points d’intégration suivant la direction £ (oun) ;
(¢,7m) sont les coordonnées des points d’intégration et w les poids d’intégration.

Cette méthode permet 1’intégration exacte des polynomes en &/ tel que :

{OSiSZr—l
0<sj<2r-1

Le tableau [III-3] fournit les abscisses et les poids des points d’intégration pourr =

1,2,3 et 4. Dy, dénote le degré maximale des polyndmes intégrés exactement.
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r ety w Dinax
1 0 2 1
2 +1/V3 1 3
3 ° 8/9 5

+/3/5 5/9
iJ(3—2J6_/5)/7 1/2+1/(6,/6/5)
+ [(+2/675)7 /2= 1/(66/5)

Tableau III-3 : Coordonnées et poids des points d’intégration considérés sur un ¢lément de
référence.

I11.2.7 Forme intégrale globale discrétisée :

La forme intégrale globale W est formée par 1’addition des formes élémentaires W€ apres

expansion.

W = ZW@
e=1

Si on considére ny et nj les nombres de variables nodales respectivement de VV¢et V, on aura :

- (6uf), {dul} et {f} des vecteurs de dimension ng ;

- [k] une matrice de dimensions (ng X ng).

Leurs expansion revient alors, a les ramener respectivement a des dimensions n, et (np X np) par
I’insertion des lignes et des colonnes de zéros, tout en s’assurant d’avoir attribu¢ a chaque élément
des vecteurs et matrice élémentaires un emplacement adéquat dans les vecteurs et la matrice

¢tendus correspondants.
On aura alors :
W = (6U)([KI{Un} = {F}) =0 (111-42)

ou : West la forme intégrale globale ;
(6U,,): vecteur global de variation des variables nodales ;

{U,,}: vecteur global des variables nodales ;
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[K]: matrice rigidité globale ;

{F}: vecteur sollicitation global.

I11.2.8 Forme intégrale globale discrétisée pour les équations de mouvement, de continuité et
de I’énergie :

La formulation intégrale globale discrétisé du systéme d’équations formé par I’équation de

continuité et les équations de mouvement, est représentée sous une forme matricielle comme suit :
[KK{Un} = {F} (111-43)
ou:
Uj E,
{Up} =1Vt et {F}=1E,
p; 0

La matrice [K] est organisée de la maniére suivante :

Kuu Kuv Cu
[K] = Kvu va Cv
cr ¢l o

Kyu Kuvs Koy Koy Cy» Cyy B, et F, sont déterminées par 1’addition aprés expansion des matrices et

vecteurs €lémentaires correspondants. Ces derniers s’expriment comme suit :

: oN, oN, ON;ON; ON;ON; & 0N,
el = | (NiNkukWJ’NiN"""W) +"<2 ox ox | or or _?NiWﬂ -

qe -
[kuv]=f n(%%)‘”(é”l‘%)ldﬂ

e -
[k] = f (n %ﬁ%) da

ge

(N-N u %+N-N v %>+ (26NiaNj aNiaNj)
iNiethe iNVkVie 5 " “ar or T ox or

[kvv]:f 28 (1 N,

qe +777<;NiNf_Nia_r>
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(h = [ Mifdo

Qe

(h) = | Nefdo
i

On définit par N les fonctions d’interpolation construites a base d’un ¢élément quadrilatéral
biquadratique (neuf nceuds), et par M celles propres a un élément quadrilatéral bilinéaire (quatre

nceuds).

Pour le cas de I’équation d’énergie, on aura :

[KI[T] = {F} (I11-44)
Ou
nel nel
[K] = Z[k]gtendue et {F} = Z{f}gtendu
e=1 e=1
avec :

[k]e=f NNty 2 4 NN 20 4 (L0 ONiON; €, O g
Rk gy 7 TETETR Gy dx d0x dy dy r ' or
Qe

(h) = [ moda+ [ mqar
Qe re
Ou:
Q : représente une source de chaleur se trouvant dans le domaine °;

q : flux de chaleur au niveau du contour I'®.
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I11.2.9 Meéthode de résolution :

La résolution du systéme d’équations algébriques formulé suite a 1’application de la méthode
des résidus pondérés, constitue la derniére étape de la méthode des ¢léments finis apres

introductions des conditions aux limites.

111.2.9.1 Introduction des conditions aux limites :

Les conditions aux limites peuvent étre introduites par plusieurs manieres. Dans ce travail, on
a adopté la méthode du terme unité sur la diagonale qui consiste a modifier le vecteur {F} et la

matrice [K] de la fagon suivante :

Si u est la condition au limite imposée a la variable u;, les modifications se résume a :

F; = F; — Kyt j=1,2,..n j#i
Fi=ﬂ
Kl]=1(]l=0 ]=1,2,,n ]7‘—'l
Ki; =

Qu’on schématise comme suit :

Kino o Ky 00 Kiivn o Kin ] UL ( Fp — Kpu

Ki1q o Kicgicn 0 Kiqipr oo Kiman | |uig Fioqg —Kiqu
0 0 1 0 0 | W =+ u o

Kivin oo Kivgicr 0 Kivvivr o Kigan | | Wir1 Fiyg — Kipqiu

| Kpi v Knici 0 Kpgyr o Kyl U7 U B =Ky )

I11.2.9.2 Résolution du systéme d’équations algébriques :

La méthode de résolution d’un systéme d’équations algébriques est dictée par la forme que
présente ce dernier. Dans ce travail on a considéré la méthode d’élimination de Gauss pour le

systéme linéaire (I11-43) et de substitution pour le systéme non linéaire (I11-44).

111.2.9.2.1 Méthode d’élimination de Gauss :

Cette méthode fréquemment utilis€ pour la résolution des problémes linéaires, est formulée en

deux étapes :
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e Triangularisation : qui consiste a transformer le systeme d’équations algébriques (I11-44)

en un systéme triangulaire supérieur :

[K]{U} = {F} = [S{U} = {F'}

tel que :

¢ Résolution d’un systéme triangulaire supérieur : la résolution consiste a déterminer en

premier lieu la valeur de la derniére variable du vecteur {U} tel que :

E
U, =

STL,Tl
en suite, a calculer successivementu,,_q, U,_», ..., Uy a partir de la relation suivante :

! n
Fi = Xj—ivn Siju;
Sii

u; =

111.2.9.2.2 Méthode de substitution :

La méthode de substitution est I'une des méthodes les plus utilisées pour la résolution des

systemes d’équations algébriques non linéaires.
En considérant le systeme (I11-43) réécrit sous la forme :
[K()HU} = {F}

La méthode de substitution se résume a :
1. supposer une solution initiale {U°};

2. déterminer le résidu définit par :

{F} - [K(U){U®} = {R}

3. résoudre le probléme linéaire :
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[K(U")]{AU} = {R}
4. calculer {U} tel que :
{U} = {U°} +{aU}

5. calculer la norme des moindres carrées définit par :

INIl = V(AUXAU}

6. tester la convergence (||N|| < précision souhaitée). Si c’est réalisé, {U} est la solution

recherchée, si non refaire a partir de (2) en posant :
{U°} = {U}

II1.3 Calcul de la fonction de courant :

La fonction de courant est calculée aprés détermination du champ de vitesse, en considérant

les relations suivantes :

10w
Eox

(I11-45)

L 1 0¥ _

ré or v

En dérivant la premiére équation du systéme (I[1-45) par rapport 4, la seconde par rapport a x et

apres leurs addition , on aura :

0x2 ror = or?

2 2
oW 0¥ oW _ f((z_z_g_’:) — e (I11-46)

ou w est appelée vecteur tourbillon.

La détermination des lignes de courant se résume donc a la résolution de I’équation elliptique

(ITI-46) (équation de poisson).
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II1.4 Calcul du nombre de Nusselt :

Le nombre de Nusselt traduit I’intensité du transfert thermique entre une paroi solide et un

fluide adjacent.

En considérant q la densité de flux thermique échangé entre le fluide et la paroi, celui-ci est

¢gale d’une parta :

aT
= —k— 111-47
q=—k= ( )
et d’une autre part a :
q= h(Tp — Tm) (IT1-48)

ou: h estle coefficient de transfert convectif de chaleur ;

T, est la température de la paroi ;

T, est la température moyenne du fluide déterminée comme suit :

H

1
T == [ €Iy
0

tel que : H est une longueur caractéristique du processus physique ;
u est la vitesse moyenne suivant une section d’écoulement.

A partir de (I11-47) et (I11-48), on aura :

N hH H_oT (IT1-49)
u=—=— e -
k Ty — T Orly—py
En tenant compte des variables adimensionnelles définies en [III-1-3], Nu s’écrira alors :
1 06 ) ) )
Nu =— (Température imposée)
Hm ar* r¥*=1
1 (IT1-50)
Nu = é’p——Hm (Flux imposé)

48



Chapitre 111 Modele mathématique et méthode numérique

II1.5 Validation du code de calcul :

Afin de valider notre code de calcul dans lequel nous avons utilisé des éléments quadrilateres
a neuf nceuds, nous avons procédé a I’étude de deux Benchmarks, a savoir, I’écoulement
stationnaire non-isotherme en régime laminaire d’un fluide Newtonien a travers une conduite
cylindrique et entre deux plaques planes semi-infinies, ainsi que la convection naturelle de 1’air

confiné dans une cavité carrée chauffée différentiellement.

Pour le premier cas, nous avons comparé nos résultats avec ceux issus de la solution
analytique du probléme. Cette comparaison qui porte sur la vitesse longitudinale maximale et la
valeur du nombre de Nusselt asymptotique est résumée par le tableau [III-4] pour un écoulement
axisymétrique et plan. Le faible écart (< 3%) entre les valeurs obtenues analytiquement et celles
issues de la simulation atteste du bon fonctionnement de notre code pour les problémes régis par un

gradient de pression impos¢.

Conduite cylindrique Plaques planes

« 1.9985 1.4995
e o 2.0000 1.5000
Ec (%) 0.075 0.03
Nitgsym * 3.6713 7.551
Température ° 3.66 7.54
imposée Ec (%) 0.3 0.15
Nigsym * 4.234 8.234
Flux imposé 4.364 8.235
Ec (%) 2.98 0.01
* 15.8933 24.016
fRe o 16 24
Ec (%) 0.67 0.07

Tableau III-4 : Comparaison des valeurs numériques des différents parameétres du
probléme. (*)- Résultats de simulations, (0)- Résultats analytiques.
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Pour le deuxiéme cas, nous avons considéré la convection naturelle de 1’air confiné dans une
cavité carrée de dimension H. Les parois horizontales de cette cavité sont considérées adiabatiques
tandis que les parois verticales gauche et droite sont soumises a des températures différentes,

températures chaude T, et température froide Trrespectivement (Figure...).

q=0
VAT AT A A A A A A A A S S S ST A S A S S A S S S,

VA S S A AL LA LSS AL S A LSS AL A A LSS A S AL
g=0

Figure II1-4 : représentation géométrique d’une cavité carrée soumise a un
gradient de température pariétal.

Ce probleme test est gouverné par le systtme d’équation suivant, qui comprend
I’approximation de Boussinesq pour la modélisation de ’effet de la température sur le champ de

vitesse.

du dv 0
dx dy
ou dv 0P 0%u N 0%u
Yax TPy T Tax T T\ ax2 T 5y2

69+ 69_620+620
Yox ”ay_axz dy?
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Ou Ra est le nombre de Rayleigh qui représente le rapport de I’énergie transférée par
convection naturelle ou libre et celle transférée par conduction. Ce nombre est donné par la relation

suivante :

_ pgBATH?

R
a K

Aprés une série de simulations pour différentes valeurs de Ra, nous avons comparé¢ nos
résultats avec ceux obtenus par De Vahl Davis [19] qui a traité le méme probléme en adoptant la

méthode des différences finies avec la formulation vorticité-courant.

Les figures [III-5] et [III-6], qui représentent respectivement les lignes isothermes et la
fonction courant déterminées par notre code de calcul ainsi que celles obtenues par De Vahl Davis
[19], montrent la bonne concordance des deux résultats. Cette constatation nous a permis donc
d’attester la validité de notre code de calcul. Le tableau [III-5] constitue une comparaison entre nos
valeurs numériques de différents paramétres du probléme et celles présentées dans les références

[19] et [20].

Ra =103 Ra = 10* Ra = 10°
v " 3.6955 19.6245 68.6343
max
) Cos © 3.679 19.51 68.22
(surPaxey=0.5) 3.73 19.9 70.0
U . 3.6486 16.1681 347115
max
) o © 3.634 16.2 34.81
(surPaxex=0.5) 3.68 16.1 34.0
1.5071 3.5362 7.8052
Nu *
‘ ”l‘l“xd o 1.50 3.53 7.71
(paroi chaude) 1.47 3.47 771
N . 0.6916 0.5863 0.7333
umax
ey © 0.692 0.586 0.729
(paroi chaude) 0.623 0.497 0.614
Nityy . 1.1186 2.2489 4.5584
o 1.12 2.243 4.52
(paroi chaude) 1.074 2.084 43

Tableau III-5 : Comparaison des valeurs numériques de différents paramétre du
probléme . (*)- présente étude, (0)- De Vahl Davis [19], (0)- Manzari [20].

51




Chapitre 111 Modele mathématique et méthode numérique

a-1 b-1
1
>o5}
% o5 1
X
a-2 b-2
1
f |
0

(\J/

Figure III-5 : lignes isothermes (de 0.05 a 0.95 avec un pas de 0.1 ),
(1) :Ra=10’ ,(2) :Ra=10", (3) :Ra=10’
(a) : De Vahl Davis, (b) : Présente étude.
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a-1 b-1
1
>o5f-
0 1
0 0.5 1
X
a-2 b-2
1
>osl-
0 |
0 05 1
X
a-3 b-3
1
0 k—fu\j
0 05 1
X

Figure I11I-6 : configuration des lignes courants pour Ra=10" (1), Ra=10" (2) et
Ra=10>(3).
(a) : De Vahl Davis, (b) : Présente étude.
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Nomenclature
a Parametre d’une fonction approchée.
Bn Nombre de Bingham.
Br Nombre de Brinkman.

Tenseur déformation.

Longueur caractéristique du domaine physique (m). (cas ot ¢ = 0)
Coefficient de transfert de chaleur convectif (W /m?k)

Diffusivité thermique (m?/s).

Fonctions d’interpolation d’un élément quadrilatéral a 4 nceuds.

= X X > T G

Fonctions d’interpolation d’un élément quadrilatéral a 9 nceuds.
Nu Nombre de Nusselt.

N Fonctions de transformation géométrique.

p Pression (Pa).

P Base Polynomiales .

Pe Nombre de Peclet.

q Flux de chaleur (W /m?).

Re Nombre de Reynolds.

T Température (°K).

u Vitesse longitudinale (m/s).

v Vitesse transversale (m/s).

%4 Volume.

X Coordonnée longitudinale(m).

T Coordonnée transversale(m).
R Longueur caractéristique du domaine physique (m). (cas ou é = 1)
Symboles Grecs

y Déformation.

y Vitesse ou taux de déformation (1/s).

T Contrainte de cisaillement (Pa).

To Contrainte seuil de cisaillement (Pa) .
p La densité (kg/m?3).
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Up Viscosité plastique (Pa.s).
Nap Viscosité apparente (Pa.s).
0 Température adimensionnelle.
n Viscosité dynamique (Pa.s).
r Frontiére du domaine physique.
v Fonction courant.
w Vorticité.
Indices
e Entrée.
p Parois.
m Moyenne.
ex Exact.
Exposants
e Elément réel.
r Elément de référence.
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Etablissement des régimes Chapitre IV
thermo-hydraulique des

fluides Binghamiens a

travers des conduits.

IV.1 Introduction :

L’écoulement laminaire non-isotherme d’un fluide a travers des conduits a suscité
I’intérét de plusieurs chercheurs vu son importance dans les différents secteurs de I’industrie

et précisément dans le dimensionnement des installations thermiques.

Les premieres études réalisées dans cet axe de recherche, furent celles effectuées par
Graetz (1883-1885) ou il a considéré le transfert de chaleur par convection forcée, associ¢ a
un écoulement laminaire et établi d’un fluide newtonien a travers une conduite circulaire,
soumise a un chauffage pariétal par une température imposée. En négligeant I’effet de la
dissipation visqueuse et la conduction axiale du fluide, Graetz a abouti a une formulation
simplifiée de I’équation d’énergie, mais qui ne fut résolue qu’ultérieurement par W.Nusselt.
Ce dernier a donc, parvenu a résoudre analytiquement le probléme formulé suivant Graetz par
une méthode de séparation de variable, et a réalisé par celle-ci, une grande avancée dans le

domaine du thermique.

L’analyse de Graetz a ¢ét¢ alors, le début d’une longue série d’investigations
expérimentales, analytiques et numériques, traitant le probleme sous des conditions moins
restrictives, des géométries plus complexes et des fluides au comportement rhéologique

complexe.

Pour les fluides newtoniens, Sellars et al [1] et Siegel et al [2] ont considéré le
développement thermique d’un écoulement établi dans le cas d’un flux uniforme imposé aux

parois, tout en négligeant ’effet de la dissipation visqueuse et la conduction axiale. L’effet de
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cette derniere a été considéré par Hsu [3], ou le probléme a été résolu analytiquement par la
méthode «de séparation des variables». Ultérieurement, Ou et Cheng [4] ont reconduit le
méme travail mais en tenant compte de la dissipation visqueuse. Kays et Grawford [5] ont
montré que D'effet de cette derniére sur le champ thermique est important lors des
écoulements a grande vitesse pour les fluides newtoniens. Tendis que pour les fluides non-
newtoniens, Bird et al [6] rapportent que cet effet est également ressenti lors des écoulements
a faibles vitesses, en raison des fortes viscosités et des forts gradients de vitesse qui les

caractérises.

Plusieurs travaux ont été orientés vers 1’analyse de I’influence exercée par la dissipation
visqueuse sur D’intensité¢ du transfert thermique. Il a ét¢ montré que 1’effet de celle-ci sur le
champ de température au niveau de la zone d’entrée est plus significatif lors d’un
¢établissement hydrodynamique et thermique simultané que lors d’un établissement thermique
d’un écoulement développé [7.8]. En régime établi, il a été rapporté que la valeur de Nusselt
établi, pour le cas d’un refroidissement par une température constante imposée aux parois,
est de 9.6 en tenant compte de la dissipation visqueuse [9], alors que cette valeur est de

3.6568 en la négligeant [10].

La convection forcée des fluides Binghamiens dans des conduits a connu également
plusieurs investigations numériques et expérimentales. Wissler et al. [11] et Blackwell [12]
ont étudié le développement d’un régime thermique en considérant une température constante
aux parois et en négligeant I’effet de la dissipation visqueuse ainsi que la conduction axiale du
fluide. Johnston [13] a reconsidéré le probléme en tenant compte de la conduction axiale.
Récemment, Min et al ont étudié analytiquement [14] et numériquement [15] le méme
probléme mais dans le cas d’un flux imposé aux parois, en incluant 1’effet de la dissipation
visqueuse et la conduction axiale. Ils ont montré que cette derniere peut étre négligée lorsque
la valeur de Peclet est supérieure a 1000, et que le seuil de contrainte n’a d’effets
considérables sur le transfert thermique qu’en tenant compte de la dissipation visqueuse.
Vradis et al. [16] ont trait¢ le probléme de développement simultané des champs

hydrodynamique et thermique dans la région d’entrée pour le méme fluide.

Une étude analytique a été réalisée, pour le cas de 1’écoulement d’un fluide de Herschel-
Bulkley, par Quaresma et al. [17]. En négligeant 1’effet de la dissipation visqueuse et la

conduction axiale du fluide, ces auteurs ont analysé¢ 1’influence de la contrainte seuil et
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I’indice de consistance sur la structure hydrodynamique et thermique d’un écoulement a
travers une conduite cylindrique et entre deux plaques planes semi-infinies. Récemment,
Khatyr [18] et al. Et Aydin [19] Ont analysé I’effet de la dissipation visqueuse et de la
contrainte seuil sur un régime établi du point de vu thermique et hydrodynamique. Nouar [20]
a considéré 1’écoulement d’un fluide de Bingham a seuil de contrainte dépendent de la
température mais sans tenir compte de la dissipation visqueuse et de la conduction axiale du

fluide.

Le recensement des travaux traitant les écoulements non-isothermes des fluides
Binghamiens dans des conduits en situation de développement hydrodynamique et thermique
simultanés montre qu’ils sont peu nombreux, et ceux qui tiennent compte en méme temps de

la dissipation visqueuse et de la conduction axiale du fluide sont pratiquement inexistant.

Dans la perspective d’étudier pour notre part, ’impact du comportement rhéologique
d’une certaine classe de fluide sur la structure des écoulements a travers les conduits, ainsi
que I’identification de 1’évolution des principaux paramétres technologiques permettant aux
ingénieurs de prendre en considération les spécificités de ces fluides dans le calcul et le
désigne des installations et des procédés faisant appelle a ces fluides, nous aborderons dans
ce chapitre 1’écoulement d’un fluide viscoplastique (fluide de Bingham) entre deux plaques
planes et a travers une conduite cylindrique. Cette étude est orientée vers l’analyse de
I’influence exercée par 1’inertie et le comportement rhéologique du fluide sur la structure
hydrodynamique et thermique de I’écoulement. L’effet de la dissipation visqueuse sur
I’évolution du champ thermique est également investi pour les deux cas, parois maintenus a

une température constante et parois soumises a un flux de chaleur uniforme.

IV.2 Développement hydrodynamique et thermique de I’écoulement :
IV.2.1 Formulation du probléme :

L’écoulement stationnaire, incompressible et laminaire d’un fluide de Bingham a travers
des conduits est gouverné par un systéme d’équations adimensionnelles constituées par les

lois de conservation et la loi de comportement citées dans le chapitre III.
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Pour rappel, & est un parametre qui prend la valeur 0 pour un écoulement entre deux
plaques planes (écoulement plan) et 1 pour un écoulement a travers une conduite cylindrique

(écoulement axisymétrique).

Ce systéme d’équations est sujet aux conditions aux limites adimensionnelles suivantes :

- Profil de vitesse et température uniforme a I’entrée :
uw=1v"=0 6=0

- condition aux parois :

Adhérence du liquide aux parois: u* =v* =0

Température constante aux parois: 8 = 1 ou densité de flux constante: g = 1
- profil de vitesse et de température établi a la sortie:

ou*/ox* =v*=0, 00/dx* =0

- condition de symétrie sur 1’axe central du conduit:

ou*/or* =v* =0, 00/0r* =0

Les problémes analysés sont gouvernés par un ensemble de nombres adimensionnels qui

sont :

Bn = (14R)/ (.Upum) [Nombre de Bingham ou Contrainte seuil adimensionnelle]
Pr = u,/(pK) [Nombre de Prandtl]

Re = (puuR)/ 1y [Nombre de Reynolds]

Pe = PrRe = (u,,R)/K [Nombre de Peclet]

Br = ( ‘upurzn ) / ( K(Tp _ Te)) [Nombre de Brinkman cas d’une température constante
imposée aux parois solides]
Br = (Mpufn) /(qR) [Nombre de Brinkman cas d’un flux uniforme imposé aux

parois solides]

NB : Les désignations comportant un exposant sous forme d’étoile sont des grandeurs
adimensionnelles. Dans ce qui suit, cet exposant est omis intentionnellement pour simplifier

I’écriture des relations.
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Figure [IV-1] Domaine physique de 1’écoulement

Le domaine physique de I’écoulement est illustré par la figure [IV-1]. Celui-ci présente
un axe de symétrie le divisant en deux parties permettant ainsi la réduction du domaine de
calcul a I’'une d’elles. La longueur L de la géométrie est choisie suffisamment longue pour
assurer un établissement hydrodynamique et thermique de 1’écoulement a la sortie(L = 40R).
Le calcul a été effectué en utilisant un maillage non-uniforme avec une concentration de
mailles plus importante au niveau de la zone d’entrée et prés des parois solides. Un test de
dépendance des résultats de la dimension du maillage a permis 1’adoption d’une combinaison
de 20x120 ¢léments. Cette derniére présente un meilleur compromis entre la précision des
résultats et D’effort de calcul requis. Une formulation mixte a été adoptée utilisant des
¢léments 9 nceuds avec une interpolation biquadratiques pour la vitesse et la température et

une interpolation bilinéaire pour la pression.

Apres la résolution du systéme d’équations prédéfini, le nombre de Nusselt local est
déterminé selon I’équation (/11 — 50) pour quantifier I’intensité de 1’échange thermique entre

le fluide en mouvement et la paroi solide.

IV.2.2 Résultats et discussions :
IV.2.2.1 Régime hydrodynamique :

Cette section est consacrée a I’étude de I’influence exercée par I’inertie (Re)et la
contrainte seuil (Bn) sur la structure hydrodynamique de I’écoulement constituée par le

champ de vitesses et de pressions.
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IV.2.2.1.1 Effet de la contrainte seuil sur le champ de vitesses :

La figure [IV-2] présente I’allure des profils de vitesse établis d’un écoulement plan (a)
et axisymétrique (b) pour différentes valeurs de la contrainte seuil(Bn). A 1’exception de la
courbe représentative (référence) de Bn = 0, touts les profiles présentent un aplatissement
localisé au centre de la section d’écoulement et une évolution parabolique de la vitesse pres de
la paroi solide. La partie aplatie de ces profiles délimite une zone dans la section
d’écoulement occupée par une quantité du fluide se déplagant a une méme vitesse. Cette zone

s’¢largit et la vitesse maximale diminue avec I’accroissement de la contrainte seuil.

1.0 pe—— 1.0

.....................................................

08 NN | 0B S

......................... 0.6 :
- | Bn=0.0 [ N:. = ©
Bn=0.5 | = ||\, @
0.4 - Bn=1.0 [ R\
02 L Bn=2.5 - _____ N\
Bn=4.5 | ;
| Bn=6.5 B HE
00 I T T [ | o
1.5 0.0 0.5 1.0
u

Figure [IV-2] Profils de vitesse établis pour différentes valeurs de Bn. (a)-deux plaques
planes, (b) conduite cylindrique.

Lors de I’écoulement, La zone aplatie subit des contraintes de cisaillements inférieurs a
la contrainte seuil 7. Le fluide résiste alors a la déformation et ce déplace en bloc formant un
bouchon. La vitesse de ce bouchon fluide diminue avec I’accroissement de la valeur de Bn,
tout en manifestant de plus en plus une tendance a envahir la section d’écoulement. Compte
tenu de la conservation de masse, la partie cisaillée du fluide localisée prés de la paroi solide

subit a son tour une augmentation de sa vitesse avec I’accroissement de Bn.

Le tableau [IV-1] présente la valeur maximale de la vitesse le long de la section

d’écoulement pour différentes valeurs du seuil de contrainte.
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Bn umax-
Plaques planes Conduite cylindrique
0.0 1.4995 1.9985
0.5 1.4072 1.8570
1.0 1.3495 1.7566
15 1.3108 1.6815
2.5 1.2620 1.5762
4.5 1.2055 1.4550
6.5 1.1775 1.3857

Tableau [IV-1] Vitesse axiale maximale pour différentes valeurs de Bn.

Utilisant la méthode des moindres carrés (MMC), une corrélation entre la valeur
maximale de la vitesse axiale et la valeur de la contrainte seuil est proposée pour un

écoulement plan (a) et axisymétrique (b):

(IV.1)

Bn
= 15(1- )
@) Umax 2.8227 + 1.6393 Bn

(IV.2)

Bn
b) Umax = 2.0 (1 T 14769 + 0.5876 Bn)

Cette corrélation donne une trés bonne approximation des résultats trouvés numériquement

avec une erreur relative inférieure a 5% (Figure [IV-3]).
1.6

‘ , () A T S T R R X )
= Valeurs numériques 20 f-
Valeurs corrélées AN

= Valeurs numériques
Valeurs corrélées

A I O A O I T O

Bn Bn

Figure [IV-3] Vitesse axiale maximale pour différentes valeurs de Bn

L’effet de la contrainte seuil sur 1’établissement d’un régime hydrodynamique est
présenté par la figure [[V-4], qui comporte les tracés de 1’évolution de la vitesse longitudinale

sur I’axe de symétrie pour un Re = 25 et différentes valeurs du nombre de Bingham (Bn).

63



Chapitre IV Etablissement des régimes thermo-hydraulique des

fluides Binghamiens a travers des conduits.

Les graphes obtenus présentent touts un méme aspect, a savoir, un accroissement rapide
de la vitesse sur une longueur relativement petite, et une valeur asymptotique qui traduit
I’établissement du régime hydrodynamique. La méme figure montre que la longueur
nécessaire a cet établissement (Le,) est inversement proportionnelle a la valeur de Bn, ce qui
signifie qu’un écoulement d’un fluide Binghamien nécessite moins de longueur pour s’établir

qu’un fluide newtonien.

Ce constat est parfaitement prévisible en définissant Le,, en termes de cisaillement des
couches fluides. Effectivement, lors d’un écoulement a travers un conduit, le fluide entrant
avec une vitesse constante subit un cisaillement allant des parois solides vers le centre de la
section d’écoulement au fur et a mesure que le fluide avance dans le conduit. Un régime
hydrodynamiquement établi correspond alors a un cisaillement entier du fluide ou a défaut de
la partie non-résistante de celui-ci. Puisque un fluide Binghamien comporte de moins en
moins de couches cisaillées avec I’augmentation de la contrainte seuil, il est donc clair que la

longueur nécessaire a 1’établissement de la vitesse sera de moins en moins importante.

B Le,
" Plaques planes Conduite cylindrique

0.0 3.950 2.6398
0.5 3.018 2.1367
1.0 2.309 1.7130
15 1.908 1.3960
25 1.483 1.0470
4.5 1.173 0.7996
6.5 1.158 0.6977

Tableau [IV-2] Longueurs d’établissement d’un Profil de vitesse invariant pour différentes
valeurs de Bn (Re=25).

16 2.2

| Re=28] | @ | [Re=25] | ey
15 Bn=0.0| 20 Bn=0.0:

I Bn=0.5 " ' ‘
1.4 = Bn=1.0 """

i Bn=A5| i ffae———  l|——Bn=ts|l ST
131 Bn=25(i T _
= K Bn=6.5[ " =
12 b :

1 b
1.0 il
0.9 Liswi d i
0.1 1 10
X

X

Figure [IV-4] Profils de vitesse axiale pour différentes valeurs de Bn (Re=25).
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Figure [IV-5] Longueur d’établissement de la vitesse pour différents Bn (Re=25)

Le tableau [IV-2] donne les valeurs de Le, pour différentes valeurs de Bn pour un
écoulement plan et axisymétrique. Pour ce cas de figure, une relation et proposée pour prédire
la valeur de la longueur d’établissement d’un profil invariant de vitesse en fonction de la
valeur de la contrainte seuil (0 < Bn < 7). Cette corrélation propre au cas d’un Re = 25, est
formulée pour un écoulement entre deux plaques planes (a) et a travers une conduite

cylindrique (b) comme suit :

y 28 _ 014581 In (1 + Bn) V.3
Y Relys 1.7146 + 0.1823 Bn av.3)
b) —2 — 0.1015(1 In (1 + Bn) V.4

Re|_ps 1.7114 + 0.1650 Bn av4)

La figure [IV-5] illustre la bonne concordance entre les valeurs numériques et celles

corrélées de Le,,. Les barres d’erreur correspondent a une erreur relative de 1%.

1V.2.2.1.2 Effet de la contrainte seuil sur le champ de pression :

La figure [IV-6] illustre I’évolution axiale de la pression pour différentes valeurs de la
contrainte seuil. L’existence d’un seuil de contrainte attribut au fluide une résistance a
I’écoulement qui provoque de fortes chutes de pression. Ces chutes sont d’autant plus

importantes que la valeur de Bn est élevée.
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Figure [IV-6] Evolution axiale de la pression pour différentes valeurs de Bn (Re = 25)

Le tableau [IV-3] présente des valeurs du coefficient de friction (fRe) pour déférente

valeur de la contrainte seuil.

fRe
Bn Plaques planes  Conduite cylindrique
0 24.0160 15.8933
0.5 29.9253 18.5600
1 35.7629 21.2200
1.5 41.4570 23.8633
2.5 52.4982 29.0900
6.5 94.0968 49.2700

Tableau [IV-3] Coefficients de friction sous forme de produit (fRe) pour différentes valeurs de Bn

L’évolution de la valeur du produit (fRe) en fonction de la contrainte seuil (Bn)

présente une forme parabolique pour les deux cas étudiés, plaques planes et conduite

cylindrique. Cette évolution peut étre exprimée par les relations :

a) fRe = 24 + 11.848 Bn — 0.164Bn? (IVv.5)
b) fRe = 16 + 5.3036 Bn — 0.0282Bn? (Iv.6)

Ces relations offrent une bonne représentation des valeurs trouvées numériquement du
produit (fRe) avec une erreur relative maximale qui n’excede pas 2% (figure [IV-7]), ainsi

qu’avec les valeurs présentées par Quaresma et Macédo[17] (tableau [TV-4]).
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Figure [IV-7] Coefficients de friction sous forme de produit (fRe) pour différentes valeurs de Bn.

Plaques planes Conduite cylindrique
Bn fRe "~ fRe* Er (%) Bn fRe ° fRe* Er (%)
0 24.0000 24.0000 0.00 0 16.0000 16.0000 0.00
0.25 26.9517 26.9945 0.16 0.5 18.6448 18.6659 0.11
1.25 38.5535 38.6656 0.29 2.5 29.0828 29.1995 0.40
2.50 52.5950 52.5515 0.08 5 41.8130 41.9439 0.31
5.00 79.1422 78.8535 0.37 10 66.2160 66.4215 0.31

(%) étude présente
(*) Quaresma et Macédo

Tableau [IV-4] Coefficients de friction sous forme de produit (fRe) pour différentes valeurs de Bn

IV.2.2.1.3 Effet de I’inertie sur le champ de vitesse:

La figure [IV-8] présente 1’évolution de la vitesse axiale lors d’un écoulement plan et
axisymétrique d’un fluide Binghamien (Bn = 1.0) pour différentes valeurs de Re. L’allure
des tracés montre qu’un accroissement de I’inertie (Re) occasionne un allongement de la zone
d’établissement hydrodynamique contrairement a la contrainte seuil. Le tableau [IV-5] illustre
les longueurs d’établissement pour un Bn = 1.0 et différentes valeurs du nombre de

Reynolds.
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Figure [IV-8] Profils de vitesse axiale pour différentes valeurs de Re (Bn = 1.0).

Selon la figure [IV-9], Le, croit linéairement avec les valeurs croissantes du nombre de
Reynolds. Par conséquence, une régression linéaire a permis de corréler Le, et Re pour
Bn = 1.0 comme suit :
a) Le, = 0.0843 Re (Iv.7)
b) Le, = 0.0684 Re (IV.8)

Les relations obtenues pour un probléme plan (a) et axisymétrique (b) prédisent la
longueur d’établissement hydrodynamique de 1’écoulement en fonction de I’inertie avec une

erreur relative inférieure a 2%.

R Le,
¢ Plaques planes Conduite cylindrique
25 2.309 1.7130
50 4.314 3.3747
75 6.347 5.0971
100 8.423 6.8370
150 12.559 10.3049

Tableau [IV-5] Longueurs d’établissement d’un Profil de vitesse invariant pour
différentes valeurs de Re (Bn = 1.0).
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Figure [IV-9] Longueur d’établissement d’un profil de vitesse invariant pour différentes
valeurs de Re (Bn = 1.0).

1v.2.2.1.4 Effet simultanée de la contrainte seuil et de Dl’inertie sur structure de

I’écoulement :

Le tableau [IV-6] présente 1’évolution de la longueur d’établissement d’un profil de

vitesses invariant en fonction de la contrainte seuil pour différentes valeurs du nombre de

Reynolds. 11 est noté que 1’accroissement de Re provoque un allongement de longueur

d’établissement, un effet qui est sensiblement amorti par 1’existence d’un seuil de contrainte.

Plaques planes Conduite cylindrique
Bn Re 25 50 75 100 150 25 50 75 100 150
0.0 3.950 7.524 11.074 14.619 21.638 |2.6398 4.9738 7.3187 9.6580 14.2376
0.5 3.018 5.793 8.509 11.265 16.776 |2.1367 4.1506 6.2082 8.2664 12.3478
1.0 2.309 4.134 6.347 8.423 12.559 |1.7130 3.3747 5.0971 6.8370 10.3049
1.5 1.908 3.402 5.005 3.641 9.913 |1.3960 2.7499 4.1820 5.6350 8.5524
2.5 1.483 2.381 3.452 4557 6.778 |1.0470 1.8804 2.8972 3.9332 6.0363
45 1.173 1532 2.004 2565 3.728 |0.7996 1.1020 1.5804 2.1785 3.3952
6.5 1.158 1.349 1.589 1.896 2.685 |0.6977 0.8754 1.0828 1.3661 2.1488

Tableau [IV-6] Longueurs d’établissement d’un Profil de vitesse invariant pour différentes valeurs

de Re et de Bn.
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Puisque la longueur d’établissement est influencée simultanément par I’inertie et le
seuil de contrainte, une relation est proposée pour prédire la valeur de Le,, en fonction de Re

et Bn. Cette relation valable pour 0 < Bn < 7 et 25 < Re < 150 est formulée comme suit :

Le, In(1 + Bn) @ = 1.0593 Re®0791

@) g = 01458 <1 T4+ BBn ) ¢ {B — 0.5106 Re 032 (IV.9)
Le, In(1 + Bn) a = 1.2532 Re®0%68

b) e = 01015 <1 " a+pBn ) {ﬁ = 2.5206 Re~0:8469 (IV-10)

La figure [IV-10] illustre la bonne concordance entre les valeurs de Le, déterminées
numériquement et celles calculées a partir des relations proposées ci-dessus. Les barres

d’erreur correspondent a une erreur maximale de 5%.

25— 20 — :
A O = VN-Re=25 . (b = VN-Re=25
3{ ¢ | 4 VN-Re=50 [ i i | 4 VN-Re=50
20 piT ® VN-Re=75 ' : ® VN-Re=75
AU v VN-Re=100 v VN-Re=100
¢ VN-Re=150 ¢ VN-Re=150
——VC-Re=25 ——VC-Re=25
|——VC-Re=50 | ——VC-Re=50
VC-Re=75 VC-Re=75
——VC-Re=100 ——VC-Re=100
VC-Re=150 VC-Re=150
[ 1 [ 1 0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Bn Bn

Figure [IV-10] Longueur d’établissement d’un profil de vitesse invariant pour différentes
valeurs de Re et de Bn.

IV.2.2.2 Régime thermique :

Cette section est consacrée a 1’analyse de I’influence exercée par le nombre de Peclet
(Pe), de la contrainte seuil (Bn) et de la dissipation visqueuse (Br) sur I’évolution du champ
thermique, tout en tenant compte de la conduction axiale du fluide négligé, jusqu’a la, par la
majorité des auteurs. Deux cas de figure ont été considérés dans cette analyse, des parois
solides soumises a une température constante dans un premier cas, et un flux uniforme dans

un second. Ce dernier particulierement, représente le principe de fonctionnement de la grande
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partie des installations thermiques rencontrées dans I’industrie telles que les réchauffeurs a

bain d’eau, le systeme de refroidissement des réacteurs nucléaires...etc.

1V.2.2.2.1 Effet de I’inertie sur ’intensité de I’échange thermique :

L’¢évolution de la valeur de Nusselt au niveau de la paroi solide soumise a une
température constante est représentée dans la figure [IV-11] pour différentes valeurs du
nombre de Peclet. Les courbes obtenues pour un probléme plan (a) et axisymétrique (b)
présentent toutes le méme aspect, une diminution aigué localisée au niveau de la zone
d’entrée, et une tendance vers une valeur limite qui traduit un établissement d’un régime
thermique. Cette figure indique clairement que 1’influence de la valeur de Pe n’est ressentie
qu’au niveau de la zone d’entrée, ou 1’accroissement de Pe provoque une intensification de
I’échange thermique et un prolongement de la zone en question. La valeur de Nu établi par

contre, reste insensible aux variations de Pe.

(a) . H H H N (b)
o | eof o fe0e00l —
| ‘R . ; Abh Pe=25
40 NG OB Pe=50 |
| Do Pe=100|' 2 MG Pe=100 |
S : \\i: :
3 Pe=150| - '
Y S B S B ) R I SO R
0.1 1 10 0.1 1 10
P X

Figure [IV-11] Evolution de Nusselt local pour différentes valeurs de Peclet (Br =0, Bn =0)

Pour le cas d’un flux uniforme imposé a la paroi solide, la figure [[V-12] qui comporte
les tracés de Nusselt local pour différentes valeurs de Pe montre un effet identique que celui
enregistré en situation de température constante imposée. Il y est donc noté que
I’accroissement de Pe n’influe que sur la zone d’entrée, ou il provoque une intensification de
I’échange thermique entre le fluide et la paroi, et un accroissement de 1’abscisse

correspondant au début de la zone du régime thermiquement établi.
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Figure [IV-12] Evolution de Nusselt local pour différentes valeurs de Peclet (Br=0, Bn=0 )

La présente valeur de Nusselt établi, en considérant un fluide newtonien (Bn = 0) et en
négligeant 1’effet de dissipation visqueuse(Br = 0), est de 8.234 pour un écoulement plan et
de 4.234 pour un écoulement axisymétrique. La comparaison de ces valeurs de Nu,, avec
celles trouvées numériquement par Lin et Shah [21], a savoir 8.239 pour un probléme plan et
4.362 pour un probléme axisymétrique en considérant le méme probléme mais en négligeant
la conduction axiale du fluide, montre une parfaite correspondance des deux résultats pour le
cas d’un écoulement plan, alors qu’un écart considérable est constaté entre celles-ci dans le
cas d’un écoulement axisymétrique. Cet écart ne peut donc étre que 1’effet de la conduction
axiale qui est vraisemblablement plus importante lors de la convection forcée dans une

conduite cylindrique et qui ne peut étre négligée par conséquence.

1V.2.2.2.2 Effet de la contrainte seuil sur ’intensité de I’échange thermique :

Comme il a été explicité dans la section précédente, la contrainte seuil est a 1’origine de
la diminution de la vitesse de I’écoulement de la zone non cisaillée. Cette diminution
engendre en contre partie, pour raison de conservation de quantit¢ de mouvement, une
augmentation de la vitesse de la couche fluide en contact avec les parois solides impliquant

ainsi une intensification de I’échange de chaleur.

L’intensité de I’échange thermique entre la paroi soumise a une température constante et

le fluide en mouvement est représentée dans la figure [IV-13] pour Pe = 25, différentes
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valeurs de Bn et sans tenir compte de la dissipation visqueuse (Br = 0). Les courbes
obtenues pour un écoulement plan (a) et axisymétrique (b), montrent une 1égeére augmentation
du nombre de Nusselt local (Nu;) le long du conduit et que cette augmentation est
proportionnelle a la valeur de Bn. Des valeurs de Nusselt établi (Nu,,) sont représentées dans

le tableau [IV-7] pour différentes valeurs de la contrainte seuil.

25 10

20

sl i S T
1 10 1 10
X X

Figure [IV-13] Evolution de Nusselt local pour différentes valeurs de Bn (Br=0 , Pe=25).

Nu,, (température imposée aux parois)

Bn Plaques planes Conduite cylindrique
0.0 7.551 3.6713
1.0 7.835 3.8158
3.0 8.193 3.9957
5.0 8.413 4.0994
7.0 8.548 4.1951

Tableau [IV-7] Nusselt établi pour différentes valeurs de Bn et Br=0.
L’évolution de Nu,, en fonction de la valeur de la contrainte seuil peut étre prédite par
la relation :

a) Nu, = 7.551(1 + 0.0355 Bn — 0.0024 Bn?) (Iv.11)
b) Nu,, = 3.6713(1 + 0.0425 Bn — 0.0051 Bn? + 0.0003 Bn?) (IV.12)
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Ces deux relations offrent une bonne approximation des valeurs de Nu,déterminées
numériquement dans cette présente étude (figure [IV-14]) et celles proposées par Lin et Shah [21]

avec un pourcentage d’erreur relative qui n’excéde pas 0.5% (tableau [IV-8]).

9.0 46 .
= Valeurs numériques |  (3) | = Valeurs numériques | (b)
valeurs corrélées Br=0.0| 4.4k valeurs corrélées | Br=0.0
4.2
8
240
3.8
3.6
I P S S S
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Bn Bn

Figure [IV-14] Evolution des valeurs du Nusselt établi en fonction des valeurs de Bn
(température imposée aux parois).

Température imposée aux parois

Plaques planes Conduite cylindrique
Bn Nu,,” Nu,, * Er (%) Bn Nu,” Nu,, * Er(%)
0 7.551 7.541 0.13 0 3.6713 3.6568 0.40
0.25 7.617 7.619 0.03 0.5 3.7605 3.7287 0.85
1.25 7.857 7.884 0.34 25 3.9563 3.9899 0.84
2.5 8.107 8.115 0.10 5 4.1845 4.2209 0.86
5 8.436 8.401 0.42 10 4.4606 4.4986 0.85

(") étude présente
(*) Lin et Shah

Tableau [I'V-8] Nusselt établi pour différentes valeurs de Bn

Dans la situation d’un flux uniforme imposé a la paroi, 1’analyse de 1’évolution des
courbes de Nusselt local représentées pour différentes valeurs de la contrainte seuil et un Br
nul (figure [IV-15]), montre que I’effet de ces derniéres est minime sur I’intensité de

I’échange thermique.
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Figure [IV-15] Evolution de Nusselt local pour différentes valeurs de Bn (Br=0 , Pe=25).

Le tableau [IV-9] illustre les valeurs de Nu établi pour différentes valeurs de la contrainte

seuil.
Nu
Bn Plaques planes Conduite cylindrique
0.0 8.234 4.234
1.0 8.591 4.359
3.0 9.064 4.566
5.0 9.372 4.733
7.0 9.576 4.738

Tableau [IV-9] Nusselt établi pour différentes valeurs de Bn et Br=0

Les valeurs de Nu,, pour le cas d’un flux imposé aux parois présentent une évolution
parabolique en fonction des valeurs de la contrainte seuil (figure [IV-16]) pour les deux cas
considérés, un écoulement entre deux plaques planes et a travers une conduite cylindrique.
Cette ¢évolution est exprimée pour chaque cas respectivement par les relations a et b

suivantes :

@) Nu,, = 8.234(1 + 0.0413 Bn — 0.0026 Bn?) (IV.13)
b) Nu,, = 4.234(1 + 0.0332 Bn — 0.0023 Bn?) (IV.14)

Ces relations reproduisent fidelement les valeurs de Nu,, données par la présente étude,
et offrent une bonne représentation de celles proposées par Lin et Shah [21] dans le cas d’un

écoulement plan (Tableau [IV-10]).
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Figure [IV-16] Evolution des valeurs du Nusselt établi en fonction des valeurs de Bn (Flux
imposé aux parois).
Flux imposé aux parois
Plaques planes Conduite cylindrique
Bn Nu,,” Nu,, * Er(%) Bn Nu,,” Nu,, * Er(%)
0 8.234 8.239 0.06 0 4.234 4.362 2.93
0.25 8.318 8.335 0.21 0.5 4.295 4.449 3.46
1.25 8.626 8.666 0.47 2.5 4.524 4,783 5.42
25 8.950 8.966 0.18 5 4.703 5.107 7.91
5 9.398 9.357 0.44 10 - 5.107 -
(7) présente étude
(*) Lin et Shah

Tableau [IV-10] Nusselt établi pour différentes valeurs de Bn.

1V.2.2.2.3 Effet de la dissipation visqueuse sur ’intensité de I’échange thermique :

Ce paragraphe est dédi¢ a I’analyse de 1’effet occasionné par la dissipation visqueuse sur
I’intensité de 1’échange de chaleur entre un fluide Binghamien et les parois solides d’un

conduit lors d’un écoulement plan et axisymétrique.

Analysant le cas d’une température constante imposée a la paroi solide, les figures [IV-
17 et 18] présentent 1’évolution des profils de température suivant 1’axe de symétrie,
respectivement dans le cas du réchauffage (Br > 0) et de refroidissement (Br < 0) d’un
fluide newtonien. Pour Br > 0 (figure [[V-17]), les profils de température pour lesquels
I’effet de la dissipation visqueuse est pris en compte, manifestent un retard dans leurs

évolutions par rapport aux profils dont la dissipation est négligée. Ce retard est ressenti
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fortement a partir du moment ou la température de la couche fluide en contacte avec la paroi

approche celle de cette derniére.

1.0 — _ ,
f s @
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Figure [IV-17] Profils de température pour Bn=0, Pe=25 et Br=0.0 ; 0.4 ; 0.8 respectivement aux
positions x=0.078 ; 0.418 ; 1.31 ; 10.0 et 40. (a) deux plaques planes, (b) conduite

cylindrique.
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Figure [IV-18] Profils de température pour Bn=0, Pe=25 et Br=0.0 ; -0.4 ; -0.8 respectivement
aux positions x=0.078 ; 0.418 ; 1.31 ; 10.0 et 40. (a) deux plaques planes, (b) conduite
cvlindrique.
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Cette couche fluide caractérisée par ces fortes valeurs de taux de cisaillement, donc d’un
apport de chaleur par frottement aussi important, constitue une contrainte freinant la
pénétration du flux thermique vers les sous-couches fluides internes, d’ou la diminution de
I’intensité de 1’échange thermique. Lorsque la température de ce film dépasse celle de la
paroi, le flux de chaleur change de direction et le fluide se met a réchauffer la paroi, ce qui

explique les valeurs négatives de Nusselt local dans la figure [IV-19].

100

'H::‘l ; A A B B ; _50
0.1 1 10 0.01 0.1
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Figure [IV-19] Evolution de Nusselt local pour différentes valeurs de Br>0 (Bn=0 , Pe=25).
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Figure [IV-20] Evolution de Nusselt local pour des valeurs de Br<0 (Bn=0 , Pe=25).

Les courbes représentatives de 1’évolution de Nusselt local présentent une discontinuité

qui parvienne lorsque la température moyenne du fluide égalise celle de la paroi, causant ainsi
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un état d’indétermination dans la formule (II1-50). Lorsque le régime thermique est établi, le

nombre de Nusselt atteint sa valeur asymptotique qui est de —17.499.

Dans le cas d’un refroidissement (figure [IV-18]) ’apport de chaleur par effet de
frottement fait que les profils de température pour Br # 0 devancent dans leurs évolutions
ceux dont on a négligé ’effet de la dissipation visqueuse (Br = 0). L’échange de chaleur
devient alors plus intense en raison de I’accroissement de 1’écart de température entre le fluide
et la paroi. La figure [IV-20] illustre la variation de I’intensité de I’échange thermique fluide-
paroi. Il y est noté la tendance des tracés de Nu local vers une valeur limite (17.499) qui

traduit 1’établissement d’un régime thermique.

Dans le cas d’un flux de chaleur uniforme imposé a la paroi solide, I’analyse de 1’effet
de la dissipation visqueuse sur Dl’intensit¢ de 1’échange thermique a révélé une légere
diminution qui accompagne 1’accroissement du nombre de Br le long de tout le conduit. Cette

situation est exposée avec plus de détailles dans la section suivante.

1V.2.2.2.4 Influence simultanée de la contrainte seuil et de la dissipation visqueuse sur
I’intensité de I’échange thermique :

Comme il a été constaté, la contrainte seuil engendre des taux de déformation (y) trés
importants dans la zone cisaillée qui se situe prés de la paroi, et qui sont a 1’origine de 1’auto
réchauffage du fluide par effet de la dissipation visqueuse. Il est donc claire, que ce dernier

sera sensiblement affecté par 1’accroissement des valeurs de Bn.

Considérant le cas d’une température constante imposée a la paroi, les figures [IV-21 et
22] représentent I’évolution des profils transversaux de la température suivant le sens de
I’écoulement pour des valeurs non nul de Bn et Br, respectivement dans le cas d’un

réchauffage (Br > 0) et d’un refroidissement(Br < 0).
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Figure [IV-21] Profils de température pour Pe=25, Br=0.4 et Bn=0.0 ; 1.5 ; 6.5 respectivement
aux positions x=0.078; 0.418; 1.31; 10.et 40
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Figure [IV-22] Profils de température pour Pe=25, Br=-0.4 et Bn=0.0 ; 1.5 ; 6.5 respectivement
aux positions x=0.078; 0.418; 1.31; 10.0 et 40

Ces courbes peuvent étre interprétées d’une fagon similaire que celles obtenues en
considérant le cas d’un fluide newtonien, du moment qu’elles présentent la méme allure, tout

en soulignant I’effet accentué de la dissipation visqueuse causé par la contrainte seuil. Ceci
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est nettement explicite en analysant I’évolution de Nu local représentée dans les figures [IV-

23 et 24].
80 100
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Figure [1V-23] Evolution de Nusselt local pour différentes valeurs de Br>0 , Pe=25 et Bn=1.5 .

80 P—m—— — 90

Figure [IV-24] Evolution de Nusselt local pour différentes valeurs de Br<0 , Pe=25 et Bn=1.5

Des valeurs de Nusselt limite pour différents seuils, dans le cas ou on tient compte de

I’effet de la dissipation visqueuse, sont illustrées dans le tableau [IV-11].

[Nu|
Bn Plaques planes Conduite cylindrique
0.0 17.499 7.867
1.0 17.515 8.331
3.0 20.187 9.818
5.0 28.588 11.167
7.0 31.575 12.197

Tableau [I'V-11] Nusselt établi pour différentes valeurs de Bn et Br#0
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Pour le cas d’un flux uniforme impos¢ a la paroi, I’auto réchauffage du fluide par effet
de frottement lors de son écoulement provoque une diminution de I’intensité de 1’échange
thermique dans la zone d’entrée et celle du régime thermiquement établi (figure [IV-25]).
Cette diminution est amplifiée par la contrainte seuil, du moment qu’elle accentue I’effet de la

dissipation visqueuse (figure [IV-26]).

Il est remarqué que, différemment du cas d’une température imposée a la paroi, la valeur
de Nu établi décrois avec 1’accroissement de Br et de Bn qui résulte de la diminution de
I’écart de température entre le fluide et la paroi. Le tableau [IV-12] présente des valeurs de

Nu établi pour différentes valeurs de Br et Bn.

40

Figure [IV-26] Evolution de Nusselt local pour différentes valeurs de Br (Bn=1.5 ,Pe=25).
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Flux imposé aux parois

Plaques planes

Conduite cylindrique

BnBr 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.0 8.234 6.251 5.036 4.217 3.627 4234 2877 2180 1.751 1.465
1.0 8591 5674 4236 3.380 2811 4359 2657 1921 1506 1.242
3.0 9.064 4.725 3196 2415 1940 4566 2293 1550 1.173 0.958
5.0 9.372 4.028 2565 1.881 1485 4623 2.020 1306 0.982 0.741
7.0 9576 3510 2149 1548 1210 4738 1700 1.072 0.787 0.624

Tableau [IV-12] Nusselt établi pour différentes valeurs de Bn et Br

Cette diminution de I’intensité de 1’échange de chaleur entre la paroi et le fluide causée

par I’effet simultané de la contrainte seuil et la dissipation visqueuse, fait qu’une grande partie

du flux imposé a la paroi ne contribue qu’au réchauffage de celle-ci, ce qui induit 1’élévation

de sa température. La figure [IV-27] présente I’évolution de la température de la paroi pour

différentes valeurs de Br et Bn. Il est constaté aisément, que la paroi se réchauffe a des

températures de plus en plus élevées que les valeurs du seuil de contrainte et de la dissipation

visqueuse deviennent importantes.
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Figure [IV-27] Evolution la température de la paroi pour différentes valeurs de Br et Bn.

Conclusion :

Dans cette partie du présent travail, ’effort est focalisé sur I’analyse de la structure

hydrodynamique et thermique d’un écoulement non-isotherme entre deux plaques planes et a

travers une conduite cylindrique d’un fluide viscoplastique idéal (fluide de Bingham). Cette
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analyse a permis de mettre en évidence I’influence exercée par les différents parametres
caractéristiques de 1’écoulement et du fluide sur les champs de vitesses, de pression et de

température.

Les résultats obtenus ont permis en particulier, de déceler 1’importance de I’effet exercé
par la contrainte seuil sur la structure de I’écoulement et le transfert thermique, et de justifier
la nécessité impérative de tenir compte de I’effet de la dissipation visqueuse lors des analyses

thermiques associées a cette catégorie de fluides.

De méme, ces résultats ont permis de développer des corrélations mathématiques
permettant de calculer les différents parametres technologiques indispensables pour le désigne

des installations utilisant ce genre de fluides.

En résumé, les principaux résultats obtenus sont comme suit:

v' L’existence d’un seuil de contrainte engendre I’apparition au niveau de I’axe de
symétrie d’une zone dépourvue de déformation, qui forme un bouchon de fluide se
déplacant en bloque.

v' L’accroissement de la contrainte seuil provoque la diminution de la vitesse du bouchon
fluide et sa tendance a envahir la section d’écoulement.

v' La longueur nécessaire a I’établissement d’un régime hydrodynamique diminue
sensiblement avec I’accroissement de la contrainte seuil.

v Une augmentation du nombre de Reynolds entraine a son tour une augmentation de la
longueur d’établissement.

v La perte de charge par friction augmente avec I’accroissement du nombre de Reynolds
et de la contrainte seuil.

v" Une augmentation du nombre de Peclet entraine une intensification de 1’échange
thermique dans la zone d’entrée.

v" Le nombre de Nusselt établi reste insensible a I’accroissement du nombre de Peclet.

v' L’accroissement de la contrainte seuil provoque une faible intensification de I’échange
thermique ressentie dans les deux zones d’écoulement (zone d’entrée et zone
d’établissement thermique).

v La dissipation visqueuse influe sensiblement sur le champ de température et 1’intensité

de I’échange thermique.
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Nomenclature
Br Nombre de Brinkman.
fRe Facteur de friction adimensionnel.

Hauteur caractéristique du domaine physique (m).
Diffusivité thermique (m2/s).

Longueur caractéristique du domaine physique (m).

Le, Longueur adimensionnelle de développement hydrodynamique.
Nu Nombre de Nusselt Local.
Nu,, Valeur asymptotique du nombre de Nusselt.
p" Pression (Pa).
p Pression adimensionnelle.
P, Pression de référence.
Pe Nombre de Peclet.
Pr Nombre de Prandlt.
Re Nombre de Reynolds.
* Température (°K).
: Température a I’entrée (°K).
T; Température de la paroi solide (°K).
u Vitesse longitudinale (m/s).
u Vitesse longitudinale adimensionnelle.
ufn Vitesse longitudinale moyenne (m/s).
v Vitesse transversale (m/s).
v Vitesse transversale adimensionnelle.
X Coordonnée longitudinale (m).
X Coordonnée longitudinale adimensionnelle.
y Coordonnée transversale (m).
y Coordonnée transversale adimensionnelle.
Bn Nombre de Bingham.
T Contrainte de cisaillement (Pa).
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Ty La contrainte seuil (Pa).

5 Vitesse déformation adimensionnelle.

p La densité (Kg/m?).

u; Viscosité plastique (Pa.s).

Kot Viscosité apparente adimensionnelle.

G Température adimensionnelle.

Om Température du mélange adimensionnelle.

0p Température adimensionnelle de la paroi solide.
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Ecoulement des fluides Chapitre V
Binghamiens a travers un
élargissement brusque.

V.1 Introduction :

Les écoulements a travers des conduits munis d’expansions ou de contractions brusques
ont constitués depuis plusieurs décennies, le centre d’intérét d’une multitude d’investigations
principalement numériques et expérimentales [1-7]. Ces études ont été orientées vers
I’analyse de I’effet exercé par 1’inertie sur la zone tourbillonnaire ainsi que le coefficient de

perte de charge local en considérant essentiellement le cas des fluides newtoniens.

Cependant, les travaux recensés dans le cas des fluides ayant un comportement non
newtonien restent peu nombreux malgré leur vaste présence dans la nature et leur utilisation
fréquente dans les procédés industriels [8-10]. Parmi ces travaux, 1’analyse numérique
d’Alexandrou et al. [11] qui ont considéré I’écoulement d’un fluide de Herschel-Bulkley dans
une conduite horizontale de section carrée munie d’un élargissement brusque. Les résultats
obtenus, pour un rapport géométrique 1:2 et 1:4, ont montré une forte interférence entre
I’effet de I'inertie et de la contrainte seuil sur les dimensions et I’intensit¢é de la zone
tourbillonnaire. Vradis et Otiigen [12] ont analysé numériquement 1’écoulement d’un fluide
de Bingham a travers un ¢élargissement brusque axisymétrique de rapport géométrique 1: 2. Ils
ont conclu que la longueur de décollement augmente avec le nombre de Reynolds, diminue
avec la contrainte seuil et qu’elle est indépendante du rapport géométrique de 1’élargissement.
Une autre étude a été réalisée par Jay et al. [13], ou ils ont analysé 1’écoulement d’un fluide a
seuil de contrainte a travers un élargissement brusque axisymétrique de rapport 1:4 en
adoptant la régularisation de I’équation de Herschel-Bulkley et de Bingham par la loi bi-

viscosité. L’influence du cisaillement, de I’inertie et de la contrainte seuil sur la structure de
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I’écoulement et sur la perte de charge a été étudiée. Ils ont souligné essentiellement 1’effet

contradictoire de ’inertie et de la contrainte seuil sur la zone tourbillonnaire.

Dans ce chapitre nous avons analysé le développement hydrodynamique et thermique de
I’écoulement d’un fluide non newtonien (fluide de Bingham) a travers un élargissement
brusque de rapport géométriquel: 2. Cette étude consiste donc, a analyser l’influence
simultanée de I’inertie et de la contrainte seuil sur la structure de I’écoulement, a savoir, la

zone tourbillonnaire, la perte de charge locale et le coefficient d’échange thermique.

V.2 Développement hydrodynamique et thermique de I’écoulement d’un fluide de
Bingham a travers un élargissement brusque :

V.2.1 Equations gouvernant le probleme :

L’écoulement stationnaire, laminaire et non-isotherme d’un fluide de Bingham a travers
un ¢largissement brusque est gouverné par le méme systéme d’équation aux drivées partielles
défini dans le chapitre précédent (Eq : IV-1...IV-6) qui comporte 1’équation de continuité,
I’équation de conservation de la quantit¢é de mouvement, I’équation de 1’énergie ainsi que

celle du comportement rhéologique du fluide.

3

7'y !

r| |

:EQ\ A . X E
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R |
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Figure [V-1] : Domaine physique de I’écoulement

La figure [V-1] donne une représentation graphique du domaine physique de

I’écoulement. Cette configuration schématise simultanément un probléme plan (¢ = 0) qui
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correspond a un écoulement entre deux plaques paralléles formant un €largissement brusque
et un probléme axisymétrique (¢ = 1) qui considere la méme géométrie mais composée cette
fois-ci de conduites cylindriques. Pour éviter la distorsion des champs hydrodynamiques en
amont de 1’¢largissement et assurer 1’établissement de 1’écoulement en son aval des longueurs
L; = 10R; et L, = 40R, ont été choisi respectivement. La configuration étudiée présente un

axe de symétrie qui offre la possibilité de réduire le domaine de calcul.

Les conditions considérées aux limites représentées dans la figure [V-2] sonten
variables adimensionnelles comme suit:

- Vitesse établie et température uniforme a I’entrée I :

- u=f(@Bn),v=0, 6 =0;

Condition de non glissement aux parois adiabatiques I, et I; :

- u=v=0, d8/0r = 0;

Profil de vitesse et de température établi a la sortie [y:

- odu/ox=v=0,00/0x = 0;

Condition sur I’axe de symétrie s :
- ou/or=v=0, 068/0r =0;

N.B:
Les profils de vitesses établis (u = f(y,Bn)) considérés a la fronticre I} sont ceux

déterminés numériquement dans le chapitre précédent (Figure [V-2]).

X, I3
I I
l o X
} R, =1 Sz Ty
rf Ri=0351 s ¥
S ST S SR | _Axe de symetrie |
x=y=0 x=L, I's x=Ls

Figure [V-2] : Domaine de calcul

S, et S, : représentent des sections d’écoulement ou régne un régime hydrodynamique établi,

situées respectivement en amont et en aval de I’¢largissement brusque.
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X, : est ’abscisse du point de rattachement. Ce dernier est définit comme étant le point de la

zone tourbillonnaire le plus loin de la section de I’élargissement.

Le calcul a été effectué en utilisant un maillage non-uniforme avec une dense
concentration au niveau de 1’¢largissement (figure [V-3]). Les ¢éléments adoptés sont
quadrilatéraux et biquadratiques (9 nceuds). Un test a été effectué pour le choix d’un maillage
qui assure I’indépendance des résultats de la dimension des mailles. Ceci a abouti au choix de

la combinaison (50 X 10) ¢léments en amont et (50 X 26) en aval de I’expansion.

Figure [V-3] : Maillage structuré non uniforme utilisé pour les calculs numériques

V.3 Résultats et interprétations :
V.3.1 Régime hydrodynamique :
V.3.1.1 Effet de I’inertie sur le profil axial de vitesse :

L’évolution de la vitesse axiale(u), considérée sur I’axe de symétrie de 1’élargissement,
est représentée dans les figures [V-4] et [V-5] pour différentes valeurs de Reynolds,
respectivement pour le cas d’un fluide newtonien et un fluide semi solide de Bingham(Bn =
3). Que ce soit un probléme plan(a) ou axisymétrique(b), les courbes représentatives de cette

évolution présentent toutes une méme allure formée par trois (3) zones distinctes :

Les zones (I) et (I11) sont caractérisées par 1’'uniformité de la vitesse(u = cts). Elles

traduisent de ce fait, un écoulement en régime établi.
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Figure [V-4] : L’influence de I’inertie sur le profil de vitesses axial (Bn = 0.0).
a- probléme plan, b- probléme axisymétrique.
La zone (II) correspond a un état de transition entre les deux régimes établis situés a
I’amont et en aval de I’¢élargissement. Cette transition localisée au niveau du changement de

section, s’¢tale de plus en plus vers I’aval que le nombre de Reynolds devient

important (figure [V-4]).

La figure [V-5] indique clairement, la restriction de la zone (I/I) occasionnée par la
présence d’un seuil de contrainte. Un fait qui est justifi¢ par la diminution de la vitesse sur

I’axe de symétrie, causée essentiellement par 1’existence d’un écoulement bouchon.

1.4 —_— ‘ 2.0
. In=34] (@
12 ' Re=5 1.6
Re=25
Re=50
1.0 Re=75 1.2
Re=100 5
S Re=150
0.8 0.8
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Figure [V-5] : L’influence de I’inertie sur le profil de vitesses axial (Bn = 3.0).
a- probléme plan, b- probléme axisymétrique.
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V.3.1.2 Effet de la contrainte seuil sur le profil axial de vitesse :

Comme il a été constaté dans le chapitre précédent, 1’existence d’un seuil de contrainte
est a I’origine de la formation d’un écoulement bouchon. Celui-ci est caractérisé par son
envahissement de la section d’écoulement avec I’accroissement de la valeur du Bn,

accompagné d’une diminution de plus en plus aigué de sa vitesse.

1.6
fo = a L : b

|Re 50| (a) 20— o [Re = 50| (b)
1.4 - Bn=0 |- — — ) ....... [ Bn=0|""
Bn=1 |- () | KR S S Bn=1|...

1.2 Bn=2 |.. 1 o Bn=2
B | o i

10 Bn=4 | 12 frecr il bt Bn=

= Bn=5 O SRS | IS WA S Bn=5|. -

Figure [V-6] : L’influence de la contrainte seuil sur le profil de vitesses axial (Re = 50)
a- probléme plan, b- probléme axisymétrique.
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Bn=1 [~ 1.6 Bn=1}...
1.2 Bn=2 |- Bn=2|
Bn=3 | . Bn=3
=10 Bn=4 . =12 Bn=4| "
Bn=5 b L Bn=51 -
0.8 08 [t M\
06 O Rt (N P P R SgS PP
0_4 H 1 i 1 i 1 i I i 00 i 1 i 1 i 1 i 1 i
-10 0 10 20 30 40 -10 0 10 20 30 40
X r

Figure [V-7] : L’influence de la contrainte seuil sur le profil de vitesses axial (Re = 150).
a- probléme plan, b- probléme axisymétrique.
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Ce constat est explicitement illustré par les figures [V-6] et [V-7], qui présentent
I’évolution du profil de vitesse axial pour différentes valeurs de Bn, respectivement pour un
Re égal a 50 et 150. On en déduit de plus, la diminution de la zone de transition qui n’est en
faite que la longueur nécessaire a 1’établissement hydrodynamique de 1’écoulement apres la

perturbation engendrée par le passage a travers 1’¢largissement.
V.3.1.3 Effet de I’inertie sur la zone tourbillonnaire :

Le passage d’un fluide a travers un élargissement brusque conduit a la formation d’une
zone dite tourbillonnaire, localisée au niveau du coin supérieur formé par le changement subit

de la section d’écoulement.

Les figures [V-8] illustre I'influence de D’inertie sur la zone tourbillonnaire. On
remarque que L’augmentation du nombre de Reynolds provoque un allongement du
tourbillon fluide et 1’éloignement vers I’aval du point de recollement (X7). Ce dernier est

formé par I’intersection de la ligne de courant délimitant la zone de recirculation et la paroi.

L’évolution de la valeur du point de recollement présente une forme linéaire pour des
valeurs importantes du nombre de Reynolds. Cette évolution par contre, tend vers une valeur
asymptotique lors d’un écoulement rampant (faibles nombres de Reynolds). Ce constat,
illustré par la figure [V-9], correspond avec ce lui formulé par Pinho et al [14] en considérant
I’écoulement d’un fluide de puissance a travers un élargissement brusque axisymétrique de

rapport géométrique 1: 2.6.
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Figure [V-8] :

Lignes de courant et vecteurs vitesses pour Re=5, 50, 100 et150. Cas
d’un fluide newtonien (Bn=0) et d’un probléme plan.
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Figure [V-9] : Evolution du point de recollement en fonction de Re (Bn=0).
a- probléme plan, b- probléme axisymétrique.

V.3.1.4 Effet de la contrainte seuil sur la zone tourbillonnaire :

L’influence exercée par la contrainte seuil sur la zone tourbillonnaire est illustrée par le
figure [V-10], qui représente les tracés des lignes de courant pour différentes valeurs de Bn
pour le cas d’un Re = 50(a) et Re = 150(b). Ces figures montrent que, contrairement a
I’inertie, le seuil de contrainte réduit la taille de la zone tourbillonnaire et que cette réduction

s’accentue avec I’accroissement des valeurs du nombre de Bingham.

La diminution de la zone tourbillonnaire est causée essentiellement par les fortes valeurs
de wviscosité caractéristique des fluides viscoplastiques. Cet effet s’accentue avec
I’accroissement de la contrainte seuil, d’une part, a cause de la viscosité effective du fluide
de plus en plus importante, et d’une autre part, en raison de la prise de I’ampleur que
manifeste la zone non cisaillée en envahissant de plus en plus la section d’écoulement et en se
rapprochant de I’¢élargissement, provoquant ainsi 1’écrasement du tourbillon. Ce constat est
nettement illustré par la figure [V-11] qui présente la distribution du champ de viscosité pour

différentes valeurs de Bn et un nombre de Reynolds égale a 150.
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Figure [V-10-b] : Lignes de courant pour Bn=0, 1,3 et5 (Re=150).
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Figure [V-11] : Distribution du champ de viscosité effective n s pour Re=150,
Bn=1, 2,3 et 5 (probléme plan)

La figure [V-12] illustre I’influence de la contrainte seuil sur le point de recollement en
présentant les tracés de 1’évolution de ce dernier en fonction du nombre de Bingham pour
différentes valeurs du nombre de Reynolds. Cette figure montre I’effet antagoniste de I’inertie
et de la contrainte seuil sur la zone tourbillonnaire, car il est noté que les valeurs croissantes

du nombre de Re occasionne un ¢loignement du point de recollement vers 1’aval,
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contrairement a 1’accroissement du nombre de Bn qui engendre le rapprochement de ce point

de I’¢largissement brusque.

Re=1 Re=50
*+ Re=5 4 Re=100

Re=10 Re=150
¥ Re=25

P Re=1 Re=50
e Re=5 < Re=100 [
i Re=10 Re=150 |:

10

10

Figure [V-12] : L’évolution du point de recollement (Xr) en fonction de Bn pour
différentes valeurs du nombre de Reynolds
a- probléme plan, b- probléme axisymétrique.

V.3.1.5 Champ de pression :

La figure [V-13] présente des tracés représentatifs de 1’évolution de la pression sur 1’axe
de symétrie pour différentes valeurs de Reynolds, respectivement pour le cas d'un Bn = 0

et 3. Les deux cas, écoulement plan et axisymétrique, sont considérés.

Il est remarqué que la perte de pression est nettement plus importante lorsque le fluide
posséde un seuil de contrainte (Bn # 0). Ce fait est li¢ aux fortes valeurs de viscosité
localisées au niveau de la zone non cisaillée du fluide qui engendrent une importante perte
d’énergie lors de I’écoulement, ce qui se traduite par une forte chute de pression. La perte de
pression sera par conséquence, de plus en plus accentuée que la valeur de la contrainte seuil

est élevée.
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Figure [V-13] : L’évolution de la pression sur I’axe de symétrie pour Bn=0, Bn=3 et
différentes valeurs de Re
a- probléme plan, b- probléme axisymétrique.

V.3.1.6 Détermination du coefficient de perte de charge local :

Dans ce paragraphe, on procede a la détermination du coefficient de perte de charge
locale pour différentes valeurs du Reynolds et de la contrainte seuil. Ce parametre d’une trés
grande importance dans les calculs hydrauliques des installations industrielles, est déterminé a
partir des tracées de 1’évolution axiale de la pression recueillie sur I’axe de symétrie de

I’expansion (figures [V-13]).
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La méthode de détermination de ce coefficient exposée par Oliveira et Pinho [15],
consiste a calculer I’écart entre les deux droites représentatives de la chute de pression par

friction en amont et en aval de I’¢largissement aprés leurs extrapolations au plan de ce dernier

(figure [V-14]).

120

80

40

Figure [V-14] : Détermination du coefficient de perte de charge locale

En considérant la définition du coefficient de la perte de pression C = P*/ Gp*u;‘nlz),

ce saut de pression est écrit alors :
Cri = Coz — Co1

ou Cg; dénote le saut de pression localisé¢ au niveau de 1’¢largissement brusque. Ce saut
constitue 1’écart entre la perte de pression réversible occasionnée par la diminution de la
vitesse au niveau de 1’élargissement (Cg) et celle irréversible due a la dissipation inefficace de
I’énergie cinétique qui accompagne le ralentissement du fluide et engendre la formation d’une

zone tourbillonnaire (C;).

Le coefficient de perte de pression irréversible s’écrira alors :

C; = Cp— Cgy

avee ©

2%)
Cp = (1 —-— 2)
R— ) o

ol : & est le moment d’énergie déterminé par la relation : a = u3/u3
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?zﬂzﬁds/ﬁds et azﬂuds/ﬂds

o: est le rapport entre la surface d’écoulement amont et aval de 1’élargissement (S; /S,).

avee |

Les indices 1 et 2 désignent deux sections localisées respectivement dans les zones

d’écoulement établi amont et aval de 1’¢largissement.

Habituellement, 1’écart entre le coefficient de perte de pression réversible et irréversible
est donné par une relation théorique (Cg;)¢, qui, d’aprés Oliveira et al [15], sous-estime la

valeur réelle de Cy; a cause de la non prise en compte de la déformation du profile de vitesse

au niveau de 1’¢largissement et du gradient de pression localisé au niveau de la paroi verticale

de celui-ci. Cette relation est formulée comme suit

(Cr)en = 210 (1 _%U)

1

ol : B8 est le moment de la quantité du mouvement déterminé par la relation : § = u2 /%>

?:ffuzds/ffds

Le coefficient de perte de charge local ou irréversible peut étre estimé théoriquement par

avee ©

la relation suivante :

(CDen = Cr — (Crpen

Les tableaux V-1 et V-2 présentent la valeur de Cy et (C;)., pour différentes valeurs du
nombre de Bingham respectivement pour le cas d’un probléme plan (a) et d’un probléme
axisymétrique (b). Ces deux cas montrent que les coefficients de perte de charge réversible et
irréversible sont indépendants du nombre de Reynolds, alors qu’ils diminuent avec

I’accroissement du nombre de Bingham.
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Probléme plan

Bn o 5] B B2 Cr (CDw
1.546 1.543 1.201 1.200 1.1603 0.5585
1.475 1.353 1.179 1.138  1.1368 0.5268
1.425 1.279 1.162 1.111  1.1053 0.4988
1.386 1.238 1.149 1.096 1.0765 0.4755
1.356 1.211 1.139 1.086 1.0533 0.4573
1.333 1.191 1.131 1.076  1.0353 0.4423

whn A W NN = O

Tableau V-1 : Coefficient de perte de charge réversible et irréversible pour différentes
valeurs de Bn dans le cas d’un probléme plan.

Probleme axisymétrique

Bn o 0, B P2 Cr (C)
0 2.009  2.001 1.336 1.334 1.8839 1.3827
1 1.926 1.597 1.314 1.220 1.8262 1.3217
2 1.854 1.454 1.295 1.173  1.7631 1.2623

3 1.794 1.379 1.278 1.143  1.7078 1.2117

4

5

1.742 1330 1.263  1.131 1.6589 1.1688
1.698 1296 1.250 1.118 1.6170 1.1318

Tableau V-2 : Coefficient de perte de charge réversible et irréversible pour différentes
valeurs de Bn dans le cas d’un probléme axisymétrique.

Usant de la méthode graphique de détermination du coefficient de perte de charge
irréversible, les tableaux V-3, 4, 5 et 6 comportent les valeurs du coefficient de perte de
charge locale irréversible en fonction du nombre de Reynolds respectivement pour un nombre
de Bingham égale a 0, 1, 3 et 5. Ces tableaux montrent une forte diminution de C; avec
I’accroissement de Re pour I’écoulement a faible inertie (faible nombre de Reynolds) et une

légere croissance de ce coefficient pour les valeurs relativement importantes de Re.

La comparaison des valeurs de C; déterminées graphiquement avec celles issues de la

relation théorique est réalisée en calculant I’écart relatif donné par la relation

¢, —(C
Ecrz(’CMx 100%
I
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Probléme plan Probléme axisymétrique

Re Cri C EC(%) Cri C EC(%)
1 -3.8884 5.0479 88.9 -12.6513  14.5352 90.5
2.5 -1.0332 2.1927 74.5 -4.446 6.3299 78.2
5 -0.0932 1.2527 55.4 -1.738 3.6219 61.8
10 0.3562 0.8033 30.5 -0.439 2.3229 40.5
25 0.5849 0.5746 2.8 0.2047 1.6792 17.7
50 0.6355 0.5240 -6.6 0.3386 1.5453 10.5
75 0.6458 0.5137 -8.7 0.3663 1.5176 8.9
100 0.6482 0.5113 -9.2 0.3759 1.5080 8.3
125 0.6459 0.5136 -8.7 0.3799 1.5040 8.1
150 0.6396 0.5199 -7.4 0.3817 1.5022 8.0
175 0.6383 0.5212 -7.2 0.3825 1.5014 7.9
200 0.6282 0.5313 -5.1 0.3827 1.5012 7.9
225 0.6219 0.5376 3.9 0.3822 1.5017 7.9
250 0.6216 0.5379 -3.8 0.3811 1.5028 8.0

Tableau V-3 : Valeurs de Cg; et C; pour Bn=0 et différentes valeurs du
nombre de Reynolds.

Probleme plan Probleme axisymétrique

Re Cri C EC(%) Cri Ci EC(%)
1 -5.3815 6.5183 91.9 -15.6594 17.48559 924
2.5 -1.6425 2.7792 81.0 -5.6754 7.50159 82.4
5 -0.4006 1.5374 65.7 -2.352 4.17819 68.4
10 0.2095 0.9272 43.2 -0.7328 2.55899 48.4
25 0.5494 0.5874 10.3 0.135 1.69119 21.8
50 0.6422 0.4946 -6.5 0.3453 1.48089 10.7
75 0.6689 0.4678 -12.6 0.3988 1.42739 7.4
100 0.6758 0.4610 -14.3 0.4216 1.40459 5.9
125 0.6783 0.4584 -14.9 0.4312 1.39499 53
150 0.6794 0.4574 -15.2 0.435 1.39119 5.0
175 0.6798 0.4569 -15.3 0.4365 1.38969 4.9
200 0.6795 0.4572 -15.2 0.4366 1.38959 4.9
225 0.6775 0.4593 -14.7 0.4379 1.38829 4.8
250 0.6737 0.4631 -13.8 0.4386 1.38759 4.7

Tableau V-4 : Valeurs de Cg; et C; pour Bn=1 et différentes valeurs du
nombre de Reynolds.
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Probléme plan Probléme axisymétrique

Re Cri C EC(%) Cri C EC(%)
1 -9.8698 10.9463 95.7 229714 24.67921 95.1
2.5 -3.4530 4.5295 89.5 -8.8491 10.55691 88.5
5 -1.3180 2.3945 80.1 -3.88 5.58781 78.3
10 -0.2594 1.3359 64.4 -1.6168  3.32461 63.6
25 0.3556 0.7209 34.0 -0.128 1.83581 34.0
50 0.5405 0.5360 11.3 0.249 1.45881 16.9
75 0.5943 0.4822 1.4 0.3332 1.37461 11.9
100 0.6182 0.4583 -3.7 0.369 1.33881 9.5
125 0.6312 0.4453 -6.8 0.3735 1.33431 9.2
150 0.6393 0.4372 -8.8 0.4002 1.30761 7.3
175 0.6445 0.4320 -10.1 0.4075 1.30031 6.8
200 0.6482 0.4283 -11.0 0.4122 1.29561 6.5
225 0.6511 0.4254 -11.8 0.4171 1.29071 6.1
250 0.6534 0.4231 -12.4 0.4298 1.27801 5.2

Tableau V-5 : Valeurs de Cg; et C; pour Bn=3 et différentes valeurs du
nombre de Reynolds.

Probleme plan Probleme axisymétrique

Re CR| C| EC(%) CR| C| EC(%)
1 -12.0099 13.0452 96.6 -29.7365 31.3535 96.4
2.5 -4.3270 5.3623 91.8 -10.8392 12.4562 90.9
5 -1.7702 2.8054 84.2 -5.59 7.207 84.3
10 -0.4973 1.5326 71.1 -2.1045 3.7215 69.6
25 0.2508 0.7845 43.6 -0.444 2.061 45.1
50 0.4825 0.5527 20.0 0.112 1.505 24.8
75 0.5516 0.4836 8.6 0.251 1.366 17.1
100 0.5825 0.4527 2.3 0.307 1.31 13.6
125 0.5995 0.4357 -1.5 0.3351 1.2819 11.7
150 0.6095 0.4257 -3.9 0.3528 1.2642 10.5
175 0.6131 0.4222 -4.8 0.3629 1.2541 9.8
200 0.6192 0.4160 -6.3 0.3716 1.2454 9.1
225 0.6223 0.4129 -7.1 0.3781 1.2389 8.6
250 0.6254 0.4099 -7.9 0.3825 1.2345 8.3

Tableau V-6 : Valeurs de Cg; et C; pour Bn=5 et différentes valeurs du
nombre de Reynolds.
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Cette comparaison montre que 1’écart relatif entre C; et (C;);, dépends a priori de la
valeur du nombre de Reynolds. Il y est noté en plus, que les valeurs importantes de Ec, sont
enregistrées pour les faibles Re et inversement. Ce constat est justifié¢ par le fait que cet écart
est essentiellement occasionné par la distorsion des profiles de vitesses amont et aval de
I’¢largissement qui est plus significative lors d’un écoulement a faible inertie. Le caractere
convectif d’un écoulement a forte inertie engendre un jet plus étiré vers 1’aval de

I’¢élargissement qui minimise cette distorsion.

Dans ce paragraphe, une corrélation est proposée pour la détermination du coefficient de
perte de charge locale en fonction du nombre de Reynolds et de la contrainte seuil sous la

forme suivante :

B E
CI =A+ ﬁ + D[ln(Re)]

Les parametres A,B C, D et E sont identifiés pour

Le cas plan
( A =-0.2739
B =5.1896 + 2.1121 Bn — 0.0928 Bn?
(a) C =1.0289

D =0.4315
E = 0.3560 — 0.0474 In(1 + 2.8447 Bn)

Et le cas axisymétrique

( A =—-0.6827

B = 14.9786 + 3.4332 Bn — 0.013 Bn?
(b) € =1.0395
D = 1.2602

E =0.3188 — 0.0688 In(1 + 0.7844 Bn)

Cette corrélation est valable uniquement dans le cas d’un élargissement brusque de rapport
géométrique 1: 2 et sur une plage de variation du nombre de Reynolds : 1 < Re < 250 et du

nombre de Bingham 0 < Bn < 5.
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Figure [V-15] : Comparaison entre les valeurs numériques et celles approchées de C,.
a- probléme plan, b- probléme axisymétrique.
(S)- Résultats de simulation, (C)- valeurs corrélées de C,

La figure [V-15] qui comporte I’évolution du coefficient de perte de charge irréversible
en fonction du nombre de Reynolds pour différentes valeurs de la contrainte seuil, illustre le
bon agrément entre les valeurs de C; déterminées a partir des résultats de la simulation
numérique et celles prédites par la corrélation proposées avec une erreur relative maximale
qui n’excede pas 7%. Le coefficient de détermination associé a cette corrélation est de 99.8%

pour le probléme plan et de 99.75% pour le cas axisymétrique.
V.3.2 Régime thermique :

Dans ce paragraphe, 1’évolution du champ thermique est abordée en considérant 1’effet
de la dissipation visqueuse comme 'unique source de chaleur contribuant au réchauffage du
fluide. Pour cela les parois de I’expansion sont considérées adiabatiques et le nombre de
Brinkman est pris égal a I’unité (Br = 1). Cette derniére hypothése, valable pour des faibles
valeurs du nombre de Peclet, nous conduit a I'utilisation d’une nouvelle jauge de température

(AT) pour la construction de la forme adimensionnelle de I’équation d’énergie.

En tenant compte de 1’expression du nombre de Brinkman formulée dans le chapitre

(IIT) et de I’hypothése sus cité, la jauge de température (AT) est définie comme suit :
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* 2
_ ,upuml

AT
K

et la température adimensionnelle s’écrira :

T —T;

0 =
AT*

Dans ce qui suit, I’influence du nombre de Prandtl (Pr), de I’inertie (Re) et de la
contrainte seuil (Bn) sur le champ thermique sont analysées. Les résultats de la simulation
numérique pour chaque cas considéré sont exprimés dans des référentiels différents du fait
que la jauge de température (AT) soit dépendante de la vitesse moyenne de 1’écoulement et
de la conductivité thermique du fluide. Afin de permettre une analyse sans équivoque,
I’ensemble des résultats obtenus sont ramenés a un référentiel commun en utilisant le

méme (AT) pour I’ensemble des cas étudiés.
V.3.2.1 Influence de Prandtl sur le champ thermique :

L’influence du nombre de Prandtl sur la configuration du champ thermique est illustrée
dans la figure [V-16], qui comporte les tracés des lignes isothermes pour Re = 100, Bn =0
(fluide newtonien) et différentes valeurs de Pr. Ces tracés ont donc, permis de constater une
augmentation signifiante de la température localisée au niveau de la zone tourbillonnaire et

prés des parois solides, occasionné par les forts taux de cisaillement.

En considérant des nombres de Prandtl croissants, une augmentation de la température
de plus en plus accentuée est constatée au niveau des parois solide (figure [V-18]). Ce constat
est justifié par le fait que la température générée a I’amont soit de plus en plus convectée vers
I’aval, constituant ainsi une augmentation supplémentaire a celle apportée par le terme source

(la dissipation visqueuse).

Contrairement a la paroi, I’évolution de la température sur I’axe de 1’¢largissement
manifeste un accroissement de moins en moins important que le Pr augmente (figure [V-17]).
Ce fait résulte de I’apport insignifiant de la dissipation visqueuse a 1’¢élévation de la
température du fluide en raison des faibles taux de cisaillement qui caractérisent cette zone, a

I’exception de la longueur de 1’établissement d’un régime hydrodynamique.
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Figure [V-16] : Courbes isothermes pour Re=100, Bn=0, est différentes valeurs de Pr. (cas
d’un probléme plan)
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Figure [V-17] : Evolution de la température au niveau de 1’axe de symétrie pour Re=100,
Bn=0 et différentes valeurs de Pr. (a) probléme plan, (b) probléme axisymétrique
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Figure [V-18] : Evolution de la température au niveau des parois solides pour Re=100,
Bn=0 et différentes valeurs de Pr. (2) probléme plan, (b) probléme axisymétrique

V.3.2.2 Influence de I’inertie (Re) sur le champ thermique :

L’influence du nombre de Reynolds sur la configuration du champ thermique est
illustrée dans la figure [V-19], qui comprend les courbes isothermes pour Pr = 1, Bn = 0 et
différentes valeurs de Re. Cette figure montre que, pour un probléme pan ou axisymétrique, le
réchauffage du fluide s’intensifie avec I’accroissement de la vitesse d’écoulement, chose qui
résulte d’une part de I’augmentation des taux de cisaillement, et d’une autre part, de 1’effet de

plus en plus accentué de la convection.

Contrairement au nombre de Pr, ’accroissement du nombre de Re engendre une
augmentation de la température au niveau de 1’axe de symétrie de I’expansion (figure [V-20]).
Ce constat résulte de l’augmentation de la longueur nécessaire a un établissement
hydrodynamique de I’écoulement et qui constitue une importante source de chaleur du fait de

ces forts taux de cisaillement.

En ce qui concerne la température de la paroi solide, il est noté que celle-ci manifeste
une augmentation de plus en plus prononcée que le nombre de Reynolds est élevé (figure [V-
21]). Cette situation est également occasionnée par 1’apport thermique due aux taux de
cisaillement localisés prés des parois solides. Ces derniers sont d’autant plus élevés que le

nombre de Reynolds est important.
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Figure [V-19] : Courbes isothermes pour Pr=1.0, Bn=0 et différentes valeurs de Re. (cas
d’un probléme plan)
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Figure [V-20] : Evolution de la température au niveau de I’axe de symétrie pour Pr=1,
Bn=0 et différentes valeurs de Re. (a) probléme plan, (b) probléme axisymétrique.
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Figure [V-21] : Evolution de la température au niveau des parois solides pour Pr=1,
Bn=0 et différentes valeurs de Re. (a) probléme plan, (b) probléme axisymétrique.

V.3.2.3 Influence de la contrainte seuil sur le champ thermique :

L’influence de la contrainte seuil sur la configuration du champ thermique est illustrée
dans la figure [V-22], qui comprend les courbes isothermes pour Pr = 1, Re = 100 et
différentes valeurs de Bn. Il est constaté que le réchauffage du fluide s’intensifie avec
I’accroissement de la contrainte seuil, chose qui résulte d’une part de I’augmentation des taux
de déformation dans la zone cisaillée, et d’une autre part, de I’importance de la viscosité qui

siege dans la zone non cisaillée.

L’accroissement de la contrainte seuil engendre une augmentation de plus en plus
importante de la température au niveau de 1’axe de symétrie et de la paroi. Cette constatation

est illustrée respectivement dans les figures [V-23] et [V-24].
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Figure [V-22] : Courbes isothermes pour Pr=1.0, Re=100 et différentes valeurs de Bn. (cas
d’un probléme plan)
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Figure [V-23] : Evolution de la température au niveau de 1’axe de symétrie pour Pr=1,
Re=100 et différentes valeurs de Bn. (@) probléme plan, (b) probléme axisymétrique.

Figure [V-24] : Evolution de la température au niveau des parois solides pour Pr=I,
Re=100 et différentes valeurs de Bn. () probléme plan, (b) probléme axisymétrique.

V.4 Conclusion:

L’écoulement laminaire a travers un élargissement brusque d’un fluide a seuil de
contrainte a été investi dans ce chapitre. Les résultats obtenus pour un probléme plan et
axisymétrique ont permis plusieurs constatations sur les effets exercés par les parameétres de

I’écoulement et les propriétés rhéologiques du fluide sur la structure hydrodynamique et
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thermique de 1’écoulement. Le travail a été particulieérement focalisé sur 1’effet exercé par
I’inertie et la contrainte seuil sur les zones de recirculation, les longueurs d’établissement et
les longueurs de recollement ainsi que sur le coefficient de perte de charge locale (cas des

faibles nombres de Reynolds).

L’analyse de I’importance du champ thermique généré par la dissipation visqueuse a
permis de conclure que celui ci ne peut étre négligé dans le cas des fluides non-newtoniens
fortement visqueux, et cette partie a permis particulierement d’établir une relation quantifiant
la perte de charge locale au niveau de I’¢largissement brusque en fonction des parameétres

d’écoulement.
Les principales constatations déduites de cette analyse sont énumérées ci-dessous :

v' A I’aval de I’élargissement, la longueur nécessaire a un établissement hydrodynamique de
I’écoulement croit avec [’accroissement du nombre de Reynolds et décroit avec
I’augmentation de la contrainte seuil.

v’ L’apparition d’une zone tourbillonnaire au coin de I’élargissement méme lors d’un
¢coulement a faible nombre de Reynolds (écoulement rampant).

v" Le point de recollement s’éloigne de 1’élargissement (vers 1’aval) avec 1’augmentation du
nombre de Reynolds. L’effet inverse est provoqué par 1’accroissement de la contrainte
seuil.

v' Une augmentation du nombre de Reynolds conduit & une diminution du coefficient de
perte de charge locale.

v" Pour des faibles nombres de Reynolds, le coefficient de perte de charge locale croit avec
I’accroissement de la contrainte seuil. I’effet inverse est constaté dans le cas des nombres
de Reynolds élevés.

v L’auto réchauffage du fluide par effet de la dissipation visqueuse est d’autant plus

important que les valeurs de Prandtl, de Reynolds et de la contrainte seuil sont élevées.

Nomenclature

Bn Nombre de Bingham.
Br Nombre de Brinkman.
C Coefficient de perte de charge.
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Ec, Ecart relatif.
K Diffusivité thermique (m2/s).

Longueur caractéristique adimensionnelle du domaine physique.

P Pression (Pa).

Pr Nombre de Prandlt.

R Hauteur caractéristique adimensionnelle du domaine physique.
r Coordonnée transversale (m).

r Coordonnée transversale adimensionnelle.

Re Nombre de Reynolds.

S Section d’écoulement.

Température (°K).

T, Température a I’entrée (°K).

AT Jauge de température (°K).

u Vitesse longitudinale (m/s).

u Vitesse longitudinale adimensionnelle.

v Vitesse transversale (m/s).

v Vitesse transversale adimensionnelle.

X Coordonnée longitudinale (m).

X Coordonnée longitudinale adimensionnelle.
X, Point de recollement adimensionnel.

y Coordonnée transversale (m).

y Coordonnée transversale adimensionnelle.

Symboles Grecs

o Facteur de forme de profil pour 1’énergie.

p Facteur de forme de profil pour quantité¢ de mouvement.

p La densité (Kg/m?).

u; Viscosité plastique (Pa.s).

Hefr Viscosité apparente adimensionnelle.

0 Température adimensionnelle.

g Facteur désignant un probléme plan (0) ou axisymétrique (1).
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Frontieére du domaine physique.

Indices

R
RI
Th

Entrée.

Irréversible.

Moyenne.

Réversible.

L’écart entre réversible et irréversible.

Théorique.
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Conclusion Générale.

V1. Conclusion générale :

Dans notre travail, nous nous sommes intéressés a I’investigation numérique d’un
probléme de Graetz généralisé, qui est défini par I’écoulement laminaire et non-isotherme
d’un fluide viscoplastique idéal a travers un conduit et un élargissement brusque. L’analyse de
I’influence occasionnee par les caracteristiques rhéologiques de cette catégorie de fluides sur
la structure de I’écoulement et I’intensité de I’échange thermique ont constitué de ce fait, les

principaux objectifs de notre étude.

Avant d’exposer les différents cas de figures considérés dans ce travail, nous avons
procédé dans une premiere partie, a une description détaillée de la méthode des éléments finis.
Une technique numérique que nous avons adoptée pour I’élaboration d’un code de calcul, qui
permet la discrétisation du modéle mathématique exprimé en variables primitives (u, v, p) et

sa résolution en adoptant une formulation mixte (vitesses-pression).

Dans une seconde partie, nous avons étudié I’écoulement laminaire entre deux plaques
planes (probléme plan) et a travers une conduite cylindrique (probléme axisymétrique), d’un
fluide viscoplastique idéal dont le comportement rhéologique est défini par la loi constitutive
de Bingham. Les résultats de la simulation numérique, nous ont permis de proférer plusieurs
constatations sur les effets subis par la structure hydrodynamique et thermique de
I’écoulement, occasionnés par I’aspect non newtonien du fluide et les différents parameétres de

I’écoulement.
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Dans la derniére partie de notre travail, nous avons procédés a I’analyse de I’écoulement
laminaire et non-isotherme d’un fluide semi-solide de Bingham a travers un élargissement

brusque. Le probléme plan et axisymétrique ont été considérés.

Le travail que nous avons réalisés, méme s’il est restreint a une classe de fluides bien
définie, nous a permit de mettre en évidence I’importance des effets de I’aspect non-

Newtonien sur la structure des écoulements et sur le transfert thermique associé.

Finalement, nous conviendrons bien de la nécessité d’entreprendre des recherches
appropriées a chaque classe de fluides. Ce qui sans doute, nous procurera une meilleure
assimilation de ces phénomenes, et qui nous servira d’atout principal pour les mieux

contréler.
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