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Resumé
L’objet de ce wravail est d’apporter une contribution a I'étude de la dynamique des systémes
polyarticules & chaine cinématique simple , plans ou spatiaux , et a joints flexibles .
L approche utilisée dans la formulation du probléme est basée sur I’emploi du formalisme de
Lagrange associ¢ a la méthode de Uicker , ainsi le modéle dynamique d’un tel mécanisme est décrit
par un ensemble d’équations différenticlles couplées et non linéaires . La résolution de ce systéme
d’équations différenticlles sera faite a I’aide de la méthode de Runge-Kutta 4 quatre approximations
Le programme que nous avons élaboré en fortran permet de traiter les deux types de problémes

1)- Direct

2)- Inverse
pour tous les systcmes polyarticulés a structure parfaitement rigide d’une part et les systémes a
jomts flexibles d’une autre part , ce qui constitue un outil d’aide i la conception mécanique des
robots .
Mots clé : dynamique , mécanismes , robots | joints flexibles

Abstract
the objective of this work is to bring a contribution to the study of multi-articulated systems
dynamics with simple cinematic chains , and with flexible joints .
the approach used in the problem formulation , is based on the use of Lagrangien formalism
associated to the Uicker’s method , thus the dynamic model of this mecanism is described by a set
of coupled and non linear differential equations .
The resolution of this set differential equations will be done with the use of the Runge-Kutta
method with four approximations .
The Fortran program that we have built deals with the the too type of problems :

1)- Dircct

2)~ Inverse
for all thc multi-articulated systems with a perfect rigid structure in one hand and all the systems
with flexible joints in the other hand , these constitute an aid tool to the mechanical conception of
the robots .
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NOMENCLATURE

: Un repere affine relié¢ au corps Ci de la chaine : R;(0,,X;,¥, ,Z:)
: Indique la liaison

: Variable binaire

: Matrice de transformation homogene

: Matrice unicolonne des coordonnées opérationnelles
: Matrice jacobienne

: Matrice d’inertie

: Matrice des termes de Coriolis.

: Matrice des termes centrifuges

: Matrice unicolonne des forces généralisées de gravité.

: Matrice unicolonne des forces généralisées non conservatives

: Représente I’énergie potentielle du systéme .

: Désigne la quantité d’accélération généralisée

: Désigne les forces généralisées

: Fonction de dissipation

: Matrice des moment d’ordre deux de Sy en Oy dans le repére R .

: Pseudo matrice d’inertie relative au corps Sk de la chaine dans le repére R .
: Masse du solide S

: Centre de masse de Sy

: Matrice unicolonne des composantes du champ de pesanteur exprimé dans le

repere de base R

: Rapport de transmission du iéme actionneur Ni 2> 1

: Vitesse généralisée relative au segment 1

: Vitesse d’entrée du reducteur i

: Variable relative a la génératrice tachymetrique 1
: Variable relative au moteur 1

: Variable relative au réducteur 1
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q 4; : Variable relative au segment porteur i
[Ta] :Matrice des inerties des actionneurs
[K] : Matrice de rigidité des joints

J,i_1 : Variable articulaire délivrée par I’actionneur i

q,;  : Variable articulaire prise par le segment i

{9} : Matrice unicolonne des déplacements angulaires

{(p} : Matrice unicolonne constituée des vitesses relatives angulaires
[D] : Matrice des coefficients d’amortissements

T . . . . .
q=(q;,9,2-.9,) : Matrice unicolonne des variables articulaires.
q=(4,,9,.-.9, )" Matrice unicolonne des vitesses articulaires.

d=(q,-9, --.q,) : Matrice unicolonne des accélérations généralisées

01,11, o1, di . Paramétres de Denavit - Hartenberg

CB1 = cos 01

S61 = sin 01

Mgi  : Moment de I'effort de gravité du i¢éme segment par rapport a I’origine Oi
Mui  : Moment de I'effort de rappel du iéme ressort d’équilibrage .

Fsi : Effort de rappel du iéme ressort d’équilibrage .

Loi : Elongation du iéme ressort d’équilibrage .

Cgi : Couple de gravité du ieme segment

qil : Variable articulaire délivrée par le moteur (apres réducteur )

q‘?‘ : Variable articulaire prise par le segment
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Le développement industriel a de tout temps puisé sa dynamique dans le souci constant de
I’homme de :

- produire toujours plus de biens de consommation et 4 moindre cofit pour améliorer ses
conditions de vie .

- construire des machines capables de dépasser ses limites tant physiques qu’intellectuelles .

- se libérer des taches ingrates , fastidieuses , épuisantes ou dangereuses pour s’investir dans

des missions plus valorisantes pour I’esprit .

La conception des mécanismes dépend de multiples paramétres qui rendent complexe la
résolution des problémes de mécanique a plusieurs degrés de liberté ; la théorie est bien
connue mais la mise en oeuvre dépasse souvent la capacité humaine .

Par ailleurs , les performances souhaitées pour les mécanismes polyarticulés développés de nos
Jjours sont de plus en plus élevées , leur conception est donc de plus en plus difficile .

Des lors on comprend Iintérét d’un outil de calcul automatique permettant de simuler le
comportement dynamique d’un mécanisme .

Un tel outil doit étre général , et pouvant prendre en compte la diversité des mécanismes

rencontreés .

La construction du modéle dynamique a fait 'objet de plusieurs travaux et investigations ces
dernieres années . Les représentations employées sont essentiellement basées sur une approche
classique dans laquelle les mécanismes sont considérés comme un assemblage de corps rigides .
Cette approche simplifiée s’avére dans plusieurs cas suffisante pour représenter le
comportement dynamique des systémes polyarticulés , cependant dans certains cas il est

nécessaire de considérer des modéles plus élaborés .

Les systémes polyarticulés sont destinés a étre légers , résistants et rapides , ces exigences
élevées obligent I'utilisation d’éléments moins massiques et a des vitesses de plus en plus

élevées .

Cependant , cela est toujours accompagné par I’apparition des phénomenes transitoires et

d’ "hésitation” dus a la déformation dans les éléments structuraux du mécanisme .
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Ce comportement vibratoire peut affecter considérablement les performances du systeme . de
ce fait il est devenu indispensable de prendre en compte les propriétés élastiques de ces

systemes afin de pouvoir étudier leur comportement vibratoire .

La déformation des systémes polyarticulés est localisée au niveau des éléments constituant sa

structure mecanique , on peut citer :

- La déformation de la partie porteuse ou segments structuraux : élasticité répartie .

- La déformation au niveau des articulations ou joints : élasticité localisée .

Une recherche bibliographique nous a permis de tracer historique du modéle dynamique des
systemes polyarticulés .

En 1963 H.JFLECHER et L.RONGUED ont étudié le mouvement d’un satellite composé de
deux corps liés par un joint rotoide dans le champ de pesanteur , ensuite HOOKER.W.W et
G.MARGULIES ont généralisé ce travail pour un systeme a n+l corps connectés par des
articulations a 1 et 2 degrés de liberté .

En 1973 , ce travail est simplifi¢ par P.W.LIKINS en prenant seulement des liaisons a 1 ddl .
1978 J.J.UICKER propose une méthode basée sur les ¢quations de LAGRANGE , il fait appel
a la notion de matrice de passage généralisée d’ordre 4 préconisée pour la premiére fois par

DENAVIT et HARTENBERG .

Au cours des travaux récents sur la commande en temps réel , plusieurs chercheurs ont utilisé
le formalisme de NEWTON-EULER qui leur a permis le calcul récurrent des forces et/ou
couples . Plusieurs travaux ont ét¢ présentés par des chercheurs . ces travaux sont basés sur
une approche théorique qui consiste a considérer le mécanisme comme un assemblage de corps

rigides .

En 1966 NEUBAUER , COHEN et HALL ont été parmi les premiéres personnes citées dans
la littérature pour leur contribution a I’élaboration du modele dynamique des mécanismes
déformables , ils ont étudié le mécanisme de biclle manivelle dont la bielle est supposée
déformable . En supposant que I'amplitude des mouvements vibratoires est petite par rapport

aux grands mouvements rigides, ils ont pu linéariser les €quations du mouvement .
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En 1971 JASINSKI , LEE et SANDOR proposent une méthode pour résoudre le probléme des
mécanismes plans . IIs tiennent compte des vibrations transversales et longitudinales de
Pélément , ils utilisent la méthode variationnelle de GALERKINE pour transformer le systéme

d’équations aux dérivées partielles en un systéme d’équations différentielles ordinaires .

C’est dans ce contexte que nous avons abordé ce travail ; notre objectif est de mettre au point
un programme de calcul automatique des modeles de systémes mécaniques pour pouvoir
simuler leur comportement dynamique et disposer d’un outil pouvant aider a la conception
mécanique .

Pour cela nous nous intéressons a la modélisation du comportement dynamique des structures
polyarticulées a joints déformables . Cette étude se limitera a des structures a chaines

cinématiques simples largement répandues en robotique .

L’approche utilisée dans la formulation du probléme est basée sur I’emploi du formalisme de
Lagrange associé¢ a la méthode de Uicker ; ’application directe de ce formalisme aboutit a un
algorithme compact décrivant les équations du mouvement qui se prétent directement a étre

intégrées .

Le modele dynamique d’un tel mécanisme est décrit par un ensemble d’équations différentielles
couplées et non linéaires , la résolution de ce systéme sera faite a I'aide de la méthode de

Runge-Kutta a quatre approximations .

Notre mémoire se compose de quatre chapitres :

Le premier chapitre est destin€ a la description des systeémes polyarticulés , leur morphologie et
leur cinématique , aussi nous rappelons les différents modeles employés lors de la mise au point
de leur commande ou de leur conception , parmi ces modéles nous citons :

- Le modele géométrique

- Le modéle cinématique

- Le modéle dynamique.

Nous terminons ce chapitre par une étude comparative entre un mécanisme rigide et un
mécanisme a joint flexible . Cette étude illustrée sur une barre articulée montre la différence

entre les deux approches pour la modélisation cinématique a adopter .
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Le second chapitre est consacré a la présentation de la méthodologie d’obtention du modele
dynamique basée sur le formalisme de Lagrange et la méthode de Uicker et cela pour les
systemes polyarticulés a chaine cinématique simple et a éléments structuraux rigides .

Cependant dans la réalité ’hypothése de la rigidité parfaite n’est pas satisfaite d’ou la nécessité

de I’étude des systémes avec prise en compte de la déformation .

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude des systémes a joints déformables .

Dans cette partie nous présentons une modélisation compléte d’un joint déformable et pour un
systeme simplifié qui consiste a considérer seulement la déformation a la sortie du réducteur .
en se basant toujours sur le formalisme de Lagrange , nous présentons la maniére d’obtention
des €quations du mouvement . Pour la résolution on utilise la méthode de Runge-Kutta

d’ordre 4 .

Le quatricme chapitre contient des applications illustrant les possibilités du programme que
nous avons €laboré dans le cadre de ce travail .

Le choix des exemples que nous présentons obéit a deux impératifs :

- Premier impératif pédagogique : Analyser et valider les résultats issus du programme sur des
mécanismes simples .

- Deuxieme impératif pratique : Montrer comment dans son état actuel , le programme peut

constituer un outil d’aide a la conception mécanique .



CHAPITRE 1

DESCRIPTION DES SYSTEMES
POLYARTICULES
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I-1- INTRODUCTION :

Ce premier chapitre sera consacré a la présentation de quelques généralités et définitions
concernant les systémes polyarticulés afin de décrire leur morphologie . Nous présentons aussi
une meéthode adéquate pour la description de leur cinématique ; et par la suite , a travers un

exemple simple nous montrons la différence entre un systeme "rigide” et un systéme 2 joint

"flexible” [1]

I-2- DEFINITION DES SYSTEMES POLYARTICULES [2] [5] [6]

Une structure polyarticulée est un ensemble de corps liés les uns par rapport aux autres par

des liaisons appelées articulations.

Les articulations rencontrées dans la plupart des réalisations technologiques appartiennent 2 la

classe 5 et sont de type:
- rotoide

- ou prismatique

On distingue 3 types de chaines polyarticulées : les chaines ouvertes simples (fig I-1a). les

chaines arborescentes (fig I-1b) et les chaines complexes (fig I-1c) .

< Corps

Joint

fig I-1a - Chaine ouverte simple fig I-1b - Chaine arborescente fig I-1c - Chaine complexes
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I-3-EXEMPLE : STRUCTURE MECANIQUE D’UN ROBOT MANIPULATEUR

La structure mécanique d’un robot manipulateur est une structure 3 chaine cinématique simple
ou complexe . Elle est constituée de deux sous ensembles distincts: un (ou plusieurs )
organe(s) terminal (aux) et une structure mécanique articulée appelée porteur .

- Le porteur : c’est une structure polyarticulée qui a pour rdle d’amener Porgane terminal

dans une position donnée .

-L’organe terminal : c’est tout dispositif destiné & manipuler des objets, il s’agit donc
d’une interface qui permet au robot d’interagir avec son environnement .
*)- On convient d’appeler généralement porteur les trois premiers corps du robot , les corps

restants forment le poignet caractérisé par des dimensions plus petites et une masse faible

I-4-DEFINITIONS DE BASE ET TERMINOLOGIE : |2]

Pour décrire la partie mecanique des systémes polyarticulés,on propose de donner quelques

définitions de base et une terminologie qui sera utilisée dans les chapitres suivants .

I-4-1-Articulation ou joint :

Une articulation intervient entre deux solides tout en limitant le nombre de degrés de liberté de
I’un par rapport a I’autre .

On appelle classe d’une Haison le complément a six de son nombre de degrés de liberté .

En robotique on utilise des articulations de classe 5; ainsi les liaisons a plusieurs degrés de
liberté sont décomposées en d’autant de liaisons & un degré de liberté par adjonction de corps

fictifs . On distingue deux types de liaisons de classe 5 :

a) -Liaison rotoide : liaison de type pivot réduisant le mouvement entre deux COrps en une

rotation autour d’un axe qui leur est commun , clle est notée (R ) fig. I-2a

b) - Liaison prismatique : 11 s’ agit d’une liaison de type glissiére réduisant le mouvement

entre deux corps en une translation le long d’un axe commun , elle est notée (P) fig. I-2b
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fig I-2a : Liaison rotoide - R fig 1-2b : Liaison prismatique - P

I-4-2-Coordonnées généralisées d’une structure polyarticulée :

Soit une structure polyarticulée constituée d’une chaine de corps reliés les uns par rapport aux
autres a I’aide de liaisons de classe 5 .

Soit R; un repére affine reli¢ au corps C jde la chaine , le repére R | est relié au corps
C i-1

On définit les cordonnées généralisées comme étant le nombre minimal de parametres qui

permet de définir la situation du corps C; par rapport au corps C i1

La situation d’un corps est définie par sa position et son orientation . Six parametres suffisent
pour déterminer la situation , trois pour spécifier la position et trois pour I’ orientation .
- La position peut étre définie par les coordonnées cartésiennes . sphériques ou cylindriques .
- L'orientation peut étre définie de plusieurs maniéres, les plus courantes sont celles qui
utilisent :

- Les cosinus directeurs .

- Les angles d’Euler .

- Les angles de Roulis - Tangage - Lacet .

- Les parametres d’Euler ou d’Olinde Rodrigue , ou quaternions .



L4

L4

=

N

g

gy

Dans le cas des systémes polyarticulés , pour déterminer la situation on utilise les paramétres
de Denavit et Hartenberg (D-H) qui seront ultérieurement développés , alors on choisit les

coordonnées généralisées en nombre minimal soit le nombre de degré de liberté de la liaison .

Exemple

Un robot manipulateur a chaine ouverte simple de type 3R-1P est composé de trois liaisons
rotoides et une liaison prismatique . les coordonnées généralisées sont en nombre de 4 . fig I-3
-qi,q2,q3 :sont des coordonnées généralisées de rotation.

- g4 :est lacoordonnée généralisée de translation .

q2

fig I-3 : Structure mécanique d’un robot manipulateur 3R-1P

I-4-3-Espace opérationnel
L’espace opérationnel est celui dans lequel est représenté la situation de I'organe terminal,sa

dimension peut étre inférieure ou égale a 6 .

I-4-4-Espace articulaire
On appelle espace articulaire ou espace de configuration celui dans lequel est représentée la
configuration articulaire d’une structure polyarticulée . Il caractérise I’état de la structure

représentant la situation de ses différents corps .
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[-5- DESCRIPTION CINEMATIQUE DES SYSTEMES POLYARTICULES [2] 5] [6]

I-5-1-Paramétre de Denavit - Harten berg (D.H)

La modélisation cinématique des systémes polyarticulés exige une méthode adéquate pour la

description de leur morphologie .

Pour cela plusieurs méthodes et notations ont &té proposées , la plus répandue est celle de

Denavit - Hartenberg .

Dans ce qui suit nous présentons la définition des parametres de Denavit - Hartenberg ainsi

qu’une notation homogéne qui permet de décrire toutes les structures a chaine ouverte simple .

I-5-2-Définitions et notations

Un mécanisme a chaine ouverte simple est un systéme composé de n+1 corps notés

- Cy : désigne la base

- Larticulation A connecte le corps C; au corps C, |

- A chaque corps C; est associé un repere R, d’origine Oi et d’axes orthonormés
X, Y, Z,

- Z; est I'axe de la liaison A

- Xiest porté par la perpendiculaire commune & Z; et Z.,, .

|

Ch

fig I-4a : Structure a chaine cinématique simple
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- Pour définir le repere R . par rapport au repére R;_,

, Qi

di : Distance entre Oi-1 et Zi le long de Xi-1 :di = Qi-1 Oi . Xi-1 (di 20)

di appelés paramétres de Denavit - Hartenberg définis comme suit -

Zi '\
Zi-1

O1 * X1
Oi-1 di

fig I-4b : paramétres de Denavit - Hartenberg (D-H)

— — — —_ —
Gla amtens 731 a4 7 Syt AA UL g N TN
glt CHUC Li-1 €1 Ziauiour ac K-l @ i = (Zi-1, Zi J
— — —_ —

— — — —

01 : Angle entre Xi-1 et Xi autourde Zi  : 0i=(Xi-1, Xi )

ri: Projection orthogonale de Oi-10i sur Zi  :r1i= Oi-1 O; Zi

on utilise les 4 parametres notés 01 , ri

Ainsi la coordonnée généralisée associde a Particulation Ai sera 01 si A est rotoide et I1 si Aj

est prismatique

En introduisant une variable binaire 61 la variable articulaire qi peut s’écrire comme suit :

avec :
ci=1-
cl=1
cl=0

qi=oc16i+oiri

ol
si Al est une liaison prismatique

si Aiest une liaison rotoide

(1.1)
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1-6-CHANGEMENT DE REPERES AFFINES

I-6-1 -Les coordonnées homogenes d’un point : [1] 2]
En coordonnées homogénes la représentation d*un point se fait par une matrice unicolonne a
quatre composantes . les trois premiéres sont les coordonnées cartésiennes du point et la 4éme

composante est considérée comme un facteur d’échelle et prise égale a 1 .

( voir annexe 1) .

. B B _
OM=x X +y.,.y, +2..7,
—

o.M g {U}?:(xmi,ymi,zmi,l)

tel que :
—> —
X, = OiM.Xi
—
yrm = OlM}_/T
Zmi = OIMZ
M
Z1 T
—
yj A
Oi Tvi oz 0j
X1
Xj

I-6-2 -Les composantes homogénes d’un vecteur libre :

La représentation d’un vecteur libre se fait aussi par 4 composantes les 3 premiéres sont les

composantes du vecteur . la 4eme composante est un facteur d’échelle égale a zéro .
—

\Y > {V}?z(ui,vi,wi,O) tel que :
—>

u; = V.x,

V. :—\} \—7’

VI '-Jl
—

w, =V.zZ



-4

\izy

I-6-3 -Transformation homogéne : [1] [2] [5] [6]
Si le repere R (0,,X,,¥,,Z;) subit une transformation quelconque de translation et/ou de

rotation qui 'améne sur le repére R i(0,.X;,¥;,Z;), cette transformation est définie par la

matrice Tij appelée matrice de transformation homogéne de dimension 4*4 (voir annexe 1)

—

0;0; =Pj-X; T Pjy-Yi P+ %

-XIXJ lej )—zlzj p_]X |
SR ETIE O TR T
’ ZIXJ ziyj 212J sz

0 0 0 1

En utilisant les parameétres de D-H on définit la matrice de transformation homogéne comme
suit

Si un repére absolu Ry subit n transformations successives , la ieme transformation est

définie par rapport au repére R;_; par la matrice T(i—l)i

Co, —S6. 0 d

€86 Cog Sy —1S0
b= SuS6  So(0. Co,  1Co

alors la transformation T, peut étre déduite par composition a gauche de ces transformations

on aura .
Ton=To1-T12 - T23 cererrrerreen. Tin-1)n (1.2)
n
Ton = .Hl Tii- i
1=

Les parametres de D-H ainsi que la matrice de transformation homogéne que nous venons de

présenter seront utilisés pour I’élaboration du modéle dynamique .



I-7-DIFFERENTS MODELES RENCONTRES : [2] [6] [15]

La conception , la simulation et la commande des manipulateurs nécessitent de disposer des
différents modéles du mécanisme. On rencontre trois modéles :

- Mode¢le géométrique direct et inverse

- Modgle cinématique direct et inverse

- Modele dynamique direct et inverse

Avant de présenter la méthode d’obtention du modéle dynamique , objet de notre étude nous
allons rappeler briévement les modeles géométrique et cinématique ainsi que les méthodes

employées pour leur construction .

I-7-1-Modéle géométrique :
Le modéle géométrique direct permet de connaitre la situation de ’organe terminal par rapport
a un repére de référence en fonction des variables articulaires. il s’écrit :
X = f(q) (1.3)
tel que :

X' est la matrice unicolonne des coordonnées opérationnelles

d=(91-92:93 +---eeereeesqpy )T est la matrice unicolonne des variables articulaires.

Le modele géométrique inverse est la relation réciproque du probléme direct , il permet
Pobtention des variables articulaires q correspondant a une situation du robot décrite par ses

coordonnées opérationnelles .

I-7-2-Modéle cinématique :
Le modele cinématique direct permet de calculer la vitesse de I'organe terminal dans I’espace

opérationnel en fonction des vitesses articulaires .il s’écrit :
X =1(q).q (1.4)
T

Tel que qz(ql,qz,q3, ........... qn)

0
J(q) est la matrice jacobienne donnée par : J(q) = %
q
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Le modéle cinématique inverse permet de calculer le vecteur des vitesses articulaires qen

fonction des vitesses opérationnelles X

o
il sécrit - q=17"(q).x (1.5)
det] =0

Pour I"obtention de ce modele deux classes de méthodes sont employées :
- Les méthodes analytiques qui procédent par dérivation des modéles géométriques .

- Les méthodes qui consistent a inverser le modéle cinématique direct .

I-7-3- Modéle dynamique

Notre travail consiste en premicre partie a construire le modéle dynamique direct et inverse en
indéformable pour les mécanismes a structure plane ou spatiale , a liaisons prismatiques ou
rotoides parfaites et a chaine cinématique simple .

Pour la 2éme partie nous allons aborder la construction du modéle dynamique avec prise en

compte de la déformation des joints .

Le modéle dynamique des systémes polyarticulés est donné par des équations permettant de
décrire leur comportement mécanique . Il permet de resoudre deux types de problémes :
Type I - Probléme direct

Type IT - Probléeme inverse

a)- Mod¢le dynamique direct
Il exprime le vecteur accélération en fonction des couples et/ou force délivrés par les

actionneurs , il s’écrit :

q=g(l.q.9) (1.6)

b) - Modéle dynamique inverse
Ou tout simplement modéle dynamique permet d’exprimer le vecteur forces généralisées I" en

fonction des variables vitesses et accélérations articulaires , il est donné sous la forme :

I = f(q.9.9) (1.7)
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Dans le cas des systémes rigides ( segments porteurs et joints rigides ) . le modéle dynamique
est formé par un ensemble d’équations différentielles couplées et non linéaires , il est donné

sous la forme matricielle suivante : [1] [2][5] [6]

2

Ir=[A]q+[B]qq+[C]q -G (1.8)

ou:
[A] représente la matrice d’inertie symétrique définie positive , ses éléments sont fonction des
variables articulaires .

[B] matrice des termes de Coriolis , elle est aussi fonction des variables articulaires q.

[C ] matrice des termes centrifuges fonction de q

G matrice unicolonne , représentant les forces généralisées dues au champ de pesanteur .

I' matrice unicolonne des forces généralisées non conservatives .

q=(9,.9,-..-q,) vecteur des accélérations généralisées

99=(9,9, 4,9;...9,9, 9,9; 9,5 9,)
£2 a2 22 2 SONT
q° =(q; 9> 45 -..q;)

Cette modélisation simplifiée s’appuie sur I'hypothése des corps rigides : tous les constituants
de la structure mécanique sont assimilés & des corps parfaitement rigides .Cependant
hypothese de la rigidité parfaite n’est jamais exactement satisfaite et dans certains cas il est

nécessaire de considérer des modeles plus élaborés qui prennent en compte les propriétés

clastiques des éléments constitutifs du systéme .

Notre travail se situe dans ce contexte mais pour des structures a joints déformables . dans ce
qui suit nous allons montré a travers un exemple simple la différence qui existe entre un
systeme rigide et un systéme a joints déformables .

Pour cela on considére une structure plane constituée d’une barre articulée en Oo fig. [-3
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fig. I-5 Mécanisme a joint déformable - Modele cinématique

1)-Dans le cas rigide on remarque que la configuration de la structure dans le temps est donnée
par le parametre ,(t) , le systéme est a un degré de liberté .
Le modele dynamique pour cette structure est une équation différentielle d’ordre deux . elle

s écrit sous la forme

C=£(0,.6:.0)

C est le couple appliqué au niveau de I’articulation .

2)- Dans le cas du systeme a joint déformable le paramétre 6, reste insuffisant pour donner la
configuration de la structure , car la position prise par la barre ne coincide pas avec la position
délivrée par I'actionneur cela est du & la déformation flexible considérée a la sortie de 1’arbre
du réducteur , donc on introduit deux parametres 6, et 0, tel que 6, definit la position délivrée
par I’actionneur et 0, definit la position prise par la barre .

Le modele dynamique d’un tel mécanisme est donné par un systéme de deux équations du

second ordre . Cela va étre détaillé dans les chapitres suivants .
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[-8-CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons donné quelques généralités et définitions concernant les systemes
polyarticulés , ces définitions reviendront souvent dans les chapitres suivants et certaines
seront reformulées de fagon plus précises .

Nous-avons ensuite présenté une méthode de description des systemes polyarticulés qui
repose sur I’emploi des paramétres de Denavit - Hartenberg permettant de modéliser avec des
notations homogenes toutes les structures polyarticulées & chaine cinématique simple .

Dans le chapitre suivant nous allons présenter une méthodologie de construction du modeéle

dynamique direct et inverse dans le cas des structures a corps rigides .



CHAPITRE 1I

MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES
POLYARTICULES
A ELEMENTS RIGIDES
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1- INTRODUCTION
Le modele dynamique d’un systéme polyarticulé est la procédure d’obtention des équations

décrivant son comportement dynamique . Le modeéle dynamique posséde 3 applications

essentielles:

Iére application : Simulation du comportement dynamique du systeme et dimensionnement

des actionneurs .

2¢éme application : identification paramétrique (determination de la masse , inertie , raideur )

3¢éme application : permet d’effectuer la synthése de la commande dynamique .

Le but de ce chapitre est de présenter une méthodologie d’obtention du modele dynamique qui
peut étre appliqué systématiquement a tous les systémes polyarticulés ayant une structure a
chaine cinématique simple . Une fois le modeéle construit nous présentons I'étude du

comportement de quelques mécanismes polyarticulés en "indéformable” a corps rigides .

2-FORMALISMES DE MISE EN EQUATION :

L obtention du modéle dynamique des systémes polyarticulés a fait I’objet de plusieurs études
[31[4]1[51[6] [7]1[11], ces études utilisent plusieurs formalismes de mise en équation . dans ce
qui suit nous présentons les principales méthodes couramment employées .

Pour cela nous distinguons les méthodes qui fournissent le modéle sous une forme implicite
générale en coordonnées , vitesses et accélérations généralisées , dans laquelle aucune

séparation entre les différentes variables n’apparait et qui est sous la forme

I' = 1(q.9.9) 2.1)
de celles qui le fournissent sous une forme explicite dans laquelle les accélérations généralisées

apparaissent séparement des coordonnées et vitesses généralisées .

Notons que chaque forme du modéle implicite ou explicite présente son intéreét :
- la forme implicite utilise moins d’opérations arithmétiques que la forme explicite et permet

ainsi de répondre aux exigences de la commande en temps réel .
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- La forme explicite seule permet le calcul du modéle dynamique direct qui exprime les

accélérations généralisées en fonction des coordonnées , vitesses et efforts généralisés .

. -1 .. )

g=[A]"(r -[B]aqa-[C]a’ +G) (2.2)
Elle permet par exemple d’étudier en simulation le comportement dynamique d’un systéme

polyarticulé soumis a des efforts imposés .

Pour P'obtention de ce modele plusieurs formalismes existent , les plus souvent utilisés sont :
e Le formalisme de Newton -Euler pour la forme explicite

e Le formalisme de Lagrange pour la forme explicite

- Le formalisme de Newton-Euler consiste & écrire le théoréme de la résultante et du moment
dynamiques pour chacun des n corps de la chaine , les équations vectorielles qui en résultent
contiennent a la fois les efforts d’interaction entre corps et les efforts généralisés des
actionneurs .

La difficulté inhérente de ce formalisme réside dans I’élimination des efforts d’interaction .

- Le formalisme de Lagrange consiste a calculer tout d’abord le lagrangien du systéme .i.e son
énergie cinétique et potentielle et en déduire le modele dynamique en calculant des dérivées et
des dérivées partielles du lagrangien du systéme .

Les n équations scalaires obtenues dans le cas des systemes a liaisons parfaites et holonomes ne

font intervenir que les efforts généralisés actifs .

L’avantage de ce formalisme réside dans I’élimination automatique des efforts d’interaction .
Le formalisme de Lagrange est utilisé dans notre étude , cette approche particuliere est assez
simple & mettre en oeuvre et elle est bien adaptée aux techniques de calcul manuel ainsi qu’aux

méthodes de calcul assisté par ordinateur .

L’application directe de ce formalisme et de la matrice de transformation homogene de Denavit
- Hartenberg conduit a un algorithme compact pour décrire les équations dynamiques du

systeme mécanique .
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3-FORMALISME DE LAGRANGE :

3-1-Hypotheses de travail :

Dans cette étude nous nous limitons au cas des systémes ayant les caractéristiques suivantes :
- des structures a chaine cinématique ouverte simple , plane ou spatiale

- les segments porteurs sont supposés parfaitement rigides .

- les liaisons sont supposées holonomes et parfaites ( rigides , sans jeu )

- les liaisons sont de classe 5 et peuvent étre des joints rotoides ou prismatiques

- les frottements sont du type visqueux .

3-2-Mise en équation par le formalisme de Lagrange [5] [6]

L’énergie cinétique du systéme est une forme quadratique des vitesses articulaires :

tel que :
[ A] : matrice (n*n) symétrique définie positive d’éléments génériques Aij (q ) dépendant des

variables articulaires q .

. . . . . T . . . ., .,
q= (ql 4, 95 ... qn) matrice unicolonne des vitesses généralisées

L énergie potentielle est due au champ de pesanteur , alors I'effort généralisé exercé par le

champ de pesanteur sur I’articulation 1 s™écrit :

G -_9F»
E_  :représente I’énergie potentielle externe du systeme .

p

Le principe des puissances virtuelles donne les équations suivantes :

4; = F, (2.3)
A; : désigne la quantit¢ d’accélération généralisée
F,  :désigne les forces généralisées
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E p Energie de dissipation par effet du frottement visqueux .

I Forces généralisées non conservatives .

Les n €quations scalaires de Lagrange peuvent se mettre sous la forme suivante ( voir

24,4, +

annexe3)

n n OA. )
ri — Z Aij.qj + Z ( y + aAlk

j=1 k=j+1 aqk aqj :
avec :

aAij aAik aAJk

B = + -
Jq, an‘ 0q;

.= OAy; 10A,
0q; 2 0q,
0E,

L 0q,

I' : matrice unicolonne des forces généralisées

)4, |-G, (2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

[A] : matrice carrée de dimension ( n*n) , symétrique définie positive . C’est la matrice masse

du systéme , elle intervient dans le calcul du couple/force d’inertie exprimé par le

produit [A]q

[B] matrice de dimension (n*(n-1) n/2) , matrice des termes de Coriolis

[C] matrice de dimension (n*n) appelée matrice des termes centrifuges
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G : matrice colonne de dimension (n*1) . repreésentant les forces généralisées dues au champs

de pesanteur .

q=(4,,4, ....4,)" matrice unicolonne des accélérations généralisées
qq:(qqu qlq3"‘q]qn quB "'qn~[qn)T

T

G’ =(d7424%...4%)

Les n équations  peuvent étre regroupées sous la forme matricielle suivante :

Fr=[Al§g+[BJdaq+[C]q* -G (2.8)

Les ¢léments des matrices A . B, C et G s’appellent les coefficients dynamiques du systéme .

ils sont fonction des paramétres géométriques et inertiels du mécanisme .

3-3-Propriétés des coefficients dynamiques : [5]
Afin de réduire le nombre de termes a calculer nous utilisons les propriétés des coefficients
dynamiques suivantes :

- pour la matrice des termes de Coriolis .

aAU aAm aAﬁ

ko + o
2q, a% Jq,
B, =-B, sioj<iet ]
B, =-B; st j<i
B, =0 s1 j<i

- pour la matrice des termes centrifuges .

OA; 10A,
Ci.: — — — —

”:*‘Bﬂ” Si J>1
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Le comportement dynamique d’un systéme polyarticulé dans le cas rigide est régi par
I’équation (2.8) qui représente un systeme d’équations différentielles du second ordre .

couplées et non linéaires .

Bien qu’il soit le plus adapté pour la mise en équation des systémes polyarticulés , le
formalisme de Lagrange présente I'inconvénient du calcul des dérivées et des dérivées
partielles du Lagrangien du systéme . Pour pallier cette difficulté on fait appel a la méthode de

Uicker que nous allons développer dans la suite .

3-4-Methode de Uicker [5] [6]

S’appuyant sur le formalisme de Lagrange , la méthode de Uicker fait appel & deux notions
essentielles :

- La notion de matrice de passage dans I’espace R4: matrice homogene.

- La notion de matrice d’inertie homogéne d’un corps.

Soit un systéme polyarticulé a chaine cinématique simple et soit S, un corps appartenant a la

chaine , R, (0,,%,,¥,.Z,) est un repére relatif li¢ au corps S, .

Soit M, un point appartenant au solide S, tel que :

P
oM,  — [O,M,]

——

oM, - [OkMk]

[OM, ]=[T,, ][O M,] | OM, |=cte (casdes corps rigides )

calculons la vitesse

[Voom, )] = %i[o(,Mk] = j—:([TOk]).[OkMk]

L’énergie cinétique du solide est S, donnée par :

E, = %j[VO(Mk)rdm

S,

q

1 k k ol T oL, || -

E, = —Tra Trace| | — |[[O,M, JOM, | dm.| —% ||q g
&« =3 racey. Y. rceﬂaq] JSI[ « k][ K k] {8q 4

j=l=1



[7.]= I[oM, o.M, ] dm

S,

[J k] ~est la pseudo matrice d’inertie de dimension (4*4) relative au corps S de la chaine

dans le repere R .

Elle est constituée par :

- le moment d’ordre zéro de S, : m, masse de S,
—_
- le moment d’ordre unde S, : m, .0, G, telque G, est le centre de masse de S,

- le moment d’ordre deux de S, : qui représente la matrice d’inertie [Ik] en O, dans le repére

Rk
Ixx -Ixy  -Ixz
[I . ] =|-Ixy Iyy -lyz
-Ixz -lyz [zz
[(Ixx+lyy+1zz) /2 - Ky - Ixz mX |
] —Ixy (bx—lyy+1zz)/2 -lyz my
[]= ~Ixz - Iyz (Ix+Iyy-Izz)/2  m7Z
mXx m.y mz m |

& & o, | ler. 1l
E =— Trace| | —2 | [J ]| =% ,
. 2511:21 ra H@qjjl[k][a% :HquI

L’énergie cinétique totale du systéme est donnée par :

Ec = iEck

k=1

k k oty Mgy || o
— % 11T L j
E{ JZ”Zl"frac:eii[ &, }[ k][aql ﬂqqu

E, =

l\)|>—ﬂ
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la o n T, ar. 1l
E.==XY % 3 Trace] —% [[J. 1] =% ||q. 29
2= 1= lykmax(ld) { an [ k] a(h q;4 ( )
On pose AJ.l = Zn:Trace aTol\» '[Jk]- 5T0k
k=max(L}) aq aq,

L’énergie cinétique d’un systéme polyarticulé est une forme quadratique des vitesses

articulaires .

Les éléments de la matrice d’inertie [A] sont donnés par la relation suivante :

A, = Zn:Trace&.[Jk].% (2.10)
Y k—maxij) (’9qi Gq).

3-4-1-Expression de la matrice d’inertie[A]

Les ¢léments de la matrice [A] sont donnés par I’expression suivante (voir annexe 5 )

A= 3 Trace[[QOi.TOk][Jk][QOJ.TOk]TJ (2.11)

k=max(1,j)

3-4-2-Expression de la matrice des termes de Coriolis
Les ¢léments de la matrice des termes de Coriolis sont donnés par I'expression sutvante

(voir annexe 5)

n

B .= X Trace[[on.QOl.Tok][Jk] [QOJ.TOk]T] (2.12)

1l .
’ k=max(1,j,1)
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3-4-3-Expression de la matrice des termes centrifuges :

Les éléments de la matrice des termes centrifuges sont donnés par Iexpression suivante

( voir annexe 5)

C,= ¥ Trace[[on.on.TOk][Jk][on.Tk]TJ (2.13)

k=max(i,j)

3-4-4-Expression du vecteur force de gravité

; O0E
E, =2 (-mi.g.Ti.ui) donc G, =-—2
=] aql
n oT
G, ZZ—mi,g.(ﬁ(“j
i=1 8ql
G =Y-m.gT,.Q, 214
i=1

1

E | : ¢énergie potentielle du systeme
m, : masse du solide S,
G, : centre de masse de S,

[ g ] : vecteur accélération de la pesanteur exprimé dans le repére de base R o -

tel que :
Q, =T,.Q,.T, (2.15)
0 —-(I-0,) 0 0
l-o 0 0 0
o« |00
0 0 0 o,
0 0 0 0
c,=0 pour une liaison rotoide

o, =1 pour une liaison prismatique
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4-FORMES DU MODELE DYNAMIQUE :
Quel que soit le formalisme employé . deux utilisations du modéle dynamique sont envisagées

a) - lere application : modéle inverse .

b)- 2eme application : modéle direct .

4-1-Probleme inverse :
Le modele dynamique inverse d’un systéme polyarticulé est constitué par les relations qui
expriment les forces généralisées (ou couples ) exercés par les actionneurs aux niveaux des

articulations en fonction de leurs positions , vitesses et accélérations articulaires .

T =1(q.9.9)

Entrée Sortie

MDI

v

y.—J

q.49,9

(Génération de

trajectoire )

Le modele dynamique inverse est aussi appelé modele dynamique .
En utilisant le formalisme de Lagrange , le modele dynamique inverse est donné par le systéme

d’équations (2.8 ) suivant :

I=[A]l4+[B]lag+|[C]lq’ -G

Rappelons ici que les coefficients dynamiques A, B, C et G sont construits en utilisant la
méthode de Uicker - Kahn . Par la suite nous présentons un organigramme qui permet la

construction du modele dynamique mverse .
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Données : Nombre de solides
Parametre de D-H
Vecteur accele. de pesenteur
Parametres cinématiques
Pas d’incrementation dt

Synchronisation du mouvement
Calcul
du temps final maximum tfm

t=10, tfm , dt

|
Calcul des :
- Variables articulaires g(t)
- Vitesses articulaires q(t)
- Accélérations articulaires q(t)

Calcul des coéfficients dynamiques
A.,B,C,G

Calcul des couples généralisés :
- Couple d’inertie Aq

- Couple de coriolis Bqq

- Couple centrifuge qu

- Couple de gravit¢ G

Calcul du couple total
(1

T >

4-2-Probléme direct :
Le modele dynamique direct consiste a déterminer les variables articulaires en fonction des

forces (ou/et couple ) généralisées
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Entrée Sortie

Sollicitation Simulation du comportement des S.P.A

Le calcul des variables articulaires se fajt en résolvant le systéme d’équations différentielles non

linéaires suivant -

{r:[A].q'+[B].qq+[c].q2 -G 2.16)
a t=1t, q(to)ZQO s q(to)IQO ‘

La résolution de ce systeme d’équations peut se faire par plusieurs méthodes d’intégration
numérique [3] [4] [9] [10] telle que :

- Méthode d’Euler

- M¢thode de Runge-Kutta

- Meéthode de Newmark

Dans cette étude nous avons utilisé la méthode de Runge-Kutta a 4 approximations qui offre

une précision satisfaisante au probléme | et se préte facilement a la programmation . Le schéma

d’intégration est défini comme suit :

%[Y]= f(t,Y) avec [Y]z[YO] pour t=t,

avec la méthode de Runge kutta on a :
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Le systeme d’équations peut se mettre sous la forme :

g= -[A]'[[Bla.q+[C]l4* ~G-T ]

t=t, q(t,)=q, . q(t,) =q, 17
_ d ry1| @ q
[v]= : f(tY):gt‘[Y]: = L ;
q q| L-[A][[Blaq+[Cla’-G-T ]

et ainsi on peut directement appliquer le schéma d’intégration .
Dans ce qui suit nous allons expliciter les différentes étapes qui permettent la construction du

modele dynamique direct pour les systémes polyarticulés a corps rigides.

Données : Nombre de solides
Parametre de D-H
Vecteur accele. de pesenteur
Sollicitations imposées
Positions et vitesses initiales
Pas d’incrementation dt et

t=t0, tfin , dt

Construction des coéfficients dynamiques
A.B,C,G

—1
Calcul de A par la
methode de Greville

|

Calcul de "accélération :

a= -[A]'[[Bla.a+[C}4’ -G -T ]

Calcul de g(t+dt) , q(t+dt) par
la methode de Runge-Kutta

Fin
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5-CONCLUSION :

Ce chapitre a été consacré a I’élaboration du modele dynamique des systémes polyarticulés a
chaine cinématique simple.

En utilisant le formalisme de Lagrange associé a la méthode de Uicker les équations du
mouvement sont obtenues sous forme matricielle explicite se prétant directement a la
résolution par la méthode de Runge-Kutta .

Cette modélisation simplifiée s’appuie sur I’hypothése des corps rigides : tous les constituants
de la structure mécanique sont assimilés a des corps parfaitement rigides. Cependant
I’hypothése de la rigidité parfaite n’est jamais exactement satisfaite .

La flexibilit¢ du systéme peut survenir de la déformation de ses différentes parties a savoir :
- la déformation des segments porteurs

- la déformation des joints .

Ceci conduit a un comportement vibratoire influant considérablement sur les performances
dynamiques du systéme .

Le chapitre suivant sera consacré 4 I'étude des systémes polyarticulés & joints déformables afin
de mettre en évidence I'influence de la déformation sur le comportement mécanique du

systeme .



CHAPITRE 111

MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES
POLYARTICULES
A JOINTS DEFORMABLES
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1-INTRODUCTION

Lanalyse du comportement dynamique des systémes polyarticulés nécessite de disposer de
modeles adéquats prenant en compte les propri€tés mécaniques du systéme réel avec une
précision suffisante .

Dans le modele simplifié que nous avons présenté au chapitre-II  tous les constituants de la
structure mécanique ( segments , éléments de transmission..... ) sont considérés comme des
éléments parfaits dont la déformation a été négligée .

Cette approche simplifiée s’avére dans plusieurs cas suffisante pour représenter le
comportement des systémes polyarticulés avec une précision acceptable . Cependant dans
certains cas il est nécessaire de considérer des modéles plus élaborés . Par exemple les
oscillations  significatives d’une structure polyarticulée peuvent survenir de 1’élasticité de
certains constituants qui, dans la réalité , ne sont Jjamais absolument rigides .

Ces oscillations peuvent affecter considérablement les performances dynamiques du systéme .
Il est nécessaire de tenir compte des propriétés ¢lastiques pour pouvoir analyser le
comportement vibratoire du systéme mécanique soumis a des sollicitations dynamiques

[1]1]15].

Ce troisieme chapitre sera consacré 2 la construction du modeéle dynamique pour les systémes
polyarticulés a chaine cinématique simple prenant en compte :

- L’¢lasticité des liaisons mécaniques

- La dissipation d’énergie dans les liaisons

2-MODELISATION D’UN JOINT DEFORMABLE : [1] [15] [16] [17]

2-1-Position du probléme: |

Les systemes polyarticulés sont destinés a étre légers , solides , rapides et précis . Ces
exigences de performances élevées obligent I'utilisation d’éléments moins massiques & des
vitesses de plus en plus élevées : c’est le probléme d’optimisation de la structure du systéme
mécanique qui est appelé a travailler dans des conditions de sévérité telle que la déformation ne
peut plus étre négligée .

Cette déformation est a Iorigine des oscillations importantes du systéme polyarticulé. Ces
oscillations indésirables peuvent provoquer une détérioration considérable des performances du
systeme :

- réduisent énormément sa précision

- compliquent son contrdle

et parfois menent a des endommagements de la structure .
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Pour analyser de telles oscillations et développer des méthodes efficaces pour atténuer leurs
effets indésirables , il est nécessaire de tenir compte des propriétés élastiques de ces systémes .
La déformation des systémes polyarticulés est localisée au niveau des éléments constituant sa
structure mécanique , on y distingue :
-la déformation des segments ( éléments structuraux )
-la déformation au niveau des articulations ou joints
Selon plusieurs auteurs [1] [15] [16] [17] [18] la déformation des systémes polyarticulés  est
prépondérante aux niveaux des joints ( élasticité concentrée) , la contribution de ’élasticité
dans les segments (élasticité repartie) est moins importante . L.a méme constatation peut etre
faite pour ce qui est de la dissipation de 1’énergie mécanique .
Cette partie sera consacrée a I’étude du comportement élastique des structures polyarticulées a
joints déformables .
La prise en compte de la déformation repartie dans les segments sort du cadre de notre

travail , seule I’élasticité des liaisons est considérée dans cette deuxiéme approche .

2-2-Constituants technologiques d’une liaison : [1] [15] [21] [22]
Pour transmettre le mouvement aux différents corps d’une chaine articulée trois types
d’actionneurs sont utilisés . Il s’agit des actionneurs :

- électriques

- pneumatiques

- hydrauliques
Les actionneurs pneumatiques ont 1’avantage de développer des couples massiques assez
importants mais exigent des compresseurs ainsi que des circuits de distribution et de filtrage
pour I’énergie pneumatique ce qui rend leur emploi assez limité.
Pour la motorisation des mécanismes lourds on fait appel aux actionneurs hydrauliques qui se

caractérisent par une puissance spécifique élevée .

Les actionneurs électriques associés a des réducteurs restent les plus utilisés vue leur facilité
d’emploi et de contrdle .

Les réducteurs employés sont de type différentiel (tel que : Harmonic-Drive ) et permettent des
rapports de réduction élevés en un seul étage avec un encombrement réduit relativement a la
solution que procure les engrenages classiques . Ils supportent des couples €levés et résistent
aux chocs induits , mais présentent cependant une insuffisance dans la rigidité des axes avec

parfois des hystérésis importantes .
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2-3-Description d’un actionneur électrique:

Dans ce chapitre nous allons considérer seulement le cas des joints rotoides car pour les joints

&

prismatiques la déformation est moins significative .
On considere aussi que chaque actionneur i agit sur un seul corps Ci de la chaine et il est

monté au niveau de Particulation Ai .
Ny

2-3-1-Liaison rigide

Dans le cas des joints rigides , & chaque segment est associée une variable articulaire qi délivrée

e par le moto-reducteur . fig (I11I-1)
Reducteur i
gm, r=—-"
@y ! |
I
——>—~-1Raotori | : ]
| - I q
l |
| ! o ]
w | | wegment 1j— — — V- — —
| !
| [
L
f |
L1
- 4
fig TH-1 -Schema synoptigue d’un axe motorisé
tel que : Ni est le rapport de réduction
q, : vitesse généralisée relative au segment i
q,, - vitesse d’entrée du reducteur i
a = : A (3.1)
e N BN
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2-3-2-Liaison déformable

Pour décrire une liaison déformable . nous utilisons le modéle rhéologique ressort -
amortisseur montés en parallele et & caractéristiques linéaires .

Dans ce cas la variable articulaire délivrée par le moto-reducteur n’est plus égale a la variable
articulaire prise par le segment i .

Un axe motorisé est constitué¢ de plusieurs éléments qui permettent la transmission du
mouvement au segment porteur tel que :
- une genératrice tachymétrique d’inertie J; .
- un moteur électrique de masse my , d’inertie J, et de constante d’amortissement b, .

- un réducteur de masse m; , d’inertie J; et de constante d’amortissement by .

Donc le cas général il faut considérer toutes les déformations élastiques de ces différents

€léments , a savoir : [1][12] [8] [9]

- La déformation de torsion entre la génératrice tachymetrique et le moteur caractérisée par la

constante de rigidité K;, et le coefficient d’amortissement by, .

- La déformation de torsion entre le moteur et le réducteur caractérisée par Ko et bys .

- La déformation de torsion entre le réducteur et le segment porteur caractérisée par Ks; et
bs4 . Ceci peut étre schématisé comme suit : fig I11-2

- Déformation repartie du segment .

Segment

/
k34 h34
> Reducteur
m3,J5,b3
k23.b23 s
m2,J2,b2 1 Moteur
kl12,b12 J
J1 Generatrice
Tachymetrique

fig ITI-2 - Modele d’une articulation rotoide motorisée .
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Donc pour chaque joint i . il faut définir quatre variables articulaires : Qi 992 -93; - 94

telles que :

qy; © variable relative 4 la génératrice tachymetrique
4 ,; : variable relative au moteur

q 3; : variable relative au réducteur

q 4; : variable relative au segment porteur

Cela peut étre schématisé comme I’indique la fig IT1-3

b34

qli g2i g3i
: : !
: { !
J1 ‘Eﬁj; J2 —Ekzﬁ ]_ J3
hl2 bh23

fig ITI-3 - Schéma définissant les degrés de liberté relatifs au joint flexibie

Compte tenu de I'utilisation visée du modéle que I’on se propose de construire . nous allons

adopter un modele cinématique simplifié dans lequel la déformation du joint est supposée

localisée a la sortie du réducteur [1] [12] [22] & [27] . [36]a [62] ceci conduit & adopter le

modele représenté fig 111-4
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fig T -4 - Définition du modéle simplifié adopté pour une liaison déformable

Segment

., Moto-Reducteur

Cette modélisation simplifiée conduit au schéma équivalent suivant :

qmi=Ni.q2i-1
—r|

1
|
1
!
§
i
1

L LS

Jeqi

|t121-l | g2i

! ki i

P—I:E-E:I—J Segment i
hi

ﬁbmi

fig IT1I-5 - Schéma équivalent d’un joint flexible

40
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Le travail que nous allons présenter repose sur cette modélisation du joint flexible . La
description cinématique d’une telle modélisation exige pour chaque articulation i de prendre
deux variables articulaires q,;_; et q,; (figlll-6) :
Il faut noter que cette modélisation du joint déformable reste toujours une modélisation

simplifiée car le cas complet il y a lieu de considérer toutes les déformations dues a la torsion

qui existe a travers tout le joint .

Reducteur i
qm, r‘""‘;
!
7 e
—-—+—--—Rotori | :
TR g
. | ]
s Ll m 1
-- ————-:—— I FITTD.A Segment i|- - - -\ - -
| | L5 |
Loy bi
| |
L __1

fig III-6 - Définition du modele cinématique simplifi€ adopte

Dans ce cas pour chaque articulation on associe 2 variables articulaires  5;_; etq,; telles que

1

4y, =—¢q, (3.2)
21-1 Ni m
q.,,: variable articulaire délivrée par I’actionneur i
q,, : variable articulaire prise par le segment i

3-CONSTRUCTION DU MODELE DYNAMIQUE

3-1-hypotheses de travail : |

Dans ce chapitre nous allons étudier le cas des systémes & chaines cinématiques simples .
planes ou spatiales avec les hypothéses suivantes .

H1- Les segments sont supposés parfaitement rigides

H2- Les liaisons peuvent étre des joints rotoides ou prismatiques

H3- Les liaisons sont supposées €lastiques a caractéristiques linéaires .

H4- La dissipation d’énergie dans les liaisons est décrite au moyen du modele d’amortissement

"visqueux” .



3-2-mise en équation :

Pour la mise en équation du modéle dynamique nous avons utilisé le formalisme de Lagrange
associ¢ a la méthode de Uicker . démarche déja adoptée au chapitre-1I et qui conduit au
calcul de :

- Energie cinétique du systeme E_=E_(q,,_,.9,;.4,;)

- Energie potentielle du systétme E_ = E o (d2i21-45;)

- Energie de dissipation par frottement visqueux dans le joint E, = E, (q bits q 50)

3-2-1-Energie cinétique du systéme :
L énergie cinétique des systémes polyarticulés a joints flexibles est calculée en considérant la
structure comme une chaine ouverte simple a 2n éléments les n segments et les n actionneurs

qu’on peut mettre sous la forme quadratique suivante :

— 1 4 1.
E. :z.qu.[Aj.qzi +

_~
9%
[O%]

~—

1 .+ .
E-Q2i—[-[la]-{‘12i—1

tel que :
[ A ] : représente la matrice masse relative aux coordonnées généralisées  ,; , de dimension
( n*n) symétrique définie positive .
[ Ia ] : matrice des inerties des actionneurs de dimension ( n*n ) diagonale . construite par les
éléments de type : N7 Ia, tel que:
N1 : rapport de transmission du iéme actionneur Ni > |

Ia, :inertie du rotor et du premier étage du réducteur du iéme actionneur .
q, - vitesse généralisée relative au iéme segment .

q,., : Vvitesse généralisée relative au ieme actionneur .

3-2-2-Energie potentielle du systeme
L’énergie potenticlle est calculée de la méme facon que dans le cas rigide mais en considérant
la structure comme une chaine cinématique simple a 2n éléments , les n segment et les n

actionneurs
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Ep=Ep(ext) + Ep(int)
Ep (‘ext) = Ep ( Pesanteur )
Ep (int ) = Ep (Elastique )

Etant donné que la déformation des joints est représentée par un ressort de torsion a

caractéristique linéaire , I’énergie potentielle élastique peut étre mise sous la forme -

M =

Epu‘m; = & Ep, (Qaimr»45; )

Il
™
PO |

Ep(lnt) K (9, —{; )2

1

T

Enposant ¢, = qrim) — 95,

n ] . ,
int) :EIEI\i ((Pi)_

Ep(
Ki  représente la constante de rigidité du ieme joint élastique

@1 représente le déplacement angulaire relatif au niveau du iéme joint

Sachant que Dénergie potentielle élastique est une forme quadratique des déplacements

angulaires , on peut la mettre sous la forme matricielle suivante :

I - o
Ep(lm) :E {(P} [K] {(P} (Q‘L’)

{@} matrice unicolonne des déplacements angulaires
[K] matrice de rigidité des joints , de dimension (n*n), diagonale .

L’énergie potentielle de pesanteur a été déja calculée ( cas indéformable ) elle dépend

seulement des variables articulaires g, .

Epiew, = Epg =3 E,, (45)

3-2-3-Energie de dissipation dans le joint :
Du fait qu'on considere le joint a caractére dissipatif donc il faut tenir compte de I’énergie

dissipée dans le joint due au frottement de type visqueux .
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C’est une forme quadratique des vitesses angulaires relatives des joints . on aura :

E,= E[ Epn (4, qyim)

01 . i
E,=% =b, (Ao =95 )"

[:12

N
Ep =2 =b;(9,)

I:lz

1" :
Ep =5{<P} [D]{q)} (3.5)

avec :

{(p} : matrice unicolonne constituée des vitesses relatives angulaires

[D] : matrice des coefficients d’amortissements , dimension (n*n) , diagonale

L’application du principe des puissances virtuelles et le formalisme de Lagrange conduisent

aux 2n équations suivantes :

) oE
i °oE, _aEc :_5ED B P +1—~j pour j=1,2n (3.6)
dt| - g oq. ‘ aq .

Ces 2n équations peuvent se metrent sous la forme suivante :

d(0Ec| OFEc &Epg -
—[ )— + pg_K‘(qzi‘qzi—l)*bi(‘hi_qzi—l) =0 st j=2i-1

dq.  0q. ‘
9 % (3.7)

d | oEc¢ OEc  OEpg : - .. )
— + +Kiq, —qy.4) +bi(g,, =05 ) =0 si j=21
dt aqj aq. aq. (qz 2 1) 2 1

J 1

qQ,

} telle que :
9z

En posant la variable articulaire [q]z {

[a]=[ax-] et [a,] =[] i=1.n

44
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On aura le systéeme d’équations suivant : [1] [36]a [63]

[Ala,+[Bla,.q,+[Cla’ - G +[K]a, ~a2)+ [D](q,~a,) =0

[1a]a, ~[K](a1-q,)~[D]a,~4,)=T

(3.8)

avec :
[A] matrice masse , [B]et [C] sont les matrices de coriolis et centrifuge et G la matrice
unicolonne des termes de gravité . Elle se calculent de la méme fagon que dans le cas du
mode¢le rigide présenté en ( Chapitre IT ) .

Ainsi le systéme d’ équations ( 3.8) ) permet de décrire Je comportement mécanique d'un
systéme polyarticulé a joints déformables et dissipatifs .

C’est un systéme différentiel du deuxiéme ordre a 2n équations couplées et non linéaires .

Si le systéme mécanique & étudier est a joints parfaitement rigides (le coefficient de rigidité
K—>ow
et b—0 donc q, —>q, etladifférence q,—q, >0

le systéme d’équation ( 3.8 ) devient :

[A]d, + Blq,.4, +[C]4," -G =0 (D

[la]q, =T (2)

(3.9)

tel que [AS] est la matrice d’inertie de la partie segments et [Ia] est la matrice d’inertie de la

partie actionneur
Si on additionne membre 2 membre les équations (1) et (2) on retrouve les équations du

mouvement des systémes polyarticulés en indéformable données par I’équation matricielle
(2.8):

"

r=[A]lg+[B]ag+[C]a* -G

tel que [A] = [AS] + [Ia] est la matrice d’inertie du systeme totale

Ceci conduit & retrouver le modele mathématique d’un systéme a joints parfaitement rigides .
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4- RESOLUTION DES EQUATIONS :
Pour la résolution du systéme d’équations (3.8) on utilise la méthode de Runge - Kutta a 4

approximations . Pour cela le systéme est réarrangé de la maniére suivante :

q,= ~[A]"[ [BlqLa1+[C] a1’ - G +[K].(q1 - q2)+[D](ql- q2) ]

q, =[la] [ +[K](q1 — q2) + [D]qi- q2) ]

(3.10)

avec les condition initiales suivantes :

ql(to):qlo > ql(tO):qu

qz(to):qzo > qz(to) = qzo

Le systeme d’équations (II-a) est transformé de telle maniére a Padapter 2 une forme

classique préte pour la résolution avec la méthode de Runge-Kutta , ce qui nous conduit a

poser :
q, —ql |
q
[Y] = & et donc nous avons : i[-ﬂz A I par ailleurs nous aurons :
4, dt q,
4, _Qz_
q; 1 4 i o
dy] dla| | -[Al'[[Blaa +[Cla; -G +[K](q —g,)+[D}(q,~q,) ]
dt dt|q,| q,
9, _[Ia]—l [1'+[K]-(q, —a,)+[D}g,-q,) ] |

que nous posons sous la forme suivante :

dr - 1
“Ivl=f ;
g l=tCev])

sachant que [y(t,) ] =[y,] on aurale systéme d’équations différentielles suivant :
d
Arvl=r
S - e 0])

[y] :[yo] pour t=t,

Ce systeme d’équations se préte directement a la résolution avec la méthode de Runge-Kutta .
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L organigramme suivant présente les différentes étapes de la construction du modele

dynamique des systémes polyarticulés a joints flexibles ainsi que la résolution du modéle direct

Données : Nombre de solides
Parametre de D-H
Vecteur accele. de pesenteur
Sollicitations imposées
Positions et vitesses initiales des segments
Positions et vitesses initiales des moteurs
Pas d’incrementation dt et tfm
|
t=1t0, tfm , dt

[

Construction des coéfficients dynamiques
A,B,C,G

-1 r —1
Calcul de A et Ia] par la

methode de Greville

Calcul des ’accélération :
q,= -[A]"] [B}al.g1+[C]. 41" -G +[K].(q1-q2)+[D](al-q2) ]

q, =[1a] [T +[K](q1-q2)+[D)(qI- 42) ]

Calcul de q(t+dt) , q(t+dt) par
la methode de Runge-Kutta

S
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5-PRESENTATION DE L’ORGANIGRAMME GENERAL
Le programme que nous avons élaboré est écrit en Langage Fortran

compatibles . son organigramme général se présente comme suit :

Données : Nombre de splide n

Parameétres de la GDM
Accelération de pesanteur
Pas d’incrementaion dt

48

. 1l tourne sur PC et

Direct

type de

A joint deformable

systeme

Lire: 10, tfm
Position et vitesse initiales

Couples imposés

Inverse

Lire : Loi de mouvement
Caract. cinematique

Lire: t0, tfm

Position et vitesse initiales
Erreur et vitesse initiale
Couples imposés

Constante de rigidité
Coefficient d’amortissement

Resolution du systeme:
q=-[A]'[[Bla.a+[Cla' -G +T]

t=t, qlt,)=4q, . q(t,)=4q,

calcul du couple :

C=[a]e+[B]aq+[Cla -G

Resolution du systeme :

q=-{A" [Haia+{dar -GHKql-+{Tg-a2 |
o, =[] [T+ [Kial-+{Da+-D |

SO
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6-CONCLUSION :

Nous avons établi dans ce chapitre une procédure d’obtention du modéle dynamique pour les
structures polyarticulées a joints déformables.

La mise en équation est basée sur le formalisme de Lagrange associé a la méthode de Uicker
Nous avons montré qu’un tel modéle est représenté par 2n équations différentielles couplées et
non linéaires . Notre souci a été aussi de résoudre ce systéme complexe pour pouvoir exploiter
les résultats d’une telle étude ; pour cela la méthode de Runge-Kutta a été utilisée .

Dans le chapitre suivant nous allons présenter quelques applications sur des cas simples pour
pouvoir valider et analyser les résultats obtenus par le programme mis au point dans cette

étude .
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APPLICATIONS
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Application 1 : Mécanisme a 2 degrés de liberté

Dans cette premiére application nous allons donner un modéle détaillé d’un systéme simple a
une articulation en considérant I'hypothése de la flexibilité du Joint . et cela dans le but de
comparer et de valider les résultats de notre programme de simulation en premiere partie . et
d’¢tudier ensuite I'influence de la variation du coefficient de rigidité sur le comportement du

systéme . pour cela nous nous referons a la fig. IV-1 pour la définition des différentes variables

¥o

Fig. IV-1 Meécanisme a une barre (deux degrés de liberté )

Nous considérons que nous avons un actionneur constitué d’un moteur d’inertie Jy, . connecté
a travers un réducteur d’inertie négligeable a un segment considéré comme une barre uniforme
de longueur L et de masse m . La flexibilité du joint est modélisée par un ressort de torsion

linéaire avec une constante de rigidité¢ K

Les caractéristiques géométriques sont comme suit

La longueur de la barre L=3 m . sa masse m=10 kg considérée comme uniformément repartie
sur sa longueur .

Le coetlicient du frottement visqueux au niveau du palier du segment est B, = 36 Nm/rd.s™

Pour le moto-reducteur . il est constitué par un moteur électrique caractérisé par une inertie
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Ju = 0.04 kg.m® et un coefficient du frottement visqueux de By = 0.015 Nm/rd.s” . le
réducteur est du type Harmonic-Drive d’inertie négligeable et permettant un rapport de
réduction égale 4 N tel que N =100 en un seul ¢tage . L’intensité du champ de

pesanteur g=9.8 m /s’

En utilisant le formalisme de Lagrange , le mouvement d’un tel mécanisme est décrit par le

systeme différentiel suivant :

0o |

!—mL‘GLJ.- B, O+ mgésin@L +k(0, —6,)=0
‘ 5 .

3 2 (4.1)

T Ou+ B, Ou+k(®, —6,)=T,,

Sachant que les expressions des énergies cinétique , potentielle et de dissipation sont comme

suit :
1 R | 2 1
EC:EH‘LGLJT:EJl‘\/]Vl\I s Ep:mg_COSGL +_k(GL _GM)Z

1 1

ED :EBLOL +5BMOM

En premi¢re partie nous considérons le systéme comme étant rigide, nous introduisons la
variable angulaire 6 (t) comme une fonction sinusoidale de la forme : 0 (t) =sin 8 t tracée

sur la fig. IV-2 , pour cela I’actionneur doit délivrer un couple I' porté sur la fig. IV-3 .

0 (rd) At=10"s

(

10
0.5
0.0

-0.5

t(s)

tig. IV-2  Position angulaire 6(t) donnée a la barre



Couple C (N.m) At= 10" g

30000 -
20000

10000

-10000

-20000

-30000
0

fig. IV-3  Couple ' délivré par ’actionneur

En deuxieme partie , nous considérons le systéme a joint flexible avec un coefficient de rigidité
K=10000 N.m /rd . nous introduisons comme données le couple T" de la fig. IV-3 et nous
tragons sur le méme graphe la position délivrée par I’actionneur et la position prise réellement
par le segment fig. IV-4 | et sur la fig. IV-5 nous tragons I’écart entre ces deux positions .
Nous remarquons clairement le comportement d’un tel systéme , et I’écart important entre ces

deux positions .

02 (rd) At=10"s

0.5
0.0 |+
0.5 |

-1.0

fig. TV-4 6, position délivrée . 6, position prise
pour K=10000 N.m /rd
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0.03

T

0,-0, (rd) pour K=100000 Nm /rd At=10"s
0.02 .

0.01 F
0.00 |-

-0.01

-0.02 -

fig. IV-7  Erreur 6, -6, pour K=100000 Nm /rd

En conclusion , cette premiére partie nous a permis de voir influence du coefficient de rigidité
sur le comportement de ce systéme , on remarque que plus on augmente la rigidité K du joint
on s’approche de plus en plus du cas rigide .

De plus cette étude nous a permis de comparer nos résultats avec ceux de la référence [54] et
nous pouvons dire que les résultats obtenus par notre programme sont conformes aux résultats

donnés par [54].
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Application 2 : Mécanisme 2 4 degrés de liberté
Dans cette deuxiéme simulation nous allons considérer un mécanisme constitué de deux barres

présenté fig. IV-8 | les caractéristiques mécaniques et géométriques sont données par les

grandeurs suivantes :

Les longueurs des barres sont L, = L, = Im

Les masses : my=m, =5 kg
Les inertie des actionneurs Ir, =1r; =0.333 .10 > kg.m*

Les rapport de transmission N; = N, =100

oS! ; = Vol

fig. IV-8 Configuration du mécanisme a t=0 ¢

Etude 1 :

Le mécanisme se déplace librement et sans frottement sous I'effet du champ de pesanteur
L’¢tat d’équilibre est défini par 0, =0, =0"

Nous déplagons le systéme & une position 0, =0 et 8, =5 et nous effectuons un "laché ”
sans vitesse initiale en considérant la structure parfaitement rigide , sur les fig. TV-9 et fig. IV-

10 nous avons donné Iévolution des déplacements angulaires 0, et 8, dans le temps . ces

résultats ont été comparés avec ceux de la référence[13] .
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B (dg) AL=107 s
i
3 L i 1 1 I
0 1 2 3 4 5
t(s)
fig. IV-9 0, calculé dans le cas rigide
9, (dg) AL=107
T
i
2L
ok
2k
4+
% : 2 3 : 5
t(s)

fig. IV-10 0, calculé dans le cas rigide



L4

4

g

58
Par la suite nous considerons la structure a joints flexibles avec une rigidité

Ki=K; =200 Nm / rd et nous effectuons le méme “liché ” ; la réponse a une telle
sollicitation est donnée par les fig. IV-9 et fig. IV-10 .

Pour mieux visualiser ce comportement . nous avons déterminé I’écart entre la position
délivrée par I'actionneur et la position prise par le segment , le résultat est porté sur les

fig. IV-12 et fig. IV-14

At= 10" s
3 L —
0 (rd)/\ 87 (rd)
2 - ' L //
: /
1f A
r N /:"
0 / 7 !
1 !
2 e :
g % > 2 y 5
t (s)
2
fig. TV-11 0, et 87 pour K1=K2=200 Nm /rd
At=107 s
[ 8l -87 (dg) pourK,=K, =200Nm/rd
0.0004
0.0002 ~h
0.0000 H
-0.0002+
-0.0004 -
1 I 1 i 1
0 1 2 3 4 5

fig.TV-12 6] -07 (dg) pourK, =K, =200Nm/rd
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-0.0005 |

-0.0010f

—— 03 (

rd)

At=107s

— 03 (rd)

I L i

3 4 5

t(s)

fig. IV-13 6, et 05 pour K1=K2=200 Nm /rd

O.OO15F

0.0010

T

0.0005

0.0000

-0.0015 . L . L
0

fig. IV-14 0} -6

(dg)

pour K, =K, =200 Nm/rd
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Etude 2 :

Dans ce qui suit nous allons prendre le méme exemple de I'application 2 avec les mémes

caractéristique et nous augmentons les inerties des actionneurs ainsi que les rapports de

réductions , tels que :
On déplace le systéme

couple aux niveaux

Iry=Ir,=03 .10° kgm’ et N, =N,=160

a une position 0, =0" et 0, =7" et on le ldche sans appliquer aucun
p 1 2 ppiq

des articulations , nous observons les déplacement angulaires sur les

fig. I-15, fig. II-16 pour le cas rigide .

91 (dg) At=107s

4

fig. IV-15 @, calculé dans le cas rigide

0, (dg) At=10"s

fig. IV-16 6, calculé dans le cas rigide



h 4

L4

61

Pour Je cas a joint flexible et une rigidité¢ K, = K; = 1000 Nm /rd ., nous tracons les diftérentes

positions angulaires correspondantes et I'écart du a la déformation des joints .

0.004

0.002

0.000

-0.002

-0.004

fig. TV-18 0! — 67

At=10"s
EEREEE 0l (rd) —— 0} (1d)
0 2 e T
t(s)
fig. IV-17 0] et 8] pour KI=K2=1000 Nm /rd
At=107s
~ 0l -607 (dg) pour K, =K, =1000 Nm/rd
h
¥ M
| |

(dg) pourK, =K, =200Nm/rd



At=107s

b 0L (rd) —— 03 (rd)

t(s)
fig. IV-19 6, et 63 pour K1=K2=1000 Nm /rd

At=107s

- 05-0; (dg) pourK, =K, =1000Nm/rd

0.004 Al

-

fig. TV-20 05 —03 (dg) pour K, = K, =1000Nm/ rd

Nous remarquons dans ce cas que l'effet de la flexibilit¢ des joints se traduit par le
comportement vibratoire présenté clairement sur le fig. 1I-17 et fig. I1I-19 , I’écart est plus
important entre la position délivrée par 'actionneur et la position prise par le segment pour

chaque chainon .
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Application 3

La simulation suivante sera faite sur un mécanisme spatial d’un robot PUMA 2 3 ddl . Cette
application comporte deux parties : la premiére aura pour but de mettre en évidence 1'intérét
de I'équilibrage statique d’un mécanisme et dans la deuxiéme partie le principe d’équilibrage
sera utilisé¢ dans I'étude d’un exemple d’un robot expérimental développé au laboratoire LMS

de PENSAM de Paris .

Partie 1

Panalyse dynamique des mouvements des robots met en évidence le rdle prépondérant de la
pesanteur .

Le bilan des €nergies a mettre en oeuvre pour animer ces mécanismes montre que ’effort utile
est souvent nettement inférieur a celui qui est nécessaire pour vaincre I'effet de la gravité .

Par ailleurs sur le plan algorithmique , les performances de la commande dynamique se
trouvent limitées par le temps de calcul supplémentaire que nécessite la prise en compte de

Peffet de gravité .

A T"arrét le porteur doit conserver une posture donnée ce qui implique que les moteurs associés
aux réducteurs réversibles doivent étre toujours alimentés pour s’opposer aux couples dus 4 la
pesanteur, cet €tat de fonctionnement est peu recommandable pour des catégories de moteurs
et de réducteurs exemple : moteurs a courant continu et réducteurs réversibles .

Donc 1l est trés utile de doter ces robots d’un systéme d’équilibrage statique engendrant des
efforts qui compensent les effets de pesanteur . On distingue plusieurs techniques
d’équilibrages tel que I'équilibrage par contre poids , par ressort. par parallélogramme etc .

Afin de montrer I'intérét de 1"équilibrage statique nous présentons I’exemple suivant :

Cet exemple que nous allons traiter est tiré de la référence [14 ], c’est un systéme composé de
3ddl. les segments sont assimilés a des tiges , les articulations sont de type rotoide fig. IV-21 .
Les caractéristiques géométriques massiques et cinématiques du systéme sont données par les

tableaux IV-1 et IV-2 | les résultats ont été comparés avec ceux de la référence [14] .
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fig. IV-21  Schéma cinématique du mécanisme

Paramétre corps 1 corps 2 corps 3
mi ( kg) - 33 36.2
Ixi (kg.m) - 0.91 3.6
e lyi (kg.m) - 1.46 3.88
Izi (kg.m ) 4.36 0.62 0.33
Tableau IV-1.  Caractéristiques géométriques et massiques

- ( masses et inerties des actionneurs et de la charge incluses )

iy

] Parametre corps | corps 2 corps 3

_ acc max (rd/s) 3 3 3
vmax (rd/s) 1 1 1
débattement (0, 60) (70, 90) (120, 90)

Tableaux IV-2 . Caractéristiques cinématiques : Loi de mouvement triangulaire

(Loi de Bang-Bang)

N
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Casl Equilibrage par contre poids

la fig. III-2 représente le schéma du mécanisme €quilibré par contre poids , ses caractéristique

géométriques et massiques sont données par le tableau I11-3 .

\ //,f’/ -
o -
STy i “
_ .
- P
. ‘f ¥ - b b [
) =1 : ‘l

fig. IV-22 . Principe d’équilibrage statique par contre poids

Paramétre corps 1 corps 2 corps 3

mi ( kg) - 173 72.2
Ixi (kg.m) - 9.9 15.6
Iyt (kgam) - 10.2 15.8
lzi (kg.m ) 4.36 1.14 0.5

Tableau IV-3 . Caractéristiques géométriques et massiques du systéme équilibré.

( masses et inerties des actionneurs et contre poids incluses )

On trace les différents couples aux articulations pour le mécanisme avec et sans équilibrage par

contre poids :
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100 -— _____ Avecéquilibrage
e T Sans équilibrage
50
H i — 1 1 I
8.bo 0.25 050 |—_075 1.00 1.25
A B t(s)
-850 -
-100 [~

fig. IV-23 . Tracé du couple C1 avec et sans équilibrage par contre poids

___ Avecéquilibrage
4a0c aaaa. Sans équilibrage

S
©
SF
[
o
m
S
©
F
o
N
o
S
-
)
33

t(s)

-100
-120
-140
-160

L L L L LA I L B
l

fig. IV-24 . Tracé du couple C2 avec et sans équilibrage par contre poids

Sans équilibrage

r . . . t{s)

i 1
8.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25

-100 -
-120 -

-140 - —

fig. IV-25 . Tracé du couple C3 sans équilibrage .



Wy

g

1.00 - - -- Avec équilibrage
0.75

0.50 -

0.251 r’f

0.0 . 1 . 1 L 1 N 1 . 1 t(s
8.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 ©)

-0.25

-0.50

-0.75

-1.00 =

fig. IV-26 . Tracé du couple C3 avec équilibrage par contre poids

On remarque que :

- le couple C1 de la premiére articulation augmente si on ajoute le systéme d’équilibrage par
contre poids .

- le couple C2 a beaucoup diminué pour le mécanisme équilibré.

- la réduction du couple C3 est significative , le troisiéme corps est totalement équilibré par

contre poids .

Cas2 Equilibrage par redistribution de masses
Dans ce cas les corps du mécanisme sont construits a section variable . Le schéma du

mécanisme est présenté par la fig. IV-27

. o
-, e
Ja
® M=t

fig. IV-27 . Schéma cinématique du mécanisme équilibré par redistribution des masses .

67
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Le tableau [V-3 présente ses différentes caractéristiques géométriques et massiques.

Parameétre corps | corps 2 corps 3

mi (kg) - 33 36.2
Ixi (kg.m) - 5 6.5
Iyi (kg.m) - 5 6.5
Izt (kg.m ) 4.36 0.8 0.2

Tableau 1V-3

Avec équilibrage
r - --- Sans équilibrage

. ( masses et inerties des actionneurs et de la charge incluses)

t(s)

fig. TV-28. Tracé du couple C1 avec et sans équilibrage par redistribution de masses .

Avec équilibrage
- --- Sans équilibrage

1.00 1.25

t(s)

fig. IV-29. Tracé du couple C2 avec et sans équilibrage par redistribution de masses .
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Avec équilibrage

---- Sans équilibrage

20 C
| ( , ( : t(s

g (s)

PO 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
-20 -

-40 -
-60 -

-100 [
120
140 e T e

-160 —

fig. IV-30. Tracé du couple C3 avec et sans équilibrage par redistribution de masses .

Les fig. IV-28 , IV-29 | IV-3 présentent les différents couples aux niveaux des articulations .
Une diminution de tous les couples est observée , 1’effet indésirable sur le couple C1 décrit

dans I’équilibrage par contre poids n’apparait plus . Si on arrive a diminuer les distances O,G,

et 0,G, les couples C1 et C2 deviennent de plus en plus faibles .

Cas3 Equilibrage par ressorts
L’effet de la gravité est éliminé en utilisant des ressorts ; pour cela plusieurs solutions existent.
La fig. IV-31 montre le schéma d’une solution développée dans la référence [14] et que nous

allons adopter .

fig. IV-31 . Schéma d’équilibrage statique par ressorts .
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Dans ce cas les paramétres géométriques et massiques ne changent pas, il

moment de gravité en utilisant des ressorts .

70

suffit d’équilibrer le

Le moment de gravité du iéme corps peut s’écrire : Mg; =m;gL; cosq;

Pour obtenir un équilibrage total il est nécessaire d’assurer I’égalité du moment de gravité

Mg, et le moment de rappel Mu;.
Mu; = Fs;h;(q;) . Fs,; effort derappel Fs; =k;Lo;(q;)

Kk, estle coefficient de rigidité du ressort , Lo; (q;) est la déflexion du

ressort .

Donc le role de la came est de transformer la caractéristique linéaire de I’effort de rappel en

une caractéristique non linéaire pour équilibrer la gravité .

les fig. I1I-11 , 11112 , I1I-13 montrent les couples résultants .

__ Avec équilibrage

40 - ---- Sans équilibrage
[ { confondus )
30
20 _‘_—//
10
i L 1 i3 i) 1
8.bo 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
-10 -
-20 [~
-30 I~
fig. I11-12. Tracé du couple C1 avec et sans équilibrage par ressorts .
Avec équilibrage
- --- Sans équilibrage
20r
_—W\ | : ! . I .  t (S)
8.00 0.25 0.5 0.75 1 125
-20 [
-40 -
-~ -
60~ ~~ .
+ ~-
-80 _— ~ ~
~
-100 - ~
1
120 !
140 - S~
-160 —

fig. 111-13. Tracé du couple C2 avec et sans équilibrage par ressorts .

t(s)
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Avec équilibrage
- - - - Sans équilibrage

1 Va 1

800 025 0.50 075 1.00 125 t(s)
20 F

-40 -
-60 -
-80 [~
-100 -
-120

0E T T T T

-160 -

fig. I1I-14. Tracé du couple C3 avec et sans équilibrage par ressorts .

On remarque qu’il y’a eu une diminution considérable des couples C2 et C3 du fait que le

terme de gravité est prédominant dans cette exemple . Ce résultat est trés intéressant mais

I’équilibrage par ressort occasionne des effets indésirables telles que les vibrations des ressorts

, la difficulté de la transmission du moment de rappel au joint correspondant , pour cela

Péquilibrage total avec ressort est peu recommandable .

Cas4 Equilibrage par ressort et contre poids
Dans ce cas le deuxieéme corps est équilibré par ressort et le troisieme par contre poids comme

indique la fig. ITI-15 . Les caractéristiques du mécanisme sont données par le tableau I1I-4 .

S~ ’(7/’/,
® -~
o m iy \\? ~._ 1
§ 4
ST -
b .
A 2 ~
- S

fig. III-15 . Schéma d’équilibrage par contre poids et ressort .
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Paramétre corps | corps 2 corps 3
mi (kg) - 33 72.2
Ixi (kg.m) - 0.91 15.6
Iyi (kg.m) - 1.46 15.8
Izi (kg.m ) 4.36 0.62 0.5

Tableau 4  ( masses et inerties des actionneurs et de la charge incluses)

Avec équilibrage
L ---- Sans équilibrage

—
—_—
e e

fig. TII-16. Tracé du couple C1 avec et sans équilibrage par contre poids et ressort .

Avec équilibrage
---- Sans équilibrage

20 ——’—/”_’_—\
[ 1 i L ) | I 1 1 1 t (S)

! 1
8o 0.25 050 L__075 1.00 1.25

e —

fig. TH1-17. Tracé du couple C2 avec et sans équilibrage par contre poids et ressort .
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~ Avec équilibrage

0.3 f
02+ {/'/”F
01 F

0. * ; -
%.E)O 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 t(s)

0.1

0.2 -

0af T ]

fig. I1I-18. Tracé du couple C3 avec équilibrage par contre poids et ressort .

Les figures [11-16 , ITI-17 , 111-18 présentent les différents couples aux articulations .
On remarque que cette combinaison des deux méthodes permet d’aboutir a une meilleure

solution .

Conclusion

Dans cette premicére partie nous avons considéré le probleme de 1’équilibrage statique du
mécanisme du robot PUMA et ses conséquences sur son comportement dynamique . Il a été
montré par cette exemple que 1’équilibrage possede des effets positifs sur les caractéristiques
dynamiques du mécanisme respectivement selon la méthode d’¢équilibrage .

Pour les systémes statiquement équilibrés , les équations du mouvement sont simplifiées ce qui
implique la simplicité de la cofnmande.

La combinaison d’équilibrage par contre poids et ressorts offre une meilleure amélioration du
comportement dynamique . En outre ['équilibrage par ressort augmente la complexité
mécanique du systéme en ajoutant le mécanisme de transmission du moment d’équilibrage au
joint correspondant ., et l'utilisation de I'équilibrage total par contre poids nécessite un
actionneur de trés grande puissance pour la premiere articulation .

En résumé . I'équilibrage statique implique un certain compromis entre le bénéfice d’'un simple

contrdle . la puissance nécessaire des actionneurs et la complexité du mécanisme .
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Partie 2:

Dans cette deuxiéme partie nous effectuons une simulation sur un prototype de robot
modulaire MAC allégé dont certaines parties sont réalisées en matériaux composites,
développé en 1983 au sein du Laboratoire de Mécanique et Structure a PENSAM de Paris .

Cette exemple se compose de trois corps tubulaires en acier suffisamment épais pour étre
considéré comme rigide avec les accélérations et les forces en présence et de trois liaisons
pivots dont le premier axe est vertical et les deux autres horizontaux . Les motorisations sont
assurées par trois moteurs a courant continu couplés par le biais de réducteurs Harmonic-Drive

a chacune des articulations. [3] [4] [7] [8] [12]

st

fig . I11-19 . Schéma cinémaﬁque du mécanisme

Des systémes d’équilibrage par ressorts et contre poids compensent I’action de la pesanteur sur
les bras 2 et 3 pour limiter les couples moteurs nécessaires : d’abord une masse pour équilibrer

le 3éme bras et ensuite un ressort pour équilibrer le 2éme bras , le schéma est donné sur la

fig. T1-20 .
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fig . II1-20 . Schéma d’équilibrage étudié

1- Caractéristiques du mécanisme :

Ce mécanisme est constitué de trois corps considérés comme étant des segments de longueurs
L, =0.7m selon laxeZ, , L2 =0.6m selonlaxe X, et L; =0.7m selon I'axe X,
Les masse sont considérée concentrées aux centres de gravité des corps tel que : m; =16 kg
concentrée a la position 7 ,=0.35m , m, =3.5 kg concentrée en X ,=03m et my =3kg
concentree en X ,=0.35m.

Le systéme comporte aussi de"s masses concentrées tel que : la masse M | =12 kg est placée a
la distance X , =0.7m , la masse M , = 6.5 kg est placée a la distance X 3 =07metla

masse M ;=21 kg est placée a la distance d telle que 0.188 m<d <0288 m

1- Définition des actionneurs :Les trois liaisons sont des joints rotoides munis de moteurs

€lectriques a courant continu et des réducteurs de type Harmonic-Drive , le tableau suivant

montre leurs différentes caractéristiques
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Paramétres Actionneurs 1 et 2 Actionneur 3
- Inerties rotor [kg.m” | 0.7900 1073 0.1500 1073
- Inerties arbre entrée réducteur [kg. m? ] 08510 1o~ 05564 1073
- Rapport de réduction [rd.s™'] 160 200
- Coefficients du frottement visqueux |Nm /rd.s™'] 03820 103 0.6684 10 4
- Frottement sec [Ncm] 9 3

Tableau I1I-5 . Caractéristiques des moteurs et réducteurs

3-Equilibrage du porteur :

a) - Equilibrage du segment 3 par contre poids de masse 21 kg
b) - Equilibrage des segments 2 et 3 par un ressort de caractéristiques

- Géométriques : 0.08 m<R <0115m

B =135 degrés

CRaideur © mrtons [165007{ x<012m
F(daN) = <

4- Caractéristiques cinématiques :

1225000 x* —37500 x + 3240 x20.12m

Dans cette exemple on adopte une loi de mouvement trapézoidale avec les caractéristiques

suivantes :
Axe 1 2 3
Vitesse max. (rd/s) 2.5 2.5 2.5
Accel max. (rd/s?) 8 8 8
Débattements ( dgr) (0,180) (0,90) (20,120)

Tableau .I11-6 . Caractéristiques cinématiques
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Sur les fig. 11- 21 . 22 et 23 on trace les différents couples appliqués aux articulations ainsi que

i la contribution du couple du a I'effet de gravité dans le cas du systeme non équilibré .
« N.m
400 ’__ Couple Cl
L - --- Couple de gravité Cgl (nul)
300 j\
. 200 -
100 -
0 ! N i ] L .t (S)
0/0 05— 1.0 15
- -100 |-
-200 -
L
£

fig. III-21. Tracé du couple total C1 et le couple de gravité Cgl

Lol

L 4

Couple C2
- - - - Couple de gravité Cg2

L4 100 —
, L)

fig. ITI-22. Tracé du couple total C2 et le couple de gravité Cg2

g
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N.m
300 -
- _ Couple C3
200 - - - - - Couple de gravité Cg3

fig. I11-23. Tracé du couple totale C3 et le couple de gravité Cg3

On remarque que I'effet de gravité est trés important aux niveaux des articulation 2 et 3 , pour
cela il est nécessaire d’utiliser un systéme d’équilibrage qui va compenser ces effets de gravité .
le principe utilisé est détaillé sur la fig. I11-20 . |

Pour avoir un équilibrage parfait il faut déterminer les deux paramétres : d distance de
I'emplacement du contre poids et R le rayon du bras du ressort tel que :

(0188 m<d <0288 m

;

1008 m<R<0115m

La valeur de la distance d est donnée de telle fagon & annuler le couple du a la gravité pour le

1

P =4

1 A 3 S L E AT
iroisicime dras =y pour ciaona d—=u.Lob60/ m

Pour la distance R . elle est donnée de fagon a minimiser la somme du couple de gravité du

6( E,+ Epk)
bras 2 et le couple de rappel délivré par le ressort c.a.d — =0
a4,
pour cela on a R = 0.107 m . La détermination de ces deux paramétres est faite

automatiquement par notre programme de simulation .
La fig. III-24 nous permet de constater la variation du couple de rappel pour quelques valeurs

deR.
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N.m

300

200 -

100 -

———— Couple Cg2

Ck pour R = 0.08m

Ck pour R=0.10m

............ Ck pour R =0.107m

o Ck pour R=10.110m
_________ Ckpour R=10.115m

-100

-200

-300

-400 -

t(s)

fig. I11-24. Tracé du couple de gravité Cg2 et du couple de rappels Ck

N.m

160
140
120
100

Cg2 - Ck pour R =0.080m
Cg2 - Ck pour R =0.100m
Cg2 - Ck pourR=0.107m
Cg2 - Ck pour R=0.110m
Cg2 - Ck pourR=0.115m

t(s)

fig. III-25. Tracé de la somme du couple de

On remarque effectivement que la valeur R=

1.5

gravité Cg2 et du couple de rappel Ck

0.107m minimise la somme du couple de gravité et

le couple de rappel donc c’est cette valeur de R qui permet un meilleur €quilibrage de I'effet de

gravité sur I’axe 2 du porteur .

79
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Par la suite nous allons tracer les différents couples aux articulations aprés équilibrage avec la

valeur de R =0.107 m etd =0.26667 m .

N.m
Couple C1 avec équilibrage

400 ~ _ Couple C1 sans équilibrage

|

L_‘_\\

3001’\
AN

r

200 -

100

fig. II1-26. Tracé du couple C1 avec et sans équilibrage

N.m ——— Couple C2 avec équilibrage
500 - e - — - Couple C2 sans équilibrage
400

300

200

100

¢ t(s)

-100

-200

fig. 1I1-27. Tracé du couple C2 avec et sans équilibrage
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300 - — Couple C3 avec équ?l.ibrage
— = — - Couple C3 sans équilibrage

200

100

0 Il 1 —] | 1
. T o~<_10 15 ()
-100 +
\
-200 - e

fig. TI1-28. Tracé du couple C3 avec et sans équilibrage

En utilisant la méthode d’équilibrage par contre poids et ressort nous remarquons que nous
arrivons a €liminer pour le bras 3 et a diminuer au maximum pour le bras 2 la valeur du couple
de gravité .

La construction technologique de ce systéme d’équilibrage est trés intéressante du fait qu’il
comporte les deux variables géométriques d et R : pour chaque donnée cinématique ou de
charge a transporter , le systéme est automatiquement équilibré en déterminant les valeurs

optimums de d et R qui minimisent 1’etfet indésirable de la gravité.

Afin d’observer le comportement du systéme en tenant compte de ’hypothése de la flexibilité
des joimnts . nous proposons d’étudier le méme mécanisme avec les mémes caractéristiques
géométriques et massiques mais les joints sont considérés flexibles avec les constantes de

rigidit¢ K, =K, =K, =10000 Nm/rd , sur les fig.IlI-29 . 30 , 31 on montre le

comportement dynamique d’un tel systeéme .
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1 . 1 . 1 . 1 : 1 . I . 1 t (S)
025 050 0.75 1.00 125 1.80 175

fig. 111-29. Tracé de la variable angulaire délivrée par le moteur (apres réducteur) q} et celle

prise par segment q%

o]

[
L
[

100

175

ig. IT1-30. Tracé de la variable angulaire ql2 et q%



k4

i

120 -

025 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 t(s)

=

fig. IJI-31. Tracé de la variable angulaire q]3 etqs
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L’objet du travail présenté dans ce mémoire est d’apporter une contribution a I'étude du
comportement dynamique des systémes polyarticulés a joints déformables .

Nous avons axé ce travail sur les mécanismes a chaine cinématique simple . plans ou spatiaux
et a joints rotoides ou prismatiques .

Nous avons montré dans cette ¢tude que si 'obtention a la main des équations du mouvement
ne présente pas de difficultés théoriques . elle devient extrémement longue et fastidieuse
lorsque le nombre de degrés de liberté du mécanisme est élevé ., c¢’est pourquoi nous avons
développé un programme général de construction du modele dynamique des systémes
polyarticulés .

Le programme que nous avons ¢laboré en fortran permet de traiter tous les systemes
polyarticulés a structure parfaitement rigide d’une part et les systémes a joints déformables
d’une autre part . Pour cela une modélisation générale d’un joint flexible est présentée .
ensuite nous nous somme limités a une présentation simplifiée qui consiste a considérer juste la
déformation a la sortie du moto-réducteur qui constitue le joint .

Pour la mise en équation le formalisme de Lagrange est utilisé dans cette étude . ce qui a
permis d’aboutir a4 un algorithme compact pour décrire les équations dynamiques du
mouvement .

A travers des exemples . nous avons mis en ¢vidence les effets de vibration dus a la
déformation des joints . ces effets se traduisent par des oscillations indésirables et un
phénomene vibratoire qui doit étre atténué .

Dans la derniére application ., nous nous sommes intéressés dans la premiere partie au
probleme d’équilibrage statique . Cette étude nous a permis de faire une comparaison entre les
différentes méthodes et de proposer la solution la plus adéquate . Dans la deuxi¢me partie .
nous avons montré . sur un exemple de taille « industrielle » , la possibilit¢ qu'offre le
programme pour concevoir un systeme d’équilibrage statique

Cette étude peut étre poursuivie dans les voies suivantes :

- Compléter ce travail en vue d’avoir un outil (plus général ) d’aide a la conception
mécanique des robots .

- Minimiser le temps de calcul afin de rendre le programme compatible avec les exigences
d’une commande en temps réel .

- Prendre en compte la déformation propre des « €léments structuraux ».
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ANNEXE 1 : Changement de repére affine

Etant donnés deux reperes orthonormés direct R; et R; tels que :

R;(04,%;,9;,%;)

Rj(ojaxjayjazj)
_’_ Y - .
0i0; =Px-Xj +Py.¥; +P;-7%

Soit un point M quelconque tel que :
—_—

o;M= Xmi X+ Ymi-¥i + Zmi-Z;

—

ojM: Xmj-Xj + Ymj-¥i + Zmj-Z;

Selon la relation de Charllona : 0;M = 0;0; + OjM

. . e S —_r
0;M.X; = 0;0;.X; + 0;M.X;

Et sous forme matricielle ;

Xmi = Px ¥+ Xj-Xj-Xi + Y mj-Yj-Yi + Znj- 2.7

ij
- = - — - ij
ij
1
de méme pour y . €t Z_. etonaura finalement :
_ - e — - - - = - _X T
X mi XIXJ Xle X]ZJ Px mj
Y mi _ leJ Y1YJ y1ZJ py me
Z mi Z1XJ Zlyj' ZIZ_] P: ij
L] o 0 0 1|1
XIXJ Xin XIZ_] Px
Vi%; ViV Yz P o |
la matrice Tij =" o ik Y est dite matrice de transformation
ZXXJ ZiY_] ZIZ_] P
0 o 0 1 |

homogene .
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ANNEXE 2 : Description de I’orientation d’un solide

Cosinus directeurs

L’orientation est définie par la donnée de 3 vecteurs s , n, a constituants 9 éléments appelés
cosinus directeurs . Ces vecteurs étant unitaires et orthogonaux .

- La donnée de 2 vecteurs arbitraires parmi les 3 est suffisante puisque le 3eme se déduit
directement .

- Trois composantes seulement sont indépendantes .

Cette méthode est donc redondantes . La matrice d’orientation s’écrit

SX nx ax
[A CD] =8y ny ay
SZ nz az

- Angles d’Euler

L’orientation d’un repére Rn par rapport a un repére Ro est déterminée par 3 angles ¢ , 0, s

appelées ¢ ( precission ), 0 ( nutation ), ¢ (rotation propre )
Les angles d’Euler correspondent & une premiére rotation autour de Z , suivie d’une rotation
autour du nouvel axe X , suivie d’une derniére rotation autour du nouvel axe Z .

Z0

A

yn

X0 X X1

t2
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a

LLa matrice d’orientation est :

ApuL = A(Z,9).A(X,0).A(Z, )

cdeys — sgobsy -cdsy —scboys scb
Apy, =| sdoy —cdclsy - g8y — odeboys —cgsd
sOs\s sy cd

- Angles de Roulis-Tangage-Iacet

La convention adoptée est celle de la fig. 2, les angles ¢ , 0 , w désignent respectivement le

Roulis , le Tangage , le Lacet tel que :

70

Vi)

X T X2, XN

X0

La matrice d’orientation est :

ArrL = A(Z,9).A(§,0).A(X, v)

o —sdoy +cgsOsy sgs\ +ogsboy
ApyL =| spcd coy +sgsdsy -C sy — sgsbey
—s0 sy cBeys

[U5]



Parametres d’Euler ou paramétres d’Olinde-Rodrigues ou quaternions

L’orientation est dans cette représentation , exprimée par 4 paramétres qui décrivent une

rotation unique équivalente 6 (0< 6 < 180 ) autour d’un axe de vecteur unitaire u , alors les

e d

e

parametres d’Euler sont définis par :

}\.l = uXS(e / 2)
Ay =uys(0/2)
Ay =u,s(0/2)
Z0
il
n
u yn
» YO
X0 Xn
La matrice d’orientation
206+13)1 2000 Ak 20004 FARS)
Apy =| 2(AAs; TAAy) 2(781 +X23) -1 2(Azhg -Mdp)
200hs-Mhs)  20hFAR) 20 +2g)-1
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ANNEXE 3 :

Soit R;_; un repére orthonormé li¢ au corps C i—1de la chaine qui constitue le systéme

polyarticulé , soit R, un repére li¢ au corps C; .

la matrice de transformation homogéne T(i—l)i permet de définir le repére R par rapport au

repére R; | . En utilisant les paramétres de Denavit-Hartenberg cette transformation est

Matrice de transformation homogéne

composée par un produit de quatre transformations qu’on définies comme suit :

T(i—])i = ROt(X(l_l) ,(X,i ).TranS(X(i_l) ) dl )RO'[(ZI ,ei ).TranS(_Zi ,ri

Rot(X(_py,a) =

0 sa;
_0 0
rCei - Sei
S@i COi
ROt(zi aei ) =
0
_O
alors on aura :
Fcei —S@i
ca;.s0; ca;¢h;
1}i-l)i =
sa;;s6; soLs;
i 0 0

-0 o o

— S0
co

; Trans (X ;_py,d;) =

. Trans(Z.,r;

1271

)=

o o o =

o o = O

1

S e OO

S o = O

o N e ™ R

—_ O O Q.

wn
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ANNEXE 4 : Dérivation de la matrice de transformation homogéene

soit Tij la matrice de transformation homogéne du repére R;aurepere R j qu’on peut mettre
sous forme :

Ty = Ti(i+1)'T(i+l)(i+2) ........... T(j-1y; - elle dépend des variables q ., ........ .q;
pour calculer la dérivée partielle de Tij par rapport a la variable q; on distingue les deux cas

suivants :
lier cas: 121 >]

les éléments de la matrice Tij ne dépendent pas de (alors:

= =[0]
aq,
2eme cas : : i<l <]
oT. 0
i
o, =£ Liicny- Tiianyisay -ooeeeeees T(j—l)j]

(1 T T
= Ti(i+1).T(i+1)(i+2) ........... T(]_z)(l_l)- aq . (l_l)l ------- (J_l)_]
1

Sachant que :

T _
—h - Toonr- €y
aq,
0 —(l-oy) 0 0 i
l-o 0 0 0
et Q“ = ( l)
0 0 0 G
_O 0 0 0 |
o= 0 pour une liaison rotoide
G;= 1 pour une liaison prismatique
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T
ij
—8 :Ti(kl)'T(l—l)l'Qll'le:Til'Ql]'le
q
Ni_poaor
aq, = Lil-Sen- by

Onpose Q= T;.Q .Tjj  eton peut écrire
ol

oq,

Notons ici que : Q1. Ty =Ty Qyp. Ty | Ty = Ty Ty Q. Ty
=Ty (.. T = T;,.Q

Doncona Q. Ty =T;. Q5

finalement on peut écrire :

oT;; {[o] si 121> ]

aq, T;;.Qy) si 1<1<j

Matrice d’un systéme constitué de n corps :

Soit Ty, la matrice de transformation homogéne du repére R aurepere R alors:

0Ty, [[9] si 0>1>n
8q; |Tp.Qy  si 0<l<n

Dérivée de la matrice de transformation homogéne par rapport au temps :




w

[l existe deux formes pour la dérivée de Tij par rapport au temps :

dT

G . j .
1)-TtJ= Qik'Tij-qk:( ZQik'qk]Tij
k=i+1 k=it

dT,

J . j .
2)- 5 ZTij'ij'qk:Tij( Zij'qkj
k=i+I k=1+1

Donc ——= ZQik-qk Tij:Tij Zij'qk

dt k=i+1 k=i+1
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ANNEXE 5 : Expression de I’énergie cinétique

Expression de la matrice d’inertie A :

Soit M| un point appartenant au solide Sy telque:
—_— E— R
OM =Ty . (O M) H O My Hz cte  cas des corps rigides

40 40
v’ (Mk)——(o Mk)—A(TOk)[O M, ]

_ n
Soit deux vecteurs_; et b alors ab=>)ab, = Trace([a]. [b]T)
i=1

CVO (M, ): ? = Trace([\/o (M )][VO (M )]T)

b)) oo ]'3

0T
j=1 aq j

-VO(Mk)-T =[OkMk]T(
- - =1 4

L’énergie cinétique du solide Sy est donnée par :

E, :%Sj[VO(Mk)]de

Bo = )'Trace{z&:a Ok} [0M, JOM,] i{ﬁ Ok}qldm}

S aqj

k

Eck =

I M=

T oT, .o
! gTrace o J[OkM ][O M ] dm .| —2& q;q,
2 j=11=1 aq; s, q;

[Jx]= Sf[OkMk][OkMk]Tdm

k

[J k] c’est la pseudo matrice d’inertie de dimension (4*4) relative au corps Sk de la

chaine dans le repére R .

Elle est constitué a partir :
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- du moment d’ordre zéro de S : m;  masse de S,

- des moments d’ordre unde Sy : G| centre de masse de S

- des moments d’ordre deux de S} qui représente la matrice d’inertie [Ik ]k en O dansle

repere R, .
Ixx - Ixy - Ixz

[Ik]z —Ixy Iyy - Iyz
- Ixz -lyz Izz
(Ix+lyy+Iz) /2 -Ixy - Ixz

[J] |y (x-lyy+lzz)/2 - lyz

T _xg - lyz (xx +lyy —lIzz) /2

| mX my mz

1 kX oT, T, -
E =2 > Trace Ok J{ Ok} q:q

L’énergie cinétique totale du systéme est donnée par :

n
Ec = ZEck
=1

k k 0Ty, aT o
> > > Trace ot {JI\]{ Ok} q;q,
=1 j=11=1 aq ; aq

En tenant compte de I'annexe 3 on a :

oy [0] si j>k
0a; |Tok-Qo; i j<k

0Ty [[0] si 1>k
89, | Ty Qo si 1<k

E.=

1D | —

=

S B
i

=

el

NI
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0Ty, {[o] si 1>k

5ql TOk’QOI 3 1<k
' T, .. aT,
puisque — ok 2[0] st j>k et aOk =[0] si 1>k Alors on peut écrire :
i q;
1 n T, T,
E.==> > > Trace e =% 11q.q
T 20 A5 Hﬁqj' ] oqy ||
1 p nn T, T,
E.==2 > > Trace Ok 11y { Ok q.q
C2i0 G H aq j ] aq; ||
pour cela:
0 stk < max(l, j)
0Tg 0Ty,
AT ] =41 T T, '
[aqj }[ k]!:ﬁql Ok .[Jk].{ Ok} si k > max(l, j)
0q oq;

=1 1=1 | k=max(1,j)

ln n n oT oT ©
EC:EZ > { ZTrace'iaOF:I.[JI(].{WOTHQJ'QI

n oT,
On pose Ay= X Trace{aTOk :l.[]k ]{ Ok }

k=max(1,j) | O4;

1 n Lo 17 :
Ec=22 2A549,q9, = Ec=—[q}[A]{q]
250 1= 2

= L’énergie cinétique d’un systéme polyarticulé est une forme quadratique des vitesses

articulaires .

Les éléments de la matrice d’inertie [A] sont donnés par la relation suivante :

n T,
Aj= X Tlrace{aTOk :l [Jk ] Ok
k=max(i.,j) | 94; 0q
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ANNEXE 6 : Expression des coefficients dynamiques

Expression des éléments de la matrice des termes de Coriolis :
0 A o A. 0 A .
Biyn= p L Bt
qi 2q; 9q;

. p
B;y=2 Y Trace o [Jk][%}
k=max(ij.) || 0904 aq;

n
By=2 Y Trace“on.Qm.TOk][Jk]k[QOj.TOk]T}
k=max(i.j,l)

Expression des éléments de la matrice des forces centrifuges :

j

n 82TO] aT !
k=max(i,]) 5qj8qj aqi
n T
Cij: z Trace“on.on-Tok][Jk]k[QOj-Tk] }
k=max(i,j)

Expression des éléments du vecteur force de gravité :

OF,
dq;

Ep = __Zl(—mi.g.Ti.ui) donc G, =-

T,
G, g ~mi.g.(a O‘J

I



ANNEXE 7 : Exemple de validation

la validation a été faite sur un robot PUMA a trois degrés de liberté dont le schéma est donné

par la fig. 1

02 @ ®

Calcul des vitesses

Le calcul des vitesses de rotation et vitesses linéaires se font par les équations de composition

de vitesses :
Q_] :Qj—l +quja)

VJ :Vj~1 +Qj~1 /\PJ +0quaj
a; : le vecteur unitaire selon Z

Q j + Le vecteur vitesse angulaire du corps C;

V; : Vitesse absolue du point O;

Pour un robot dont la base est fixe , les conditions initiales sont données par :
QO =0 N VO =(

Alors si on veut déterminer la vitesse du point O; exprimée dans R;
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b Al il J-! J-1 q. a
VJ—AJ_1 VJ_1 +Qj_1/\Pj +0;q;-35

Qj . vitesse angulaire du corps C; exprimée dans R;

Aj_l - Matrice de passage du repére Rj; a R

1 " .,
Pj’ : vecteur position [O 1 O j] exprimé dans R;
V j] = Voj ( exprimée dans le repére Rj )

VjJ_l = VOj ( exprimée dans le repere Ry )

c; ca;.s6; sas6;
Aj:_l =| —sb; ca,ch, soucH; : ij“ =
0 — S0y coy

Calcul des vitesses angulaires

T
Ql=fo 0 0 . Q}{o 0 é]}

2 ) 2
Q3F = A]‘.Q} +,-a3

14

W L
1
—
| o
woow
oo
wn
o,
o o
—
[#5]
o
@.
o
)
@.
@.
(]
L
ﬁ
+
—
o
o
@.
('S)
e 1
._-]
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T
Q3 :[82391 c230, 92+93]

Calcul des vitesses de translation

Vo=0 ., V/l=0 ., V=0

Vi=A3.V{ . VZ=V}+Q3AP?
. . . T d3 . - T
V32 ——'[5291 c20; 92} A0 =!:0 62d; —c2d, 91:|
0
¢33  s3 0 T
Vi={-s3 ¢ 0 [o 02d; —c2d, e,}
0 0 1

r T
Vi =| 62d;s3 02 d,¢3 —02d391}

Calcul de I’énergie cinétique

E. =

C

E
I

N

cl
i

L énergie cinétique s’écrit :
1
EC :;[Qi'IGi'Qi +mi.VGi.VGi]
VGi :Voi +Q] /\OXGI :
1
EC :E[Qi'[loi]'gi +mi.V0i.V0i +2V0i(Qi /\m.OiGi)]

[Ioi ] est le tenseur d’inertie du solide C; en O,

[Ii)i]: [IiGi]_ m;[0;G;]0;G;]= [I:}

XX ; Xy XZ,
[I]:= Xy VY Yz, : mi[OiGi]:[miXi m;y; miZi]T
XZi yZi ZZi
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L ¢énergie cinétique peut se mettre sous la forme :

Calcul de I'énergie cinétique des différents corps :

|
1
EC] :;QI[IOIJ'QI
1 =
ECI 251221.91
1 : .
E. :EQz.[Ioz].Qz ., On pose CJ:COSQJ- ) CljoOS(@i +6j) méme pour sin
lf , 2 2 o
E, = ;L(IXXQ.sz“ +Iyy2.c22 +2[xy2.c2.s2).91 +IZZQ.92+2(IXZZ.82 +Iy23.c2) 91.92J
1
Ees = (Bogs 523" + Iyy;.€23” +2Ixy;.¢23.523+ 2m¥;c2. ¢23.d; — 2myc2.523.d5 + m3d§c22)
2 5 21 2
01 + (m3dg +1zz; + 2mX5c3.d; — myj;. 3. d3). 0, 5 225 03+ (Ixz3. 523+ Iyz;.¢23— mz;.52.d5)

01.02+ (Ixz;. 523+ lyzs. c23) 0.0+ (Izz; + mX;c3. d5 — my;. s3. ds) 0,.03

. 1l- :
L’énergie cinétique s’écrit sous la forme quadratique suivante : E _ = 5 l:qJ[A]'iq:]

Alors on déduit les éléments de la matrice d inertie [A]

Ay =lzz, + I><;>(2.s22 + Iyyz.c22 +2Ixy,.c2.82 + Ixx,.523° + Iyy;.c23% +
2Ixy;.23.523 + 2mX;c2.¢23.d ; — 2my5c2.523.d 5 + myd3c2?

Ay, =12z, + myd3 + Izz; + 2mX5c3.d; — my;.s3.d;

Ay =1lzz,

A, =Ixz,.82 + lyz,.c2 + Ixz5.823+ lyz5.¢23 - mz;.52.d 4

A3 =1xz4.523 + lyz4.¢23
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Calcul de I’énergie potentielle

. T T , a s s . .
Soit g [0 0 ¢ 3] le vecteur accélération de la pesanteur , alors I’énergie potentielle

s'écrit : Ep = —éle,gT<Pj0 +A?.[dej])= —éle,gTA?(ij +[OjGJ~])

co. -5, 0 -d;c;
Aj_l =|sbcoy;  copel;  -sop | ij—l =| dis0;
Saisgi C@i SO CQ —T
cl -sl 0 | mX,
Ep;=—{0 0 g5]'|sl 0 |my, |=-g;mz,
0 0 1 || mz

Ep, =—M,.g"A3(PS +[0,G,])
Ep, = —g;(mX,s2 + my,c2)
Ep; = ‘M3-gTA(3)(P33 +[O3G3])

Ep, = -g3(mi3523 + my;c23+ d3.52)

Alors les forces de gravité sont données par

Q, = ngp = —g3(mizc2 — my,S2 + mX;¢23 - my;s23 + m3d3c2)
Y2
E _
Q; = -Z—ETP = —g(mX,c23 - my;523)
3
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Pour le systeme équilibré :

- Sion introduit le systéme d’équilibrage 1’énergie potentielle du systéme devient :

Ep =Epg; + Ep(ressort)

Détermination de Ep(ressort)

1
Epr :Ek(L— LO)2

Ona:BA =By0, +0,A;  ;  BoA’ = B0,y + 0,A =17
L7 =H? + R? + 2RH.cos(B,0,,0,A )
[2=H?+R?- 2RH.cos(at — 6 — 1)

1>=H>+R?+ 2RH.cos(a — 6)

BoAs = Bo0.2 + O.A? = Ly’

L2 =H? + R + 2RH.cosq

I* = L + 2RH.cos(a — 0) — 2RH.cosa
Ona: sina.sinb= % (—cos(a+Db)+cos(a—Db)) a lors:

200 —0

cos(o + 0) — coso. = 2 sin .sinE
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I}=L%+M&umgﬂma—g)

x=L-L, :(H2 +R? + 2RH.cos(oc—(?)))21 —(H2 +R? +2RH.cosoc);

Le ressort possede une caractéristique non linéaire , I’effort de rappel est donné par :

16500 x x<0.12m
F(daN) =
225000 x> - 37500 x + 3240 x2012m
F - OEpr OEpr OEpr ox . [0):4
&x 98, ox 80, 00,
0x
16500 x. x<012m
Ep 00,
92 (225000 x2 ~ 37500 x + 3240) ai)x x>012m
2
. T
ox —HRSIn(OL—(z— -6,))
o0 - : 05
? (HZ +R? +2H.R cos(at —(’2‘—62)))
Q1 =0
o0Eps OFEpr
Q, = +
50, 0,
PEpg
Q3 =
80,
. AT OEp
Pour que le robot soit en équilibre il faut que Ep = cte Vq, Donc . 0 Vq,
q;
OE
onaura: Q5 = Pe _ 0 , —g3(m">23 +M.1, —Mcp.d)c23:0 vq,
00,
de mX; + Mo.l;
MCp
OE OEpr OE OEpr
Q, = Pg + P — 0 alors il faut minimiser la somme Pg + P et on
00, 00, 50, 0,

détermine la valeur de R optimum .





