République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I'Enseignement Supérieure
et de la Recherche Scientifique
Université M’hamed Bougara Boumerdése
Faculté des Sciences de L'ingénieur
Département : De Maintenance Industrielle
Laboratoire Dynamique des Moteurs et Vibroacoustiquede

MEMOIRE
En vue I’obtention du titre de Magister en Génie Mécanique
Option : Dynamique des Moteurs et Vibroacoustique

Présenté par :
Mansouri Lotfi Zoher

THEME
Identification des fissures dans les structures Tridimensionnelles

Soutenu devant le jury :

Mr.Nour Abdelkader Prof UMBB, Boumerdes Président
Mr.Khalfi Ali Prof U.D.L. Sidi Bel Abbes Rapporteur
Mr. Necib Brahim Prof EMC Constantine Examinateur
Mr.Rechak Said Prof E.N.P. Alger Encadreur
Mr.Kebir Hocine M.C. UT. Compiegne Co-encadreur
Mr.Si-Chaib Med. Ouali  M.C. UMBB , Boumerdés Examinateur

ANNEE 2009/2010



Remerciements

Je tiens a remercier mon encadreur Le Professeur Rechak Said et le Docteur
Kebir Hocine de m’avoir proposé ce théme, pour leurs encouragements
pendant toute la période de préparation de ce mémoire et pour leur
disponibilité et le matériel qu’ils nous ont mis a notre disposition.

Je remercie vivement le Professeur Nour Abdelkader d’avoir accepté
d’examiner ce travail et d’avoir accepté de présider le jury de ce mémoire.

Je remercie vivement Le Professeur Khalfi Ali de !’'Université Djillali
Liabbes et le Professeur Necib Brahim de I'Université Mohamed Mentrouri
de Constantine d’avoir accepter de faire parti du jury d’évaluation de ce
meémoire, et pour leurs déplacements et le temps qu’ils ont consacré a I’étude
de ce document.

Je remercie notre cher enseignant Le Docteur M.O. Si-chaib pour sa
participation au jury et pour ses critiques pertinentes.

Je remercie trés vivement les membres de ma famille pour leur
compréhension, encouragement et aide pendant toute la période de
préparation de ce mémoire, et surtout mes chers parents.

Je remercie toutes les personnes que j’ai connu a I'UTC et les agents de la
bibliothéque de 'INGM, de la bibliothéque centrale de 'UMBB.

LD.M.V.A -1-




Table des matieres

Chapitre I : Théorie de I'€lastiCite .............ccccuiiiiiiiiiiicci e 5
300 A [ 01 3 e Yo [0 o1 o o H OO PR O PP PRR PSRRI 6
1.2 Champs de défOrmMatioNs .......cuuiii ittt e e e et e e e et e e e e e bt e e e eenbaeeesnraeaeesseeesanes 6
R Ol -1 0 ¥ o Lo [l oo 0 = [} TSR 7
1.4 Relations Contraintes-DEformMationsS........cocuieiiieiiiieiie et 7
1.5 Equation de Navier-Cauchy (Equation d’équilibre) ........cccueeeveeiiiiciii e 9
1.6 Formes réductibles en deux diMenSIONS..........cocuiiiierienienieree et 9

1.6.1 Etat plan de déformation .................evveeeeveervesressossssesseessssssssessssssssessssessssesssssssens 11
1.6.2 Etat plan de CONTAINES ...........c..ervvereveeesesressesessessssesseses s sssessssessssessssessssessssssssens 11
1.6.3 AXISYINELTIE ...t 12
1.7 CONCIUSION ittt et et b e s bt e s bt s ae e s it e st e s bt s bt e b e e b e enbeesbeesaeesaneneens 13

Chapitre II : La méthode des éléments de frontieres............c.cococoeuririeininiiiiiniccecec s 14
P28 R T 1o Yo [V AT ] o FO TP OO PP VR URPUPPTOTN 15
2.2 Formulation des équations iINtEEIales.......cueiiviieeiiiiiie e e ree e e 15
2.3 Solution Elémentaire (Probleme de KelVin) ....cccueeeieieiiiiieieie et 15
2.4 Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betli........cccocvuieeiiiiiieieiee e e 17
2.5 Identité de SOMIgliaNa (1885) ......ciiiiuiiieeiiiie et e et e et e e e e e e ette e e e bre e e e sabeeeeeabeeeeensaeeeennnes 18
2.6 EQUAtiONS INtEGrales @ FrONTIEIE .....c.evvieeeeeeeeeeeeeeeee ettt s et es et e eae e s s s e s ensnenas 21
P = i (o] (N =T o o [T S OSSP URTOPRRI 23
2.8 CONCIUSION .ttt ettt ettt ettt ettt e st e e s bt e e bbe e sate e s bt e ebbeesabeesabeesabaeesnbeesabeesnseesns aens 24

CHAPITRE 3 : Aspects numériques de la méthode des éléments de frontieres ...........ccocoovveverrrrrnnnnen. 26
70 B T oY [V AT o HO T PO PO PP VR UPPRUPPTOTN 27
3.2 Discrétisation de 1@ FIrONTIEre .....ccueeiiieiieeie ettt st sare e sreeennee s 27
3.3 Interpolation des champs de contraintes et de déplacements .........ccccceeeeeeeiiivreeeeccecccinieeeeeeen, 29
3.4 Discrétisation des équations intégrales de frontiere .........cccoeeveeeieciie e, 29
3.5 Traitement des INtégrales SINGUIEIES .........veiiiiiee e aae e e 31

3.5.1 Intégrales faiblement singuliéres en trois dimensions..........c.cccocovvvrievririeicnnnnn. 31
3.5.2 Intégrales faiblement singuliéres en deux dimensions.............cccocevueuevnirieicncnnnn. 34
3.5.3 Intégrales Fortement Singulieres............cccooeeviiiiiiiiiininiiiicccccccc e 37
3.6 Evaluation des contraintes de frONtIEreS ...........cueueuevevriiereeuereiseee e, 38
TN A o] ol [ U1 o I TP PP RO PRRPPRPPR 43

LD.M.V.A -2-




Chapitre 4 : La programmation orientée objet et le code KSP .........ccccccciiiiinniiiiiice, 44

R T oo [ W ot i o Yo HO PSP P PP PRSP 45
4.2 La programmation orientée objet (P.O.0): ... iiii et srra e 46
4.3 Rappel sur la notion de prototype de fONCHION ........cooeciiiiieiiiic e 46
I V=Y g =Y - <SRt 49
4.6 Le code KSP (Kernel of the Simulation Platform) .........ccceeeeiiiii i 50
4.7 Etude approfondie de 1a classe CBEMPIODIEME .......c.ovivivieieieieiececeeeees et 51
4.8 Le Pré-traitement dans KSP........oo oottt 55
4.9 Le TraitemMeNT ..cciiiiiiii it e s 55
4.10 Le post-traitement des résultats dans KSP.........ciei i e 55
R 0] o Tl [T YT o TP P PO UR RPN 56
CRAPILIE V ..ttt 57
Premiere partie : Intégration Adaptative.........c.ccoceviiiiiiiiiii s 57
oI [ g1 1o o [¥ Tt oo DR TSPV ST VPPUPSOPRTOTN 58
5.2 Intégration de GaUSS-LEZENAIE ......cccccuiiiiiciiee ettt e e see e e ere e e e sbae e e e sabee e e eseaeeenanees 58
5.3 Optimisation de la technique d’ iNtEgration .......c...cevvciieiiiiiie e 62
Cas test N°1 : barreau cylindrique sollicité en traction uni-axiale.........c..ccccccevvrueiennnes 65
Cas test N°2 : plaque trouée sollicitée en traction...........ccoeeevveeiviniieinnicircccne 66
Cast test N°3: flexion d'une chape .........cccciviviiiininiiieccceeeece e 68
5.4 DISCUSSION & 1uuviiiiiiiiiiiiiiiie ittt sttt a e e s s b s e s aab b e e e s aba e e s sbb e s e s ra s e san e 70
Deuxieme partie : Implémentation d’un élément conforme .............cccooveieriiiieiciiicce e 72
SRS (g1 1o To [V o1 To Yo DU TPV STV PRUPSRUPRTOTN 73
5.6 Discontinuités des tractions aux points situés sur les bords et arrétes......cccccceeecvrrreeeeeerecnnnen. 73
5.7 Calcul du terme c;; de I’équation intégrale de frontiere........cccovvceenininciniiiiccnc 77
5.8 Eléments conformes versus Eléments NON-conformes..........coceereeneiniiniinicieneeeeeeeeiens 78
5.9 Calcul de I'angle SOIAE .....c..vieieeiee et e et e e et e e e e eate e e e e bae e e e baee e enneeas 79
5.10 Formulation d’un élément conforme dans KSP ........cooiiiiiiniiineee e 83
5.11 Validation des éléments CONTOIMES.....cccuuiiiiiiiiiiiee ettt 84
5.11.1 Cas test N°1 : plaque trouée sollicitée en traction...........cccceeeivviiiiiiiniiicncnnes 84
5.11.2 Cas test N° 2 : pOIte-0UtilS.......ccovvvimiiniiiiiiiiiiiiicc e 85
5.11.3 Cas test n°3 : comportement mécanique simplifié d'un fémur lors de la
TIIATCIIE .ttt ettt ettt ettt ettt st b et e e st neeae 88
o I B 1T of 3] o T o OO PP PPP PP 91
5.13 CONCIUSION ittt sttt e b et e bt e b e s bt e sbeesheesaeesae e st e emee et e enneen en 91

LD.M.V.A -3-




PN g1 1S (I USRSt 94

A.1 Dérivation des noyaux de déformation............ccccceeeueerinniciiinecinnnciceeccneenes 94
A.2 Dérivation des noyaux des contraintes .............ccccccveeivininiiiniiinniciincccen 95
A.3 Dérivation du noyau de traction ...........cccccceeiviviiiiininiiininiiiiccen 96
A.4 Noyaux pour des états de contraintes et de déformations planes...........c..cccc.c...... 97
ANNEXE D 99
B.1 Listing du Programme permettant le calcul de I'angle solide............ccccccoevevennnnnnn. 99
B.2 Résultats obtenus pour les différents cas test de validation: ............ccccccevreiinne. 101
Bibliographiie........coiieeececi s 104

LD.M.V.A -4 -




Chapitre I : Théorie de I’élasticité

Chapitre I : Théorie de 1’elasticite

Résumé

Dans ce chapitre, nous décrivons les équations de bases de la théorie de
I'élasticité, nécessaires aux développements mathématiques qui
régissent la méthode des éléments de frontieres, qui seront par la suite

décrits au chapitre deux.
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Chapitre I : Théorie de I’élasticité

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de rassembler les équations qui régissent la réponse linéaire
des solides sous chargements donnés. Ces équations forment la base des codes d'éléments
de frontieres pour l'analyse linéaire des contraintes. Naturellement, il y a beaucoup
d'excellents textes (Timoshenko & Goodier, 1970) ; (Fung, 1965) qui décrivent la théorie de
I’élasticité dans un détail beaucoup plus ample et avec une rigueur que nous ne pouvons
nous permettre. Néanmoins, nous énongons les grandes lignes de la théorie de 1’élasticité

afin que le lecteur puisse suivre notre démarche dans les prochains chapitres.

1.2 Champs de déformations

Nous supposons que les solides restent continus pendant le chargement (c.-a-d.,
aucune dislocation ni fissure ne se produit). Concernant le repere orthogonal représenté dans

la figure (1.1), le vecteur déplacement U peut étre décomposé en trois composants: U,, U, et

U, et, qui peut étre représenté par la forme tensorielle u; .

U-

uy

Figure 1.1

Si nous supposons plus loin que les déplacements sont suffisamment petits, alors les

contraintes correspondantes sont définies par I'équation suivante :

gy =up; +uj; )2 (1.1)
Ici la virgule exprime la différentiation par rapport a la variable espace. A titre
d'illustration, considérons le cas ou les indices inférieurs sont égaux, par exemple,

I=j=2=y L’équation (1.1) va donner le résultat suivant :

LD.M.V.A -6-




Chapitre 1 : Théorie de "élasticité

ey = (1.2)
oy

1.3 Champs de contraintes

Une contrainte peut étre simplement définis comme étant une " force par unité de
surface." Les neuf composants du tenseur de contrainte par rapport au systeme d'axes
orthogonal sont montrés dans la figure (1.2). Le premier indice inférieur définit la face de
I'élément, le second définit la direction de 1'effort. On assume que les efforts de tension, par
définition, sont positifs. L'équilibre du cube élémentaire nous procure la symétrie des efforts

de cisaillement, a savoir.

Oy =0 c,=0 Oy =0y (14.a, b, )

Oy
w /

yy

Figure 1.2 : Représentation de I’état de contraintes

Ou bien en utilisant la notation indicielle :

1.4 Relations Contraintes-Déformations

La relation contraintes-déformations pour un matériau isotrope, linéairement élastique,
est données par loi de Hooke. Sous forme algébrique, cette loi peut étre exprimée de la
maniere suivante :
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Chapitre I : Théorie de I’élasticité

Eyx = % [O-xy - V(O-yy + Oy )] ng = O-Xy /ZG
1

Sy ZE[O-yy - V(O-xx T0y, )] €y =0y /2G (1.6)
1

€ = E[Gzz - V(O-xx 0, )] Ex =0 x 12G

Dans ces équations, les constants, E, v et G sont respectivement le module d'élasticité
de Young, le coefficient de Poisson, et le module d’élasticité transversale.

E

C =22

(1.7)

Dans quelques applications de la théorie de I'élasticité, il est commode de se servir

d'autres constantes relatives aux propriétés du matériau, telles que la constante de Lamé,

VE

@+v)i-2v) (1.9)

L’inversion de I'équation (1.6) nous donne :

Oy = A8+ 2Gz,,
o,y =8+ 2Ge,, (1.10)

o, =Ae+2G¢g,

Le parametre de I'équation (1.10) « e » représente la déformation volumétrique, a savoir :

=&, t&y T8y (1.11)

Puisque le deuxieme terme du c6té droit de 1'équation. (1.10) est semblable au terme
qui relier les déformations transversales (distorsion) aux les contraintes de cisaillement, ceci

induit que la loi de Hooke peut étre écrite sous la forme tensorielle suivante
o = A0 e +2Ge;; (1.12)

Cette équation incorpore les termes normaux et transversaux du tenseur de
contraintes, en vertu des propriétés du delta de Kronecker, nous pouvons réécrire la loi de

Hooke sous la forme indicielle suivante :

Di?k, se nomme le tenseur constitutif élastique (ou le tenseur d'élasticité) défini par I'équation

(1.14):
Djj = 4040 +G(5ik§jl +5i|5jk) (1.14)
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Chapitre 1 : Théorie de "élasticité

1.5 Equation de Navier-Cauchy (Equation d’équilibre)

Si nous considérons I'équilibre d'un cube infinitésimal, nous pouvons aisément dériver

les équations de Navier-Cauchy pour le tenseur de contraintes:
oy +by =0 (1.15)

bj représente ici le vecteur force de volume unitaire agissant dans la direction X;et la
virgule exprime la différentiation par rapport a la variable espaceX;. En outre, sur une

frontiere possédant une normale extérieure unitaire n, les tractions extérieures doivent

équilibrer les efforts internes, ce qui produit I'état d'équilibre.

t (1.16)

=05,

j

Lesn,, sont les composantes du vecteur de normale unitaire (cosinus directeurs). Il

vaut la peine de noter qu’en raison de la symétrie du tenseur de contrainte, ces deux

équations sont souvent écrites sous la formeo;;+b, =0 et t;=o;n,. En substituant

maintenant les relations déplacements-déformations (équation. 1.1) et la loi de Hooke
(équation 1.13) dans l’équation. (1.16), nous obtenons les fameuses équations de Navier-
Cauchy, en termes de déplacements:

Gu; j +(A+G)u;  +b, =0 (1.17)

Cette équation, ainsi que des conditions aux limites bien définies, définissent le champ
de déplacement dans un solide isotrope élastique linéaire. Dans la méthode des éléments de
frontieres, la solution fondamentale de cette équation (le champ de déplacement dii a une
force ponctuelle dans un solide infini) est superposée pour satisfaire ces conditions aux

limites.

1.6 Formes réductibles en deux dimensions

Quelques problemes en mécanique des solides peuvent étres modélisés dune maniere
satisfaisante en deux dimensions plutdét que de considérer la géométrie réelle (3D). Dans
certains cas, cette simplification surgit naturellement du fait de la nature physique du
probleme, mais souvent elle est imposée comme approximation simplificatrice au cas réel.
Trois cas distincts se présentent alors: (a) état de contraintes planes, (b) état de déformations
planes, et (c) axisymétrie. Le premier cas est applicable aux géométries ayant une dimension
plus petites que les deux autres sollicités dans le plan perpendiculaire a petite dimension

(figure 1.4); le deuxieme cas par contre est applicables aux géométries ayant une dimension
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Chapitre I : Théorie de I’élasticité

plus grande que les deux autres, en génie civil, nous trouvons les digues de barrages qui sont
un exemple type (figure 1.3). Le troisieme cas traite les solides de révolution autour d’un axe

donné (figure 2.5).

Figure 1.3 : Etat plan de déformation : exemple d’une digue de barrage

-] e e
— ®®
— oo
-—] L]
-~ L
:

Figure 1.4: Etat plan de contrainte, représentation d’un assemblage boulonné.
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Chapitre I : Théorie de I’élasticité

b

Figure 1.5: Exemple de solide axisymétrique

Beaucoup de structures industrielles (pipelines, réservoirs de stockage, etc.) sont
symétriques autour d'un axe (figure 1.5). Si le domaine axisymétrique est sollicité par des
efforts indépendant de la coordonnée circulaire @, alors un tel probléeme peut étre modélisé
par une formulation axisymétrique dans les deux dimensions restantes a savoir (7, z).

L’ensemble des équations réduites applicables a chacune de ces trois conditions sont
brievement présentés dans ce qui suit.

1.6.1 Etat plan de déformation

Nous supposons que les sections transversales normales au troisieme axe (z) sont
identiques et le chargement le long de cet axe est constant. Par conséquent, u, =0et les

déformations &,,,&,,, et &, sont toutes nulles. Substituant ces valeurs dans 1’équation. (1.6),
nous obtenons immédiatement l'ensemble réduit

oy = /Mijgkk + ZGgij (1.18)

Les indices i et j varient de 1 a 2 seulement. La forme de cette équation est identique a la

loi de Hooke généralisée énoncée plus haut. Sous conditions élastiques, les composantes du
tenseur de contrainte suivant la direction de 1’axe (z) sont

O33 = V(O'n + 022)
04 =0

(1.19)
051 =0

Les équations qui régissent 1'équilibre peuvent étres déterminées de la méme maniere

quant au cas tridimensionnel. Elles different des équations de Navier-Cauchy (1.18)
seulement par leur nombre réduit d'indices.

1.6.2 Etat plan de contraintes

LD.M.V.A -11-




Chapitre I : Théorie de I’élasticité

Sous conditions de contraintes planes, nous supposent que les contraintes dans le plan
normale au troisiéme axe (z) sont nulles, c.-a-d., o, = 0, = 0, = 0. La substitution de ces

valeurs dans I’équation. (1.6) mene aux rapports constitutifs

Le paramétre élastique A, est égal a (1—2v)A/(1-v), et les indices i, f et k varient de 1 a
2. La contrainte normale dans la direction X;est

£y =—V(0oy, +0,)IE (1.21)

1.6.3 Axisymétrie

Il est avantageux d'analyser des problemes axisymétriques dans un systeme de

coordonnées cylindrique (figure 1.6), plutot que dans un systeme cartésien orthogonal.

@ n(r.0,2)

v

Le schéma 2.6: Coordonnées de cylindriques polaires.

Si le chargement tout comme la géométrie sont axialement symétriques, alors toutes les
quantités sont constantes par rapport a I'angle @, et les déplacements peuvent étre définis en
termes de composantes radiales et axiales (U, etU,) seulement. Ainsi, ces probléemes peuvent
étre résolus  entierement dans le plan de r-z. Ici, les avantages d'écrire des rapports de

contrainte-déplacement sous la forme de tenseur ne nous contraignent pas et Nous

retournons a la forme algébrique:
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Chapitre I : Théorie de I’élasticité

ou,
grr =
or
ul’
Eop :T
o, (1.22)
z aZ

1(ou, ou,
grz =l =t =
2oz or

Toutes les autres déformations sont nulles. Les efforts correspondants

O.,04,0,,6t0,, peuvent étre obtenus directement a partir de la forme cartésienne de la

m? 2
loi de Hooke (équation 1.13) en remplagant les indices inférieurs r, 8 et z par les indices
inférieurs 1, 2, et 3, respectivement. Si désiré, les équations d’équilibre peuvent également
étre écrites en coordonnées cylindriques, qui pour des conditions d’axisymétrie nous donne

I"équation suivante :

G|:ua,rr +%Ua’r +um}Jr(/”HG)E(rur)'r +uu} +b, =0 (1.23)

L'indice inférieur « représente, successivement, les directions radiales (r) et axiale (z).

1.7 Conclusion

L'examen des principaux éléments de la théorie de 1'élasticité décrite dans ce chapitre
a été prévue afin préparer le lecteur aux développements de la formulation intégrale de
frontieres décrite dans le prochain chapitre. Les équations qui régissent la théorie de
I'élasticité et qui doivent étre satisfaites sur tout le domaine étudié, sont transformées en
équations intégrales équivalentes définies au-dessus de la frontiere de ce dernier. Une
conséquence immeédiate a cette transformation est : la dimension de I'espace du probleme se
réduit d'une échelle. Ainsi, 1'exemple d’un probleme en élasticité tridimensionnelle se réduit
a une solution dans un espace bidimensionnel. Nous pouvons raisonnablement prévoir que
ceci aura comme conséquence des avantages numériques significatifs, comme il deviendra

apparent dans les chapitres suivants.
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Chapitre II : la méthode des élements de frontieres

Chapitre II : La méthode des éléments de frontieres

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons les équations intégrales de frontieres qui
fournissent la solution formelle aux équations qui régissent la théorie de
l'élasticité. En plus des équations intégrales de frontiere, nous dérivons
également des résultats pour les efforts internes qui seront utiles pour le reste

du travail.
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Chapitre 11 : la méthode des éléments de frontieres

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les équations intégrales de frontieres qui fournissent la
solution formelle aux équations qui régissent la théorie de 1'élasticité. Ces équations
intégrales peuvent étre dérivées de plusieurs manieres, avec divers degrés de rigueur. Ici,
nous commencons en développant le théoreme des travaux réciproques (Betti) en utilisant la
méthode d'intégration par parties, nous présentons ensuite l'identité de Somigliana. Les
équations intégrales de frontiere suivent alors comme cas particulier. En plus des équations
intégrales de frontiere, nous dérivons également des résultats pour les efforts internes qui
seront utiles pour le reste du travail. Les premiers travaux qui traites les équations intégrales
de frontiere appliquées a 1'élasticité peuvent étre attribués a Rizzo (Rizzo, 1967) en 2D et a
Cruse (Cruse, 1969) en 3D.

2.2 Formulation des équations intégrales

La méthode des équations intégrales est utilisable pour touts phénomenes physiques
régis par des équations aux dérivées partielles linéaires a coefficients constants. Donc, dans le
cadre de la mécanique des solides, le matériau doit étre élastique, linéaire et homogene. Dans

cette étude, on traite les problémes avec les hypotheses supplémentaires suivantes :
- le matériau est isotrope ;
- les forces de volumes sont négligeables ;
- le contour de la structure est borné. Ainsi, on peut traiter le cas d’un trou dans un
plan infini et non dans un demi-plan;

- la formulation des équations intégrales est faite pour des problemes en
déformations planes.
2.3 Solution Elémentaire (Probleme de Kelvin)

William Thomson a donné la solution fondamentale des équations d’équilibre de

Navier-Cauchy pour un solide élastique tridimensionnel infiniment grand (Thomson, 1848).

P Plan infini

Figure 2.1 : probléme de Kelvin
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Chapitre II : la méthode des élements de frontieres

Ses résultats donnent les composantes cartésiennes du champ de déplacementu(q),

dus a une force ponctuelle unitaire ¢(q) (voir figure 2.1):

u; =U;(Q plei(p) 2.1)
Ou
A
Uu@lp)=7{8@j+pmj] (2.2)

Et

A=1/162G(1-v)

B=3-4v ’3

=x@-x(p) &Y

r* =

Les points Q et p se nomment point champ et point source respectivement. Il est
important de distinguer soigneusement les termes r; et r; telles que r; définit en haut
représente le vecteur pTl) alors que r;, signifie or/ox, (q), Ici, le derniére terme est équivalent
a r,/r. Il est également essentiel d'observer soigneusement l'ordre des indices inférieurs

dans I'équation (2.1), et dans toutes les équations qui vont suivre. Ainsi, dans la fonction

U, de I'équation (2.2), la sommation se fait sur le premier indice inférieur (i). Dans la notation

tensorielle, le choix est arbitraire mais, pour des raisons qui deviendront apparentes plus

tard, il y a un certain avantage de définir U; de cette maniere. Néanmoins, quelques auteurs

adoptent la convention opposée et une grande précaution doit étre prise quand a la
comparaison des deux formulations. Une analyse plus approfondit de l'équation (2.1)

indique clairement que la fonction U;(Q,p) est singuliere, c'est-a-dire, qu’elle tend vers

l'infini quand les points source et champ se rapprochent (quand » — 0). Etant donné le

champ de déplacement, le champ de déformation &, est aisément déterminé a partir des

relations de déformations-déplacements, qui nous donne :

&3 =Ey(Q plei(p) (2.4)
Ou

Eiix (o} p):_rﬁz[c(&k rj+0r, )_5jk i +3r,ir,jr,k] (2.5)

Et
C=1-2v (2.6)
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La démonstration de ces équations est donnée dans I'annexe A. Maintenant, En se servant
de la loi de Hooke généralisée, nous pouvons obtenir la contrainte correspondanteo; au

point champ, ainsi nous obtenons les relations suivantes :

73 (Q)=Z4(Q plei(p) (2.7)

Avec
—2GA
(@ p)= r—Z[C(§ik [ 48, — 0, )+3r,r,1,] (2.8)
Finalement, nous aurons besoin également du vecteur contraintes t(Q), qui est définit par

rapport a un plan par sa normale extérieure n(Q) au point champ Q:
t;(Q)=T,(Q pki(p) 2.9)

Avec

Tij (Q, p):

r(ZSA[C(nir,j _njr,i)+<3r,ir,j +C4; )nmr,m] (2.10)

De plus amples détails sur la dérivation des tenseursE;, X, et T, sont donnés dans

l'annexe A.

2.4 Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti

Pour développer les équations intégrales de frontieres, nous dérivons d'abord
I'identité intégrale classique, connue sous le nom du théoreme des travaux réciproques de

Maxwell-Betti, en utilisant la méthode d'intégration par parties.

Nous commengons en considérant deux états d'équilibre dans un domaine Q de

frontiereI". Les déformations et les contraintes dans ces deux états sont notés par (o-ij ,gij)

i €ij ), respectivement.

et (O'

En utilisant la loi de Hooke (équation 2.13) et en multipliant les deux cotés de cette
équation par g; , nous obtenons
oij& =A% 648 +2G¢;¢;
=A&wEmm T 2688,
:( O Emm + ZGS;;)(?

ij“mm

.11)
ij

= 0jj&j

LD.M.V.A -17 -




Chapitre 11 : la méthode des éléments de frontieres

Par conséquent, I'équation suivante est vraie:

J.O'ijé‘*dQ = Iof;gide (2.12)
Q Q
Maintenant, intégrons par parties le coté droit de cette équation:

I, = J‘Gijg*dQ

Q
= jaiju:de
Q

) ) (2.13)
= IGijUi n,dl —_[ui 0;,,0Q
Q

r
= [turdr - [bu;dQ
r Q

Dans la dérivation ci-dessus, nous nous sommes servis des relations déformations-
déplacement (équation. 2.1), de la symétrie du tenseur de contrainte, du théoreme de Gauss,
et des équations d'équilibre (équations 2.16-2.17). Par analogie a ce que nous avons fait au

coté droit de I'équation (2.12) le coté gauche de celle-ci nous donne

g = [tiu;dl - [biu;dQ (2.14)
r Q

En vertu de I'équation (2.12), |, = |; nous obtenons 1'identité réciproque suivante:

[tu,dr - [blu,dQ = [tu7dr - [bu’dQ (2.15)
r Q r Q

La relation précédente représente le second théoreme des travaux réciproques de
Maxwell-Betti, qui exprime 1'égalité des travaux réciproques effectués par deux états en
équilibre a travers le domaine Q. Ce théoreme forme la base de l'identité de Somigliana qui

soutient la méthode des éléments de frontieres.

2.5 Identité de Somigliana (1885)

Pour développer l'identité de Somigliana, nous réécrivons d'abord le théoreme des
travaux réciproques sous une forme plus explicite (en prenant l'opportunité de substituer
l'indice inférieur j par l'indice i partout dans I'équation).

[t,@u@Xr(@)+ by (ak;(a)Aa)
' o (2.16)

= [1,(Q;@r(@)+ [b;(ak; (a)ea)

r Q
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it

%
u

a) Probleme a résoudre (u,,t;,b;) b) Probleme de Kelvin

p et Q sont des points dans Q et I' respectivement, nous supposons maintenant que
I'état caractérisé par l'ensemble (ut;,b;) est I'état réel tandis que l'état caractérisé par
(thJbJ) correspond & celui produit par une force unitaire dans un domaine infini. A partir

des définitions des solutions fondamentales (équations. (2.1) et (2.9)), nous obtenons :

tQ)=T,(Q.p)kei(p)

51(Q)=U, @ pi(p) &1

En substituant cette équation dans I'équation (2.16), aussi nous supposons pour des
raisons de simplicité que les forces de volumes correspondant a I'état réel sont nulles. Ceci

nous mene a écrire la relation (2.18)

[7,Qaki (P, @)Ir(Q)+ [ b; (@, (a)i(a)
! : (2.18)

= [t,@u, @ pki (pXr(@)

Pour finaliser le développement des équations, nous devons établir une équivalence

mathématique formelle entre le vecteur force de volume bj(Q) et le vecteur force ponctuelle

e (p). Ceci peut étre établi par les étapes suivantes:

[bi(@M (@k(Q)= [N (@Ke(Q)

Q Q

= [€i(p)o(@. P, (Q(Q)

(2.19)
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Qui peut étre réécrit sous la forme suivante

[6;@N,@)12WQ)= [ 5,e (PI(Q P, @MQQ)  (2.19)

5Q,p) et 0, représentent respectivement la fonction de Dirac et le delta de Kronecker.

En substituant ce résultat dans 1'équation. (2.18) nous observons que le vecteur force unitaire

e/ (p) est commun a toutes les intégrales. En prenant chaque composante du vecteur de force

indépendamment, nous obtenons, apres une certaine remise en ordre, le relation suivant :

J.é‘ija(Q, pu;(QMQ(Q)= J.Uij Q pk;(Q)Mr@Q)

- ITu (Q.q)u;(Q)MrQ) (2.20)

Notez que le coté gauche de cette équation peut étre simplifié d’avantage, a partir des
propriétés de la fonction Dirac et du delta de Kronecker :

[8,6Q. p)u;(Q)MQ(Q)=[5(Q. plu(Q(q)

o Q (2.21)

:Ui(p)

Proprement dit, ce résultat est seulement vrai si p est a l'intérieur du domaine Q.
Evidemment, si p est extérieur au domaine, alors 1'intégrale est nulle. Pour le moment nous

reportons la considération du cas particulier lorsque p se trouve sur la frontiere du domaine.

En substituant le résultat de I'équation (2.21), dans 1’équation. (2.20), nous obtenons
finalement I'équation intégrale

u(p)= IU Q pk;@ IT.,(Q p;(Q)r(Q) (2:22)

Trois particularités doivent étres observées dans cette équation, connus sous le nom de
l'identité de Somigliana (Somigliana, 1885):

1. Les roles des indices inférieurs i et j sont inversés; I'addition est maintenant effectuée
par rapport au deuxiéme indice (j).
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2. L'intégration est effectuée par rapport au point champ Q et le point source p

devient maintenant le point de collocation

3. Lanormale extérieure N dans le noyau T; est associée a la surface au point Q.

L'identit¢ de Somigliana permet de calculer les déplacements a lintérieur d'un
domaine donné connaissant la distribution des contraintes et des déplacements sur la
frontiére. Dans un probléme a valeurs limites bien-posé, la moitié des conditions au limites
est connus par conséquent l'identité de Somigliana est insuffisante pour résoudre de tels
problemes. Pour poursuivre ce chemin, il est nécessaire de prendre la forme limite de
l'identité car le point p peut se rapprocher de la frontiere, comme démontré dans la section

suivante

Figure 3.2: Point singulier p s’approchant de la frontiére

2.6 Equations Intégrales de Frontiére

Afin de trouver les équations intégrales de frontiere, nous commengons par établir
l'identité de Somigliana développée dans la section précédente. Nous déterminons ainsi sa

forme limite quand le point p se rapproche la frontiere. Pour faire la démonstration, nous
supposons que le point p est entouré d'une sphere de surface I',et de rayon ¢, comme

représenté dans figure 2.1.

L'identité de Somigliana (équation 2.22) peut étre réécrite sous la forme suivante :

u(p)= [UyQpX QU@ - [T;(Q ph;(@Nr@Q) (2.23)

F—F1+F2 F—l"1+l"2
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I et I,sont les parties originales et auxiliaires de la frontiére p, respectivement. Nous
considérons maintenant chacune de ces intégrales quand ¢ — Oou, d'une maniere

équivalente, quand p — Q. La deuxieme intégrale peut étre divisée comme suit :

-0
-+

lim [ T;(Q. plu; (Qr(@Q)=lim [ T(@. pu; (QMr(@)
2 (2.24)
"'Lm jTij (Q1 p)uj(Q)dF(Q)

Le déplacement du premier terme de 1'équation (2.24) peut étre isolé, ceci permet d’écrire :

tim [ 7;(Q, plu; (Qr(Q)=tim [7,(Q. p)u; @) -u; (p)r(@)
& & (2.25)

&0

+ Iim{u j (p)JTij (o} p)dF(Q)}

A cause de la continuité des déplacements, le premier terme du c6té gauche de cette

équation va disparaitre tandis que le second devient

"53{“ j (p)J.Tij Q p)dr(Q)} =i (p)u;(p) (2.26)
I
ﬁij(p) est fonction de la géométrie locale de la surface au point p. Revenons

maintenant a 1'équation (2.24), la deuxieme intégrale du coté droit de cette équation est
interprétée en valeur principale de Cauchy. C'est-a-dire, bien que la fonction a intégrer soit

fortement singuliere au point p, l'intégrale devient finie en adoptant les nouvelles bornes

d’intégration (i.e. I -1, + I, ). En résumé nous obtenons

LT& Tj (o} p)uj (Q)dF(Q):ﬂij (p)uj (P} L@gﬁSTaj @ p)uj (Q)UrQ) (2.27)

-+ &0

La notationf signifie que l'intégrale doit étre interprétée dans le sens des valeurs

principales de Cauchy (ajouter référence). Le méme processus peut étre suivi pour l'intégrale

impliquant le noyau des déplacements U; , mais puisque le degré de singularité est moindre

que celui de T, (1/r pour U, 1/r*pour T;), il n'y a pas de difficulté particuliere pour
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effectuer cette intégrale. En d'autres termes, elle peut étre intégrée par des moyens normaux
(nous allons voir de plus ample détails sur l'intégration des noyaux au prochain chapitre).

Nous arrivons finalement a I'équation intégrale de frontiere

Cij U (p)= IU i (o} p)[j (Q)dr(Q)_§Tij Q. p i (Q)ur(Q) (2.28)

r r

La constante c; est donnée par:

C;j =0 + B (p) (2.29)

Cette équation, vient du processus limiteur suggéré par 1'équation (2.26). Pour une

frontiere plane, le terme g, (p) est égale a— 6; /2, mais aux coins (ou arrétes), son analyse

devient plus complexe et le résultat dépend de l'angle que fait le coin et son orientation dans
l'espace. Nous verrons au chapitre 5 1'élaboration d'un programme pour le calcul de I’angle

solide dans des cas de géométries complexes.

2.7 Efforts Internes

La distribution des efforts interne dans un domaine élastique peut étre retrouvée
directement a partir de l'identité de Somigliana (équation 2.22), connaissant les déplacements

et les contraintes a la frontiere. Premierement, les déformations au point source (point P)

sont déterminées a partir des relations de déformations-déplacements (équation 2.1) comme

suit
& (p) = J.U ij?k (Qv p)tk (Q)dF(Q)— J.Tiji (Q: p)uk (Q)dF(Q) (2.30)
Avec
Ug = Uy, +U )2 (2.31)
T = (Tik,j + Ty )/2 (2.32)

Puisque les déformations sont calculées au point source a partir des déplacements en
ce point, les dérivées spatiales indiquées dans ces deux équations doivent étre effectuées par

rapport a ce point, et non par rapport au point champ (point Q) comme nous I'avons fait
jusqu’ici. Ainsi, le termer;, devient maintenant égal a —r;/r. Les efforts correspondants

peuvent étre déterminés a partir de la loi de Hooke, et le résultat final peut alors étre écrit

sous la forme :
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Ojj (p): J.U iik (Q, p)tk (Q)dr(Q)_J.Tijk (Q: p)uk (Q)dF(Q) (2.33)

r r
Avec
V & &
Ui = ZG[EJHU ok Ui j (2.34)
Et
V & &
Tijk = 26[1_ o 5iijmk +Tijkj (2'35)

En suivant ces étapes, qui sont semblables a ceux démontrés dans l'annexe A en ce qui

concerne la dérivation des noyauxZ; , nous obtenons ainsi les expressions explicites

suivantes
U, =;i<c(5.r-+5.r-—§--r )+3r-r-r ) (2.36)
ijk 871'(1—1/) r2 ki',j kj i ij 'k dhjtk
Et
G 1
Tijk = mr—s{Sr,mnm [C(Sij re+ V(5ikr,j + (Sjk r )—5r,ir‘jr‘k]
+ 3v(nir'jr'k +N;Er, )+ C(3nkr'i r+n;8 +nd; )— Dn, & } (2.37)
Ou
C=l-2v (2.38)
D=1-4v

Des expressions tres semblables peuvent étre obtenues (qui différent seulement par
rapport a certaines constantes) pour les états de déformations planes et de contraintes planes,

comme montrés dans la section A.4 de I'annexe A. d’autre part, il peut étre observé que le
noyau Tijk est hypersingulier, ceci est dii a la présence du termel/r?. Par conséquence, il est
susceptible de croire que le calcul exact de cette intégrale sera complexe au voisinage de la
frontiere (c.-a-d., quand I — 0) en utilisant uniquement 'équation (2.33), ceci implique que

des techniques spéciales doivent étre employées dans ce cas.

2.8 Conclusion

En ce chapitre, les équations qui régissent la théorie de 1'élasticité ont étés
transformées en équations intégrales. Un aspect important de cette transformation est que
les équations différentielles ont été réduites en intégrales de surface, donc une réduction de

la dimension du probleme par un. Cet avantage qui est évident pose des difficultés si la
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formulation est généralisée pour inclure la considération de facteurs complexes tels que

l'anisotropie, les  non-homogénéités, ainsi que les forces de  volume.
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CHAPITRE 3 : Aspects numériques de la méthode des
éléments de frontieres

Résumé
Dans ce chapitre, nous allons présenter I’aspect numérique de la méthode des

éléments de frontieres a savoir, la discrétisation des équations énoncées au
chapitres précédent, en vu de I'obtention d'un systeme algébrique a résoudre
pour 'évaluation des contraintes et des déformations dans le solide, aussi la
partie traitement des intégrales singulieres (faibles et fortes) sera étudiée en
détail.
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3.1 Introduction

Les équations intégrales de frontieres présentées au chapitre deux fournissent une
description exacte d'un milieu continu élastique, et en principe la solution exacte peut étre
trouvée pour un ensemble de conditions aux limites bien posées. Dans la pratique, les
solutions exactes ne sont pas possibles et on a recoure aux techniques numériques pour
résoudre les problemes. Ces techniques d'approximations contiennent trois principaux

constituants:

(a) interpolation, (b) intégration numérique (quadrature), et (c) inversion de matrice.

Dans ce chapitre nous décrivons l’aspect numérique de la méthode des éléments de
frontieres en passant par la discrétisation de 1'équation intégrale de frontiere ainsi que les

techniques d’intégration des noyaux.

3.2 Discrétisation de la Frontiére

La premiere étape est de discrétiser la frontiere I' en un nombre suffisant d’éléments
(voir figure. 3.1). Les éléments devraient former une approximation continue par morceaux
de la frontiere. Naturellement, plus le nombre d'éléments utilisés a cette fin est grand, plus
est I'approximation meilleure, mais pour préserver des temps de calculs raisonnables il est
nécessaire de mailler le moins finement possible tout en insistant sur le précision et la

fiabilité des résultats.
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Figure 3.1:
M Discrétisation de la
X = Z N, (&7)x’ (3-1)  peau d’une piéce en

éléments de frontiére.

Dans chaque élément, les coordonnées globales xi sont interpolés a partir des
coordonnées des nceuds de cet élément par des fonctions d'interpolation(ou de formes). Ces

dernieres sont empruntés a la de la méthode des éléments finis (Zienkiewicz, 1977).

Ainsi, dans 1’équation (3.1) M représente le nombre de nceuds de 1'élément, et les
N, (§ : 77) sont de fonctions d'interpolation, elles sont connues aussi sous le nom de " fonction
forme". Les parametres (f,?]) sont les coordonnées locales (intrinseques), définies en tout

point de I'élément (figure. 3.2).

Par définition, les coordonnées intrinseques pour un élément prennent des valeurs
comprises entre #*1. La figure (3.2) illustre des éléments quadratiques qui sont largement
utilisés dans beaucoup d’applications de I’engineering. Ces éléments peuvent étre de type

serendip (a 8 nceuds) ou de type Lagrange (9 noeuds avec un noeud au milieu)

3¢

Figure 3.2 : systeme de coordonnées intrinseques

Quelques propriétés spéciales des fonctions de formes peuvent étre employées pour

vérifier qu'elles ont été calculées correctement. D'abord, chaque fonction de forme est égale a

LD.M.V.A -28 -




Chapitre 111 : aspects numeériques de la méthode des éléments de frontieres

I'unité en son nceud associé et 0 en tous autres noeuds. Cette propriété peut étre écrite sous la

forme suivante :

N, (Es.715)= 60 (3.2)

I'indice p dénote la valeur des coordonnées intrinseques au nceud « . Cette équation
implique que la valeur de la fonction interpolée en un nceud (ici, les coordonnées globales

X;) est la valeur nodale elle-méme; aucune interpolation n'est nécessaire dans ces cas-ci. En

second lieuy, il peut étre vérifié que la somme de toutes les fonctions de forme, a n'importe

quel point arbitraire, est égale a 1:

>N, (£n)=1 (3.3)

M
a=1

3.3 Interpolation des champs de contraintes et de déplacements

La variation des déplacements et des tractions dans un élément de frontiere peut étre
décrite en termes de valeurs nodales, plus ou moins de la méme fagon car la géométrie est
interpolée entre les valeurs nodales. Bien que non nécessaire, il est commode de se servir des
mémes fonctions d'interpolation pour décrire les champs de tracions et de déplacements
comme il a été fait pour la géométrie. Ainsi, dans de telles formulations dites "
isoparamétriques ", les tractions et les déplacements, aux coordonnées intrinseques(&,7),
sont interpolés entre les valeurs nodales, identifiées par 1'indice supérieur &, en utilisant les

équations

w(En)= 3N, (€7 (3:3a)

a=1

t(&,m)= i N, (& nk (3.3b)

a=1

o désigne le nceud de 1'élément contenant un nombre de nceuds égale a M. Ceux qui
ont déja travaillé avec la méthode des éléments finis noterons qu'ici, les déplacements et les
tractions n'ont pas besoin d'étre interpolés par des fonctions d'ordre différent (ceci évitera

des complications inutiles).

3.4 Discrétisation des équations intégrales de frontiere

Apres avoir défini les déplacements et les tractions dans un élément en termes de valeurs
nodales, nous pouvons maintenant traiter ces derniers comme variables discretes du
probleme. Une fois que ces quantités sont déterminées, les déplacements et les tractions sur
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la frontiere sont connus partout. Apres avoir discrétisée la frontiere en un nombre d’éléments
N., nous pouvons maintenant réécrire les équations intégrales de frontiere (3.28) en termes

de ces derniers. Ainsi,

cijuj(p)=i&t?@)juu(qp ,Q)r@Q } Z{ §3T Q.p)N,(Q) (Q)}

— — -1

I, représente le domaine de l'élément «e». Pour produire un ensemble fermé

d'équations, nous choisissons d'écrire cette équation pour chaque nceud (p) alternativement;
c'est-a-dire, nous colloquons en chacun de ces nceuds. Pour l'instant, on suppose que les

intégrales ont été calculées donnent le résultat suivant

[us@ PN, (QNr(@)-G:(@ p) (3.5)

Et

§Tij (Q7 p)Na(Q)dF(Q): Hi?(Q, p) (36)

Ainsi, a partir des équations (3.8), en notant que le déplacement au point p est lui-méme
une valeur nodale, nous obtenons :

Ne Ne

cyu;(p)=> > Q)65 (Q p)- D > uHs (@, p) (3.7)

e=l a=1 e=l a=1

Cette équation peut étre mieux appréciée par son équivalent en termes de matrices, on

obtiens ainsi la relation suivante :
[cliu} =[Gt} -[HTu} (3.8)

Les vecteurs {u} et {t} constituent un systtme complet (de dimension 3N) des
déplacements et des tractions nodales respectivement, et les matrices [c], [G] et [H]
correspondent aux coefficients définis plus haut [c]est, par définition, une matrice diagonale
(constitué de sous- matrices 3x3, en 3D). Ces équations peuvent évidemment étre condensées

en une forme plus commode donnée ci-apres.

[H]u}=[ct} (3.9)

Avec
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[H]=[H1]+[c] (3.10)..

Néanmoins, il devrait étre clair que le systeme ci-dessus est constitué de matrices
plaines contrairement a ce que nous avons 1’habitude de voir en éléments finis. Ceci est dus
au fait que dans chaque élément contenant le point Q, on fait varier le point p sur tous les

éléments et on calcul ainsi les matrices [G] et [H].

Aussi, nous notons le fait que la matrice [G] soit symétrique. Ceci n’est pas vrai en ce
qui concerne la matrice traction [H] du fait que la normale sortante au point p differe en

générale de celle au point Q.

3.5 Traitement des Intégrales Singulieres

Quand le point de départ de lecture p est situé dans le méme élément que Q, les

noyaux U; et T; deviennent singuliers parce qu'ils contiennent des termes d'ordre ret r?,
respectivement. Dans ce cas-ci l'application directe de la quadrature gaussienne (voir
chapitre 5) est insatisfaisante et des techniques spéciales doivent étre utilisées pour résoudre

les singularités. Celles-ci sont décrites apres.

Figure 3.6: Subdivision des éléments pour des intégrales singulieres.

3.5.1 Intégrales faiblement singulieres en trois dimensions

Une technique de subdivision de I'élément initiée par Lachat et Watson (Lachat & Watson,
1976) constitue un moyen efficace pour traiter des intégrales faiblement singulieres. Dans
cette technique (figure 3.6), les éléments contenant le point source p sont une fois de plus
divisés en deux sous-éléments triangulaires (si p est situé a un nceud faisant le coin), ou trois
sous-éléments triangulaires (si p est situé sur un coté de 1'élément), avec p étant situé au
sommet commun de ces sous-éléments. L'essence de cette technique est de tracer les sous-
éléments triangulaires dans l'espace intrinseque carré de l'élément ; (Mustoe, 1984). Ainsi,
dans la figure 3.7, les nceuds 1, 8, et 4 de 1’élément intrinseque coincident avec le point p.
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En raison de cette dégénérescence, il peut étre montré (annexe B) que le Jacobien de la
transformation est de 1'ordre r, ou r est la distance entre p et Q.
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Figure 3.7: représentation d’un sous-élément

Par conséquent, cette technique nous permet de contourner singularité faible et
l'intégrale peut étre évaluée par une quadrature de Gauss normale.
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Figure 3.8: Systeme de coordonnée intrinseque du sous-élément.

Puisque la transformation des coordonnées intrinseques de 1'élément aux coordonnées
intrinseques du sous-élément est linéaire, une stratégie alternative est possible (Becker,
1992). Dans ce cas-ci, un nouveau systeme de coordonnées intrinseque &'et 7'avec son
origine au centre de 1'élément est défini pour chaque sous-élément (figure 3.8). Les fonctions
de formes linéaires (figure 3.9) sont maintenant employées pour déterminer les coordonnées
intrinseques originales pour un point dans le nouveau systeme de coordonnées intrinseque
comme suit:

4

N (&) (3.11)
(& n)=Y N, (& nh" (3.12)
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Les fonctions linéaires de forme sont données par :

N ()= 3 0~ £a-) (3134)
N (&)= 0 EXa- ) (3.13b)
N3 )= 30 £)Len) (3.130)
N(& 7)== £)a+ ) (313a)

Et les parametres &“et n* sont des valeurs nodales des coordonnées intrinseques
originales.

4 =T
h1) m.nI
n

t
(1) (1.4)

Figure 3.9: Elément linéaire a quatre nceuds.

Si I'élément est subdivisé en Ng sous-éléments, les intégrales singulieres prennent la
forme suivante :

[ #(P.Qur = [ ] tcn)oc. et

o (3.14)

= ZH &, E n)s (& n)de dry

s=1 11

£"et i signifient respectivement 5(5',77'), 77(5',77') et Jg(¢&',n') représente le Jacobien de
la transformation du systeme de coordonnées intrinseques originale au nouveau de systeme

de coordonnées, le Jacobien de la transformation est donné par la relation suivante :
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‘]s(fl177'): ;}(;:77.))
o ) onlE.n) (3.15)
_[" o o¢
“logE ) on(E )
on' on'

Par analogie a ce qui a été étudié précédemment, le Jacobien J(£',7') tend vers O(r)
quand r — 0, puisque les coordonnées intrinseques originales des deux nceuds associés au
point p prennent les mémes valeurs que le sous-élément transformé. Par exemple, les nceuds

1 et 2 (voir figure.3.8) sont rendus coincidents en posant :

51252:_1

o 616
12—

3.5.2 Intégrales faiblement singulieres en deux dimensions
Dans un espace bidimensionnel (intégration sur une ligne), le noyau des déplacements
U;; est faiblement singulier avec une singularité de l'ordre de log(r). La stratégie que nous

adoptons doit dans ce cas-ci isoler la singularité logarithmique et l'intégrer en employant la
regle d'intégration de Gauss pour les fonctions logarithmiques singulieres. Naturellement, le

résidu non singulier peut étre facilement intégré en utilisant 1'intégration ordinaire de Gauss.

Au niveau du développement analytique, nous considérons un élément quadratique (a
trois noeuds) de maniere assez détaillée, alors que seulement les résultats finals pour
I'élément linéaire (a deux nceuds) sont donnés. Pour 1'élément quadratique, trois cas doivent
étre considérés puisque le point source p peut étre situé a un des noeuds d’extrémité ou au
neeud du milieu. Au premier nceud d’extrémité (le noeud 1), la distance r entre un point
arbitraire définit par la coordonnée intrinseque & et le point source peut étre obtenu par

I’équation suivante

r?=[x()-xJ +[y(&)-y.[ (3.17)

X1 et Ypsont les coordonnées globales du point source. En Substituant les fonctions de

formes quadratiques 1D (Annexe B) dans cette équation, nous obtenons

"= [%(1"'5)}2 [(_(2_5))(1 +8X, +2(1_§)X3 )2 +(_(2_§)X1 +8X, +2(1_§)X3 )2] (3'18)

De méme, quand P est a I'autre extrémité de ’élément (nceud 2), nous obtenons
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1 2
o= 30-0)| (@ e 2 p (v ) a2 ) 6.19)
Ces deux équations peuvent étre exprimées sous la forme unifiée

SR UERS (3.20)

n=30-¢2) (321)

Avec £ =-1 sile point source p est situé au premiers nceud et £ =1 si p est a I'autre
p p p p p p

extrémité de 1'élément (nceud 2). Les fonctions f, et f, sont alors

f, =248, —Eadiy + 20+ &)X
f

3.22
, =24,y g8y, +204 8y, (5.22)

Avec a=letb=2, quand le point singulier p est au nceud 1, et a=2etb=1, quand le

point singulier p est au nceud 2.

Pour le cas ou p est situé au milieu de 'élément (nceud 3), nous obtenons

r?=&fg2+g2]  (323)
Avec

g, =S~ + (6 + 1. -,
(3.24)

g, = [6-2y, +(E 42y, |- &,

Pour I'élément linéaire, Equations (3.52 a 3.53) s'appliquent toujours mais les fonctions

f; et f5 réduisent aux expressions simples

f1 =X, =X

3.25
fz =YY ( )

Maintenant, prenant le logarithme de 1'équation.(3.52), nous obtenons :
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1 1) 1
Iog{;) = Iog{;)—zloge[ff + fzz] (3.26)

Une expression semblable a 1'équation (3.26) peut étre obtenue a partir de I'équation
(3.55). Dans I'équation. (3.58), le deuxiéme terme du coté droit est non singulier et peut étre
intégrée sans difficulté, alors que le premier terme peut étre intégré en utilisant une
quadrature de Gauss logarithmique, comme décrit ci-dessous. La regle de quadrature de

Gauss pour une fonction logarithmique prend la forme (Stroud & Secrest, 1966) :

n

I =‘1[Ioge(1/x)f(x)dXzZ:wk f(x,) (3.27)

k=1
L'intervalle d'intégration est comprit entre zéro et un et les ordonnées Xy et les poids

Wy sont donnés dans le tableau 4.2. Dans notre cas, la fonction f(X) représente la fonction

de forme.

Tableau 3.1 Quadrature de Gauss : coordonnées et poids
pour des fonctions logarithmiques singulieres
d’apres Stroud et Secrest (Stroud & Secrest, 1966)
Ordre | Points de Gauss Poids de Gauss
1 0.25 1
0.1120088061 0.7185393190
2 0.60227 69081 0.2814606809
0,0638907931 0.5134045522
3 0.3689970637 0.3919800412
0.7668803039 0.0946154066
0.0414484802 0.383464061
4 0.2452749143 0.3868753177
0.5561654535 0.19043 51269
0.8489823945 0.03922 54871
0.0291344722 0.2978934717
0.1739772133 0.3497762265
5 0.4117025205 0.2344882900
0.6773141745 0.0989304595
0.89477 1361 0.0189115521

Pour appliquer la méthode d'intégration logarithmique, aux nceuds situés en milieu
d’arréte, 1'élément doit étre divisé en deux sous-élément portés sur ce nceud. Puisque
l'intervalle d'intégration logarithmique gaussienne va de zéro a un, tandis que la l'intervalle
du méme systeme de coordonnées intrinseque est inclus entre +1, On propose donc le

changement de variables suivant :
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x=-¢ pour £<0 et x=-& pour & <0

Ceci permettra de faire la liaison entre l'intervalle d’intégration logarithmique et
I'intervalle de définition du repere intrinseque. Dans ce cas le Jacobien est simplement égale
a un. Pour les noeuds situés sur les extrémités, 1'intégration peut étre Calculée sur 1'élément

entier, en utilisant la transformation x=(1-¢&&,)/2 et en notant que le Jacobien dans ce cas-ci

sera égale a 2.

3.5.3 Intégrales Fortement Singulieres

Les intégrales fortement singulieres dans 1'équation (3.8), interprétées au sens des

valeurs principales de Cauchy, assemblée a la constant c;, donne les termes diagonaux de la

ij7
matrice [H] dans I'équation. (3.13). L'évaluation précise de ces termes est d’une importance
critique. Dans la littérature nous trouvons deux différentes techniques pour aborder le

probleme

(a) Evaluation directe en utilisant le théoreme de Cauchy (Guiggiani & Gigante, A
general algorithme for multidimensional cauchy principal value in the boundary
element method, 1990) (Guiggiani & Krishnasamy, 1992) et d'Hadamard (1903) pour
des intégrales a singularités fortes d’ordre O(r’l)et O(r’z) respectivement (Kebir,
1999).

(b) Une méthode indirecte, qui exploite la technique du mouvement de corps rigides.
C’est la plus utilisée pour des problemes d’élastoplasticité cependant en mécanique
de la rupture cette technique n’est pas applicable. C’est cette méthode qui est
explicitée dans ce chapitre.

Si une région finie est soumise a un mouvement de corps rigide uj unitaire dans la

nieme direction cartésienne, les tractions extérieures doivent étre toutes nulles (Absence de
contraintes internes vu que les déformations sont nulles). En d'autres termes, au kiéme
neceud, nous produisons n équations de forme :

k _

Uj

k
t =0

n
Uj

(3.28)

En Substituant les équations ci-dessus dans l'équation (3.13), nous obtenons le systeme
d’équations suivant

[H]1}" = {0} (3.29)
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{l }n est un ensemble de vecteurs colonnes de nombre 7, dans lesquels (pour tous les
neoeuds) des déplacements unitaire sont appliqués dans la nieme direction et des valeurs
nulles pour toutes autres directions. De I'équation (3.61), les coefficients singuliers de la sous-
matrice pour le kieme nceud (qui apparaissent sur la diagonale de la matrice H) peuvent
étres déterminés a partir de la somme des éléments qui sont sur la méme ligne ou se trouve

le terme singulier, donc :

N
[HI =G DD H]
m=1 (3.30)
N est le nombre de noeuds, les indices inférieurs i et j varient de 1 a 3 (en 3D), et les

indices supérieurs k et m font références aux nceuds des éléments.

3.6 Evaluation des contraintes de frontiéres

Les contraintes sur la frontiere du domaine du probleme ne peuvent pas étre
déterminées directement a partir des équations intégrales de frontiere (équation 3.33) parce

que le noyau Ty, contient une singularité de 'ordre O(r™*) (Hypersingularité). La technique

la plus utilisée pour surmonter ce probleme est la méthode de « recouvrement de tractions »
(plus connue sous le nom de Traction Recovery Method) (Cruse T., 1974); (Telles & Brebbia,
1979); (Banerjee & Davies, 1984); (Kane, 1994), dans cette section, nous décrivons cette
approche en termes explicites. La stratégie ici est de déterminer les déformations
tangentielles (a partir des déplacements) et par conséquent, en utilisant la loi de Hooke et en

connaissant les tractions récupérez les contraintes.

Les contraintes tangentielles locales peuvent étre exprimées en termes de dérivés

particulieres des déplacements comme suit

R LTI (3.31)
2\ ox,  ox,

Les indices inférieurs en majuscules I et | (prenant les valeurs 1 et 2) soulignent le fait
ce ceux-ci se rapportent au systeme d'axe local. Les dérivés locales du déplacement peuvent

étre obtenus a partir des équations suivantes :

au, _ou, 25,

. . (3.32)
OX;  0& 0x;

o
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Figure 3.1: systeme d’axes local orthogonal sur un élément de frontiére.

L’indice inférieur k prend les valeurs 1 et 2, les dérivés des coordonnées intrinseques
par rapport aux coordonnées locales sont données par 1'équation suivante (Lachat, 1975);
(Becker, 1992)

9 _ 1
o ml

0&,  —cosé
ox, |mysing
%,
OX,

o5, 1
ox,  |my[sine

(3.33)

Dans les équations précédentes, @ représente 1'angle définis dans figure 3.11, et

ox )Y (%) (ox )
Im,| = I I RS0 I S
0é, 0&y 0y

10X OX
cosf=—r————
|m1||m2| 0 9,

(3.34)

Les composantes locales des déplacements dans l'équation. (3.33) peuvent étres
exprimés en termes de déplacements nodaux, par rapport au systéeme d'axe global, par
l'intermédiaire de la transformation

u, =L,u;
: ) (3.35)

Les déplacements et les tractions peuvent étres obtenus par interpolation des valeurs

nodales de la maniere habituelle

ui(&77)= Y N, (&nhf

L=

(&)= N, (& mk

a=.

(3.36)

<

N
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Les L; sont les cosinus directeur du systétme de coordonnées local par rapport au

systeme de coordonnées global. Pour j allant de 1 a 3, nous obtenons

L=t o, 3.37
lj_mﬁ_é (3.37)

Les termes restants de ce tenseur sont donnés par :

Ly =n,L3 —ngly,
Ly=ngky; —nilys (3.38)
Ly =0l —nylyy

Ou n;, n,, et n; représentent les trois composantes du vecteur normale. En utilisant
ces équations, nous pouvons maintenant calculer les déformations tangentielles locales. Puis,

en utilisant la loi des Hooke et en éliminant la déformation principale &, nous obtenons :

. G /. . 1% '
Oy = _(511 + V522)+_033
1-v 1-v

. G /. : 1% :
Oy = (522 +vey )+ —— 033 (3.39)
-V 1-v

o, =2Ggy,

L'équilibre exige d’imposer les relations suivantes :

O3 =ty = Lyt
O =ty = Lyt (3.40)

L’équilibre nous donne :

= (3.41)

En Prenant ces résultats ensemble, nous obtenons les expressions suivantes pour les

efforts, par rapport au systeme d’axes locales
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0 0 ou

o = + '

U1 ax, X, o6, 1-v M

, 0 0 au;

O'11:_26 iFl-zj""/ gk Lyj L Lsjt; (3.42)

1-v| ox, X, Jg, 1-v
. 0 0 au;
0, =G ii-<|-Zj +Vi-kl‘li —
X, X, 98y

Finalement, nous utilisons les relations de transformation suivantes

(3.43)

Afin d’exprimer les efforts locaux en termes de leurs équivalents cartésiens globaux,

comme suit:

Gmn = Amnjauja + anjt] (3.44)

Aprés quelques transformations mathématiques, nous obtenons les coefficients A, et By

| Xy 0X, 0%,

1 o o& o0& o0&
Anic = 26{—1_V {le Lln[a—x'f Ly + Va_'K sz} Ly LZH[—'.( L, +v—X
(3.45)

o0& o0& oN,,
L, + Ly
% ox, 08,

1
+ E(le L2n + L2m Lln {

14 1-2v
anj = (L3m Lln + le L3n )Llj + (L2m I-3n + L3m L2n )L2j + (l— v 5mm + 1—v L3m L3n jL?;j (346)

Nous rencontrons un probleme analogue en deux dimensions et il peut étre résolu

d'une maniére semblable. Dans ce cas, la coordonnées locale & est tangentiel a 1'élément

tandis que X;'et X,' représentent le systeme d’axes locale, comme montré dans figure 3.12.
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Figure 3.12: systeme d’axe orthogonal local sur une élément de frontiére 1D

Dans le cas bidimensionnel, les indices inférieurs (m, n, j, & ) varient généralement de 1

a 2. Apres le procédé décrit ci-dessus, nous obtenons

2G o0& oN,
Amnja :l—V LimLin I-lj a_Xl Y (3.48)
Buni = (LimLon + Lon L )L-+(§ iz jL- (3.49)
mnj — im =2n 2m =1n J&1j mn —v 1m =1n 2j :
Avec
0 1
_;:_ (3.50)
ox, J(¢)

J(£) est le Jacobien de la transformation du systeme global (x,y) au systeme local ¢ .

Ly =-Ly=n, (3.51)

Ly=L,p=mn

n, et n, sont les composantes du vecteur normal (équation. 3.25). Pour un état plan de

déformation, les coefficients ci-dessus doivent étre complétés par les termes additionnels

suivant :
oN
Agje = 6y Ly; 8_§ - (5.52)
1-v Yox o0&
Et
v
Basj = i Ly; (5.53)

Ces équations nous permettent de calculer les contraintes sur la frontiere a partir des
déplacement et tractions nodales. Si les efforts sont calculés en un nceud qui est partagé par
plusieurs éléments, et que le champ de contrainte est continu en ce point, les résultats
obtenus a partir de chacun des éléments sont moyennés. Cependant, si le champ de
contrainte est discontinu, a cause d'une discontinuité des tractions, faire la moyenne de tous

les composants des contraintes donne des résultats incorrects. Dans ce cas, la discontinuité
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devrait étre préservée en définissant des nceuds multiples a la discontinuité et en exécutant

les calculs indépendamment pour chaque élément.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu les principales techniques qui sont employées pout
transformer 1'équation intégrale de frontiere en un systeme algébrique. Plusieurs techniques
citées dans ce chapitre sont programmeées dans le code KSP, citons par exemple la technique
proposée par Lachat et Watson pour calculer les intégrales faiblement singulieres en 3D,
rappelons aussi que dans KSP, les intégrales fortement singulieres sont calculées

analytiquement.
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Chapitre 4 : La programmation orientée objet et le code
KSP

Résumé

Dans ce chapitre nous présentons la programmation orienté objet et
I’évolution des techniques de programmation au fil du temps, nous détaillons

ensuite I'architecture du code KSP qui constitue la plateforme de notre travail.
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4.1 Introduction

Pour résoudre des problemes modernes de modélisations, de dimensionnements ou
bien de calculs en mécanique et dans n'importe quel autre domaine technologique, il ne
suffit pas de développé des méthodes numériques et de trouver des interprétations
mathématiques pour les phénomenes physiques que nous souhaitons étudier. Il faut en plus
trouver des algorithmes adéquats et développer des codes de simulations numériques pour

rendre possible le traitement de ces problemes ou du moins diminuer leur complexité.

La simulation numérique est devenue ces dernieres années un marché «juteux » en
termes de rentes, au fil du temps nous avons assisté a la création de beaucoup compagnies
spécialisées dans la conception de codes de calcul et de dimensionnement tel que Altaire
(HYPERMESH, RADIOSS...), Dassault systemes (CATIA, ABAQUS ...), cest dans cette
philosophie que le code KSP a été congu afin de répondre a une demande croissante en terme

d’outils de simulations et de dimensionnements des structures.

KSP (voir plus bas pour la présentation du code) posséde cependant un avantage que
la plus part des logiciels de simulations ne possedent pas, le fait de traiter numériquement
les probléemes de mécanique par la méthode des équations intégrale. En effet, la plus part des
logiciels commerciaux utilisent la méthode des éléments finis pour la résolution des
équations de la mécanique des milieux continus, de ce fait KSP se révele original est plus
performant que les autres dans certains domaines de la mécanique, citons par exemple la
mécanique de la rupture, car ne nécessitant pas de remaillage de tout le domaine. KSP est
écrit en Visual C++, un langage de programmation orienté objet qui jouit d'une modularité
que n’ont pas les autres langages de programmations plus classique, la plus part des logiciels
éléments finis, nous citons a titre d’exemple le code commercial ABAQUS sont programmés
en FORTRAN, cependant, ce genre de langage appelé fonctionnel se trouve limité par le fait
qu’on doit gérer un nombre trop important de ligne (parfois des centaines de milliers de
lignes), la nouvelle tendance est que les concepteurs de logiciels on décidé de « traduire »
leur code en orienté objet, soit en optant pour le langage C++ qui est en terme de vitesse
d’exécution aussi rapide que le FORTRAN, ou bien en optant pour le langage JAVA. De plus
les solutions graphiques que peut offrir C++ sont impossible a obtenir avec le langage
FORTRAN, car il existe une multitude d’outils pour le développement d’interfaces
graphique, a titre d’exemple MFC qui est livré avec MICROSOFT VISUAL C++, on peut citer
aussi Qt qui est un outil de développement d’interfaces graphique puissant et en plus
distribué sous licence « Freeware ». Dans ce qui suit nous allons voir plus en détails la
programmation orienté objet, nous passerons ensuite a la description de l’architecture
interne de KSP.
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4.2 La programmation orientée objet (P.0.0O):

Présentation
On attend d"un programme informatique :

la robustesse (réaction correcte a une utilisation « hors normes »)

I'extensibilité (aptitude a I'évolution)

la réutilisabilité (utilisation de modules)

la portabilité (support d’une autre implémentation)

I'efficacité (performance en termes de vitesse d’exécution et de consommation
meémoire)

= = =

=

Les langages évolués de type C ou PASCAL, reposent sur le principe de la
programmation structurée (algorithmes + structures de données). Le C++ et un langage
orienté objet. Un langage orienté objet permet la manipulation de classes. Comme on le verra
dans ce chapitre, la classe généralise la notion de structure (qui est elle-méme un
généralisation de la sub-routine en Fortran). Une classe contient des variables (ou « attributs

») et des fonctions (ou « méthodes ») permettant de manipuler ces variables.

Les langages « orientés objet » ont été développés pour faciliter 1'écriture et améliorer
la qualité des logiciels en termes de modularité et surtout de réutilisation. Un langage orienté
objet est livré avec une bibliotheque de classes. Le développeur utilise ces classes pour

mettre au point ses logiciels.

4.3 Rappel sur la notion de prototype de fonction

En C++, comme en C, on a fréquemment besoin de déclarer des prototypes de fonctions.
En particulier, on trouve dans les fichiers d’en-téte (reconnaissable par I’extension «.h »), des
prototypes de fonctions appelées par le programme. Le prototype d"une fonction est constitué

du nom de la fonction, du type de la valeur de retour, du type des arguments a passer.

Un exemple simple pour comprendre les objets :

#ifndef NORM_H
#define NORM_H
# include "point.h"
# include <Cmath>
# include <iostream>

using namespace std;

class vecteur

{

LD.M.V.A -46 -




Chapitre 1V : la programmation orientée objet




Chapitre 1V : la programmation orientée objet

Cette partie de code appartient au programme qui calcul ’angle solide et que nous
avons élaboré pour la formulation des éléments conformes, nous allons voir plus en détail

I'organigramme de ce code au chapitre 5 de ce mémoire.

Revenons sur I'exemple précédent. « vecteur » est une classe (un objet), cette classe est
constituée d’attributs privées (données privées) x,y, z, a ,b et c (a,b et c étant eux-mémes
des objets), et de fonctions membres publiques (ou méthodes) déclarées par le mot clé

publique « affiche_vect », « add_vecteur », « prodscal » etc.

La classe est toujours déclarée au début du programme (données et prototype des
fonctions membres), puis on définit le contenu des fonctions membres. Les données x, v..
sont dites privées. Ceci signifie que 1'on ne peut les manipuler qu’au travers des fonctions

membres publiques. On dit que le langage C++ réalise I'encapsulation des données.

a, b et c sont des objets de la classe «point», c’est-a-dire des variables de type «point».
On a défini ici un nouveau type de variable, propre a cette application, comme on le fait en C
avec les structures. Si nous déclarons V comme étant un vecteur, suivant le principe dit de «
I'encapsulation des données », la notation V.x (qui permet de donner la premiere
composante du vecteur V) est interdite a 'extérieur de la classe. C’est pour cette raison que
nous remarquons la présence de ce qu’'on appel les accesseurs ou bien les « setteurs » et les
« getteurs », ceci vont nous permettre de manipuler les données d’une classe a I'extérieur de
celles-ci et bien évidement l'intérét principale de I’encapsulation est de minimiser les risques

d’erreurs et de bugs au niveau du programme.

Classe Mere [ Classe Mérel Classe Meérel

- attributs
- méthodes /

[ Classe File

Classe Fille

- attributs propres
- méthodes propres
- acces aux méthodes

\ de la classe mére /
(a) (b)

Figure 4.1 : repésentation de la notion d’héritage

(a) : héritage simple ; (b) : héritage multiple.
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4.4 L'héritage

La programmation orientée objet permet de définir a partir de classes existantes de
nouvelles classes dérivés appelés classes filles (Figure 4.1). Ces classes filles peuvent hériter
des attributs et méthodes de leurs classes méres. Cette notion est appelée héritage. L’héritage
permet entre autres a l'utilisateur, a partir d'une bibliotheque de classes donnée, de
développer ses propres classes munies de fonctionnalités propres a ’application. On dit alors
qu'une classe fille dérive d'une ou de plusieurs classes meres.

La classe fille n’a pas acces aux attributs (privées) de la classe meére.

Afin d’illustrer la notion d’héritage, nous présentons un exemple concret utilisant cette

notion. Le programme suivant représente une partie du fichier prototype (header) de la
classe CAXIBEMProbleme implémentée dans le code KSP.
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Dans le prototype, les méthodes et les attributs sont tous déclarés comme étant
publiques, ceci implique que ces derniers seront accessibles méme a partir de I'extérieur de la
classe sans avoir a recourir aux accesseurs. Nous remarquons aussi que la classe
CAXIBEMProbleme dérive (hérite) de la classe CProbleme.

4.6 Le code KSP (Kernel of the Simulation Platform)

Dans ce qui suit nous allons présenter I'architecture générale du programme K.S.P,
développé au sein du laboratoire Roberval de I'Université de technologie de Compiegne par
le maitre de conférences M. Hocine KEBIR, ainsi qu'une étude approfondie des différentes

classes faisant intervenir la méthode des équations intégrales.

Le logiciel KSP est un logiciel de calcul de mécanique numérique, faisant intervenir
aussi bien la méthode des éléments finis que la méthode des éléments de frontieres, ainsi
que les simulations de découpe ou de clinchage. Il offre la possibilité de modélisation des
problemes d’élasticités 2D et 3D, des problemes d’élastoplasticité et de mécanique de la
rupture et de calcul et dimensionnement des structure soumises a la fatigue (chargement

cycliques).

Décomposition des problémes dans KSP

Les classes « problem » et I’héritage

CProbleme

« Solveyourself() »

CBEM- Cpropagati- CMEF- CClinchage- CDecoupe CCouplage-
Probleme onFissuresPr Probleme Probleme Probleme BEM-
obleme FEMProblem

\\
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» CBEMProbleme : Cette classe permet le calcul de problémes mécaniques par la méthode des
éléments de frontieres.

» CpropagationFissuresProbleme : Cette classe permet de gérer la propagation des fissures.

» CMEFProbleme : Cette classe permet le calcul de problemes mécaniques par la méthode des
éléments finis.

» CClinchageProbleme : Cette classe permet de simuler le clinchage.
CDecoupeProbleme : Simulation de la découpe de toles.
CCouplageBEM-FEMProbleme : Module de couplage entre la méthode des équations

intégrales et la méthode par éléments.

KSP est un programme pluridisciplinaire de calculs mécaniques numériques. En effet,
il peut traiter aussi bien les problemes mécaniques par la méthode des éléments finis, que
par la méthode des équations intégrales (ou par éléments de frontieres). Des modules de
clinchage, de découpe ou méme de couplage entre la méthode des éléments finis et la
méthode des équations intégrale (Bigot & Kebir 2009), ou encore la propagation des fissures

sont également présents (Figure 4.2).

Ainsi, chaque méthode de calcul numérique (élément finis, équations intégrales) est
appelée dans la programmation de KSP un probleme. Cette partie aura pour but de
présenter les différentes catégories de problemes de KSP et I'héritage entre les différentes

classes problemes.

4.7 Etude approfondie de la classe CBEMProbleme

Dans KSP, la classe de base est la classe CProblem. La classe pour la méthode des
équations intégrales est la classe CBEMProblem. CBEMProblem est une classe dérivée de la
classe CProblem, qui elle méme est une classe dérivée de la classe CObject, classe de base

pour tout le programme KSP.

4.7.1 Fonction Solveyourself

But : Initialise les résultats si il y avait des résultats auparavant et met la variable de

type bool m_isrunning=true.

4.7.2 Fonction Dopreparation()
Cette fonction permet

> La création de la liste des nceuds de collocation
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void CBEMProbleme::CreateListNoeudCollocation()
{CElement *ptE;
intn;
m_ListNoeudCollocation.RemoveAll();
for(int i=0; i<GetCurrentPiece()->GetMesh()->GetNbrEle();i++)
{ ptE=GetCurrentPiece()->GetMesh()->GetEleAt(i);
n=ptE->GetNbrPoint();
for(int j=0;j<n;j++)
{
m_ListNoeudCollocation. Add(ptE->GetPointAt(j));
}
}

Cette fonction boucle sur les éléments et les noeuds de collocation de chacun des éléments.

> La création de la numérotation des noceuds de collocation

void CBEMProbleme::CreateNumeroOfNoeudCollocation()
{CElement *ptE;
int n,num=0;

for(int i=0; i<GetCurrentPiece()->GetMesh()->GetNbrEle();i++)
{ ptE=GetCurrentPiece()->GetMesh()->GetEleAt(i);
n=ptE->GetNbrPoint();

for(int j=0;j<n;j++)

{ptE->GetPointAt(j)->SetNumero(num++);

}

» La création des conditions aux limites des noeuds

void CBEMProbleme::SetCondiLimiOnNoeuds()
{
GetCurrentPiece()->GetEtat()->CreateNodalElemCondiLimi();
for(int j=0;j<GetCurrentPiece()->GetEtat()->GetNbrNodalCondiLimi();j++)

{

CNoeud*ptN=(CNoeud*)->GetCurrentPiece()->GetEtat()->GetNodalCondiLimiAt(j)-
>GetSupport();

switch(GetCurrentPiece()->GetEtat()->GetNodalCondiLimiAt(j)->GetType())
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{
case TBC_UXUYZERO :

ptN->SetDDLValue(0,0.);
ptN->GetDDL(0)->SetIndex(-1);
ptN->SetDDLValue(1,0.);
ptN->GetDDL(1)->SetIndex(-1);
break;

case TBC_UXUYUZZERO :
ptN->SetDDLValue(0,0.);
ptN->GetDDL(0)->SetIndex(-1);
ptN->SetDDLValue(1,0.);
ptN->GetDDL(1)->SetIndex(-1);
ptN->SetDDLValue(2,0.);
ptN->GetDDL(1)->SetIndex(-1);
break;

case TBC_UXZERO :
ptN->SetDDLValue(0,0.);
ptN->GetDDL(0)->SetIndex(-1);
break;

case TBC_UYZERO:
ptN->SetDDLValue(1,0.);
ptN->GetDDL(1)->SetIndex(-1);
break;

case TBC_FX100:
ptN->SetDDLDualValue(0,100);
ptN->GetDDL(0)->SetIndex(1);
break;

case TBC_FY100:
ptN->SetDDLDualValue(1,100);
ptN->GetDDL(1)->SetIndex(1);
break;

case TBC_FYFS:
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ptN->SetDDLDualValue(1,GetCurrentPiece()->GetEtat()->GetNodalCondiLimiAt(j)-
>m_Fs.GetFxAt(0));

ptN->GetDDL(1)->SetIndex(1);
break;

default : break;

}

}

» La création des conditions aux limites sur les noceuds de collocation

Cette fonction est identique a la fonction précédente, sauf que dans chacun des cas de

l'instruction Switch, il est nécessaire d'effectuer une boucle sur les noeuds de collocation.

La fonction CreateSystemEquation

» La fonction SetTailleDuProbleme
Tout d'abord, il est nécessaire de connaitre la taille du probléeme a résoudre. Cette

opération est gérée a 1'aide de cette fonction :

void CBEMProbleme::SetTailleDuProbleme()

{int taille=0;

CElement *ptE;

for(int i=0; i<GetCurrentPiece()->GetMesh()->GetNbrEle();i++)
{

ptE=GetCurrentPiece()->GetMesh()->GetEleAt(i);

for(int j=0; j<ptE->GetNbrPoint();j++)

{

taille+= ptE->GetPointAt(j)->GetNbrDDL();

}

> La fonction AssemblerElement(ptE)
Ensuite, on assemble le systeme d'équation pour chacun des éléments, notamment pour

faire I'assemblage des matrices K et F. On fait donc un bouclage sur tous les éléments.

La fonction Solve ()

Cette fonction permet le lancement de la triangularisation du systeme d’équation

précédemment formé.

La fonction DoGetResult()

Cette fonction permet d’obtenir la résolution du systeme.
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Comme touts logiciels de calculs en mécanique, KSP est constitué essentiellement de
trois parties: l'introduction des données, le traitement et la sortie des résultats. Nous

présentons dans ce qui va suivre, ces différentes parties.

4.8 Le Pré-traitement dans KSP

L’introduction des données est la premiere étape dans le déroulement d'une
manipulation sur KSP. Elle se décompose elle méme a deux étapes: l'introduction des

données géométriques et I'introduction des conditions aux limites.

Les données géométriques sont introduites dans le cas de problemes 2D par un
« sketchboard » de dessin offrant la possibilité de faire les différentes opérations principales
d’un dessin 2D. Le maillage est réalisé par un mailleur propre a KSP et qui offre un maillage

bien adapté pour I'utilisation par la méthode des équations intégrales.

En ce qui concerne les problemes 3D les données géométriques sont introduites a
I'aide d'une fonction qui permet de les importer depuis d’autre logiciel telle que ABAQUS
ou IDEAS.

Le KSP offre un menu de fonction pour l'introduction des différentes conditions aux
limites (déplacements imposés, charges imposés ou les différents blocages) directement sur

son interface d’utilisation pour les problemes 2D et 3D.

4.9 Le traitement

Cette partie se révele la plus importante car c’est dans cette partie que le remplissage et
la résolution du systeme est faite. Différentes méthodes de résolution sont implémentées
dans KSP parmi les quelles on trouve un algorithme de résolution appelé GMRES (Leung
CY & Walker S.P, 1997) qui permet des gains de temps pour les systemes a tres grand

nombre de degrés de liberté.

4.10 Le post-traitement des résultats dans KSP

Il est assuré dans le KSP par une interface graphique qui permet de voire la
distribution des contraintes clairement a 1’aide d’un jeux de couleur qui offre une tres bonne
visibilité aux résultats. Le KSP donne aussi la possibilité de voir les déformés ainsi que des
animations de déformation a I'échelle normale et exagéré. Beaucoup d’autres résultats
peuvent étre tiré du KSP tel que les contraintes maximales et minimales ainsi que des

graphiques pour une lecture et une interprétation plus fiable.
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FIG.2.2. exemple de sortie de résultats sur le KSP

4,11 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons fait une bref présentation de la programmation orientée
objet, nous avons illustré par des exemples les avantages que procure cette derniere, parmi
les quelles on trouve la notion d’héritage. Cette fonctionnalité est probablement I'un des
points les plus attirants de la P.O.O, ensuite nous avons présenté 1'architecture du code KSP,
ainsi que ses principales fonctions et modules, dans le chapitre suivant nous présentons le
cceur de notre travail dans ce mémoire, nous parlerons des interventions que nous avons

opéré pour réduire et optimiser les temps de calcul lors de simulation via KSP.
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Chapitre V

Premiere partie : Intégration Adaptative

Résumé

Dans cette premiere partie du chapitre cing, nous proposons une nouvelle
technique de calcul des intégrale des noyaux réguliers. Cette technique est
basée sur le choix du nombre de point de gauss nécessaire au calcul de ces
noyaux. Nous proposons ici une formule heuristique qui permet de donner un
nombre de point de gauss minimal afin de réduire les temps de calculs, a la fin
de cette premiere partie du chapitre, nous validerons notre approche par des

cas test sur des pieces mécaniques variées.
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5.1 Introduction

L'intégration de maniere précise et efficace des déplacements et des contraintes au
niveau de la frontiere du domaine est extrémement importante. Le défi ici est de proposer
des techniques qui fournissent une précision acceptable a un cofit de calcul minimal. Puisque
les noyaux doivent étre évalués jusqu'a des millions de fois (nécessité de raffiner le maillage
au niveau des zones de concentration de contraintes dans le cas de calculs en mécanique de
la rupture ou en plasticité), des gains significatifs en temps de calcul peuvent étre réalisées

en programmant l'intégration de maniere efficace.

Plus que tout, il est nécessaire d'examiner la nature des noyaux pour s’assurer que des
évaluations inutiles ne soient faites. En général, il est nécessaire d’effectuer les intégrations
en utilisant des méthodes numériques de quadrature, dans ce qui suit, nous allons passer en
revue quelques aspects des méthodes d’intégrations numériques. Ensuite nous proposons
une technique qui permettra de réduire les couts d’intégration des noyaux réguliers, le but

étant de réduire au maximum les temps de calcul.

5.2 Intégration de Gauss-Legendre

Pour approcher numériquement la valeur d'une intégrale définie, la quadrature de
Gauss-Legendre est celle qui permet d'avoir une formule exacte pour les polynomes de
degré élevé en choisissant au mieux a la fois les points d'évaluation de la fonction et les
coefficients correspondants. On peut ainsi obtenir des valeurs trés proches de la valeur

exacte avec un nombre de points assez réduit.

Pour appliquer les regles de quadrature de Gauss-Legendre a un intervalle arbitraire, il
est seulement nécessaire de tracer cet intervalle dans l'espace de quadrature de Gauss,

dénoté par le symbole & sans oublier d’introduire le Jacobien :

I=ff(x)dx=flf(x(5))J (e 6D

Le principe de l'intégration de Gauss-Legendre, est de transformer une intégrale
propre en une somme de produits de plusieurs fonctions. Par conséquent, I'équation.(5.1),

devient
L~ w, f(x)I(x.¢) (5.2)
k=1

X, et W, représentent respectivement les points et poids de Gauss et peuvent étre

calculés par les formule suivante :
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X, : racines du polynéme de Legendre donné par

P, =11 (5.3)
ji

Et w, estretrouvé par la relation suivante :

W, = [H[::?}]dx (5.4)

j=i

Dans les équations précédentes, J(X,&)=0dx/dE représente le Jacobien de la

transformation. Notons que pour une transformation géométrique linéaire le Jacobien peut
étre considéré comme constant, L'intégration en deux et trois dimensions peut étre traitée

plus ou moins de la méme fagon.

En deux dimensions, nous aurons la relation suivante

by by m N
L= [ )ixx, = Yww, f(x(E6)%EaNKE)  ©635)
a8, ky =1k, =2
Avec
X, 0%
o)=|50 5 66
o0& 09¢,

En général, les bornes d'intégration n'ont pas besoin d'étre constantes; en d’autres
termes, la région physique n'a pas besoin d'étre définie par des frontieres paralleles au axes
du repere global X, etX,. Cette intégration bidimensionnelle pourrait également étre utilisée
pour intégrer une fonction au-dessus d'une surface 3D si les axes X et X, constituent un

systeme d’axes local (tangentiel).

Retournons a notre sujet principal, il devrait maintenant étre évident que le probleme
principal est de déterminer le nombre minimum de points d’intégration sur un élément
donné qui puisse réduire au maximum les temps de calculs tout en procurant une précision

acceptable. Ceci dépendra clairement de la distance de I'élément au point de collocation
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(point p) et des propriétés des noyaux puisque ces derniers possedent des singularités fortes

voir des hyper- singularités dans le cas 3D.

L

Figure 5.1 représentation du vecteur normal extérieur a ’élément.

Concretement, les intégrales qui nous concernent sont du type

=S [fu ke xenN, e ndan 69

asl 1

Ici, X" est le point de collocation et U; représente le noyau a intégrer au-dessus de

l'élément. Nous excluons ici toutes les intégrales singulieres et par conséquent il n'y a rien de

particulier au sujet du choix des U;; pour des buts d'illustration plutot queT; . D’abord, nous

devons déterminer le Jacobien de la transformation du systeme de coordonnées global

tridimensionnel au systeme de coordonnées intrinseque bidimensionnel.

A partir des résultats trouvés en géométrie différentielle (Burke, 1985) le Jacobien
d’une telle transformation est égal au module du vecteur résultant du produit vectoriel des

deux vecteurs I, etr, , qui sont portés par les plans tangent a surface de I’élément (figure 5.1).

Sous forme explicite :
I(&n)=|r, x| (5.10)
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Ou
(=) (Em) ;| ox(Em),
é 0c oc O (5.11)
r :8X1(§!77)i+ax2(§!77)j+aXS(‘fvﬂ)k
T on on on

Ici, i,j et k forment des vecteurs unitaires orthogonaux du systeme de coordonnées
global. Le produit vectoriel par définition nous donne un vecteur n’ (qui est égale a
N =r,xr,) qui est normal a la surface et ainsi cette opération nous donne également les
composants, des cosinus directeur, le (n;,n,,n;) du vecteur normal unitaire n (= n*/In*1). Ces
quantités sont nécessaires pour calculer le noyauT;; . En deux dimensions, ou l'intégration est
effectuée sur un élément linéaire avec les coordonnées intrinseques &, le méme procédé

s'applique. Ici le Jacobien représente le module du vecteur normal n* et est donné par la

relation suivante :

J(&)=1n (5.12.a)
avecC
n’ =%i _o (5.12)
o5 0¢

Par conséquent, les composantes du vecteur normal unitaire n sont donnée tout simplement

par:

1 0%,
n =——~—=2

) (5.13)
n o=t %
L)

La formule qui donne la quadrature de Gauss pour une surface 3D peut étre exprimée

dans un systeme de coordonnées intrinseque par l'équation :

m o mp

I= J:Ji f(égl,égz)dgldﬁfz = ZZW?WJZ f (651' V&) )+ E,+E, (5.14)

i=1 j=1

(.51'52') sont les points de Gauss, (W,lez) sont les poids, et (ml,mz)sont les ordres

d’intégration, et E;, E, sont les erreurs d'intégration dans les deux directions.
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Le tableau suivant donne le nombre de points et poids de Gauss calculés par les

relations (5.3) et (5.4) respectivement.

Tableau 4.1. Points et poids de Gauss (Stroud &
Secrest, 1966)
Ordre (n)  Ordonnées ( X, ) Poids (w«k)
0 2
2 +0.57735 026920
3 0 0.88888 88889
+0.77459 66692 0.55555 55556
4 +0.33998 10436 0.65214 51549
+0.86113 63116 0.34785 48451
5 0 0.56888 88889
+0.53846 931010 0.47862 86705
+0.90617 98459 0.23692 68851
+0.23861 91861 0.46791 39346
6 +0.66120 93865 0.36076 15730
+0.93246 95142 0.17132 44924

5.3 Optimisation de la technique d’intégration

D’apres ce qu'on a vu dans les paragraphes précédents, il est clair que le nombre de
points de Gauss nécessaire pour obtenir des résultats fiables dépend directement de la
distance entre le point p et le point Q, mais comme nous allons le voir, il dépend aussi de la
taille des éléments du maillage. Notre premier travail dans ce mémoire était de voir la
variation de la distance entre les deux points p et Q, et le nombre de points de Gauss requis
pour converger vers la solution exact. Ainsi nous pourrions formuler une équation reliant le
nombre de points de gauss a la taille de I'élément et a la distance entre le point champs et le

point source.

En implémentant cette formule dans le code source de KSP nous pourrions ainsi
réaliser des gains important en temps de calcul. Pour cette fin nous avons lancé plusieurs
calculs dans KSP en prenant comme application en premier temps des géométries 2D puis

ensuite des cas plus complexes en utilisant des géométries de pieces industrielles. Ces calculs
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ont permit de trouver une relation entre le nombre de points de gauss nécessaire a la
convergence des calculs et les grandeurs qui sont directement liées, a savoir la taille de

I'élément de maille et la distance entre le point source et le point champ.

La méthode « traditionnelle » utilisée dans KSP pour intégrer les noyaux consiste a
prendre un nombre de points de Gauss égal a 30. Ce nombre reste constant quelque soit la
distance entre les points p et Q et quelque soit la taille de 1'élément considéré, un tel nombre
(élevé) de points de gauss garantit I’exactitude des résultats avec une précision allant jusqu'a
douze chiffres apres la virgule, cependant cette méthode possede I'inconvénient d’étre assez
lente, en particulier dans le cas de gros calculs ou il est nécessaire d’intégrer les noyaux
jusqu'a des millions de fois pour former le systeme a résoudre. Il serait donc avantageux de
trouver une relation qui permette de donner un nombre de points de gauss minimum pour

chaque élément considéré.

Notons que la préparation des modeles de géométries complexes a été réalisé avec le
code commerciale IDEAS, Il est donc possible d’importer des géométries de différents
logiciels de simulation a partir de KSP. Cette compatibilité avec les logiciels commerciaux de

type IDEAS ou ABAQUS permet de gagner du temps et se révele de ce fait assez maniable.

La figure 5.5 représente les différents parametres influant sur le nombre de points de Gauss.

Rmax <

= O -3-9) [ (11

Elément d’intégration

v
X

Figure 5.5 : représentation des parametres influant le nombre de point de Gauss

Nous proposons une relation heuristique linéaire déterminée a partir simulations

numériques sur des géométries simples en prenant en compte la variation des parametres
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influant sur le nombre de points de Gauss (taille de I'élément et distance entre les points p et

Q). Ces simulations nous on permit de retrouver la relation suivante

N=01lp+29 15 Avec P=R (5.16)

N : nombre de points de gauss nécessaire a I'intégration.

Rmax : distance du nceud le plus éloigné d'un 1’élément de maillage par rapport au point
source.

Rmin : distance du nceud le plus proche d'un élément de maillage par rapport au point
source.

Afin de réaliser des gains de temps important nous n’allons pas implémenter cette
formule directement sur le code KSP, car cela risque de pénaliser le temps de réponse du

code. Cependant, nous allons introduire cette formule sous forme de « paquets » d’éléments.

Le schéma suivant représente 1’organigramme d’optimisation du nombre de point de Gauss.

Fixer 1'élément

. J

e N

Fixer le point p

\. J

{ N\
Diviser les éléments en

cing paquets

\.

(1<p<12] (12<p<15] (15<p<5| (5<p<i0]
I I

[Elément tres éloigne’] Elément éloigné [ Eléments proche ] [ Elément trés proche ] [ Eléments ultra porche ]

L S ) o)

3]'1\15‘[1\1

Figure 5.6 : Organigramme pour l'optimisation de l'intégration numérique

Dans ce qui suit on se propose de valider la formule (5.15), nous allons traiter des cas
test afin de voir la variation du temps de calcul par rapport a la méthode classique. On se
propose d’étudier pour commencer un cas simple qui consiste en un barreau cylindrique
soumis a une traction simple sur son axe longitudinale comme on peut le voir sur la figure
5.7.

LD.M.V.A - 64 -




Chapitre V : intégration adaptative

Afin d’analyser la diminution du temps de calcul en fonction de le taille des éléments

du maillage nous prenons le méme cas avec un nombre d’éléments différent comme le
montre la figure 4.8

Cas test N°1 : barreau cylindrique sollicité en traction uni-axiale

Afin de valider le formule heuristique proposée pour le calcul du nombre de points
d’intégration des noyaux réguliers (les points p et Q appartenant a deux différents éléments),
on se propose de comparer les résultats obtenus par les deux méthodes (avec et sans formule

heuristique) et ce par rapport a deux types de grandeurs importantes :

1. Les champs de contraintes et de déplacements obtenus

2. Les temps de calculs qui ont été nécessaires pour terminer le calcul.

Figure 5.7 : Barreau cylindrique soumis a un effort de traction suivant I'axe z

Maillage a 256 éléments Maillage a 256 éléments Maillage a 880 éléments

Figure 5.8 : Différents maillage utilisés pour quantifier la variation du temps de calcul
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Résultats cas test n°1

Le tableau suivant représente les résultats obtenus pour le premier cas test, qui on le
rappel consiste en un barreau cylindrique soumis a un effort de traction. Ici les champs de
déplacements suivant I’axe z suffisent pour pouvoir faire une appréciation sur la précision

de la méthode proposée ci-avant.

Nombre d’éléments 198 256 880
du maillage

Uzz 0.286331 0.284632 0.284620
Méthode normale (16.78 secondes) (28 secondes) (361.9 secondes)
Uzz 0.286318 0.284635 0.284619
Méthode optimisée (3.25 secondes) (6.39 secondes) (95.92 secondes)
Tnorm/Topti 5.16 4.38 3.77

Tableau 5.1 : représentation des résultats obtenus pour le premier cas test

Notons le fait que les calculs obtenus par KSP ont été validés que ce soit en élasticité,
en plasticité ou en mécanique de la rupture (Gaiech & Kebir, 2007; Kebir & Roelandt, 1999)
ici nous considérons les résultats de références comme étant les résultats obtenus par la
méthode d’intégration normale, (nous n’aurons pas besoin de recourir a des solutions

analytiques pour la comparaison des résultats obtenus).

Cas test N°2 : plaque trouée sollicitée en traction

Dans le deuxieme cas test, on présente une plaque épaisse soumise a une contrainte
uniforme sur sa face supérieur dans la direction de 1’axe y et encastré en sa partie inférieur.
Les forces volumiques sont nulles. La plaque contient trois trous circulaires alignés sur 1'axe
des x (figure 5.), et est supposée rester dans le domaine élastique avec un module d"Young E
et un coefficient de Poisson v. Le but est d’obtenir les champs de contraintes et de
déplacements dans toute la plaque, et par la suite comparer les champs obtenus dans le cas
de la méthode d’intégration normale et de la méthode d’intégration optimisée afin de valider
cette derniere, par la suite nous dresserons un bilan des temps de calculs pour chaque

méthode.
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»

TERRIIARES

[T

Figure 5.9 cas test n°2 : plaque trouée soumise un effort de traction

La figure suivante représente le champ de déplacements sur la plaque suivant les deux

directions x et y.

-4 287403 -1A55261

-3 456366 0.531052
-2.625329 3717365
-1.794202 6903678
-0.963255 10.083592
-0.132218 13276305

06985189 16462618

1.529856 10648031

2360893 22.835244

TR T
TIREEN I T

3191930 26.021557

(b)

Figure 5.10 : représentation des champs de déplacements sur le cas test n°2

(@) : champs de déplacement sur I’axe des x ; (b) : champs de déplacement sur I'axe y.

La figure 5.5 représente les temps de calcul en secondes pour les deux méthodes
étudiées, en considérant différents maillages avec un nombre d’éléments allant de 642 a 1555

éléments.
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Nous illustrons ensuite dans la figure 5. la variation du rapport Tnorm/Topti pour

différents nombre d’éléments.

1400
1200 A

1000 -

—e— méth. normale
800

—=— méth. optimisée

600
400 -

temps de calcul en S

200 -

642 965 1240 1405 1555
Nombre d'éléments

Figure 5.11 : temps de calculs pour différents maillages

SN

N

w
©

0
©
Il

w
o

Tnorm/Topti
w
\I

w
ol

w
~

642 965 1240 1405 1555

Nombre d'éléments

Figure 5.12: rapport des temps de calculs pour différents maillages

Cast test N°3: flexion d’une chape

Le troisieme cas test représente une piece industrielle en forme de chape encastrée sur
ses deux extrémités et soumise a un chargement de flexion (figure 5.12). La piece est
supposée rester dans le domaine élastique avec un module d"Young E et un coefficient de

Poisson v .
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-43.737009
0747402

f8.231812
126716223
185.200634
243 685044
302169455
360.653866
410138277

ARCORRONNN

477 622687

(b)

Figure 5.12 : rerpésentation des champs de déplacements pour chape sollicitée en flexion

(a) : déplacement suivant 'axe des YY ; (b) : déplacement suivant I'axe ZZ (tangentiel au

plan de la chape)

1600

1400 -
1200 -
1000

800

—e— méth. normale

600

/

—s—méth. optimisée

400

e

Temps de calcul en S

200 -

288

360

557

751

Nombre d'éléments

1352

1645

Figure 5.13 : temps de calculs pour différents maillages
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4,3
4,2 .\
41
4 \-\
3,9
3,8 I~

3,7 T~
3,6 Ii—

3,5
3,4
3,3

Tnorm/Topti

288 360 557 751 1352 1645
Nombre d'éléments

Figure 5.14: rapport des temps de calculs pour différents maillages

Dans la section qui suit nous allons discuter les résultats obtenus pour les différents cas

test de validation que nous avons présenté auparavant.

5.4 Discussion :

Nous avons effectué trois cas de validation de la nouvelle approche permettant la
réduction des temps de calcul par I'optimisation du nombre de points de Gauss. Rappelons
que ce dernier est obtenu par une formule heuristique que nous avons proposée et qui prend
en compte la taille des éléments du maillage et la distance entre le point source au point

champ.

Le premier cas de validation consistait en un barreau cylindrique soumis a un effort de
traction sur une des ces faces, et libre de rotation sur l’autre. Nous avons utilisé trois
différents maillages de 198, 256 et 880 éléments pour chaque calcul. Les résultats obtenus en
terme de champs de déplacements sont tres proches (l'erreur se situe au niveau du
cinquieme chiffre apres la virgule), en terme de temps de calcul, la méthode que nous
proposons se révele plus rapide, avec des rapports de temps de calcul (Tnorm/Topti) allant

de 3.77 a 5.16 pour les différentes discrétisations géométriques considérées.

Les deux autres cas de validation traitent respectivement une plaque trouée en traction
plane et une chape sollicitée en flexion. De fagon analogique au premier cas test, nous avons
considérés, plusieurs discrétisations géométriques afin de prendre en compte l'effet du
nombre d’éléments sur la variation du temps de calcul pour les deux méthodes (normale et
optimisée). Les figures 5.11 et 5.13 représentent respectivement la variation des temps de

calculs en fonction du nombre d’éléments pour le deuxieme et troisieme cas test. Pour un
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nombre d’élément allant de 288 a 1645 éléments, le rapport Tnorm/Topti (rapport entre le
temps de calcul par la méthode normale sur le temps de calcul par la méthode optimisée)
varie entre 4.2 et 3.62, ces résultats se révelent assez satisfaisant, notons aussi que les courbes

sur les figures 5.12 et 514 ont tendance a se stabilisé avec I'augmentation du nombre
d’éléments.
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Deuxieme partie : Implémentation d’un élément
conforme

Résumé

Dans cette deuxiéme partie du chapitre cinq, nous allons implémenter des
éléments conformes dans le code KSP toujours afin de réduire au maximum
les temps de calculs. La principale difficulté réside ici réside dans le calcul du
terme cij de 1'équation intégrale de frontiere. Nous commengons donc par
donner une approche pour le calcul de ce terme. A la fin de ce chapitre, on

illustrera quelques cas test pour valider notre approche.
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5.5 Introduction

Dans cette deuxiéme partie du chapitre cing, nous proposons d’implémenter des
éléments conformes (triangles a trois noeuds) dans le code KSP, toujours dans un but de
minimiser les temps de calculs. Nous présentons donc ici le type d’éléments utilisés pour des
problemes de mécanique de la rupture, a savoir les éléments non-conformes, puis les
nouveaux éléments implémentés dans le cadre de ce travail, on terminera par la validation

de ces éléments par des cas test afin d’illustrer la performance de ces derniers.

5.6 Discontinuités des tractions aux points situés sur les bords et arrétes

Quand un neeud est situé en un point ot la frontiere n'est pas plane, c.-a-d les bords
pour des problemes bidimensionnels ou les bords et arrétes dans des cas tridimensionnels,
des discontinuités dans les tractions vont apparaitre en ce nceud résultant des forts gradients
du vecteur normal en ces endroits. Ceci implique que si les tractions nodales sont inconnues
le nombre d'équations en ce nceud va étre inférieur au nombre d’inconnus, on sera donc

confronté a un probleme mal posé.

Afin d'expliquer ce qui se produit au niveau de ces zones, considérons un coin
bidimensionnel pour la simplicité (figure 5.15). Quand les tractions sont connues sur les deux
cotés du nceud faisant le coin, seul les deux composantes des déplacements nodaux sont
inconnues et aucun traitement spécial du nceud faisant le coin n'est exigé. Il peut également
se produire, qu'un déplacement et une des tractions « avant » ou «apres » le nceud soit
connue; puis l'autre traction « apres » ou « avant » le nceud soit inconnu. Dans ce cas le

probleme est résolu sans difficultés comme nous le verrons dans la section suivante.

Cependant, quand deux valeurs différentes («avant » et « aprés » le nceud) de
n'importe quel composant de la traction sont inconnues et que seul le déplacement est

connut un traitement spécial du coin (ou de l’arréte) serra exigé.

uz

Figure 5.15 coin possédant un seul nceud en son sommet
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Plusieurs techniques, connues aussi sous le nom de « treatement of corner and edges
technics » ont été élaborées et on se propose d’expliciter leurs principes, on abordera par la

suite le calcul de I’angle solide au niveau de ces régions.

1. la géométrie du coin ou de l'arréte est tout simplement arrondie par un élément courbé,
cette technique a été proposé par Jaswon et Symm (Jaswon M.A & Symm G.T, 1977), et
permet d’avoir des résultats méme si ces dernier sont tout a fait discutable. Dans le cas de
problemes multi-domaines, cette technique est unanimement impossible a mettre en place
(Becker A.A, 1992); (Gao X.W & Davies T.G, 2002).

2. la deuxieme technique appelée méthode des éléments discontinus propose d’utiliser deux
noeuds au niveau du coin ou de l'arréte avec un petit espacement ¢ entre les deux nceuds
comme le montre la figure (5.16.a). Cependant, si la valeur de ¢ est trop petite (de I'ordre de
I'erreur commise par la machine), alors des erreurs numérique vont apparaitre et la précision
de calcul sera fortement touchée.

3. la troisieme technique est connue sous le nom de « small corner approach », dans cette
méthode, un petit élément est introduit au niveau de du coin ot de I'arréte comme le montre
la figure (1.16.b), cependant on constate les mémes inconvénients que la technique
précédente au niveau de la dépendance de I'erreur par rapport a la taille de 1'élément.

t2 2
2[/ 2[ tz 2 “~ 2, tz
t 1 tl tl
t1
1 3
3
(a) Méthode des éléments discontinus (b) « Small corner approach »

Figure 5.16 séparation des nceuds de bords

4. la méthode la plus récente et la plus élaborée est connue sous le nom de la méthode de
dédoublement nodal (Zhang & Mukherjee, 1991); (Wilde, 1998); (Gao & Davies, 2000.a) et
consiste a introduire des nceuds additionnels au niveau des bords et des arrétes (figure 5.17),
on développe ainsi des equatlons additionnelles auxiliaires pour déterminer les inconnus
additionnels. Sion définit N comme étant le nombre de nceuds additionnels, alors en 3D, 3N
équations additionnelles doivent étres établies.
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3 1

Figure 5.17 : coin avec un élément non-conforme

Dans cette approche, on commence par considérer 1'équation d’équilibre comme suit

t =oyn, (5.15)

i it

Dans I'équation précédente les 1 sont les composantes du vecteur normal. En se basant
sur le systeme d’axe local définit précédemment, nous introduisons un systeme de

coordonnées cartésien local définit par x| avec les axes Xj et X, tangentiels a I'élément et
X pris dans la direction normale a ce dernier. Les quantités globales, coordonnés et tractions

peuvent étres transférées dans le systeme de coordonnées local par la formule suivante :

- =L.X.
S (5.16)

Les variable en primes nous donnes des grandeurs par rapport au repere local et le tenseur
de transformation est donné par :

L=2 (517)

A partir de ces équations nous obtenons immédiatement la relation suivante :

: oo
a_tlf =Ly O-'U n;
OX, OXy (5.18)
0oy '
=——n.
ox,

A partir des équations d’équilibre, nous obtenons directement les relations suivantes :

—1=0 5.19
P (5.19)
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Il s’ensuit que :

S 20 (5.20)

Cette équation auxiliaire nous permet de relier les composantes tangentielles (k=1 et 2
seulement) du vecteur contraintes, et reste valable quand méme les champs de contraintes
sont discontinus. Il est facile de remarquer que cette équation peut aussi provenir d'un
simple remaniement de l’équation d’équilibre écrite dans le repere local. Maintenant,
réécrivons l'équation (5.19) en termes de quantités globales, et des valeurs nodales du
vecteur contrainte. La relation de transformation (5.20) permet de passer du repere cartésien

local a un repere curviligne local définit par les variables &; , ceci permet d’écrire que :

LU (5.21)
OX, 08y X,

!

Avec L (p=1,2) représente les cosinus directeurs du systéme d’axes local, X, X,

respectivement (définit dans 1'équation 5.16). Maintenant, si nous introduisant la relation

t, =N;t”, nous obtenons :

%6 Mapa_y (5.22)
ox, = 0&

Avec t étant la ieme composante du vecteur contrainte au nceud « . Cette équation

peut facilement étre implémentée sur un code éléments de frontieres. L’approche illustrée ci-
dessus présente un nombre d’équations auxiliaires suffisant pour le cas 2D, cependant ce
n’est pas le cas en 3D. Dans (Gao & Davies, 2000), les auteurs proposent de « dériver » une
équation supplémentaire en faisant la supposition que le tenseur de contraintes est continu
sur un coin ou une arréte, ce qui n’est pas forcément vrai, mais qui par contre donne des

résultats intéressant et acceptables. La méthode est explicitée dans ce qui suit :

Soit un bord formé par lintersection de deux surfaces S. et Sv (possédant
respectivement des normales unitaires n“ et n’), la multiplication de I'équation d’équilibre par

le vecteur normal unitaire de chaque surface nous donne :

n°'t? =n’o,n?

Y v (5.23)

agb a b
ni ti :ni O'ijnj

La premiere expression des équations ci-dessus sont égales du fait que le tenseur de

contraintes est symétrique. Donc nous pouvons écrire I'égalité suivante :
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natd — nbia (5.24)

Bien que les équations intégrales de frontiére fournissent seulement neuf équations, six
équations, plus trois équations auxiliaires provenant de la relation (5.21), trois autres
équations sont disponibles a partir de la relation (5.23). L'expérience montrent que les
premieres (relation 5.21) offres de meilleurs résultats parce qu'elle évite I'hypothese de
continuité de la contrainte entre les éléments ce qui se révele une contrainte assez restrictive.

Le nombre d'équations auxiliaires qui doit étre soit appelé aux coins et aux bords

m=dx(n-2) (5.25)
Elément N
discontinus
o\® °
° o, o. :
Retrait du / ° °
neeud o
(]
e
]
/ Elément
v conforme
Dédoublement
de nceud

Figure 5.17 Elément discontinus linéaire

5.7 Calcul du terme cij de ’équation intégrale de frontiére

Pour des frontieres planes le terme ¢; présenté au chapitre deux est simplement une

matrice diagonale avec une valeur 0.5 sur la diagonale. Cependant quand le point p est sur
un coin ou une arréte (Figure 4.6) la limite des tractions fondamentaux de solution, c.-a-d.
(équations (2.29) et (2.26) du chapitre 2)

¢ = +5(p) (526)
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Avec

/Bij(p): Li_r)r(‘){J.Tij (Q’ p)dl"(Q)} (5.27)

Pour des problemes bidimensionnels le terme ,Bij(p) est calculé tout simplement a

partir de I’angle que fait le coin, et peut étre calculé par la formule suivante (Brebbia, Telles,
& Worbel, 1984).

4 1 {4(1—v)(7r+92—01)+sin 26, —sin 26, €0s 26, — 0526, }
ij =

8z(l-v) €0$26, —C0s 26, 41-v)7+6,—6,)+sin26, —sin 26,

Il est beaucoup plus complexe d’obtenir une expression générale de ﬂij en trois

dimensions puisque la discontinuité du coin peut étre de différents types. Rappelons aussi
que nous n’avons pas le droit d’utiliser la technique du mouvement de corps rigide comme
énoncé précédemment. Dans ce qui suit nous allons faire de simples développements
géométriques en se basant sur les travaux de Mantic (Mantic, 1995), afin de présenter un
approche qui permette de calculer I’angle solide. Nous écrivons ensuite cette approche sous

forme de programme informatique afin de I'introduire dans le code KSP.

Figure 5.18 noeud de coin

5.8 Eléments conformes versus Eléments non-conformes

Nous présentons ici deux différents types d’éléments, les éléments non-conformes
implémentés dans KSP (CT3N3 par exemple). Ce type d’éléments représentés sur la figure
(5.19.b) possede des nceuds collocations différents des noeuds géométriques. Ces éléments
permettent d’éviter le calcul du terme libre qui en trois dimensions peut se révéler

compliqué. Cependant, les éléments non conformes coutes chére en temps de calcul pour la
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simple raison qu’ils utilisent un plus grand nombre de point de collocation comparé aux
éléments conformes. Les éléments conformes quand a eux possedent leurs nceuds de

collocation superposés aux nceuds géométriques (figure 5.19.a)

Fusion des Noeeud n

n / neeuds géométrique
0,1

Noeuds de

collocation

00) ¢

(0,0)

(@) (b)
Figure 5.19 Représentation d'un élément triangulaire conforme (a) et d"un élément
triangulaire non-conforme (b)

Dans ce qui suit nous présenterons d’abord I'implémentation des éléments non conformes,
ensuite celle des éléments conformes.

5.9 Calcul de I’angle solide

L'angle solide est le rapport entre la surface en rose (figure 6.) de la projection d'un objet
sur une sphere et le carré du rayon de celle-ci. Ici, I'objet dont est mesuré I'angle solide est

une surface quadrilatere (en bleu).

Figure 5.20 représentation de 1’angle solide
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Pour calculer I'angle solide sous lequel on voit un objet a partir d'un point donné, on
projette 1'objet sur une sphere de rayon R centrée en ce point. Si la surface que cette
projection fait sur la sphere est S, I'angle solide sous lequel 'observateur voit 1'objet est par

définition :

Q= (5.28)

S
R?
Pour une sphere de rayon r, I'angle solide est défini pour un élément de surface

élémentaire dS, c'est-a-dire engendré par des variations angulaires infinitésimales des zénith

0 et azimut ¢ (la surface élémentaire est assimilée a un plan) :
dS = rd@.rsin@lé = r>.d@sin &g (5.29)

D'ou:
dQ =sin&dg.deo (5.30)

Par intégration dans les domaines angulaires des coordonnées sphériques et en notant
0' et ¢' les variables d'intégration :

27 i X X a . \ 4
Q= Ld¢'j sing'dg'= 2;;]0 sin¢'de'= 2z ~cos0'] - = 2x(1-cosa) (5.31)

Ceci définit un cone d'angle ) = 2a et de base A.

Noeud

virtuel

Nceuds

géométriques

Figure 5.21-a : représentation de I’approche adoptée pour le calcul de I’angle solide
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Figure 5.21-b : représentation de I’approche adoptée pour le calcul de I’angle solide

Cependant dans notre cas il est difficile d'implémenter cette formule directement dans
le logicielle KSP pour la simple raison que notre maillage constitué d’éléments triangulaires a

trois nceuds et peut étre de ce fait un maillage de forme quelconque.

Dans le cas d'un maillage quelconque, la distance entre le point p et les autres nceuds
appartenant au méme élément que le point p n’est pas la méme, cependant le nceud coupés

parle plan 7 (figure 5.21-a, b.) sont a la méme hauteur.
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Récupération des coordonnés de chaque
neeud qui partage le méme élément avec le

point p

3 )
—

\ 4

Calcul de I'équation des droites qui relient

les nceuds au point p

)
—

A 4

Calculer I'équation du plan 7 a partir des
trois 1, 2/, 3’. Ces points sont définis tel que la

distance entre ces nceuds et le point p est égale

e g )
— P

a R (rayon de la sphere)

\ 4

Calculer les coordonnées des nceuds virtuels 4/,
5,...8

Résultants de l'intersection du plan 7 avec les

arrétes correspondantes.

L A)
—

Calcul de I’angle solide

Figure 5.23 : organigramme de calcul de l’angle solide programmé dans KSP.

La stratégie employée pour le calcul de I’angle solide est illustrée dans l’organigramme
de la figure 5.23.

Le programme de calcul de I'angle solide est donné en Annexe
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5.10 Formulation d’un élément conforme dans KSP

Nous somme maintenant en mesure de calculer ’angle solide en 3D, ce terme doit étre
calculé avant la résolution du systeme. Nous pouvons maintenant introduire les éléments
conformes dans le code KSP sous forme d'une classe qui dérive de la classe

ElementFrontiéres

Calcul de la liste des points de )
colloiation )

Calculer les coefficients
J

v

N
Crée la liste des points réguliers

et singuliers

v

N
Calcul des coefficients réguliers

J

et singuliers

" N N N Y

¢ J
. . \
Remplissage des matrices et
résolution iiu systeme )
) N
Résultats
J

Figure 5.24 : organigramme pour I'implémentation des éléments conformes

La figure précédente représente l'organigramme de l'implémentation des éléments

conformes dans KSP,
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5.11 Validation des éléments conformes

Dans cette section nous passons a la validation des éléments conformes. Par analogie a
la partie intégration adaptative de ce chapitre, nous commencons par un cas une géométrie

simple

5.11.1 Cas test N°1 : plaque trouée sollicitée en traction

Dans ce premier cas test, nous reprenons l'exemple considéré dans la premiere partie
du chapitre 5, a savoir le cas test constitué d’une plaque trouée soumise a un chargement
uniformément répartie sur sa face supérieur, la plaque est encastrée sur sa partie inférieure.
Le maillage utilisé est un maillage triangulaire a trois nceuds, le but ici est de comparer les

temps de calculs obtenus par les éléments triangulaire non-conformes et conformes.

Le tableau suivant illustre les résultats obtenus en terme de champs de déplacements
suivant ’axe de sollicitation (zz), aussi nous donnons les temps de calculs qu’il a fallu pour

aboutir aux résultats

Nbr d’éléments 674 885 1060 1378 1546 1880
Uyymax

Meét. Normale 5.254628 | 5.254610 | 5.254573 | 5.254524 | 5.254524 | 5.254524
Uyymax

Meét. Optimisée 1 5254745 | 5.254230 | 5.254910 | 5.254621 | 5.254575 | 5.254510
Uyymax

Meét. Optimisée 2 5.265402 | 5.264738 5.24440 | 5.259875 | 5.259829 | 5.258713
Temps (s)

Meét. Normale 320.260 420.36 784.276 1416.94 2148.34 | 3080.045
Temps (s)

Meét. Optimisée 1 17.793 25.100 49.325 90.829 139.50 211.541
Temps (s)

Mét. Optimisée 2 9.42 15.56 33.374 62.975 98.097 146.66
Tnorm/Toptil 18 16.8 15.9 14.9 14.1 13.9
Tnorm/Topti2 28 25.1 23.05 21.53 20.9 20.13

Tableau 5.2 : résultats obtenus par les trois méthodes (normale, avec éléments conforme et

combinée) pour la plaque en traction simple

Mét. Optimisée 1 : calcul utilisant les éléments conformes ;
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Meét. Optimisée 2 : calcul qui combine intégration adaptative et les éléments conformes ;

Tnorm/Toptil : rapport des temps de calculs de la méthode normale sur la méthode utilisant

les éléments conformes ;

Tnorm/Topti2 : rapport des temps de calculs de la méthode normale sur la méthode utilisant

les éléments conformes et I'intégration adaptative.

5.11.2 Cas test n° 2 : porte-outils

Dans ce deuxiéme cas test, nous étudions une piece représentant un porte-outil utilisé
dans les machines-outils de type tournage, fraisage. Le tournage (fraisage) est un procédé de
fabrication par coupe (par enlevement de matiere) mettant en jeu des outils a arréte unique
(multiples). La piece est animée d"un mouvement de rotation (mouvement de coupe), qui est

le mouvement principale du procédé.

Mowvement

Porte-outil

Mouvement

Figure 5.25 : Tournage avec arréte unique (selon Passeron A, 2006)

La figure 5. Illustre la cinématique du procédé, nous pouvons déduire ainsi les efforts
repris par l'outil. L’outil est soumis a divers contraintes dynamiques, qui sont constitués
principalement d’efforts de compression dus a sa pénétration dans la matiere. Il aussi est
soumis des efforts de cisaillement dus au contact avec la surface de la piece. Dans notre test
de validation, nous nous mettons dans les hypotheses d'un chargement quasi-statiques afin
de simplifier la modélisation, car 1'objectif étant de connaitre la contribution des éléments

conformes sur la réduction des temps de calculs.
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Le porte-outil reprend les efforts transmis par I'outil lui-méme et les achemine vers les
fondations via la broche. De ce fait, la pérennité et le bon fonctionnement de la machine-outil

passe aussi par celle du porte-outil.

La figure suivante montre la distribution des champs de déplacement sur le porte-outil

soumis aux charges de services :

-0.017081
-0.009895
-0.002709

-0.206444
0179633
-0.152923

0126163 0.004477

-0.099403 0.011663
-0.072643

-0.045883

0.018840
0.026035
-0.019123 0.033221
0.007638 0.040407

N n34308

MOoEEnEEE
TR

0.047503

-0.070429
0.011757
0.093943
0.176129
0.258315
0.340500
0422636
0.504872
0587058
0.669244

BRCCEECHNN

()

Figure 5.26 : représentation des champs de déplacements dans le cas d"un porte-outils

soumis a chargement de service
(@) : uxx; (b) :uyy; (c) : uzz.
(b)

Pour plus de clarté et de visibilité des données nous donnons la représentation des
résultats obtenus pour les deux méthodes optimisées sur deux figures (5.27 et 5.28) afin de
mieux comparer la combinaison des deux méthodes discutés plus haut. La figure suivante
montre la distribution des champs de déplacement sur le porte-outil soumis aux charges de

services :
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4000

3500 A
)
< 3000 -
e 2500 —e— méth. normale
§ —=— méth. optimisée 2
S 2000 - ) o
P —a— méth. optimisée 1
T 1500 -
3
= 1000 /
)]
= 500 o

. 4%‘
O ’_l \ﬂ T + T T T

694 896 1226 1550 1853
Nombre d'éléments

Figure 5. 27 : variation des temps de calculs pour les trois méthodes considérées

300
250 -

200 /
150 / /

100 ///./
/ —e— méth. Optimisée 1
50

—=&— méth. Optimisée 2

694 896 1226 1550 1853 2038

Figure 5.28 : variation des temps de calculs dans le cas éléments conformes et combiné

30

25 \
20 \’\’\‘N-

—s
15 .\'\‘\

10
—e— TnormVTopti 2
5 —=— Tnorm/Topti 1
0

694 896 1226 1550 1853 2038

Figure 5.29 : rapport des temps de calculs pour le cas éléments conformes et combiné

LD.M.V.A -87 -




Chapitre V : implémentation d"un élément conforme

5.11.3 Cas test n°3 : comportement mécanique simplifié d’un fémur lors de la marche

La modélisation numérique (le plus souvent par éléments finis) a été intégrée a la
recherche en biomécanique pour sa capacité a reproduire le comportement d'un os, d’une
articulation ou d'un implant, et évaluée comme alternative aux expérimentations in-vitro,

couteuses et parfois difficiles a mettre en place.

Epiphyse

Meétaphyse Os spongieux
Os compact

Diaphyse

Meétaphyse

Epiphyse

Figure 5.30 : coupe d'un fémur humain (selon Paulin A.M)

Dans ce troisieme test de validation, on cherche a simuler la réponse d'un fémur
(figure 5.29) aux sollicitations mécanique durant la marche. Durant cet exercice, le fémur est
sollicité principalement en compression et en flexion afin de reprendre le poids propre de la
personne. La plus part des études considerent I’'os comme un matériau isotrope (Duchemin
L, 2006). La répartition des propriétés mécaniques est considéré homogene, la littérature
propose des valeurs de module de Young unique dans le cas d’une répartition homogene
une valeur (15000 a 16700 MPa)
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- -0.682051 - -58.373756
- -0.042649 - -50.175685
- 0.596752 - -41.977614
[::::] 1.236153 [::::] -33.779543
[::::] 1.875555 [::::] -25.581471
[::::] 1.5140954 [::::] -17.353400
[::::] 3.154358 [::::] -0.185329
[:::] 3.793750 [:::] -0.987258
- 4.433161 - 7.210813
- 5.072562 - 15408354
(@ (b)

Figure 5.31 : comportement mécanique simplifié du fémur lors de la marche
(a) : champs de déplacements uxx (axe vertical passant par le fémur) ;
(b) : champs de déplacements uzz (axe portant les efforts de cisaillement appliqués).

16000
14000 —e— Méth. normale /
12000 - —=&— méth. Optimisée 1

—a— méth. Optimisée 2 /

10000
8000 /
6000 /
4000 //.

2000

1789 2146,8 2504,6 3756,9 5009,2 7890

Figure 5.32 : représentation des temps de calculs pour différents maillages
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1200

—e— méth. Optimisée 1 /0

1000

—=&— méth. Optimisée 2

800 -

600

400 -

200

1789 2146,8 2504,6 3756,9 5009,2 7890

Figure 5.33 : variation des temps de calculs en considérant les deux méthodes d’optimisation

40

35 *_ —e— Tnormy/Topti 2

% \\
25

\.\.\‘

—®— Tnormy/Topti 1

20
15 —

{_\'\l\l—-

10

1789 2146,8 2504,6 3756,9 5009,2 7890

Figure 5.34 : rapport des temps de calculs pour différents maillages du fémur

Remarque

Nous donnons en annexe B des tableaux dans lequel nous avons mis les différentes
valeurs exactes que nous avons illustrées sur les figures 5.14, 5.15, 5.26, 5.27. Les lecteurs en

quéte de détails au sujet des résultats pourront s’y référer.
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5.12 Discussion :

Dans cette section, nous allons discuter les résultats obtenus pour les trois tests de
validation que nous avons menés pour montrer la validité des éléments conformes que nous

avons implémentés dans le code KSP.

Le premier cas test consistait en une plaque épaisse et trouée, soumise a un effort de
traction sur sa face supérieur, et encastré sur l'autre face. Les résultats obtenus lors de la
simulation de cette piece sont illustrés dans le tableau 5. . Nous remarquons dans ce tableau
que les champs de déplacements (qui constituent nos champs de références pour la
validation de notre approche) sont pratiquement les mémes pour le cas des éléments
conformes, 'erreur est plus importante lorsque nous considérons, combiné (de 1% a 0.4%),
ceci est selon nous dus a 'accumulation des erreurs commises par la formule heuristique et
I'implantation des éléments conformes, 'erreur que nous retrouvons pour les éléments
conformes doit provenir selon nous du calcul du terme cij. Cependant, ce qui est a noter est
la forte réduction des temps de calcul particulierement pour le cas combiné (intégration
adaptative et éléments conformes). Le rapport Tnorm/Toptil varie de 18 a 13.8 pour des
maillages allant de 694 a 1880 éléments alors que Tnorm/Topti2 varie lui de 28 a 20.13. Sur la
figure 5.29, nous remarquons que les rapports Tnorm/Toptil Tnorm/Toptil ont diminuent
avec I'augmentation du nombre d’éléments, cependant cette diminution tendent a se réduire

pour des maillages de plus en plus fins.

Dans le deuxieme cas de validation, nous avons considéré un porte-outil soumis a un
chargement de service appliqué a la partie en contact direct avec le bec. Nous avons
considéré cinq discrétisation de la piece avec un nombre d’éléments variant de 694 a 2038
éléments. La figure 5.27 représente la variation des temps de calcul pour les cas : normale,
avec éléments conformes et combiné (éléments conformes et intégration adaptative). Les

rapports Tnorm/Topitl Tnorm/opit2 varient de 17.6 a 13.8 et 28.21 a 19.5 respectivement.

Le dernier cas correspondait a la simulation du comportement mécanique d"un fémur
humain lors de la marche. Le nombre de discrétisation pris en compte est le méme que le
précédent cas, cependant le nombre d’éléments variait entre 1789 et 7890. Les rapports
Tnorm/Toptil et Tnorm/Topti2 varient de 16.2 a 12.9 et de 36 a 22.66 respectivement. La
valeur de Tnorm/Toptil est plus élevée que les cas test précédents, la raison pour nous est
que dans le cas du fémur, nous somme en présence d'une géométrie élancée, qui permet de

profiter au mieux de la I'intégration adaptative.

5.13 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons réussi a élaborer des techniques qui avaient pour objectif

la réduction des temps de calculs lors de simulations numériques via le code KSP. KSP étant
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un code de calcul par éléments de frontieres, il est évident que la consommation des temps
de calculs se situe au niveau du remplissage et de la résolution du systéme (équation 3.9). Le

travail concernant 1’optimisation a été donc scindé en deux différentes parties:

La premiere partie s’attaquait a la procédure de remplissage du systeme, elle consistait
en la minimisation du nombre de points de gauss pris en compte lors de l'intégration des
noyaux réguliers. Le nombre de point de gauss était fixé (30 points) ce qui causait des
ralentissements de vitesses de calculs, nous avons proposé donc une formule heuristique
obtenue grace a une série de simulation. Cette formule permet de calculer le nombre de
points de gauss minimal en fonction de la taille de I’élément de maillage et de la distance
entre le point source et le point champ. En terme de résultats, les champs de déplacements
calculés par les deux configurations (normale et avec intégration adaptative) se révelent les
mémes, par contre les temps de calculs sont revus a la baisse pour le deuxieme cas avec des

rapports Tnorm/Topti variant entre 5.2 et 3.6 pour tous les cas test considérés.

La deuxiéme partie proposait d’implémenter des éléments conformes dans le code
KSP. Les éléments conformes ayant leurs nceuds de collocation superposés sur les nceuds
géométriques, le nombre de point de collocation appartement au maillage se voit réduire
grace a ces éléments. Notre intervention se situait principalement dans le calcul du terme cij
(angle solide). Nous avons élaboré un programme qui permettait a partir d’'un bloc

d’éléments connectés de calculer ce terme.

Apres avoir implémenté ces éléments sur KSP, nous avons effectué des tests de
validation. Nous avons utilisé trois techniques afin quantifier les gains en temps de calcul, a
savoir la méthode normale qui jouait le role de référence, la méthode utilisant les éléments
conformes, et la méthode combinée (utilisant les éléments conformes et l'intégration
adaptative). Nous avons pu par ces deux méthodes réduire considérablement les temps de

calculs avec des simulations jusqu'a 36 fois plus rapides.
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Annexe A

Dérivation des noyaux

A.1 Dérivation des noyaux de déformation

Par soucis de simplicité, la solution fondamentale de Kelvin (chapitre 2) peut étre réécrite
dans la forme suivante

R (A1)

u; est la jieme composante du déplacement (en coordonnées cartésiennes) et € est un

vecteur force unitaire dans a ieme direction. Nous rappelons maintenant les relations
déformation déplacement énoncées au chapitre 1 :

gy =uj, +u,,)/2 (A2)

Nous obtenons ainsi

Eii :(Uij,k +Uik’J)/2 (A.3)

La différentiation spatiale est calculée par rapport au point champs Q, puisque c’est a ce

point ou les déplacements sont calculés. Pour la différentiation de la solution fondamentale,
la relation suivante est requise :

(1) _ 2 lj_i[ljﬂ
r); ox;\r) or{r)ox

r (A.4)

De la méme fagon,

(A.5)

Notons aussi que :

=0, e ri=rlr
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Maintenant, a partir de 1'équation (A.1), ou plus précisément sa forme explicite dans le

chapitre trois, nous avons
é’i. r.r.
_ j i
Uij = A{BT+—r3 }
(A7)

A=1/[167G(1-v)]
B=3-4v (A.8)

Avec,

En utilisant les équations (A.5) a (A.10), nous obtenons

Ui zés[_ BO I + 1,6 + 1,05 — 3K, /rz]
r (A.9)

En inversant les indices j et k, on obtient

U =r—A3[—Bc$ijrk+ri5jk+rj§ik—3rirkrj/r2] A0

Dongc, en utilisant I'équation(A.4), nous obtenons le résultat cité dans le chapitre trois :

Eik,j :_r_f\[c(é‘ikr,j +§ijr.k)_§jkr.i +3r,ir.kr,j]
(A1)

Avec

C=1-2v (A.12)

A.2 Dérivation des noyaux des contraintes

Le noyau de contrainte ¥, est définit dans le chapitre deux par I'équation

i = iy (A.13)
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e, représente la ieme composante du vecteur force unitaire. La loi de Hooke qui relie le

tenseur de contraintes au tenseur de déplacements est défini au chapitre 1 par I'équation
suivante :

O i =ﬂ5jkgmm +Zngk (A.14)

Parce que la constante de Lamé A est liée au module de cisaillement G par I'équation

A=2GvI(1-2v) (A15)

Nous pouvons réécrire la loi de Hooke dans la forme

v
ij = 2G|:ﬁ§jkgmm +gjk:|
4 (A.16)

Dong, en utilisant les équations(A.3) a (A.15), et (A.18), nous obtenons :

1%
Zijk = ZG‘:ﬁ5jk Eimm + Eijk:l
eV (A.17)

Notons que &,, =3, r,r, =1 et §,,r, =r, nous posons maintenant j=K=m dans

1
)

I’équation (A.13) pour obtenir :

Eimm = —2ACr; /12

imm

(A.18)

Finalement, en substituant cette équation et I'équation(A.13) dans I'équation (A.19), nous
obtenons le résultat cité au chapitre deux, c.-a-d. :

i ZL?A[C(&”J + 0T _5jkr,i)+3r,i",j",k]
' (A.19)

A.3 Dérivation du noyau de traction

Le noyau de traction est définit dans le chapitre 2 par I'équation

b= (a0

Avec t; étant la composante de traction (dans un plan de normale 7x) résultant d'un vecteur
force unitaire €,. En raison du fait que les tractions sont reliées au tenseur de contraintes par

la relation énoncée au chapitre 1 et qui la suivante :
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b= (A 21)

En utilisant I"équation(A.15), nous obtenons

T. =

ij

r?A[C(ni(j —n;r; )+ (3r,i r;+Co; )nm(m]
(A.22)

L’indice muet dans le dernier terme est arbitraire, et il peut prendre n’importe quelle valeur.

A.4 Noyaux pour des états de contraintes et de déformations planes

En intégrant la solution de Kelvin, nous obtenons le noyau de déplacement pour une
déformation plane et qui est donné par I'équation :

U, =—2A[Bdij log(r) —r;r

i (A23)
Avec
A=1/[167G(1-v)]

B=3-4v (A.24)

Naturellement, dans cette équation, les indices i et j prennent les valeurs 1 et 2
seulement. En suivant la méme procédure démontrée au paravent pour un cas
tridimensionnel, ici en substituant 1'équation.(A26) dans 1'équation(A.4), nous obtenons le

noyau de déformation

—-2A
Ei = T[C(@kr,j +OyTy )‘ Oyl + 2r,ir,jr,k]
Avec
C=1-2
Le noyau de contrainte, peut étre obtenu de la méme fagcon

Lij = rGA[C(nir,j + 0yl _5jkr,i)+2r,ir,jr,k]

Ainsi les noyaux de traction sont donnés par

T =

]

rGA [C(nirj _njr,i)+(3r,ir,j +Co; )nmr,m]
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Pour déterminer les contraintes internes sous un état plan de déformation, en ayant calculé

T.
au préalable les déplacements et les tractions sur la frontiére, les noyaux Uj; et " sont
requis. En suivant la méme procédure décrite plus haut, nous obtenons

1 1
Ui :W—v)F[C(n‘r"' + Oyl ‘51kr,i)+ 2ripjrk]
Et
T. :LL{Zr n [CcS..r +v(§. r +90, r.)—4r.r.r ]
ijk 2”(1_‘/) rz ,m"'m ij'k k', ] jk i J gtk
+2v(nitj(k + njpi(k)+ C(an(i(j +N;0, + niﬁjk)— anﬁij}
Avec
D=1-4v

Pour un état de contraintes plan, les résultats correspondant peuvent étres obtenus en
remplacant le coefficient de Poisson par la valeurv/ (1+ V) .
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B.1 Listing du Programme permettant le calcul de I’angle solide

Dans le chapitre 5, nous avons présenté un organigramme qui nous montre comment
nous avons procédé pour le calcul de I'angle solide, dans ce qui suit nous donnons le
programme principale qui permet de calculer ce dernier. Notons que dans le programme

suivant, le mot mis en italique sont des mots clés que Visual C++ reconnait.

PROGRAMME PRINCIPAL

PI= 3.1415926535897932384 /[ introduire la valeur de PI comme parameétre

/] permet un gain de temps et une lisibilité du programme

# include "norm.h" /[ inclure le fichier entéte norme.h
# include "point.h" // permet d’inclure le fichier entéte contenat la classe point
# include <iostream>  // include la bibliotheque standard

using namespace std; // permet d’éviter d’écrire avant les commande I/O std ::

int main()

{

/[ allocation dynamique

int 1,m, Nbrpoints;

double rmin=100000;

double alphaT=0; // NU=0.3;
point p(0,0,0);

Nbrpoints=6;

int *dim=&Nbrpoints;

point *b= new point[*dim];
point *a= new point[*dim];
vecteur *r= new vecteur [*dim];
double *sgn= new double [*dim];

double *alpha= new double [*dim];
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double *k= new double [*dim];
vecteur **s;

s= new vecteur*[*dim];  // allocation dynamique d'un vecteur

/1
for(1=0;1<*dim;1++)
{
s[l]= new vecteur[*dim];
}
vecteur **N = new vecteur *[*dim];
for(1=0;1<*dim;1++)
{
N[1]= new vecteur[*dim];
}
//P1
for (1=0;I<Nbrpoints;1++)
{
r[1].setx(p.getx()-b[1].getx());
r[l]-sety(p.gety()-b[l]-gety ());
r[1].setz(p.getz()-b[1].getz());
double module= sqrt(pow(x[l].getx(),2)+pow (x[l].gety(),2)+pow(r[l].getz(),2));
if (module<rmin) rmin=module;
}
for (1=0;I<Nbrpoints;1++)
{
k[1]=sqrt(pow(z[l].getx(),2)+pow(r[l].gety(),2)+pow(r[l].getz(),2))/rmin;
}
for (1=0;I<Nbrpoints;1++)
{
a[l]l.m_x=p.m_x - (p.m_x-b[1].m_x)/k[1];
a[ll.m_y=p.m_x - (p.m_y-b[1].m_y)/k[1];
a[ll.m_z=p.m_z - (p.m_z-b[1].m_z)/Kk[1];
}
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for (1=0;1<*dim;1++)

{
for (m=0;m<*dim;m++)
{

s[1][m].setx(r[1].getx()-r[m].getx());
s[1][m].sety(r[1].gety()-r[m].gety());
s[1][m] setz(x[1] getz()-r{m] getz());
N[1][m]=N[1][m].normale(p,a[l],a[m]);
N[1][m].normer();

}

}

sgn[1-1]= acos(N[*dim-1][1-1].prodscal(N[1-1][2-1]));
sgn[*dim-1]= acos(N[*dim-1-1][*dim-1].prodscal(N[*dim-1][1-1]));
if (sgn[1-1]>0) sgn[1-1]=-sgn[1-1];
if (sgn[*dim-1]>0) sgn[*dim-1]= -sgn[*dim-1];
for(1=2-1;1<*dim-1;1++)
{
sgn[l]=acos(N[I-1][1].prodscal(N[1][1+1]));
if (sgn[1]>0) sgn[l]= -sgn[l];
}
for(1=1-1;1<*dim;1++)
{
alpha[l]=PI + sgnl[l];
alphaT += alphall];
}
alphaT= alphaT - (Nbrpoints-2)*PL;
double phi= alphaT/(4*PI);
delete [ k;

return 0;

}

B.2 Résultats obtenus pour les différents cas test de validation:
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Cas test 1 : porte-outils

Nbr 694 896 1060 1378 1546 1880
d’éléments

Uyymax

Meét. Normale 0.669137 | 0.669358 | 0.669297 | 0.669244 0.669244 0.669244
Uyymax

Mét. Optim. 1 0.669738 0.66641 | 0.669400 | 0.669244 0.669244 0.669244
Uyymax

Mét. Optim. 2 0,668465 0,66509 | 0,670741 | 0,668575 | 0,66870911 | 0,66870911
Temps (s)

Mét. Normale 532,09 754,57 1115,31 1832,97 2645,72 3645,15
Temps (s)

Mét. Optim. 1 30.227 44.880 70.145 117.43 171.753 250.353
Temps (s)

Meét. Optim. 2 18.858 31.416 50.695 87.238 129.656 186.930
Tnorm/Toptil 17,6 16.6 15.6 14.5 13.8 13.5
Tnorm/Topti2 28.21 24.12 22 21.05 20.4 19.5
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Cas test 2 : fémur

Nbr 694 896 1060 1378 1546 1880

d’éléments

Uyymax
Mét. Normale 0.669137 |  0.669358 0.669297 | 0.669244 | 0.669244 | 0.669244

Uyymax
Mét. Optim. 1 0.669738 0.66641 0.669400 0.669244 0.669244 0.669244

Uyymax
Mét. Optim. 2 0,668465 0,66507 0,6707415 0,668575 0,668709 0,668709

Temps (s)
Mét. Normale 2450.32 2940.15 3920 5145.87 7105.18 13564
Temps (s)
Mét. Optim. 1 151.23 198.64 280.08 383.95 546.53 1051.47
Temps (s)
Meét. Optim. 2 68.055 101.484 148.204 212.077 306.91 599.64
Tnorm/Toptil 16.2 14.8 14 13.4 13 12.9
Tnorm/Topti2 36 28.97 26.45 24.26 23.15 22.62
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