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  ملخص
   
الدراسـات البحثيـة هو وضع نموذج يسمح  هذہالدراسـة تهتم بالسلوك الديناميكي للدوارات العموديـة، الهدف الأساسي من  هذہ 

  .السلوك الديناميكي لدوار عمودي ةبمحاآا
ة على الدوار الرئيسي الحرآة الهوائية المطبق تحديد جميع قـوى من اجللطائرة مروحية  بدراسة الحرآة الهوائية لقد قمنـا

  .تواتراتها وأشكالها المميزة استنتاجعناصر منتهية لشفرة المروحة و يسمح بإنشاء نموذج الذي  الشيء ،لطائرة مروحية
و الأعمال لمختلف عناصر الدوار، آما قمنـا بتطوير  ردود الفعـل التي تؤثر في المحمل وقمنا بحساب جميع الطاقـات حللنا

  .الظواهر الاهتزازيةاسـة نموذج بسيط لدر
باستخلاص التواترات الخاصة و التشوهات  ا النموذج يسمـحهذة أنشأنا نموذج عناصر منتهيـة، من أجل دراسة ترآيبات حقيقي

  .أشكال مميزة التي تؤثر في البنية لعدة المميزة للدوار، وآذلك حساب الإجهــادات
  .التنبيهاتو التي ترجع إلى اختلال التوازن ةيالاهتزازات باجتسالإ سمح بتحديـدإن دراسة الدوارات في النظام العابر وقتيا، ي

  
        .دوار، ديناميكي ، عناصر منتهية، رقمي ،طائرة مروحية،حرآة هوائية :الكلمـات المفتاحيـة*

  
Résumé 
 
Cette étude concerne le comportement dynamique des rotors verticaux. L’objet principal de ces travaux 
de recherche est de mettre en œuvre un modèle permettant de simuler le comportement dynamique d’un 
rotor vertical. Une étude de l’aérodynamique des hélicoptères a été faite pour la détermination des 
charges aérodynamiques appliquées sur le rotor principal de l’hélicoptère. Ce qui a permis de développer 
un modèle d’éléments finis de la pale et  d’en déduire leurs fréquences et modes propres. 
L’analyse des réactions agissant sur les paliers a été faite. Les calculs des différentes énergies et des 
travaux virtuels des différents éléments du rotor ont été développés. Un modèle simple a été défini afin 
d’étudier les phénomènes vibratoires. Pour traiter des systèmes réels, un modèle d’éléments finis a été 
développé. Ce modèle permet  d’extraire les fréquences propres et les déformés modales du rotor, et de 
calculer les contraintes agissant sur la structure pour les différents modes propres. L’étude des rotors en 
régime transitoire permet de déterminer les réponses  vibratoires dues aux balourds et aux différentes 
excitations. 
 
Mots clés : Rotor, dynamique, éléments finis, numérique, hélicoptère, aérodynamique. 
 
Abstract 
 
This study concerned the dynamic behavior of the vertical rotors. The main objective of these research 
tasks is to implement a model to make it possible to simulate the dynamic behaviour of a vertical rotor. A 
study of the aerodynamics of the helicopters was made through the determination of the aerodynamic 
loads applied to the main rotor of helicopter which allows to develop a finite element model of the blade 
and to extract their frequencies and eigen modes.    
The analysis of the reactions which operates the bearing is done. Calculations of different energies and 
virtual work from the various elements of the rotor are developed. A simple model was defined in order to 
study the vibratory phenomena. To treat real systems a model of finite element was developed. This 
model makes it possible to extract the eigen frequencies and modal deformed of the rotor, and to calculate 
the stresses which act on the structure for the various eigen modes.  The study of the rotor in transient 
system allowed to determine the vibratory responses due to the unbalances and various excitations.   
 
Key words: Rotor, dynamics, finite element, numerical, helicopter, aerodynamics. 
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NOMENCLATURE 
 
Ga              Accélération linéaire 

A,B             réactions aux paliers 
c                 Amortissement 
C                 centre de masse 
[ ]C               Matrice d’amortissement 

XC               Le coefficient de traînée 

zmC              Le coefficient moyen de portance  
d                 Distance de balourd du centre géométrique de l’arbre 
HD               La traînée  
E                 Module d’élasticité 
e                  Excentrement 
if                 Fréquence propre 
( )yf            Fonction de forme 
F                 Force unitaire 

NF               La poussée 
I                  Moment d’inertie 
PI                Moment d’inertie polaire 

aI                 Moment d’inertie transverse de l’arbre 
ji ,                Nombres complexes 

aJ                 Moment d’inertie polaire de l’arbre 
[ ]PJ              Tenseur d’inertie 

0K                Moment cinétique 
[ ]K                Matrice de rigidité 
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k                   Rigidité 
L                   Longueur 
HL                La portance   
M                  Masse 
M
r

                 Moment des forces 
ZM                 Moment 

sM                  Moment statique de la pale  

am                   Masse de l’arbre 

dm                  Masse de disque 

bm                   Masse de balourd 
)(yNi              Fonction de forme 

N                    Vitesse de rotation 
rP                    La puissance 
Q                     Quantité de mouvement 
Q                    Débit massique 
{ }iq                  Cordonnées généralisés 
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),,( zyxR            Repère tournant 

),,(0 ZYXR         Repère fixe 

HR                    La force résultante  
S                       Surface 
aS                      Section de l’arbre 
T                       Énergie cinétique 
dT                      Énergie cinétique de disque 

bT                       Énergie cinétique de balourd 
t                        Temps 
U                       Énergie potentielle 
u et w               Coordonnées du centre géométrique de disque O dans le repère 
fixe 
u* et w*            Coordonnées du centre géométrique O dans le repère mobile 
iV                       La vitesse induite 

V                      la vitesse de translation de l’appareil 

0V                     La vitesse à l’infini amont  

1V                   La vitesse dans le plan du disque rotor.  

2V                   La vitesse à l’infini aval.  

zyx wetww ,      Vecteurs de rotation instantanées suivantes x, y et z 

PWδ                  Travail virtuel 

ccc zyx ,,          Coordonnées de centre de masse 
 
Symboles grecques 
 
ω                      Vitesse de rotation 
Ω                      Pulsation propre 
cΩ                    Pulsation critique 

ε                       Accélération angulaire 
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bη                     Facteur d’amortissement 

σ                     Contrainte de flexion 
τ                      Volume 
δ                      Vecteur des déplacements nodaux 
ρ                      Masse volumique 
ψθ ,                  Déplacement angulaire 

β                      Le battement 

Tδ                      La traînée 

Pθ                      Le pas 
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Introduction générale 
 

 
La dynamique des structures occupe une place importante dans les travaux de 
recherche actuels. 
L’étude du comportement dynamique  des machines tournantes et des 
différentes structures mécaniques à rotors verticaux tel que les centrifugeuses, 
les pompes, les compresseurs, les turbines, les éoliennes et les hélicoptères  
permettant de résoudre divers problèmes liés à leurs fonctionnements. 
Les rotors sont  définis  comme tout  élément tournant autour d'un axe fixe.  
Le champ des rotors est vaste, par exemple les satellites géostationnaires 
animés d'une rotation libre étant conformément à la définition des rotors, de 
tels rotors sont appelés rotors libres, par opposition aux rotors fixes  qui sont 
supportés par des paliers. 
Les rotors fixes sont présents dans de nombreux domaines : l'aéronautique, 
l'automobile, le nucléaire  ou encore l'industrie pétrolière.  
Dans notre étude, on se focalisera sur les rotors fixes, plus précisément sur 
ceux à axe vertical.  
Pour étudier la dynamique d'un système comportant un ou plusieurs rotors, il 
est possible d'écrire les équations du mouvement soit  dans un repère fixe soit 
dans un repère tournant à la même vitesse de rotation que le rotor. On utilise 
un repère tournant principalement pour l'étude des roues ou des disques. 
Dans le contexte qui nous intéresse qui est la dynamique de l'ensemble, le 
repère fixe est le plus approprié.  
Lors de la mise en équation, on utilise les angles d'Euler pour décrire le 
mouvement d'un élément de rotor comme le mouvement général d'un solide. 
Les équations du mouvement comportent ainsi de nombreuses non-linéairités. 
Pour l'étude dynamique des rotors, l'hypothèse de petits déplacements est 
classiquement avancée, on suppose que la vitesse de rotation est constante où 
il s'agit d'une fonction connue du temps, cela permet d'obtenir les équations du 
mouvement linéaire. 
Les vibrations axiales et de torsion se trouvent plus découplées des vibrations 
de flexion auxquelles on s'intéresse plus particulièrement en dynamique 
d'ensemble. 
Les études essentielles de la dynamique des rotors concernant le tracé du 
diagramme de Campbell qui représente l’évolution des fréquences propres en 
fonction de la vitesse de rotation et le calcul des réponses à balourd 
principalement lors du passage des vitesses critiques.  
Pour réaliser  de telles études, on dispose aujourd'hui de nombreux outils de 
modélisation  comme la méthode de matrice de transfert, la méthode des 
éléments finis et la méthode d’'expansion polynomiale généralisée ou encore 
des fonctions de transfert distribuées. Toutes ces méthodes permettent de 
prendre en compte les particularités que présente la dynamique des rotors vis-
à-vis de la dynamique des structures fixes. On peut citer par exemple 
l'existence des moments gyroscopiques responsables de la variation de la 
fréquence propre en fonction  de la vitesse de rotation ou celle de forces 
circulatoires qui rendent le mouvement instable à partir d'une certaine vitesse 
dans le cadre purement linéaire. 
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La thématique de recherche abordée dans le cadre de ce mémoire de magister 
concerne l’étude du comportement dynamique de rotors verticaux, et plus 
précisément sa stabilité en rotation à travers du passage par les vitesses 
critiques. 
Motivés par ces considérations, on s’est intéressé à caractériser et à analyser 
numériquement le comportement dynamique des rotors soumis à des balourds 
ou à des forces harmoniques. 
Ce travail est composé de cinq chapitres. 
A partir d’une recherche bibliographique, le premier chapitre présente dans sa 
première partie une vision globale de l’état de l’art dans le domaine de la 
dynamique des rotors, un résumé de l’état d’avancement des recherches 
scientifiques, les connaissances acquises soit à partir des modèles analytiques 
ou éléments finis sont récapitulées. La seconde partie porte sur la description 
des phénomènes important en dynamique des rotors, les principaux points 
propres sont donc précisés. 
Le chapitre deux est consacré à l’aérodynamique des hélicoptères à travers la 
détermination des charges dynamiques a savoir la traînée et la poussée 
appliquées sur le rotor principal et la modélisation de l’élément de pale 
d’hélicoptère suivi par le calcul des fréquences propres et déformées modales 
de la pale. 
Dans le troisième chapitre nous introduirons les notions de base et les 
spécificités propres à l’analyse dynamique des systèmes  élastiques et 
tournants. On s’intéresse plus particulièrement à décrire la phénoménologie de 
l’analyse des charges  au niveau des paliers. 
Afin de mieux appréhender les phénomènes qui régissent le comportement 
dynamique des structures tournantes, le quatrième chapitre est composé de  
trois parties. En premier lieu une modélisation analytique qui concerne la mise 
en équation générale d’un rotor, les différentes hypothèses de modélisation 
sont exposées, les caractéristiques des différents éléments qui composent un 
rotor sont présentées (énergie cinétique et énergie de déformation d’un arbre, 
énergie cinétique d’un disque, travail des forces extérieures dues aux paliers, 
énergie cinétique d’un balourd).  
Pour la deuxième partie, un modèle simple est développé, de type 
unidimensionnel fondé sur des EF du type poutre à partir de la méthode de 
Rayleigh Ritz afin d’étudier des phénomènes de base. 
Pour la troisième partie,  un modèle éléments finis est développé afin de traiter 
des systèmes réels. 
Le chapitre cinq présente une simulation numérique du rotor par le code de 
calcul éléments finis ANSYS pour déterminer les fréquences propres, les modes  
propres, les contraintes et les réponses vibratoires dues aux balourds ou divers 
excitations extérieurs. Le diagramme de Campbell illustre les phénomènes 
d’instabilité au passage des vitesses critiques numériquement à partir du 
modèle éléments finis. 
On termine enfin par une synthèse des différents résultats et apports de ce 
mémoire, en dégageant les perspectives qui peuvent en découler. 
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Chapitre I 

Bibliographie 

 
 Introduction  
 
Les rotors sont souvent utilisés pour transformer l’énergie. Leurs domaines 
d’application sont aussi variés que l’aéronautique (hélicoptères), l’industrie 
mécanique (turbine, compresseur), l’industrie électronique et pharmaceutique 
(pompes à vide) ...etc.  
Dans un souci d’augmentation de la productivité et de diminution des coûts, la 
masse de l’arbre tournant (rotor) tend à diminuer tandis que sa vitesse de 
rotation augmente. Les phénomènes vibratoires auxquels est soumis le rotor 
sont de plus en plus importants et peuvent amener à l’instabilité du système, 
c’est pourquoi les technologies sont développées pour augmenter la puissance 
massique tout en contenant le niveau vibratoire en dessous d’un seuil 
acceptable. 
De nos jours, les machines tournantes sont de plus en plus performantes 
notamment en terme de rapport masse/puissance. Cela implique qu’elles 
deviennent de plus en plus souples et qu’elles peuvent fonctionner au delà 
d’une ou plusieurs vitesses critiques. 
Une liste chronologique des contributions importantes qui ont menées au 
développement et à l'arrangement de la vibration dans le domaine des rotors se 
présente comme suite : 
Rankine, W.J.M.[1] a examiné l'équilibre d'un rotor sans friction et 
uniformément perturbé autour de sa position initiale. Les résultats de l'article 
sont reconnus comme le premier sujet de la dynamique du rotor. Il a proposé 
que le mouvement soit stable au-dessous de la vitesse critique et neutre ou 
indifférent à la vitesse critique et instable au-dessus de la vitesse critique, il a 
également développé des formules numériques pour des vitesses critiques pour 
les cas d'un rotor se reposant librement sur un roulement à chaque extrémité 
et pour un rotor instable fixé à une extrémité. 
Greenhill A.G.[2] a étudié l'effet de la poussée et du couple sur la stabilité d'un 
long rotor et a conclu qu'ils étaient tous deux importants. Il a également  
obtenu des formules pour les cas d'un rotor non chargé se reposant sur des 
roulements et fixé dans sa direction à chaque extrémité à chaque extrémité. 
Dunkerley S. [3] a développé les formules des vitesses critiques pour des rotors 
chargés en fonction du diamètre du rotor et poids du disque de façon que le 
rotor est supporté .La vérification a été réalisée  expérimentalement.  Il a 
conclu que les amplitudes sont très élevées pour n'importe quel degré de 
balourd qui excite le rotor à la vitesse critique. La dépendance de la vitesse 
critique au moment de l'inertie de disque tournante a été identifiée. 
Rayleigh J.W.S. [4] a développé une méthode approximative pour calculer la 
fréquence normale d'une poutre continue flexible avec la masse distribuée par 
l'utilisation de la méthode énergétique.  
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Timoshenko T. [5] a découvert les effets de déformation transversale due au 
cisaillement sur les fréquences normales d'une poutre continue et s'applique 
principalement au cas de l'arbre en rotation.      
Jeffcott H.H. [6] a examiné l'effet du balourd sur les amplitudes du mouvement 
rotatif et les forces transmises aux roulements. Il a étudié le cas d'un rotor 
uniforme soutenu sur des roulements à ses extrémités et porte un disque 
mince. Il a supposé que  le moment de l'inertie du disque peut  être 
négligeable. Ce modèle a été utilisé plus tard sous le nom du modèle de 
Jeffcott. Une théorie complète a été développée pour expliquer le comportement 
du rotor au passage par la vitesse critique. Il a également identifié qu'avec une 
marge de séparation de l0% de chaque côté d'une vitesse critique, l'amplitude 
de la vibration ne serait pas excessive.  
Holzer [7] a développé une méthode numérique pour calculer les vitesses 
critiques des modes de torsion pour un rotor multi disques. 
Newkirk B.L. [8] a observé que les vibrations sont élevées lorsque le rotor 
tourne à une vitesse au-dessus de la première vitesse critique.  
Si la vitesse est augmentée, l’amplitude de mouvement rotatif continuera à 
augmenter, c'était la première fois qu'il a prouvé que le mouvement instable 
peut exister dans un rotor qui tourne à grande vitesse ces résultats ont été  
réalisé  expérimentalement. 
Kimball A.T. [9] a suggéré que le frottement interne ou l'action visqueuse due à 
la flexion puisse faire tourner un rotor à n'importe quelle vitesse au-dessus de 
la première vitesse critique. Il a postulé que la rotation asynchrone observée 
par Newkirk était due à ce phénomène. 
Newkirk  B.L. [10] basé sur la théorie de M. Kimball, a conclu que les forces de 
friction semblables sont produites au niveau d'accouplement sur le disque et 
l'axe du rotor. Cependant, il ne pouvait pas expliquer certains de ses résultats 
expérimentaux, en particulier, les effets de la flexibilité de roulement ou de 
fondation, l’amortissement et le désalignement. 
Stodola A. [11] a élaboré un procédé itératif pour calculer les fréquences 
fondamentales d'un système vibrant basé sur une forme évidente des modes 
propres, par la suite il a fourni des formules pour l'effet gyroscopique sur la 
vitesse critique d'un rotor, Il a également présenté la notion de la précession 
inverse synchrone et asynchrone d'un rotor dans des conditions spécifiques. 
Smith D.M. [12] a étudié le cas d'un rotor asymétrique sur des appuis et a 
obtenu quatre valeurs différentes de vitesse critique par rapport à la valeur 
simple pour un système symétrique. Il a également discuté de la présence des 
vitesses critiques additionnelles dues aux effets gyroscopiques des grands 
disques. Myklestad N. [13] a proposé la méthode de matrice de transfert pour 
calculer les fréquences normales pour les ailes d'avion. 
Prohl M. [14] a développé les paramètres de la méthode matrice transfert  pour 
calculer les vitesses critiques des rotors flexibles. Poritsky H. [15] a utilisé la  
théorie des petits déplacements. Il a dérivé un coefficient radial de rigidité pour 
les coussinets et a analysé le comportement du rotor. Il a conclu que 
l’augmentation de la flexibilité des paliers du rotor est proportionnelle à la 
diminution du seuil de la vitesse critique pour l'instabilité. Il a également 
proposé un critère de stabilité pour un rotor sur des supports rigide. 
Miller D.E. [16]  a présenté pour un rotor une solution de régime permanent de 
problème des vibrations forcés, il a inclue l'amortissement et la flexibilité des 
paliers. Les réponses dues aux balourds et les fréquences  de résonance sont 
calculées à travers cette étude. 
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Pinkus O. [17] a étudié le mouvement de rotation de film d’huile dans divers 
types de coussinet et a fait les conclusions principales suivantes : Le balourd 
du rotor a effet minimal sur la stabilité. Le seuil de l'instabilité se produit 
approximativement deux fois à la première vitesse critique du rotor. Dans la 
région instable, la fréquence de rotation est restée constante à la première 
vitesse critique indépendamment de la vitesse tournante du rotor aux vitesses 
presque égales à trois fois la première vitesse critique. Les Charges élevées, les 
grandes viscosités, les supports flexibles et les paliers asymétriques  favorisent  
l’instabilité. Lomakin A. [18] a étudié l'influence des caractéristiques 
dynamiques des joints sur les vitesses critiques .Il a présenté la stabilité des 
rotors de pompe. Gunter [19] a combiné les différentes théories développées 
par les dynamistes des rotors et les spécialistes en roulement. Il a expliqué une 
partie de l'évidence expérimentale. Il a souligné l'importance de considérer les 
effets combinés des paramètres de rotor et les caractéristiques de roulement 
sur la stabilité de rotor.  
Ruhl R. [20] a présenté des modèles basés sur les éléments finis des rotors 
flexibles pour calculer les vitesses critiques et les modes propres du rotor. Ces 
modèles n'ont pas tenues compte des effets gyroscopiques et des charges 
axiales. Nelson H. et McVaugh J. [21] ont prolongé le modèle d'éléments finis 
d'un rotor en tenant compte de l'inertie rotatoire, l'effet gyroscopique et les 
charges axiales. 
Dans les années 70-80, les travaux de recherche appliqués aux machines 
tournantes ont pour objectif principal de comprendre les phénomènes 
vibratoires qui peuvent conduire à l’instabilité du système, il n’y a alors pour 
solution que de diminuer au mieux les défauts d’axisymétrie (à l’origine des 
balourds lors de la fabrication), ou alors d’adjoindre des dispositifs visant à 
limiter les vibrations (Willem [22]; Adams [23]). Les vitesses de rotation qui font 
intervenir les modes flexibles de l’arbre tournant sont alors évitées. 
Les améliorations de l’évolution des nouvelles technologies de conception et de 
fabrication des machines tournantes engendrent des problèmes vibratoires 
et/ou d’instabilité qui sont susceptibles de se manifester lors du 
fonctionnement de ces machines. Un rotor est une structure souple qui peut 
être soumise à plusieurs types de perturbations : l’effet des balourds lors d’une 
montée et descente en vitesse, les sollicitations extérieures,... 
 La maîtrise du comportement dynamique des rotors permet de franchir les 
vitesses de rotation correspondant aux modes flexibles du rotor (Allaire [24]; 
Stanway et Burrows [25]; Firoozian et Stanway [26]). Parallèlement, des 
travaux qui visent à améliorer la modélisation des phénomènes régissant les 
mouvements du rotor sont menés (Imam et al. [27]; Berthier et al. [28]). 
Un des modèles souvent employé est le modèle de Jeffcott. Dans Ishida [29], ce 
modèle est utilisé pour étudier les oscillations non stationnaires d’un rotor 
lorsque celui-ci accélère en passant une vitesse critique. 
Ecker [30] développe une méthode pour supprimer les vibrations d’un rotor 
sans balourd, simplement excité par son amortissement interne et les forces 
agissant entre le rotor et le stator. 
La limitation du modèle de Jeffcott réside dans le fait que celui-ci ne prend pas 
en compte les effets gyroscopiques, par conséquent les fréquences de 
résonance de ce modèle de rotor sont indépendantes de sa vitesse de rotation. 
La méthode de Rayleigh-Ritz est aussi souvent utilisée, car elle permet 
d’obtenir un modèle simple de rotor à deux degrés de liberté ( Lalanne [31]), 
mais elle est peu précise dès qu’il s’agit d’étudier des systèmes réels. 
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Zorzi et  Nelson [32] ont développé un modèle d'éléments finis pour la 
détermination du comportement dynamique d'un rotor. Ils ont employés un 
modèle d’éléments finis de poutre de Rayleigh comprenant  les effets de l'inertie 
de translation et de rotation, les moments gyroscopiques, en incluent  
l’amortissement interne et la charge axiale. 
Nelson [33] a utilisé la théorie de poutre de Timeshenko pour établir la fonction 
de forme. Il a dérivé les matrices du système comprenant les effets de l'inertie 
dues à la  rotation, les moments gyroscopiques, la charge axiale et déformation 
de cisaillement. 
Iwatsubo et al. [34] ont étudié le problème de dynamique de rotor en incluant 
une rigidité constante, la méthode de matrice de transfert a été utilisée pour 
trouver la solution  dans les deux cas d’analyses de vibration libre et forcé. 
Etaient fait la résolution de système linéaire et obtenir et les fréquences 
normales du système. 
Özgüven et Özkan [35] ont prolongé le modèle de dynamique de rotor de Zorzi 
et de Nelson [33] pour inclure les effets combinés de la déformation de 
cisaillement et l'amortissement  interne. Dans leur modèle, ils ont considéré les 
effets de l'inertie de rotation, moments gyroscopiques, charge axiale, 
amortissement interne visqueuse et déformations transversales dues ou  
cisaillement. 
Durant ces dernières années, le modèle le plus utilisé est développé à partir de 
la méthode des éléments finis (Nelson [33], Tran [36]). Grâce à cette méthode, il 
est possible de déterminer avec précision les fréquences propres et les facteurs 
d’amortissement ainsi que la réponse à diverses excitations. De plus, cette 
méthode est modulaire, car chaque élément du rotor est défini séparément. 
Des éléments peuvent donc être ajoutés ou retirés selon les phénomènes qui 
veulent être mis en évidence. La méthode des éléments finis a ainsi été utilisée 
pour étudier les phénomènes d’amortissement en dynamique des rotors 
embarquées (Duchemin [37]) et pour l’étude de l’influence d’un couple axial sur 
le comportement des rotors (Dufour [38]).                  
Cette méthode a également été appliquée à l’étude des rotors dont l’arbre 
tourne à vitesse variable ( AI Majid [39]). Des nombreux résultats concernant la 
dynamique des rotors dont le support est fixe pour les modèles de Rayleigh-
Ritz et éléments finis qui sont présentés par Lalanne [31]. 
Plusieurs méthodes théoriques, des complexités variables, ont permi de 
comprendre et de prédire le comportement dynamique des rotors.  
Les formules algébriques sont établies pour déterminer les modes de 
translation des systèmes rotor-palier simples, les effets gyroscopiques sont pris 
en compte dans la formulation [40].   
Les simulations basées sur la méthode des matrices de transfert sont 
développées et très utilisées. Une description intéressante et complète est 
fournie par les ouvrages de R.BIGRET [41].Cependant, à cause des problèmes 
de stabilité numérique, des améliorations récentes y ont été apportées 
[42],[43],[44].  
S.S. STECCO et AL. [45] ont assuré le couplage du rotor avec son stator par les 
éléments de liaison. Mais cette méthode n'est applicable que pour des milieux 
unidimensionnels. Les études basées sur la méthode des éléments finis sont 
aujourd'hui largement utilisées. Beaucoup des codes de calcul sont ainsi 
développés et commercialisés  ( NASTRAN, ANSYS, SAMCEF, CASTOR...].   
Mais certains d'entre eux ne prennent pas en compte les propriétés liées à la 
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dynamique des rotors. Ainsi des modules leur ont été adjoints et des codes 
spécifiques ont été développés [46].   
 Les sujets se rapportant à la dynamique des rotors sont variés : 
Outre les prédictions des zones d'instabilité (vitesses critiques, réponse au 
balourd ... [47], [48]), l'influence de nombreux paramètres nécessite d'être 
évaluée.   
L'étude des paliers connait également un développement important, ainsi les 
paliers du type "squeeze-film" sont très employés dans l'industrie des rotors 
rapides car il réduisent non seulement les amplitudes de vibration du rotor au 
passage des vitesses critiques , mais aussi ils restreignent aussi les réponses 
non-synchrones du système rotor-palier  [49]. 
 Malgré un comportement non linéaire d'un squeeze-film , la linéarisation de la 
force du film d'huile auteur d'une position d'équilibre pour une vibration 
harmonique principale conduit a la somme d'une force de raideur et 
d'amortissement lineairisées [50] .  
Des recherches expérimentales et théoriques sur les coefficients de raideurs et 
d'amortissements ont été réalisées et démontrent l'influence de ces coefficients 
sur le comportement des rotors  [51].   
Les vibrations relatives et absolues d'un rotor relèvent des hypothèses 
communément faites sur la rigidité quasi-infinie des supports de paliers et ne 
constituent qu’une approximation .Des méthodes plus ou mois sophistiquées 
prennent en compte le couplage dynamique fondation- stator et rotor.   
 S.S STECCO et AL.[45], L.L.EARLES [52] réalisent le couplage par 
l'intermédiaire des paliers , les premiers utilisent la méthode de matrice de 
transfert, car le stator possède une géométrie simple de poutre, les seconds 
utilisent la méthode des éléments finis pour prendre en effet la souplesse de 
fondation.  S. H.CRANDALL et AL.[53], A. BERLIOZ et AL. [54], ZHEN-ZHAO-
CHANG et  AL. [55]  utilisent une technique de sous structuration pour la prise 
en compte de l'environnement du rotor, la méthode est celle des modes 
contraintes (une sous structure est décrite par ces modes contraints et par ces 
modes normaux.  
 Une direction de recherche privilégiée est le comportement des rotors dont le 
support est soumis à un séisme. Différents modèles de rotor sont utilisés lors 
de l’étude d’une réponse à un séisme. Ils sont plus ou moins précis selon que 
le rotor et/ou les paliers sont rigides ou non, et selon la prise en compte des 
rotations du support. Samali [56] étudie les vibrations aléatoires d’un rotor 
soumis à un séisme, son modèle prend en compte les 6 composants de 
mouvement possibles pour le support (3 translations et 3 rotations), mais 
considère le rotor comme un arbre rigide posé sur des paliers flexibles. Suarez 
[57] et Singh [58] prennent en compte la flexibilité de l’arbre pour développer 
les équations du mouvement à l’aide de la méthode des éléments finis pour un 
rotor dont le support est soumis à 6 composants de mouvement. Néanmoins, 
ils ne prennent pas en compte certains termes paramétriques et autres 
pouvant causer des complications analytiques afin de pouvoir réaliser une 
analyse modale et une réponse par une méthode spectrale. Dans Subbiah 
[59],a les équations sont résolues à partir d’une densité spectrale de puissance. 
 Une méthode spectrale est également utilisée par Beley [60] sur un système 
rotor-paliers-fondation prenant en compte la flexibilité du support. Dans les 
équations développées  certains termes sont manquants et les modèles 
développées ne prennent pas en compte les possibles asymétries de l’arbre et 
du disque. 
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Les analyses transitoires sont effectuées dans le domaine linéaire par la 
méthode de superposition modale ou bien par la technique de RUNGE-KUTTA 
en présence de non linéarité sur les réponses dynamiques des rotors [61], [62]. 
Des approches numériques axisymétriques et traditionnelles complètent les 
simulations numériques [63].  L'influence de la souplesse des disques y est 
évaluée ; seuls les modes possédant un diamètre nodal ont une influence 
prépondérante sur les modes du rotor [64].    
Les études expérimentales touchant de prés la dynamique des rotors sont 
concentrées sur des points inaccessibles par voie théorique, ce sont par 
exemple les caractéristiques des paliers, les amortissements et les raideurs 
réels les coefficients des labyrinthes d'étanchéité, la souplesse des 
fondations…. Trop peu de publications font état des écarts entre les calculs et 
les expériences sur les vitesses critiques.  
 J. M. Vance  et al. [65]   comparent les résultats numériques et expérimentaux  
des modes "libre-libre" et évaluent la précision du modèle en fonction du 
couplage du rotor et des disques.  L'influence de la souplesse des disques est 
surtout importante pour les analyses "libre-libre". 
Les études expérimentales sur la dynamique des rotors se sont surtout 
concentrées sur la détermination des raideurs et amortissements des paliers 
hydrodynamiques.   
R. Nordman et al.  [66] ont extrait des mesures de réponses à une excitation 
par impact des coefficients de raideurs et d'amortissements des paliers 
hydrodynamiques.  
 Q. Zhang   et  al.  [67]  reprennent cette idée mais utilisent une excitation 
synchrone due à la présence de balourds connus et distribués sur le rotor. 
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I.1- la dynamique des rotors  
 

On aborde maintenant quelques aspects importants concernant la 
dynamique des rotors. On verra plus particulièrement les notions de vitesses 
critiques, d'instabilités liées à l'amortissement tournant et le rôle que peuvent 
jouer les dissymétries sur la dynamique des rotors. 
 
I.1-1 Les divers types d'excitations 
 
Les rotors sont soumis à diverses sollicitations extérieures, outre le poids 
propre, on trouve les efforts de balourd, qui sont propres aux machines 
tournantes. Ceux-ci correspondent aux forces d'inertie générées par le 
mouvement rotatif des masses excentrées et non équilibrées du rotor. 
Lorsqu'une pièce d'un rotor possède des axes principaux d'inertie transversale 
non orthogonaux à l'axe de rotation, un couple est aussi produit. On le qualifie 
de balourd dynamique, par opposition à balourd statique usuellement employé 
pour désigner la force. Pour une vitesse de rotation constante, l'expression de 
ces efforts dans un repère fixe est de la forme   
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ou  m,  dI , et pI  sont respectivement la masse, l'inertie diamétrale et l'inertie 
polaire, e  l'excentricité du centre de gravité,τ  l'angle d'inclinaison de l'axe 
d'inertie (supposé faible), α  et β  leur phase. Si la vitesse de rotation n'est pas 
constante, des termes de couplage en Ω& Viennent s'ajouter. 
L'origine des efforts de balourd est variée. Il peut être soit des problèmes 
d'usinage, de montage, voir les gradients thermiques qui peuvent induire un 
fléchissement de l'arbre. Puisqu'ils constituent la source majeure d'excitation, 
il faut tenter de les minimiser. 
Pour cela, l'usinage des pièces tournantes des organes est toujours suivi d'une 
rectification pour respecter des tolérances sévères. Ensuite, durant la phase de 
montage, un très grand soin est apporté; on effectue de plus un équilibrage. 
Cette opération consiste à apporter des ajouts de masses ponctuels pour 
compenser les balourds résiduels, et permet de se retrouver avec un balourd 
final admissible. 
Les réponses dynamiques pour ces balourds exceptionnels se distinguent de 
celles observées en condition normale de fonctionnement (induit par un faible 
balourd).En effet, les mécanismes qui rentrent en compte sont nombreux et 
très complexes : mouvement de grandes amplitudes et déformations 
importantes, problèmes de contacts et frottement avec le stator  plastification 
des certaines pièces et propagation des fissures, desserrements de boulons et 
ouvertures de brides, décélération rapide des rotors,…[68]  
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I.1-2 Notions de vitesse critique  
Parmi les phénomènes classiquement observés en dynamique des rotors, on a 
la notion de vitesse critique. Selon Nelson [69], l'une des premières citations 
concernant la notion de vitesse critique remonte à la fin du XVIIIè siècle lors 
d'essais expérimentaux réalisés par Dunkerley, Il définit alors la vitesse 
critique comme la vitesse à la résonance d'une structure élastique non 
tournante où les vibrations de la machine atteignent des niveaux élevés.  
Aujourd'hui le concept de vitesse critique a évolué et se rattache d'un point de 
vue théorique à la notion de valeurs propres du système tournant, la vitesse 
critique correspond à la vitesse où l'excitation par balourd coïncide avec une 
des fréquences propres du système. 
Il est connu que les modes propres d'un système conservatif en rotation sont 
des modes complexes  deux à deux conjugués à pulsations propres purement 
imaginaires. Cela est dû aux effets gyroscopiques induits par la rotation, qui 
couplent les déplacements horizontaux et verticaux [70]. Ils peuvent cependant 
être associés pour obtenir des modes réels qualifiés soit de direct, soit de 
rétrograde, suivant que le mouvement de précession qui leur est associé est 
dans un sens identique ou contraire au mouvement de rotation. 
Le point essentiel est la dépendance de leur fréquence propre en fonction de la 
vitesse de rotationΩ . Le graphique représentant l'évolution de celles-ci en 
fonction de Ω  s'appelle le diagramme de Campbell [31]. On peut démontrer que 
la partie de l'énergie cinétique relative aux termes gyroscopiques est positive 
(négative) pour les modes directs (rétrogrades), si bien que les effets 
gyroscopiques tendent à rigidifier (assouplir) la structure [71]. Ainsi, les 
courbes croissantes (décroissantes) du diagramme de Campbell (Figure1.1)  
sont relatives au mode direct (rétrogrades).  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure I.1  Diagramme de Campbell 
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L'excitation majeure dans un système en rotation étant les forces synchrones 
de balourd, il est possible de détecter les phénomènes de résonance en 
reportant la droite d'équation Ω=f , appelée droite d'excitation synchrone, sur 
le diagramme de Campbell, les points d'intersection avec les courbes des 
fréquences propres directes fournissent les vitesses auxquelles les résonances 
ont lieu, ces vitesses portent le nom de vitesses critiques. Les points 
d'intersection avec les fréquences propres rétrogrades n'ont pas d'intérêt à 
première vue puisqu'elles ne peuvent être excitées par un balourd (au même 
titre qu'une poutre sollicitée uniquement horizontalement ne peut vibrer 
verticalement), à moins qu'il n'existe des couplages ou des interactions.  
Il faut préciser que dans le cas d'un système bi-rotor (ou plus, certains organes 
possédant un rotor moyenne pression), il convient de reporter sur le 
diagramme les droites synchrones correspondant aux deux rotors, BPf Ω=  
et HPf Ω= , car le balourd présent sur un rotor peut exciter aussi l'autre rotor. 
Le nombre de vitesses critiques se trouve ainsi doublé (on distingue les vitesses 
critiques produites par le rotor basse pression et celles produits par le rotor 
haute pression). De plus, on reporte parfois aussi les droites d'équation Ω= .nf  

ou nf Ω=  pour repérer les vitesses auxquelles des pics super ou sous-

harmoniques causées par des non-linéairités peuvent éventuellement survenir. 
La détermination des vitesses critiques demande donc le tracé du diagramme 
de Campbell c’est-à-dire un calcul des modes propres à chaque vitesse de 
rotation (méthode de balayage en fréquence), le temps de calcul est donc 
important. Pour traiter efficacement les systèmes de taille importante,             
G. GENTA a proposé une technique itérative basée sur la décomposition en 
parties proportionnelle et non proportionnelle des matrices d'amortissement et 
gyroscopique pour le calcul de valeurs propres [72]. 
Dans le cas particulier de systèmes non amortis et sans couplage directionnel, 
il est possible de calcule directement les vitesses critiques (c'est-à-dire sans 
passer par l'extraction des fréquences propres pour diverses valeurs de la 
vitesse de rotation). Il suffit d'injecter la relation Ω±= .λω .  
Dans l'équation homogène du mouvement, le signe étant positif (négatif) pour 
les vitesses critiques directes (rétrogrades).La résolution du problème aux 
valeurs propres alors obtenu fournit d'emblée les vitesses critiques. Le 
coefficientλ   est introduit pour la conversion des unités ainsi que pour gérer 
les excitations induites par les balourds d'autres rotors ou rechercher les 
éventuels pics de réponses juste ou sous-harmoniques. 
 
I.1-3 L'influence des dissymétries  
 
Si les rotors sont souvent axisymétriques, axisymétrie en comportement (rotors 
en matériaux composites par exemple), il n'en est pas de même pour les stators 
: la présence d'éléments juxtaposés aux carters, la fixation avec l'aile,. . . créent 
des dissymétries à la fois de masse et surtout de raideur. 
L'influence des dissymétries en raideur des paliers sur la dynamique du rotor 
est importante. Tout d'abord, on note que si les raideurs transversales dans 
deux directions principales sont différentes, la réponse synchrone du rotor à 
un balourd est un mouvement de précession elliptique au lieu de circulaire. De 
plus, à l'arrêt, les modes propres dans les plans vertical et horizontal ont 
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naturellement des fréquences propres distinctes. Les modes  classiquement 
associés par paires dans le contexte axisymétrique (car identiques à  vitesse de 
rotation nulle), avec un mode direct et un mode rétrograde, sont dès lors 
différents l'un de l'autre. On montre d'ailleurs que pour chacun des deux, une 
vitesse critique existe [31].  
Lors d'une réponse à  balourd, on observe donc non pas un pic de résonance 
mais deux (on parle de phénomène de dédoublement de résonance, Split 
résonances dans la littérature anglo-saxonne) : le mode rétrograde est excité 
(Figure 1.2). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     (a) Cas axisymétrique                                  (b) Cas non axisymétrique 
 

 
Figure I.2  Influence des dissymétries sur le diagramme de Campbell 

 
Ce phénomène est classique et peut être inhibé lorsque l'amortissement est 
suffisant.De nombreuses études numériques et expérimentales ont permis de 
mettre en évidence un point moins connu mais pourtant bien réel qui est 
l'existence simultanée de la précession directe et de la précession rétrograde.  
C. Rao et al. ainsi que A. Muszynska ont mené avec succès des expériences 
durant lesquelles ce cas de figure s'est manifesté [73,74]. 
C. Rao et al. ont étudie un rotor de type Jeffcott supporté par des paliers 
hydrodynamiques soumis à l'influence de la gravité, avec différentes valeurs de 
jeu radial pour les paliers. Ils ont constaté, pour un jeu dans un certain 
intervalle, un dédoublement du pic de résonance, avec le rotor qui orbite dans 
un sens au niveau du disque et dans l'autre partout ailleurs sur l'arbre. Il 
s'avère que le mouvement de précession rétrograde est effectivement initié au 
niveau du disque, et qu'avec l'augmentation de la vitesse de rotation, il s'étend 
progressivement le long de l'arbre puis diminue de nouveau avant de 
disparaître totalement. 
De son coté, A. Muszynska s'est intéressé à l'étude d'un rotor vertical monté 
sur roulement à billes et possédant un battement total. L'anisotropie des 
paliers est assurée par des ressorts de raideurs différentes pour le maintien 
des bagues extérieures de roulement. 
Le rotor possède un disque en extrémité qui génère des effets gyroscopiques. 
Les essais ont révélé l'existence de vitesses de rotation pour lesquelles 
l'extrémité de l'arbre accouplée avec le moteur d'entraînement orbite dans le 
sens direct et le disque à l'autre extrémité orbite dans le sens rétrograde. 
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La dérivation d'un modèle simplifié lui permet d'analyser les contraintes dans 
l'arbre, révélant ainsi la décomposition de celles-ci en une composante 
constante et une composante harmonique d'ordre 2 (i.e. dont la dépendance en 
temps est en 2t,  étant la vitesse de rotation de l'arbre). Une analyse 
paramétrique à partir de ce modèle recalé confirme les rôles du balourd et de 
l'amortissement dans l'apparition de ce phénomène. 
Comme c’est précisé au départ, la dissymétrie des rotors est beaucoup plus 
rare, mais elle peut exister. Il s'agit principalement de dissymétries d'inertie      
(anisotropie des inerties diamétrales) ou de dissymétries de raideur (pour les 
rotors en matériaux composites par exemple). En raison de la rotation propre, 
les équations décrivant la dynamique du système comportent alors des termes 
en fonction du temps, qui peuvent dans certaines circonstances générer des 
instabilités. Le mouvement d'un tel rotor même parfaitement équilibré, peut 
donc diverger, il a été démontré que les zones d'instabilité se trouvent entre les 
vitesses critiques dédoublées [75] et qu'elles peuvent disparaître en présence de 
non-linéarités [76]. 
Il faut préciser que les dissymétries dans les rotors peuvent apparaître au 
cours du temps avec la fatigue. La présence de fissures transversales dans 
l'arbre entraîne une modification locale de raideur qui rend les caractéristiques 
élastiques anisotropes. 
 
I.1-4 L’effet de l'amortissement 
 
Si l'amortissement a toujours un rôle bénéfique sur la dynamique des systèmes 
non tournants,  il n'en est pas de même pour les systèmes tournants. C’est 
pour ça que Les ingénieurs ont depuis longtemps été conscients des effets 
déstabilisants induits par l'amortissement interne sur les rotors : il s'avère en 
effet que pour des systèmes axisymétriques le mouvement peut devenir 
instable à partir d'un certain seuil de vitesse de rotation, ce seuil dépend du 
ratio entre l'amortissement qualifie d'externe (c'est-à-dire celui introduit par les 
paliers, le couplage avec le fluide environnant, et l'amortissement interne, mais 
il est toujours supérieur à la première vitesse critique). 
L'instabilité est liée à la rotation propre du rotor et n'est en rien attribuable à 
d'éventuelles non-linéarités. Lorsque l'on exprime les forces d'amortissement 
internes des parties tournantes dans un repère fixe, on remarque que celles-ci 
se décomposent en deux termes : un terme proportionnel à la vitesse, ce sont 
les forces d'amortissement au sens classique, et un terme proportionnel au 
déplacement les forces dites circulatoires.  
Ces dernières sont à l'origine des phénomènes d'instabilité, car elles s'opposent 
aux forces d’amortissement externe [77]. 
 
Conclusion  
Ce chapitre est constitué des rappels et de définitions de notions liées aux 
rotors, dans le but de donner une vision assez large sur les travaux effectués 
dans le cadre des rotors et les différents phénomènes qui influent sur la 
dynamique des rotors et leurs caractéristiques. On a montré comment de 
nombreuses instabilités peuvent survenir à cause de la rotation. 
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Chapitre II 

Aérodynamique de l’hélicoptère 

II.1. Généralités  
Ce chapitre traite des notions de base en aérodynamique de l’hélicoptère, ce 
qui permet la modélisation  des hélicoptères, pratiquement Le vol des 
hélicoptères peut se produire avec des modes différents de vol, dans une, deux 
ou trois directions et avec des conditions très différentes dans chaque mode. 
Pourtant, dans la littérature concernant l’aérodynamique des hélicoptères [85] 
[86], les cas analysés les plus importants sont ceux du vol vertical, du vol 
stationnaire et du vol en palier.  
On remarque que dans la plupart des travaux analysés [87], les auteurs 
considèrent leurs études dans des conditions de vol stationnaire où près de ces 
conditions particulières. D’autre part, la dynamique des pales est souvent 
négligée. 
Dans ce chapitre on tient de compte de la  dynamique des pales. 
L’élément essentiel d’un hélicoptère est le rotor, lui même constitué d’un 
ensemble de deux pales autour d’un axe sensiblement vertical, dans un plan 
perpendiculaire à cet axe.  

II.1.1. La pale et le rotor   
L’élément essentiel d’un hélicoptère est le rotor, car il assure à la fois la 
sustentation et la translation de l’hélicoptère. Le rotor est lui même constitué 
d’un ensemble de deux ou de plusieurs pales.  
II.1.2. Les modes de vol d’un’ hélicoptère   
L’hélicoptère est un aéronef qui peut, en principe, exécuter trois sortes de vols:  
• un vol vertical (ascendant ou descendant),  
• un vol stationnaire,  
• un vol de translation.  

II.1.3. Effort de traction sur l’hélicoptère 

Pour pouvoir piloter l’appareil, il est nécessaire que la poussée NF  (figure II.1) 
délivrée par le rotor soit variable en module et en direction  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Figure II.1 Effort de traction la poussée NF  
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Les trois mobilités de la pale sont (figure II.2) : 
Le battement β , levé de la pale perpendiculairement au plan rotor ; 
 La traînée Tδ , mouvement de pale dans le plan rotor ; 
 Le pas Pθ , rotation de la pale suivant son envergure. 
 
 
 
 
 
 
                             
                              
 

Figure II.2  Mobilités de la pale 

II.2. Efforts Transmis  
Considérons d’abord l’ensemble des efforts qui agissent sur une pale et leur 
transmission.  

II.2.1  Calcul de la Matrice d’Inertie  
L’étude des efforts s’appliquant sur le rotor nécessite une parfaite 
connaissance de l’inertie des pales. Cependant le profilé des différents profils 
NACA est très complexe et le calcul manuel de l’inertie est difficilement 
réalisable.  
L’idée première fut de déterminer l’inertie de la pale par une modélisation par 
ANSYS. 

Cette modélisation a été effectuée à partir de données fournies par le profil 
NACA 23012, un profil de la série à 5 chiffres, il est muni de 26 point : 
numérotées de 1 à 12 coté extrados et de 13 à 14 coté intrados. 
L’aile a pour envergure b=6m, et pour corde c=0.4m.  
A partir d’un nombre de points (26 points), nous avons pu définir le contour de 
la pale à partir de la fonction spline du logiciel ANSYS. 

    Caractéristiques du matériau  
Le matériau utilisé pour la pale est un composite verre époxy qui a pour 
caractéristiques : 
                         E=73 GPa 
                        ρ =2540 kg/m3 

 
 

 

 

 

 

 
Figure II.3 Points du profil NACA 23012 
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Figure II.4  Géométrie de la section de la pale 

 
II.2.1.a Conditions aux limites : 
La pale est encastrée dans l’extrémité gauche : donc pour cette extrémité on 
annule tous les degrés de liberté. 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure II.5 Conditions aux limites 
 

 

 
Figure II.6  Pale modèle éléments finis : 2196 noeuds, 1403 éléments. 
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Le logiciel nous donne le centre de gravité et les moments d’inertie principales 
et par rapport à l’origine du repère de cette pale.  
      Volume total = 30.078115 m  
      Masse total   =   kg41.981  
      Centre de masse:  

                                    








=
=
=

mZ
mY
mX

C

C

C

3
5014700.0

016905.0
                                           )1.2(    

Moments d’inertie :           
Moments d’inerties principales :           
     IXX =    595.26    2.mkg  
     IYY =    596.97    2.mkg  
     IZZ =     1.7631    2.mkg  
 
Par rapport à l’origine: 
     IXX =    2381.0     2.mkg       
     IYY =    2388.4       2.mkg       
     IZZ =     7.4383        2.mkg     
     IXY =   -0.13617    2.mkg       
     IYZ =    -2.9849       2.mkg    
     IZX =    -100.62       2.mkg  

II.2. 2 Détermination des efforts   
 II.2. 2 a) Position du problème   
Le bilan des forces extérieures est le suivant, en supposant un chargement 
uniforme de la pale :  

 Poids de l’hélicoptère 
 Portance 
 Forces d’inertie dues au calage variable de la pale.  
 Fc, force centrifuge.  
 Traînée  

 
II.2. 2 b) Présentation des efforts aérodynamiques  
 

 
                          Figure II.7  Présentation des efforts aérodynamiques. 
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II.2. 3 Calcul des efforts aérodynamiques (Traînée et Portance)  

iiN VVVSF += 02ρ                                                                     (2.2) 

A.N :  m=198.41 kg,   g=9,81m.s-2  , ρ =1.226 kg.m3, S=132.6 m2 

smV /89.3=      
smVi /79.2=  

 
 )(2 iiN VVVSF += ρ                                                      (2.3) 
Et d’après la formule (2.3), on a : 
 
     NFN 6.6059=  

II.2.3.1 Performances en vol stationnaire  
Le coefficient moyen de portance zmC le long d’une pale est donné par le calcul 

suivant :  

∫∫ ×××=××=
1

0

222

0

22

2
1.

2
1 ϕϕωρωρ dRlCdrlrC

b
F

zm

R

zm
n                    (2.4)  

Avec : 
               nF  : Poussée du rotor 
                 b : nombre de pales 
l : corde de la pale l=0.4m 

RU ω=  : Vitesse périphérique de la pale 
ω  =26.16 rd/s, N=250 tr/min 
R=6.5m 
U=170m/s 

En intégrant, on trouve pour zmC  la valeur
bURl

Fn
×××× 2

6
ρ

. 

En pratique, compte tenu des pertes en extrémité de pâle, il est plus 
exact de majorer cette dernière valeur et d’adopter :  

bURl
F

C n
zm ××××
= 2

8,6
ρ

                                                                    (2.5)  

A.N : 429.0=zmC  
On peut évaluer le coefficient de traînée d’une pâle avec la formule :  

2.0666,0036,0 zmx CC +=                                                                   (2.6)  
 
A.N :  

04826.0=Cx  
Ainsi, la traînée d’une pâle suivant l’axe Ox fournit, au cours de la variation 
d’azimut entre 0 et 2π, une résultante xT qui s’oppose au mouvement de 
translation, soit :  

∫ ∫=
π

ψ
π

2

0 02
1 R

x dTdT  
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∫ 



 ++=

π

ψψµψµψρ
π

2

0

2322 cos.cos.
3

cos.....
4
1 dURlCT xx  

Soit :  µρ 2.....
4
1 URlCT xx =                                                          (2.7) 

 Avec : 

paledeextrémitélderotationdevitesse
ntranslatiodevitesse

U
V

'
==µ  

A.N : NTx 26,28=  

 
II.2.4 Détermination de la force centrifuge  
La modélisation exacte se fait par intégration de la force centrifuge 
infinitésimale sur la longueur de la pale. La force centrifuge infinitésimale 
dFc est rdmdFc ××= 2ω .                                                               (2.8)  

: mkgmrrdm
pale G .43.694. ==×∫  

 
Figure II.8  Présentation de la force centrifuge 

 
Avec ω =26.16 rd/s  on a alors : kNFc 23.475=   
 

II. 3. Modélisation de la pale par le code de calcul ANSYS  
L’objectif de cette étude est de déterminer les fréquences propres et les modes 
propres, de la pale. 

II. 3.1 les fréquences naturelles de la pale  
Les fréquences de la pale sont présentées dans le tableau ci-dessous: 

Tableau II.1  les fréquences naturelles de la pale. 
 
Numéro de mode       type de mode Fréquence [Hz] 
1                                 1er  Battement 
2                                 2emeBattement 
3                                 1er Traîné 
4                                3eme Battement 
5                                 1er  Torsion 

1.00 
6.28 
7.81 
17.58 
34.17 
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II. 3.2 Les déformées modales  
 

 
 

Figure II.9  Mode de 1ere  déformée: 1ere mode de battement 
f=1.00 Hz, Dmax=0.1421m 

 
Figure II. 10 Mode de 2eme déformée: 2eme mode de battement 

f=6.28 Hz, Dmax=0. 1423m 
 

 
 

Figure II.11 Mode de 3eme déformée: 1ere mode de Traîné 
f=7.81 Hz, Dmax=0.1420 m 
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Figure II.12 Mode de 4eme déformée: 3eme mode de battement 
f= 17.58 Hz, Dmax=0.143 m 

 
 
 

 
 

Figure II.13  Mode de 5eme déformée: 1ere mode de torsion 
f=34.17 Hz, Dmax=0.253 m 

 
 

Les figures ci-dessus illustrent les cinq premiers modes  de vibration de la 
pale. La visualisation de ces modes montre que l’extrémité de la pale est la 
zone la plus sollicitée par les déformation quelque soit la traînée, le battement 
ou le torsion.    
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Figure II. 14 Evolution de Profil de déplacement suivant la pale 
Dmax=0.14215 mm 

 
La figure II. 14  illustre le profil de l’amplitude de vibration en déplacement 
tout le long de la pale pour le1ere mode de battement, on constate que la 
grandeur de déplacement est plus importante à l’extrémité de la pale, car cette 
zone est la plus soumise aux différentes sollicitations. 

 

Conclusion  
Dans ce chapitre on a introduit  la dynamique des hélicoptères où les forces 
aérodynamiques générées par le rotor  ont été caractérisées. 
A partir d’un profil NACA, la géométrie de la pale a été développée, ce qui 
permet de déterminer les inerties et le centre de gravité de la pale. 
L’injection des charges aérodynamiques dans le modèle éléments finis de la 
pale permet de déterminer  les fréquences propres et les modes de vibration de 
la pale  en battement, traînée et torsion. Les résultats montrent que les 
différentes sollicitations et les déplacements maximaux sont localisés à 
l’extrémité de la pale.  
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Chapitre III 
Analyse dynamique des solides élastiques 

 
 
III.1 Cinématique d'une particule du solide 
 
Considérons un corps flexible Ω  de frontière Ω∂ . Dans sa configuration de 
référence,  illustrée en figure III.1, chaque particule est décrite par un vecteur 

txxxx ]3,2,1[=  dont les coordonnées sont mesurées dans le repère inertiel 
orthonormé )3,2,1( xxxO  (Gmur [78]). 
 

 
 
 

 
Figure III.1  Configuration de référence 

 
 

 
A l'instant initial (t = 0), le corps est soumis à un champ de déplacement 
initial )(0 xu .La particule repérée dans la configuration de référence par le 
vecteur x occupe la position )(0 xv  : 
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Figure III.2  Configuration déformée 
 

),(),( 00 txuxtxv +=                                                                           (3 – 1) 
Considérons maintenant un mouvement du corps, comme illustré en figure 
(III.2) à l'instant 0>t , le corps est déformé, dans une position quelconque. 
Soit ),,( 321 XXXO  le repère rotationnel. Sa position par rapport au repère inertiel 
est donnée par le vecteur translation )(ts  et la vitesse angulaire autour d'un axe 
quelconque est twwwtw ],,[)( 321= .     Cet axe sera spécifié ultérieurement pour 
définir l'axe de rotation de notre système tournant. 
Dans la configuration déformée, la particule est maintenant au point P et sa 
position par rapport au repère inertiel est donnée par le vecteur ),( txy  tandis 
que dans le repère rotationnel nous avons : 

),(),( txuxtxv +=                                                                           (3 -2) 
Où ),( txu  est le vecteur déplacement résultant de la déformation dynamique du 
corps. 
Dans le repère inertiel, le vecteur ),( txy  est donné par : 

)),(()()(),()()(),( txuxtRtstxvtRtstxy ++=+=                                    (3 -3) 
Où  )(tR  est une matrice de changement de repère .elle est orthogonale 

 )( 1−== RRetIRR tt     . 
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La dérivée temporelle de   ),( txy  est : 

uRuxRsy &&&& +++= )(                                                                          (3 -4)        
Où Ω= RR&  est la dérivée temporelle de R, avecΩ  donnée par une matrice 
antisymétrique définie par les composantes de ω       
 

                
 
                                                                    (3-5) 

 
III.2 Dynamique d'un corps déformable 
 
Les équations du mouvement du système peuvent être établies de deux 
façons : 
La première consiste à écrire le principe fondamental de la dynamique appliqué 
à un volume infinitésimal du corps auquel on ajoute la loi de comportement du 
matériau et les conditions aux limites. L'accélération est obtenue à partir de 
l'équation (3 -4). Le système ainsi obtenu correspond à la formulation forte de 
l'équation du mouvement. La forme faible est obtenue en intégrant l'équation 
aux dérivées partielles sur le volume du corps, pondérée par des fonctions 
tests. 
La deuxième approche est la méthode énergétique. Après avoir écrit les 
énergies cinétiques et potentielles du corps, la fonction de dissipation de 
Rayleigh et le travail virtuel des forces volumiques et surfaciques,               
les équations de Lagrange donnent l'équation du mouvement sous la forme : 
 

0=
∂

∂
+

∂
∂

−







∂
∂

q
dF

q
L

q
L

dt
d

&&
 , L=T-U                                                          (3 -6) 

 
L'énergie cinétique est donnée par : 

∫∫

∫∫∫∫∫

ΩΩ

ΩΩΩΩΩ

−ΩΩ−Ω++ΩΩ+

+ΩΩ+Ω−ΩΩ−ΩΩ+Ω=Ω=

)73()2(
2
1)(

2
1

)(
2
1

2
1

2
1

2

2

dxxxRsssdxsRu

dxsRuduuduuduudyyT

ttttt

tttttt

&&&&

&&&&&

ρρ

ρρρρρ
 

 
L'énergie de déformation et le travail virtuel des forces volumiques et 
surfaciques sont groupés dans l'énergie potentielle sous la forme : 
 

)83()()()(
2
1

)(
2
1

−







Ω∂+Ω−Ω∇∇

=







Ω∂+Ω−Ω=

∫∫∫

∫∫∫

Ω∂ΩΩ

Ω∂ΩΩ

dtudfuduCu

dtudfudCU

ttt

ttt εε

 

 
Ou C est la matrice d’élasticité et u∇=ε  est le vecteur de déformation 
(considérées petites), ou ∇ est l’opérateur différentiel qui a pour expression : 
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/0/
//0
/00
0/0
00/

12

13

23

3

2

1

xx
xx
xx
x

x
x

                                                                     (3 -9) 

 
La fonction de dissipation, en supposant une loi de comportement 
viscoélastique   )( εηεσ &bC += , est exprimée par : 

∫
Ω

−Ω∇∇= )103()()(
2
1 duCuF t

bd &&η  

Si les déplacements u sont exprimés par une approximation de Rayleigh-Ritz 
en produits de fonctions de forme et coordonnées généralisées  )()( tqxHu =  , 
nous pouvons réécrire les équations (3-7) (3-8) (3-10) sous la forme : 
 

∫∫

∫

ΩΩ

Ω

−ΩΩ−Ω++ΩΩ+

+ΩΩ+Ω−−+=

)113()2(
2
1)(

)(
2
1

2
1

2
1

dxxxRsssdxsRHq

dxsRHqqNqqGqqMqT

Tttttt

tttttt

&&&&&

&&&&

ρρ

ρ
 

 

)123()(
2
1

−







Ω∂+Ω−= ∫∫

Ω∂Ω

dtHqdfHqqKqU ttttt  

 

                  qDqF t
d &&

2
1

=                                                                  (3 -13) 

 
 
Finalement, en utilisant les équations de Lagrange, nous trouvons l’équation 
du mouvement du système dans le repère mobile sous forme matricielle : 

  
       FrqNPKqGDqM +=+++++ )()( &&&                                                (3– 14) 
 
où M est la matrice de masse, D la matrice d’amortissement, G la matrice 
gyroscopique, K la matrice de raideur, P la matrice d’accélération angulaire, N 
la matrice d’accélération centrifuge (ou assouplissement centrifuge), r le 
vecteur des excitations indirectes dues à l’entraînement du système de 
coordonnées et F le vecteur des excitations par les forces volumiques et 
surfaciques. Nous avons: 

∫
Ω

Ω= dHHM tρ                                      matrice de masse 

Ω∇∇= ∫
Ω

dHCHD t
b )()(η                        matrice d’amortissement   

ΩΩ= ∫
Ω

dHHG tρ2                                 matrice gyroscopique 
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∫
Ω

ΩΩ= dHHP t &ρ                               matrice de rigidité d’accélération angulaire   

∫
Ω

ΩΩ= dHHN t 2ρ                              matrice de rigidité centrifuge 

∫
Ω

Ω∇∇= dHCHK t )()(                       matrice de raideur 

∫
Ω

ΩΩ+Ω+−= dxxsRHr tt )( 2&&&ρ           vecteur forces d’inerties 

∫∫
Ω∂Ω

Ω∂+Ω= )(dtHdfHF tt                 vecteur forces données 

III.3 Efforts exerces sur l’axe d’un solide en rotation  
 
     III.3.1 Efforts dynamiques  
                  La figure III.3 représente un solide en rotation, avec : 
C:centre de masse, 
 R’:(O x’ y’ z’) repère mobile lié au solide, 
M : masse du solide, 

k
r
&r
θω =  : Vitesse angulaire de rotation, 

F
r

 : Résultante des forces extérieures, 
A : palier double (à butées), 
B : palier simple (appui cylindrique). 
     Les réactions  A

r
 et B

r
 sont quelconques et leur projections dans le repère 

R’:(O x’ y’ z’) sont respectivement '''''' ,,,, zyxzyx BBBetAAA   . 

 
 
 

Figure III.3  Schéma d’un solide en rotation par rapport à un axe vertical 
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Pour la détermination des composantes des réactions A

r
 et B

r
 dans le repère 

mobile, on utilise les six équations obtenues à partir des lois de la dynamique : 
 

15) -(3

)(
)(
)(

0
)''(

)''(

''

'''
2

''''

'''
2

''''

'''

'''
2

'''
2
















=
++=−−
++=−−

++=
++=+
++=+−

FMI
bBaAFMII
bBaAFMII

BAF
BAFzxM
BAFxzM

yy

xxxzxyz

zzxyxzx

yyy

zzzcc

xxxcc

r
&&

r
&&&

r
&&&

&&&

&&&

θ
θθ
θθ

θθ
θθ

 

          On note les composantes des réactions A
r

 et B
r

 donnent les réactions 
totales appliquées en A et B. ces lois supposent la connaissance de : 
 - le centre de masse du système, 
-  l’application du théorème du centre de masse, 
- le tenseur d’inertie en un point donné, 
- le moment cinétique du système, 
- L’application du théorème de la variation du moment cinétique, 
- le moment des forces extérieurs et son analogie avec la variation du moment 
cinétique. 
 
III.3.2 Variation de la quantité de mouvement et de moment cinétique  
On sait que les variations de la quantité de mouvement Q

r
du solide et du 

moment cinétique K
r

 ont respectivement pour expressions : 

16) - (3BAF
dt
Qd rrr
r

++=  

Et 

17) - (3)()()( 000 BMAMFM
dt
Kd rrr
r

++=  

Dans le repère R’:(O x’ y’ z’) les expressions de  Q
r
 et K

r
sont : 

18) - (3''' ''' kQjQiQQ zyx

rrrr
++=  

19) -(3''' ''' kKjKiKK zyx

rrrr
++=  

dt
Qd
r

 et 
dt
Kd
r

 ont pour expressions les relations suivantes : 

20) - (3''' ''' Qk
dt
dQ

j
dt
dQ

i
dt
dQ

dt
Qd xxx

rrrrr
r

∧+



 ++= ω  

 

21) - (3''' 0
'''0 Kk

dt
dK

j
dt
dK

i
dt
dK

dt
Kd xxx

rrrrr
r

∧+



 ++= ω  

On acceptera les notions suivantes : 





 ++= '''` ''' k

dt
dQj

dt
dQi

dt
dQ

dt
Qd xxx

rrr
r

 





 ++= '''

` '''0 k
dt
dK

j
dt
dK

i
dt
dK

dt
Kd xxx

rrr
r
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En obtient : 

22) - (3` BAFQ
dt
Qd rrrrv
r

++=∧+ω  

23) - (3)()()(
`

0000
0 BMAMFMK

dt
Kd rrrrr
r

++=∧+ω  

Les coordonnées des points A et B sont respectivement : 
(0, 0,-a)  et  (0, 0, b). 

'jarA
rr

−=  et 'jbrB
rr

−=   . 
 Les moments des réactions A et B sont : 

,00
'''

)(

'''

0

zyx

A

AAA
a

kji
ArAM −=∧=

rrr

rrrr
 

 

.00
'''

)(

'''

0

zyx

B

BBB
b

kji
BrBM −=∧=

rrr

rrrr
 

En développant )(0 AM
r

 et )(0 BM
r

. On obtient : 

24) - (3
)(;0)(;)(
)(;0)(;)(

'''''

'''''







==−=
==−=

xzyzx

xzyzx

BbBMBMBbBM
AaAMAMAaAM

rrr

rrr

 

Tenant compte de j
r

&r
θω =  et des projections dans R’ des relations (3.8) et (3.9), 

on obtient : 

( )
25) - (3,'''

''''''''''''

'''

'''''''''
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kBjBiB

kAjAiAkFjFiFkQjQiQjk
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dt
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yyzyxzyx
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rrrrrrrrr
&

rrr

+−

+−+++=++∧+++ θ

A partir des égalités (3.11) et (3.12), et après identification on aboutit aux 
relations suivantes : 
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Pour la quantité de mouvement d’un solide on a : 

28) - (3,CC rMVMQ rrrr
∧== ω  

D’où : 

''''

''''''('

jxMizM

kzjyixjMVMQ

CC

CCCC
r

&
r

&

rrrr
&

rr

θθ

θ
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Donc : 
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xMQ
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Et 

30) -(3
.'
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Sachant que pour un solide en rotation autour d’un axe fixe le moment 
cinétique à pour expression : 
 

ω
rr

00 TK =  
Dans notre cas on a : 
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D’où : 
             

31) - (3''' '''''0 kIjIiIK yzyyx

r
&

rr
&

r
θθ −+−=  

 
Les projections de 0K dans R’ sont : 

 32) -(3
.

,
,

'''

''

'''









−=
=
−=

θ

θ

&

&

yzz

yy

yxx

IK
IK
IK

 

 
En remplaçant les expressions 29) - (3  et 30) - (3  dans 27) -(3  et en tenant 

compte de 31) -(3  et 32) - (3 , on obtient les six équations données par 15) - (3 .ces 

derniers permettent l’obtention des réactions dans les paliers. 
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III.3.3 Réaction statiques et dynamiques 
  III.3.3.1 Equilibrages statique et dynamique  

Les composantes des réactions arbitraires A
r

 et B
r

 peuvent être déterminées en 
résolvant le système d’équation 15) -(3 . 
 Les composantes '''' , yxyx BetBAA dépendant des forces extérieures du caractère 
du mouvement. La réaction 'yA  peut être aisément déterminée à partir de la 
troisième équation du système 15) - (3 . 
En réalité, les composantes des réactions A

r
 et B

r
 sont des réactions totales 

exercées sur l’axe du solide en rotation. Ces réactions comprennent 
simultanément, les efforts statiques et les efforts dynamiques. De ce fait, on 
peut écrire : 
 

  33) -(3
,

,

''''''

''''''

dsds

dsds

zzzzzz

xxxxxx

BBBAAA
BBBAAA

+=+=
+=+=

 

 
Les indices s et d sont utilisés respectivement pour la statique et la dynamique. 
Les réactions statiques sont obtenues à partir des conditions d’équilibre 
statique d’un solide soumis aux forces extérieures PetBAFF ss

rrrr
,,....,, 21 . 

Dans notre cas, on obtient : 
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   On détermine les réactions dynamiques à partir de 15) -(3  et en tenant 
compte de 16) - (3  et 17) -(3 , ce qui donne : 

35) - (3
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2
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Les modules des réactions dynamiques sont : 

2
'

2
'

2
'

2
'

dzdxd

dzdxd

BBB

et
AAA

+=

+=

 

 
III.3.3.2 Analyses des résultats  
Les réactions dynamiques dd BetA  exprimées dans le repère R’:(O x’ y’ z’) sont 
déterminées à partir de (3.21). Le repère étant lié au solide, on peut dire que les 
réactions dynamiques changent de sens et de direction pendant la rotation du 
solide. 
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dd BetA
rr

 Sont appelées « forces pulsatives » de période ωπ /2  [79].Leurs 
influences sur les machines sont nuisibles et indésirables. il y a apparition de 
bruit de vibration, de fatigue du matériaux, usure,…. 
Etant donné que dd BetA

rr
 dépendent de 2ω , leurs influence sont d’autant plus 

néfastes pour les grandes vitesses de rotation et que plusieurs machines 
fonctionnent à de telles vitesses. Dans le domaine de l’élaboration, de la 
conception et de la construction des divers types des rotors, on établir les 
conditions pour les quelles les réactions dynamiques soient nulles. 
 
III.3.4 Solide parfaitement équilibré  
 
 Conditions  pour les quelles les réactions dynamiques sont nulles  
 
Lors de la construction des diverses machine et mécanismes, il est nécessaire 
de donner les conditions pour les quelles le système mécanique est 
parfaitement équilibré. Pour un cas idéal on a : 

)36 -(30'''' ==== dzdxdzdx BBAA  
En remplaçant l’expression (3.22) dans (3.21), on obtient : 

)37 - (3
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θθ
θθ
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&&&
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Les deux systèmes d’équations homogènes linéaires 37) - (3 , servent à la 
détermination de l’abscisse cx'  et de l’ordonnée  cz'  du centre de masse du 

solide ainsi que des produit d’inertie '' yzI  et ''yxI  . 
Le système d’équations 37) -(3 a un même et unique déterminant qui est 
différent de zéro. 

42
2

2

θθ
θθ
θθ &&&
&&&

&&&
+=

−
−

=∆   

La vitesse angulaire θ&  et l’accélération angulaire θ&&  ne sont pas nulles en, 
même temps [79]. Les solutions de l’équation 37) -(3 sont :  
 





==
==

38) - (30
0''

'''' yzyx

cc

II
zx

 

 
 Si les conditions 38) - (3  sont satisfaites, les réactions dynamiques dd BetA

rr
 

sont nulles. Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes. En réalité ceci est 
obtenu pour un cas idéal de rotor. 
Pour que les efforts dynamiques exercés sur l’axe de rotation soient nuls, il 
faut et il suffit que l’axe de rotation soit un axe principal d’inertie 38) - (3 .lorsque 
les conditions 38) -(3  sont remplies, on dit que le solide est parfaitement 
équilibré. L’axe de rotation est appelé axe libre de rotation. 
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III.4 Rotation d’un solide autour d’un axe fixe  
Le fonctionnement de toutes les machines est basé sur un mouvement de 
rotation autour d’un axe : rotors, machines tournantes, vilebrequins, roues 
etc… Ce mouvement de rotation génère des vibrations mécaniques au niveau 
des paliers de fixation si l’axe de rotation n’est pas équilibré. Les paliers sont 
des liaisons rotoïdes (articulations cylindriques) entre le solide et le bâti fixe. 
Ces vibrations sont à l’origine de l’usure des paliers, provoquée par les 
contraintes mécaniques dues à la liaison entre l’axe de rotation et le palier.  
Pour éviter ces inconvénients, il est nécessaire d’étudier et de trouver les 
conditions d’équilibrage du système afin que les contraintes soient minimales. 
 
III.4.1 Equilibrages statique et dynamique [80] 

Soit un repère fixe ),,( 0000 ZYXR  dont l’axe 0Y  est l’axe de rotation du solide et 
soit un deuxième repère ),,( SSSs ZYXR   lié au solide dont les axes  SSS ZYX ,, sont 
les axes principaux centraux d’inertie. Le centre de masse G se trouve dans le 
plan ),( SS ZX . 

 
 
 

Figure III.4  Schéma d’un solide en rotation autour d’un axe vertical 
 
La loi fondamentale de la dynamique donne les équations du mouvement  
                 [ ] 39) - (3.. 2

OGOGG rrmamF rrrrr
ωε −∧==∑  

   Et          [ ] 40) - (3. kkJM GGG
&rrrrr

=∧+= ωε  
Avec,  m : masse du solide et ε  accélération angulaire. 
Pour que le solide soit équilibré statiquement, il faut que la résultante ou ∑F

r
 

des forces extérieures soit nulle, donc : 
02 =−∧ OGOG rr rrr

ωε  
Etant donné que les deux vecteurs accélérations OGr

rr
∧ε et OGr

r2ω  sont 
perpendiculaires, il faut que erOG = . 
La condition nécessaire de l’équilibre statique consiste en ce que le centre de 
masse du solide doit être sur l’axe de rotation, c’est-à-dire 0=e  . 
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Pour avoir un équilibre dynamique (équilibrage total) il faut que ∑F

r
 et le 

moment GM
r

 soient nuls donc : 

    0
rr&r == GMK    D’où  

   [ ] .CstJK GG == ω
rr

   
Le vecteur moment cinétique ne peut être constant que s’il est parallèle à l’axe 
de rotation, donc 
                   [ ] 41) -(3.0

r&r == εGG JK    

D’où  .0
rr

=ε  
    La condition signifie que l’axe de rotation est parallèle à l’un des axes 
principaux centraux d’inertie. 
En conclusion les conditions nécessaires et suffisantes de l’équilibrage 
dynamique d’un rotor sont que l’un des axes principaux centraux d’inertie 
coïncide avec l’axe de rotation et que la rotation soit uniforme : 

42) -(3
.//

;0
;0

G

G

K

a

rr

rr

rr

ω
ε =

=
 

III.5 Rotation d’un rotor autour d’un axe fixe     
 
Lorsque le centre de masse ne se trouve pas sur l’axe de rotation [80], on a un 
déséquilibrage dans notre système. Ce phénomène crée des forces tournantes 
au niveau du rotor et ces dernières provoquent des forces agressives dans les 
paliers. Ces dernières forces varient continuellement avec la vitesse de rotation. 
La détermination des réactions au niveau des  paliers est nécessaire. 
 
  III.5.1 Détermination des forces aux paliers    
 
On considère le modèle de la figure III.5 pour de terminer les sollicitations au 
niveau des deux paliers A et B avec : 

),,( 0000 zyxR  : repère fixe (galiléen) où les lois de la dynamique sont valables. 
 ),,( 1111 ZYXR  : repère lié au solide dont les axes 111 ,, ZYX  sont des axes 
principaux centraux d’inertie du disque. 

),,(2 zyxR  : repère lié au solide dont l’origine est le centre de masse. L’axe y est 
vertical. 
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Figure III.5  Rotor en rotation à deux paliers 
 
III.5.2 Détermination des moments d’inertie 
Les éléments du tenseur d’inertie sont donnés par : 
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Le tenseur d’inertie dans le repère 2R  est donner par : 
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En utilisant les équations 39) -(3  et 40) - (3  on obtient :  
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Le vecteur de rotation dans le repère 2R s’écrit : [ ]TR2/,0,0 ωω =
r et l’accélération 

OGra rr 2ω−=                                                                                )46 -(3  
Lorsque le centre de masse ne se trouve pas sur l’axe de rotation, on a un 
déséquilibrage .Ce phénomène crée  des forces tournantes au niveau du rotor 
et provoquent des forces agressives dans les paliers. Elles varient en fonction 
de la vitesse de rotation. Les inconnues BA FetF  avec : 
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Et finalement on trouve : 
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Les résultantes des forces sont données par : 
222

AzAyAxA FFFF ++=                                                                               )50 -(3  
Et 

222
BzByBxB FFFF ++=                                                                                )51 - (3  

Les équations sont établies. On détermine l’influence des forces tournantes 
dans les paliers en fonction de la vitesse de rotation. La figure suivante illustre 
l’évolution des forces au niveau des paliers en fonction de la vitesse de rotation. 
 

 
 

Figure III.6 Les forces tournantes agissent sur les paliers 
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On remarque que le palier B subit plus d’effort que le palier A pour la plage de 
vitesse de rotation 0-300 tr/min,les efforts sont égales pour la vitesse 320 
tr/min. A partir de cette vitesse de rotation les efforts au niveau de palier A 
deviennent plus importants que le palier B ce qui interpréter par l’effet 
gyroscopique de disque sur l’arbre. D’autre part les efforts au niveau des 
paliers dépendent de la vitesse de rotation, leurs influences sont d’autant plus 
néfastes pour les grandes vitesses de rotation. Le but de détermination des 
forces tonnantes au niveau des paliers est de déterminer les coefficients des 
raideurs et d’amortissement des paliers, les coefficients peuvent être donnés 
comme suit : 

zCzkxCxkf
zCzkxCxkf

zzzzzxzxz

xzxzxxxxx

&&

&&

−−−−=
−−−−=

                                                                        )52 - (3  

 
Conclusion  
Dans ce chapitre nous avons introduit les notions de base et les spécificités 
propres à l’analyse dynamique des systèmes  élastique et tournants. Nous nous 
intéresserons plus particulièrement à décrire la phénoménologie de l’analyse 
des charges  au niveau des paliers. 
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Chapitre IV 
Modélisation des systèmes des rotors 

 
Introduction  
Cette partie a pour but de développer les équations du mouvement afin de 
prévoir le comportement dynamique d’un rotor dont le support est soumis à un 
mouvement quelconque connu. Les caractéristiques de chaque élément 
composant un rotor sont d’abord développés. Un modèle éléments finis est 
développé dans le souci de traiter des systèmes réels. Les équations du 
mouvement du rotor sont obtenues par application des équations de Lagrange. 
La méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée pour mettre en place un modèle 
permettant de traiter des cas simples et de mettre en évidence des phénomènes 
de base. 

IV.1 Modélisation du rotor  
Ce chapitre expose les éléments théoriques utilisés pour obtenir les équations 
du mouvement d’un système en rotation. Il permet de définir aussi bien un 
modèle analytique d’analyse qu’un modèle Éléments Finis à usage plus 
général. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
 
 
 

        
  

 
Figure IV.1 Exemple de rotor 

 
Les éléments de base des rotors sont l’arbre, les disques et les paliers. Les 
expressions des énergies cinétiques sont nécessaires pour caractériser l’arbre, 
le disque et le balourd (figure IV.1).  
L’énergie potentielle est nécessaire pour caractériser l’arbre, le travail virtuel 
est calculé pour les forces dues aux paliers. Les équations générales du rotor 
sont obtenues à partir des étapes suivantes : 
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- l’énergie cinétiqueT , l’énergie de déformationU , et le travail virtuel  
Wδ sont calculés pour tous les éléments de système. 

- Une méthode de discrétisation est choisie : la méthode de Rayleigh-Ritz 
est bien adaptée aux systèmes simples et résulte en un faible nombre de 
degrés de liberté, la méthode des éléments finis est adaptée aux 
applications réelles. 

- Les équations de Lagrange sont utilisées pour l’obtention des équations 
du mouvement    

Soit : 
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)1( NiN ≤≤  Représente le nombre de degrés de liberté. 

iq  : sont les coordonnées généralisées indépendantes. 
 iFq  : est le vecteur forces généralisées. 

IV.1.1. le disque  
Le disque est supposé rigide. Seule son énergie cinétique est considérée. Soient 

),,(0 ZYXR  un repère fixe et ),,( zyxR  un repère tournant lié au disque (figure 
III.2). Le système de coordonnées x, y et z est relié au système de coordonnées 
X, Y et Z par l’intermédiaire des angles xθ , yθ  et zθ . Pour déterminer la position 
du disque, on effectue une rotation initiale d’un angle zθ  autour de l’axe Z, puis 
d’un angle zθ  autour du nouvel axe x, noté 1x , enfin d’un angle yθ  autour de 
l’axe de rotation propre du disque y.  
Le vecteur rotation instantanée traduisant la position du repère R s’écrit  
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r  et yr  sont les vecteurs unitaires suivant les axes  ZO

r
 , 1xO
r

 et yO
r

. 
L’énergie cinétique du disque autour de son centre de masse O est calculée 
dans le repère tournant R. Le vecteur de rotation instantanée s’exprime alors 
dans ce repère : 
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xω , yω et zω  étant les composants du vecteur de rotation instantanée suivant 

x,y et z .soient u et w les coordonnées du centre du disque O suivant OX , OZ 
dans 0R  ;les coordonnées suivant OY restant constante .la masse de disque et 

dm .le tenseur d’inertie est noté : 
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dxI , dyI  et dzI  sont les moment d’inertie suivant les axes x, y et z. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
FigureIV.2  Repère de référence d’un disque monté sur un arbre flexible 

 
L’expression générale de l’énergie cinétique du disque dT  s’écrit alors : 
 

)5.4()(
2
1)(

2
1 22222

zdzydyxdxdd IIIwumT ωωω ++++= &&  

 
Cette expression peut être simplifiée quand le disque est symétrique dxI = dzI . 
Lorsque les angles xθ et zθ  sont petits et la vitesse angulaire constante Ω=yθ , 
l’équation (4.5) devient : 
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2
1)(

2
1 22222

xxdyzxdxdd IIwumT θθθθ &&&&& Ω+Ω++++=  

 

Le terme 2

2
1

ΩdyI , qui est constant, n’a pas d’influence. Le dernier terme 

xxdyI θθ&Ω  représente l’effet gyroscopique (Coriolis). 
 
IV.1.2 L’arbre  

L’arbre est assimilé à une poutre de section circulaire et caractérisé par ses 
énergies cinétique et potentielle. 

IV.1.2.1 L’énergie cinétique  
La formulation générale de l’énergie cinétique de l’arbre est similaire à celle 
développée pour le disque (équation 4.6). Pour un élément de longueur L, de 
section droite constante, l’expression de l’énergie cinétique s’écrit : 
 
 



Chapitre IV                                                              modélisation des systèmes des rotors 
 

 41

)7.4()()()()(
2
1

0

2222 dy
tt

J
tt

I
t
w

t
uST

L z
x

x
za

xz
aa∫















∂
∂

−
∂
∂

Ω+





∂
∂

+
∂
∂

+





∂
∂

+
∂
∂

=
θ

θ
θ

θ
θθ

ρρ  

 
ρ  est la masse volumique , aS  est la section, aI est le moment d’inertie 
transverse,  aJ est le moment d’inertie polaire. 
La première intégrale de l’équation (4.7) correspond à l’expression de l’énergie 
cinétique d’une poutre en flexion, la seconde à l’effet d’inertie dû à la rotation 
et la dernière intégrale représente l’effet gyroscopique. 

IV.1.2.2 Energie de déformation  
L’énergie de déformation n’est pas affectée par le mouvement du support car 
elle ne dépend que des contraintes et donc de la déformée de l’arbre par 
rapport au support. Dans ce calcul, (en néglige les effets de cisaillement). 
Les notations suivantes sont utilisées (figure IV.3) : 
 C est le centre géométrique de l’arbre, B(x,z) est un point typique de section,  
E est le module d’Young du matériau, ε et σ  représentent la déformation et la 
contrainte, u* et w* sont les déplacements du centre géométrique suivant les 
axes x et z (dans le repère mobile). 
Le déplacement d’un point de la section droite s’exprime en considérant seules 
les déformations dues à la flexion, les effets de cisaillement ne sont pas pris en 
compte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FigureIV.3 Coordonnées du centre géométrique C et d’un point arbitraire B de 
la section du rotor 

 
La déformation en flexion d’un point de l’arbre de coordonnées x et z dans R est 
  nll εεε += avec : 
déformation linéaire:  
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L’expression générale de l’énergie de déformation du rotor en flexion est alors 
 

                                         { } [ ] )10.4(
2
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où τ  est le volume de l’arbre et σ  est la contrainte de flexion. 
La relation entre contraintes et déformations est: εσ E= , donc : 
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A cause de la symétrie de l’arbre par rapport aux axes x et y : 
 
                                    )12.4(0=∫ τεε dlV nl  
Le troisième terme de l’intégrale (4.11) représente l’effet d’une force axiale et n’est pas 
pris en compte dans cette étude. En utilisant (4.8):  
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Par symétrie, le troisième terme de (4.14) est nul et, en introduisant les inerties 
de section : 
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Pour éviter des termes périodiques, explicitement fonction du temps, il est 
nécessaire compte tenu des propriétés des paliers, d’exprimer l’énergie de 
déformation en fonction de U et w composantes du déplacement dans 0R  . Le 
passage de u *, w *  à u, w s’écrit  
(Figure. IV.3) : 
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En remplaçant u* et w*par leurs valeurs (4.17) : 

∫ 




















∂
∂

Ω+
∂
∂

Ω+







∂
∂

Ω−
∂
∂

Ω=
L

xz dy
y
wt

y
utI

y
wt

y
utIEU

0

2

2

2

2

22

2

2

2

2

)18.4(cossinsincos
2

 

 



Chapitre IV                                                              modélisation des systèmes des rotors 
 

 43

)19.4(sincos2cossin

sincos2sincos
2

2

2

2

22

2

2
2

2

2

2
2

2

2

2

22

2

2
2

2

2

2
2

0














ΩΩ

∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

Ω+







∂
∂

Ω+














ΩΩ

∂
∂

∂
∂

−







∂
∂

Ω+







∂
∂

Ω= ∫

tt
y
w

y
u

y
wt

y
utI

tt
y
w

y
u

y
wt

y
utIEU

x

L

z

 

pour un arbre symétrique  (où. .azx III == ) L’expression de l’énergie potentielle 
devient : 
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Finalement :  
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IV.1.3 Paliers  
Un palier comporte des caractéristiques de raideur et d’amortissement dans les 
deux plans, plus des termes croisés (Figure IV.4). Les forces induites par ces 
paliers sont dues au déplacement de l’arbre (repère R) par rapport au support 
(repère sR ). Elles ne dépendent donc pas du mouvement du repère Rs par 
rapport au repère 0R . 
Le travail virtuel PWδ , des forces extérieures agissant sur l’arbre s’écrit sous la 
forme : 
 

)22.4(wucwwcuwcuucwukwwkuwkuukW zxzzxzxxzxzzxzxxP δδδδδδδδδ &&&& −−−−−−−−=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       Figure IV.4  Amortissement et raideur des paliers 
 
Ou sous une forme plus compacte : 
                                            )23.4(wFuFW wu δδδ +=  
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Où uF et wF  sont les forces généralisées déterminées à partir des 
caractéristiques de raideur et d’amortissement des paliers (figure IV.4). En 
utilisant les deux équations (4.22) et (4.23) il vient: 
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Remarque : ces équations peuvent également être exprimées en fonction des 
déplacements dans le repère R. Ces dernières ne font intervenir que xxk et 

zzk sont obtenues à partir de l’expression du travail virtuel suivant : 
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L’équation (4.26) montre que, si zzxx kk ≠  la contribution des paliers ne permet 
pas dans ce cas d’éliminer la variable temps des équations. 
 
III.1.4 Le balourd  
 
Le balourd initial est généralement réparti de manière continue et quelconque 
sur le rotor (figure IV.5) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure IV.5 Répartition du balourd sur le rotor  

 
Pour modéliser simplement le  balourd, il est décomposé en masses 
concentrées situées dans différents plans (figure IV.5). Ces masses sont 
supposées avoir le même effet que le balourd continu sur le comportement 
dynamique du rotor.  
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Figure IV.6 Modélisation de la répartition du balourd sur le rotor  

 
A l’arrêt, la position iM de chaque masse im  est définie par 
- son abscisse sur l’axe iY . 
- la distance iii MOr = , iO  étant le centre de la section de l’arbre,  
- l’angle tα , que fait la position de la masse par rapport au repère tournant de 
référence. Lors de la rotation du rotor, chaque masse im  est liée à l’arbre en 
position déformée (figure IV.7). 
la masse m située à la distance d du centre géométrique de l’arbre. Son énergie 
cinétique doit être prise en compte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Figure IV.7 Masse de balourd 
 

La masse reste dans un plan perpendiculaire à l’axe y, sa coordonnée selon cet 
axe dans le repère 0R est donc constante. 
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La vitesse du balourd s’écrit alors : 
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L’expression de l’énergie cinétique bT  du balourd: 
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Introduisant (4.28) dans (4.29) : 

      )30.4()sin2cos2(
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Le terme 2/22 dΩ est constant et n’interviendra pas dans les équations. La 
masse du balourd étant négligeable par rapport à la masse de rotor, 
l’expression de l’énergie cinétique peut être approximée par:  
  
                                        )31.4()sincos( twtudmT bb Ω−ΩΩ≈ &&  
Les expressions de l’énergie cinétique, de déformation et du travail virtuel étant 
établies, la dissipation due à l’amortissement interne peut être développée via 
des modèles analytiques ou éléments finis. 
 
IV.2 Modèle simple  
 
Notre objectif est de présenter la mise en place d’un modèle de calcul 
permettant, à l’aide d’une approche simplifiée, de déterminer le comportement 
dynamique d’un rotor vertical  pas à pas dans le temps. Ainsi, après avoir 
validé le modèle sur des exemples de référence, nous pourrons évaluer 
l’influence de l’action non linéaire d’un palier à air sur le comportement de 
l’ensemble.  

 IV.2.I. Description du modèle  
 Le modèle retenu est issu de [31]. Il s’agit d’un modèle simple mais réaliste, 
permettant de rendre compte des phénomènes de base de la dynamique des 
rotors.  

),,(0 ZYXR  est le repère initial, l’axe du rotor au repos étant porté par la 
direction Y. La vitesse de rotation est constante. Afin de pouvoir simplifier les 
calculs, un seul degré de liberté est utilisé pour les déplacements dans les 
directions X et Z.  
Les expressions des déplacements dans les directions X et Z sont 
respectivement mises sous la forme (méthode de séparation des variables)  

22

11

)()()(),(
)()()(),(
qyftqyftyw
qyftqyftyu

==
==

                                                               )32.4(  

où 1q  et 2q sont des coordonnées indépendantes généralisées. Etant donné, que 
les déplacements angulaires ψ  etθ  , Figure IV.8, sont petits, ils sont approchés 
par : 
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Figure IV.8 Représentation des coordonnées 
 
Le second ordre des dérivées des déplacements u et w est nécessaire pour 
exprimer l’énergie élastique de l’arbre  
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                                                                   )34.4(                           

La fonction de déplacement f  est choisie pour représenter exactement la forme 
du premier mode d’une poutre de section constante en flexion sur deux appuis 
situés à ses extrémités. 

       
L
yyf πsin)( =                                                                               )35.4(  

D’où,                             
L
y

L
yg ππ cos)( =                                              )36.4(  

                                  
L
y

L
yh ππ sin)(

2







−=                                           )37.4(  

Dans ce qui suit toutes les expressions seront données en fonction des 
coordonnées  généralisées 1q  et 2q et de leurs dérivées.  
Les constituants de la ligne d’arbre à prendre en compte sont: 
 - le(s) disque(s)  
- le rotor (section circulaire pleine ou creuse)  
- le(s) roulement(s), (palier(s) à action linéaire)  
- le(s) palier(s) aérodynamique(s), (palier(s) à action non linéaire)  
- le(s) balourd(s)  

IV.2.2 Elément de disque  
Le disque est considéré comme étant parfaitement axisymétrique. Son énergie 
cinétique DT , peut s’écrire de la façon suivante: 

 [ ]( ) )38.4()()()(
2
1

21
22

2
2
1

22 qqygIqqygIyfMT dickDydickDxdiskDD &&&& Ω−++=  

Le disque est considéré rigide, son énergie de déformation est donc nulle.  



Chapitre IV                                                              modélisation des systèmes des rotors 
 

 48

 
IV.2.3 Elément de l’arbre  
Le rotor est lui aussi considéré axisymétrique. L’expression de son énergie 
cinétique, T5, est la suivante:  

( ) )39.4()(2)()(
2
1

0
21

22
2

2
1

0

2

0

2 ∫∫∫ Ω−+







+=

LLL

S qqdyygIqqdyygIdyyfST &&& ρρρ  

L’énergie de déformation de l’arbre SU , s’écrit: 

                                  ( ) )40.4()(
2 0

2
2

2
1

2∫ +=
L

S qqdyyhEIU  

Il peut être intéressant d’exprimer l’énergie cinétique DST , de l’ensemble disque 
— rotor.  

      ( ) )41.4(
2
1

21
2
2

2
1 qqaqqmTTT DSDS &&& Ω−+=+=  

avec 







+++= ∫∫

LL

dickDxdiskD dyygIdyyfSygIyfMm
0

2

0

222 )()()()( ρρ  

et      ∫+=
L

dickDy dyygIygIa
0

22 )(2)( ρ   

IV.2.4. Paliers à roulement  
La ligne d’arbre peut éventuellement recevoir des paliers à roulement. 
L’expression du travail virtuel des forces exercées sur la ligne d’arbre s’écrit de 
la façon suivante :  

222111 qqFqqFW δδδ +=  
Nous n’avons pris en compte ici que les termes directs de la matrice de raideur 
qui sont dans un premier temps assez représentatifs du comportement des 
roulements. En plus de la géométrie du palier et de la déformation de sa 
structure, il prend en compte la position de l’arbre à l’intérieur du palier qui 
peut être due au déplacement et à la déformation du rotor.  

IV.2.5. Balourd  
La ligne d’arbre peut être déséquilibrée par la présence d’un balourd. L’énergie 
cinétique du balourd s’écrit : 
 )sincos()( 21 tqtqyfdmT balbu Ω−ΩΩ= &&                                                        )42.4(  

IV.2.6. Equations du mouvement  
L’application des équations de Lagrange,  
 
                       

i
ii

c

i

c W
q
U

q
T

q
T

dt
d δ=

∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂
&

  avec i=1, 2                                                     )43.4(  

permet d’obtenir le système d’équations du rotor:  
a)La résolution de ce système d’équations permet d’obtenir les déflexions de la 
ligne d’arbre en chacun de ses points.  
b) Le système d’équations de la dynamique de rotor permet alors de calculer les 
composantes de l’accélération du rotor. 
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  Les conditions initiales sont choisies de façon arbitraire. Elles peuvent aussi 
résulter d’un calcul antérieur. Etant donné que la sollicitation extérieure est de 
nature cyclique. 

 IV.2.7 Validation du modèle  
Le premier cas concerne une ligne d’arbre simplement supportée par deux 
appuis.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 

 
 

Figure IV.9 Schématisation du modèle simple du rotor 
 
Les données numériques communes du cas étudié sont: 
Exemple : données : 
 Disque : 
                        Rayon intérieur mR 025.01 =  
                        Rayon extérieur mR 15.02 =  
                        épaisseur   mh 03.0=  
                        Masse volumique 3/7800 mkg=ρ  
                          ml 11 =  
La masse et les inerties du disque sont : 

kghRRM d 07.16)( 2
1

2
2 =−= ρπ  

2222
2

2
1 .1041.9)33(

12
mkghRR

M
II d
dzdx

−×=++==  

22
1

2
1 .1858,0)(

12
mkgRR

M
I d
dy =+=  

Arbre : 
 Langueur  mL 2,1=  
Rayon de section droite mR 025.01 =  
Masse volumique 2/7800 mkg=ρ  
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GPaE 200=  

 L’aire de la section droite et le moment d’inertie sont : 
232

1 1096.1 mRS −×== π  

47
4

1 10066.3
4

mRI −×==
π  

Balourd :  
               masse kgmb

410−=  
              distance   md 15.0=  
Les fonctions de déplacement sont celles du premier mode d’une poutre de 
section constante, en flexion et appuyée aux deux extrémités, soit : 

2,1
sinsin)( y

L
yyf ππ
==  

Les expressions générales de l’énergie cinétique T, de l’énergie de déformation U 
et du travail virtuel Wδ  peuvent être obtenus. 

L’énergie cinétique a pour expression :  
bad TTTT ++=  

où bad TTT ,,  sont les énergies cinétiques respectives du disque, de l’arbre, du 
balourd. 
Tous calculs faits, on a : 

)sin(cos105.7975.0)(25.2 21
6

21
2
2

2
1 qtqtqqqqT &&&&& Ω−ΩΩ×+Ω−+= −                )44.4(  

L’énergie de déformation à pour expression : 
)(1028.17 2

2
2
1

5 qqUa +×=                                                                      )45.4(  

IV.2.7.1 Modèle symétrique  
L’application des équations de Lagrange (4.43) en utilisant les expressions 
(4.44) et (4.45) conduit aux équations du mouvement : 
 

tqqq
tqqq

ΩΩ×=×+Ω+
ΩΩ×=×+Ω−

−

−

cos1075.010456.3975.05.4
sin1075.010456.3975.05.4

25
2

6
12

25
1

6
21

&&&

&&&
                        )46.4(  

 
Qui, sous forme générale s’écrivent : 
 

tlfdmqkqaqm
tlfdmqkqaqm

b

b

ΩΩ=+Ω+
ΩΩ=+Ω−

cos)(
sin)(

1
2

212

1
2

121

&&&

&&&
                                             )47.4(  

 

IV.2.7.2 Fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation  
 Diagramme de Campbell  
Le rotor est tout d’abord étudié en mouvement libre. Seule la solution de 
système )49.4(  sans second membre, est considérée : 
 

0
0

212

121

=+Ω+
=+Ω−

qkqaqm
qkqaqm

&&&

&&&
                                                                      )48.4(                      
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Soit, sous forme matricielle : 
 

0
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1 =
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&&
                               )49.4(  

 
La deuxième matrice, représente l’effet gyroscopique. Les deux autres matrices 
sont les matrices de masse et de raideur. Les solutions des équations sont de 
la forme : 





=
=

)exp(
)exp(

22

11

rtQq
rtQq

                                                                             )50.4(  

 
En remplaçant )52.4( dans )51.4( , il vient : 
 

0
2

1
2

2

=
















+Ω
Ω−+

Q
Q

rmkra
rarmk

                                                          )51.4(   

 
La solution simple 021 == QQ  est sans intérêt et les autres solutions sont celles 
qui correspondent à l’annulation du déterminant de la matrice. Le calcul du 
déterminant donne l’équation caractéristique : 

0)( 22222 =Ω++ rarmk  
0)2( 222242 =+Ω++ krakmrm                                                      )52.4(  

A l’arrêt ( 0=Ω ), les racines 2010 retr de )52.4( sont : 

m
kjjrr −==== 2

20
22

10
22

20
2

10 ωω                                                         )53.4(          

Avec 12 −=j  
Et les pulsations : 

                              
m
k

== 2010 ωω                                              )54.4(     

En rotation ( 0≠Ω ), les racines de )52.4(  sont 1r et 2r et les pulsations 
correspondantes 1ω et 2ω   . Il vient : 
 

2
1

2
22

2
10

2

2
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2
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ω
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a
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m
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Ω
+−=                                   )55.4(  

Alors : 















Ω
+−

Ω
+= 22

2
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2
101

4
11

2 a
m

m
a ω

ωω                                               )56.4(  

 
Et : 
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Alors : 















Ω
++

Ω
+= 22

2
10

2

2

22
2
102

4
11

2 a
m

m
a ω

ωω                                            )58.4(  

A partir de )56.4( et )58.4(  il est claire que : 
                         220101 ωωωω <=<                                           )59.4(  
De plus, les équations )55.4(  et )57.4(  montrent que 2

1r et 2
2r  sont des quantités 

négatives ; ainsi sont des quantités imaginaires et la solution générale du 
mouvement reste donc limitée dans le temps, le rotor est stable. La 
représentation de ω en fonction de la vitesse de rotation, )(11 Ω= ωω  
et )(22 Ω= ωω ) est le diagramme de Campbell. En général le diagramme de 
Campbell représente 1f et 2f  : 

               
πω
πω

2/
2/

22

11

=
=

f
f

                                                            )60.4(  

en fonction de la vitesse de rotation N (tr/min) qui est reliée à Ω (rad/s) par : 
               π/30Ω=N                                                                 )61.4(    
 Ici ω et Ω sont des pulsations et f une fréquence. Dans ce qui suit les trois 
quantités sont simplement appelées fréquences. Compte tenu des symboles 
utilisés, il est facile de savoir de quelle unité il s’agit. Les formes modales 
(modes) sont examinées ensuite. La première équation de )51.4(  donne : 

               2
2

1 rmk
Qra

Q
+
Ω

=                                                          )62.4(  

 Il est clair que les modes sont complexes ( r = ± j ω ) et leur interprétation 
délicate. Choisissons l’ensemble de conditions initiales suivant, à 00 =t  : 











−=
=
=
=

1022

1

1

101

0
0

qq
q
q

qq

ω&

&
                                                                              )63.4(  

Tous calculs faits, il vient : 

tqq
tqq

2102

2101

sin
cos
ω
ω

=
−=

                                                                         )64.4(  

 
Les déplacements u et v d’un point situé à de l’origine de l’axe du rotor sont 
donnés par )32.4( , soit : 









−=−=

==

tRt
L
lqtlu

tRt
L
lqtlu

2210

2210

sinsinsin),(

coscossin),(

ωωπ

ωωπ

                                      )65.4(         

Tel que : 

L
lqtlwtluR πsin),(),( 20

22 =+=                                               )66.4(  

Pour notre cas le rotor est défini par les équations :       
010898.5)1069.410536.1( 1122264 =×+Ω×+×+ − rr                         )67.4(   
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Les fréquences à l’arrêt du rotor sont : 

Hzff  139.48
22

20
20

10
10 ====

π
ω

π
ω

                                              )68.4(  

Les fréquences en rotation sont : 












Ω
×

+−Ω×+×== −
2

7
2251

1
10544.61110347,21068,7

2
1

2 ππ
ωf      )69.4(  












Ω
×

++Ω×+×== −
2

7
2251

2
10544.61110347,21068.7

2
1

2 ππ
ω

f       )70.4(  

Le diagramme de Campbell [ )(11 Nff = )(22 Nff = ] est présenté sur la figure 
IV.10  et les intersections de )(1 Nf , )(2 Nf avec deux droites sont indiquées. Les 
points A et B correspondent aux intersections avec la droite f = N/60 ; à c e s 
deux points une fréquence du rotor égale la fréquence de rotation. Les points C 
et D correspondent aux intersections avec la droite f = 0,5 N /60 ; ces deux 
points correspondent à une fréquence du rotor égale à la moitié de la fréquence 
de rotation. Il est intéressant d’avoir une expression générale des fréquences 
correspondant aux points A, B, C, D. 
La relation entre ω et Ω est : 
                             Ω= sω                                                        )71.4(  
où s = 1 en A et B, s = 0,5 en C et D, les expressions 2

1
22

1 ωjr =  et 2
2

22
2 ωjr =  

permettent d’écrire :  
Ω±=±= sjjr ω                                                                         )72.4(  

 Substituent  dans )52.4( on trouve : 
0)2( 22222424 =+ΩΩ+−Ω ksakmms  

02)( 22242222 =+Ω−Ω− kskmamss                                              )73.4(       
 
 

 
Figure IV.10 Diagramme de Campbell pour modèle simple 
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Les solutions de )73.4( sont : 

                
)(1 amss

k
+

=Ω                                                          )74.4(  

               
)(2 amss

k
−

=Ω                                                          )75.4(  

Et a partir de )71.4(  on tire le fréquence 1ω  qui correspond aux points A(s=1) et 

C(s=0,5)         
)(1 amss

ks
+

=ω                                                 )76.4(  

 
et de )71.4(   2ω  qui correspond aux points B(s=1) et D(s=0,5) 

           
)(2 amss

ks
−

=ω                                                             )77.4(  

Pour l’application : 
 en A : 1f =135,5 Hz ;N=8190 tr/min 
 en B : 2f =146,5 Hz ;N=8795 tr/min 
 en C : 1f =134,7 Hz ;N=16170 tr/min 
 en D : 2f =160,5 Hz ;N=19260 tr/min 

IV.2.7.3 Réponse aux forces d’excitation  
Il s’agit ici de réponses en régime permanent. Seule la solution particulière des 
équations complètes )47.4( est considérée. 

    IV.2.7.3.a. Balourd  
Les équations avec )(* 1lfmm b=  deviennent :  

tdmqkqaqm
tdmqkqaqm

ΩΩ=+Ω+
ΩΩ=+Ω−

cos*
sin*

2
212

2
121

&&&

&&&
                                               )78.4(  

et comme il n’y a pas d’amortissement, les solutions peuvent être cherchées 
sous la forme : 

              
tQq
tQq
Ω=
Ω=

cos
sin

22

11                                                              )79.4(  

Remplaçant )79.4( dans )78.4( : 

2
21

2
2

2

2
12

2
1

2

*
*

Ω=+Ω+Ω−
Ω=+Ω+Ω−
dmQkQaQm
dmQkQaQm

                                              )80.4(        

on trouve 2

2

21 )(
.*

Ω−+
Ω

==
mak
dmQQ                                               )81.4(  

 
La vitesse critique Ω c , correspond à la valeur de la vitesse qui rend les 
déplacements infinis et l’annulation du dénominateur de )81.4( entraîne : 

am
k

c −
=Ω                                                                             )82.4(    
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Ce résultat montre une seule vitesse critique, elle correspond à la valeur de 
2Ω  donnée en )75.4( , quand s = 1. La valeur correspondante est celle du point 

B de la figure IV.10. 
pour le rotor défini par les équations )46.4(  

26

25

21 525.310456.3
1075.0

Ω−×
Ω×

==
−

QQ                                                   )83.4(    

et la vitesse critique correspond à Ωc / 2π = 157,5 Hz ; soit N = 9453 tr/min. Il 
faut remarquer que lorsque Ω croît, la valeur limite du déplacement est :  

ma
dmQQ

−
==

*
21                                                                      )84.4(   

 
Pour notre cas : 
                      mQQ 6

21 10127,2 −×==       
L’amplitude de la réponse 1Q est représentée sur la figure IV.11. 
 
 

 
Figure IV.11  Réponse à un balourd 

Amplitude : mA 31035.0max −×=  ,vitesse de rotation : min/9453 trN =  

 
IV.2.7.3.b Force asynchrone  
En fonctionnement le rotor peut être excité par des forces asynchrones. Une 
force asynchrone est une force d’amplitude constante 0F  tournant à une 
vitesse ( s Ω ) différente de celle du rotor. Si cette force est en 3l il vient : 

tsFtslfFF

tsFtslfFF

q

q

Ω=Ω=

Ω=Ω=

coscos)(

sinsin)(

302

301                                                          )85.4(        

Les équations à résoudre : 

tsFqkqaqm
tsFqkqaqm

Ω=+Ω+
Ω=+Ω−

cos
sin

212

121

&&&

&&&
                                                           )86.4(  
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et comme il n’y a pas d’amortissement, les solutions peuvent être cherchées 
sous la forme : 

tsQq
tsQq
Ω=
Ω=

cos
sin

22

11                                                                              )87.4(  

D’où : 

2221 )( Ω−+
==

smsak
FQQ                                                             )88.4(  

La vitesse critique Ωc, correspond à l’annulation du dénominateur de   )88.4(  : 
 

)( asms
k

c −
=Ω                                                                          )89.4(  

Le résultat montre une seule vitesse critique, elle correspond à la valeur de 2Ω  
donnée en )75.4( , la valeur correspondante est celle du point D de la figure 
IV.10. 
Pour le rotor défini par )46.4(  

                          2621 637.010456.3 Ω−×
==

FQQ                            )90.4(  

et la vitesse correspond à Ωc /2π = 370.8 Hz ; soit N = 22 250 tr/min. 
L’amplitude de la réponse 1Q  est représentée sur la figure IV.12 avec F = 1 N. 

 
                         Figure IV.12 Réponse à une force asynchrone                            
Amplitude : mA 31034.0max −×= , Vitesse de rotation : min/22250 trN =  
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IV.3 Modélisation des rotors par éléments finis  
La mise en équations d’un système de solides, reliés par des éléments flexibles 
(de raideurs connues) et des amortisseurs (de constantes données) fournit une 
modélisation exacte du système. La modélisation en système continu (masse et 
rigidité réparties sur tout l’élément) fournit des résultats analytiques en 
s’appuyant sur la mécanique des milieux continus. Ses formulations sont 
générales mais ses résultats analytiques se limitent à des cas élémentaires. Les 
vibrations d’une structure plus complexe, admettant un nombre élevé de 
degrés de liberté (ddl), nécessitent une méthode générale, modulable et 
programmable. La méthode des éléments finis (MEF) décompose une structure 
en petits éléments simples, discrétisés, de type poutre, plaque, rotor... Le 
comportement vibratoire de l’élément est ramené à celui des noeuds. Ensuite 
on connecte les différents éléments (maillage) en respectant les conditions de 
continuité.  
On peut alors extraire les matrices de masse et de raideur de la structure 
complète  et déduire les pulsations propres du système non amorti et ses 
modes normaux. Cet outil de simulation de systèmes mécaniques permet de 
mieux comprendre le comportement d’un rotor. 
L’effet gyroscopique doit être pris en compte et des méthodes de résolution 
spécifiques peuvent être avantageusement employées. 
 
IV.3.1 Éléments finis de rotor  
 
Il est nécessaire de définir les éléments finis permettant de modéliser les rotors 
: disques, arbres, paliers et de représenter les forces extérieures, en particulier 
celles dues aux balourds. 
IV.3.1.1 Disque  
Chaque noeud possède quatre degrés de liberté : deux déplacements 
u,w, suivant X et Z, et deux pentes θ et ψ autour de X et Z. Le vecteur δ des 
déplacements nodaux du centre du disque est : 

)91.4(],,,[ twu ψθδ =  
 
L’application des équations de Lagrange à l’expression suivant : 

)92.4()2(
2
1)(

2
1)(

2
1 22222 θψψθ &&&&& Ω+Ω++++= dydxdd IIwuMT  

La première matrice est la matrice de masse et la seconde est la matrice 
gyroscopique. 
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IV.3.1.2 Arbre  
 
L’arbre est modélisé par des éléments de poutre de section circulaire constante. 
L’élément fini classique utilisé a 2 noeuds et 4 degrés de liberté par noeud ; les 
matrices élémentaires ont donc 8 degrés de liberté. Les relations pentes-
déplacements sont : 

                                       
)95.4(

)94.4(

y
u
y
w

∂
∂

=

∂
∂

=

ψ

θ
 

et le vecteur des déplacements nodaux est : 
 

)96.4(],,,,,,,[ 22221111
twuwu ψθψθδ =  

De plus, on définit les vecteurs δ u , δ w tels que : 
 

                
)98.4(],,,[
)97.4(],,,[

2211

2211
t

t

www

uuu

θθδ

ψψδ

=

=
 

 
et on construit les matrices caractéristiques à partir de :  
 

                
)100.4()(

)99.4()(
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wyNw
uyNu
δ
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=
=

 

 
Où )(1 yN et )(2 yN sont les fonctions de forme classiques d’une poutre en flexion: 
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L’énergie cinétique est obtenue à partir de l’expression )94.4( qui donne : 
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Et en substituant )101.4(  et )102.4( ainsi que leurs dérivées dans )103.4( on 
aboutit à la forme compacte : 
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où les matrices M1 et M2 sont les matrices classiques de masse, M3 et M4 
représentent l’effet secondaire d’inertie de rotation de la section par rapport à 
un diamètre et M5 l’effet gyroscopique. Le dernier terme qui est une constante 
a une contribution nulle lors de l’application des équations de Lagrange à 

)104.4( ; alors : 
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où M et Ms sont déduites respectivement de M1, M2 et M3, M4et où C vient de 
M5 . Les matrices sont : 
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L’énergie de déformation est obtenue à partir de l’expression: 
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Après intégration, on a sous une forme compacte : 
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où K 1 et K 2 sont les matrices classiques de raideur. L’effet de cisaillement 
n’est pas pris en compte. 
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IV.3.1.3 Paliers  
Les caractéristiques de raideur et d’amortissement relient les forces aux 
déplacements et vitesses. L’influence des pentes et des moments est 
habituellement négligée et compte tenu de (4. 24) on a : 
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La première matrice est une matrice de raideur, la seconde une matrice 
d’amortissement visqueux. Ces matrices ne sont généralement pas symétriques 
(paliers hydrodynamiques) et les termes peuvent varier d’une manière 
importante en fonction de la vitesse de rotation [81]. 

IV.3.1.4 Balourds  
L’expression générale de l’énergie cinétique due à un balourd est donnée 
équation (4.31). L’application des équations de Lagrange donne : 
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IV.3.2 Système d’équations  
L’obtention du système d’équations se fera classiquement en appliquant les 
équations de Lagrange. 
Le système d’équations général est : 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } )115.4(EffortKCM =++ δδδ &&&  

La résolution des équations que nous venons de déterminer conduira donc à 
obtenir les informations relatives au comportement dynamique du rotor, c’est à 
dire le mouvement et la déformation de celle-ci dans les paliers. 
Nous présentons par la suite une réflexion sur la résolution du système 
d’équations dynamiques mis en place. 

IV.3.3 Résolution des équations  
Si l’on considère que le rotor est discrétiser en n éléments finis, à 4 degrés de 
liberté, le système obtenu présente ainsi 4(n+1) inconnus. Compte tenu de la 
taille du système matriciel, la résolution itérative pas à pas dans le temps 
risque de demander un temps de calcul important, [82]. De plus, la 
convergence numérique du calcul peut être difficile à obtenir. 
C’est ainsi, que l’on retrouve classiquement dans la littérature associée à la 
dynamique des rotors, l’utilisation de la méthode pseudo-modale, [31, 83]. Elle 
permet notamment de réduire l’ordre du système d’équations, ce qui autorise 
un gain important en temps de calcul et en place mémoire. De plus, il est 
possible d’introduire dans les équations, de l’amortissement modal. 
Des travaux similaires sur le comportement dynamique non linéaire des rotors 
soutenus par des paliers hydrodynamiques, [82], nous apportent des éléments 
intéressants. Ainsi, il apparaît que pour utiliser la méthode pseudo-modale, il 
est nécessaire de faire deux hypothèses: 
- le comportement des paliers est linéaire, c’est à dire qu’il peut être modélisé 
par une matrice de raideur [Kp], 
- les amortissements ne sont pas pris en compte, aussi bien dans la structure 
que dans les paliers. 
Ces hypothèses permettent de rechercher alors une base modale du système 
linéaire. Nous ne développons pas la mise en oeuvre de la méthode pour 
laquelle nous renvoyons aux références [82] et [31]. 
Il nous a semblé plus important ici de revenir sur les hypothèses formulées 
pour l’utilisation de la méthode pseudo-modale dans l’étude du comportement 
dynamique d’une ligne d’arbre soutenue de façon non linéaire par des paliers à 
air. 
Le principal résultat de nos travaux est que les paliers aérodynamiques ont un 
comportement dynamique non linéaire en ce sens, nous avons montré que 
l’approche linéaire a un domaine de validité restreint aux faibles excentricités. 
Il semble donc qu’il y a lieu de prendre des précautions dans l’utilisation de la 
méthode pseudo-modale. Compte tenu que la méthode linéaire du calcul des 
caractéristiques dynamiques des paliers peut amener à des résultats erronés, il 
peut s’avérer que les modes déterminés par cette méthode ne soient pas 
corrects. La compréhension des phénomènes dynamiques s’en trouverait alors 
compromise. 
Bonneau, [82], évoque dans ses travaux que le choix de la matrice de raideur 
des paliers [Kp] est «assez délicat ». Il semble qu’il est nécessaire de prendre 
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une valeur de raideur faible pour ne pas créer de contraintes sur le 
déplacement de l’arbre dans les paliers. Les modes de fonctionnement 
autoriseraient alors une certaine liberté de mouvement. 
 
Conclusion  
Nos efforts se sont portés sur la modélisation du comportement dynamique des 
systèmes déformables en rotation  .Etant donnée l’originalité de cette approche 
nous avons procédé par des étapes de façon à: 
- mieux appréhender la modélisation de rotors déformables, 
- affiner la modélisation de l’ensemble pour rendre compte de phénomènes 
physiques intéressants. 
Les possibilités de ces modèles sont nombreuses et dépassent de loin celles du 
modèle classique du rotor rigide symétrique par : 
-la prise en compte de la flexibilité du rotor, 
-la prise en compte de disques rigides de dimensions et positions quelconques, 
-la prise en compte de roulements définis par leur matrice de raideur et 
d’amortissement. 
Le modèle simple développé a permis de mettre en évidence la spécificité du 
comportement dynamique des rotors. Ce modèle simplifié nous a permis 
d’acquérir une expérience intéressante pour l’étude des réponses aux 
excitations. 
Les principales conclusions sont: 
Les pics d’amplitude identifiés à l’aide de la courbe de réponse aux excitations 
présentent des caractéristiques différentes car les valeurs des vitesses de 
rotation correspondantes à ces pics sont plus ou moins décalées. 
En vue d’augmenter les possibilités du code de calcul mis en place, nous avons 
mené une réflexion sur l’utilisation de la méthode des éléments finis. Les 
principales caractéristiques de ce type de modélisation ont été présentées. Le 
point dur reste la résolution des équations obtenues. Dans la littérature de 
dynamique des rotors, on retrouve le plus souvent la méthode pseudo-modale 
dont l’efficacité fait la renommée. Toute fois, cette méthode considère que le 
comportement des paliers est linéaire.  
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Chapitre V 

Résultats numériques 
 

Introduction  
 
L’analyse modale permet d’établir un modèle de comportement vibratoire d’une 
structure en basse fréquence (de quelques Hz jusqu’à quelques centaines de 
Hz). On identifie par le calcul, ces deux paramètres modaux (les fréquences et 
les vecteurs propres d’un système), on peut construire un modèle analytique 
qui pourra être employé en simulation pour connaître le comportement 
dynamique de ce système dans d’autres cas pratiques. En hautes et moyennes 
fréquences, la densité des modes est souvent trop importante pour que cette 
méthode soit applicable. Ces considérations dépendent de la complexité du 
problème étudié pour une poutre ou un rotor, le domaine d’utilisation de 
l’analyse modale est basé sur quelques hypothèses :  
1. Le système est linéaire dans la gamme des amplitudes étudiées.  
2. Le système, s’il est continu peut se représenté par un système discret où les 
paramètres sont exprimés pour chaque noeud du maillage (nombre de degrés 
de liberté (ddl) total est égale au nombre de nœuds multiplier par le nombre de 
(ddl) par noeud).  
3. L’amortissement qui correspond à la modélisation d’une énergie dissipée 
proportionnelle à la vitesse est supposé proportionnel à la rigidité et à la 
masse.  
4. Pour des modes clairement identifiés, la méthode de comparaison à une 
somme de systèmes à 1 ddl est facile à appliquer.  
Nous nous intéresserons ici aussi bien à l’aspect numérique qu’à l’aspect 
pratique, en plus les mathématiques permettent d’exprimer les paramètres 
modaux à partir des données de l’analyse modale mais aussi à partir des 
modèles éléments finis de structure. 
Il s’agie de calculer le comportement dynamique  d’un rotor pas à pas dans le 
temps, donc notre objectif est de présenter la mise en place d'un modèle de 
calcul à l'aide d'une approche simplifiée. 
 
La construction du maillage est faite avec le logiciel ANSYS à partir des 
données fournies pour les profils des différents éléments du rotor. 
La modélisation éléments finis nécessite la fourniture de données relatives à la 
géométrie (coordonnées des noeuds, conditions aux limites, description des 
éléments : arbre, disque, paliers, éléments supplémentaires), aux données 
mécaniques (caractéristiques des matériaux, des raideurs et d’amortissement 
des paliers) et aux informations relatives aux excitations. 
Les éléments supplémentaires sont de type masse, raideur, effet gyroscopique 
et amortissement et ces éléments permettent la modélisation de nombreuses 
particularités : accouplements, prise en compte du bâti et des supports.  
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V.1 Description du modèle  
Dans ce chapitre  les pales sont modélisé par un disque de façon a calculé les 
inerties et la masse de ces pales et par la suite introduire ces données pour 
modélisé le disque. 
Le modèle éléments finis du rotor est constitué d’un arbre et disque. L’arbre est 
de langueur mL 4.1= et de diamètre externe mra 1.0= . Le matériau est un alliage 
spécial supposé homogène et isotrope, de densité volumique de 
masse 3/7850 mkgd =ρ , de coefficient de Poisson 3.0=ν  et de module d’Young 
élastique GPaEa 248= . 
Le disque est une couronne. Le matériau de disque est composite verre époxy 
supposé homogène et isotrope a pour caractéristique : densité volumique 

3/2540 mkgd =ρ   , de coefficient de Poisson 3.0=ν  et de module de Young 
élastique GPaEd 73= . 

V.1.1 Données fournies  
Propriété géométrique : 

Les pales : 
  Masse : kgM d 8.396=  
  Moment d’inertie : 2

0 .4762 mkgI =  
  Moment d’inertie polaire : 2.88.14 mkgI p =  
Arbre : 
Longueur : L=1.4 m 
Diamètre : d=0.1m 
Palier 1 : 

msNcmsNc

mNkmNk

zzyy

zzyy

/.10.8/.10.2,1

/10.8/10.1
34

78

==

==
 

Palier 2 : 

msNcmsNc

mNkmNk

zzyy

zzyy

/.10.6/.10.8

/10.5/10.7
33

78

==

==
 

V.1.2 Caractéristiques 

Le modèle E.F. du rotor  est réalisé avec le code de calcul ANSYS, l’arbre est 
discrétisé par des éléments de poutre à 4 degrés de liberté par nœud, deux 
déplacements u et w et deux rotations selon Y et Z. Chaque palier (PA1, PA2) 
est modélisé par un ensemble raideur /amortisseur suivant les directions Y et 
Z placés aux noeuds 1 et 15.Le modèle E.F. réduit aux dix premiers modes, ce 
modèle permet de réaliser les simulations temporelles du comportement 
dynamique de la structure. Le disque  est supposé parfaitement rigide et pour 
sa modélisation on utilise un élément pipe (Pipe16). Pour modéliser l’arbre on 
utilise l’élément poutre (Beam189).Pour modéliser les paliers on utilise 
l’élément spring-damper (Combin14).  
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 Le calcul est donc fait à partir de la discrétisation de l’arbre en plusieurs 
éléments, une fois les données sont introduits le modèle géométrique est établi 
et on abouti  au maillage du rotor. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure V.1 Maillage du rotor 
 

L’ensemble des données numériques concernant le maillage de la structure est 
résumé dans le tableau suivant : 

 
Tableau V.1 Maillage du rotor 

 
structure Eléments Noeuds DDLs 
Rotor 30  51 204 

 
Le modèle comporte 51  noeuds, soit 204 degrés de liberté et la base modale 
est constituée de dix modes complexes chaque mode complexe comporte une 
partie réelle et une partie imaginaire. 
 
 

 
 
 
                                 Figure V.2 Rotor modèle éléments finis 
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V.1.3 Conditions aux limites  
Maintenant que nous avons modélisé le rotor, on va présenter la méthode de 
caractérisation des conditions aux limites. La caractérisation de la structure 
peut se faire par sa décomposition en éléments  finis flexibles et donc étudier 
noeud par nœud les conditions aux limites. 
Lors du mouvement, la ligne moyenne de l’arbre ne reste pas confondue avec la 
droite initiale soient (Ux,Uy, Uz) les déplacements de l’arbre, Uy et Uz sont 
variables alors que Ux est considéré comme constant puisque seuls les 
mouvements de flexion de l’arbre sont étudiés. 
Donc pour les nœuds des deux paliers on annule tous les degrés de libertés. 
Pour les noeuds propres au rotor on annule les degrés de liberté de translation 
et de rotation suivant l’axe x, il ne reste que quatre degré de liberté par nœud 
deux rotations suivant y et z, et deux translations suivant y et z.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
Figure V.3 Conditions aux limites 

V.2 Analyse modale  
L’objectif de cette étude est de déterminer les fréquences propres, les modes 
propres et les contraintes qui se produisent lors des vibrations de flexion du 
rotor.  Les fréquences propre sont représentes au tableau ci-dessous : 

 
Tableau V.2 Les fréquences propres du rotor 
 
 
 
 
 
 
 
             
 
 

mode 1 2 3 4 
Fréquence réelle (Hz)  -0.27 -0.27 -0.35 -0.35 
Fréquence imaginaire (Hz) 35 -35 45 -45 

5 6 7 8 9 10 
- 0.24 -0.24 -0.34 -0.34 -0.32 -0.32
238 -238 328 -328 392 -392 
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V.2.1 Les déformées modales  
La modélisation éléments finis a été présentée figure V.2. La base modale 
contient dix modes. L’allure des quatre modes du rotor est présentée sur les 
figures V.4 à V.7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
        Mode réel                        Mode imaginaire               Déformées en rotation 
         f= -0.27Hz, Dmax=0.0054          f=35Hz, Dmax=0.0051                     à 1250 tr/min 
   

 
Figure V.4 Premier mode calculé 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Mode réel                       Mode imaginaire                  Déformées en rotation  
        f= -0.24Hz,Dmax=0.0065       f= 238 Hz, Dmax=0.0062                      à 1250 tr/min 
 
 

Figure V.5 Cinquième mode calculé 
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Mode réel                             Mode imaginaire                 Déformée en rotation                  
f=-0.32 Hz, Dmax=0.0032              f=328 Hz, Dmax=0.0033                     à 1250 tr/min 
                                                                     

Figure V.6 Septième mode calculé 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        Mode réel                           Mode imaginaire              Déformée en rotation 
         f= -0.32Hz ,Dmax=0.042           f= -392 Hz, Dmax=0.042              à 1250 tr/min                               
 

Figure V.7 Dixième mode calculé 
 
Ces modes sont caractérisées par une flexion locale dans des zones 
remarquables. 
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V.2.2 Evolution des contraintes  
Pour le Cinquième mode calculé (réel et imaginaire) on obtient les trois 
contraintes principales, l’intensité de contrainte et en fin la contrainte 
équivalente de Von Misés. 
 

 
 
 
     (a)Partie réelle                                                 (b) Partie imaginaire          
      Smax=0.201 GPa                                                             Smax=0.201 GPa 
 

Figure V.8 Première contrainte principale 
 
 

 
       (a) Partie réelle                                                                  (b)  partie imaginaire     
 
 

Figure V.9 Deuxième contrainte principale  
 
 



Chapitre V                                                                                                     Résultats numériques  

 70

 
 
 
 

 
   
     (a) Partie réelle                                                                       (b) partie imaginaire          
      Smin=-0.201GPa                                                                                         Smin=-0.201 GPa 
 

 
Figure V.10 Troisième contrainte principale 

 
 

 
       (a) Partie réelle                                                                       (b) partie imaginaire          
            Smax=0.201 GPa                                                                                    Smax=0.201 GPa 
            Smin=0.921×10-19 GPa                                                                             Smin=0.921×10-19 GPa 
 

 
Figure V.11 Intensité de contrainte 
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    (a) Partie réelle                                               (b) partie imaginaire          
         Smax=0.201 GPa                                                                              Smax=0.201 GPa 
         Smin=0.921×10-19 GPa                                                                      Smin=0.921×10-19 GPa 

 
 

Figure V.12 Contrainte équivalente de Von Misés 
 

 
On remarque la localisation des contraintes maximales aux niveaux des zones 
soumises à la flexion maximale pour les contraintes principales, l’intensité de 
contrainte et la contrainte équivalente de Von-Misés. 
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V.2.3 L’évolution des contraintes selon une ligne longitudinale du rotor  
Pour le rotor, on prend une ligne longitudinale et on enregistre la distribution 
des contraintes suivant cette ligne. 
 

 
Figure V.13  Distribution des contraintes suivant une ligne longitudinale 

 
Les résultats sont  transmis  puis représentés sur les graphes suivants : 
 

 
 

 
 

Figure V.14 Distribution de la contrainte équivalente de Von Misés  
pour le premier  mode 

 
 



Chapitre V                                                                                                     Résultats numériques  

 73

 
 
 
 

 
Figure V.15 Distribution de la contrainte équivalente de Von Misés 

 pour le troisième  mode 
 

 

 
 

Figure V.16 Distribution de la contrainte équivalente de Von Misés 
pour le cinquième  mode 
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Figure V.17 Distribution de la contrainte équivalente de Von Misés 
 pour le sixième  mode 

 
 

 
 

Figure V.18 Distribution de la contrainte équivalente de Von Misés 
 pour le dixième  mode 
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Figure V.19 Comparaison qualitative des distributions de la contrainte 

équivalente de Von Misés pour les différents modes 
 

 
 
On remarque pour le premier mode une légère augmentation de la contrainte 
jusqu'au milieu de l’arbre, à partir de ce point la contrainte reste constante 
pour ce mode. La valeur maximale de la contrainte de Von Misés pour ce mode 
est la plus petite de tous les modes. 
Pour les autres modes la contrainte équivalente de Von Misés augmente pour 
jusqu’ au maximum qui situé au point milieu de l’arbre,  puis diminuer vers le 
minimum. Une autre fois augmente vers un deuxième maximum qui est 
caractérisée par une contrainte maximale pour chaque mode. 
L’augmentation du pic maximal de la contrainte de Von Misés est variée  en 
fonction de l’augmentation du nombre de modes  
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V.2.4 Diagramme de Campbell  
 
Les vitesses critiques sont données par les points d’intersection des sources 
d’excitation (harmoniques 1, 4 ,5…) avec les modes propres à précession 
directe et précession inverse. Nous obtenons Le diagramme de Campbell. 
 
 

 
 
 

Figure V.20 Diagramme de Campbell pour le modèle éléments finis 
 

 
Le diagramme de Campbell (figure V.24) montre que la première vitesse 
critique pour l’harmonique d’ordre 1 correspond au premier mode de l’arbre 
qui se situe à 2500tr/min (40 Hz) pour le mode direct. 
Pour l’harmonique d’ordre 4 la première vitesse critique citée à 600tr/min 
(40Hz) et la deuxième vitesse critique citer en 4000 tr/min (270Hz) pour le 
mode rétrograde et 4500 tr/min (310Hz) pour le mode direct. 
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V.3 Analyse de la  réponse aux forces  aérodynamiques du rotor  
Cette étude permet de comprendre la réponse aux forces aérodynamiques. 
On suppose le vecteur des forces d’excitation  de la traînée (FY=28.26N, 
FZ=28.26N) ,la poussée du rotor FN =6059 N , et la vitesse de rotation varié 
dans la plage 0-400 Hz. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure V.21 Réponse aux forces  aérodynamiques en fréquence suivant l’axe y 
 

 
 

 
 
 

 
 

   
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
Figure V.22 Réponse aux forces  aérodynamiques en fréquence suivant l’axe z 
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Pour la figure (V.21), On remarque la présence de deux pics : 
1ere pic pour la fréquence Hzf 7=  où la valeur maximale d’amplitude est 
 . 
2eme pic pour la fréquence Hzf 35=  où la valeur maximale d’amplitude est 
 . 
Pour la figure (V.22), On remarque  la présence de deux pics :  
1ere pic pour la fréquence Hzf 7=  où la valeur maximale d’amplitude est 
 . 
2eme pic pour la fréquence Hzf 35=  où la valeur maximale d’amplitude est 
 
Les spectres des figures (V.21)  (V.22) sont calculés dans la plage [0 -400 Hz], 
ces spectres mettent en évidence l’existence des composantes d’amplitude 
prépondérante à la fréquence de rotation 7 et 35 Hz, il s’agit de la réponse aux 
forces aérodynamiques. 
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V.4 Simulation numérique en régime transitoire à la résonance 
Le comportement dynamique du rotor est simulé, le rotor est soumis à un 
balourd de 0.001 kg * m placés au nœud 19.  En montée linéaire de vitesse de 
0 à 650 tr/min  avec une accélération angulaire constante de l’ordre 30rad/s2, 
après l’exécution on aura les réponses à chaque nœud.   
Les résultats des réponses au niveau du nœud N°19 sont présentés sous forme 
de graphes montrant l’amplitude du signal en fonction du temps. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 

Figure V.23 Signal temporel  de la réponse en déplacement suivant l’axe y 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure V.24 Signal temporel  de la réponse en déplacement suivant l’axe z 
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Figure V.25 Signal temporel  de la réponse en vitesse suivant l’axe y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure V.26 Signal temporel  de la réponse en vitesse suivant l’axe z 
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Figure V.27 Signal temporel  de la réponse en accélération suivant l’axe y 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Figure V.28 Signal temporel  de la réponse en accélération suivant l’axe z 
 
 
On constate pour tous les signaux que la valeur maximale de l’amplitude de la 
grandeur concernée (déplacement, vitesse, accélération)  est située au niveau 
de la période t= 8.8 s, correspondant au passage de la vitesse critique du rotor 
suivie d’une atténuation de l’amplitude jusqu'à la stabilité. 
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V.5 Réponse transitoire du rotor à vitesse constante  
Les simulations numériques sont effectuées sur le rotor tournant à une vitesse 
constante de 450 tr/min, avec un intervalle de temps pas à pas de 3s, le rotor 
soumis à un balourd de 0.001kg*m  et une force de RH=6060N appliquée au 
disque. 
Les influences du régime transitoire sur le comportement dynamique de 
structure peuvent être observés, les résultats des simulations sont transmises  
puis sont représentés sur les graphes suivants : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Figure V.29 Signal temporel  de la réponse en déplacement suivant l’axe y 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                        
                

Figure V.30 Signal temporel  de la réponse en déplacements suivant l’axe  z 
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Figure V.31 signal temporel  de la réponse en vitesse  suivant l’axe y 

 
 

 

 
 

Figure V.32 Signal temporel  de la réponse en vitesse  suivant l’axe  z 
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Figure V.33 Signal temporel  de la réponse en accélération  suivant l’axe  y 
 
 
 

 
 
 

Figure V.34 Signal temporel  de la réponse en accélération  suivant l’axe  y 
 
 
 



Chapitre V                                                                                                     Résultats numériques  

 85

 
L’influence des phénomènes transitoires est marquée par une montée rapide en 
amplitudes (amplitudes maximales). C’est pourquoi, les effets du régime 
transitoire sont influents lors d’une montée en amplitude de vibration du rotor 
alors que sont comportement lors d’un ralentissement est proche de celui en 
régime permanent. 
 
 

 
 

Figure V.35 Spectre du signal en amplitude de déplacement 
 
La figure (V.35)  représente la courbe de réponse en fréquence pour des 
vitesses de rotation allant de 0 à 500 tr/min (l’amplitude de vibration tracée est 
définie comme la moyenne entre les déplacements suivant y et z  maximum et 
minimum). La fréquence à laquelle le pic de réponse intervient est de 18Hz et 
37Hz. La première fréquence correspond bien à la fréquence de la vitesse 
critique du système linéaire associé, cela revient au balourd initial mais la 
présence du deuxième pic à 2*f0 d’amplitude croissante  est expliquée par un 
choc initial dû à la force appliquée. 
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  Conclusion  

Le modèle éléments finis du rotor a été conçu à partir d’une géométrie 
bien déterminée. Une extraction efficace des fréquences et des déformées 
modales du modèle a été effectuée, la distribution des contraintes le long du 
rotor a été identifiée. 
Le diagramme de Campbell permet de représenter les fréquences en fonction de 
la vitesse de rotation  et d’extraire les vitesses critiques du rotor. Quelques cas 
d’ordres d’harmonique ont été étudiés. 
Les réponses en régime transitoire du modèle éléments finis ont été étudiées. 
Les différentes amplitudes en déplacement vitesse et accélération des 
vibrations sont déterminés. Néanmoins, comme la vitesse critique dépend de la 
rampe considérée, on retrouve ce type de résultat sur la courbe de réponse à 
un balourd présenté précédemment ; en effet le tracé des courbes de réponse à 
un balourd présente des augmentations brutales de l’amplitude de vibration du 
rotor lors du passage par la vitesse critique représentative de l’instabilité de 
fonctionnement du rotor. 
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Conclusions et Perspectives 

 
Le but de ce travail est d’apporter une contribution à l’étude du comportement 
dynamique des rotors verticaux. 
On a fait appel à la simulation numérique pour analyser le comportement des 
rotors. 
Dans le premier chapitre on a présenté une vision globale des travaux 
numériques et expérimentaux dans le domaine de la dynamique des rotors, 
suivie par la description des phénomènes qui influent sur les rotors. 
Le deuxième chapitre est consacré à l’étude aérodynamique des hélicoptères 
dans le quel les forces aérodynamiques sont calculées. Afin de voir le 
comportement  du rotor principal d’hélicoptère on a développé un modèle 
éléments finis de la pale pour extraire ces fréquences et modes propres, les 
résultats montrent que l’extrémité de la pale est la zone la plus sollicitée par les 
contraintes et les déformations. 
On a modélisé les forces tournantes afin de caractériser ses phénoménologies 
et leurs influences sur les paliers. 
Pour mieux interpréter les phénomènes qui régissent le comportement 
dynamique des rotors, des modélisations sont proposées via des approches 
analytiques et numériques, les calculs des différentes énergies et travaux 
virtuels des différents éléments d’un rotor vertical ont été développés. Aussi 
nous avons développé un modèle simple qui a été obtenu à l’aide de la méthode 
de Rayleigh-Ritz, il est utilisé pour mettre en évidence les phénomènes de base 
en raison de sa simplicité, mais l’inconvénient de ce modèle c’est qu’il 
considère les paliers comme infiniment rigides. 
Un modèle des éléments finis a été développé pour modéliser les systèmes réels 
car il est plus précis et permet d’étudier l’ensemble des modes de vibration du 
rotor, il est également modulaire car chaque élément du rotor possède ses 
propres caractéristiques ; ce qui permet d’ajouter des raideurs, des 
amortissements et des forces extérieurs en chaque nœud. Le désavantage 
évident de cette méthode et que les calculs sont lourds même si les modèles 
éléments finis appliqués à la dynamique des rotors sont en générale de petite 
taille jusqu'à un certain degré de liberté. 
Le modèle simple permet d’acquérir une riche expérience pour l’étude des 
réponses aux excitations. Les pics d’amplitudes identifiés à l’aide des courbes 
de réponses présentent des caractéristiques différentes car les valeurs des 
vitesses de rotation correspondantes à ces pics sont décalées.  
Le modèle éléments finis permet d’extraire les fréquences propres et les 
déformes modales des vibrations du rotor, aussi il permet d’identifier les 
contraintes agissant sur le système et prévoir le comportement dynamique du 
rotor en régime transitoire. 
Les réponses à différentes excitations en amplitude des déplacements, des 
vitesses et des accélérations sont déterminées. Ces résultats présentes des 
augmentations brutales d’amplitude de vibration lors du passage à la vitesse 
critique. 
Le tracé de diagramme de Campbell permet de déterminer les vitesses 
critiques. 
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Au futur on souhaite pour approfondir la recherche sur ce sujet               
l’enrichissement du modèle proposé par l’introduction des effets de cisaillement 
et le couplage flexion torsion. 
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A1. Modèle dynamique d’un rotor vertical 
 
A1.1 Equation du mouvement  

Tous les systèmes physiques sont continus représentant un nombre des degrés 

de liberté infinie. 

Soit une modélisation simple de système tournante : rotor vertical + disque. 

On considère les déformations de l’arbre libre dans le plan X O Z et Y O Z. 

On suppose que la courbure dans la poutre est constante pour Lz p≤0  

Pour simplifie le problème, on adopte pour notre étude un système de poutre 

avec deux nœuds. 

On doit tenir compte des approximations suivantes : 

1)- le système dynamique est linéaire. 

2)-toute la masse de rotor est concentrée en trois points. 

3)-la partie de l’arbre entre les points à une flexibilité mais de masse 

négligeable. 

Les deux masses se déplacent suivent les axes X et Y, et on a un déplacement 

angulaire. 

Les coordonnées généralisées du système sont : 

{ }yxyxyxyxq θθ ,,,,,,, 332211=  

 
A1.2 Energie potentielle et énergie cinétique  

Pour calculer l’énergie potentielle et énergie cinétique on considère les 

déformations sur l’arbre sont dans le plan X O Z et Y O Z. 

Energie potentielle : 

La flexion du rotor produit un travail intérieur provoqué par la dilatation des 

fibres pour une poutre soumis à une flexion plan. 

L’énergie potentielle exprime l’énergie de déformation emmagasinée dans 

l’arbre due à la flexion de ce dernier .elle à pour expression  
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Maintenant supposons que la section de l’arbre est uniforme, homogène et 

isotrope donc : 

YIEMyz
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=

=
                                                                                 )2-(A1  

E : module de Young 

I : moment d’inertie polaire de la section droite vue à l’axe neutre.  

Dans le plan X O Z : 
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Dans le plan Y O Z 
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Substituons ces équations dans l’expression  

On obtient l’expression finale de l’énergie potentielle 
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b)- Energie cinétique : 

 

L’énergie cinétique est la somme des énergies cinétiques des points constituant 

le système.  
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Développant la formule de l’énergie cinétique : 
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A1.3 Système des équations  

Appliquant la formulation de Lagrange : 
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On aboutit au système d’équations différentielles qui caractérise le 

mouvement : 
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A1.4 Effet gyroscopique  

 
L’existante d’un moment d’inertie polaire donne naissance à un moment 

gyroscopique. 

D’après la deuxième loi de newton pour les corps solides (non déformables) en 

rotation on a : 

MH
r&r =  

M
r

 : Moment des forces extérieures  
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H
r

 : Moment cinétique 
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On note que la vitesse angulaire ω est constante. 

Le moment d’inertie d’un disque est : 
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Par identification on trouve : 
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Dans cette expression il y a deux termes distincts. 

Le premier terme est déjà pris en considération dans les équations du 

mouvement  

Alors que le second tient compte de l’effet gyroscopique : 

On le note :  
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Par contre les moments gyroscopiques exercés sur l’arbre par le disque sont :  
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Finalement on introduit l’effet gyroscopique dans les équations du mouvement 

on trouve : 
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Ecrivons maintenant le système différentiel sous forme matricielle : 
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Tel que : ii CetBA ,  sont des constants a pour valeurs : 
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Les matrices d’amortissement  [C] et la raideur [Kp] sont données par : 
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Finalement on trouve les équations du mouvement sous la forme : 
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A1.5 Résolution de système des équations  

Donc la solution de l’équation peut être donnée comme suite : 

{ } { } { } )2/cos()2/sin( tbtaq Ω+Ω=                                                     )13-(A1  

Substituant l’expression )13-(A1 dans )12-(A1 on aboutit à : 
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Dans l’expression )14-(A1 on additionne les termes de même harmonique :  
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La solution simple 0== ba  est sans intérêt et les autres solutions sont celles 
qui correspondent à l’annulation du déterminant de la matrice.  
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Si D=0 on a les pulsations de l’instabilité dynamique 
Et si 0≠D on a la zone de stabilité pour les quelles le rotor peut tourner. 
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A2.Généralités 
 
 
Introduction  
L'évolution technologique conduit les ingénieurs et chercheurs d'aujourd'hui 
à travailler sur des projets de plus en plus complexes : multi-physique. Pour 
ce faire, ils construisent des modèles qui leur permettent de simuler le 
comportement des systèmes étudiés : transport, nucléaire, biologique... Ils 
peuvent donc prévoir l'influence de leurs décisions lors de la conception. 
La Méthode des Eléments Finis (MEF) est un outil mathématique dédié à la 
résolution de problème d'Equations aux Dérivées Partielles (EDP) associées à 
des conditions aux limites bien définies. Cet outil mathématique a pour but 
de rechercher une solution numérique approchée de la solution exacte. Pour 
cela, la MEF consiste à utiliser une approximation simple de variables 
inconnues pour transformer les équations aux dérivées partielles en 
équations algébriques.  L'avancée informatique de ces dernières années a 
rendu possible la résolution de problèmes complexes sur les ordinateurs de 
bureau, notamment en raison d'un accroissement de la puissance de calcul 
des processeurs ainsi que de la mémoire présente. 
De plus aucun domaine n'est épargné par la MEF, de la géophysique 
jusqu'aux systèmes microélectromécaniques  (MEMS) en passant par la 
biochimie, toutes études nécessitent à un moment ou à un autre le recours 
aux éléments finis. Nombre de logiciels sont donc apparus sur ce marché 
anciennement réservé aux stations de travail. Nous pouvons citer par 
exemple : ANSYS, SYSTUS,  MODULEF, ATTILA, NASTRAN, 
MATLAB/FEMLAB, SCILAB.... Chacun d'entre-eux ont des spécificités bien 
particulières mais se veulent multi-physique.   
L'étude présentée dans ce mémoire est réalisée avec ANSYS (ANSYS 
Structural). Le choix de celui-ci est justifié du fait de la présence de module 
piézoélectrique ainsi que de la facilité de prise en main.  Par conséquent, les 
différents modèles et problèmes peuvent être traités de façon plus proche de 
la réalité. De la détermination des modes jusqu'au calcul des paramètres 
motionnels du circuit électrique équivalent, les éléments finis sont employés 
partout. Une comparaison avec l'étude analytique est également présentée.  
Le schéma (Figure A.2.1) montre, depuis la prise en compte du système 
physique jusqu'à la solution approchée, l'architecture générale de la MEF. 
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Figure A.2.1 : Architecture d'une étude par éléments finis. 
A.2.1. Principe  
Nous allons décrire le principe de la méthode des éléments finis dans le cas 
de notre problème.  Le comportement d'un rotor est défini par les théorèmes 
de la mécanique générale. La formulation intégrale d'un tel problème se 
réduit à [36-40] : 
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Avec 0t  et 1t  temps initial et final du calcul lorsque le problème dépend du 
temps, iu  le déplacement suivant i, iuδ  un déplacement élémentaire suivant 
i et f la force appliquée par unité de surface. 
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La méthode consiste à découper le domaine de calcul, ici le rotor, en petits 
éléments : c'est l'opération de maillage. Et ainsi obtenir une solution 
approchée du problème à l'aide de fonctions d'interpolation par juxtaposition 
de solutions calculées sur ces petits éléments. Il faut donc déterminer de 
façon judicieuse les paramètres de maillage soit :         

 le type d'interpolation choisi, le plus fréquemment des polynômes de 
degré un ou deux 

 le nombre d'éléments afin de constituer une approximation 
satisfaisante de la solution.   

Ce qui conduit à la construction d'éléments (mailles) en choisissant 
arbitrairement des points prédéterminés appelés noeuds de l'élément. C'est 
en ces points qu'est déterminée la valeur locale des inconnues dans chaque 
élément. Le nombre d'inconnues scalaires par noeud varie selon la nature du 
problème. Ce nombre est appelé nombre de degrés de liberté (ddl). 
L'interpolation permet de calculer une valeur approchée de la solution en 
tout point de la maille en ne connaissant que les valeurs aux noeuds de 
l'élément. 
La discrétisation de la formulation variationnelle  (Eq. (*)) Consiste à 
décomposer les intégrales sur le domaine et les frontières en une somme 
d'intégrales calculées sur les domaines élémentaires. 
 
A.2.2. Introduction à « ANSYS»  
Pour mener notre étude par simulation numérique, on a utilisé le code 
numérique ANSYS, qui est l’un des codes de calcul, basé sur la méthode 
d’éléments finis, parmi les plus utilisés dans le monde.  
Le code «ANSYS» comprend plusieurs composantes. Chaque composante est 
destinée à l’un des domaines d’ingénierie, et son choix met automatiquement 
à la disposition de l’utilisateur les processus adéquats (type d’élément, 
conditions aux limites, tracés» etc). Les principales composantes sont : 

• ANSYS Multiphysics : Module le plus complet des solutions ANSYS. 
Etudes linéaires et non linéaires, statiques et dynamiques, en 
mécanique et thermique, mécanique des fluides, électromagnétisme 
basse et haute fréquence, couplages multiphysiques, etc... 2 
environnements de simulation accessibles au choix: Workbench et 
Classic  

• ANSYS Mechanical : Etudes linéaires et non linéaires, statiques et 
dynamiques, en mécanique et thermique. 2 environnements de 
simulation accessibles au choix: Workbench et Classic  

• ANSYS Structural : Etudes linéaires et non linéaires, statiques et 
dynamiques en mécanique uniquement. 2 environnements de 
simulation accessibles au choix: Workbench et Classic  

• ANSYS Professional NLS : Licence intermédiaire entre ANSYS 
Professional NLT et ANSYS Structural, elle permet d'aborder les 
calculs non linéaires. Environnement de simulation: Workbench  

• ANSYS Professional NLT : Etudes linéaires, statiques et dynamiques, 
en mécanique et thermique. 2 environnements de simulation 
accessibles au choix: Workbench et Classic  

• ANSYS DesignSpace : Etudes linéaires, statiques, modales, et 
thermiques simples. Interface utilisateur: Workbench  
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• ANSYS DesignSpace Structural : Etudes linéaires, statiques, modales. 
Interface utilisateur: Workbench  

• ANSYS LS-DYNA : Etudes en dynamique rapide (crash, emboutissage, 
etc...). Le solveur explicite LS-DYNA est intégré dans l'environnement 
pré/postprocesseur d'ANSYS.  

• ANSYS Autodyn : Etudes en dynamique rapide extrême (hypervélocité, 
perforation, explosions, etc...). Le solveur explicite LS-DYNA est intégré 
dans l'environnement pré/postprocesseur d'ANSYS.  

• ANSYS PrePost : Licence uniquement destinée au preprocessing ou au 
postprocessing. Cette licence est équivalente à un Multiphysics sans 
solveur. Nota: impose de posséder une licence ANSYS Structural ou 
supérieure.  

• ANSYS Rigid Dynamics : Module de simulation de cinématique de 
corps rigides ou flexibles. Permet de récupérer les 
contraintes/déformations linéaires dans les pièces d'un mécanisme en 
mouvement..  

• ANSYS Geometry Interface : Outil d'importation des géométries CAO 
natives. Ces dernières sont directement utilisables dans ANSYS. La 
plupart d'entre elles sont bidirectionnelles, et permettent la 
récupération des éventuels paramètres de la géométrie CAO. 
Disponible pour ProE, Inventor MDT, SolidEdge, SolidWorks, NX 
(Unigraphics), Catia V4, Catia V5, SAT, Parasolid, OneSpaceDesigner..  

• ANSYS University : Bénéficiez des fonctionnalités du module 
Multiphysics dans un contexte d'enseignement et/ou de recherche. 
Limitations (noeuds/éléments) selon les versions.  

• ANSYS CFX : Calculs CFD en fluidique, thermofluidique, écoulements, 
multiphase, cavitation, chimie réactionnelle...,  

• ANSYS CFX Mesh : mailleur CFD totalement intégré à ANSYS CFX: 
grande performance dans la gestion manuelle ou automatique des 
couches limites, etc...  

Dans notre analyse, on a utilisé le module Structural dans ANSYS/ 
Structural, qui permet de traiter la majorité des problèmes de mécanique des 
solides et les problèmes de vibration. Il offre des outils puissants pour 
l’analyse en deux et trois dimensions. On trouve dans le manuel d’aide de 
«ANSYS » toutes les instructions qui permettent son exploitation à travers 
son interface utilisateur graphique Graphical User Interface ainsi que toute 
la documentation nécessaire.  
De nombreux processus de calcul sont disponibles dans ce code et chaque 
processus est une sorte d’ensemble de fonctions qui effectuent une tache 
spécifique. Par exemple, dans le pré-processus général Preprocessor, on 
construit le modèle, le processus Solution dans lequel on applique les 
conditions initiales et  
aux limites. Le processus PostProcessor permet d’exploiter les résultats 
obtenus de différentes manières (courbes, tableaux etc.).  
A.2.3. Méthode Damped 
 pour l’analyse modale, on utilise la méthode Damped. C’est une méthode 
utilisée pour le calcul des fréquences propres et les modes propres sous 
environnement Ansys. Cette méthode présente les fréquences et les dans le 
domaine complexe (partie réelle et partie imaginaire). 


