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Résumé 

La complexité croissante des processus de fabrication, le désir d’une utilisation optimale des 

ressources de production et la poursuite d’objectifs de production multiples rendent nécessaire 

l’utilisation de méthodes efficaces de modélisation et d’analyse de ces systèmes. Les systèmes 

manufacturiers à contraintes de temps constituent le cadre de notre étude. 

L’objectif de ce travail est de modéliser le comportement dynamique des composantes d’un 

système flexible de production et d’évaluer ses performances par les réseaux de Petri tout en 

optimisant les temps d’attente du moyen de transport, ainsi  que  les attentes  dues aux 

indisponibilités des stocks. La simulation de notre modèle à été réaliser sous le logiciel 

MOCA-RP et les résultats obtenus indique une amélioration de la productivité.   

Mots clés : Système de production – optimisation – réseau de Petri – atelier flexible de 

production.  
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 Abstract 

The increasing complexity of the manufacturing processes, the desire of an optimal use of 

production resources and the continuation of multiple production objectives make necessary 

the use of effective modeling methods and systems analysis. The manufacturing systems with 

time constraints constitute the framework of our study. 

The objective of this research work is to model the dynamic behavior of the components of a 

flexible system production and to evaluate its performances using Petri nets while optimizing 

the transport waiting times, as well as the waiting times due to stocks unavailabilities. The 

simulation of the case study model was was performed under Moca-RP software and the 

obtained results indicate an improvement of the productivity. 

 
Key words: Production system – optimisation – Petri net – flexible manufacturing system 
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Introduction générale 

 

Dans le contexte industriel ou la productivité joue un rôle déterminant et ou les 

maîtres mots, rendement, flexibilité, qualité et délai, il peut s’avérer fortement dommageable 

de ne considérer que les aspects logiques (au sens de l’enchaînement des différentes 

opérations à effectuer) du système de production considéré .En effet bien qu’une abstraction 

des aspects temporels soit dans certains cas rendue possible par la nature même du procédé 

étudié   (système purement séquentiel), cette dernière peut dans d’autres circonstances aller à 

l’encontre de la sémantique du système. 

Les systèmes flexibles de production, souvent mal maîtrisés, continuent à poser 

d’énormes problèmes de conception, de modélisation et de conduite. Si dans le passé, 

l’expérience était suffisante pour concevoir et piloter un système de production, des 

techniques de calcul, des méthodes de dimensionnement et de gestion sont maintenant 

exigées. La  maîtrise et l’optimisation du fonctionnement d’un système flexible de production 

nécessitent la disposition d’un modèle fin de son comportement dynamique. Ce modèle est 

d’un grand secours pour la compréhension et la maîtrise du comportement du système étudié. 

Un dilemme subsiste cependant entre l’élaboration d’un modèle trop simpliste autorisant une 

analyse du comportement aisée du système mais éloigné de son comportement réel, et un 

modèle plus proche du système réel, mais dont l’étude est trop complexe. 

La complexité sans cesse grandissante des systèmes de production requiert de plus en 

plus de méthodes de représentation et de techniques d’analyse, permettant de tenir compte de 

manière efficace des différentes fonctionnalités associées au système, ainsi que de ses 

caractéristiques temporelles. 

Cet impératif conduit inéluctablement à la nécessité de pouvoir disposer de méthodes 

formelles permettant de vérifier un certain nombre de propriétés d’intérêt du système 

modélisé. A cette fin notre choix s’est porté sur les réseaux de Petri.  

En effet, les RdP [Bra  82], [Dav et All  92], [Mur  89]  représentent un formalisme 

puissant et reconnu, sont largement utilisés pour la modélisation et l’analyse de système à 

évènements discrets. Ce succès est dû à de nombreux facteurs. Parmi ceux-ci nous pouvons 

relever : 

• Leur simplicité  de compréhension ; 

• Leur nature graphique, se prêtant sans grande difficulté à la modélisation de 

phénomènes  complexes ; 
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• Les conflits et les capacités des stocks tampons peuvent être facilement 

modélisés ; 

• Les RdP peuvent êtres utilisés pour implémenter des systèmes de contrôle en 

temps réel, ou bien d'autres applications 

• Possibilité de disposer d’un arsenal de résultats mathématiques analytiques. 

 

De nombreuses extensions des RdP ont été proposées dans la littérature, les modèles 

temporisés sont présentés par [Noe et Nut  73], [Jvt  95], [Sif  77], [Mer  et  Far 76], [Ram  

74], ou les attributs temporels sont des valeurs ponctuelles.  

Dans le domaine de la production, beaucoup d’efforts sont portés sur l’application des 

réseaux de Petri, à la modélisation et l’évaluation des systèmes de production [Laf 91], [Chu 

et Al  93], [Cre et Gui  94], [Sau   98], [Elm et Mari  99], [Bri et Al  99], [Amo et Al  01], 

[Her  01], [Lem  01] et [Ben 03]. 

Les systèmes manufacturiers à contraintes de temps constituent le cadre de notre 

étude, pour cette grande classe de systèmes, le facteur temps est une composante primordiale. 

Ce dernier n’affecte pas seulement les performances du système mais aussi sa validité 

fonctionnelle.                 

En matière de pilotage des systèmes de production, les performances réellement 

atteintes au sein d'un atelier sont souvent éloignées de celles initialement prévues en gestion 

de production. Une raison importante de cet écart réside dans le caractère excessivement 

rigide des contraintes issues du plan de production .En effet, ce dernier imposant 

généralement de respecter à la lettre un scénario de fabrication unique, il permet difficilement 

de s'adapter aux aléas inhérents à la fabrication en temps réel (pannes, retards, etc...), ce qui 

donne naissance à des temps morts qui sont dus classiquement aux attentes. Parmi ces temps 

d’attente dans un système de production on distingue : 

• Les attentes dues aux chargements/ déchargements de matériels (pièces, 

outils,…etc) sur machine, chariot et stock ; 

• Les attentes  du moyen de manutention (chariot filo guidé, rebots…etc) devant 

les machines a vide pour recevoir une autre pièce [Sim  97] ; 

• Les attentes des systèmes de stockage à capacité (plein) pour les vider ; 

• Les attentes dues aux phénomènes de congestions ; 

• Les temps d’attente dus à l’indisponibilité des ressources (machines, hommes, 

matière première et stocks) ; 
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• Les temps d’attente dus aux pannes des composants de l’atelier. 

 Pour pallier à cet inconvénient, plusieurs  approches sont définies dans la Littérature 

[Agn  00], [Cra et Al  00], or le problème d’optimisation de ces temps d’attente dans les 

ateliers flexibles de production est considéré comme non polynomial déterministe (NP) 

difficile .Des algorithmes de calcul heuristiques et exacts ont été proposé [Ess et Al  03], 

[Man et Al   03]   . Cependant, se basant sur la littérature existante, il n’y a pas eu 

suffisamment de recherches sur l’optimisation des temps d’attente dans les ateliers flexibles 

de production en utilisant les réseaux de Petri. Motivé par cette réalité, nous nous proposons 

une méthode de résolution de minimisation de ces attentes basée sur une modélisation par les 

RdP stochastiques et temporisés.  

Notre principal intérêt est d’améliorer l’un des facteurs essentiel des performances des 

systèmes flexibles de production. En d’autres termes, nous nous intéressons à avoir une 

meilleure productivité.   

Pour ce faire, notre travail est présenté dans ce mémoire en quatre chapitres.  

 

� Le premier chapitre présente des notions générales associées aux systèmes de production   

plus particulièrement les ateliers flexibles. 

� Nous présentons  dans le chapitre deux les définitions de bases, les propriétés des réseaux       

de Petri et quelques extensions commodes. Nous insistons plus particulièrement sur les 

propriétés et les modes de fonctionnement des RdP temporisés et stochastiques car on les 

utilisera pour la modélisation de notre étude de cas de l’atelier flexible. 

� Le chapitre trois est consacré à la modélisation et à la description de l’atelier flexible, nous 

proposons une approche de modélisation dont, on décompose le système en  trois sous 

systèmes (modules), explicitons le fonctionnement de chaque module .Nous présentons la 

signification de l’ensemble des places qui représentent les opérations et l’ensemble des 

transitions qui représentent les évènements. 

� Le chapitre IV constitue  le développement du modèle et toute l’analyse qui permet   

d’appréciée et justifiée l’approche considérée.   

      Dans le dernier chapitre, on illustre la démarche proposée de l’étude de cas de notre   

atelier, pour optimiser les temps d’attente, on reprenant le modèle du chariot (AGV) décrit 

dans le chapitre III.  

� On termine notre travail par une conclusion et  des perspectives. 



ChapitreChapitreChapitreChapitre IIII 
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Systèmes flexibles de production 
 
I.1. Introduction  

Flexibilité, réactivité et agilité sont des qualités incontournables pour des systèmes de 

production qui se trouvent confrontées à une demande variée et fluctuante avec des 

contraintes de qualité et de délais de plus en plus fortes. Le défi pour les entreprises est donc 

d’installer des outils de production modulaires et flexibles avec des systèmes de pilotage 

capables de les gérer. Ces derniers doivent, d'une part, s'adapter à l'hétérogénéité des 

équipements disponibles (ordinateurs, MOCN, Robots, etc.), équipements pouvant être 

remplacés, supprimés ou reconfigurés en fonction des besoins, et d’autre part, être robustes 

face aux différents dysfonctionnements et aléas [Kou  et Pez  03]. Pour pouvoir apporter une 

bonne compréhension à la modélisation de l’atelier flexible on donnera d’abord les notions 

générales associées aux systèmes flexibles de production. 

 
I.2. Définition d’un système de production  

 Un système de production est constitué de toutes les ressources nécessaires, tant 

humaines que matérielles qui permettent de transformer la matière première et/ou les 

composants en produits finis. Les systèmes de production sont organisés et gères en fonction 

des demandes et des ressources disponibles. La production peut être déclenchée par des 

commandes des clients ce qui est appelée «production à la demande», comme elle peut 

anticiper ces demandes, dans ce cas elle est appelée ’production provisionnelle’ [Djo 94]. 

 
I.3. Les systèmes automatisés de production et la gestion de production  

I.3.1. Système automatisé de production  

      Un système automatisé de production (SAP) se caractérise par l'automatisation de 

certaines fonctions du système de production [Tch 94] et qui sont :  

• Les fonctions de transformation: machines automatisées, etc.  

• Les fonctions de manutention: convoyeurs automatisés, etc.  

• Le stockage: magasins automatisés, etc.  

• Le traitement de l'information: calculateurs, etc.  

L'automatisation permet de gérer de manière efficace la production [Gia 88], elle permet la 

création d'un suivi performant et elle induit potentiellement une meilleure productivité et une 

meilleure flexibilité [Noy 87]. En résumé, l'automatisation de la production permet de 

diminuer les temps de réponse et d'augmenter la flexibilité de la structure de production. Elle 

constitue par ailleurs une condition nécessaire pour la mise en place de la structure de pilotage 
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décrite dans le reste de notre travail. Le concept de système automatisé de production a été 

associé à celui plus étendu de CIM (Computer Integrated Manufacturing) depuis la fin des 

années 70. 

 
 I.3.2. Gestion d'un système automatisé de production  

De façon générale, la gestion d'un SAP comporte deux niveaux tel que le montre     

Figure I.1. Le niveau 1 définit la gestion prévisionnelle, elle assure l'anticipation et la 

programmation d'un ensemble d'actions ou de décisions. Le niveau 2 définit la gestion temps 

réel, elle élabore les décisions et les actions qui sont réalisées en temps réel et qui sont donc 

déclenchés par un ensemble d'événements liés à l'état courant du système de production.  

 
 
 

I.3.2.1. Niveau 1: gestion prévisionnelle  

La complexité et l'inertie du système de production conduisent à mettre en oeuvre une 

gestion prévisionnelle [Mer  87]. 

I.3.2.1.1. La complexité du système de production  

Plusieurs éléments sont à l'origine de cette complexité. Notons principalement 

• La diversité des types des ressources composant le système: ressources informatiques, 

mécaniques, électriques ou humaines. La gestion d'un ensemble de ressources hétérogènes est 

rendue difficile notamment par les différents niveaux nécessaires de connaissance, 

d'intelligence et les diverses possibilités de communication entre ces ressources.  

• La multiplicité et parfois la contradiction entre les objectifs de production en terme de coût, 

délai ou qualité. Par exemple, la production organisée suivant un objectif global de qualité 

impliquera certainement un rendement global plus faible qu'une production organisée selon 

un objectif portant sur la minimisation des délais. Ce point introduit la notion 

d’ordonnancement multi-objectif.  

• La complexité des calculs prévisionnels qu’il est nécessaire, la plupart du temps, d’effectuer 
hors ligne.  

Figure I.1 : I nteractions entre les deux niveaux de gestion d’un SAP.  
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I.3.2.1.2. L'inertie du système de production  

L'inertie est due principalement aux composantes mécaniques et humaines du système 

de production. Elle est définie en terme de temps de production, de changement d'outil, de 

calendriers (postes de travail), etc. Ainsi, la gestion prévisionnelle permet l’intégration de 

cette inertie par la planification de certaines actions au niveau du système de production. Ce 

niveau peut être décomposé de manière générale en deux ou trois fonctions selon la structure 

de pilotage adoptée et la présence ou non d’un ordonnancement prévisionnel.  

I.3.2.2. Niveau 2: gestion temps réel ou pilotage  

Cette gestion se justifie par l’altération des données sur lesquelles sont effectuées les 

prévisions du niveau 1 (le système de production est soumis à des perturbations, à des 

modifications structurelles et/ou de son environnement) et l’accessibilité, la fiabilité ou 

l'agrégation des données due au volume important d'informations à traiter et parfois 

contradictoires. Ainsi, nous définissons le pilotage comme la structure de décision et 

d’information associée à la gestion temps réel.  

 
Les fonctions de pilotage  

La fonction pilotage temps réel comprend deux sous fonction; conduite et commande 

[Arc 91], [Din 92], [Tch 94], comme le montre Figure I.2. La fonction conduite regroupe les 

activités décisionnelles qui sont traduites en ordres et transmises au niveau commande. Ce 

dernier niveau gère la réalisation du processus physique de fabrication et retourne au niveau 

conduite un ensemble de données de suivi. Nous détaillons chacune des fonctions comme suit  

 
 
 
 
 
 

Figure I.2 : les fonctions de pilotage 
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• La conduite  

La conduite correspond au niveau décisionnel du pilotage dont le rôle principal est de 

mettre en oeuvre les décisions planifiées par le niveau prévisionnel. Si l'état du système de 

production ne permet pas d’appliquer correctement ces planifications, une décision peut être 

prise localement. Si aucune décision locale ne peut remédier au problème, il sera nécessaire 

de remettre en question les décisions du niveau supérieur. La conduite peut être décomposée 

en sous fonctions dont les principales sont le contrôle qui assure la cohérence globale du 

système de pilotage et gère les interactions entre les différents centres de décision, etc. puis la 

gestion de l’environnement qui consiste à la gestion de la logistique technique. A ces deux 

fonctions est associée la fonction de suivi qui collecte les données nécessaires au suivi de 

fonctionnement du système, de ses performances, du respect des objectifs, etc. 

 

• La commande  

Cette fonction correspond à la commande des équipements et automatismes. Elle regroupe 

notamment les fonctions de l'informatique industrielle.  

 
I.4. Système de production flexible  

 Un système de production flexible est généralement un système à fonctionnement 

cyclique conçu pour fabriquer simultanément des différents types de produits. Cette flexibilité 

est possibles grâce à l’utilisation des machines multi tâches et de moyens de transport 

automatisés. La fabrication d’un produit nécessite l’exécution  d’une suite d’opérations. Nous 

supposons que chaque opération peut être exécutée par une seule machine. L’étude de ces 

systèmes flexibles est soumise aux hypothèses suivantes [Djo 94]. 

� Pas d’aléas de fonctionnement.   

� Les ressources sont en nombre limité, Chaque ressource de transport prend en charge une       

seule pièce et pas de conflit entre elles. 

� Temps nécessaire de passage d’une machine à une autre est négligeable par rapport au 

temps opératoire (il est supposé nul). 

� Temps de chargement d’outils est négligeable par rapport au temps opératoire (il est 

supposé nul) et le  temps de passage sur machines est déterministe 

 
I.5. Evolution des systèmes de production  

Les systèmes de production ont connu une évolution sans cesse [Djo 94]. Cependant, 

nous pouvons résumer le développement de ces systèmes comme suit :  
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I.5.1. Système de production en ligne  

Ces systèmes sont adaptés à la production de masse d’un produit unique. Mi : unité de 

production (machine, outil, etc.…) La matière première subit une série de transformations 

suivant une ligne unique appelée ligne de production. 

 

 
 
 
 

 
I.5.2. Système de production linéaire flow-shop  

Un flow-shop est composé d’un ensemble d’unités de fabrication, pour fabriquer 

plusieurs types de produits. L’ordre de passage de chaque produit sur les unités est identique 

pour tous les produits. Seuls les temps de passage sur les machines diffèrent. 

 
 
   
 
 
 
 
 
 
 I.5.3. Système de production non-linéaire job-shop  

Un job-shop est constitué d’un réseau de machines reliées entre elles par des 

ressources de transport (chariots, palettes,….). Un système job-shop permet d’assurer la 

production simultanée de plusieurs types de produits. Chaque produit passe par un sous 

ensemble de l’ensemble des machines, l’ordre de passage des différents types de produits sur 

ces machines n’est pas identique. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

M1 M2 M3 M4 

Matière 
première 

Produit 
finis 

Figure I.3 : Système de production en ligne 

M1(1) M2(2) M3 (1) 

M1(2) M2(1) M3 (2) 

Matière  
 

première 

Produit fini P1 

Produit fini P2 

Figure I.4 : Système de production linéaire Flow-shop 

M1 
 

M2 
 

M3 

M4 

P6 

P4 

P5 

P3 

P1 

  P2 

Figure I.5 : Système de production non linéaire job-shop 
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I.6. Les caractéristiques des systèmes flexibles  de production   

Le contexte économique dans lequel les entreprises évoluent aujourd’hui ne permet 

plus de produire efficacement à partir des systèmes de production basés sur les principes du 

Taylorisme, qui ont fait largement leurs preuves. Il nécessite des systèmes de production 

basés sur d’autres principes, ayant des nouvelles caractéristiques, telles que la flexibilité, la 

réactivité, la pro activité et la robustesse.    [Dra, Bri  et Fil  00 ]. 

I.6.1. Flexibilité 

L'évolution croissante des besoins d'une entreprise fait que la conception du système 

de production est de plus en plus orientée vers des familles de produits et non vers un seul 

type de produit. Les systèmes correspondants à une telle exigence doivent se révéler flexibles. 

La flexibilité d'un système de production se caractérise par sa capacité d'adaptation à la 

production des nouveaux produits pour lesquels le système n'a pas été étudié. Cela suppose 

une adaptation totale du système de production au produit courant (de la distribution des flux 

discrets de composants aux opérations qu'effectuent les moyens de production sur le produit). 

Plusieurs types de flexibilité [Abr 96] et [Ada 97] ont été mis en évidence suivant leurs 

incidences sur l'objectif qui est le produit fini et sur les moyens de production permettant la 

réalisation de ce produit. 

• Flexibilité de produits : offre la possibilité d'une reconfiguration du système pour la 

prise en compte d'un nouveau produit ou famille de produits permettant ainsi un gain 

de productivité.  

• Flexibilité de mélange : c'est la possibilité de produire simultanément un ensemble de 

produits ayant des caractéristiques de base communes; cette flexibilité peut être 

mesurée par le nombre de produits différents qui peuvent être fabriqués simultanément  

• Flexibilité de quantité : il s'agit de la capacité du système à faire face aux fluctuations 

de la quantité des produits à fabriquer en modifiant les rythmes, ainsi que les temps de 

passage et d'engagement des outils  

• Flexibilité de routage : offre au système les moyens d'un aiguillage plus souple,de 

façon à servir les différents segments de procédés libres ou sous -engagés  

• Flexibilité d'ordre des opérations: permet de changer l'ordre des opérations en cours 

de production (ce qui suppose l'existence d'une gamme principale et des gammes 

secondaires) ou de choisir la destination suivante après chaque opération  

• Flexibilité d'expansion: autorise une extension et une modification de l'architecture du 

système et elle exige une modélisation  
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• Flexibilité des ressources: c'est la capacité des ressources à effectuer plusieurs tâches 

élémentaires et de permettre la programmation. 

En considérant les définitions données ci-dessus on peut déduire que la flexibilité est un 

facteur déterminant. 

 
I.6.2. Réactivité 

Une exigence importante du client est de recevoir sa livraison dans les délais impartis 

et ce quel que soit le carnet de commande. Satisfaire une telle exigence impose au système de 

production d'être réactif, c'est à dire capable de répondre rapidement et économiquement à un 

changement (fabrication multi produits, introduction d'une commande urgente, modification 

d'une norme etc.) ou à un aléa. Ces aléas peuvent provenir soit du système de production 

(défauts d'alimentations, défauts de réalisations d'une tâche, pannes des machines, rebuts) soit 

de son environnement (approvisionnements des matières premières). 

La réactivité d’un système de production est définie comme l’aptitude à répondre (réagir) 

dans un temps requis aux changements de son environnement interne ou externe (aléa, 

situation nouvelle, perturbation, sollicitation,…) par rapport au régime (fonctionnement) 

permanent (stable). La réactivité se pose en terme de mesure de la qualité d'une certaine 

performance du système de production.  

 
I.6.3. Pro activité 

La pro activité d’un système de production se caractérise par ses capacités 

d’anticipation (prévoir et/ou provoquer) les changements d’état, d’apprentissage et 

d’enrichissement des connaissances (pour améliorer sa réactivité), d’adaptation ses règles de 

fonctionnement et par sa capacité de réorganisation reposant sur une architecture décentralisée 

et une délégation de responsabilité. Un système de production proactif est avant tout un 

système réactif. La pro action sous entend l’existence de la réaction. La réaction consiste dans 

l’application de règles fixées, en réponse aux événements, tandis que la pro action, en 

considérant la définition donnée ci-dessus, ajuste en quelque sorte son environnement et 

modifie les règles de fonctionnement afin de gérer et maîtriser les aléas néfastes à la 

performance industrielle.  

 
I.6.4. Robustesse 

Une autre exigence du client est d'acquérir sa commande avec la garantie d'une 

certaine qualité. Cela oblige le concepteur du système de production à imposer au système de 

production une certaine robustesse. La robustesse d'un système de production se définit par 
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son aptitude à produire conformément aux résultats attendus. Cela suppose la garantie de 

l'obtention des performances souhaitées en présence d'incertitudes dans le système. 

L'acquisition de ces quatre propriétés est liée à une réorganisation notable du système de 

production. 

 
I.7. Vers des structures de production flexibles et réactives 

La transition vers une architecture fédératrice décentralisée a entraîné, au niveau du 

système de production un accroissement important des capacités de décision. En effet, la 

flexibilité et la réactivité imposent un traitement local de l'ensemble des événements entrants. 

Seuls les flux d'information indispensables au bon fonctionnement d'un système de production 

doivent donc être conservés les ordres de fabrication et les commandes de matières premières. 

Tout autre échange d'information entraîne une hausse importante des délais. De plus les 

échanges de matières doivent être limités au maximum (zéro stock) afin de limiter les coûts de 

production. L'utilisation des machines-outils à commande numérique (MOCN) et 

l'automatisation ont permis de réaliser un compromis entre la productivité des lignes de 

transfert et la flexibilité/réactivité des machines servies par l'opérateur humain, voir Fig. I.6. 

La décomposition des différents types de structures de production n’est en fait que le fruit de 

l’introduction progressive de l’informatique au cours du système de production. D’après [Coi 

93], cette évolution peut être décomposée en trois étapes majeures. Dans un premier temps 

l'apparition de l'informatique industrielle a permis la création de processus automatiques plus 

complexes et plus souples que ceux supportés antérieurement (automatismes mécaniques et 

automates programmables de la première génération). L'application de ces processus aux 

systèmes de production a conduit à l'apparition des MOCN (machine outil à commande 

numérique) qui permettent d'approcher la productivité et la flexibilité de l'opérateur humain 

voir Fig I.6, flèche 1. La réactivité, par contre, est loin d'être aussi élevée mais les MOCN 

compensent ce défaut, par une excellente robustesse. Dans un second temps, ces mêmes 

processus automatiques ont permis la réalisation de systèmes robotisés de plus en plus 

performants. Les MOCN ont alors pu être regroupées en cellules (petits groupes de machines 

regroupées autour d'un mécanisme robotisé et orienté vers la fabrication d'une gamme de 

pièce) puis, pour des productions en plus grandes séries, en lignes flexibles. Cette structure 

permet en effet de conserver la cadence propre aux lignes de transfert  (en limitant l'appel aux 

procédures complexes d'ordonnancement) tout en produisant, grâce aux MOCN, des pièces 

différentes au sein d'une même famille voir Figure I.6, flèche 2. 
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Enfin, dans un dernier temps, l'introduction directe de l'ordinateur dans la gestion du cycle de 

production a favorisé l'utilisation des techniques avancées de l'informatique (système 

d'information, intelligence artificielle,...). Celles-ci ont alors apporté à l'automatisation 

flexible les processus de décision qui lui manquaient pour décentraliser au maximum les 

processus de décision et se libérer des structures linéaires ou parallèles caractéristiques des 

lignes ou des cellules flexibles. Dès lors, une pièce entrant dans un atelier peut suivre des 

cycles d'usinage complexes grâce au gain de puissance apporté par l'informatique au système 

de pilotage humain voir Figure. I.6, flèche 3. L'atelier flexible constitue ainsi un compromis 

efficace entre la flexibilité/réactivité des machines servies manuellement et la productivité des 

lignes de transfert. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
I.7.1. Atelier flexible  

 D’après [Coi 93] un atelier flexible (ou flexible manufacturing system, FMS) est un 

ensemble de machines reliées par un système de manutention automatique, le tout contrôlé 

par un système central informatisé. Cette définition est en parfaite cohérence avec les trois 

phases énumérées ci-dessus. Cependant elle doit être complétée par ‘ce ne sont pas ses 

composants qui font d’un système de production un atelier flexible mais ses performances en 

Figure I.6 : Les différentes structures de production 
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termes de flexibilité et réactivité’. En effet, l’atelier flexible doit permettre des cycles de 

fabrication complexes, variables, passant par des machines différentes ou dans un ordre 

différent. 

 
I.7.2. Eléments constitutifs des ateliers flexibles  

 Bien qu’il n’existe pas de définition formelle de ce qu’est un atelier flexible (chaque 

atelier ayant des caractéristiques propres), il y a néanmoins un ensemble de composants que 

l’on retrouve systématiquement au sein de chaque atelier flexible [Kus 90] et qui sont : 

● Un ensemble de machines programmables ou de station de travail plus ou moins 

flexibles, en général, ces machines peuvent réaliser divers types d’opérations. 

● Un système de stockage distribué au niveau de chaque station de travail et/ou 

centralisé au niveau global de l’atelier. 

● Un système de décision sophistiqué qui doit décider à chaque instant ce qui doit être 

fait et sur quelle machine. Les systèmes de conduite et de commande d’ateliers sont en 

général des systèmes répartis, souvent construits autour d’un réseau local industriel. 

 
I.7.3. Cellule flexible  

Fréquemment, les ateliers flexibles sont structurés en un ensemble de cellules 

flexibles. Une cellule flexible est constituée d’un ensemble de machines, d’un système de 

stockage local et d’un système de manipulation automatisé permettant le transfert des pièces à 

usiner à l’intérieur de la cellule. La manipulation est généralement réalisée à l’aide d’un rebot 

manipulateur. Ce type d’architecture favorise une répartition des tâches à réaliser, un 

ensemble de tâches plus au moins similaires étant attribue à chaque cellule. De plus, le fait de 

regrouper les opérations au niveau de cellules diminue considérablement les temps de 

transport à l’intérieur de l’atelier.  

 
I.8. Cycle de vie d’un atelier flexible  

Le cycle de vie d’un atelier flexible d’après [Jul 97] est généralement constitué par un 

ensemble d’étapes qui sont la spécification des produits, la conception préliminaire, la 

conception détaillée, la production et le démantèlement ou évolution du système. 

 
I.8.1. Spécification des produits, c’est la première étape du cycle de développement d’un 

système de production. Elle est directement issue d’une étude  du marché et est à l’origine de 

la mise en place d’un projet de conception d’un système de production. Précisons qu’avec 

l’introduction de la notion de flexibilité, les systèmes de production doivent être non 
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seulement capables de réaliser plusieurs types de produits, mais aussi de suivre l’évolution du 

marché et par conséquent  de modifier progressivement les produits réalisés initialement au 

sein du système de production. 

 
I.8.2. Conception préliminaire, durant cette phase il faut  

- Choisir les ressources parmi celles qui sont disponibles (machines, système de transport, 

robot, etc.…) afin d’être capable de réaliser la production définie à l’étape précédente, 

- Etudier la meilleure disposition de ressources sur la surface disponible (agencement du 

système), 

- Choisir le système de gestion de production que l’on appliquera au système physique, 

- Evaluer le comportement dynamique du système afin d’obtenir tout un ensemble d’indices 

de performance qui vont permettre de vérifier si le système répond bien au cahier des charges 

défini à l’étape précédente. 

 
I.8.3. Conception détaillée, elle consiste à réaliser l’implantation physique du système de 

production. Après avoir formé le personnel qui va participer au bon fonctionnement du 

système. 

 
I.8.4. Production, elle correspond au fonctionnement normal du système. On retrouve ici des 

opérations comme la gestion de la production, la conduite temps réel, la surveillance et la 

maintenance du système. Du fait de la complexité d’un atelier flexible, une étude globale du 

système est difficilement possible et la structure de décision de l’atelier est généralement 

décomposée en une hiérarchie de niveaux d’abstraction [Ers 86, Sil 89], le but d’une telle 

décomposition est de ramener la résolution d’un problème de grande dimension aux 

caractéristiques variées, à une suite de résolutions de problèmes de taille raisonnable ayant 

des caractéristiques plus homogènes. Le but ici n’est plus de retenir une solution parmi un 

ensemble d’alternatives mais plutôt de restreindre progressivement l’ensemble des 

alternatives possibles en utilisant les connaissances propres à chaque niveau. Les niveaux de 

décision classiques sont les suivant : 

- Planification, à ce niveau de la production, on doit établir un plan de production agrégé en 

fonction d’une estimation de la demande des clients et de la prévision de l’évolution du 

marché. C’est ici que l’on définit les divers taux de production c’est-à-dire le nombre de 

produits à traiter par semaine ou par mois.  

- Ordonnancement, c’est ce niveau que doit être élaboré le plan de fabrication détaillé. On 

définit l’ordre d’exécution de chaque opération sur chaque machine tout en tenant compte des 
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contraintes imposées par le niveau de décision supérieur (planification). Nous retrouvons en 

particulier le respect des taux de production et le pré allocation des ressources. Parce que 

chaque machine peut exécuter diverses opérations, l’explosion combinatoire du nombre 

d’alternatives possibles dans le cas des ateliers flexibles est énorme.  

- Supervision et pilotage en temps réel, les deux fonctions principales sont la surveillance  

et la prise de décision en temps réel. La fonction de surveillance permet de détecter en temps 

réel tous les comportements anormaux (panne de machine) [Sah  87, Cou  89] et d’effectuer 

un diagnostic efficace afin d’orienter au mieux l’équipe de manutention. La fonction de prise 

de décision en temps réel est chargée de résoudre en temps réel les indéterminismes qui 

existent encore.  

- Coordination des sous – systèmes, la fonction principale de ce niveau est de s’occuper de 

la commande en temps réel des sous-systèmes de l’atelier. Il s’agit en particulier de la gestion 

du système de transport permettant de faire la liaison entre les diverses cellules. 

- Commande locale, c’est à ce niveau qu’est implémentée la commande en temps réel des 

machines, etc..., le plus souvent au travers d’automates programmables et de commandes 

numériques. 

 
I.8.5. Démantèlement ou évolution du système, cette étape peut être considérée comme la 

fin du cycle de vie d’un atelier flexible. Généralement elle intervient lorsque les perturbations 

au niveau du marché sont si importantes que le système implanté n’est plus capable de 

répondre efficacement aux besoins de la production, ou bien on modifiera le système afin de 

l’adapter à la nouvelle production, ou bien on le démantèlera et on mettra en place un nouveau 

projet de conception d’un système de production plus actualisé.  

 
I.9. Conclusion  

 Un atelier flexible peut être vue comme un système à évènements discrets. De plus, 

son architecture distribuée met en jeu des problèmes de parallélisme, de concurrence et de 

synchronisation, les réseaux de Petri et donc, de par leur nature à traiter ces types de 

problèmes et sont adaptés à la spécification, à la modélisation, à la validation et à la mise en 

œuvre d’un atelier flexible. Nous allons voir dans le chapitre qui suit les notions de base et 

comment utiliser les réseaux de Petri pour la modélisation. Dans la suite de ce travail, lorsque 

nous aborderons les problèmes de la modélisation et d’optimisation des temps, nous nous 

limiterons au cas d’ateliers flexibles. 



ChapitreChapitreChapitreChapitre IIIIIIII 
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II.3.3. Conflit 

Deux transitions sont en conflit si le franchissement de l’une rend l’autre infranchissable 

[Laf 91]. Dans l’exemple donné par la Fig II.6, les transitions t1 et t2 sont en conflit et il faut 

faire le choix de la transition à franchir. Donc on distingue : 

      ••••Conflit structurel :  Si et seulement si deux transitions ont au moins une place 

commune en entrée comme le montre la Figure II.6.a. Il y a conflit effectif s'il y a existence 

de conflit structurel et si pour un marquage Mi, le nombre de marques dans la place d'entrée 

est inférieur au nombre de transitions validées pour ce marquage comme on le voit dans la 

Figure II.6.b. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

••••Conflit effectif :  Dans ce cas, il y a un choix à faire pour le franchissement des 

transitions; le franchissement d’une des transitions en conflit peut alors annuler la possibilité 

de franchir les autres transitions. Les transitions T1 et T2 étant en conflit effectif, le 

franchissement de la transition T1 (respectivement T2) annule la possibilité de franchir la 

transition T2 (respectivement T1). 

II.4. Principales propriétés   

Elles peuvent être classées en deux groupes  [Dav et All  89], [Mur 89], [Bra 82]: 

(i) Les propriétés dynamiques, 

(ii)  Les propriétés structurelles. 

II.4.1. Les propriétés dynamiques 

a/ Réseau borné (bornitude) : une place ip  est dite bornée pour un marquage initial 0M  s’il 

existe un entier naturelK , tel que pour tout marquage accessible à partir de0M , le nombre de 

marques dans ip  est inférieur ou égal à K  (on dit que ip  est K-bornée). 

b/ Propriétés de vivacité: Un RdP marqué ( )0,MR  est vivant si et seulement si, pour tout 

marquage accessible *
0MM ∈ , et pour toute transition t , il existe une séquence de 

Figure II.6 : Conflit structurel et effectif 

 -a- -b- 
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franchissement qui contient t . La vivacité d’un réseau garantit le franchissement de toute 

transition quelque soit le marquage atteint. La propriété de vivacité est une propriété forte, 

souvent difficile à vérifier [Mur 89], [Laf 91].  

c/ Blocage :  Un blocage est un marquage tel qu’aucune transition n’est validée. 

d/ Etat d’accueil : Un RdP a un état d’accueil aM  pour un marquage initial 0M  si pour tout 

marquage  accessible *
0MM i ∈ ,  il existe une séquence de franchissement (s) tel que aM est 

accessible de iM en franchissant (s). Le réseau est réinitialisable pour un marquage initial 

0M si 0M est un état d’accueil. 

e/ Propreté : Un réseau de Petri est propre s’il est réinitialisable 

 
II.4.2. Les propriétés structurelles  

Si l’évolution du marquage d’un RdP ne  présente pas de situation ou état de blocage, 

des invariants [Ham 05] permettent de caractériser certaines propriétés des marquages 

accessibles et des transitions franchissables quelque soit l’évolution du marquage du RdP. 

Il existe deux types d’invariants (aussi appelés semi flots) dans un RdP [Dav et Alla 92], les 

invariants de marquage (notés également P- invariant) et les invariants de franchissement 

(notés également T- invariant). 

• Définition 1 (P- invariant) 

Les invariants de marquage, appelés P- invariant,ou encore P- semi flots, illustrent la 

conservation du nombre de jetons dans un sous ensemble de places du RdP. Un vecteur, noté 

Y, de dimension égale au nombre de places du RdP est un P- invariant si et seulement s’il 

vérifie l’équation suivante :  

 

                                                  ,0
r

=×WYt      0
r

≠Y  

 

.L’ensemble des places pour lesquelles la composante associée dans le P- invariant est non 

nulle, est appelée la composante conservative du RdP. Où W correspond à la matrice 

d’incidence du RdP. 

 
• Définition 2 (T-invariant) 

Un vecteur non nul d’entiers X est un T- invariant,ou encore T- semi-flots du RdP si et 

seulement s’il vérifie l’équation suivante :      

                                                      W  ×  X = 0                                                             ( Eq.II.3) 

        (Eq.II.2) 
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D’après l’Eq.II.1 le franchissement à partir d’un marquage mi d’une séquence dont le vecteur 

caractéristique est X ramène le graphe au même marquage mk = mi. L’ensemble des 

transitions pour lesquelles la composante associée dans le T- invariant est non nulle est appelé 

le support du T- invariant. Un T- invariant correspondant à une séquence de franchissement 

réalisable est appelé composante répétitive. 

 
II.5. Réseaux de Petri Particuliers 

II.5.1. Graphe d’états : Un RdP non marqué ou marqué est un graphe d’états [Dec  04 ]  si et 

seulement si toute transition  a exactement une place d’entrée et une place de sortie. 

 

 

 
 

 

 

 

 

II.5.2. Graphe d'événements : Un RdP est un graphe d'événement si et seulement si chaque 

place possède exactement une seule transition d'entrée et une seule transition de sortie. Un 

graphe d’événements est parfois appelé graphe de transitions.  

 

 

 

 

 

 

 

II.5.3. Réseaux de Petri à choix libre : Un RdP est à choix libre est un réseau dans lequel 

pour tout conflit [Pi , {T1,T2,…,Tn}] aucune des transitions T1,T2,…,Tn ne possède aucune 

autre place d’entrée que Pi . 

 

Figure II.7 :  Graphe d’état marqué 

Figure II.8 :  graphe d’événements 

T1 T2

T3 T4

T5

P2 P3P1

 

P1

P2

P4
T1

P3

T2 T3 T4
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II.5.4. Réseaux de Petri simple : Les réseaux de Petri simples sont des RdP ordinaires tels 

que chaque transition a au plus une place d’entrée qui peut être reliée à d’autres transitions, 

(Toute transition appartient à un seul conflit au plus). 

 

 

 

 
 
 
 

II.5.5. Réseau de Petri Pur et Réseau de Petri Impur : Dans un RdP, une transition est dite 

pure si elle ne possède aucune place qui est à la fois place d’entrée et place de sortie. Si toutes 

les transitions du RdP sont pures le RdP est pur. Dans un RdP une transition est dite impure si 

elle  possède une place qui est à la fois place d’entrée et place de sortie. Si les transitions du 

RdP sont impures le RdP est impur.  

 

 

 
 
 
 
 

 

 

II.6- Différents modèles des réseaux de Petri (RdPs) 

 La variété et complexité des comportements des systèmes mettent en évidence 

plusieurs types des RdPs  [Dav   et All  89]   énumérés ci-après. 

Figure II. 9:  Réseaux de Petri à choix libre 
 

Figure II.10 : Réseaux de Petri simple  

Figure II.11 : Réseau de Petri Pur et Réseau de Petri Impur 

P1 P2

T1 T2

P1

T1 T2

avec conflit
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II.6.1. Réseaux de Petri ordinaire 

La structure d'un réseau de Petri est un quadruplet ( )b a, T, ,PR =  où : P est un 

ensemble de places, T est un ensemble de transitions, TPa ×⊆  est une relation d'incidence 

avant, PTb ×⊆  est une relation d'incidence arrière. 

 

II.6.2. Réseaux de Petri temporisés 

 Un réseau de Petri temporisé permet de décrire un système dont le fonctionnement 

dépend du temps. Par exemple, il peut s’écouler une certaine durée entre le début d’une 

opération et la fin de cette opération. Si une marque dans une certaine place indique que 

cette opération est en cours, un RdP temporisé permettra de rendre compte de cette durée. 

Il y a principalement deux façons de modéliser la temporisation soit : 

 

II.6.2.1. RdP P-temporisé  

 Pour chaque place Pi est associée une temporisation di , éventuellement nulle. Nous 

considérons le cas où di est une valeur constante, mais dans un cas général di  pourrait être 

variable. Lorsqu’une marque est déposée dans la place Pi , cette marque doit rester dans 

cette place au moins pendant un temps di .  On dit que la marque est indisponible pendant 

cette durée. Ceci est représenté sur la Figure II.12. Lorsque la transition t1 est franchie, une 

marque est déposée dans la place P1 et reste indisponible pendent un temps d quand cette 

marque devient disponible, la transition t2 devient validée. Quand elle sera franchie, une 

marque indisponible sera déposée dans P2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Indisponible 

 

T2 

T1 

P1 
d1  

T3 

 d2 

T1 

T3 

 
P2 

Disponible 
d1  

d2  

P1 

T2 

T1 

T3 

 
P2 

d1  

d2  

P1 

T2 

Figure II.12 : Temps associé à une place 
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II.6.2.2. RdP T-temporisé 

Pour chaque transition Ti   est associée une temporisation. Une marque peut avoir 

deux états. Elle peut être réservée pour le franchissement d’une transition Tj  ou elle peut 

être non réservée. Ceci est représenté dans la figure II.13. Lorsque la transition T1 est 

franchie, une marque est déposée dans la place P1, ce qui entraîne la validation de la 

transition T2 puis son franchissement. A l’instant où le franchissement est effectué la 

marque nécessaire à ce franchissement est réservée. Lorsque la durée d2 est écoulée 

depuis la décision de franchissement, la transition est effectivement franchie. La marque 

réservée pour le franchissement est alors retirée de P1  et une marque non réservée est 

déposée dans P2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.13  : Temps associé à une transition 

 

II.6.3. Réseaux de Petri stochastique 

 Lorsqu’une durée fixe est associée à chaque place ou à  chaque transition du réseau, il 

est appelé RdP temporisé, cependant il existe des phénomènes qui ne peuvent pas être bien 

modélisé avec des durées constantes, cette durée peut être modélisée par une variable 

aléatoire cette approche est appelée la modélisation par les RdP stochastiques [Flo  80]. Un 

temps aléatoire est associé au franchissement d’une transition. L’hypothèse la plus 

couramment utilisée est que les temporisations sont distribuées selon une loi exponentielle. A 

tout RdP stochastique on peut associer une chaîne de Markov. Les réseaux de Petri 

stochastiques sont donc des réseaux de Petri où les durées de sensibilisation associées aux 

transitions sont définies par de telles distributions afin de pouvoir construire un processus 

Markovien équivalent puis  analyser les comportements du réseau. 
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II.6.3.1. Définition et fonctionnement [Flo  85] 

 Un RdPS est un RdP temporisé doté d’une mesure de probabilité sur l’espace des 

trajectoires; en d’autres termes, les séquences de franchissement sont mesurables en 

considérant un espace aléatoire. Plus formellement, un RdPS est un quintuple < P, T, 

Pre, Post, C>, ou. P et T : Désignent respectivement les ensembles finis de places et de 

transitions (P≠Φ,T≠Φ). Pre et Post : P × T → N sont respectivement les applications 

d’incidence arrière et avant. 

Soit W = Pre - Post, la matrice d’incidence définie par les applications Pre et Post. 

C ={λi ∈ ℜ ⁄  λi  est le taux de franchissement de la transition ti}.   

 
II.6.3.2.Durée de sensibilisation stochastique [Flo  85] 

 Au lieu de prendre toutes les valeurs d’un intervalle [ ]( )max θθ ,min  on peut supposer 

que la durée de franchissement est une variable stochastique θ avec une distribution de 

probabilité exponentielle : [ ] te1t λ−−=≤θPr  La fonction ( )tθPr  décrit la probabilité pour 

que le franchissement ait lieu avant t c'est-à-dire pour que  la durée de sensibilisation soit 

inférieure à t. 

On en déduit que la valeur moyenne de la durée de sensibilisation est :  

   ( )( )∫ ∫
∞ ∞

λ−
θ λ

==−=θ
0 0

t 1
dtedtt1 Pr  ;                                                                 (Eq.II.4) 

λ  est appelé taux de transition. 

II.6.3.3. Processus stochastiques [ Ajm  90]  

 Un processus stochastique { x (t ) ,  Tt ∈ } est une famille de variables aléatoires   

définies sur un même espace de probabilité, à valeurs dans un même espace d'état E, indexées 

par le paramètre RTt ⊆∈  ; t désigne très souvent une date, lorsque T est discret par ex. 

t1,...,tn ;  t désigne une date (instant quelconque), lorsque T est continu. La distribution de 

probabilité d’un processus stochastique est donnée par les fonctions de densité de ses 

variables aléatoires x (t). Plusieurs classes de processus stochastique existent, parmi elles : les 

processus markoviens. 
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II.6.3.4. Processus de Markov 

 Un processus stochastique X est un processus de Markov, si et seulement si il vérifie la 

propriété suivante:   0, tNn ∀∈∀ < t1…. < tn< t, ),...,,( 21 nxxx∀  

Pr(Xt ntnttntn xXxXxXxXx =≤===≤ /Pr(),...,/ 00 ) ;                                  (Eq.II.5) 

Cette propriété traduit le fait que l'évolution du processus est entièrement déterminée par son 

état présent, c'est-à-dire qu'il est "sans mémoire" de ses états antérieurs. Un processus (ou 

chaîne) de Markov est dit (e ) homogène si et seulement si: 

Pr(Xt ntnntn xXxXxXx =≤==≤ − 0/Pr()/ ) ;                                                 (Eq.II.6) 

Cette probabilité ne dépend pas donc que de l'écart t- tn. La probabilité que la chaîne soit dans 

l'état i à l'instant t est )(tiΠ . On notera )(tΠ  le vecteur ligne correspondant, ( )0(Π est la 

distribution initiale de la chaîne). Le temps passé par une chaîne de Markov dans un état 

donné i, appelé temps de séjour ou de maintient dans l'état i,  suit une loi exponentielle pour 

les chaînes de Markov à temps continue. 

a- Chaîne de Markov à temps discret 

Une chaîne de Markov à temps discret (Discret Time Markov Chain, DTMC) est entièrement 

déterminée par sa distribution initiale 0Π et la matrice stochastique P, appelée matrice des 

probabilités de transition de la chaîne: 

             P =    

mmmmm

m

m

PPPP

PPPP

PPPP

321

2232221

1131211

....    ;                                                    (Eq.II.7)       

 
Tel que: 

0 ≤  Pij ≤ 1 ∀ 1≤ i,j ≤ m ; ∑
=

=
m

i

ijP
1

1 ∀ i=1,…,m  ou m est le nombre d'état de la chaîne. 

Pij = Pr (X (tn) = j/X= i); Nous nous intéressons beaucoup plus aux chaînes de Markov à 

temps continus que nous allons illustrer ci-après. 
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b- Chaîne de Markov à temps continu:(Continue Time Markov Chain CTMC) 

Un processus stochastique {X(t); t≥ 0} à états 0,1,2,…etc est appelé chaîne de Markov à 

temps continu ou à paramètre continu si la distribution conditionnelle du processus à l'instant 

t, connaissant son état à l'instant tn (tn<t), n'est pas modifiée par la connaissance 

supplémentaire de ses états à des instants t1  ,t2 ,… tn-1 antérieurs à tn ( t1 <t2 …. <t n-1<tn  ). 

En notation plus formelle, ceci signifie que: 

P(X(t)=j/ X(tn )=in , X (t n -1 )=i n-1 ,… , X(t1) = i1) = P(X(t) = j/ X(<tn)=in);                 (Eq.II.8) 

La relation ci dessus est connue sous le nom de propriétés de Markov (qu'on a déjà cité au 

préalable).  On impose généralement aux probabilités Pij(t), la condition initiale qui est la  

suivante:   

             Lim   Pij(t) =     

            0→t    

 

Ceci signifie que les transitions de i vers j (i≠  j) ne se font pas de manière instantanée, mais 

pendant un intervalle de temps définit comme Taux de transition 

Contrairement aux chaînes de Markov à temps discret, dans les chaînes de Markov à temps 

continu, on s'occupe des taux de transitions (λλλλ) plutôt que des probabilités de transitions. 

Considérons maintenant les dérivées à l'origine des fonctions Pij (t): 

 P'ij(0) =  Lim Pij(t)/t          P'ij(0) =  Lim (Pii(t) -1)/t   , par la suite nous posons : 

     t          0                             t            0 

  P'ij(0)  =  qij    (i ≠ j) et  P'ii(0)  =  qii(0) 

Ces quantités sont appelées taux de transitions du processus considéré. L'équivalent pour les 

CTMC, de la matrice P des DTMC est la notion de générateur. 

• Générateur d'une CTMC 

Soit X une chaîne de Markov à temps continu homogène, à espace d'état fini, de matrice P(t), 

qui est dérivable à droite en 0. 

La matrice    Q  = 
dt

dP(0) 
         est appelée générateur  

 

On a donc )(.
dt

dP(t) 
tPQ=          d'où          P(t) = e Q(t) 

1         si    i = j 
 
0         si    i ≠ j     
……………………

;                                                      (Eq.II-9) 



Chapitre II                                                                                                       Réseaux de Petri 

 31 

Ainsi une CTMC est entièrement défini par son générateur Q et sa distribution initiale. On 

définit la matrice des taux de transition ( ou générateur ) comme suit:  

             Q =    

mmmmm

m

m

qqqq

qqqq

qqqq

.....321

2......232221

1......131211

....     ;                                                             (Eq.II.10)            

L’élément  qij  (i ≠ j) est égal au poids de l’arc allant de l’état i vers l’état j, et représente le 

taux de transition d’un état vers un autre soit : qij  = λλλλij . L’élément diagonal  qii = -∑∑∑∑ λλλλik     ; 

représente les probabilités dans la ligne i. qij  s’interprète comme la vitesse de transition de 

l’état i vers l’état j. Après avoir construit le générateur Q du processus markovien, la 

résolution du système linéaire homogène permet d’obtenir les probabilités d’états en régime 

stationnaire grâce à la relation suivante :        

                                     л* Q  = 0 ;                                                                               (Eq.II.11) 

Avec л : vecteur ligne des probabilités des états. ∑∑∑∑лi =1 pour i=1, m. Les л i  représentent 

les probabilités d’états. 

II.6.3.5. Calcul des paramètres de performance [ Sal  99]  

 A partir des probabilités лi, nous pouvons déduire trois résultats importants : 

• La fréquence moyenne de franchissement des transitions Ti∈T est considérée comme un 

nombre moyen de tir de chaque transition telle que : 

                     fi 
∗ (ti) = ∑ π k . λi (M k) ;                                                                                     (Eq.II.12) 

 

 Tels que Ti est franchissable à partir de MK 

λi (M k) est le taux de franchissement de la transition ti  dans M k 

• Les marquages moyens des places Pi∈P en régime stationnaire 

 

                       M*(Pi) =∑ π i M i (p) ;                                                                            (Eq.II.13) 

M i (p) est le nombre de marquages  dans la place p pour le marquage Mi 

 • Les temps moyens de séjour des marques dans les places PPI ∈  en régime permanent 

c'est-à-dire θ*(Pi) dont l'expression est donnée par: 
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                        θ*(Pi)
*f . iPost    

) Pi (*M   = ;                                                     (Eq.II.14) 

Appelé la formule de Little. 

Où:     Post i  est la ième ligne de la matrice W+. 

         f* Fréquence moyenne de franchissement. 

           M* est le vecteur des nombres moyens de marques. 

II.7. Conclusion  

 Ce chapitre a fait l’objet de la présentation des notions de bases des RdP, ces derniers 

considérés comme un outil prépondérant tant par sa diversité de modélisation que par 

l’outil technique qui lui est associé (simulation statistique connue également sous le nom 

simulation Monte-Carlo) voir l’annexe 2. On note que le modèle RdPS offre, non 

seulement, un puissant outil pour la formalisation des propriétés des systèmes réels, mais 

aussi il représente un puissant modèle pour l’évaluation des paramètres de performance 

aussi bien qualitatifs que quantitatifs. Alors parmi les modèles cités dans ce chapitre  nous 

avons jugé utile de nous aligner avec cette orientation et de retenir les réseaux de Petri 

stochastiques et temporisés comme support de modélisation et d’analyse pour notre 

application qui concerne l’étude d’un Job- Shop, détaillée dans le chapitre suivant.  
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» Chaque poste de fraisage (M2 et M4)  reçoit des blocs bruts rectangulaires. 

• Le robot GE P50 de chaque cellule partage ses ressources  pour charger et décharger 

les pièces. 

• Un contrôleur logique programmable PLC est utilisé pour coordonner et contrôler 

tous les mouvements des composants individuels dans le système. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Deux produits Q1 et  Q2 sont fabriqués et leurs gammes de fabrication sont indiquées 

dans la figure III.1. Nous décomposons le système en trois modules : 

Le module 1 correspond à la cellule 1 (C1), le module 2 à l’AGV et le module 3 à la cellule 2  

(C2). 

 
III.2.2. Cycle de fonctionnement 

Le cycle de fonctionnement de ce système se décompose en deux étapes: L'étape 

d'initialisation et l'étape d'usinage. 

Au départ, le chariot (AGV) est vide et disponible pour être chargé de Q1  à partir de la sortie 

de la cellule 1 comme ce produit il sera usiné par deux machines M1 et M2, donc le chariot  

doit attendre dans son état initial jusqu’à ce que Q1  soit à la sortie de C1. Le chariot une fois  

chargé, se déplace dans le sens contraire des aiguilles d'une montre. Il suit le chemin 1 et se 

déplace vers la cellule 2, décharge Q1 à l’entrée de C2, puis il suit le chemin 2, pour charger Q2 

de la sortie de C2, une fois Q2 est chargé ; le chariot suit le chemin 3 et décharge Q2 à la sortie 

de C1 et retourne à son état initial et se prépare pour  refaire le même cycle. Là on peut dire 

que dans un cycle complet on aura deux produits finis Q1 et Q2 au même temps.    Les 

chemins suivis par le chariot  sont montrées dans la Figure III.2 et définissent l'étape 

M1 M2 M3 M4 

AGV 
 

 

 

Q2 

 
 

 

 

  

Cellule 1 Cellule 2 

Module 1 Module 2 Module 3 

Figure III.1: Présentation générale de l'atelier 
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d'initialisation. Une autre phase d’initialisation est possible, elle consiste à déplacer d’abord 

Q2 puis Q1. Dans ce cas le chariot est disponible devant la cellule C2 charge Q2  suit le chemin 

3 décharge Q2 en C1, puis suit le chemin 1 charge Q1, et se déplace vers C2 décharge Q1 en C2 

et reprend son état initial pour refera le même cycle. Ce problème de priorité (conflit) il saura  

analysé et résolu dans la suite de notre travail.  La simulation et l'analyse par les réseaux de 

Petri prennent en charge le système après la phase d'initialisation.   

 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
III.2.3.  Conditions particulières de fonctionnement 

� Les temps des opérations (fraisage, perçage) sont considérés constants. 

� Les temps d’entrée des deux produits Q1 et Q2 dans les deux cellules sont   synchronisés. 

� Chaque ressource de transport prend en charge une seule pièce. 

� Le flux des palettes entrant dans les deux cellules n’est pas continu. 

� La capacité des stocks de sortie de chaque cellule est illimitée. 

� Chaque cycle de fonctionnement les stocks des palettes d’entrée de chaque cellule 

contiennent une palette. 

 
III.3. Modélisation de l’atelier 

L'atelier flexible peut être décomposé naturellement dans les parties suivantes (modules) : 
 
Module 1 : correspond à la cellule 1, dont on modélise les macro places P3, P6, (Opérations de 
perçage), P4, P5   (Opérations de fraisage). 
 
Module 2 : système du convoyeur, circulation de L’AGV dans l’atelier entre les deux 
cellules.  

Sortie de 
Q1 de C1 

Sortie de Q2 
de C2 

Entrée de Q1 
dans C2 

Entrée de 
Q2 dans C1 

AGV 

1 1 

2 

3 

Figure III.2: Positionnement du chariot dans une  étape d'initialisation 
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Module 3 : correspond à la cellule  2, nous nous intéressons à la modélisation des macro 
places P13 (Opération de perçage), P11, P12 (opérations de fraisage). 
 

III.3.1. Modélisation des deux cellules (C1 et C2)  

Les modèles des modules 1 et 3 sont similaires voir figure III.3 (a) et (b), seulement le 

produit Q1 dans la cellule 2 il ne sera pas usiné par la machine M3 .analysons le module 1. Les 

places P7 et P8 sont des places d’interface et représentent les stocks d’entrée et de sortie du 

module 1. Les transitions t1 et t4 sont des transitions d’entrée, et t2 et t3 des transitions de 

sortie. Les places P1 et P2 contiennent un nombre de jetons égal au nombre de palettes 

disponibles pour la fabrication de Q1 et Q2. Dans ces deux modules on considère que les 

temps des opérations de perçage et de fraisage sont connus, et    le temps de passage d’une 

opération à l’autre est immédiat, donc les réseaux de Petri qui répond parfaitement pour la 

modélisation de ces modules, du fait qu'on peut associer un temps déterministe à chaque 

transition et à chaque place, sont les réseaux de Petri temporisés. Il est noté que les places 

P3, P6, P4, P5, P11, P12 et P13   sont modélisées indépendamment par la suite.  

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

M1

M2

P0

P0

t1 t2

t3 t4

 
                                     (a)                                                                   (b) 
 Figure III.3 : Modèles  RdP des deux cellules 

                                      (a) C1 (Module 1)    
                                      (b) C2 (Module 3) 

P9

P10

P11

P12

P13

P14

P15

M3

M4

P0

P0

t5 t6

t7 t8
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• la signification des places et transitions des deux modules  

A / tableau III.1 : les places et transitions du module 1  

Place et transition Désignation 

P0 Places de symétrie   

P1 Nombre de palettes disponibles pour fabriquer Q1  

P2 Nombre de palettes disponibles pour fabriquer Q2 

P3 Opération de perçage de Q1 par M1 

P4 Opération de fraisage de Q1 par  M2 

P5 Opération de fraisage de Q2  par M2 

P6         Opération de perçage de Q2 par  M2 

P7 Stock de sortie de Q2 de la cellule 1 

P8 Place d’interface du module 1 

M1 Machine M1 disponible 

M2 Machine M2 disponible 

t1, t4 Transitions d’entrée 

t2, t3 Transitions de sortie 

 

B / Tableau III.2 : les places et transitions du module 3 

Place et transition Désignation 

P9 Nombre de palettes disponibles pour fabriquer Q1 

P10 Nombre de palettes disponibles pour fabriquer Q2 

P11 Opération de fraisage de Q1 par M4 

P12 Opération de fraisage de Q2 par M4 

P13 Opération de perçage de Q2 par M3 

P14 Place d’interface du module 3 

P15 Stock de sortie de Q1 de la cellule 2 

M3 Machine M3 disponible 

M4 Machine M4 disponible 

t5, t8 Transitions d’entrée 

t6 , t7 Transitions de sortie 
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III.3.2. Modélisation du système du convoyeur (AGV) 

Il est observé que le chariot AGV se déplace de sa position initiale et  retourne en 

cycle complet. Les opérations de base du chariot  ' se déplace ' et ' attente '. Au cours de ces 

évènements le temps de passage d’une place à l’autre est indéterminé (aléatoire), donc les 

réseaux de Petri qui répond parfaitement pour la modélisation du système de convoyeur 

(AGV), du fait qu'on peut associer une probabilité à la transition désirée sont les réseaux de 

Petri stochastiques. Le modèle RdP du module 2 est donné dans la figure III.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Analysons le modèle du module 2, les palaces P16, P17, P20 et P21 sont des places d’interface 

du module. Les transitions t10 et t13 sont des transitions d’entrée qui représentent le 

chargement des produits sur l’AGV, la transition t15 (resp.t20) représente le déplacement d’un 

produit Q1 (resp.Q2) de la cellule 1 vers la cellule 2 (resp. .de la cellule 2 vers la cellule1) à 

l’aide de l’AGV. Les places P18 et P19 indiquent les positions de repos (attente) de l’AGV. La 

transition t14 représente le déplacement de l’AGV de la position P18 vers les stocks de sortie 

Figure III.4: Modélisation du système du convoyeur (AGV) par les Réseaux  de            
Petri stochastiques 

t10 t11

t14 t19

P16 P17

P27P26

P22
P18

P19

t17 t18

P24

P23 P25

t16 t21

t12 t13

t20

P20

P28 P29

P21

t15

lambda11

lambda20

lambda13

lambda10

lambda15

lambda14 lambda19

lambda17 lambda18

lambda12

lambda16 lambda21
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de la cellule 1 et t19 représente le déplacement de l’AGV de la sortie de la cellule 1  vers la 

position P18. Les transitions t16 et t21 sont similaires à t14 et t19. Les transitions t17 et t18 

représentent les déplacements de l’AGV entre P18 et P19. La signification de principales 

places et transitions est montrée dans les tableaux III.3 et III.4.  

• Tableau III.3 : La signification des principales places du module 2 
 
place désignation 

P16, P17, P20 et P21 Sont des places d’interface du module 2, elles représentent les stocks 

intermédiaires  

P18, P19 Positions de repos de l’AGV (attente) 

P22 Chariot chargé par Q1 

P23 Chariot prêt à être déchargé 

P24 Chariot prêt à être déchargé 

P25 Chariot chargé par Q2 

P26 Chariot disponible au stock de sortie de Q1 de la cellule 1 

P27 Chariot disponible au Stock d’entrée de Q2 dans la cellule 1 

P28 Chariot disponible au Stock d’entrée de Q1 dans la cellule 2 

P29 Chariot disponible au Stock de sortie de Q2 de la cellule 2 

 
• Tableau III.4 : Signification des transitions du module 2 
 

transition Désignation 

t10 Chargement de Q1 sur l’AGV 

t11 Déchargement de Q2  de l’AGV 

t12 Déchargement de Q1  de l’AGV 

t13 Chargement de Q2 sur l’AGV 

t14 Déplacement de l’AGV de la position P18 vers les stocks de sortie de la cellule 1 

t15 Déplacement de l’AGV  de la cellule 1 vers la cellule 2  

t16  Déplacement de l’AGV  de sortie de la cellule 2 vers la position de repos P19 

t17, t 18 Déplacement de l’AGV entre P18, P19 

t19 Déplacement de l’AGV de la  sortie de la cellule 1 vers  la position P18 

t20 Déplacement de l’AGV  de la cellule 2 vers la cellule 1 

t21 Déplacement de l’AGV de la position P19 vers le stock de sortie de la cellule 2 
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III.3.3. Modèle réseau de Petri global de l’atelier  

Le modèle réseau de Petri global est obtenu par l’union des trois modules RdP 

construits pour les deux cellules et le chariot (AGV) représenté dans la figure III.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.5: Modèle réseau de Petri global de l’atelier 
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En fusionnant les places d’interfaces (P8    et P2) du module 1 avec les places d’interfaces du 

module 2 (P16  et P17) respectivement, et les places d’interfaces (P9 et P14)  du module 3 avec 

celles du module 2 (P20 et P21) respectivement. Les nouvelles places obtenues par la fusion 

des places d’interfaces de chaque module représentent les stocks intermédiaires de chaque 

produit. Le cycle de fonctionnement de l’atelier est donné dans la section (III.2.2).  

 
III.3.4. Modélisation des macro places P3, P6 et P13 

Le perçage est la seule opération impliquée dans ce poste de travail. Nous supposons 

que son temps d’exécution est déterminé donc pour la modélisation de cette opération, on 

applique aussi les réseaux de Petri ordinaires temporisés. 

 Quatre places P’1-P’4, sont nécessaires pour représenter la disponibilité de la palette à 

percer, opération de perçage et son achèvement. Le modèle construit est montré dans la figure 

III.6. Les places apparentées et transitions sont expliquées dans le tableau III.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Tableau III.5 : interprétation des places du poste de perçage 

Désignation Place  

Palette disponible P’1 
Opération de perçage effectuée P’2 
Achèvement de l’opération de perçage P’3 
Poste  de perçage disponible P’4 

Figure III.6 : modèle RdP des postes de perçages 
 

P'1

P'2

P'3

Palette disponible

Opération de perçage
effectuée

Achèvement 
de l'opération

Poste de perçage
disponible

P'4
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III.3.5. Modélisation des macro places P4 et P11 

P4 et P11, ces places sont identiques elles représentent (la fraiseuse, robot GE P50, 

système de contrôle visuel par ordinateur) 

  Tous ces composants sont modélisés ensembles parce qu'ils sont liés au robot GE 

P50. La liste des activités pour ces composants résolus est comme suit, fraisage, 

déchargement, inspection, chargement des produits dans le chariot AGV. Nous supposons que 

les temps de ces activités sont connus donc l’approche nécessaire pour modéliser ces 

composants est les RdP ordinaires. 

 Les places représentant ces activités sont P’’1 et P’’6. Avant de charger, une place 

P’’1, une place P’7 a besoin d'être ajoutée pour représenter la disponibilité dans le chariot ou 

dans le stock de sortie d'un bloc usiné. Les transitions T’’1 – T’’6, sont à insérer entre les 

places comme dans la figure III.7  représentent le début ou la fin d'un événement. 

Finalement, les places modélisant la disponibilité du robot GE P 50, la fraiseuse et le 

système de contrôle visuel, sont P’’ 8, P’’9 et P’’10  qui sont représentées en parallèle avec les 

places apparentées. Les places sont interprétées dans le tableau III.6  

 

• Tableau III.6 : Signification des places des macro places P4 et P11   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Désignation place 

Q1 prêt pour le fraisage P’’1 

Q1 monté sur la fraiseuse par le robot GE P50 P’’2 

Opération de fraisage exécutée P’’3 

Q1 usiné  P’’4 

Inspection visuelle de Q1 P’’5 

Tri du produit Q1 P’’6 

Q1 disposé dans le stock de sortie P’’7 

Robot GE P50 disponible  P’’8 

Système d’inspection visuelle disponible P’’9 

Fraiseuse disponible P’’10 



Chapitre III                       Les RdP  pour la Modélisation et l’analyse d’un atelier flexible  
 

 44 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Remarque : 

Les places P5 et P12 sont identiques elles sont modélisées de la même manière que P4 

et P11, la différence c’est que les macro places P4 et P11  correspondent à l’opération de 

fraisage du produit Q1, mais P5 et P12 correspondent à l’opération de fraisage du produit Q2 . 

 

Figure III.7 : Modèle RdP des postes de fraisage 
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III.4. Conclusion 

Dans notre modèle, les places P18 et P19 ont plusieurs transitions de sortie. La 

résolution des conflits engendrés par cette situation est présentée dans le chapitre suivant. 

   Les Systèmes de Production  sont des systèmes complexes dont  l’analyse et 

l’évaluation de leurs performances nécessitent le recours à l’utilisation des logiciels de 

simulation. 

 Ce dernier fera l’objet d’une présentation détaillée dans le chapitre suivant.   
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Conclusion générale 
 

 Ce travail de recherche nous a permis de nous familiariser avec deux domaines en 

plein développement, en l’occurrence, les réseaux de Petri ainsi que leurs nombreuses 

utilisations et le domaine des ateliers flexibles de production. 

 
Le besoin incessant de la civilisation moderne d’accroître productivité, flexibilité, 

qualité de compétitivité, a conduit à l’émergence de systèmes de production de plus en plus 

complexes. 

 
 Ces systèmes exhibent alors de nombreux mécanismes à haut degré de parallélisme et 

de synchronisation de leurs différentes activités. C’est de ce fait, notre choix s’est porté sur les 

réseaux de Petri temporisés et surtout stochastiques car ce modèle permet de bien formaliser 

les phénomènes de parallélisme et de synchronisation, et d’exprimer les durées aléatoires des 

activités modélisées. 

 Le chapitre1 présente des notions générales associées aux systèmes flexibles de 

production. 

Nous avons présenté dans le deuxième chapitre les différentes méthodes d’analyse et 

de modélisation par les réseaux de Petri. 

 
On a ensuite donné dans le troisième chapitre une méthode de modélisation d’un 

système flexible de production. Dans le but de montrer comment on peut construire le modèle 

réseaux de Petri final du système tout en conservant les propriétés désirées (vivacité et 

réinitialisabilité). La décomposition du système en sous-systèmes et la composition modulaire 

ont été utilisées pour la construction du réseau de Petri final.  

 
Nous nous somme intéressés, dans le quatrième chapitre en premier lieu à la 

détermination des propriétés des trois modules et surtout à l’analyse et à la synthèse de celles 

du modèle du chariot (AGV) et à la minimisation du temps de cycle d’un système flexible de 

production de type job- shop pour objectif d’améliorer la productivité tout en optimisant les 

temps d’attente du chariot.  

 
On a pu arrivé à apercevoir la contrainte qui affecte les temps d’attente du chariot dans 

les places de repos. Donc on a fait augmenter les taux de chargement des produits sur le 

chariot pour pouvoir diminuer les temps d’attente du chariot. L’augmentation de ces taux en 
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réalité signifie bien de maintenir le flux de palettes de chaque produit entrant dans chaque 

cellule continu.  

 
En deuxième lieu on a étudié les stocks dans le cas ou ils ont une  capacité limitée, on 

a proposé une modélisation du déchargement des stocks de sortie, pour objectif d’éviter les 

attentes dues aux indisponibilités des stocks (stocks  pleins).    

L’évaluation des performances du système retenu est rendue possible grâce à 

l’utilisation de l’outil réseaux de Petri de part sa diversité de modélisation que par l’outil 

technique qui lui est associé (simulation statique connue également sous le nom Simulation 

Monte-Carlo) voir l’annexe 2. 

 
Les résultats de cette étude concernent l’amélioration des performances de l’atelier en 

terme de quantité et de temps. Les résultats de simulation des paramètres de temps montrent 

qu’ils se concordent parfaitement avec les contraintes imposées au système, comme la 

cadence elle est affectée par les temps d’attente. 

 
En perspective, une des solutions qu’on envisage pour résoudre le problème des temps 

d’attente, est d’intégrer la modélisation des politiques de maintenance [Sag et Ben  2007]  et 

aller plus loin aux autres fonctions comme le pilotage, afin d’obtenir un modèle global qui 

regroupe toutes les composantes du système industriel et avoir une démarche globale pour la 

surveillance en temps réel de tout le système modélisé. Pour ce faire nous proposons d’utiliser 

les réseaux de Petri colorés pour la modélisation. En effet les RdP colorés permettent de 

réduire la taille du problème. Actuellement, des recherches dans le domaine de la 

modélisation par les RdP colorés temporisés sont assez avancées [Dot  et Pia 06], [Don  et 

Deb 07]. 
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b. La fusion latérale (RT3) 

Deux transitions t1 et t2 sont fusionnelles latéralement si l’un des deux ensembles de 

conditions suivants est vérifié. 

Ensemble 1 

Il existe deux places p1 et p2 et une transition t* telles que t* précède t1 et t2 et : 

(i) t* est la seule transition admette p1 et p2 comme place de sortie, 

(ii)  t1 et t2 ont tous deux au moins une place d’entrée et au moins une place de 

sortie, 

(iii)  t1 est la seule transition ayant p1 comme place d’entrée, et c’est la seule, 

(iv) t2 est la seule transition ayant p2 comme place d’entrée, et c’est la seule, 

(v) p1 et p2 ont les mêmes marquages initiaux, 

(vi) les places d’entrée de t1 et t2 ne sont places d’entrée d’aucune autre 

transition. 

Ensemble 2 

Il existe deux places p1 et p2 et une transition t* telles que t* succède à t1 et t2  et : 

(i) t*est la seule transition qui admette p1 et p2 comme places d’entrée, 

(ii)  t1 et t2 ont tous deux au moins une place d’entrée et au moins une place de 

sortie, 

(iii)  t1 est la seule transition ayant  p1 comme place de sortie, et c’est la seule, 

(iv) t2 est la seule transition ayant  p2 comme place de sortie, et c’est la seule, 

(a) Réseau initial  (b) Après fusion de t1.t2.1. Et t2.2 

Fig. 1.35 : Un exemple de pré -fusion 
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(v) p1 et p2 ont les mêmes marquages initiaux, 

(vi) les places de sortie de t1 et t2 ne sont places de sortie d’aucune autre 

transition. 
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Est  
 

 

 
 

Cependant, il est souvent possible dans la pratique de déterminer une mesure d'échantillonnage 

préférentiel se rapprochant de la mesure optimale et qui réduit sensiblement la variance. 

 
 
 

 

(fΩ│ f(x)│d x) 2 –I2   et est obtenu quand X est distribué avec la densité 
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