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Résumé :  

Nous traitons dans ce mémoire le problème de la convection forcée turbulente en régime 
périodique, d’un fluide en écoulement dans une conduite de forme cylindrique ou plane en tenant compte 
de la conduction transversale dans la paroi solide. L’étude comprend trois parties essentielles: Dans la 
première partie, une solution exacte utilisant la Technique de la Transformée Intégrale Généralisée 
(GITT) est développée pour un écoulement turbulent entre deux plaques parallèles. Une comparaison des 
résultats obtenus avec les littératures [28, 30] est réalisée. Dans la deuxième partie, l’approche quasi-
stationnaire (modèle simplifié) est également utilisée et comparée avec la méthode GITT. Dans la 
troisième partie, le phénomène de la conduction axiale dans la paroi est considéré. Les résultats obtenus 
numériquement sous le code Fluent sont comparés avec la solution exacte GITT.  En fin une application 
pratique à un module de stockage d’un régénérateur à plaques est présentée. La fonction de transfert et 
l’optimisation du stockage d’énergie dans le module sont étudiées. 

Mots-clefs : Convection forcée turbulente, régime périodique, méthode GITT, modèle simplifié, 
résolution numérique, conduit cylindrique et plan. 

Abstract:  
In this work, an analysis is made of unsteady turbulent forced convection in a duct with 

periodically varying inlet temperature. The transverse heat transfer in the duct wall is considered. The 
study includes three essentials parts: In the first part, an exact solution is developed for the turbulent flow 
inside the parallel-plates channel, by using the Generalised Integral Transformation Technique. A 
comparison of results found to literatures is made. In the second part, the quasi-steady approach 
(simplified model) is used and compared with the GITT method. In the third part, the phenomenon of the 
axial conduction in the wall is considered. The results obtained numerically by the fluent code are 
compared with the exact solution GITT. In the end, a practical application to a storage module of plate 
regenerator is presented. The transfer function and the optimization of the energy storage in the module 
are studied. 

Keywords: Turbulent forced convection, periodic regime, GITT method, simplified model, numeric 
resolution, cylindrical and plane duct, 
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Nomenclature 

[ ]A    Matrice du système (2.9a) 

kja      Élément de la matrice[ ]A , équation (2.9e) 
*
kja      Défini par l’équation  (2.8b) 

{ }C    Vecteur constant, équation (2.13a) 

{ }V    Vecteurs propres de la matrice [ ]A  

{ }( )X ξ   Vecteur défini par l’équation (2.12a) 

1R       Diamètre de tube ou demi-espacement entre les plaques parallèles (m) 

2R      Diamètre extérieur (m) 

l  Paramètre défini pour conduit à plaque par [2 1R R− ] 

L  Langueur de la plaque (m) 

0L  Largueur des plaques (m)  
*R  Rayon adimensionnel [2 1R R ]  

eD    Diamètre équivalent  (m) 

{ }f   Vecteur des conditions initiales défini par l’équation (2.9b)  

kf      Constant défini par (2.8c) 

mf      Coefficient de friction 

1i = −   

N   Ordre de la matrice [ ]A  

kN     Normalisation défini par l’équation (2.7c) 

Pr      Nombre de Prandtl [ fν α ] 

Prt      Nombre de Prandtl turbulent [h tε α ] 

Re    Nombre de Reynolds [mu De ν ] 

intNu  Nombre de Nusselt  [( )2
int 12 m

sh R k− ] 

R+     Paramètre défini en Annexe (1) [( )Re 4 8mf ] 

fT   Température de fluide (K ) 

sT   Température de solide (K ) 

T∞      Température  ambiante (K ) 

T∆     Amplitude de la température d’entrée (K ) 

t        Dimension  temporelle (s) 

( )u r   Vitesse d’écoulement (m s-1) 

mu   Vitesse moyenne (m s-1) 

u+  Vitesse adimensionnelle  [ 8m mu u f ] 

( )W η   Vitesse adimensionnelle  [( ) ( ) mW u r uη = ] 
u  Vitesse moyennée (m s-1) 

j u   Vitesse locale dans les trois directions (m s-1) 
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x        Coordonnée axiale (m) 
r        Coordonnée radiale (m) 
y+      Distance adimensionnelle, dés la paroi vers le centre du conduit. (m) 

pC  Chaleur massique [ 1 1J kg K− − ] 

a+   Rapport de capacités thermiques fluide/solide [ 1 2 1( ) ( ) ( )p f p pC R C R Rρ ρ× × − ] 

extBi  Nombre du Biot intérieur [ 1ext sh R K ] 

intBi     Nombre du Biot extérieur [ 1ext fh R K ] 

exth   Coefficient de transfert thermique convectif à l’extérieur du conduit ( 2 1Wm K− − ) 

inth  Coefficient de transfert thermique convectif à l’intérieur du conduit ( 2 1Wm K− − ) 

fk  Conductivité thermique de fluide ( 1 1Wm K− − ) 

sk  Conductivité thermique de solide ( 1 1Wm K− − ) 

thr       Constant défini par [ * 1thr Rγ= − ] 

wq      Flux thermique à la paroi 

( )A ξ   Amplitude 
p  Pression  [ 2N m− ] 

jx  Dimension suivant les trois axes (m) 

k Energie cinétique turbulente 
' '
i ju u−  Contrainte de Reynolds 

isE  Energie interne des plaques 

sW  Energie stockée dans les deux demi-plaques 

sf  Fonction de stockage 

bχ  Fonction d’amortissement 

 

 

Symboles Grecs  

( , , )fθ ξ η τ  Température adimensionnelle de fluide [( )( , , )T T Tξ η τ ∞− ∆ ] 

( , , )sθ ξ η τ  Température adimensionnelle de solide [( )( , , )T T Tξ η τ ∞− ∆ ] 

( , )fθ ξ η%  Température inverse de fluide, équation (2.7a) 

( )θ ξ%  Température transformée 

λ       Valeurs propre de la matrice [ ]A  

kµ      Valeurs propres du problème (2.6)      

ξ        Coordonnée axiale adimensionnelle (m) 
η       Coordonnée radiale adimensionnelle (m) 
τ       Temps adimensionnel [ 2

1ft Rα ] 

fα  Diffusivité thermique du fluide ( 2 1m s− ) 

sα  Diffusivité thermique du solide (2 1m s− ) 
ρ  Masse volumique [ 3kg m− ] 

Γ  Paramètre défini par [f sα α ] 
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v         Viscosité cinématique de fluide (2 1m s− ) 
( )ε η   Diffusivité totale adimensionnelle [( ) 1 h fε η ε α= + ] 

hε       Diffusivité thermique turbulente (2 1m s− ) 

mε      Viscosité turbulente ( 2 1m s− ) 

( )ψ ξ   Fonctions propres du problème (6) 

( )ξΨ  Matrice fondamentale de l’équation (2.12) 

γ  Rapport des conductivités thermiques  [s fk k ]   

sβ       Paramètre de diffusion du solide 2 1( ) 2 sR R ω α−  

β  Paramètre défini par [ ( )( ) ( )
22*

max16 1 Re PrmR u uγ − ] 

Ω  Fréquence d’entrée adimensionnelle [21 fwR α ] 

ω         Fréquence d’entrée (Hz ) 
*τ  Période [2 /π ω ] 

σ  Coefficient d’amortissement complexe défini par l’équation (4.7b) 
α         Coefficient d’amortissement  
β         Coefficient de déphasage 

ijδ  Symbole de Kronecker 

tν  Viscosité turbulente ( 2 1m s− ) 
ε  La dissipation   

( )φ ξ    Déphasage (Rad) 

 

 

Subscripts et Superscripts 

,b w        Valeur moyenne et valeur interfaciale 

f, s     Propriété de fluide et de solide 
,i j       Indice des linges et des colonnes  
k      Ordres des valeurs propres. 
, ,i j k  Indice des directions  

 

 
Abréviations 

GITT Generalized Integral Transform Technique. 

QSA Quasi-steady Approach  
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Introduction 

L’analyse du transfert de chaleur par convection et conduction en régime instationnaire 

ne répond pas seulement à une préoccupation théorique. Elle concerne directement une grande 

variété de situations industrielles. En particulier, on peut citer les problèmes liés aux phases 

d’arrêt et de démarrage d’un échangeur de chaleur dans une centrale de puissance ou le 

fonctionnement des chaudières solaires est périodique. 

Les études traitant le régime laminaire sont plus nombreuses comparativement au 

régime turbulent, la littérature scientifique concernant la convection forcée turbulente reste 

encore limitée. De plus, parmi ces travaux une grande partie est liée au régime permanent. Le 

régime transitoire reste à nos jours peu exploré. C’est pour cette raison que l’étude  proposée ici 

constitue une contribution en régime transitoire.   

La très grande majorité des travaux effectués à ce jour est d’ordre théorique. Il s’agit 

essentiellement de développer des solutions analytiques ou numériques aux équations aux 

dérivées partielles. Les cas étudiés peuvent se distinguer par la nature des conditions aux limites, 

par le type d’écoulement (laminaire ou turbulent) ou encore par le choix du signal d’excitation.  

Les problèmes d’interactions fluide-paroi nécessitent le traitement simultané des 

équations de bilan énergétique dans les deux milieux liés par la continuité des flux thermiques et 

des températures à l’interface. Les solutions analytiques pour ce type de problème apparaissent 

comme l’exception, et les hypothèses simplificatrices parfois physiquement discutables sont 

nécessaires. Toutefois ces solutions présentent l’intérêt de tester des méthodes numériques qui 

s’imposent comme la seule voie envisageable.     

Dans le domaine industriel, on réduit considérablement les difficultés d’analyse en 

transposant aux problèmes instationnaires la notion du coefficient d’échange thermique issue du 

régime permanent. On traite alors ce qu’il est convenu d’appeler un modèle quasi-stationnaire, 

pour lequel l’analyse théorique reste abordable. La question qui se pose et qui nous intéresse 

dans la présente étude concerne précisément la, ou les limites d’une telle approche 

simplificatrice dans son pouvoir de prédiction. 
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Dans la présente étude on traite un cas particulier des régimes variables à savoir la 

réponse fréquentielle d’un système plaques parallèles (et tube cylindrique) parcouru par un fluide 

en régime turbulent. Les paramètres thermo-physiques qui conditionnent la fonction de transfert 

tels que la fréquence du signal thermique d’entrée, l’épaisseur des plaques ou le rapport des 

capacités thermiques fluide/solide sont étudiés. 

Notre travail se compose de trois parties. Après une recherche bibliographique, la 

première partie concerne la résolution analytique (utilisant la Technique de Transformé Intégrale 

Généralisée GITT) du problème de transfert thermique conjugué, entre un fluide en écoulement 

turbulent et une paroi épaisse, dans les deux configurations (plane et cylindrique). Deux cas 

simplifiés sont traités, dans le premier nous supposons que la paroi isotherme (pas de conduction 

transversale), et dans le deuxième cas la paroi est considérée à température constante. Les 

résultats obtenus sont comparés à la littérature, respectivement [28] et [30]. 

Dans la deuxième partie, le même problème cité précédemment est résolu en utilisant 

l’approche quasi-stationnaire basée sur un coefficient d’échange à l’interface fluide-solide, 

calculé à partir de corrélations utilisées fréquemment pour le régime stationnaire. Une 

confrontation des résultats est réalisée entre les deux modèles GITT et QSA.  

La troisième partie de notre travail concerne la résolution numérique du problème de 

transfert thermique conjugué en utilisant le code de calcul Fluent, qui est basé sur la méthode 

des volumes finis. La résolution numérique nous fournira une vue claire sur l’effet de la 

conduction axiale dans la paroi. Les résultats obtenus sont comparés avec le modèle analytique 

GITT. En fin une application pratique à un module de stockage d’un régénérateur à plaque est 

présentée. La fonction de transfert et l’optimisation du stockage d’énergie dans le module sont 

étudiées.  

L’utilisation de la technique GITT en régime turbulent avec la prise en considération de 

la conduction transversale dans la paroi et la résolution numérique sous Fluent constitue 

l’originalité de ce travail. 
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Chapitre 1 : 

Recherche bibliographique : 

 

 

1.1. Etat de l’art 

Les équations caractéristiques des échanges thermiques par convection en régime 

instationnaire sont écrites pour la première fois par Profos (1943). Depuis, de nombreux auteurs 

ont poursuivi ces travaux avec des applications directes aux échangeurs de chaleurs. Dans toute 

ces études, les auteurs font appelle à la notion de coefficient d’échange (h ). A la fin des années 

60, les premières études détaillées sur le comportement du coefficient d’échanges sont 

entreprises. E. M. Sparrow et de Farias [12] constatent en étudiant un écoulement fluide entre 

deux plaques parallèles, pour une température d’entrée sinusoïdale, que ce coefficient( )h t  est 

lui-même périodique et prend des valeurs infinis positives ou négatives au cours du temps. 

H. Kawamura [36] développe une solution numérique pour un écoulement fluide 

turbulent dans un conduit cylindrique dont la paroi est soumise un échelon de température. 

L’auteure montre que le coefficient d’échange déterminé par la condition de Fourier ne peut être 

constant qu’après une certaine durée de fonctionnement ( 2t+ > ). Les résultats du modèle quasi-

stationnaire confrontés aux résultats expérimentaux sont convenables si la capacité thermique de 

paroi est grande, la conductivité et la capacité thermique du fluide sont faibles. 

B. Fouchier [37] en résolvant le problème du Graetz généralisé à une température 

périodique arrive à la même conclusion que [12]. Le nombre de Nusselt varie périodiquement en 

fonction du temps (courbe d’allure voisine de( )tg tω ).    

P. Pierson et J. Padet [38] ont étudié le comportement du coefficient d’échange h  sur 

un cas simples du régime transitoire : phase de relaxation. Il s’agit de l’étude d’un système 

constitué d’un fluide en mouvement en contacte d’une paroi. Les auteurs ont examiné cette phase 

exponentielle en distinguant trois cas. Le seul cas ou le coefficient d’échange peut être considéré 

constant est la  phase exponentielle avec régime final uniforme.  

En conclusion, le modèle quasi-stationnaire ne peut pas être utilisé sans précautions 

dans tous les problèmes de convection en régime variable.  Pour cela, certains auteurs travaillent 
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depuis les années 70 sur la résolution analytique complète des problèmes de convection entre un 

fluide et une paroi sans faire intervenir la notion du coefficient d’échange. Même en régime 

turbulent, ils utilisent des modèles pseudo-laminaires faisant intervenir la diffusivité turbulente. 

Nous allons dans ce qui suit passer en revue certains de ces travaux publiés que nous 

avons classé en deux partie, selon que les conditions transitoires sont imposées aux parois ou à la 

l’entrée des conduits. 

1.2. Ecoulement fluide soumis à des conditions thermiques transitoires à la paroi 

On distingue plusieurs types de conditions thermiques à la paroi, qui peuvent être des 

échelons ou des variations arbitraires dans l’espace et dans le temps de la température ou du flux 

thermique. On peut citer les travaux de M. Perlmutter et R. Siegel [1], qui consacrent leur 

travail à l’étude du phénomène de transfert thermique en régime transitoire, d’un fluide 

incompressible en écoulement laminaire, entre deux plaques parallèles. Le processus transitoire 

est déclenché en agissant simultanément sur la pression du fluide et la température à la paroi. Le 

profile de vitesse est déterminé à partir des équations : 

2

2

1u p u
v

t x yρ
∂ ∂ ∂= − +
∂ ∂ ∂

                                                               (1.1) 

2 3 21

02 2

3
(1 ) 6(1 ) ( 1) / exp( )cos .

2
i

i i i
i

uu
Y E E E Y

u u
θ

∞

=
= − − − − −∑      (1.2) 

 

Pour une résistance de paroi négligeable, ils obtiennent en tenant compte de l’équation (1.2) dans 

l’équation de l’énergie ci-dessous : 

2

2

T T T
u

t x y
α∂ ∂ ∂+ =

∂ ∂ ∂
 

le système suivant : 

 
* * 2 *

2 3 21
2

02

(1 ) 4(1 ) ( 1) / exp( Pr )cosi
i i i

i

uT T T
Y E E E Y

u X Y
τ

τ

∞

=

 ∂ ∂ ∂+ − − − − − = ∂ ∂ ∂ 
∑  

* 0,T =        à     X = 0         Y∀ et τ  

* 0,T =        à     0τ =           X∀ et Y   

* 0,T =        à     1,Y =         0τ >  
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*

0,
dT

dY
=     à     0,Y =   

d’où la solution  

( ) ( )
4

*

0

1 ,no n n
n

T b Y F X τ
=

= − Ψ∑  

Les fonctions propres nΨ  et nF  sont 

4

0

2

( ) / cos( )

( ) exp( ).

n nm no m
m

n n

Y b b E Y

F X Xλ
=

Ψ =

= −

∑
 

Les coefficients /nm nob b  et les valeurs propres 2nλ  sont tabulés dans la même référence. 

R. Siegel et M. Perlmutter [2] traitent le transfert de chaleur en régime transitoire d’un 

écoulement laminaire, instationnaire entre deux plaques parallèles. La paroi de résistance 

thermique négligeable est soumise à des variations spatio-temporelles du flux thermique de la 

forme : 

( )( )1 1AX B

r

q
e e

q
θ− −= − −  

( ) ( )1 sin /C

r

q
e X L

q
θ π= −  

La réponse de paroi est aussi examinée en utilisant le modèle simplifié avec un coefficient 

d’échange constant ( 12Nu = ).  

les grandeurs sans dimensions utilisées sont : 

'4 Re PrX x l=  et '2/ Prtv lθ = . 

τ  et v  sont respectivement le temps caractéristique et la viscosité cinématique du fluide. Les 

constantes A, B et C sont données dans la même référence.  

H. Kawamura [3] étudie le problème d’un écoulement turbulent dans un conduit 

annulaire avec source de chaleur uniforme à la paroi interne, et qui croit en fonction du temps. 

Dans la référence [4], le même auteur étudie l’écoulement turbulent d’eau dans une conduite 

cylindrique réchauffée par échelon.  
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R. M. Cotta et M. N. Özisik [5] traitent du transfert thermique transitoire d’un fluide 

newtonien en écoulement laminaire dans un conduit plan ou cylindrique. Le fluide est soumis à 

des variations par échelon de la température de paroi. La solution analytique à été établie en 

combinant la transformée intégrale généralisée et la méthode de Laplace. Le régime dynamique 

est supposé établi uniforme et l’épaisseur de paroi nulle. Une approche numérique par différence 

finis a été développée. 

T. F. Lin et J. C. Kuo [6] traitent numériquement par un schéma aux différences finis 

les transferts conducto-convectifs  d’un fluide en écoulement laminaire dans un tube cylindrique, 

dont la paroi est soumise à un échelon de flux uniforme sur une distance finie. Le couplage 

solide-fluide est traité en écrivant la conservation des flux et des températures à l’interface. La 

diffusion dans la paroi est prise en considération. L’auteur montre l’influence des paramètres 

physiques et géométriques sur les variations longitudinales de la température interfaciale, de 

mélange et du flux pariétal. Des résultats sont présentés graphiquement pour deux valeurs du 

nombre de Peclet, des rapports des rayons0 iR R , des diffusivités /w fα α  et des conductivités 

thermiques /w fk k . Les variations des températures radiales sont également présentées pour des 

abscisses données. 

Les indices w  et f  sont respectivement relatifs au solide et au fluide. 

0R  et 1R  sont respectivement les rayons externes et internes du tube. 

S. Aboudi et F. Papini [7] traitent numériquement par une méthode implicite de type 

Cank-Nicolson le problème d’écoulement fluide entre deux plaques parallèles en régime 

laminaire ou turbulent. La plaque supérieure est soumise à une condition du flux instationnaires 

et la plaque inférieure est isolée. Les transferts d’énergie par rayonnement, conduction et 

convection son prise en considérations. Le profil de température et le coefficient du transfert 

métal-fluide sont déterminés en tout point du canal. Les résultats obtenus sont ensuite comparés 

à ceux du modèle quasi-stationnaire ou simplifié (MS) faisant intervenir un coefficient de 

transfert métal-fluide (H ) utilisé de façon classique. 

J. N. N. Quaresma et R.M. Cotta [8] traitent la convection forcée d’un écoulement 

fluide dans un conduit cylindrique, soumis à un flux thermique variable en fonction de la 

distance axiale, à l’interface solide/fluide. Pour avoir une expression exacte de la distribution de 

température et du nombre du Nusselt dans la région d'entrée thermique, l’étude est réalisé 
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analytiquement par la méthode de la transformée intégrale généralisé (GITT). Pour les deux 

régimes d’écoulement (laminaire et turbulent), deux cas sont considérés pour illustrer l'approche, 

le premier est une variation sinusoïdale du flux thermique le long du conduit et le second c’est 

une variation exponentielle. 

F. B. Liu et M. N. Özisik [9] traitent, par la méthode inverse, le transfert de chaleur 

transitoire d’un  écoulement fluide turbulent dans un conduit à deux plaques parallèles. Le 

régime transitoire est provoqué par une condition de flux de type harmonique sur les deux 

plaques. Les propriétés thermodynamiques du fluide et du solide sont constantes, la conduction 

axiale, la dissipation visqueuse et la convection naturelle sont supposées négligeables. La 

formulation mathématique de ce problème est donnée par : 

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )t

x y x y x y
U y y

x y y

τ τ τε
τ

 ∂Θ ∂Θ ∂ ∂Θ+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                 

( )
1

Q
y

y
τ

=

∂Θ =
∂

,       
0

0
y

y =

∂Θ =
∂

,                                                                  

1Θ =        0x =            0>t ,                                                                       

1Θ =        0x >            0t = .                                                                       

( , , )x y τΘ  : la température adimensionnelle. 

( )Q τ         : flux thermique adimensionnel.  

A. Omara et S. Abboudi [10] Traitent numériquement la théorie du transport de 

chaleur laminaire instationnaire dans une conduite cylindrique soumise à des conditions 

thermiques périodiques. Le régime transitoire est provoqué par une condition de flux ou par une 

condition de température d’entrée de type harmonique. Le profil de vitesse est supposé 

parabolique et indépendant du temps. Les propriétés thermodynamiques du fluide et de la paroi 

sont constantes, la résistance thermique de la paroi est négligeable.  

Dans le cas d’une condition de flux de type harmonique, les auteurs ont étudié la 

fonction de transfert du fluide en fonction du nombre de Reynolds. Pour une température 

d’entrée périodique, ils ont étudié l’influence du paramètre  b*  (taux de l’énergie stockée dans la 

paroi au flux transféré par conduction à travers la veine fluide) et des pertes convectives sur 

l’évolution des températures du fluide et du nombre de Nusselt local.  
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Plus récemment, D. T.W. Lin et al [11] traitent le problème de convection forcée 

transitoire d’un écoulement laminaire établi, dans un conduit à deux plaques parallèles. L’entrée 

du conduit est soumise à une température constante. La plaque inférieure est isolée du milieu 

extérieur et la plaque supérieur est soumise à un flux thermique variable dans l’espace et dans le 

temps.   

1.3. Écoulement fluide soumis à des conditions thermiques transitoires a l’entrée 

On distingue la aussi plusieurs types de conditions thermiques à l’entrée des conduits. 

En effet, le fluide peut subir des variations périodiques de température de toute forme ; 

sinusoïdale, carrée ou triangulaire de fréquence variable. 

1.3.1. Régime laminaire 

E. M. Sparrow et F. N. Farias [12] ont analysé au plan théorique la réponse, en 

régime laminaire, aux variations sinusoïdales de la température d’entrée. Le couplage fluide-

paroi est traité en écrivant un bilan thermique à l’interface. Le profile de vitesse est supposé 

uniforme (écoulement piston) et la paroi isotherme. La distribution spatio-temporelle de la 

température est cherchée sous la forme : 

( ) ( ) ( ), , i tt Ae X Yωθ χ η χ η=  

avec  

2 2exp( )exp( ( / ) )X L iλ χ α ωχ= − −  

cos( )Y λη=  

y

L
η =  ;    

e

x

LP
χ =  

x  et y  sont respectivement la coordonnée axiale et transversale, L  est l’espacement des 

plaques. Le  problème revient à déterminer les fonctions et les valeurs propres complexes 

iλ ν δ= +  racines de l’équation transcendante 

*( )tg ibλ λ =  

 

La deuxième partie de l’étude concerne l’approche quasi-stationnaire en supposant un coefficient 

d’échange localh  constant. Les résultats sont présentés pour des nombres de Nusselt différents. 

L’auteur a tiré la conclusion suivante : dans une gamme de condition opératoire, le modèle 
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quasi-stationnaire est capable de prédire avec précision, spécialement lorsqu’il utilise un 

coefficient de transfert de chaleur variable dans l’espace. 

R. O. C. Guedes and M. N. Özisik [13] résolvent le problème de la convection forcée 

transitoire d’un écoulement laminaire à l'intérieur d'un canal à deux plaques parallèles, soumis à 

une variation périodique de la température d'entrée, en utilisant une solution hybride qui combine 

la technique de la transformée intégrale généralisée avec la méthode des différences finies de 

deuxième ordre. Les résultats semi-analytiques sont présentés pour des variations périodiques 

d’amplitude de la température moyenne et du flux à la paroi, le long du canal pour différentes 

fréquences. Une formule approximative est développée. Le problème sous forme 

adimensionnelle s’écrit mathématiquement tels que: 

2

2

( , , ) ( , , ) ( , , )
( )

R Z R Z R Z
W R

Z R

τ τ τ
τ

∂Θ ∂Θ ∂ Θ+ =
∂ ∂ ∂

              0 1, 0, 0R Z τ< < > >                        

( , ,0) 0,R ZΘ =                                                                  0 1, 0R Z≤ ≤ ≥                         

( , ,0) sin( ),R Z τΘ = Ω                                                       0 1, 0R τ≤ ≤ ≥                           

( )
0

, ,
0

y

R Z

y

τ

=

∂Θ
=

∂
                                                          0, 0Z τ> >                               

(1, , ) 0Z τΘ = .                                                                   0, 0Z τ> >                                 

 

Avec l’utilisation de la technique GITT, un problème axillaire aux valeurs propres est obtenu : 

2
2

2

( , )
( , ) 0k

k k

d R
R

d

ψ µ µ ψ µ
η

+ =                   0 1R< <                                           

0

( , )
0,kd R

R
d η

ψ µ
η = =                                   0,R =                                              

 ( , ) 0,k Rψ µ =                                             1,R =                                              

 

avec: 

Inversion:            ( ) ( )1/ 2
1

1
, , ( , ) ,k k

k k

R Z Z
N

τ ψ µ η τ
∞

=
Θ = Θ∑  

Transformée :     
1

1/ 2
0

( , )
( , ) ( , , )k

k

R
Z R Z dR

N

ψ µτ τΘ = Θ∫  

En utilisant les fonctions transformée( ), ,R Z τΘ et inverse ( , )Z τΘ , on obtient le système:  
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( ) ( ) ( )2

1

, ,
, 0k k

ki k k
k

Z Z
A Z

Z

τ τ
µ τ

τ

∞

=

∂Θ ∂Θ
+ + Θ =

∂ ∂∑            0, 0Z τ> >                 (*) 

ou  

1

1/ 2
0

1
( ) ( , ) ( , )

( )ik ik k i
k i

A A W R R R dR
N N

ψ µ ψ µ= = ∫  

 

Utilisant la méthode des différences finis du deuxième ordre explicite, l’équation (*) devient : 

Prédicateur :  

( )1 2
, , , , 1 ,

1

N
n n n n n
i j i j ik k j k j i i j

k

Aλ µ τ−
=

Θ = Θ − Θ − Θ − ∆ Θ∑m  

Correcteur : 

( ) ( )1 1 1 1 2 1
, , , , , 1 , , 1 , 2 ,

1 1

1
2

2

N N
n n n n n n n n n
i j i j i j ik k j k j ik i j k j k j i i j

k k

A Aλ λ µ τ+
− − −

= =

 Θ = Θ + Θ − Θ − Θ − Θ − Θ + Θ − ∆ Θ 
 

∑ ∑m m m m . 

 

En conclusion, la méthode hybride a des avantages par apport à une approche purement 

numérique conventionnelle. Le flux thermique peut être calculé pour n'importe quel point dans le 

milieu, en utilisant des expressions analytiques. Aussi, la méthode est un peu restreinte par les 

considérations de la stabilité. 

D. M. Brown et al. [14] se sont basé sur une analyse numérique et expérimentale de la 

convection forcée d’un écoulement laminaire complètement établi dans conduit cylindrique, 

soumis à une variation périodique de la température d'entrée. Les expériences ont été réalisées 

sur une grande gamme de nombre de Reynolds (281.2 Re 1024.3≤ ≤ ) et fréquence d’entrée 

comprise entre (0.01 0.20 Hzβ≤ ≤ ). Le profil non uniforme de l'amplitude de la température 

d’entrée tiré de l’expérience ( ( )= 1.025 - (0.404 + 0.582η η η∆Θ ), a été inclus dans le modèle 

numérique. Un schéma aux différences finis explicite de deuxième ordre a été développé et 

utilisé pour la résolution de l'équation d'énergie. Les résultats numériques sont obtenus avec un 

profil de vitesse parabolique de type 2U( )= 2(1 - )η η  sous conditions aux limites du premier 

ordre, qui a été vérifié par les expériences. 

F. F. Hatay et al. [15] traitent le même problème que [14], mais l’écoulement cette fois 

est dans conduit à deux plaques parallèles, avec : 

( ) 2= 1η η∆Θ −  



Chapitre N° : 1                                                                                                                               11 
 

 

23
U( ) = (1 - )

2
η η  

Les variations des oscillations de l’amplitude de la température axiale, obtenu du modèle 

numérique et expérimental sont quantitativement et qualitativement comparées. 

S. Kakaç et  Y. Yener [16] proposent une solution exacte pour l’équation de 

convection forcée d’un écoulement fluide incompressible entre deux plaques parallèles. La 

température à l’entrée du canal varie périodiquement de manière sinusoïdale. Pour simplifier le 

problème, le profil de vitesse est considéré uniforme (slag flow) et l’épaisseur de paroi nulle. Le 

système d’équation s’écrit : 

2

2
u

t x y

θ θ θα∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

      

0

0
y

y

θ

=

 ∂ = ∂ 
 

( ) ,
y d

k h f x
y

θ θ
=

 ∂ + = ∂ 
           0t >  

( )0, , sin .y t tθ β=  

 

La solution est décomposée en une fonction1θ , relative au régime permanent dépendant 

uniquement des coordonnées spatiales, et la fonction 2θ  décrivant la phase transitoire, d’où : 

 ( ) ( ) ( )1 2, , , , , .x y t x y x y tθ θ θ= +  

Ces équations satisfont respectivement les systèmes (1), (2) et (2’) suivant : 

 

( )

2
1

2

1

1

0

1
1

0, 0

0

( )

y

y d

x u y

y

y

k h f x
y

θ α θ

θ

θ

θ θ

=

=

∂ ∂= ∂ ∂ 
=


 ∂ =  ∂  
 ∂ + =  ∂  

           (1) 



Chapitre N° : 1                                                                                                                               12 
 

 

( )

2
2 2 2

2

2

2

0

2
2

0, , sin

0

0

y

y d

u
t x y

y t t

y

k h
y

θ θ θα

θ β

θ

θ θ

=

=

∂ ∂ ∂+ = ∂ ∂ ∂ 
=


 ∂ =  ∂  
 ∂ + =  ∂  

                  (2)                                      

( )

2
2 2 2

2

2

2

0

2
2

0, , cos

0

0

y

y d

u
t x y

y t t

y

k h
y

θ θ θα

θ β

θ

θ θ

=

=

∂ ∂ ∂+ = ∂ ∂ ∂ 
=


 ∂ =  ∂  
 ∂ + =  ∂   

          (2’) 

 

Le problème revient à résoudre le système (3) ci-dessous tel que : 

( )

2

2

0

0, , exp( )

0

0.

c c c

c

c

y

c
c

y d

u
t x y

y t i t

y

k h
y

θ θ θα

θ β

θ

θ θ

=

=

∂ ∂ ∂+ = ∂ ∂ ∂ 
=


 ∂ =  ∂  
 ∂ + =  ∂  

                (3) 

ou  

2 2c iθ θ θ= +  

La technique intégrale est en suite appliquée au système (1) et (3), le problème se ramène à la 

recherche de fonction et de valeurs propres. 

Trois types de conditions aux limites à la paroi sont traités. Les variations d’amplitude et de 

phase sont représentées graphiquement pour différentes valeurs de la fréquence et du nombre de 

Reynolds. 

R. M. Cotta et M. N. Özisik [17] ont étudié le problème de transfert de chaleur 

transitoire en géométrie plane ou cylindrique. La paroi est considérée sans épaisseur et la 

température pariétale constante dans le temps et dans l’espace. A l’entrée, la température varie 

de manière sinusoïdale. A la différence de la référence [16] le profile transversale de vitesse 

n’est pas considéré uniforme.  

D’une manière différente, W. S. Kim et M. N. Özisik [18] traitent un problème 

similaire avec une température d’entrée périodique, en utilisant les méthodes numériques 

(Runge-kutta et la méthode de tire, voir [40]) pour résoudre le problème adjoint. L’auteur donne 
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une solution généralisée pour les deux cas de géométrie du conduit. Les résultats sont présentés 

graphiquement pour les amplitudes de la température de mélange et la température pariétale et 

sous forme tabulée pour les valeurs propres et les fonctions propres. 

S. Kakaç, W. Li et R. M. Cotta [19] analyse le transfert thermique entre un fluide en 

écoulement laminaire et les parois d’un conduit de section rectangulaire. La température du 

fluide à l’entrée varie périodiquement en fonction du temps. A la paroi, supposée isotherme, le 

couplage et traité en écrivant le bilant thermique faisant intervenir la variation de l’énergie 

interne du solide. Le système d’équation s’écrit : 

2

2
( )U

θ θ θη
τ ξ η

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

                 0 1; 0η ξ< < >  

*

1
0,iB

a

θ θθ
η τ

∂ ∂+ =
∂ ∂

                   1; 0η ξ= >  

0,
θ
η

∂ =
∂

                                       1; 0η ξ= >  

( ) ( ) ( )0, , exp ,iθ η ξ θ η τ= ∆ Ω     0 1.η≤ ≤  

La solution est cherchée sous la forme périodique 

( ) ( ) ( )0, , , exp iθ η ξ θ ξ η τ= Ω  

 

Les résultats expérimentaux présentent des écarts importants comparés aux résultats 

théoriques ou la température est considérée uniforme dans la section d’entrée. Cette hypothèse 

non justifiée est la cause des écarts enregistrés au niveau des amplitudes. Enfin, l’auteur montre 

que le déphasage le long du conduit est inversement proportionnel au nombre de Reynolds. 

R. O. C. Guèdes et R. M. Cotta [20] étudient analytiquement le transfert thermique 

transitoire d’un écoulement laminaire entre deux plaques parallèles de longueurL+ . L’entrée du 

canal est soumise à des perturbations périodiques de température. Le gradient transversal de 

température dans la plaque est négligé, mais ils tiennent en compte les effets de la conduction 

axiale. 

J. S. Travelho et W. F. N. S.antos [21] ont donné une solution au problème analogue à 

celui traité dans [12]. Dans les travaux présentés jusqu’à présent, les solutions sous forme des 

séries sont fonction de valeurs propres et fonctions propres complexes. L’auteur ici tente une 
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résolution évitant complètement cette démarche. La solution générale du problème est donnée 

par : 

( ) ( ) ( )
1 2

1
, , ( , ) ( )exp( ) ( )exp( )i Z i ZX Z X Z e C s sx C s sx e

s
τ τθ τ ψ Ω − Ω − = = + − +  

 .    (**) 

s : variable de Laplace sur la variablez. 

1C  et 2C  sont obtenus à l’aide des condition aux limites. 

 

Une inversion analytique de l’équation (**) est obtenu à l’aide des tables des 

transformées (Robert et Kaufmann, 1966). La solution originale est donc : 

 

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

3 11 3
, 1 4 exp exp

4 42 2

31 3
1 2 (3 2 ) exp .

42 2

x xx x z
x z erfc erfc ib

z z

xx x
W b z i ib x ib z W b z i

z z

ψ
π

+

+ + + +

   ± ±± ±   
   = − + − − + − ×              

 ±   ± ±   
   − + − − ± + − − +                

 

 

La fonction W est donnée dans la même référence. 

Les amplitudes et les déphasages sont présentés graphiquement et comparés aux 

résultats obtenus par la méthode décrites auparavant. L’auteur a conclu que la solution est 

beaucoup plu précise lorsque 1z ≤ . 

K. Mansouri et B. Fourcher [22] présentent une étude du transfert thermique d’un 

écoulement laminaire entre deux plans parallèles avec une température d’entrée périodique. 

L’originalité de ce travail réside dans l’analyse rigoureuse de l’influence de l’épaisseur de la 

plaque, de la fréquence et du nombre de Biot sur réponse du système. D’une autre manière, 

l’auteur a considéré la conduction transversale dans la plaque. Ce qui peut se traduire par la 

formulation suivante : 

Dans le solide 

2

2st y

θ θα∂ ∂=
∂ ∂

,                                                   0 ; 0; 0y l x t< < > >            

( )0
0

s y
y

k h T
y

θ θ ∞=
=

∂ = −
∂

,                                 0; 0x t> > .                          

Dans le fluide 
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2

2
( ) f

T T T
u z

t x z
α∂ ∂ ∂+ =

∂ ∂ ∂
,                                   0 '; 0; 0z l x t< < > >          

sin( )T T T tω∞ ∞= + ∆ ,                                        0 '; 0; 0z l x t< < = >          

0

0
z

T

z =

∂ =
∂

,                                                         0; 0x t> > .                        

Les conditions de contacte 

T θ= ,                                                                0; 0x t> >                          

s f

y l z l

T
k k

y y

θ

= =

∂ ∂=
∂ ∂

,                                         0; 0x t> > .                        

 

Les amplitudes et les déphasages pour la distribution des températures de mélange, 

d’interface et axiale sont présentées graphiquement.  

En utilisant les méthodes variationnelle, B. Fourcher et K. Mansouri [23] développent 

une solution approchée par la méthode de Galarkin pour le problème de convection forcée avec 

un écoulement établi parabolique entre deux plaques parallèles. Le gradient transversal de la 

température dans les plaques est aussi pris en considération. Afin de résoudre le problème de 

diffusion dans les plaques, la méthode de Galarkin est mise en œuvre par couplage avec la 

transformée de Laplace sur la direction axiale.    

S. Cheroto et al. [24] ont résolu analytiquement au moyen de la technique de la 

transformée intégrale généralisé (GITT), en utilisant une combinaison de calcul symbolique et 

numérique (à l’aide du logiciel Mathematica 3.0) le problème de la convection forcée laminaire 

transitoire à l'entrée thermique d'un canal formé par deux plaques parallèles. Les variations de 

l’amplitude et les déphasages sont représentés et interprétés dans la même référence.    

A. Hadiouche et K. Mansouri, [25] ont fait une étude théorique de la convection 

forcée laminaire avec profile de vitesse parabolique dans un canal à deux plaques parallèles et 

conduit cylindrique, soumis à une température d'entrée périodique (le même problème traité dans 

[26]) est présentée. La diffusion thermique dans la paroi du conduit et les conditions aux  limites 

qui définissent la convection extérieure sont  pris en considération. Un schéma aux différences 

finies aux volumes finis est développé et comparé avec une nouvelle méthodologie basée sur la 

méthode de Ritz variationalle. Le flux thermique à la paroi, l’amplitude et le déphasage de la 



Chapitre N° : 1                                                                                                                               16 
 

 

température interfaciale, axiale et moyenne sont déterminés. Un modèle numérique, utilisant la 

méthode des volumes finis, pour le même problème est fourni pour la première fois dans la 

référence [27] dont les résultats sont très satisfaisants en comparaison avec le modèle analytique. 

Plus récemment en 2009,  A. Hadiouche et K. Mansouri [52] présentent une étude 

théorique de la convection forcée laminaire à l'intérieur d’un conduit cylindrique et plan, soumis 

à une température d'entrée périodique. La diffusion thermique dans la paroi du conduit et les 

conditions aux  limites qui définissent la convection extérieure sont  pris en considération. Dans 

la première partie, ce problème est résolu en appliquant la Technique de Transformée Intégrale 

Généralisée (GITT). Les valeurs et les vecteurs propres complexes sont écrits et comparés avec 

la littérature. Dans la deuxième partie, l'approche Quasi-stationnaire (QSA) qui utilise un 

coefficient du transfert thermique constant à interface fluide-paroi est aussi utilisée et comparée 

avec la solution GITT. La température moyenne, le nombre de Nusselt, le coefficient 

d’amortissement et de déphasage sont calculés. 

G.E. Cossali [53] à proposé une solution analytique pour le champ de température d’un 

écoulement complètement établi dans un tube, soumis à une variation périodique de la 

température d’entrée. La solution est donnée sous forme d'une série de fonctions de Kummer 

pour les cas de température de la paroi constante. 

1.3.2. Régime turbulent 

W. S. Kim et M. N. Özisik [28] traitent du transfert thermique pour un écoulement 

fluide turbulent entre deux plaques parallèles. La température d’entrée varie périodiquement en 

fonction du temps. La paroi sans épaisseur est soumise à une température constante. Le modèle 

théorique utilise la diffusivité thermique turbulent sans faire intervenir un coefficient d’échange 

fluide-paroi, d’où le système suivant : 

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )f h

T x y t T x y t T x y t
u y

t x y y
α ε ∂ ∂ ∂ ∂+ = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

                      

0 0(0, , ) exp( )T y t T T i tω= + ∆ ,                   '0 ,y l≤ ≤     0>t  

0
),,(

0

=
∂

∂

=y
y

tyxT
                                     ,0>x           0>t            

0),,( TtbxT =                                             ,0>x            0>t . 
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Les variations d’amplitude et de phase pour la température de mélange sont représentées 

graphiquement pour différents nombre de Reynolds  ( 4Re 10=  à 6Re 10= ) et différentes 

fréquence du signal d’entrée ( 0.1Ω =  à 2) à Pr 0.7= . 

M. ArikL et- al. [29] résolvent le problème du  transfert thermique dû à la convection 

forcée d’un écoulement turbulent entre deux plaques parallèles, soumis à une variation 

sinusoïdale de la température d'entrée, en employant une solution hybride (numérique et 

analytique) tel qu’il est utilisée en [13]. La condition à la paroi, peut être une température 

variable linéairement en fonction de la coordonnée axiale ou constante, est vérifiée avec les 

résultats expérimentaux. La solution analytique du problème est obtenue à travers la technique 

de la transformée intégrale généralisée. Un dispositif expérimental a été construit et utilisé pour 

valider le modèle mathématique utilisé ; 

( ) ( )U η ε η
τ ξ η η

 ∂Θ ∂Θ ∂ ∂Θ+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
                         0,  0 1,  0ξ η τ> < < >  

( )(0,  ,  )  ie τη τ η ΩΘ = ∆Θ                                    0,  0 1,  0ξ η τ= < < >  

( ), ,
0

ξ η τ
η

∂Θ
=

∂
                                                     0,  0,  0η ξ τ= > >  

( )( ,1, )  w A B gξ τ ξ ξΘ = + =                                1 , 0,  0η ξ τ= > >  

l’amplitude de la température adimensionnelle est obtenue expérimentalement et utilisée dans le 

modèle hybride.  

             2( )  0.997 - 0.4611 -0.369η η η∆Θ =  

Les résultats théoriques sont comparés aux valeurs expérimentales. Un accord 

satisfaisant est obtenu pour différentes positions sur le centre du canal.  

S. Kakaç et W. Li [30] analysent de point de vue théorique et expérimentale un 

écoulement fluide en convection forcée turbulente entre deux plaques parallèles. Le fluide est 

soumis à l’entrée du canal à des variations sinusoïdales de température. Le bilan d’interface 

inclut les caractéristiques thermiques de la paroi, considérée isotherme. Les mesures 

expérimentales mettent en évidence l’existence dans la section d’entrée d’un gradient de 

température transversal important. Ce profil d’amplitude de forme parabolique 

( ( ) 21.035 0.098 1.04θ η η η∆ = + − ) est, d’après l’auteur, la source des écarts importants 
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enregistrés entre le modèle analytique et les mesures expérimentales. En injectant dans le modèle 

analytique ce profil de température dans la section d’entrée, ces écarts se réduisent énormément.        

R. O. C. Guedes et al  [31] étudient analytiquement le transfert thermique transitoire 

d’un écoulement turbulent entre deux plaques parallèles de longueurL . A l’entrée du canal, le 

fluide est soumis à des perturbations sinusoïdales de température. Le terme de conduction axiale 

dans la plaque est pris en considération et le gradient transversal de température négligé (paroi 

supposée isotherme). Le modèle théorique utilisé introduit la diffusivité turbulente dans 

l’équation de l’énergie. 

Dans la paroi : 

( )
( )

( ) ( )2 2

22 2

, , , , , ,16
,fs

e

z X z X z X

z XCP

θ τ θ τ θ τ
α

τ

+ + +

+

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
    1 , 0 , 0z X Lδ τ+< < < < >    

( ),0,
0,

z

X

θ τ+∂
=

∂
                           1 , 0z δ τ+< < >  

( ), ,
0,

z L

X

θ τ+∂
=

∂
                            1 , 0z δ τ+< < >  

( ) ( ), ,
, , 0,i

X
B X

z

θ δ τ
θ δ τ+

∂
+ =

∂
     0 , 0X L τ< < > . 

Dans le fluide : 

( ) ( ) ( ), , , , , ,
( ) ( ) ,

T z X T z X T z X
W z z

X z
z

τ τ τ
ε

τ

+ + +
+ +

++

 ∂ ∂ ∂∂
 + =

∂ ∂ ∂  ∂ 

        0 1, 0, 0z X τ+< < > >  

( ),0, exp( ),T z iτ τ+ = Ω                     0 1, 0z τ+≤ ≤ >  

( )0, ,
0,

T X

z

τ
+

∂
=

∂
                               0, 0X τ> >  

A l’interface Solide-fluide: 

(1, , ) (1, , )T X Xτ θ τ=  

(1, , ) (1, , )
fs

T X X
k

z z

τ θ τ
+ +

∂ ∂=
∂ ∂

. 

En introduisant les températures complexes pour le fluide et le solide et en utilisant la 

méthode de la transformée intégrale généralisée, le problème se ramène à la recherche de valeurs 

et des vecteurs propres. Les variations d’amplitudes et des déphasages de la température 



Chapitre N° : 1                                                                                                                               19 
 

 

interfaciale sont représentées le long de l’écoulement pour différentes valeurs du paramètre β  

caractérisant la conduction axiale dans la plaque et pour deux valeurs du nombre de Reynolds  

4Re 10=  et 510   avec * 45.10a −=  et 35.10−  ( *a  est le rapport des capacités thermiques 

fluide/solide ). 

K. Mansouri et al. [32] construisent  un dispositif expérimental pour examiner la 

réponse thermique de la convection forcée turbulente de l’écoulement d’eau entre deux plaques 

parallèles, soumis à une température périodique à l’entrée. En pratique, un conduit à section 

rectangulaire de 2300 20mm× et une épaisseur de 5mm, est construit avec de l'acier. Les 

résultats expérimentaux (amplitude et déphasage) sont comparés avec ceux de obtenus par le 

modèle quasi-stationnaire et ceux de modèle analytique introduisant la diffusivité thermique 

turbulente. Les effets de la convection extérieure, la capacité thermique de la paroi et la 

conduction transversale dans la paroi épaisse sont considérés. L’auteur a conclu que pour des 

petites valeurs de la fréquence d’entrée, le modèle quasi-stationnaire est capable de prédire les 

températures de mélange ainsi que celles dans la paroi. Contrairement pour des fréquences 

élevés ( 0.05Hz≥ ), le modèle quasi-stationnaire devient inapplicable. 

B. Fourcher et K. Mansouri [33] traitent le même problème que [32], mais cette fois 

les résultats sont obtenus analytiquement.   

1.4. Quelques travaux récents utilisant la technique GITT 

Dans l’article [34] la Technique de la transformée Intégrale Généralisée est appliquée 

pour un problème transitoire d’une cavité carré soumise à un gradient de température, en 

considérant les propriétés fluides constantes ou variables. Les équations qui régissent 

l’écoulement laminaire (les équations de Navier-Stocks et l’équation de l’énergie) sont 

employées pour chercher la solution hybride (numérique-analytique) du problème de la 

convection naturelle.  

La même technique (GITT) est utilisée dans l’article [35], qui traite à nouveau la 

convection naturelle dans une cavité, en considérant une formulation transitoire pour l’équilibre 

énergétique et une formulation quasi-stationnaire pour le problème d’écoulement, mais le 

problème cette fois est tridimensionnel et la cavité est remplie d'une matière poreuse. 
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C.P. Naveira et al. [36] ont cherché une solution hybride de la convection forcée d’un 

écoulement fluide laminaire transitoire sur plaque plane, soumise aux variations arbitraires (dans 

le temps) du flux thermique, appliqué au-dessus de la paroi. La partie analytique de la solution 

hybride est basée sur la technique GITT. 

Plus récemment, en 2009, J. S. P. Guerrero et al. [37] Présentent une solution exacte 

de l’équation de transport linéaire advective-diffusive, avec des coefficients constants pour le 

régime transitoire et stationnaire. Une substitution mathématique classique transforme l'équation 

advective-diffusive originale en une équation uniquement diffusive. Le nouveau problème 

diffusif est résolu en utilisant la version classique de la Technique de Transformée Intégrale 

Généralisée (GITT). L’équation de transport est définie par : 

• Problème transitoire 

L’équation de transport : 

( ) ( ) ( ) ( )2, , ,
, , , , , , , , ,

T x y z t
R LT x y z t S x y z t x y z t

t

∂
+ + = ∇

∂
 

Les opérateursL  et 2∇  sont : 

L u v w R
x y z

λ∂ ∂ ∂≡ + + +
∂ ∂ ∂

 

2 2 2
2

2 2 2x y zD D D
x y z

∂ ∂ ∂∇ ≡ + +
∂ ∂ ∂

 

Les conditions initiales sont : 

( ) ( ), , ,0 , ,T x y z x y zρ= . 

• Problème quasi-stationnaire : 

L’équation de transport : 

( ) ( ) ( )2 , , , , , , , , ,T x y z t LT x y z t S x y z t∇ = + . 

avec 

u , v  et w  sont les composantes des vitesses  

λ  : le constant d’amortissement. 

xD , yD  et zD  sont les coefficients de diffusion. 
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( ), , ,S x y z t  : le terme source. 

R  : paramètre constant. 

1.5. Conclusion 

La convection forcée transitoire dans un conduit est un sujet très important, si on 

observe le nombre de publications présentées dans cette partie. L’ensemble de ces travaux 

marque une claire préférence pour les approches numériques et analytiques par apport à 

l’expérimentation très coûteuse financièrement.  

Du point de vue analytique, ces travaux portent sur le développement des 

méthodologies de résolution, en s’appuyant sur un nombre important d’hypothèses 

simplificatrices. Parmi les plus constables, on retiendra celle d’une paroi isotherme et parfois 

sans épaisseur. 

La recherche de modèle simplifié comme l’utilisation des corrélations semi empiriques 

(suffisantes aux yeux des industriels) sont également développés par certains auteurs. Ces 

solutions sont assujetties à de nombreuses critiques dans certaines conditions particulières.  

Le nombre de travaux consacrés à l’étude de l’écoulement laminaire est beaucoup plus 

important que celui consacré aux écoulements turbulents. Donc, notre contribution est venue 

compenser ce manque, en tenant compte de la conduction transversale dans la paroi. Le manque 

important de renseignement au sujet du modèle quasi-stationnaire nous a également conduit à 

étudier le comportement du coefficient d’échange en fonction de la fréquence d’entrée.   

La technique que nous allons adopter dans notre travail (GITT) donne une solution 

complète, qui reste toujours applicable pour la résolution analytique des problèmes de la 

convection forcée, en régime laminaire et turbulent. 
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Chapitre 2 : 

Etude analytique d’un écoulement turbulent entre deux plaques parallèles 

en régime périodique établi 

 

2.1. Description du problème  

On considère un conduit constitué de deux plaques parallèles d’épaisseur 2 1l R R= − , 

séparées par une distance 12R (fig. 2.1), et parcouru par un écoulement fluide en régime turbulent 

dont la température d’entrée varie périodiquement en fonction du temps. Les faces extérieures 

des parois échangent avec le milieu extérieur à température constanteT∞ . Ce qui peut se 

résumer par :  

 

� Des échanges convectifs (paroi-milieu extérieur). 

� Des échanges conducto-convectits (paroi-fluide caloporteur). 

� Diffusion dans la paroi (ce qui est ignoré autrefois dans les recherches antérieures 

en ce type de problèmes). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La résolution d’un tel problème passe le traitement simultané des équations de bilan 

dans les deux milieux, liquide et solide, liés par la condition d’égalité des flux thermiques et de 

températures (condition limite dite de type 4).  

2.2. Hypothèses simplificatrices   

0 
x  

Fig.2.1 : Géométrie du conduit considéré.  

Entrée thermique périodique 
        (Section chauffée)  

r  R1 
R2 

exth  

Flow 
Section non chauffée     

région d’établissement  

T∞  
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Vu la complexité du problème décrit ci-dessous, sa résolution analytique est quasiment 

impossible. Dans ce genre de situations, on utilise souvent des hypothèses simplificatrices à 

savoir : 

� Les propriétés thermo-physiques du fluide et du solide sont constantes. 

� Le terme de conduction axiale dans le fluide est négligeable dans l’équation 

d’énergie. Cette hypothèse est vérifiée dés que le nombre de Peclet est supérieur à 100 

[12, 41]. 

�  La conduction axile dans la paroi est négligeable devant la diffusion transversale.  

� Les termes de dissipation visqueuse et de convection naturelle sont négligeables. 

2.3. Formulation mathématique 

La formulation mathématique de ce problème s’écrit ; 

Région fluide : 

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )f f f

f h

T x r t T x r t T x r t
u r

t x r r
α ε

∂ ∂ ∂ ∂+ = + ∂ ∂ ∂ ∂ 
           10 , 0, 0r R x t< < > >       (2.1a) 

(0, , ) exp( )fT r t T T i tω∞= + ∆                               10 ,r R≤ ≤ 0>t                                             (2.1b) 

0

( , , )
0f

r

T x r t

r =

∂
=

∂
                                               ,0>x        0>t                                             (2.1c) 

Région solide : 

2

2

( , , ) ( , , )1s s

s

T x r t T x r t

r tα
∂ ∂=

∂ ∂
                              1 2, 0, 0R r R x t< < > >                                (2.1d) 

( , , )
( ( , , ) ) ,s

ext s s

T x r t
h T x r t T k

r∞
∂− = −

∂
               2r R=   ,0>x ² 0>t                                     (2.1e)  

Interface solide fluide :  

( , , ) ( , , )
,f s

f s

T x r t T x r t
k k

r r

∂ ∂=
∂ ∂

                          1r R= , ,0>x  0>t                                        (2.1f)                          

( , , ) ( , , ),f sT x r t T x r t=                                          1r R= , ,0>x  0>t                                      (2.1g)     

 

En introduisant les paramètres adimensionnels suivants: 
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1

,
r

R
η =   

2
1( / )( / )

,
Re.Pr
e ex D D Rξ =  

2
1

,ft

R

α
τ =  

2
1 ,

f

Rω
α

Ω =  1 ,ext
ext

s

h R
Bi

k
=  * 2

1

,
R

R
R

=  ,s

f

k

k
γ =    

,f

s

α
α

Γ =      2 1( ) ,
2s

s

R R
ωβ
α

= −     ( ) 1 ,h

f

εε η
α

= +      1

2 1

( )
,

( ) ( )
p f

p s

C R
a

C R R

ρ
ρ

+ ×
=

× −
                                   

 
( )

( ) ,
m

u r
W

u
η =      

( , , )
( , , ) ,f

f

T x r t T

T
θ ξ η τ ∞−

=
∆

    
( , , )

( , , ) ,s
s

T x r t T

T
θ ξ η τ ∞−=

∆
 

Le diamètre équivalent 14eD R= . 

Le problème sous forme adimensionnelle s’écrit : 

Région fluide : 

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )f f fW

θ ξ η τ θ ξ η τ θ ξ η τ
η ε η

τ ξ η η
∂ ∂ ∂ ∂+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

     0 1, 0, 0η ξ τ< < > >             (2.2a) 

(0, , ) exp( ),f iθ η τ τ= Ω                                           ,10 ≤≤η        0>τ                                    (2.2b) 

0

( , , )
0,f

η

θ ξ η τ
η =

∂
=

∂
                                              ,0>ξ            0>τ                                      (2.2c) 

Région solide : 

2

2

( , , ) ( , , )s sθ ξ η τ θ ξ η τ
η τ

∂ ∂= Γ
∂ ∂

                                *1 , 0, 0R tη ξ< < > >                                  (2.2d) 

( , , )
( , , ),s

ext sBi
θ ξ η τ θ ξ η τ

η
∂ = −

∂
                            * , 0, 0Rη ξ τ= > >                                      (2.2e) 

Interface solide fluide : 

( , , ) ( , , )
,f s

θ ξ η τ θ ξ η τγ
η η

∂ ∂=
∂ ∂

                                 1, 0, 0η ξ τ= > >                                       (2.2f)  

( , , ) ( , , ),f sθ ξ η τ θ ξ η τ=                                           1, 0, 0η ξ τ= > >                                       (2.2g) 

ou :           
Pr

( ) 1 1 ,
Pr

h m

f t v

ε εε η
α

= + = +                                                                                      (2.2h) 

Les modèles utilisés pour le profil des vitesses et la viscosité turbulente sont données en 

Annexe (1). Dans cette étude, on s’intéresse au régime périodique établi. La température de 

fluide et du solide sont cherchée en notation  complexe sous la forme : 

( , , ) ( , )exp( )f f iθ ξ η τ θ ξ η τ= Ω%                                                                                                  (2.3a) 

( , , ) ( , )exp( )s s iθ ξ η τ θ ξ η τ= Ω%                                                                                                 (2.3b) 
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En introduisant les expressions (2.3) dans le problème (2.2), on obtient le système: 

Région fluide : 

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )f f

fW i
θ ξ η θ ξ η

η ε η θ ξ η
ξ η η

 ∂ ∂∂= − Ω  ∂ ∂ ∂ 

% %
%         0,10 ><< ξη                               (2.4a) 

(0, ) 1,fθ η =%                                                                      ,10 ≤≤η                                          (2.4b)    

0

( , )
0,f

η

θ ξ η
η

=

∂
=

∂

%

                                                            ,0>ξ                                                (2.4c) 

Région solide :                          

22

2 *

( , )
2 ( , )

1
s s

si
R

θ ξ η β θ ξ η
η

∂  =  ∂ − 

%
%                                   *1 , 0,Rη ξ< < >                                (2.4d) 

( , )
( , ),s

ext sBi
θ ξ η θ ξ η

η
∂ = −

∂

%
%                                              * , 0,Rη ξ= >                                    (2.4e) 

Interface solide fluide : 

( , ) ( , )
,f s

θ ξ η θ ξ ηγ
η η

∂ ∂=
∂ ∂

% %

                                                  1, 0,η ξ= >                                      (2.4f) 

( , ) ( , ),f sθ ξ η θ ξ η=% %                                                            1, 0,η ξ= >                                     (2.4g) 

2.4. Méthode de résolution 

En introduisant le paramètre complexe (1 )s s iβ β= −% , la distribution de température 

dans le solide est mentionnée en Annexe (2). La distribution de température du fluide sera 

évaluée par la résolution du système suivant : 

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )f f

fW i
θ ξ η θ ξ η

η ε η θ ξ η
ξ η η

 ∂ ∂∂= − Ω  ∂ ∂ ∂ 

% %
%      0,10 ><< ξη                                  (2.5a) 

(0, ) 1,fθ η =%                                                                      ,10 ≤≤η                                          (2.5b)    

0

( , )
0,f

η

θ ξ η
η

=

∂
=

∂

%

                                                            ,0>ξ                                                (2.5c) 

( , )
( , ) 0,f

fH
θ ξ η

θ ξ η
η

∂
+ =

∂

%
%%                                               1, 0,η ξ= >                                      (2.5d) 
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Le paramètre complexe H%  intègre rigoureusement l’influence de la paroi sur 

l’écoulement, il est discuté en Annexe (2). Il s’écrit sous forme générale par : 

H HH R iG= +%  

Une solution formaliste du problème (2.5) est développée à travers la Technique de 

Transformée Intégrale Généralisée (GITT). Cependant, la solution complète exige le calcul  des 

valeurs propres (eigenvalues), fonctions propres (eigenfunctions) et la normalisation d’un 

système Sturm-Liouville complexe. Un problème auxiliaire aux valeurs propres est obtenu  à 

partir du système complexe originale (2.5) tel que :  

 0),()(
),(

)( 2 =+






 ηµψηµ
η

ηµψηε
η kk

k W
d

d

d

d
                  10 <<η                                         (2.6a) 

,0
),(

0

=
=ηη

ηµψ
d

d k                                                              ,0=η                                             (2.6b) 

 
( , )

( , ) 0,k
H kR

ψ µ η ψ µ η
η

∂ + =
∂

                                            ,1=η                                              (2.6c) 

En utilisant les fonctions propres ( ),( ηµψ k ) de ce système, nous définissons la 

transformé intégrale paire suivante : 

 

Inversion :               
1/ 2

1

1
( , ) ( , ) ( )f k k

k kN
θ ξ η ψ µ η θ ξ

∞

=

=∑% %                                               (2.7a) 

Transformée:          
1

1/2
0

( , )
( ) ( ) ( , )k

k f
k

W d
N

ψ µ ηθ ξ η θ ξ η η= ∫% %                                           (2.7b) 

Normalisation :        ∫=
1

0

2)],()[( ηηµψη dWN kk                                                       (2.7c) 

 

En multipliant l’équation (2.5a) par le terme : 

   ∫
1

0
2/1

),( ηηµψ
d

Nk

k                                                                                                       

 

le problème aux valeurs propres (2.6), les conditions aux limites (2.6c et 2.5d) sont utilisées pour 

obtenir l’équation ci-dessous : 
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2 *

1

( )
( ) ( ) 0k

k k kj j
j

d
i a

d

θ ξ µ θ ξ θ ξ
ξ

∞

=

+ + Ω =∑
%

% %                                                                                       (2.8a) 

 avec : 

1
* *

1/ 2
0

(1) ( ,1) ( ,1)1
( , ) ( , )

( )
k j H

kj jk k j
k j

G
a a d

N N

ε ψ µ ψ µ
ψ µ η ψ µ η η

 
= = + Ω 

∫                            (2.8b)    

La condition d’entrée est donnée par : 

1

1/ 2
0

( , )
(0) ( ) k

k k
k

f W d
N

ψ µ ηθ η η= = ∫%                                                                                               (2.8c)    

 

Le système (2.8) forme un ensemble infini d’équations différentielles linéaire de 

premier ordre. Cet ensemble peut être remplacé par un nombre fini d’équations couplées si un 

nombre de termes suffisamment grand est considéré dans la sommation qui apparaît dans 

l’équation (2.8a). L’équation (2.8)  s’écrite sous forme matricielle : 

{ } { } 0)(][)(' =+ ξξ XAX                                                                                                            (2.9a) 

 

avec la condition initiale : 

{ } { }fX =)0(                                                                                                                              (2.9b) 

 

où l’indice prime ('), dénote la première dérivé par apport àξ , le vecteur { })(ξX  et { }f sont 

définis par : 

{ } { }TNX ),(
~

......,),........(
~

),(
~

)( 21 ξθξθξθξ =                                                                                  (2.9c) 

{ } { }Nffff ...,,........., 21=                                                                                                          (2.9d) 

 

Les éléments )( kja  de la matrice ][ A  sont définis par : 

)()( *2
kjkkjkj aia Ω+= µδ                               Njk ,........,2,1, =                                                    (2.9e) 

 

*
kja  est défini par l’équation (2.8b) et kjδ est le symbole de Kronecker. 





=
1

0
kjδ    

jk

jk

=
≠

                                                                                                                        (2.9f) 
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Pour résoudre le système (2.9), nous supposons que la matrice ][ A a un ensemble 

complet de N  vecteurs propres linéairement indépendants. Nous cherchons une solution  de la 

forme : 

{ } { } λξξ −= eVX )(                                                                                                                       (2.10) 

où les valeurs propres et les vecteurs propres, respectivementλ  et { }V seront calculés. 

En introduisant l’équation (2.10) dans l’équation (2.9a), nous obtenons le système d’équations 

algébriques homogènes suivant : 

{ }{ }[ ] [ ] 0A I Vλ− =                                                                                                                   (2.11) 

 

][ I  est la matrice unitaire. L’équation (2.11) permet de déterminer les valeurs propres et les 

vecteurs propres de la matrice complexe[ ]A . La solution du problème (2.9) peut être écrite sous 

forme d’une combinaison linéaire des solutions fondamentales sous la forme : 

{ } { } { })(.......)()( )()1(
1 ξξξ N

N XcXcX ++=                                                                              (2.12a) 

ou 

{ } { } { } ξλξλξ NeVceVcX N
N

−− ++= )()1(
1 .......)( 1                                                                           (2.12b) 

 

Les vecteurs { } { } { }(1) (2) ( ), ,.............., NX X X  forment l’ensemble des solutions fondamentales 

de l’équation (2.9). Le système équations (2.12b) peut être écrit sous la forme : 

{ } { }CX )]([)( ξξ Ψ=                                                                                                                 (2.12c) 

 

)]([ ξΨ  est la matrice fondamentale du système (2.8), elle est définie par : 























=Ψ

−−

−−

ξλξλ

ξλξλ

ξ

N

N

evev

evev

N
NN

N

)()1(

)(
1

)1(
1

...

.....

.....

.....

...

)]([

1

1

 

 

Pour déterminer les constantes d’intégration{ }C , il faut satisfaire la condition initiale 

(2.9b) et obtenir le système d’équations algébriques linéaires suivant : 

{ } { }fC =Ψ )]0([                                                                                                                       (2.13a) 
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][)]0([ )( j
kv=Ψ                   Njk ,,.........2,1, =                                                                         (2.13b) 

 

où  )( j
kv  sont les éléments de la matrice )]0([Ψ . 

 

Connaissons les valeurs propres, les vecteurs propres  et les coefficients{ }C , la 

fonction { }( )X ξ  (représente la distribution de température transformée ( )kθ ξ% ) peut être 

déterminée, ainsi la fonction ( , )fθ ξ η% est également obtenue par la formule inverse (2.6a). En 

notant que la température adimensionnelle ( , , )fθ ξ η τ  est reliée à la fonction ( , )fθ ξ η%  par 

l’équation (3), le flux de chaleur à la paroi est évalué à partir de sa définition : 

1 1

( , , ) ( , ) i
wq e τ

η η

θ ξ η τ θ ξ η
η η

Ω

= =

∂ ∂= − = −
∂ ∂

%

                                                                             (2.14a) 

avec : 

'
1/ 2

1
1

( , ) 1
( ,1) ( )f

k k
k kN

η

θ ξ η
ψ µ θ ξ

η

∞

==

∂
− =

∂ ∑
%

%                                                                                 (2.14b) 

 

La température moyenne est également déterminée à partir de sa définition : 

1

0

( , ) ( ) ( , , )b W dθ ξ τ η θ ξ η τ η= ∫                                                                                                  (2.15) 

Les équations (2.14) et (2.15) sont des quantités complexes, la distribution des 

températures, le flux de chaleur à la paroiwq  et la température de mélange peuvent être écrits 

respectivement en coordonnées polaires tels que : 

{ }( , , ) ( , )exp [ ( )]f A iθ ξ η τ ξ η τ φ ξ= Ω +                                                                                    (2.16) 

{ }( )exp [ ( )]w f fq A iξ τ φ ξ= Ω +                                                                                                 (2.17) 

{ })]([exp)(),( ξφτξτξθ bbb iA +Ω=                                                                                          (2.18) 

avec ( , )A ξ η  et ( )φ ξ  sont respectivement l’amplitude et le déphasage. 
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2.5. Résultats et commentaires 

Pour un couple des matériaux donné 25s fk kγ = = et un rapport géométrique 

*
2 1 1.5R R R= = ( * 1 50thr Rγ= − = ), le choix des valeurs desβ  dépendra des paramètresΩ  

et a+  ( 22 th sa r β+Ω = ). Ce choix doit couvrir une grande partie de conditions opératoires tels 

que le cas des échangeurs de chaleurs. Le nombre de Reynolds est choisi entre 410  et 610 . 

 

• Température interfaciale 

 

 

 

   

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
*/t τ  

Fig. 2.2 : Température interfaciale 
en 0.1ξ =  pour différentes valeurs deΩ , 

avec 5Re 10= , 0extBi =  et 0.001a+ = . 
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L’évaluation temporelle des températures interfaciales est présentée dans les figures 

(2.2), (2.3) et (2.4). Ces figures, révèlent que l’amplitude de la température interfaciale diminue 

de manière monotone et le déphasage augmente avec l’augmentation duξ  (le long du conduit) 

et de la fréquence adimensionnelle 2
1 fRω αΩ = . Alors, avec l’augmentation de fα  il y’a une 

diminution de déphasage. Puisque fα accélère la diffusion de la chaleur. 

 

• Température de mélange 

La température de mélange appelée aussi température moyenne, est représentée par les 

figures (2.5), (2.6) et (2.7) pour les mêmes valeurs des paramètres , , ,s exta Biβ ξ+ et thr . 

L’allure de ces courbes est similaire à celle des températures interfaciales. Notons que dans les 

cas de grandes valeurs deΩ , l’atténuation des amplitudes (amortissement) pour la température 

moyenne est moins rapide que celle de la température interfaciale. 
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Fig. 2. 3 : Température interfaciale pour 
différentes valeurs deξ , avec 0.01Ω =  

5Re 10= , 0extBi =  et 0.001a+ = . 

 

Fig. 2.4 : Température interfaciale pour 
différentes valeurs deξ , avec 0.02Ω =  

5Re 10= , 0extBi =  et 0.001a+ = . 
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Fig. 2.5 : Température moyenne  pour 
différentes valeurs deΩ  en 0.1ξ = , 

avec 5Re 10= , 0extBi =  et 0.001a+ = . 
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 / 2τ πΩ  

Fig. 2.6 : Température moyenne pour  
différentes valeurs deξ , avec 0.01Ω =  

5Re 10= , 0extBi =  et 0.001a+ = . 
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Fig. 2.7 : température moyenne pour  
différentes valeurs deξ , avec 0.02Ω =  

5Re 10= , 0extBi =  et 0.001a+ = . 
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• Flux thermique à l’interface fluide-paroi  

Le flux thermique transversal à l’interface fluide paroi est donné  par l’expression : 

'
1/ 2

1
1

( , ) 1
( ,1) ( )f

k k
k kN

η

θ ξ η
ψ µ θ ξ

η

∞

==

∂
− =

∂ ∑
%

% . 

Soit en coordonnées polaire : 

{ }
1

( , , )
( )exp [ ( )]f

f fA i
η

θ ξ η τ
ξ τ φ ξ

η =

∂
− = Ω +

∂
 

 

Les figures (2.8) et (2.9) présentent les variations de l’amplitude et du déphasage du 

flux thermique pariétale le long du conduit, pour différentes valeurs dea+  

avec 1.0=Ω et 0=extBi . On remarque, qu’à l’entrée du conduit (/ ex D
 
petit) l’amplitude du 

flux thermique est grande pour les petites valeurs de a+ . Pour les grandes distances (loin de 

l’entrée), l’amplitude du flux thermique diminue rapidement. 
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Fig. 2.8 : Amplitude du flux thermique à la 
paroi pour  différentes valeurs dea+ , 

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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/ ex D   
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Fig. 2.9 : Déphasage  du flux thermique à 
la paroi pour  différentes valeurs dea+ , 

avec 0.1Ω = , 5Re 10= et 0extBi = . 
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• Influence du paramètre a+ sur les températures de mélange et interfaciale  

Le paramètre a+  est défini comme étant le rapport des capacités thermiques de fluide 

et de solide. Selon [12, 41], le choix des valeurs de a+ est souvent inférieur à 1, donc dans cette 

étude on se limite aux valeurs de a+ allant de -55 10×  à -15 10× . 

Les variations de l’amplitude et du déphasage des températures moyenne et intrfaciale sont 

présentées sur les figures  (2.10), (2.11), (2.12) et (2.13), pour les valeurs 

de 55.10a+ −= , 45.10− , 35.10− 25.10−  et 15.10− , avec 0.1Ω =  et 0extBi = . 
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Fig. 2.10 : Amplitude  de la température 
moyenne pour  différentes valeurs dea+ , 

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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Fig. 2.11 : Amplitude  de la température 
interfaciale pour  différentes valeurs dea+ , 

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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Les figures (2.10) et (2.11) montrent que l’atténuation des amplitudes le long du 

conduit augmente avec la diminution du paramètrea+ , c'est-à-dire avec l’augmentation de la 

capacité thermique du solide. D’un autre coté, cette atténuation est beaucoup plus importante 

pour la température interfaciale. 

 

Les figures (2.12) et (2.13) présentent respectivement le déphasage de la température de 

mélange et de la température interfaciale, on remarque que le déphasage évolue selon une 

fonction linéaire de /x De (ou : 16( / ) Re Prex Dξ = ), loin de l’entrée du conduit. Pour des 

valeurs très grandes de a+  ( 15.10a+ −= ), le déphasage a une tangente très faible, ce qui 

correspond à l’état stationnaire. Pour des basses capacités thermiques, le déphasage est plus 

important et augmente avec l’augmentation deξ . 
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Fig. 2.12 : Déphasage de la température 
moyenne pour  différentes valeurs dea+ , 

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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Fig. 2.13 : Déphasage de la température 
interfaciale pour  différentes valeurs dea+ , 

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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• Diffusion transversale  

Nous nous intéressons ici à la diffusion transversale dans le fluide pour différentes 

distances dés l’entrée du conduit. A cet effet, les figures (2.14) et (2.15) présentent 

respectivement les profiles transversaux de l’amplitude et du déphasage de température de fluide 

pour différentes / ex D  (ou ξ ) dans le cas 1sβ = , 0.001a+ =  et 0extBi = . La figure (2.14) 

montre que l’amplitude des températures diminue avec l’augmentation de la distance dés le 

centre du conduit, cela révèle l’existence d’un gradient transversale de température. Ce gradient 

est d’autant plus important qu’on s’éloigne de l’entrée du conduit. 

 

Contrairement, dans la figure (2.15), on montre que le déphasage est moins important à 

l’entrée du conduit, puis il augmente avec l’augmentation de la distance axiale. D’une autre 

manière, à partir d’une distance / e thx D L=   ces profiles sont stabilisés. 
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Fig. 2.14 : Profile transversal de  
l’amplitude de la température pour  
différentes valeurs de / ex D , avec 

5Re 10= , 0.001a+ =  et 0extBi = . 

/ 1

/ 2

/ 5

/ 10

e

e

e

e th

x D

x D

x D

x D L

=
=
=
≥ =

 

η  



Chapitre N° : 2                                                                                                                               37                           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Influence du nombre de Biot 

Touts les résultats présentés jusqu’à ici, considèrent que la paroi externe du conduit est 

isolée du milieu extérieur ( 0extBi = ). Pour cette raison dans les figures (2.16), (2.17), (2.18) et 

(2.19) on montre l’influence du nombre de Biot sur les amplitudes et les déphasages de la 

température de mélange le long de conduit pour les deux cas : 0.045sβ =  et 1.41sβ = . 

 

Les figures (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19) montrent l’influence du nombre Biot (fuite 

vers l’extérieur). On remarque, que pour des faibles capacités thermiques du 

conduit 0.045sβ = , les effets de la convection sur l’amplitude et le déphasage du signale 

thermique sont importants. Jusqu’à un nombre 50extBi = considéré comme une limite. Par 

ailleurs, pour des grandes capacités thermiques1.41sβ = , l’amortissement le long du conduit est 

important et le nombre de Biot n’à aucune influence notable sur ce dernier.  
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Fig. 2.15 : Profile transversal de  
déphasage de la température de fluide  pour  
différentes valeurs de / ex D , avec 

5Re 10= , 0.001a+ =  et 0extBi = . 
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Fig. 2.18 : Amplitude de la température 
moyenne pour  différentes valeurs deextBi  

avec 5Re 10= , 45 10a+ −= ×  et 0.1Ω =  

( 1.41sβ = ). 
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Fig. 2.19 : Déphasage de la température 
moyenne pour  différentes valeurs deextBi  

avec 5Re 10= , 45 10a −= ×  et 0.1Ω =  

( 1.41sβ = ). 
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Fig. 2.16 : Amplitude de la température 
moyenne pour  différentes valeurs deextBi  

avec 5Re 10= , 15 10a+ −= ×  et 0.1Ω =  

( 0.045sβ = ). 

Fig. 2.17 : Déphasage de la température 
moyenne pour  différentes valeurs deextBi  

avec 5Re 10= , 15 10a+ −= ×  et 0.1Ω =  

( 0.045sβ = ). 
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• Discussion de l’hypothèse d’isothermicité  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.20 : Comparaison de l’amplitude de 
la température moyenne pour  différentes 
valeurs de sβ  avec 5Re 10= , 31 10a+ −= ×  

0.1Ω =  et 0extBi = . 

 

1.41

1.00

0.31

s

s

s

β
β
β

=
=
=

 

/ ex D  

bA  

Avec conduction  
Sans conduction 

 

1.41

1.00

0.31

s

s

s

β
β
β

=
=
=

 

bφ  

Avec conduction  
Sans conduction 

Fig. 2.21 : Comparaison de déphasage de la 
température moyenne pour  différentes 
valeurs de sβ  avec 5Re 10= , 31 10a+ −= ×  

0.1Ω =  et 0extBi = . 
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Fig. 2.23 : Comparaison de déphasage de la 
température interfaciale pour  différentes 
valeurs de sβ  avec 5Re 10 ,=  31 10 ,a+ −= ×  

0.1,Ω =  et 0extBi = . 
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Fig. 2.22 : Comparaison de l’amplitude de 
la température interfaciale pour  différentes 
valeurs de sβ  avec 5Re 10 ,=  31 10 ,a+ −= ×  

0.1,Ω =  et 0extBi = . 
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Les figures (2.20), (2.21), (2.22) et (2.23) montrent l’évolution de l’amplitude et du 

déphasage de la température moyenne et interfaciale respectivement, le long du conduit pour les 

deux cas : avec et sans diffusion dans la paroi. Ces figures dévoilent que l’hypothèse 

d’isothermicité reste valable, si seulement les valeurs de sβ  sont très petites ( 0.31sβ ≤ ). 

Contrairement, dans les cas des grandes valeurs de Sβ  ( 0.31sβ > ), cette hypothèse n’est  plus 

valable. 

 

• Influence de a+  pour différente Biot 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les figures (2.24) et (2.25) montrent l’influence du rapport des capacités thermiques 

a+  sur l’amplitude de la température axiale pour les cas de 0extBi =  et 50extBi =  avec 0.1Ω =  

et 5Re 10= . Il est claire que, pour une paroi ayant une grande capacité thermique (faible valeur 

de a+ ), La  chaleur stockée au sein de la paroi est dominante en comparant avec celle transférée 

à l’extérieur par convection. 

 

Fig. 2.24 : Amplitude et déphasage de la 
température moyenne pour  différentes 
valeurs dea+  avec 5Re 10 ,=  0.1,Ω =  

et 0extBi = . 

 

/ ex D  

bA  

Amplitude 
Déphasage  

1

3

4

5

5 10

5 10

5 10

5 10

a

a

a

a

+ −

+ −

+ −

+ −

= ×
= ×
= ×
= ×

 

 

Fig. 2.25 : Amplitude et déphasage de la 
température moyenne pour  différentes 
valeurs dea+  avec 5Re 10 ,=  0.1,Ω =  

et 50extBi = . 
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• Influence  du nombre de Reynolds 

Les figures (2.26) et (2.27) présentent la variation de l’amplitude de la température 

moyenne pour différentes valeurs du nombre de Reynolds. On remarque que l’augmentation du 

nombre de Reynolds engendre un amortissement  moins rapide le long du conduit, et un 

déphasage moins important. Les figures  (2.28) et (2.29) montrent que, la quantité de chaleur 

transférée du fluide vers la paroi s’accroît avec l’accroissement du nombre de Reynolds. 

Cependant, il est montré sur les figures (2.26) et (2.27) que l'influence du nombre de Reynolds 

sur l'amplitude est moins significative  pour des valeurs de sβ   plus élevé. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.26 : Amplitude et déphasage de la 
température moyenne pour  différentes 
valeurs du nombre de Reynolds avec 

0.001,a+ =  0.01,Ω =  et 0extBi = . 
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Fig. 2.27 : Amplitude et déphasage de la 
température moyenne pour  différentes 
valeurs de nombre de Reynolds avec 

0.001,a+ =  1,Ω =  et 0extBi = . 
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• Influence de l’épaisseur du conduit 

Pour voir clairement l’effet  de l’épaisseur sur le transfert thermique nous allons fixer 

les propriétés thermo-physiques de fluide et de solide. 

,1==Γ
f

s

α
α

  ,25==
f

s

K

Kγ  

 

Les figures (2.30) et (2.31) montrent que, pour une paroi isolée ( 0extBi = ), 

l’amortissement des amplitudes augmente avec l’augmentation de l’épaisseur jusqu’à une valeur 

limite (ligne en rose) ou une autre augmentation de l’épaisseur n’a aucune signification. 

Contrairement, dans le cas ou 10extBi = , l’augmentation de l’épaisseur engendre une diminution 

de l’amortissement jusqu’à la même valeur limite ( 0extBi = ). Ce phénomène revient que, pour 

une paroi isolée l’augmentation de l’épaisseur donne une augmentation de la capacité thermique 

de la paroi. Tandis que pour 10extBi = ,  l’augmentation de l’épaisseur donne une augmentation 

de la résistance thermique. 

 

 

fA

 

/ ex D  

Fig. 2.28 : Evolution de l’amplitude du flux 
thermique à la paroi pour  différentes 
valeurs de nombre de Reynolds, 
avec 0.001a+ = , 0.1Ω =  et 0extBi = . 
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Fig. 2.29 : Evolution de déphasage  du flux 
thermique à la paroi pour  différentes 
valeurs de nombre de Reynolds, 
avec 0.001a+ = , 0.1Ω =  et 0extBi = . 
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Fig. 2.30 : Amplitude de la température 
moyenne pour  différentes valeurs*R , 

avec 1Ω =  et 5Re 10= . 
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Fig. 2.31 : Amplitude de la température 
moyenne pour  différentes valeurs*R , 

avec 1Ω =  et 5Re 10= . 
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2.6. Etude des cas limites : cas d’une paroi isotherme 

Dans cette partie de travail nous employons la même méthodologie utilisée par Kakac 

et Li [30]. 

 

2.6.1. Description du problème  

Nous considérons ici le même problème traité précédemment (la convection forcée à 

l'intérieur d’un conduit à deux plaques parallèles), Mais cette fois on néglige la diffusion 

transversale dans la paroi.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.6.2. Formulation mathématique 

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )f f f

f h

T x y t T x y t T x y t
u y

t x y y
α ε

∂ ∂ ∂ ∂+ = + ∂ ∂ ∂ ∂ 
        10 , 0, 0y R x t< < > >     (2.19a) 

(0, , ) ( )exp( )fT y t T T y i tω∞= + ∆                                                   10 ,y R≤ ≤   0>t              (2.19b) 

0

( , , )
0f

y

T x y t

y =

∂
=

∂
                                                                        ,0>x   0>t                      (2.19c)    

( )2 1

( , , ) ( , , )
( ( , , ) ) ( ) 0,f f

ext f f p p

T x y t T x y t
h T x y t T k C R R

y t
ρ∞

∂ ∂
− + + − =

∂ ∂
     ,0>x   0>t      (2.19d) 

 

En introduisant les paramètres adimensionnels suivants : 
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Fig.2.32 : géométrie du conduit considéré.  
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Le problème sous forme adimensionnelle s’écrit :  

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )f f fW

θ ξ η τ θ ξ η τ θ ξ η τ
η ε η

τ ξ η η
∂ ∂ ∂ ∂+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

           0,0,10 >><< τξη        (2.20a) 

(0, , ) ( )exp( ),f iθ η τ θ η τ= ∆ Ω                                      ,10 ≤≤η     0>τ                               (2.20b) 

0

( , , )
0,f

η

θ ξ η τ
η =

∂
=

∂
                                                     ,0>ξ      0>τ                                   (2.20c) 

( , , ) ( , , )1
( , , ) 0,f f

ext fBi
a

θ ξ η τ θ ξ η τ
θ ξ η τ

η τ+

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
     ,1=η      ,0>ξ      0>τ                    (2.20d) 

 

La température dans le fluide est cherchée en notation complexe sous la forme : 

( , , ) ( , )exp( )f f iθ ξ η τ θ ξ η τ= Ω%                                                                                                 (2.21) 

             

En introduisant l’expression (2.21) dans le problème (2.20), on obtient : 

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )f f

fW i
θ ξ η θ ξ η

η ε η θ ξ η
ξ η η

 ∂ ∂∂= − Ω  ∂ ∂ ∂ 

% %
%         0,10 ><< ξη                             (2.22a) 

(0, ) ( ),fθ η θ η= ∆%                                                                ,10 ≤≤η                                     (2.22b)    

0

( , )
0,f

η

θ ξ η
η

=

∂
=

∂

%

                                                               ,0>ξ                                           (2.22c) 

( , )
( , ) ( , ),f

ext f f

i
Bi

a

θ ξ η
θ ξ η θ ξ η

η
∂ Ω+ = −

∂

%
% %                            ,1=η   ,0>ξ                              (2.22d) 

 

La température adimensionnelle à l’entrée est donnée par : 

2( ) 1.035 0.098 1.04θ η η η∆ = + −                                                                                           (2.22) 

 

2.6.3. Méthode de résolution 

Une solution formaliste du problème (2.22) est développée à travers la technique de la 

transformée intégrale généralisée (GITT). Donc un problème auxiliaire aux valeurs propres est 

obtenu  de système complexe original (2.22) : 

0),()(
),(

)( 2 =+






 ηµψηµ
η

ηµψηε
η kk

k W
d

d

d

d
                  10 <<η                                        (2.23a) 
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,0
),(

0

=
=ηη

ηµψ
d

d k                                                              ,0=η                                           (2.23b) 

,0
),(

),( =+
η

ηµψηµψ
d

d
Bi k

kext                                            ,1=η                                           (2.23c) 

 

On utilisant les fonctions propres ( ),( ηµψ k ) de ce système, nous définissons la 

transformé intégrale paire suivant : 

Inversion :               
1/ 2

1

1
( , ) ( , ) ( )f k k

k kN
θ ξ η ψ µ η θ ξ

∞

=

=∑% %                                             (2.24a) 

Transformée:         
1

1/2
0

( , )
( ) ( ) ( , )k

k f
k

W d
N

ψ µ ηθ ξ η θ ξ η η= ∫% %                                          (2.24b) 

Normalisation :      ∫=
1

0

2)],()[( ηηµψη dWN kk                                                       (2.24c) 

 

En multipliant l’équation (2.22a) par le terme : 

                              ∫
1

0
2/1

),( ηηµψ
d

Nk

k .                                                                                                        

le problème aux valeurs propres (2.23), les conditions aux limites (2.22d) et (2.23c) sont utilisées 

pour obtenir l’équation ci-dessous : 

0)(
~

)(
~)(

~

1

*2 =Ω+= ∑
∞

=

ξθξθµ
ξ

ξθ
j

j
kjkk

k ai
d

d
                                                                                  (2.25a) 

 où  

1
* *

1/ 2
0

(1) ( ,1) ( ,1)1
( , ) ( , )

( )
k j

kj jk k j
k j

a a d
N N a

ε ψ µ ψ µ
ψ µ η ψ µ η η+

 
= = + 

 
∫                               (2.25b)    

 

La condition d’entrée est donnée par : 

1

1/ 2
0

( , )
(0) ( ) ( ) k

k k
k

f W d
N

ψ µ ηθ η θ η η= = ∆∫%                                                                            (2.25c)    

 

Donc en poursuivant les mêmes étapes citées précédemment dans la première partie, 

nous arriverons à la solution finale. 

{ }( , , ) ( , )exp [ ( )]f A iθ ξ η τ ξ η τ φ ξ= Ω +                                                                                   (2.26a) 
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{ }( )exp [ ( )]w f fq A iξ τ φ ξ= Ω +                                                                                               (2.26c) 

{ }( , ) ( )exp [ ( )]b b bA iθ ξ τ ξ τ φ ξ= Ω +                                                                                       (2.26d) 

avec ( , )A ξ η  et )(ξφ  sont respectivement l’amplitude et le déphasage. 

2.6.4. Comparaison des résultats 

Dans un but de comparaison et validation, Les figures (2.33) et (2.34) donnent une 

comparaison graphique des résultats (Amplitude de la température axiale), et les tableaux (2.1) 

(2.2) portent les valeurs numériques de la température en fonction deξ , obtenus par la présente 

étude et celles obtenus par Kakaç et Li [30]. La comparaison des résultats relève une bonne 

satisfaction sur le plan de précision. 
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Fig. 2.33 : L’effet du rapport de capacité 
thermique sur l’amplitude de la 
température axiale pour ,1=extBi  5Re 10=  

et 1Ω = .  

Kakac et Li [30] 
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Fig. 2.34 : L’effet du rapport de capacité 
thermique sur l’amplitude de la 
température axiale pour 10,extBi =  

5Re 10=  et 1Ω = . 
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Table. 2.1 : Comparaison de l’amplitude de la température axiale avec des valeurs données par 
Kakac et Li [30], pour 5Re 10= , 1,Ω = 1extBi =  et différentes valeurs dea+ . 

 )0,(ξA  

0.5a+ =  0.1a+ =  8.5 3a e+ = −  5 5a e+ = −  

ξ  
Kakac et 
Li [30] 

Présente 
étude 

Erreur 
% 

Kakac et 
Li [30] 

Présente 
étude 

Erreur 
% 

Kakac et 
Li [30] 

Présente 
étude 

Erreur 
% 

Kakac et 
Li [30] 

Présente 
étude 

Erreur 
%  

0.0000 1.0000 1.0019 0.19 1.0000 1.0019 0.19 1.0000 1.0019 0.19 1.0000 1.0019 0.19 
0.0175 0.6936 0.7019 0.83 0.6784 0.6904 1.20 0.3163 0.2943 2.20 0.2265 0.2865 6.00 
0.0350 0.6783 0.6895 1.12 0.6538 0.6658 1.20 0.1232 0.1114 1.18 0.0615 0.0433 1.82 
0.0525 0.6735 0.6774 0.39 0.6344 0.6422 0.78 0.0532 0.0421 1.11 0.0229 0.0101 1.28 
0.0700 0.6557 0.6654 0.97 0.6097 0.6193 0.96 0.0229 0.0159 0.70 0.0076 0.0023 0.53 
0.0875 0.6488 0.6537 0.49 0.5898 0.5973 0.75 0.0076 0.0060 0.16 0.0000 0.0005 0.05 
0.1000 0.5945 0.5981 0.36 0.4878 0.4984 1.06 0.0000 0.0000 0.00 0.0000 0.0000 0.00 

 
 
  
Table. 2.2 : Comparaison de l’amplitude de la température axiale avec des valeurs données par 
Kakac et Li [30], pour 5Re 10 ,=  1,Ω =  10=Bi  et différentes valeurs dea+ . 

 )0,(ξA  

0.5a+ =  8.5 3a e+ = −  5 5a e+ = −  

ξ  

Kakac et 
Li [30] 

Présente 
étude 

Erreur 
% 

Kakac et 
Li [30] 

Présente 
étude 

Erreur 
% 

Kakac et 
Li [30] 

Présente 
étude 

Erreur 
% 

0.0000 1.0000 1.0019 0.19 1.0000 1.0019 0.19 1.0000 1.0019 0.19 
0.0175 0.6217 0.6245 0.28 0.3343 0.3191 1.52 0.2399 0.2841 4.42 
0.0350 0.5392 0.5393 0.01 0.3344 0.3180 1.64 0.0611 0.0422 1.89 
0.0525 0.4645 0.4657 0.12 0.0613 0.0545 0.68 0.0183 0.0097 0.86 
0.0700 0.3955 0.4022 0.67 0.0244 0.0225 0.19 0.0000 0.0022 0.22 
0.0875 0.3417 0.3473 0.56 0.0183 0.0093 0.90 0.0000 0.0005 0.05 
0.1000 0.6460 0.6680 2.20 0.0000 0.0001 0.01 0.0000 0.0000 0.00 
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2.7. Etude des cas limites : cas d’une paroi mince à température constante   

Dans cette partie de travail nous poursuivons la même méthodologie utilisée par Kim et 

Özisik [28]. 

 

2.7.1. description de problème 

Dans ce qui va suivre, nous allons considérer que la paroi conserve une température 

constante 0T , et une épaisseur négligeable pour toute la longueur du conduit (fig. 2.35). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.7.2. Formulation mathématique   

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )f f f

f h

T x y t T x y t T x y t
u y

t x y y
α ε

∂ ∂ ∂ ∂+ = + ∂ ∂ ∂ ∂ 
       10 , 0, 0y R x t< < > >      (2.27a) 

0(0, , ) exp( )fT y t T T i tω= + ∆                                                      10 ,y R≤ ≤     0>t               (2.27b) 

0

( , , )
0f

y

T x y t

y =

∂
=

∂
                                                                     ,0>x           0>t                 (2.27c)    

1 0( , , )T x R t T=                                                                              ,0>x           0>t                (2.27d)        

   

En introduisant les paramètres adimensionnels suivants : 

 
1

,
y

R
η =   

16 /
,

Re Pr
ex Dξ =  

2
1

,ft

R

α
τ =  

2
1 ,

f

Rω
α

Ω =  

 ,
)(

)(
mu

yu
W =η  ( ) 1 ,h

f

εε η
α

= +      0( , , )
( , , ) ,f

f

T x y t T

T
θ ξ η τ

−
=

∆
 

 

0T  

Fig.2.35 : Géométrie du conduit considéré.  

y  
1R  x  

0 
Entrée thermique périodique 
        (Section chauffée)  
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Section non chauffée     

région d’établissement  
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Le problème sous forme adimensionnelle s’écrit :  

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )f f fW

θ ξ η τ θ ξ η τ θ ξ η τ
η ε η

τ ξ η η
∂ ∂ ∂ ∂+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

          0 1, 0, 0η ξ τ< < > >      (2.28a) 

(0, , ) exp( ),f iθ η τ τ= Ω                                                              ,10 ≤≤η      0>τ                 (2.28b) 

0

( , , )
0,f

η

θ ξ η τ
η =

∂
=

∂
                                                                  ,0>ξ            0>τ                (2.28c) 

( ,1, ) 0,fθ ξ τ =                                                                             ,0>ξ            0>τ               (2.28d) 

 

La température dans le fluide est cherchée en notation complexe sous la forme : 

( , , ) ( , )exp( )f f iθ ξ η τ θ ξ η τ= Ω%                                                                                                 (2.29) 

 

En introduisant l’expression (2.3) dans le problème (2.2), on obtient : 

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , )f f

fW i
θ ξ η θ ξ η

η ε η θ ξ η
ξ η η

 ∂ ∂∂= − Ω  ∂ ∂ ∂ 

% %
%      0 1, 0η ξ< < >                               (2.30a) 

(0, ) 1,fθ η =%                                                                       ,10 ≤≤η                                       (2.30b)    

0

( , )
0,f

η

θ ξ η
η

=

∂
=

∂

%

                                                             ,0>ξ                                             (2.30c) 

( ,1) 0,fθ ξ =%                                                                       ,0>ξ                                             (2.30d) 

 

2.7.3. Méthode de résolution 

Avec la méthode GITT un problème auxiliaire aux valeurs propres est obtenu  de 

système complexe original (2.30). 

0),()(
),(

)( 2 =+






 ηµψηµ
η

ηµψηε
η kk

k W
d

d

d

d
                  10 <<η                                        (2.31a) 

,0
),(

0

=
=ηη

ηµψ
d

d k                                                                                                                  (2.31b) 

,0)1,( =kµψ                                                                                                                             (2.31c) 

 

En utilisant les fonctions propres ( ),( ηµψ k ) de ce système, nous définissons la 

transformé intégrale paire suivant. 
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Inversion :               
1/ 2

1

1
( , ) ( , ) ( )f k k

k kN
θ ξ η ψ µ η θ ξ

∞

=

=∑% %                                             (2.32a) 

Transformée:          
1

1/2
0

( , )
( ) ( ) ( , )k

k f
k

W d
N

ψ µ ηθ ξ η θ ξ η η= ∫% %                                         (2.32b)                                 

Normalisation :        ∫=
1

0

2)],()[( ηηµψη dWN kk                                                     (2.32c) 

En multipliant l’équation (2.4a) par le terme :  

   ∫
1

0
2/1

),( ηηµψ
d

Nk

k . 

 

Le problème des valeurs propres (2.31), les conditions aux limites (2.31c) et (2.30d) sont 

utilisées pour obtenir l’équation ci-dessous : 

0)(
~

)(
~)(

~

1

*2 =Ω+= ∑
∞

=

ξθξθµ
ξ

ξθ
j

j
kjkk

k ai
d

d
                                                                                  (2.23a) 

 

La condition d’entrée est donnée par : 

∫==
1

0
2/1

),(
)()0(

~ ηηµψηθ d
N

Wf
k

k
kk                                                                                            (2.33b) 

où 

∫==
1

0
2/1

** ),(),(
)(

1 ηηµψηµψ d
NN

aa jk
jk

jkkj                                                                          (2.33c)     

 

Donc en poursuivant les mêmes étapes citées précédemment dans la première, partie 

nous arriverons à la solution finale. 

{ }( , , ) ( , )exp [ ( )]f A iθ ξ η τ ξ η τ φ ξ= Ω +                                                                                   (2.34a) 

{ }
1

( , , )
( )exp [ ( )]f

w f fq A i
η

θ ξ η τ
ξ τ φ ξ

η =

∂
= − = Ω +

∂
                                                               (2.34b) 

{ })]([exp)(),( ξφτξτξθ bbb iA +Ω=                                                                                         (2.34c) 

avec ( , )A ξ η  et )(ξφ  sont respectivement l’amplitude et le déphasage. 
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2.7.4. Comparaison des résultats  

Une comparaison graphique est affichée sur les figures (2.36), (2.37), (2.38) et (2.39) 

en montrant l’évolution de déphasage de la température moyenne en fonction de la distance 

axiale pour différentes valeurs de la fréquence adimensionnelleΩ , et différents nombres de 

Reynolds. Les tableaux (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6) portent des valeurs numériques de déphasage 

de température moyenne pour différentes positions (/ ex D ), obtenus par la présente étude et 

celles obtenus par Kim et Özisik [28]. Donc, de point de vue de précision la comparaison des 

résultats relève une bonne satisfaction.    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

2=Ω  

5.0=Ω  

1.0=Ω  

bφ  

/ ex D  

1=Ω  

Fig. 2.37 : Variation de déphasage de 
température moyenne le long du conduit  
pour différentes valeurs de Ω  et 5Re 10= . 

Présente étude 
Kim et Özisik [28] 

 

2=Ω  

5.0=Ω  

1.0=Ω  

/ ex D  

1=Ω  

Fig. 2.36 : Variation de déphasage de 
température moyenne le long du conduit  
pour différentes valeurs de Ω  et 410Re=  

bφ  

Présente étude 
Kim et Özisik [28] 
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Table. 2.3 : Comparaison de déphasage de la température moyenne avec des valeurs données par 
Kim et Özisik [28], pour 410Re=  et différentes valeurs deΩ . 

 ( / )b ex Dφ  

Ω=2 Ω=1 Ω=0.5 Ω=0 

/ ex D
 

Kim et 
Özisik [28] 

Présente 
étude 

Erreur 
% 

Kim et 
Özisik [28] 

Présente 
étude 

Erreur 
%  

 Kim et 
Özisik [28] 

Présente 
étude 

Erreur 
%  

Kim et 
Özisik [28]  

Présente 
étude 

Erreur 
%  

5 0.0210 0.0215 0.23 0.0105 0.0108 0.14 0.0052 0.0054 0.09 0.0011 0.0011 0.00 
15 0.0629 0.0643 0.66 0.0315 0.0321 0.28 0.0157 0.0161 0.19 0.0031 0.0032 0.04 
30 0.1259 0.1284 1.19 0.0629 0.0642 0.61 0.0315 0.0321 0.28 0.0063 0.0064 0.04 
45 0.1888 0.1925 1.76 0.0944 0.0963 0.90 0.0472 0.0481 0.42 0.0094 0.0096 0.09 
50 0.2100 0.2139 1.85 0.0950 0.0969 0.90 0.0525 0.0535 0.47 0.0105 0.0107 0.09 

 
 
 
Table. 2.4 : Comparaison de déphasage de la température moyenne avec des valeurs données par 
Kim et Özisik [28], pour 510Re=  et différentes valeurs deΩ . 

 ( / )b ex Dφ  

Ω=2 Ω=1 Ω=0.5 Ω=0 

/ ex D
 

Kim et 
Özisik [28] 

Présente 
étude 

Erreur 
% 

Kim et 
Özisik [28] 

Présente 
étude 

Erreur 
%  

 Kim et 
Özisik [28] 

Présente 
étude 

Erreur 
%  

Kim et 
Özisik [28]  

Présente 
étude 

Erreur 
%  

5 0.0022 0.0022 0.00 0.0011 0.0011 0.00 0.0005 0.0006 0.45 0.0001 0.0001 0.00 
15 0.0066 0.0067 0.45 0.0033 0.0033 0.00 0.0016 0.0017 0.45 0.0003 0.0003 0.00 
30 0.0132 0.0134 0.90 0.0066 0.0067 0.45 0.0033 0.0033 0.00 0.0007 0.0007 0.00 
45 0.0198 0.0201 1.36 0.0099 0.0100 0.45 0.0049 0.0050 0.45 0.0010 0.0010 0.00 
50 0.0220 0.0223 1.36 0.0110 0.0111 0.45 0.0055 0.0056 0.45 0.0011 0.0011 0.00 

 

410Re=  

510Re =  

5105Re ×=  

/ ex D  

4105Re ×=  

Fig. 2.39 : Variation de déphasage de la  
température moyenne le long du conduit  
pour différentes valeurs du nombre de 
Reynolds et Ω =2. 

bφ  

Kim et Özisik [28] 
Présente étude 

 

410Re=  

510Re =  
5105Re ×=  

/ ex D  

4105Re ×=  

Fig. 2.38 : Variation de déphasage de la 
température moyenne le long du conduit  
pour différentes valeurs de nombre du 
Reynolds et Ω =0.5. 

bφ  

Kim et Özisik [28] 
Présente étude 
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Table. 2.5 : Comparaison de déphasage de la température moyenne avec des valeurs données par 
Kim et Özisik [28], pour 0.5Ω =  et différentes valeurs du nombre de Reynolds. 

 ( / )b ex Dφ  

4Re 10=  4Re 5 10= ×  5Re 10=  5Re 5 10= ×  
/ ex D  Kim et 

Özisik [28] 
Présente 

étude 
Erreur 

% 
Kim et 
Özisik 
[28] 

Présente 
étude 

Erreur 
%  

 Kim et 
Özisik 
[28] 

Présente 
étude 

Erreur 
%  

Kim et Özisik 
[28]  

Présente 
étude 

Erreur 
%  

5 0.0052 0.0054 0.38 0.0011 0.0011 0.00 0.0005 0.0006 0.45 0.0001 0.0001 0.00 
15 0.0158 0.0161 0.57 0.0033 0.0033 0.00 0.0016 0.0017 0.45 0.0003 0.0003 0.00 
30 0.0315 0.0321 1.14 0.0066 0.0066 0.45 0.0033 0.0033 0.00 0.0007 0.0007 0.00 
45 0.0473 0.0481 1.52 0.0099 0.0100 0.45 0.0049 0.0050 0.45 0.0010 0.0010 0.00 
50 0.0525 0.0535 1.90 0.0110 0.0111 0.45 0.0055 0.0056 0.45 0.0011 0.0011 0.00 

 
 

Table. 2.6 : Comparaison de déphasage de la température moyenne avec des valeurs données par 
Kim et Özisik [28], pour 2Ω =  et différentes valeurs du nombre de Reynolds. 

 ( / )b ex Dφ  

4Re 10=  4Re 5 10= ×  5Re 10=  5Re 5 10= ×  
/ ex D  Kim et 

Özisik [28] 
Présente 

étude 
Erreur 

% 
Kim et 

Özisik [28] 
Présente 

étude 
Erreur 

%  
 Kim et 

Özisik [28] 
Présente 

étude 
Erreur 

%  
Kim et Özisik 

[28]  
Présente 

étude 
Erreur 

%  
5 0.0210 0.0215 0.23 0.0044 0.0045 0.04 0.0022 0.0022 0.00 0.0004 0.0005 0.04 
15 0.0630 0.0643 0.61 0.0132 0.0133 0.04 0.0066 0.0067 0.04 0.0013 0.0014 0.04 
30 0.1260 0.1284 1.14 0.0264 0.0266 0.09 0.0132 0.0134 0.09 0.0026 0.0027 0.04 
45 0.1890 0.1925 1.66 0.0396 0.0399 0.14 0.0198 0.0201 0.14 0.0040 0.0040 0.00 
50 0.2100 0.2139 1.85 0.0440 0.0443 0.14 0.0220 0.0223 0.14 0.0044 0.0045 0.04 

 
 
2.8. Conclusion 

L’analyse physique des résultats issus du modèle ici développé, peut être suffisante 

pour comprendre le phénomène de la convection forcée turbulente en régime périodique. Toute 

fois on montre que : 

� L’amortissement des amplitudes suit une fonction exponentielle le long du 

conduit. Il est plus important pour les grandes capacités thermiques du conduit. le 

déphasage est une fonction linéaire loin de l’entrée du conduit. 

� L’effet du nombre Biot est notable pour des faibles valeurs des capacités 

thermiques du conduit. 

� L’hypothèse d’iso-thermicité des parois du conduit n’est retenue que pour des 

faibles épaisseurs, faible fréquence d’entrée et/ou grandes rapport des capacités thermiques.     

� L’augmentation de l’amortissement des amplitudes long du conduit peut être 

aussi engendrée par le décroissement du nombre de Reynolds. Cependant, pour un nombre 

de Reynolds élevé, les échanges thermiques avec le milieu extérieur sont plus importants. 

� Les modèles utilisés dans la présente étude donnent des résultats bien 

comparables avec les littératures [28, 30]. 
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Chapitre 3 : 

Etude analytique d’un écoulement turbulent dans un conduit 

cylindrique avec diffusion dans la paroi 

 

3.1. Introduction   

Les écoulements dans les conduits cylindriques sont les plus répandus dans l’industrie, 

comparativement aux écoulements dans les conduits à plaques parallèles. Une étude détaillée des 

écoulements fluides dans un conduit cylindrique est nécessaire. 

Dans ce chapitre, nous allons résoudre analytiquement les équations qui régissent 

l’écoulement fluide dans un conduit cylindrique par la méthode GITT en comparant avec 

l’écoulement entres deux plaques parallèles. 

 

3.2. Description du problème  

Nous considérons ici la convection forcée turbulente à l'intérieur d’un conduit 

cylindrique, parcourue par un écoulement fluide complètement établi. La température à l’entrée 

varie périodiquement dans le temps (fig.3.1). La conduction transversale (suivantr ) dans la 

paroi est prise en considération. 

    

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.1 : Géométrie du conduit considéré.  
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3.3. Formulation mathématique  

Région fluide : 

( , , ) ( , , ) ( , , )1
( ) ( )f f f

f h

T x r t T x r t T x r t
u r r

t x r r r
α ε

∂ ∂ ∂ ∂+ = + ∂ ∂ ∂ ∂ 
     10 , 0, 0r R x t< < > >        (3.1a) 

(0, , ) exp( )fT r t T T i tω∞= + ∆                                   10 ,r R≤ ≤    0>t                                      (3.1b) 

0

( , , )
0f

r

T x r t

r =

∂
=

∂
                                                    ,0>x         0>t                                       (3.1c) 

Région solide : 

( , , ) ( , , )1 1s s

s

T x r t T x r t
r

r r r tα
∂ ∂∂   = ∂ ∂ ∂ 

                      1 2, 0, 0R r R x t< < > >                         (3.1d) 

( , , )
( ( , , ) ) ,s

ext s s

T x r t
h T x r t T k

r∞
∂− = −

∂
                     2r R=   ,0>x  0>t                                 (3.1e)  

Interface solide fluide :  

( , , ) ( , , )
,f s

f s

T x r t T x r t
k k

r r

∂ ∂=
∂ ∂

                                1r R=   ,0>x  0>t                                 (3.1f)   

( , , ) ( , , ),f sT x r t T x r t=                                               1r R=   ,0>x  0>t                                 (3.1g)  

 

En introduisant les paramètres adimensionnels : 

 
1

,
r

R
η =    

2
1( / )( / )

,
Re Pr
e ex D D Rξ =    

2
1

,ft

R

α
τ =    

2
1 ,

f

Rω
α

Ω =    1 ,ext
ext

s

h R
Bi

k
=     * 2

1

,
R

R
R

=    ,s

f

k

k
γ =        

,f

s

α
α

Γ =        2 1( ) ,
2s

s

R R
ωβ
α

= −        ( ) 1 ,h

f

εε η
α

= +      1

2 1

( )
,

( ) ( )
p f

p p

C R
a

C R R

ρ
ρ

+ ×
=

× −
     

( )
( ) ,

m

u r
W

u
η =       

( , , )
( , , ) ,f

f

T x r t T

T
θ ξ η τ ∞−

=
∆

      
( , , )

( , , ) ,s
s

T x r t T

T
θ ξ η τ ∞−=

∆
 

 

Le problème s’écrit sous forme adimensionnelle :  

Région fluide : 

( , , ) ( , , ) ( , , )1
( ) ( )f f fW

θ ξ η τ θ ξ η τ θ ξ η τ
η η ε η

τ ξ η η η
∂ ∂ ∂ ∂+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

     0 1, 0, 0η ξ τ< < > >       (3.2a) 

(0, , ) exp( ),f iθ η τ τ= Ω                                             ,10 ≤≤η   0>τ                                       (3.2b) 
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0

( , , )
0,f

η

θ ξ η τ
η =

∂
=

∂
                                                ,0>ξ            0>τ                                    (3.2c) 

Région solide : 

( , , ) ( , , )1 s sθ ξ η τ θ ξ η τη
η η η τ

 ∂  ∂∂ = Γ ∂ ∂ ∂ 
                  *1 , 0, 0R tη ξ< < > >                              (3.2a)  

,s
ext sBi

θ θ
η

∂ = −
∂

                                                       * , 0, 0Rη ξ τ= > >                                 (3.2b)  

Interface solide fluide : 

( , , ) ( , , )
,f s

θ ξ η τ θ ξ η τγ
η η

∂ ∂=
∂ ∂

                                   1, 0, 0η ξ τ= > >                                  (3.2d)  

( , , ) ( , , ),f sθ ξ η τ θ ξ η τ=                                             1, 0, 0η ξ τ= > >                                  (3.2e)  

 

Comme le régime périodique est établi, les températures dans le fluide et dans la paroi solide 

sont écrites en notation complexes tels que : 

( , , ) ( , )exp( )

( , , ) ( , )exp( )

f f

s s

i

i

θ ξ η τ θ ξ η τ

θ ξ η τ θ ξ η τ

= Ω

= Ω

%

%
                                                                                                  (3.3) 

 

En introduisant l’expression (3.3) dans le système (3.2), on obtient le système : 

Région fluide : 

( , ) ( , )1
( ) ( ) ( , )f f

fW i
θ ξ η θ ξ η

η η ε η θ ξ η
ξ η η η

 ∂ ∂∂= − Ω  ∂ ∂ ∂ 

% %
%      0 1, 0η ξ< < >                          (3.4a) 

(0, ) 1,fθ η =%                                                                ,10 ≤≤η                                                (3.4b)    

0

( , )
0,f

η

θ ξ η
η

=

∂
=

∂

%

                                                       ,0>ξ                                                     (3.4c) 

Région solide :                     

2

*

( , )1
2 ( , )

1
s s

si
R

θ ξ η βη θ ξ η
η η η

 ∂∂  =   ∂ ∂ −  

%
%                 *1 , 0,Rη ξ< < >                                  (3.4d) 

( , )
( , ),s

ext sBi
θ ξ η θ ξ η

η
∂ = −

∂

%
%                                           * , 0,Rη ξ= >                                       (3.4e) 
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 Interface solide fluide : 

( , ) ( , )
,f s

θ ξ η θ ξ ηγ
η η

∂ ∂=
∂ ∂

% %

                                               1, 0,η ξ= >                                       (3.4f)      

( , ) ( , ),f sθ ξ η θ ξ η=% %                                                         1, 0,η ξ= >                                      (3.4g) 

 

3.4. Méthode de résolution  

En introduisant le paramètre complexe (1 )s s iβ β= −% , la distribution de température 

dans le solide est mentionnée en annexe (2). La distribution de température dans la veine fluide 

est évaluée avec la résolution du système suivant : 

 

( , ) ( , )1
( ) ( ) ( , )f f

fW i
θ ξ η θ ξ η

η η ε η θ ξ η
ξ η η η

 ∂ ∂∂= − Ω  ∂ ∂ ∂ 

% %
%       0 1, 0η ξ< < >                         (3.5a) 

(0, ) 1,fθ η =%                                                                          ,10 ≤≤η                                      (3.5b) 

0

( , )
0,f

η

θ ξ η
η

=

∂
=

∂

%

                                                                ,0>ξ                                            (3.5d) 

( , )
( , ) 0.f

fH
θ ξ η

θ ξ η
η

∂
+ =

∂

%
%%                                                   1, 0,η ξ= >                                 (3.5e) 

 

Le paramètre complexe H%  intègre le rôle de la paroi sur l’écoulement. Il est exprimé en annexe 

(2). Il s’écrit en forme générale :  

H HH R iG= +%                                                                                                                              

 

En utilisant la Technique de Transformée Intégrale Généralisée (GITT). Le problème 

auxiliaire aux valeurs propres est obtenu  à partir du système complexe original (3.5) : 

   

2( , )1
( ) ( ) ( , ) 0k

k k

dd
W

d d

ψ µ ηη ε η µ η ψ µ η
η η η

  + = 
 

            10 <<η                                           (3.6a) 

,0
),(

0

=
=ηη

ηµψ
d

d k                                                              ,0=η                                             (3.6b) 

 
( , )

( , ) 0,k
H kR

ψ µ η ψ µ η
η

∂ + =
∂

                                            ,1=η                                              (3.6c) 
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avec : 

Inversion :             
1/ 2

1

1
( , ) ( , ) ( )f k k

k kN
θ ξ η ψ µ η θ ξ

∞

=

=∑% %                                                       (3.7a) 

Transformée:        
1

1/ 2
0

( , )
( ) ( ) ( , )k

k f
k

W d
N

ψ µ ηθ ξ η η θ ξ η η= ∫% %                                                (3.7b) 

Normalisation :       
1

2

0

( )[ ( , )]k kN W dη η ψ µ η η= ∫                                                           (3.7c) 

En multipliant l’équation (3.5a) par le terme : 

   
1

1/ 2
0

( , )k

k

d
N

ψ µ ηη η∫ .                                                                                                                     (3.8) 

 

Et en utilisant les conditions aux limites (3.6c) et (3.5e), on abouti au système différentielle ci-

dessous : 

2 *

1

( )
( ) ( ) 0k

k k kj j
j

d
i a

d

θ ξ µ θ ξ θ ξ
ξ

∞

=

+ + Ω =∑
%

% %                                                                                       (3.9a) 

 avec  

1
* *

1/ 2
0

(1) ( ,1) ( ,1)1
( , ) ( , )

( )
k j H

kj jk k j
k j

G
a a d

N N

ε ψ µ ψ µ
η ψ µ η ψ µ η η

 
= = + Ω 

∫                       (3.9b)    

 

La condition d’entrée est donnée par : 

1

1/2
0

( , )
(0) ( ) k

k k
k

f W d
N

ψ µ ηθ η η η= = ∫%                                                                                           (3.9c)    

 

En appliquant les mêmes étapes que dans le chapitre précédent, nous arriverons à la 

solution finale : 

{ }( , , ) ( , )exp [ ( )]f A iθ ξ η τ ξ η τ φ ξ= Ω +                                                                                   (3.10a) 

{ }( )exp [ ( )]w f fq A iξ τ φ ξ= Ω +                                                                                               (3.10c) 

{ }( , ) ( )exp [ ( )]b b bA iθ ξ τ ξ τ φ ξ= Ω +                                                                                        (3.10d) 

 

),( ηξA  et )(ξφ  sont respectivement l’amplitude et le déphasage des températures et du flux 

thermique à la paroi. 
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3.5. Résultats et commentaires  

• Influence de la géométrie des conduits (effets dea+ )  

Les figures (3.2) et (3.3) montrent respectivement, l’évolution des amplitudes et 

déphasages de la température moyenne le long des conduits (plaques parallèles et conduit 

cylindrique) pour différentes valeurs dea+

 avec 5Re 10=  , 0.1Ω =  et 0extBi = . On remarque 

que  pour des valeurs de a+  élevées, la géométrie du conduit n’a quasiment aucun effet sur le 

l’amortissement de la température de mélange. Lorsque a+  diminue, l’amortissement est 

beaucoup plus important dans la configuration cylindrique que dans le cas de deux plaques 

parallèles. Pour le déphasage, notons que ce dernier est beaucoup plus important dans le tube 

cylindrique. 
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Fig. 3.2 : Amplitude  de la température 
moyenne pour  différentes valeurs dea+ , 

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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Fig. 3.3 : Déphasage  de la température  
moyenne pour  différentes valeurs dea+ , 

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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Fig. 3.4 : Amplitude  de la température à 
l’interface pour  différentes valeurs dea+  

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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Fig. 3.5 : Déphasage de la température à 
l’interface pour  différentes valeurs dea+  

avec 0.1Ω =  5Re 10=  et 0extBi = . 
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Fig. 3.6 : Amplitude du flux thermique à la 
paroi pour  différentes valeurs dea+  

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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Fig. 3.7 : Déphasage du  flux thermique à 
la paroi  pour  différentes valeurs dea+  

avec 0.1Ω = , 5Re 10=  et 0extBi = . 
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Les figures (3.4) et (3.5) montrent respectivement, l’évolution des amplitudes et 

déphasages de la température d’interface le long des conduits pour différentes valeurs dea+

 

avec 5Re 10=  , 0.1Ω =  et 0extBi = . On remarque que l’amortissement est plus important dans 

les plaques parallèles à l’entrée du conduit, mais loin de l’entrée, l’amortissement dans le tube 

cylindrique devient plus important. De plus, le conduit cylindrique présente à l’entrée un 

déphasage moins important. On note aussi que pour des valeurs élevées de a+  la géométrie n’a 

pas une grande influence. 

 

Les figures (3.6) et (3.7) montrent respectivement, l’évolution des amplitudes et 

déphasages du flux thermique à la paroi le long des conduits (plaques parallèles et conduit 

cylindrique) pour différentes valeurs dea+
 avec 5Re 10=  , 0.1Ω =  et 0extBi = . L’influence de 

la géométrie sur le flux thermique est la même que celle notée pour la température d’interface, 

puisque le flux thermique à la paroi est fortement dépendant de la température d’interface.       

 

• Influence de la géométrie (effets du nombre de Reynolds) 
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Fig. 3.8 : Amplitude de la température 
moyenne pour différentes valeurs du 
nombre de Reynolds, avec 0.1Ω = , 

0.001a+ =  et 0extBi = . 

 

fA

 

ξ  

Fig. 3.9 : Amplitude du flux thermique à  la 
paroi pour différentes valeurs du nombre 
de Reynolds, avec 0.1Ω = , 0.001a+ =  

et 1extBi = . 
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Les figures (3.8) et (3.9) montrent respectivement, l’évolution des amplitudes et 

déphasages de la température moyenne et du flux thermique à la paroi pour différentes valeurs de 

nombre de Reynolds avec 0.001a+ = , 0.1Ω =  et 0extBi = . Les effets de la géométrie sur 

l’amplitude de la température moyenne restent remarquables. Cependant,  pour le cas du flux 

thermique à la paroi, et avec un nombre de Reynolds faible, la géométrie n’a pas une importante 

influence sur l’amplitude. 

 

• Influence de la géométrie en fonction du nombre de Biot ( extBi )   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les figures (3.10) et (3.11) montrent respectivement, l’évolution des amplitudes et 

déphasages de la température moyenne le long des conduits pour différentes valeurs du nombre 

de Biot ( extBi ) avec 0.1Ω = , 38.5 10a+ −= ×  et 5Re 10= . Les courbes montrent que les écarts 
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Fig. 3.10 : Amplitude de la température 
moyenne pour différentes valeurs du 
nombre de Biot, avec 0.1Ω = , 5Re 10=  

et 38.5 10a+ −= × . 
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Fig. 3.11 : Déphasage de la température 
moyenne pour différentes valeurs du 
nombre de Biot, avec 0.1Ω = , 5Re 10=  

et 38.5 10a+ −= × . 
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(amplitude et déphasage) entre les deux géométries ne semblent pas être influencés par le 

nombre de Biot. 

 

• Influence de la géométrie en fonction deΩ   

Les figures (3.12) et (3.13) montrent respectivement, l’évolution des amplitudes et 

déphasages de la température moyenne le long des conduits pour différentes valeurs deΩ . Pour 

une faible fréquence d’entée ( 0.01Ω ≤ ), les températures moyennes sont presque de mêmes 

valeurs, mais avec l’accroissement de la fréquence d’entrée ( 0.01Ω ≥ ) les effets de la géométrie 

se font remarquer.    
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Fig. 3.12 : Amplitude de la température 
moyenne pour différentes valeurs deΩ , 

avec 0extBi = , 38.5 10a+ −= ×  et 5Re 10= . 
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Fig. 3.13 : Déphasage de la température 
moyenne pour différentes valeurs deΩ , 

avec 0extBi = , 38.5 10a+ −= ×  et 5Re 10= . 
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3.6. Conclusion   

L’objectif principale de ce chapitre est de voir l’influence et les effets de la géométrie 

du conduit sur la réponse du signale thermique. Nous retenons que : 

 

� l’amortissement et le déphasage sont beaucoup plus importants dans la 

configuration cylindrique que dans le cas du conduit à deux plaques parallèles.  

� Le rôle de la géométrie n’est pas fortement influencé par le nombre de Reynolds 

ainsi que le nombre de Biot.  

� Les écarts en amplitude et en phase le long du conduit sont plus importants pour 

les petites valeurs du rapport des capacités thermiques a+ , Ce constat est plus visible pour 

la température du mélange (cf. fig. 3.2 et 3.3). Inversement les grandes valeurs deΩ , 

favorisent l’augmentation des écarts (amplitude et déphasage) entre les deux géométries 

plane et cylindrique.   



Chapitre N° : 4                                                                                                                               66 

 

Chapitre 4 :  

Etude analytique du modèle quasi-stationnaire 

4.1. Introduction  

Le fonctionnement des équipements thermiques est souvent simulé dans la pratique par 

des modèles simplifiés faisant intervenir des corrélations d’origine expérimentales, valable en 

régime permanent de fonctionnement. L’intérêt  de ces modèles est de simplifier la résolution 

analytique du problème. L’utilisation de ces modèles pour la modélisation des transferts thermo-

convectifs en régime instationnaire ne peut se faire sans précautions [12]. 

Le coefficient d’échange inth  tiré des corrélations expérimentales dépend de :  

• La nature du régime d’écoulement (turbulent ou laminaire). 

• La géométrie du canal (plane, cylindrique ou autre). 

• La nature du fluide considéré (eau, gaz, liquide métal, etc.). 

• Les conditions thermiques à la paroi (flux constant, température constante, etc.). 

On propose donc, dans ce qui suit, d’envisager la possibilité d’extension du concept 

classique du coefficient d’échange (modèle quasi-stationnaire) pour le cas d’un écoulement 

fluide turbulent dans un conduit (cylindrique ou plan) en régime périodique établi.   

 

4.2. description  

Le même problème traité dans le chapitre précédent sera résolu dans cette partie avec 

l’approche quasi-stationnaire (QSA) qui utilise un coefficient de transfert de chaleur constant à 

l’interface solide fluide. 

int
2

2 int 1
int

int
int 2

( , , )
( ( ,1, ) ( , ))

2

2

2

f
f bm

m

S

m

Nu

h R
Nu

k

Nu
Bi

θ ξ η τ
θ ξ τ θ ξ τ

η

γ

−

−

−

 ∂
− = − ∂


=



=


                         ,1=η  ,0>ξ  0>τ                     (4.1) 

m=0: plaques parallèles

m=1: conduit cylindrique




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4.3. Formulation mathématique  

Le problème sous forme adimensionnelle s’écrit :  

int
12 2

( , , ) ( , , )
( ( , , ) ( , ))

2
b b

f bm

Nu
η

θ ξ η τ θ ξ η τ θ ξ η τ θ ξ τ
τ ξ =−

∂ ∂+ = −
∂ ∂

      0, 0ξ τ> >                           (4.2a) 

)exp(),0( ττθ Ω= ib                                                 0, 0ξ τ= >                                              (4.2b) 

Région solide : 

( , , ) ( , , )1 m s s
m

θ ξ η τ θ ξ η τη
η η η τ

 ∂  ∂∂ = Γ ∂ ∂ ∂ 
               *1 , 0, 0R tη ξ< < > >                             (4.2c) 

( , , )
( , , ),s

ext sBi
θ ξ η τ θ ξ η τ

η
∂ = −

∂
                               * , 0, 0Rη ξ τ= > >                                 (4.2d)  

Interface solide fluide : 

int

( , , )
( ( , , ) ( , ))f

f bBi
θ ξ η τ

θ ξ η τ θ ξ τ
η

∂
= −

∂
               1, 0,η ξ= >                                              (4.2e) 

 

En introduisant les températures complexes : 

( , ) ( )exp( ),

( , , ) ( , )exp( )

b b

s s

i

i

θ ξ τ θ ξ τ
θ ξ η τ θ ξ η τ

 = Ω


= Ω

%

%
                                                                                                (4.3) 

 

Le système d’équation devient: 

Région fluide : 

int
12 2

( )
( ) ( ( , ) ( ))

2
b

b f bm

Nu
i η

θ ξθ ξ θ ξ η θ ξ
ξ =−

∂Ω + = −
∂

%
% % %            *1 , 0,Rη ξ< < >                                 (4.4a) 

(0) 1bθ =                                                                       0,ξ =                                                    (4.4b) 

Région solide :                    

2

*2

( , )1
2 ( , ),

1
m s s

sm
i

R

θ ξ η βη θ ξ η
η η η

 ∂∂  =   ∂ ∂ −  

%
%         *1 , 0,Rη ξ< < >                                   (4.4c) 

( , )
( , ),s

ext sBi
θ ξ η θ ξ η

η
∂ = −

∂

%
%                                           * , 0,Rη ξ= >                                      (4.4d) 

Interface solide fluide : 

int

( , )
( ( , ) ( )),f

f bBi
θ ξ η

θ ξ η θ ξ
η

∂
= −

∂

%
% %                              1, 0,η ξ= >                                         (4.4e) 
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La distribution de la température moyenne est obtenue par : 

0

( ) exp ( )b d
ξ

θ ξ σ ξ ξ
 

= − 
 
∫%                                                                                                          (4.5a) 

avec : 
int
2 2

( )
( ) (1 ( 1))

2
( )

m

Nu
i

i

ξσ ξ ϑ η

σ ξ α β
−

 = Ω + − =

 = +

                                                                             (4.5b) 

 

La solution finale du problème est donnée par : 

))(sin()(),( ξφτξτξθ bbb A −Ω=                                                                                               (4.6a) 

avec : 
( ) exp( )

( )
b

b

A ξ α ξ
φ ξ β ξ

= −
 =

                                                                                                      (4.6b) 

 

La distribution de température dans la région fluide est exprimée  par : 

( , ) ( ) ( ),f bθ ξ η θ ξ ϑ η= ×% %                                                                                                               (4.7)  

 

La fonction ( )ϑ η est donnée dans le cas des plaques parallèles ( 0)m= tel que : 

int * *
( ) ( , ) cos sin

1 1
s s

s

G
Bi

R F R

β η β ηϑ η ϕ β
    

= +    − −    

% %
%                                                                   (4.8a) 

avec :

* *

* * *

* *

* * *

int
int

int int* * * *

sin cos
1 1 1

cos sin
1 1 1

( , )

sin sin
1 1 1 1

s s s
ext

s s s
ext

s

s s s s

R R
G Bi

R R R

R R
F Bi

R R R

Bi
Bi

G G
Bi Bi

R R F R R F

β β β

β β β

ϑ β
β β β β


    
 = −   − − −    


   
= +    − − −   

=
       

+ + −      − − − −       

% % %

% % %

% % % %










               (4.8b) 

 

 

Dans le cas du conduit cylindrique( 1)m=  la fonction ( )ϑ η  devient:                                                           

int 0 0* *
( ) ( , )

1 1
s s

s

G
Bi J Y

R F R

β η β ηϑ η ϕ β
    

= +    − −    

% %
%                                                                      (4.9a) 
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avec :

* *

1 0* * *

* *

0 1* * *

int
int

1 1 int 0 0* * * * *

1 1 1

1 1 1

( , )

1 1 1 1

s s s
ext

s s s
ext

s

s s s s s

R R
G J Bi J

R R R

R R
F Bi Y Y

R R R

Bi
Bi

G G
J Y Bi J Y

R R F R R F R

β β β

β β β

ϑ β
β β β β β

   
= −   − − −   

   
= −   − − −   

=
        

+ + +        − − − − −        

% % %

% % %

%

% % % % %

1












  
  

  

(4.9b) 

 

 

4.4. Etude des cas limites   

• Flux nul et température imposée à la paroi   

Le coefficient d’échange externeexth  caractérise les échanges paroi-milieu extérieur, la 

condition (2.3e) peut se ramener à une condition de flux nul, si ces échanges sont minimisés par 

calorifugeage de la paroi externe ( 0exth = ). Le rapport des fonctions 
G

F
 contenu dans la 

fonction ( )ϑ ξ  devient alors :  

 

Pour m=0 : 

*

*
tan .

1
sRG

F R

β 
=  − 

%

                                                                                                    (4.10a) 

Pour m=1 : 

*

1 *

*

1 *

1
.

1

s

s

R
J

RG

F R
Y

R

β

β

 
 − =
 
 − 

%

%
                                                                                                     (4.10b) 

 

La condition de température imposée correspond à une conductivité thermique très petite de la 

paroi du conduit. Nous donnons, pour les deux configurations géométriques, les expressions du 

rapport 
G

F
 :  
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Pour m=0 :   

*

*
cot .

1
sRG

F R

β 
=  − 

%

                                                                                                    (4.10c)    

Pour m=1 : 

*

0 *

*

0 *

1
.

1

s

s

R
J

RG

F R
Y

R

β

β

 
 − =
 
 − 

%

%
                                                                                                    (4.10b) 

 

• Paroi mince et/ou capacité thermique du conduit très importante  

Pour une épaisseur mince et une capacité thermique de paroi très importante, la 

fonction ( )σ ξ  devient :  

 

Pour m=0 :  

* * 2 2 *
int

2 * * 2 2 * * 2
int

(1 ) (1 )
( )

4 (1 ) (1 ) (1 )
s ext s ext

s ext s ext

Nu R Bi R Bi R
i

R Bi R Bi R Bi R

β βσ ξ δ
β β
 − + − += +  − + − + + − 

% %

% %
              (4.11a) 

 

Si  de plus la paroi est isolée de l’extérieur ( 0extBi = ), l’expression 2 *
s extBi Rβ%  devient 

négligeable devant les autre termes de l’équation  (4.11a). La fonction ( )σ ξ s’écrit alors : 

  

2

*
int

2
int

*

1( )
4

1 4

s
ext

s
ext

BiNu Ri
Nu

Bi
R

βγ γ
σ ξ δ

βγ γ

 
− −= +  

 − +
  − 

%

%
                                                                         (4.11b) 

 

Pour m=1 : 
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s
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R
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R
i Nu

R
R R Bi R Bi R Bi R

R

ββ β
σ ξ δ

ββ β

  
− + + − +  −  = +

  
− + + − + + −  −   

%
% %

%
% %

(4.12a) 
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Pour une paroi mince * 1R ≈ , sachant que
0

lim ln 0
x

x x
→

= , l’expression 

*
2 *

*
ln

1
s

ext

R
Bi R

R

ββ
 
 − 

%
%  devient négligeable devant les autres termes de (4.12a) et la 

fonction ( )σ ξ  s’écrit : 
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int 2
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S
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                                                                          (4.12b) 
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4.5. Résultats et commentaire  

Dans le modèle quasi stationnaire développé ici, nous utilisons des corrélations 

extraites de la référence [23, 42]. Pour comparaison avec la méthode GITT, nous utilisons les 

résultats obtenus dans le chapitre 3. 

Un balayage en fréquence du signale thermique d’entrée Ω  entre les valeurs 0.05 et 5 

est examiné. 

 

• Influence de la fréquence   

Dans les figures (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5) nous présentons les variations de l’amplitude 

et de déphasage de la température moyenne pour 5Re 10=  et 38.5 10a+ −= ×  en comparant le 

modèle quasi-stationnaire et la méthode GITT pour les deux géométries de conduit. Ces figures 

révèlent que le rapprochement entre les deux modèles est net lorsque la fréquence d’entrée est 

petite ( 0.05Ω = ). Contrairement au cas des grandes fréquences (5Ω = ) les écarts en phase entre 

les deux modèles sont plus importants. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1Ω =  

 / ex D  

Fig. 4.2 : Amplitude de la température 
moyenne pour différentes valeurs deΩ  le 

long des plaques parallèles, avec 5Re 10 ,=  
38.5 10a+ −= ×  et 0extBi = . 

GITT 
QSA 

bA  5.00Ω =  

0.50Ω =  
0.05Ω =  

Fig. 4.3: Déphasage de la température 
moyenne pour différentes valeurs deΩ  le 

long des plaques parallèles, avec 
5Re 10 ,=  38.5 10a+ −= ×  et 0extBi = . 

 

bφ  

GITT 
QSA 

/ ex D  

0.50Ω =  

5.00Ω =  

0.05Ω =  
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• Influence de nombre de Reynolds   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.7 : Déphasage de la température 
moyenne le long de des plaques parallèles 
pour différents nombre de Reynolds, 
avec 0.1Ω = , 38.5 10a+ −= ×  et 0extBi = . 

/ ex D  

6Re 10=  

4Re 5 10= ×  

4Re 10=  

bφ

 

GITT 
QSA 

 / ex D  

Fig. 4.4 : Variation de l’amplitude de 
température moyenne le long du conduit 
cylindrique  pour divers valeurs de Ω  
avec 5Re 10= , 0extBi =  et 38.5 10a+ −= × . 

bA  

GITT 
QSA 

5.00Ω =  

0.50Ω =  0.05Ω =  

 

bφ  

Fig. 4.5 : Variation du déphasage de 
température moyenne le long du conduit 
cylindrique  pour divers valeurs de Ω  
avec 5Re 10= , 0extBi =  et 38.5 10a+ −= × . 

/ ex D  

GITT 
QSA 

0.50Ω =  

5.00Ω =  

0.05Ω =  

 

Fig. 4.6 : Amplitude de la température 
moyenne le long des plaques parallèles 
pour différents nombre de Reynolds, 
avec 0.1Ω = , 38.5 10a+ −= ×  et 0extBi = . 

bA

 

4Re 10=  

4Re 5 10= ×  

6Re 10=  

GITT 
QSA 

/ ex D  
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Les figures (4.6), (4.7), (4.8) et (4.9) présentent les variations de l’amplitude et de 

déphasage de la température moyenne le long des deux plaques parallèles et du conduit 

cylindriques respectivement, pour différentes valeurs du nombre de Reynolds. La comparaison 

montre que le modèle quasi-stationnaire devient plus précis avec l’augmentation du nombre de 

Reynolds. On note que l’influence du nombre de Reynolds est plus remarquable sur le 

déphasage. 

 

• Influence de nombre de Biot   

Sur les figures (4.10), (4.11), (4.12) et (4.13) nous présentons les variations de 

l’amplitude et de déphasage de la température moyenne le long des deux plaques parallèles et 

conduit cylindriques respectivement, en montrant  l’influence du terme qui définit les échanges 

thermo-convectifs vers l’extérieur (extBi ) sur la précision du modèle quasi-stationnaire. D’après 

ces figures, et pour les deux géométries, le nombre de Biot n’a quasiment aucune influence sur la 

précision du modèle quasi-stationnaire. 

 

 

 

bφ

 

6Re 10=  

4Re 10=  

Fig. 4.9 : Déphasage de la température 
moyenne le long du conduit cylindrique 
pour différentes nombre de Reynolds, 
avec 0.1Ω = , 38.5 10a+ −= ×  et 0extBi = . 

/ ex D  

4Re 5 10= ×  

GITT 
QSA 

 

Fig. 4.8 : Amplitude de la température 
moyenne le long du conduit cylindrique 
pour différentes nombre de Reynolds, 
avec 0.1Ω = , 38.5 10a+ −= ×  et 0extBi = . 

bA

 

/ ex D  

GITT 
QSA 

4Re 10=  

4Re 5 10= ×  

6Re 10=  
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Fig. 4.12 : Amplitude de la température 
moyenne le long du conduit cylindrique 
pour différentes valeurs de nombre de Biot, 
avec 0.1Ω = , 15 10a+ −= ×  et 5Re 10= . 

bA

 

/ ex D  

50extBi =  

0.0extBi =  

1.0extBi =  

GITT 
QSA 

 

Fig. 4.10 : Amplitude de la température 
moyenne le long des plaques parallèles 
pour différentes valeurs de nombre de Biot, 
avec 0.1Ω = , 15 10a+ −= ×  et 5Re 10= . 

bA

 

/ ex D  

GITT 
QSA 

50extBi =  

1.0extBi =  

0.0extBi =  

 

Fig. 4.11 : Déphasage de la température 
moyenne le long des plaques parallèles 
pour différentes valeurs de nombre de Biot, 
avec 0.1Ω = , 15 10a+ −= ×  et 5Re 10= . 

bφ

 

/ ex D  

GITT 
QSA 

50extBi =  

1.0extBi =  

0.0extBi =  

 

Fig. 4.13 : Déphasage de la température 
moyenne le long du conduit cylindrique 
pour différentes valeurs de nombre de Biot, 
avec 0.1Ω = , 15 10a+ −= ×  et 5Re 10= . 

bφ

 

/ ex D  

GITT 
QSA 

50extBi =  

1.0extBi =  

0.0extBi =  
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• Coefficient de l’amortissement et Coefficient de déphasage  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.14 : Evolution du coefficient 
d’amortissement en fonction deΩ , pour 

différents  nombre de Reynolds (cas de deux 

plaques parallèles avec 38.5 10a+ −= ×  ). 

 Ω  

GITT 
QSA α  

4

5

6

Re 10

Re 10

Re 10

=
=
=

 

Fig. 4.16 : Evolution du coefficient de 
déphasage en fonction deΩ , pour différents  

nombre de Reynolds (cas de deux plaques 
parallèles avec 38.5 10a+ −= ×  ). 

 Ω  

GITT 
QSA 

β

 

4

5

6

Re 10

Re 10

Re 10

=
=
=

 

Fig. 4.15 : Evolution du coefficient 
d’amortissement en fonction deΩ , pour 

différents  nombre de Reynolds (cas de 
conduit cylindrique avec 38.5 10a+ −= ×  ). 

 Ω  

GITT 
QSA 

α  

4

5

6

Re 10

Re 10

Re 10

=
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 Ω  

Fig. 4.17 : Evolution du coefficient de 
déphasage en fonction deΩ , pour 

différents  nombre de Reynolds (cas de 
conduit cylindrique avec 38.5 10a+ −= ×  ). 

GITT 
QSA 

β
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Les figures (4.14) et (4.15) présentent le coefficient d’amortissementα  en fonction de 

la fréquence d’entréeΩ  pour les deux modèles quasi-stationnaires (QSA) et GITT, 

respectivement entre deux plaques parallèles et dans un conduit cylindrique. Notons que pour 

une faible valeur deΩ  ( 0.2Ω ≤  et 6Re 10= ), les résultats obtenus par QSA convient mieux 

avec ceux calculés avec la méthode GITT. De l’autre coté, pour une haute valeur de la fréquence 

d’entrée Ω  ( 0.2Ω ≥  et 6Re 10= ), l’erreur relative aura automatiquement augmentée. 

 

Sur les figures (4.16) et (4.17), nous présentons le coefficient de déphasageβ  en 

fonction de la fréquence d’entréeΩ  pour les deux modèles quasi-stationnaires (QSA) et GITT, 

respectivement entre deux plaques parallèles et dans un conduit cylindrique. Notons que le 

coefficient de déphasage a la même tendance que le coefficient d’amortissement pour les faibles 

et les hautes valeurs de la fréquence d’entréeΩ . 

 

On remarque que la valeur limite deΩ  avec laquelle l’erreur relative devient 

inacceptable, augmente avec l’augmentation du nombre de Reynolds.   

 

• Evolution temporelle de la température moyenne   

Les résultats de la distribution de la température moyenne obtenus par le modèle quasi-

stationnaire (QSA) et la Technique de Transformée Intégrale Généralisée (GITT) sont présentés 

sur les figures (4.18) et (4.19) pour deux plaques parallèles et conduit cylindrique, ces figures 

révèlent que l’amplitude de la température moyenne diminue de façon monotone avec 

l’augmentation de la distance axiale. 

 

De plus, les sommets des courbes consécutives sont espacés dans le temps, en 

découvrant un déphasage croissant avec l’accroissement de la distance axiale. Plus loin, 

l'inspection sur ces figures montre que les valeurs décroissantes du paramètre a+  ont une 

influence décisive sur la diminution de l’amplitude et l’augmentions du déphasage.  
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• Evolution de nombre de Nusselt 

Finalement, sur les figures (4.20) et (4.21), nous présentons le nombre de Nusselt en 

fonction du temps en / 1x De=  respectivement entre deux plaques parallèles et dans un conduit 

cylindrique pour diverse valeurs deΩ . Quand la température moyenne et la température à la 

paroi ont les mêmes valeurs et le flux thermique est différent de zéro, le nombre de Nusselt tend 

vers l’infini. Quand ( 1)bθ θ η< = , le flux thermique est transféré de la paroi vers le fluide, et le 

nombre de Nusselt tend vers+∞ . Quand la température moyenne devient plus grande que la 

température à la paroi le flux thermique change de direction, et le nombre de Nusselt tend 

vers −∞ . D’autre part, nous remarquons que pour une faible fréquence ( 0.01Ω = ), la partie 

horizontale de la courbe de Nusselt est ajustée avec le nombre de Nusselt à l’état stationnaire 

(ligne discrétisée) 250Nu =  et 240Nu =  respectivement pour plaques parallèles et conduit 

cylindrique. Pour les hautes fréquences d'entrée (0.1 1Ω = ÷ ), le nombre Nusselt instationnaire 

deviendra fortement dépendant du temps et le QSA devient inadéquat.      

 

 

0.01ξ =  

/ 2τ πΩ  

Fig. 4.18 : Température moyenne en 
fonction de temps entre deux plaques 
parallèles, pour différentes valeurs deξ  

avec 0.1Ω = , 38.5 10a+ −= ×  et 5Re 10= . 

GITT 
QSA 

bθ

 

0.05ξ =  
0.1ξ =  

 

0.01ξ =  

/ 2τ πΩ  

Fig. 4.19 : Température moyenne en 
fonction de temps dans le conduit 
cylindrique, pour différentes valeurs deξ  

avec 0.1Ω = , 38.5 10a+ −= ×  et 5Re 10= . 

GITT 
QSA 

bθ

 

0.1ξ =  

0.05ξ =  
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4.6. Conclusion   

Dans ce chapitre, le problème de transfert thermique a été étudié dans le cas de la 

convection forcée turbulente pour un écoulement fluide entre deux plaques parallèles et dans un 

conduit cylindrique avec une variation périodique de la température à l’entrée. La solution 

complète utilisant la Technique de Transformée Intégrale Généralisée (GITT) est développée et 

comparée avec l’approche quasi-stationnaire utilisant un coefficient de transfert thermique à 

l’interface fluide solide. La comparaison entre ces deux solutions montre que : 

 

� Le modèle quasi-stationnaire devient plus précis avec l’augmentation du nombre 

de Reynolds. 

� Le nombre de Biot (pertes vers l’extérieur) n’a quasiment aucune influence sur la 

précision du modèle quasi-stationnaire. 

1.00

0.10

0.01

Ω =
Ω =
Ω =

 

 / 2τ πΩ  

Fig. 4.20 : Nombre de Nusselt en fonction de 
temps entre deux plaques parallèles, pour 
différentes valeurs deΩ , avec 5Re 10=  

/ 1ex D = , 38.5 10a+ −= ×   et 1extBi = . 

Nu

 

Steady state ( 250Nu ≈ )  

 / 2τ πΩ  

Fig. 4.21 : Nombre de Nusselt en fonction de 
temps dans le conduit cylindrique, pour 
différentes valeurs deΩ , avec 5Re 10=  

/ 1ex D = , 38.5 10a+ −= ×   et 1extBi = . 

Nu

 

1.00

0.10

0.01

Ω =
Ω =
Ω =

 

Steady state ( 240Nu ≈ )  
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� Nous concluons que le modèle quasi-stationnaire ne peut approcher correctement, 

dans le cas d’un régime turbulent, la solution exacte que si la fréquence d’entrée est petite, 

ce qui correspond au régime quasi-permanent.  
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Chapitre 5 : 

Simulation numérique d’un écoulement turbulent entre deux plaques 

parallèles en régime périodique établi  

 
5.1. Introduction  

La simulation numérique en mécanique des fluides a pour objectif la détermination des 

caractéristiques (températures, vitesses, pressions, flux de chaleur, etc.…) d’un écoulement 

fluide dans diverses configurations. Cette discipline, en progrès continu depuis une cinquantaine 

d’années a atteint un stade de développement suffisamment avancé pour que l’ingénieur la 

considère, avec confiance, comme un moyen d’appréhender la réalité physique au même titre 

que les mesures acquises au cours d’essais expérimentaux. Dans la pratique des sciences 

physiques, on considère à de rares exceptions près, les milieux solides, liquides ou gazeux 

comme continus, c'est-à-dire que l’on néglige la structure atomique et moléculaire de la matière. 

Dans le cadre de cette hypothèse, l’écriture des grands principes de la physique (lois de 

mécanique, de la thermodynamique ou encore de l’électromagnétisme) prennent la forme 

d’équations aux dérivées partielles. Il est important donc de pouvoir résoudre les équations aux 

dérivées partielles qui gouvernent le fonctionnement des systèmes pour en avoir une meilleure 

compréhension et construire des outils de prédiction.  

  

5.2. Equations gouvernantes 

5.2.1. Équations moyennées 

Pour un écoulement turbulent, incompressible, bidimensionnel et instationnaire, les lois 

de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie peuvent être écrites 

sous forme compacte comme suit : 

Région fluide  

Continuité :                       0j

j

u

x

∂
=

∂
                                                                                   (5.1) 

Quantité de mouvement :   
( ) 1i j i

i j
j i j j

u u up
v u u

x x x xρ
 ∂ ∂∂ ∂= − + −  ∂ ∂ ∂ ∂ 

                                  (5.2) 

Energie :                              
( )f j f f

f j
j j j

T u T T
u t

t x x x
α
 ∂ ∂ ∂∂+ = −  ∂ ∂ ∂ ∂ 

                                    (5.3) 

Région solide 

Energie :                               
2

2
s s

s
j

T T

t x
α∂ ∂=

∂ ∂
                                                                      (5.4) 
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5.2.2. Modèles de turbulence  

Dans la présente simulation, nous avons utilisé le modèle k ε−  standard [50], les 

contraintes de Reynolds ( ' '
i ju u−  ) au nombre de six, qui apparaissent dans les équations de 

l’écoulement s’écrivent :  

2

3
ji

i j t ij
j i

uu
u u v k

x x
δ

 ∂∂= − + +  ∂ ∂ 
                                                                                                   (5.5) 

ft
i

i

Tv
u t

xθσ
∂

= −
∂

                                                                                                                            (5.6) 

La viscosité turbulente tν , est donnée par : 

2

t

k
v Cµ ε

=                                                                                                                                   (5.7) 

Ce terme doit faire l’objet d’une modélisation, dans laquelle l’énergie cinétiquek  et le taux 

dissipation turbulenteε  sont obtenus en basant sur le modèlek ε−  comme équations de 

transport, telles que : 

( ) t
j

j j k j

v k
u k P

x x x
ε

σ
  ∂ ∂ ∂= + −  ∂ ∂ ∂   

                                                                                      (5.8) 

( )
2

1 2
t

j k
j j j

v
u C P C

x x x k kε ε
ε

ε ε εε
σ

  ∂ ∂ ∂= + −  ∂ ∂ ∂   
                                                                        (5.9) 

 

kP  est le taux de génération de l’énergie cinétique turbulente, il s’écrit comme suit : 

i
k i j

j

u
P u u

x

∂= −
∂

 

Les constantes du modèle sont : 

1

2

0.091.0

1.3 1.44

0.9 1.92

k
C

C

C

µ

ε ε

θ ε

σ
σ
σ

==
 = = 

 = = 
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5.3. Méthodes numériques de simulation    

5.3.1. Génération du maillage  

Il existe plusieurs méthodes de génération du maillage, les plus utilisées sont les 

méthodes algébriques et elliptiques. A base de ces méthodes, plusieurs algorithmes sont 

présentés, le plus souvent sous forme de codes CFD. On peut citer à titre d’exemple : CFX-

Mesh, CFX-Turbogrid (spécialisé en génération des maillages pour les applications de 

turbomachines), Gambit de Fluent Inc, Grid Gen,…etc. 

L’utilisation de ces codes a rendue la phase de génération de maillage plus facile  

même pour des géométries complexes. Dans notre étude, les maillages utilisés sont générés par 

le code Gambit 2.3.16 de la firme Fluent Inc. C’est un mailleur généraliste, disposant d’outils de 

conception géométriques puissants. 

5.3.2. Solveur  

C’est le code de calcul utilisé pour résoudre un problème en mécanique des fluides. Son 

algorithme est basé sur l’une des formulations : volumes finis, éléments finis ou différences finis. 

Le progrès spectaculaire des calculateurs actuels a permit l’émergence de plusieurs codes de 

calcul développés par des firmes internationales ou par des laboratoires de recherches 

mondialement reconnus. On peut citer à titre d’exemple les codes suivants : CFX et Ansys 

d’Ansys.Inc, Fluent de FLUENT. Inc, TurboFine de Numeca, TEAM  de l’UMIST, STREAM 

de Streamline Numerics Inc, CANARI de l’ONERA …etc. 

Dans notre étude, le code utilisé est   Fluent 6.3.26  de Fluent. Inc, qui est un code CFD 

de choix pour les écoulements en géométrie complexes,  adapter aux fluides incompressibles  et 

compressibles, aux écoulements subsonique, transsonique et l’hyper sonique. Fluent permet de 

prédire avec une bonne précision les écoulements laminaires et turbulents, incluant différents 

modes de transfert de chaleur, les réactions chimiques et les écoulements multiphasiques. 

5.3.3. Maillages   

Les maillages utilisés dans la présente simulation sont générés par le code Gambit, ils 

consistent en maillages structurés composés de mailles quadrilatérales pour les deux domaines, 

fluide et solide. A fin de faciliter la simulation (réduction du temps et de l’espace mémoire), le 

domaine de calcul ne comportera que la moitié du conduit (condition de symétrie). Le nombre 

total de cellules du domaine fluide est 11250, et 6000 pour le domaine solide.  
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5.4. Résultats et commentaire 

 
Pour valider le modèle numérique, nous comparons les résultats obtenus 

numériquement (sous Fluent) avec ceux trouvés analytiquement (par la méthode GITT) pour le 

cas d’un écoulement turbulent entre deux plaques parallèles.  

 
5.4.1. Plaque mince à température constante  

 
Les conditions aux limites sont : 

� Entrée fluide 

0(0, , ) sin( )fT r t T T i tω= + ∆  

( )u f r= , (cf. Annexe 1)  

� Sortie fluide 

( , , )
0f

x L

T x r t

x =

∂
=

∂
, 

� Axe de symétrie 

0

( , , )
0f

r

T x r t

r =

∂
=

∂
 

� Température à la paroi: 

1 0( , , )T x R t T= , 

 
 

 

Fig. 5.1 : Zoom sur maillage à l’entrée du conduit. 

Interface  

fluide-paroi  
Centre du conduit 

(axe de symétrie) 

Entrée fluide 

 

Zone solide  

Zone fluide  

Face extérieure  
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La figure (5.3) présente la variation de la température axiale obtenue pour différents 

modèles de turbulence. Le modèle de Spalart-Allmaras est insuffisant pour simuler correctement 

le problème traité. Des écarts sont tout de même enregistrés pour 4ex D >  alors que dans la 

zone d’entrée 4ex D < , ce modèle fournit des résultats satisfaisants.  Les modèles  k ε−  et 

k ω−  qui sont de même précision, donnent des résultats très acceptables quelque soit la valeur 

de ex D . Dans ce qui suit nous adopterons donc le modèlek ε− . 
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Fig. 5.3 : Variation de la température axiale pour 
différentes instants, avec 4Re 10= , 50Ω =  

et Pr 0.1=  . 
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L’évolution de la température axiale le long du conduit pour différents instants est 

présentée sur la figure (5.4),  en comparant le modèle analytique et numérique. La comparaison 

montre que les courbes sont bien confondues.  Cette figure montre aussi que le signal thermique  

est fortement amorti, pour les valeurs choisiesRe et Ω . 

Afin d’avoir une vue claire sur l’amortissement, la figure (5.5) présente une séquence 

temporelle en montrant le contour de la température adimensionnelle le long du conduit.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau. 5.1 : Comparaison Numérique/Analytique de la température axiale. 

t  ( ), ,fθ ξ η τ  / 2.5ex D =  / 5ex D =  / 7.5ex D =  / 10ex D =  

*2.34τ  Analytique 
Numérique 

-0.144570 
-0.095678 

-0.075843 
-0.062338 

0.004878 
0.005657 

0.005332 
0.000042 

*2.66τ  Analytique 
Numérique 

-0.202698 
-0.202377 

0.055128 
0.032855 

0.016864 
0.012616 

-0.002603 
0.000043 

*3.00τ  Analytique 
Numérique 

0.312360 
0.268326 

0.018709 
0.026358 

-0.019552 
-0.011569 

-0.002454 
0.000024 
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Fig. 5.4 : Variation de la température adimensionnelle 
le long de centre du conduit  pour différentes instants, 
avec 4Re 10= , 10Ω =  et Pr 0.0074=  . 
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La figure (5.6) présente la variation de la température adimensionnelle le long de l’axe 

du conduit  pour différents instants. Dans ce cas le nombre de Reynolds est égale à510  

et Ω =10. Et la figure (5.7) représentant la séquence temporelle du contour de la température. Il 

est claire que la température axiale est moins amorti par apport au cas précédent ( 4Re 10= ) pour 

une même fréquence du signale thermique d’entrée.  

 

 

Fig. 5.5: Séquence temporelle du contour de la température adimensionnelle le long du 
conduit  avec 4Re 10= , 10Ω =  et Pr 0.0074=  . 
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Tableau. 5.2 : comparaison Numérique-Analytique de la température axiale.     

t  ( ), ,fθ ξ η τ  / 2.5ex D =  / 5ex D =  / 7.5ex D =  / 10ex D =  

*0.31τ  Analytique 
Numérique 

0.907416 
0.894965 

0.592016 
0.576236 

0.244799 
0.223111 

0.000000 
0.000064 

*0.47τ  Analytique 
Numérique 

0.588289 
0.591013 

0.680505 
0.688010 

0.566834 
0.577832 

0.357175 
0.361935 

*0.78τ  Analytique 
Numérique 

-0.870052 
-0.855884 

-0.497681 
-0.478683 

-0.138503 
-0.112097 

0.118251 
0.158725 

*0.94τ  Analytique 
Numérique 

-0.713706 
-0.713354 

-0.717702 
-0.720752 

-0.5392821 
-0.544235 

-0.296245 
-0.292480 
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Fig. 5.6 : Variation de la température adimensionnelle 
le long de centre du conduit  pour différentes instants, 
avec 5Re 10= , 10Ω =  et Pr 0.0074=  . 
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Fig. 5.7: Séquence temporelle du contour de la température adimensionnelle le long du 
conduit  avec 5Re 10= , 10Ω =  et Pr 0.0074=  . 
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 Pour voir l’influence de la fréquence adimensionnelle Ω , sur l’amortissement de 

l’amplitude, nous fixons le nombre de 4Re 10=  et 1Ω = . Les figures (5.8) et (5.9) présentent 

respectivement la température adimensionnelle le long de l’axe du conduit et le contour de la 

température. Nous constatons que le signal s’amortit rapidement comme dans le premier cas, il 

s’atténue fortement dans la zone d’entrée.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau. 5.3 : comparaison Numérique-Analytique de la température axiale.       

t  ( ), ,fθ ξ η τ  / 2.5ex D =  / 5ex D =  / 7.5ex D =  / 10ex D =  

*τ  Analytique 
Numérique 

-0.147047 
-0.148196 

-0.067459 
-0.079553 

-0.021085 
-0.030596 

-0.005146 
-0.009249 

*1.25τ  Analytique 
Numérique 

0.279758 
0.295981 

0.0464785 
0.0617249 

0.0025383 
0.0070617 

-0.001957 
-0.001873 

*1.5 τ  Analytique 
Numérique 

0.147314 
0.148535 

0.0675037 
0.0796234 

0.0210882 
0.0307465 

0.0051446 
0.0095764 

*1.75τ  Analytique 
Numérique 

-0.279618 
-0.295822 

-0.046414 
-0.0616821 

-0.0025182 
-0.0069091 

0.0019625 
0.0021911 
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Fig. 5.8 : Variation de la température adimensionnelle 
le long de l’axe du conduit pour différents instants, 
avec 4Re 10= , 1Ω =  et Pr 0.0074= . 
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Fig. 5.9: Séquence temporelle du contour de la température adimensionnelle le long du 
conduit  avec 4Re 10= , 1Ω =  et Pr 0.0074= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

*0.063t τ=   

*0.625t τ=   

*0.69t τ=   

*0.16t τ=   

*0.22t τ=   

*0.31t τ=   

*0.375t τ=   

*0.47t τ=   

*0.53 tt τ=   

*0.78t τ=   

*0.84t τ=   

*0.94t τ=   

*1.00t τ=   

0.0t s=   



Chapitre N° : 5                                                                                                                               92 

 

5.4.2. plaque épaisse 

Les figures présentées jusqu’ici sont relatives au cas du conduit à paroi mince soumise 

à température constante, mais ce cas reste simple est particulier. Par la suite, nous traitons le cas 

général, d’un conduit à paroi épaisse parcouru par un fluide. La paroi échange de la chaleur avec 

le milieu extérieur. 

Les conditions aux limites imposées sont: 

� Entrée fluide: 

(0, , ) sin( )fT r t T T i tω∞= + ∆  

( )u f r= , Annexe (1)  

� Sortie fluide: 

( , , )
0f

x L

T x r t

x =

∂
=

∂
 

� Interface solide fluide : 

( ) ( )
11

, , , ,f s
f s

r Rr R

T x r t T x r t
k k

r r
==

∂ ∂
=

∂ ∂
 

( ) ( )1 1, , , ,f sT x R t T x R t=  

� Plan de symétrie : 

0

( , , )
0f

r

T x r t

r =

∂
=

∂
 

� Face extérieure  

2

2

( , , )
( ( , , ) ) s

ext s s
r R

T x r t
h T x R t T k

r∞
=

∂− = −
∂

 

� Face extérieure gauche : 

0

( , , )
0s

x

T x r t

x =

∂ =
∂

 

� Face extérieure droite : 

( , , )
0s

x L

T x r t

x =

∂ =
∂
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Le modèle analytique qui a été adoptée dans les chapitres précédents n’a pas pris en 

compte les effets de la conduction axiale dans la paroi, tandis que le modèle numérique étudié 

dans ce chapitre prend en considération ces effets. Le modèle numérique nous fournit des 

renseignements concernant l’influence de la conduction axiale dans la paroi sur l’évolution des 

températures le long du conduit.   

D’après l’article [31], le même point est étudié en tenant compte de la  conduction 

axiale dans la paroi, qui est défini par le paramètre β  ( ( )( ) ( )
22*

max16 1 Re PrmR u uβ γ= − ), 

mais la conduction transversale est négligée. Pour0β = , la conduction axiale est nulle, et 

l’influence de β est grande pour des valeurs dea+  élevées.     

Par la suite, nous choisissons un cas test dans lequel les paramètres thermo-physiques 

du fluide et du solide auront des valeurs de telle sorte que la conduction transversale sera 

négligeable et l’effet du paramètreβ  devient remarquable. 

La figure (5.11) présente la variation de la température axiale le long du conduit pour 

différents instants avec 4Re 10= , 50Ω = , 0.5a+ = , 0extBi =  et Pr 0.1= . Cette figure montre 

que l’écart entre la solution analytique et numérique, visible dans la zone d’entrée, s’estompe 

progressivement. La figure (5.12) montre l’effet du paramètreβ  sur la température axiale. Nous 

constatons que l’influence du paramètreβ  sur la température axiale n’est pas significative pour 

les valeurs choisies. 

 

 

 

Fig. 5.10 : Conditions aux limites 
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Fig. 5.11 : Variation de la température adimensionnelle 
le long de centre du conduit  pour différentes instants, 
avec 4Re 10= , 50Ω = , 0.5a+ = , 0extBi =  

et Pr 0.1=  . 
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Fig. 5.12 : Effets du paramètre β  sur la température 

axiale pour différentes instants, avec 4Re 10= , 50Ω = , 
0.5a+ = , 0extBi =  et Pr 0.1=  . 
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Pour clarifier l’effet du paramètreβ  sur le champ de température, les figures (5.13) et 

(5.14) montrent que l’influence duβ   sur la température intefaciale est beaucoup plus claire et 

importante, nous pouvons aussi montrer que la l’augmentation de la valeur duβ  engendre une 

diminution de l’amplitude de la température interfaciale, ce qui est bien claire sur l’article [31].    
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Fig. 5.13 : Effets du paramètre β  sur la température 

interfaciale pour différentes instants, avec 4Re 10= , 
50Ω = , 0.5a+ = , 0extBi =  et Pr 0.1=  . 
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Fig. 5.14 : Effets du paramètre β  sur la température 

interfaciale pour différentes instants, avec 4Re 10= , 

50Ω = , 0.5a+ = , 0extBi =  et Pr 0.1=  . 
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Fig. 5.15: Séquence temporelle du contour de la température adimensionnelle le long du 
conduit  avec 4Re 10= ,  0extBi =  ,  0.5a+ = , 50Ω =  et Pr 0.1=  . 
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5.6. Conclusion  

D’après la simulation qui a été faite dans ce chapitre nous avons arrivé à conclure que : 

 

• Le modèle de Spalart-Allmaras est insuffisant pour simuler correctement le 

problème de l’écoulement turbulent en régime périodique, ce qui est contraire aux modèles 

de k ε−  et k ω−  qui nous ont donné de bons résultats. 

• Pour le cas d’une paroi mince à température constante, les modèles analytique 

et numérique fournissent des résultats identiques (courbes confondus). 

• Pour le modèle numérique, et avec la prise en considération de la conduction 

axiale dans la paroi épaisse, la température d’interface fluide-solide est fortement 

influencée par cette conduction. De plus, l’augmentation de la conduction axiale dans la 

paroi engendre un amortissement plus rapide de l’amplitude.     
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Chapitre 6 : 

Application : Stockage de l’énergie dans un régénérateur à plaques 
 
 

Nous avons modélisé, dans les chapitres précédents, le problème de convection forcée 

turbulente en régime périodique et analysé l’influence de certains paramètres physiques et 

géométriques sur la réponse du système. Certes que les résultats couvrent une large gamme de 

conditions opératoires, mais n’ont lieu que pour des raisons théoriques (étude et validation des 

modèles utilisés). Dans ce chapitre, une application issue de la réalité industrielle est réalisée.  

Nous avons choisi d’étudier le cas des régénérateurs de chaleur dont le fonctionnement 

s’apparente directement aux situations étudiées (régime thermique périodique). 

6.1. Description du problème 

Parmi les configurations possibles d’une unité de stockage par chaleur sensible 

(régénérateur), nous retiendrons le schéma élémentaire, à savoir un module constitué de plaques 

solides de forme rectangulaire, balayées par un fluide caloporteur circulant à sens unique (Fig. 

6.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dans le module présenté, nous supposons que toutes les plaques sont identiques ainsi 

que les canaux aménagés entre plaques successives. Cette configuration classique permet par 

symétrie de réduire le problème à celui d’une demi-plaque d’épaisseurl , isolée sur  une face et 

balayée sur l’autre face par un fluide dont la température d’entrée varie périodiquement dans le 

temps (Fig. 6.2). Cette situation pratique correspond à un nombre de Biot nul. 

r  L  

1R  

Fig. 6.2 : Module de stockage. 

l  

0  x  
12R  

2l  

Fig. 6.1 : unité de stockage. 
 

0L  
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En état actuel, nous retiendrons les conditions de travail utilisées autre fois dans les 

références [41, 43] en régime laminaire, ou les couples de matériaux utilisés sont donnés par la 

table (6.1) ci-dessous :        

 
Table. 6.1 : Propriété thermo-physique des matériaux utilisés.  

 Alumine Brique Air (300°c) Santotherm55 (300°c) 
1 1( )k Wm K− −  9.83 0.66 4.29 10-2 0.1104 

1 1( )C J k g K− −    1047 2951 
3( )kg mρ −    0.596 720 
3 1( )C J m Kρ − −  3.32 106 1.428 106 624 2.072 106 

2 1( )m sν −    4.92 10-5 6.4 10-7 
 

En fixant la période du signal thermique d’entée à * 24hτ =  et l’espacement entre 

plaques 2
1 10R m−= , le problème consiste donc à définir la géométrie du système conduisant à 

un stockage optimal et un filtrage meilleur de la température du fluide à la sotie. 

6.2. Fonction de transfert   

A partir du modèle développé précédemment (chapitre 3), on peut écrire la distribution 

de la température de mélange sous forme asymptotique : 

( ) exp( )bθ ξ σξ= −% . 

Le paramètreσ  peut s’écrire sous forme : 

iσ α β= + , 

d’où : 

( ) exp( )exp( )bθ ξ αξ βξ= − −% . 

Ce qui confirme un amortissement exponentielle enξ  pour l’amplitude et un 

déphasage linéaire. On définit alors l’amortissement et le déphasage respectivement par: 

exp( )bχ αξ= −  

bφ β ξ= . 

 

6.3. Bilan énergétique et fonction de stockage  

L’énergie stockée est égale à la quantité de chaleur accumulée par les plaques quand le 

flux thermique est positif. Le stockage s’effectue pendant une demi-période, et sur la deuxième 

demi-période c’est  le déstockage qui s’effectue.  
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En appelant sW , l’énergie stockée dans les deux demi-plaques etQ( ) τ le flux 

thermique. 

Q( ) d  sW τ τ= ∫ . 

 

sW  s’exprime également en fonction de l’énergie interne des plaques isE . Elle est égale 

à la variation maximale de celle-ci, c’est-a-dire au double de son amplitude.  

2s isW E=  

avec : ( )
*

0

1 0

2( ) ,
LR

is s sE L C d d
ξ

ρ θ ξ η ξ η= ∫ ∫ % . 

En se rapportant à la quantité
*

m fH mC
τ
π

= & , l’énergie maximale transportée par le 

fluide à l’entrée du canal pendant une demi-période, fonction de stockage est définie comme 

étant la quantité : 

s
s

m

W
f

H
= . 

Nous obtenons par le modèle GITT l’expression: 

( ) ( )3
* 1/ 2

02 0

1 1
8 ,1

Re Pr

LN

s k k
ks k

HC
f d

k H N

ξπ ργ ψ µ θ ξ ξ
τ =

 =  
 

∑ ∫ %  

 

2H  et 3H  s’écrivent respectivement:  

2 1* *
cos sin

1 1
s sH H

R R

β β   
= −   − −   

% %

 

 

* **

3 1* * * *

1
sin -sin - cos - cos

1 1 1 1
s s s s

s

R RR
H H

R R R R

β β β β
β
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6.4. Discussion des résultats  

Pour quatre systèmes (solide/fluide) différents, nous présentons le coefficient 

d’amortissementα , la fonction d’amortissement bχ , la fonction de déphasage bφ  et la fonction 

de stockage sf  calculées à partir du : 

• Modèle complet (GITT).  

• Modèle simplifié (QSA).    

   

6.4.1. Fonction d’amortissement  

Les figures (6.3) et (6.4) présentent l’influence de l’épaisseur du conduit sur la 

fonction α , pour trois couples de matériaux et un écartement entre plaques 2
1 10R m−= . 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On remarque que les résultats obtenus avec les deux modèles sont confondus pour les 

petites épaisseurs de paroi (0.3l m≤ ). Des écarts sont enregistrés particulièrement pour le couple 
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Fig.6.3 : Evolution du coefficientα  en 

fonction de l’épaisseur de la plaque 
( 1 0.01R m=  et 5Re 10= ).  
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( 1 0.01R m=  et 4Re 10= ). 
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Air/Alumine pour 4Re 10=  à partir de 0.3l m= , (cf. fig. 6.4). Par contre pour les couples de 

matériaux Air/brique et Air/ Santotherm55, les deux approches donnent des résultats identiques 

quelque soit l’épaisseur de la plaque. Par ailleurs, pour une certaine épaisseur de plaque, les deux 

modèles marquent un extremum pour une épaisseur bien définie optl . Autrement dit, l’efficacité 

du système est atteinte pour cette valeur (optl ).  

D’autre part, on remarque que la fonctionα  est plus importante pour le couple 

Air/Alumine que pour les deux autres couples de matériaux. 

•••• Influence de la surface d’échange  

En fixant la section d’écoulement (du conduit), la surface d’échange n’est fonction que 

de la longueur du conduit (L ). 

Les figures (6.5) et (6.6) montrent que l’augmentation de la longueur du conduit (L ) 

augmente la qualité du filtrage. 
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Fig. 6.5 : Fonction d’amortissement bχ         
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•••• Influence de l’écartement entre plaques 1R   

Les figures (6.7) et (6.8) montrent que la diminution de l’espacement des plaques 

améliore le filtrage. Le modèle quasi-stationnaire dans cette situation (* 24hτ = ) permet un 

rapprochement considérable du modèle GITT. Pour compléter les figures précédentes,  nous 

présentons dans les tableaux (6.2), (6.3), (6.4) et (6.5) les résultats d’optimisation pour 

différentes configurations.   

Nous désignons par bmχ  l’amortissement maximal correspondant à un système donné 

et par optl  l’épaisseur optimale des plaques.   

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0  R
1
 = 0.01 m

 R
1
 = 0.05 m

 R
1
 = 0.10 m

 

GITT  
QSA 
 

bχ  

15L m



 =




 

Fig. 6.8 : Fonction d’amortissement bχ         

(air/brique, 4Re 10= ) 

( )l m  

5L m


 =



 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,84

0,86

0,88

0,90

0,92

0,94

0,96

0,98

1,00

 R
1
 = 0.01 m

 R
1
 = 0.05 m

 R
1
 = 0.10 m

 
Fig. 6.7 : Fonction d’amortissement bχ         

(santitherm55/alumine, 4Re 10= ) 

( )l m  

5L m


=


 

15L m



 =




 

bχ  

GITT  
QSA 
 



Chapitre N° : 6                                                                                                                             104 
 

 

Table. 6.2 : Amortissement optimal du système (santitherm55/alumine). 

 santitherm55/alumine 
L  5 15 

1R  0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.10 

 
GITT  

optl  0.4111 0.3311 0.2305 0.4111 0.3311 0.2505 

bmχ  0.9478 0.9608 0.9713 0.8513 0.8873 0.9167 

 
QSA 

optl  0.4111 0.3211 0.2305 0.4111 0.3211 0.2604 

bmχ  0.9468 0.9619 0.9743 0.8487 0.901 0.9244 

 
 
Table. 6. 3 : Amortissement optimal du système (santitherm55/brique) 

 santitherm55/brique 
L  5 15 

1R  0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.1 

 
GITT  

optl  0.171 0.171 0.15 0.171 0.171 0.1601 

bmχ  0.9905 0.9908 0.9912 0.9719 0.9726 0.9738 

 
QSA 

optl  0.171 0.151 0.14 0.171 0.161 0.15 

bmχ  0.9904 0.9907 0.9912 0.9716 0.9722 0.9738 

 
 
Table. 6.4 : Amortissement optimal du système (air/alumine). 

 Air/alumine 
L  5 15 

1R  0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.1 

 
GITT  

optl  0.321 0.141 0.12 0.321 0.141 0.12 

bmχ  0.212 0.5603 0.7169 0.01243 0.1816 0.3847 

 
QSA 

optl  0.301 0.161 0.14 0.301 0.191 0.14 

bmχ  0.2317 0.653 0.8011 0.0143 0.2781 0.5141 

 
 
Table. 6. 5 : Amortissement optimal du système (air/brique). 

 air/brique 
L  5 15 

1R  0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.1 

 
GITT  

optl  01611 0.1317 0.1005 01611 0.1311 0.0905 

bmχ  0.6709 0.7497 0.8141 0.3051 0.4267 0.5469 

 
QSA 

optl  01611 0.121 0.1005 01611 0.121 0.1005 

bmχ  0.6709 0.763 0.8371 0.302 0.4442 0.5865 
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6.4.2. Etude du déphasage  

Sur la figure (6.9), nous représentons la fonction de déphasagebφ  en fonction de 

l’épaisseur de plaquel  pour le système (santotherme55 /alumine), pour deux valeurs deL  et 

des écartements entre plaques différents. On remarque que le déphasage passe par un 

maximum bmφ  en générale un peu plus élevé pour le modèle GITT  que pour le modèle quasi-

stationnaire (QSA).  

D’une autre manière, nous présentons dans les tableaux (6.6), (6.7), (6.8) et (6.9), les 

valeurs maximales enregistrées pour le déphasage à la sortie du conduit et les épaisseurs des 

plaques correspondantes. Notons que l’épaisseur optimale optl  des plaques correspondante au 

déphasage maximal est inferieure à celle enregistrée pour l’amortissement (table 6.2, 6.3, 6.4 et 

6.5). 
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Fig. 6.9 : Fonction de déphasage bφ         
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Table. 6.6 : Déphasage optimal du système (santitherm55/alumine) 

 santitherm55/alumine 
L  5 15 

1R  0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.1 

 
GITT  

optl  0.241 0.161 0.121 0.241 0.161 0.121 

bmχ  3.551 2.73 2.649 10.66 8.143 7.846 

 
QSA 

optl  0.231 0.141  0.081 0.231 0.141  0.081 

bmχ  3.393 2.272  3.23 10.18 6.817 6.691 

 

Table. 6.7 : Déphasage optimal du système (santitherm55/brique) 

 santitherm55/brique 
L  5 15 

1R  0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.1 

 
GITT  

optl  0.101 0.091 0.09005 0.101 0091 0.09005 

bmχ  0.7939 1.223 1.82 0.382 3.729 5.448 

 
QSA 

optl  0.101 0.091 0.09005 0.101 0.091 0.08005 

bmχ  0.7939 1.223 1.73 2.382 3.668 5.34 

 

Table. 6.8 : Déphasage optimal du système (air/alumine) 

 air/alumine 
L  5 15 

1R  0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.1 

 
GITT  

optl  0.1401 0.0401 0.021 0.1401 0.0401 0.021 

bmχ  75.04 19.71 10.36 181.82 57.8 29.63 

 
QSA 

optl  0.1201 0.0301 0.011 0.1201 0.0301 0.011 

bmχ  57.05 12.96 6.28 171.03 38.89 18.84 

 

Table. 6.9 : Déphasage optimal du système (air/brique) 

 air/brique 
L  5 15 

1R  0.01 0.05 0.1 0.01 0.05 0.1 

 
GITT 

optl  0.09001 0.061 0.04005 0.09001 0.061 0.04005 

bmχ  24.67 14.26 9.107 74.02 42 .2 26.3 

 
QSA 

optl  0.09001 0.05101 0.03005 0.09001 0.05101 0.03005 

bmχ  23.38 11 6.603 70.14 32.99 18.61 
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6.4.3. Stockage  

Nous avons présenté sur la figure (6.10) la fonction de stockage sf , pour le couple 

santithrm55/alumine à 4Re 10= , qui correspond à un nombre du Peclet 120116eP = . Dans les 

mêmes conditions que le filtrage (Fig. 6.7), nous avons considéré différentes surfaces d’échange 

( L ) et différents espacements entre plaques (1R ). 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Table. 6.10 : Stockage optimal du couple (santitherm55/alumine). 

 santitherm55/alumine 
L  5 15 

1R  0.01 0.02 0.1 0.01 0.02 0.1 

GITT  
optl  0.311 0.311 0.295 0.301 0.2901 0.2611 

smf  0.005309 0.005309 0.00001012 0.006835 0.01514 0.000304 
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Fig. 6.10 : Fonction de stockagesf          
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On remarque que le stockage (sf ) est important pour une grande surface d’échange 

( L ) et petit espacement entre plaque (1R ). Pour une épaisseur de plaques (optl ),  jugée optimale, 

cette fonction passe par un maximumsmf . 

En comparaisons avec le filtrage optimal, on constate bien le lien filtrage/stockage. Il 

ne reste donc, qu’à améliorer le filtrage en même temps que le stockage augmente.  

 

6.5. Conclusion  

A l’échelle industrielle, les résultats de cette étude montrent les limites des systèmes 

(longueur de plaque, période, etc.) concernant le cycle stockage-déstockage. Au début, nous 

avons démontré la possibilité d’atténuer considérablement les fluctuations de température du 

fluide caloporteur. Il s’est avéré, dans un système donné, que la performance du filtrage dépend 

de l’épaisseur des plaques (l ), l’écartement entre plaque (1R ) et la longueur du conduit (L ). 

En fin, nous avons précisé le rôle fondamental que joue l’épaisseur des plaques dans le 

stockage par chaleur sensible et son incidence sur l’optimisation de l’énergie stockée. De plus, le 

fait de tenir compte de la conduction transversale dans le solide permet de mettre en évidence la 

notion d’épaisseur limite utile des plaques de stockage. 
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Conclusion générale  

Dans ce travail, nous avons présenté une étude traitant le problème de la convection 

forcée turbulente d’un écoulement fluide dans un conduit cylindrique et plan. Ce travail se 

compose de six chapitres, le premier chapitre est consacré à l’étude bibliographique des 

principaux travaux effectués sur le sujet. Nous avons montré au cours de cette recherche 

bibliographique l’intérêt du sujet du fait des nombreuses applications dans des domaines 

divers. 

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté le problème de référence à savoir un 

conduit à deux plaques parallèles, parcouru par un fluide incompressible en écoulement 

turbulent. La température du fluide à l’entrée du canal varie de façon sinusoïdale. Les 

équations régissantes le problème sont résolues analytiquement, par la technique de la 

transformée intégrale généralisée. Les cas limites étudiés donnent des résultats très 

satisfaisants en comparaison avec la littérature [28-30]. 

Dans le chapitre trois, nous avons présenté une étude détaillée sur l’écoulement 

turbulent dans un conduit cylindrique.  Afin d’obtenir une vue claire sur l’influence de la 

géométrie sur les caractéristiques de l’écoulement, les résultats obtenus (avec GITT) sont 

comparés à ceux de l’écoulement entre deux plaques parallèles, la comparaison montre que 

l’influence de la géométrie est importante.  

Dans le chapitre quatre, une approche de ce problème est effectuée à partir d’un 

modèle simplifié introduisant un coefficient d’échange à l’interface fluide-paroi. Les résultats 

montrent que ce modèle dit Quasi-stationnaire (QSA) peut approcher le modèle analytique 

exact sous certaines conditions c’est le cas de basses fréquences, ce qui correspond au régime 

quasi-permanent. En effet, le coefficient d’échange varie périodiquement avec le temps. Il 

faudrait donc disposer de corrélations liant le coefficient d’échange au temps et aux autres 

paramètres du fluide et du solide.  

Une solution numérique obtenue en utilisant le code de calcul  Fluent, est présentée 

dans le chapitre cinq. La résolution numérique a montrer l’influence de la conduction axiale 

dans la paroi (négligée dans le modèle analytique) sur le profile des températures.   
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  Dans le chapitre six, nous avons traité un cas pratique. Une optimisation simultanée 

du filtrage et du stockage de l’énergie est réalisée dans le cas d’un régénérateur à plaques. 

De point de vue physique, les conclusions tirées à partir des résultats présentés dans 

les chapitres précités peuvent être résumées par les points suivants : 

 

• L’hypothèse d’isothermicité, souvent utilisé, est contestée. Elle n’est plus 

retenue pour des grandes épaisseurs ou pour des petites capacités thermiques de 

paroi.    

• L’effet de la conduction axiale dans la paroi augmente pour des grandes 

valeurs deβ . 

•  L’effet du nombre du Biot est affirmé pour des grandes valeurs du 

paramètrea+ . 
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Annexe (1) 

1.1. Profile de vitesse et viscosité turbulente 

• Profile de vitesse 

Nous pouvons exprimer le profil de vitesse établi en régime turbulent, par un modèle 

développé empiriquement par Reichardt [42], tel que : 

( )2.5ln(1 0.4 ) 7.8 1 0.33
11 11

y y
u y exp exp y

+ +
+ + +    

= + + − − − −    
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η η

η

+

+ +

+
−

 =



= =

 = −


=


 

m = 0: Plaques parallèles

m = 1: Conduit cylindrique





 

y+  : est la distance adimensionnelle mesurée dés la paroi vers le centre du conduit. 

• Viscosité turbulente 

Il est essentiel de connaître la viscosité turbulente mε  et la diffusivité thermique 

turbulente hε , l’expression empirique de la viscosité turbulente d’après Reichardt [42], s’écrit : 

( )
1

1 1 1
1 7.8 exp exp 0.33 0.03 exp( 0.33 )

1 0.4 11 11 11
m y

y y y
v y

ε
−

+
+ + +

+

      = − + + − − − + −       +       
 

 

Le nombre de Prandtl turbulent est défini comme étant le rapport entre la viscosité turbulente et 

la diffusivité thermique turbulente : 

  Pr m
t

h

ε
ε

= . 

d’après l’expérience de Larson et Yrazunis [44], Prt  est supposé constant pour l’air, et sa valeur 

peut être pris environ dePr 0.86t =  et Pr 0.70= . 
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Remarque : les travaux de Kim et Özisik [28] et  Kakaç et Li [30], ont utilisé les mêmes  valeurs 

de Prt et Prqui sont évaluées  par Larson et Yerazunis [44].  

1.2. Détermination de coefficient de frottement 

• Plaques parallèles 

La relation entre le nombre de Reynolds (Re m eu D v= ) et R+ est donnée d’après [28] par : 

2 0

Re

2

R

m
u dy

+
+ +

− = ∫                                             (*) 

ou bien : 

1

0
( ) 1

8
mf u dη η =∫                                          (**) 

 

Pour un nombre de Reynolds donnée, l’équation (**) fournit une équation transcendante peut 

être utilisée pour déterminermf .  

 

• Conduit cylindrique : 

Une corrélation expérimentale fournit par [29] s’écrit telle que :     
  

 2
1 1

,
Rem n

A
f A= +                 3 74 10 Re 1 10× ≤ ≤ ×                                                             

 

avec : 

3
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Annexe (2) 

2. Détermination de paramètre complexe H%  : 

La distribution de la température dans la paroi du conduit, respectivement pour les 

plaques parallèles et le conduit cylindrique pend la forme suivante : 

1 2

3 0 4 0

( , ) cos( ) sin( )

( , ) ( ) ( )

s S S

s S S

C C

C J C Y

θ ξ η β η β η
θ ξ η β η β η

= +

= +

% % %

% % %
 

 

2.1. Plaques parallèles   

Pour les plaques parallèles le paramètre complexe H
~

 est donné par: 
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. 

Il intègre les effets des trois paramètres qui gouvernent le problème de transfert 

thermique conjugué complet, à savoir  , ,  sγ β et le nombre de Biot ( extBi ).Pour de faibles valeur 

de Sβ (sin s sβ β≈% % ), l’effet de la conduction thermique dans la paroi peut être négligeable, en 

obtenant :    

2 * * 2 2 *

* 2 *0
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R Bi Rβ

β βγ
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− − − −= −
− + −

% %
% , 

et si la surface extérieure de la paroi est isolée ( 0→extBi ), le coefficient H
~

devient: 

2 2
*
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2.2. Conduit cylindrique 
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. 

Pour une paroi mince   ( 0Sβ → ), l’effet de la conduction thermique dans la paroi peut être 

négligeable :    
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Quand ( 0→extBi ), nous obtenons: 
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Annexe (3) 

3. Quelques valeurs propres et fonctions propres : 

Table. A3.1 : Valeurs propres et fonctions propres (conduit à deux plaques avec température 
constante imposée à la paroi). 

 

k  
kµ   

(
4Re 10= ) 

kµ  

(
5Re 10= ) 

kµ  

(
6Re 10= )  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

3.1260e+0 + 1.3120e-11i 
1.7957e+1 - 1.2157e-13i 
3.0401e+1 - 9.3246e-12i 
4.2919e+1 - 1.9841e-11i 
5.5422e+1 + 8.4246e-15i 
6.7915e+1 - 2.1816e-13i 
8.0413e+1 - 2.6924e-14i 
9.2912e+1 - 1.1039e-13i 
1.0541e+2 - 5.0869e-15i 
1.1792e+2 + 3.9732e-14i 
1.3042e+2 + 1.9430e-12i 
1.4292e+2 - 1.1312e-27i 
1.5543e+2 - 4.1819e-15i 
1.6793e+2 + 4.1114e-8i 
1.8044e+2 - 7.8793e-15i 
1.9294e+2 - 4.5413e-18i 
2.0545e+2 - 4.7530e-14i 
2.1796e+2 - 3.8775e-21i 
2.3046e+2 - 3.1484e-17i 
2.4297e+2 + 8.8506e-16i 

7.3175e+0 +1.4915e-10i 
4.5213e+1 +7.7916e-12i 
8.0354e+1 +5.9857e-13i 
1.1521e+2 +1.5095e-12i 
1.4959e+2 +1.7535e-12i 
1.8341e+2 -3.5968e-14i 
2.1683e+2 -1.7245e-13i 
2.5018e+2 +4.7042e-12i 
2.8364e+2 +8.3898e-14i 
3.1723e+2 -4.0018e-15i 
3.5087e+2 +9.3782e-17i 
3.8450e+2 +5.8658e-13i 
4.1810e+2 -1.6949e-18i 
4.5169e+2 -1.0593e-14i 
4.8527e+2 -5.0325e-15i 
5.1886e+2 +1.0883e-18i 
5.5245e+2 +6.5648e-18i 
5.8605e+2 -1.8005e-16i 
6.1965e+2 -2.2667e-15i 
6.5324e+2 -4.2206e-17i 

1.8310e+1 -2.7553e-11i 
1.2280e+2 -2.9503e-12i 
2.1817e+2 -2.9756e-13i 
3.1278e+2 -7.7275e-12i 
4.0721e+2 -4.0085e-14i 
5.0160e+2 +1.2443e-16i 
5.9598e+2 -4.3757e-13i 
6.9036e+2 -1.1391e-13i 
7.8472e+2 -5.3925e-13i 
8.7903e+2 -2.2870e-13i 
9.7327e+2 -1.3312e-15i 
1.0674e+3 -2.5132e-14i 
1.1615e+3 -1.1921e-15i 
1.2554e+3 +3.7278e-16i 
1.3491e+3 +2.3869e-18i 
1.4427e+3 +2.3244e-16i 
1.5362e+3 +1.2822e-07i 
1.6295e+3 -1.8354e-17i 
1.7227e+3 -1.9334e-19i 
1.8158e+3 +1.0444e-16i 

 
 
Table. A3.2 : Valeurs propres et fonctions propres (paroi épaisse : 5Re 10 ,=  1,Ω =  

8.5 3,a e+ = −  0extBi =  et 50thr = ). 
 Plaques parallèles Conduit cylindrique 

k  
kµ  ( ),1kψ µ  kµ  ( ),1kψ µ  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

5.0621e+0 -2.2241e-08i 
4.2908e+1 -5.8196e-11i 
7.7550e+1 -1.7133e-10i 
1.1166e+2 +2.0562e-10i 
1.4501e+2 -1.9028e-11i 
1.7773e+2 -7.4620e-10i 
2.1037e+2 -4.0140e-11i 
2.4332e+2 -7.7304e-13i 
2.7657e+2 +5.4044e-13i 
3.0995e+2 -1.2130e-13i 
3.4333e+2 +9.2876e-08i 
3.7668e+2 +1.8320e-14i 
4.1005e+2 -1.1477e-14i 
4.4344e+2 +1.7503e-16i 
4.7687e+2 -3.2940e-16i 
5.1032e+2 -1.6546e-15i 
5.4380e+2 +3.8664e-14i 
5.7728e+2 -8.1407e-16i 
6.1078e+2 +8.4448e-18i 
6.4429e+2 -3.3611e-13i 

 5.0896e-1 - 4.2133e-09i 
-1.3446e+0 +3.2902e-11i 
 1.9451e+0 -1.1530e-10i 
-2.6116e+0 -1.4592e-10i 
 3.3594e+0 -1.3157e-11i 
-4.0221e+0 +4.8045e-10i 
 4.4452e+0 -2.4147e-11i 
-4.6885e+0 +4.5148e-13i 
 4.8904e+0 +3.1566e-13i 
-5.1122e+0 +7.1175e-14i 
 5.3440e+0 +5.4297e-08i 
-5.5578e+0 -1.0593e-14i 
 5.7396e+0 -6.5537e-15i 
-5.8932e+0 -9.8957e-17i 
 6.0289e+0 -1.8501e-16i 
-6.1543e+0 +9.2531e-16i 
 6.2725e+0 +2.1549e-14i 
-6.3836e+0 +4.5234e-16i 
 6.4879e+0 +4.6797e-18i 
-6.5857e+0 +1.8583e-13i 

8.7126e+0 +9.4159e-9i 
6.3159e+1 -1.8209e-11i 
1.0960e+2 -1.0769e-10i 
1.5513e+2 -4.9682e-11i 
2.0005e+2 +3.9344e-13i 
2.4435e+2 -5.2082e-12i 
2.8807e+2 +1.4114e-15i 
3.3145e+2 -6.7148e-11i 
3.7482e+2 -9.5028e-11i 
4.1838e+2 +1.5025e-5i 
4.6219e+2 -1.0865e-16i 
5.0618e+2 -1.2050e-14i 
5.5026e+2 -9.0578e-12i 
5.9434e+2 -2.2168e-16i 
6.3841e+2 +4.0949e-16i 
6.8246e+2 -5.5697e-06i 
7.2650e+2 -1.2120e-17i 
7.7056e+2 -1.7333e-11i 
8.1463e+2 +4.8008e-10i 
8.5872e+2 +3.0018e-14i 

 5.7736e-1 +8.8274e-10i 
-7.3366e-1 +3.7235e-12i 
 7.9223e-1 -2.1461e-11i 
-8.5311e-1 +9.3201e-12i 
 9.3016e-1 +6.7897e-14i 
-1.0174e+0 +8.0779e-13i 
 1.0954e+0 +1.9297e-16i 
-1.1422e+0 +8.0382e-12i 
 1.1513e+0 -1.0094e-11i 
-1.1349e+0 -1.4578e-06i 
 1.1106e+0 -9.9179e-18i 
-1.0893e+0 +1.0543e-15i 
 1.0744e+0 -7.6455e-13i 
-1.0646e+0 +1.8039e-17i 
 1.0571e+0 +3.2028e-17i 
-1.0494e+0 +4.1793e-07i 
 1.0404e+0 -8.7287e-19i 
-1.0299e+0 +1.2011e-12i 
 1.0186e+0 +3.2119e-11i 
-1.0070e+0 -1.9460e-15i 

 


