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Introduction générale

derl12En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui permet d’affirmer qu’une
fonction f admet sous certaines conditions un point fixe.Ces théorémes se révelent étre des
outils tres utiles en mathématiques.

La notion d’espace métrique, introduite en 1906 par Mr. Fréchet et développée peu apres
par F. Hausdorff.

Le concept d’espace métrique partiel était introduit par Matthews en 1994 [6, 1992]. La
topologie de tels espaces métriques partiels est un peu particuliere. Précisément, la distance
d’un point & lui méme peut ne pas étre égale a zéro. De plus, la limite d’une suite convergente
n’est pas unique. Matthews a étendu le principe de Banach aux espaces métriques partiels
complets. Aprés le résultat de Matthews, beaucoup de résultats intéressent de point fixe
ont été établis dans des espaces métriques partiels.

Récemment, L. G. Huang et X. Zhang [2007] ont introduit la notion d’espace métrique
cone (cone metric space), ot l'ensemble des nombres réels est remplacé par un espace de
Banach partiellement ordonné. Ils ont établi des théorémes de point fixe dans un tel espace.

Le théoreme de Nadler (1969) est une généralisation du principe de contraction de Ba-
nach pour les contractions multivoques, i;e., des contractions d’un espace métrique complet
a valeurs dans 'espace de tous les sous-ensembles fermés, bornés, non-vides de cet espace,
muni de la métrique de Hausdorff.

Le théoreme de Caristi (1976), qui garantit I’existence d’un point fixe d’une fonction d’un
espace métrique complet a valeur dans lui-méme et respectant une condition particuliére sur
d(z, f(x)), a plus tard été généralisé aux fonctions multivoques.

Souvent, pour généraliser le principe de Banach (1922) classique, on a recours a modifier
la topologie de 'espace X dans lequel on étudie I'existence de point fixe.

Ultérieurement, beaucoup de résultats de point fixe ont été élaborés pour des con-

tractions faibles et leurs généralisations. On s’intéressera dans ce mémoire de prouver cer-
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tains théorémes de point fixe des contractions univoques ou multivoques dans des espaces
métriques partiels cones. La démarche est décrite dans [4, 1] et [7].

Ce travail est réparti en trois chapitres:

Le premier chapitre est consacré d’une part, & quelques définitions concernant les cones
et d’autre part, a un résultat principal qui concerne les espaces métriques partiels.

Dans le chapitre 2, nous allons présenter quelques théorémes de point fixe pour les
applications définies sur les espaces métriques partiels (voir [1]).

Nous poursuivons dans le chapitre 3, la présentation de quelques théorémes de point fixe,
nous vous proposons de découvrir et de dévlopper certains théorémes pour les applications
multivoques définies sur les espaces métriques cones. Ensuite, nous appliquons ces mémes
résultats de point fixe, nous établissons des résultats de point fixe pour les applications
univoques et multivoques définies sur les espaces métriques partiels cones.

Enfin, ce mémoire est cloturé par une conclusion et une bibliographie.



Chapitre 1

Des résultats dans ’espace métrique

partiel et métrique partiel coéne



1.1. Introduction

1.1 Introduction

Commencons ce chapitre par quelques définitions, quelques lemmes et quelques propo-

sitions qu’on utilisera dans les chapitres suivants.

1.2 Quelques définitions d’Analyse multivoque

Soit X un espace normé. On désigne par 2% ’ensemble des parties de X.
Comme nous 'avons dit précédemment, nous nous intéressons dans ce mémoire aux
applications dites multivoques. Ce sont des applications dont les images ne sont pas néces-
sairement des points comme en analyse classique, mais des ensembles. Dans cette section,

nous allons présenter quelques définitions et propriétés relatives a ces fonctions.

Définition 1.1. Considérons deux ensembles X et'Y. Si a tout élément v de X, on fait
correspondre un sous ensemble bien déterminé T'x de Y, on dit alors que la correspondance

x +— T (x) est une application multivoque de X dans Y.
graphe (T) ={(z,y) e X xY :y e T (2)}.
On dit que l’ensemble T'(x) est l'image de x par T

Dans la littérature, ces applications sont aussi appelées multi-applications, fonctions

multivaluées, multifonctions ou encore correspondances.

Remarque 1.1. Remarquons qu’une application univoque est aussi une application multi-

voque puisque pour x € X le singleton f(x) = {y} est un sous-ensemble de Y .

Une application multivoque définie sur X et a valeurs dans les sous-ensembles de Y sera
notée T': X — 2¥ | ou encore T : X =% Y pour faire la différence avec la notation usuelle

des applications univoques.

Définition 1.2. Soit (X, ||.||) un espace de Banach et T : X — 2% une application

multivoque.

i. T est dite a valeurs fermées si pour tout x € X, T (x) est fermé.

ii. T est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) en xo € X si pour tout ouvert W tel
que T (xg) est dans W, il existe un voisinage ouvert v (xo) dans X tel que pour tout

x €v(xg) onaTl(x)CW.
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iii. T est dite bornée si pour tout ensemble borné B dans X, l’ensemble T (B) est borné
dans X, c’est-a-dire

sup {sup {||z[| : 2 € T (y)}} < oc.
yeB
iv. T posséde un point fixe s’il existe v € X tel que x € T (x).

Définition 1.3. Soit E un espace de Banach. X un sous ensemble non vide, fermé de E et
T : X — 2% un opérateur multivoque & valeurs non vides, fermées. T est dit semi-continu
inférieurement (s.c.i) si Uensemble {x € X : T (x) N C # S} est ouvert pour tout ensemble

ouvert C dans E.

Exemple 1.

1. L’application multivoque Ty : R — 2R définie par

I () :{ [—1,1]' sixz=0,
{0} siz #0.

est s.c.s en x =0 et n'est pas s.c.i en x = 0.

2. L’application multivoque Ty : R — 2% définie par

T2(x):{ {0} six%O,
[—1,1] sixz #0.

est s.c.i en x =0 et n'est pas s.c.s en x = 0.

1.3 Espace métrique partiel

1.3.1 L’éspace métrique

Définition 1.4. (espace métrique) Soit X un ensemble non vide.un métrique sur X est
une application d : X x X — R™ telle que pour tous x, vy, z € X,

My : 0 < d(zx, y), (positivité),

M, :siz=y = d(z, y) =0, (nullité sur la diagonale),

M, : sid(xz, y) =0 alors x =y, (séparation),

Ms : d(x, y) = d(y, z), (symétrie),

My :d(z, z) <d(xz, y)+d(y, z), (inégalité triangulaire).

Un espace métrique est une paire (X, d) tel que X est un ensemble non vide et d est un

métrique sur X.
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Remarque 1.2. On dit parfois distance a la place de métrique. Si l’on n’impose pas (Ms) ,

on dit que d est une semi-distance sur X.
Définition 1.5. (ultramétrique) si une distance d vérifie la propriété suivante:
d(x, z) <max{d(z, y), d(y, 2)},
On dit que d est ultra-métrique.

Définition 1.6. (contractante) Soient (X, d) un espace métrique ,et T : X — X une
application, on dit que T' est contractante s’il existe ¢ € (0, 1) tel que pour tout v € X on
ait

d(T'(z), T(y)) < cd(z, y).

Définition 1.7. (faiblement contractante) soient (X, d) un espace métrique,et soit T :
X — X une application on dit que T est faiblement contractante s’il existe ¢ € (0, 1) tel

que pour tout v € X on ait d(y, T (y)) < cd(z, y).

1.3.2 L’espace métrique partiel

Définition 1.8. ( espace métrique partiel) Soit X un ensemble non vide. Un métrique

partiel sur X est une application p : X x X — R* telle que pour tous z, y, z € X, on a

prip(x, z) <plz, y),

prrr=y<=rplz z)=p y)=pr{Y y),

ps:p(z, y)=p(y, ),

pa:p(, y) <p(z, 2)+p(z y) —ply, y)

Un espace métrique partiel est une paire (X, p) tel que X est un ensemble non vide et

p est un métrique partiel sur X.

Exemple 2. la fonction p; : X x X — R*(i € {1,2,3}) définie par:
pi(x, y) =d(z, y) +p(z, y),
p?('r7 y) - p(.T, y) + max{w(x), w<y>}7

pS(xv y) = d(l‘a y) +a.
est un métrique partiel dans X ot w : X — RT est une fonction arbitraire et a > 0.
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Preuve.

la. -p,(z,y) = d(z,y) + p(z,y).
pu(a.) = d(z.2) + (. 2). on 2.0 = d(2.2) < d(a.y). et p(r. ) < pla.y).

donc,
d(z,x) + p(z,z) < d(z,y) +p(z,y) = py(2,Y),
2a. -py(z,y) = p(z,y) + max{w(z), w(y)} .
pa(x,x) = p(x, z) + max{w(z), w(z)}, on a p(z, ) < p(z,y) et max{w(z),w(y)},
donc,
p(z,z) + max {w(z), w(z)} < p(z,y) + max {w(z),w(y)} = py(z,y).
3a. -py(z,y) = d(z,y) + a.
ps(z, ) = p(z,z) + a < p(z,y) + a,

car 0 = d(x,z) < d(z,y), ce qui implique la 1°" condition est satisfie.

1b.z =y < p(z,2) = p(2,y) + pi(y, ),

r=y < p2,2)=d,2)+pla,o

= p(z,z

r=y <= py(z,z)=p(x,z)+max{w(z),w(r)}

= po(w, 1) = pa(x,y) = pa(y, ).
8b. 1=y <= py(r,7) = ps(x,y) + ps3(y,v),
r=y <= ps(z,x) =d(z,z) +a
=d(z,y) +a=d(y,y) + a.
= p3(@,7) = p3(2,y) + p3(y, y)-
La 2¢™¢ condition est satisfie.
1C' pl(x7y) = d(l’,y) +p($ay) = d(y,l‘) +p(y,l’> = pl(yax)

2¢. py(z,y) = p(x,y) + max {w(z), w(y)} = p(y, z) + max{w(y), w(z)} = ps(y, ).
3c. ps(z,y) =d(z,y) +a=d(y,z) + a = ps(y,z).

7
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La 3¢™¢ condition est satisfie.
1d.

pi(z,y) = d(z,y) + p(z,y)
S d(l’,Z) + d(zvy) - d(z7z) —i—p(x,z) —i—p(z,y) —p(Z,Z),

car d(z, z) = 0, donc, py(2,y) < py(z,2) + p1(2,9) — p1(2, 2).

2d.
po(z,y) = p(x,y) + max{w(z), w(y)}
< plz,2) +p(z,y) — p(2, 2) + max {w(z), w(z)} + max {w(z), w(y)} — max {w(z), w(z)}
< 02(5’372) + ,02(273/) - ,02(272)-
3d.

ps(z,y) = d(z,y)+a <d(z,z)+d(z,y)+ 2a
< p3(x,z)+p3(z,y).

La 4¢™¢ condition est satisfie.

Donc (X, p;) est un espace métrique partiel. m
Exemple 3. on considére la fonction p : R~ x R~ — RT définie par :

p(z,y) = —min{z, y},
pour tout x, y € X, le paire (R™,p) est un espace métrique partiel.

Preuve. En effet, pour tous z, y, 2z € R™,

P;. min{z, y} < x donc p(z, y) > p(x, x) = —x.

P,. on pose p(z, y) = p(z, y) = p(y, y),donc —z = —y d’out x = y.
Ps. cest évident que p(z, y) = p(y, x).

Py. on vérifie cela min{z, z} > min{z, y} + min{y, z} — min{y, y},

En considérant lescas y <z <z, t <y<zetzx <z <y, dou

p(x, 2) < p(x,y) +ply, 2) —ply, v).

Les boules ouvertes sont les B.(x) = {Y € R™ : —min{z, y} < ¢} = (—¢,0) avec
autrement,si x < —e alors p(z, ) = —x > ¢ et B.(z) = @.

On pose que y € B.(x), alors —min{z, y} < ¢ lequel implique que min{z, y} > —e.
Doty > —c. m
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Exemple 4. Soit p: Rt x RT — R est définie par p(x,y) = max{x,y} pour tous z, y €

R*.alors (R*, p) est un espace métrique partiel.

Preuve. On vérifie que pour tous z, y, 2 € R*.
Py : max{z,y} > y donc p(z, y) > p(z, ),

Py : on pose que p(z, ) = p(z, y) = p(y, y) alors v =y,
Ps : c’est évident que p(z, y) = p(y, z),

Py : on vérifie que
max{z, z} < max{z, y} + max{y, z} — max{y, y},
On considére lescas y <x <z, r<y<zetxr <z <y, dou
p(z, 2) <p(z, y) +py, 2) =Py, y).
Les boules ouvertes sont les B.(z) de la forme
B.(z) = {y € R" : max{x, y} < e} = B(0, ¢),

avec r < ¢ autrement, if x > ¢, alors B.(z) .on pose que y € B.(z) alors max{x, y} < e qui

implique que y < ¢. =

Définition 1.9. (espace métrique d’Hausdorff) Soit (X, d) un espace métrique et C B(X)

la famille de toute les sous ensembles fermés et bornés de X, ¥V A, B € X on définit

H(A, B) = max{supd(a, B), supd(b, A)}, (1.3.1)

a€A beB

ot d(z, A) = inf{d(x, a) : a € A}, la distance entre le point a et l’ensemble A, H est le

métrique dans CB(X),c’est le métrique d’Hausdorff induite par le métrique d.

Soit (X, p) un espace métrique partiel et soit C'BP(X) la famille de toute les sous-

ensembles fermés et bornés dans Iespace métrique partiel (X, p).

Définition 1.10. A est dite ensemble borné dans (X, p) si xg € X et M > 0 tel que pour
tout a € A on a a € By(xg, M), c’est

p(xo, a) < pla, a)+ M. (1.3.2)
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Pour A, B € CBP(X) et x € X, on définit

p(z, A) =inf{p(z, a), a € A},

et
610(37 A) = Sup{p(b> A) : b € B}>
et
61’(147 B) = Sup{p<a7 B) ra e A}7
et on a
p(xr, A)=0=p(z, A) =0,
ou

p’(z, A) =inf{p°(z, A),a € A},
Maintenant, on étudier quelques propriétés de I'application

5, : CBP(X) x CBP(X) — [0, +oo,

Proposition 1.1. soit (X,p) un espace métrique partiel pour tous A, B, C € CBP(X),

nous avons le suivant
i. 0,(A, A) =sup{p(a, a):a € A}.
it. 0,(A, A) <0,(4, B).
iii. 5,(A, B)=0= AC B.
iv. 0,(A, B) < (A, C)+,(C, B) —inf.coplc, c).

Preuve.

1. de
(p(a, A) =p(a, a)), (1.3.3)

Si A € OBP(X) alors pour tout a € A nous avons p(a, A) = p(a, a) comme A = A

par conséquent

dp(A, A) =sup{p(a, A):a e A} =sup{p(a, a) :a € A}.

10
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ii. soit a € A depuis p(a, a) < p(a, b) pour tout b € B par conséquent nous avons

pla, a) < pla, B) <4,(A, B),

de (7) nous concluons que
5,(A, A) = sup{pla, a) :a € A} < 6,(4, B),
iti. on pose 0,(A, B) =0 par conséquent p(a, B) = 0 pour tout a € A de (i) et (ii) on a
pla, a) < ,(A, B) =0 pou tout a € A,

alors

p(a, a) =0 pour tout a € A,

d’ou

p(a, B) =p(a, a) pour tout a € A,
de (1.3.3) nous avons a € B = B pour tout a € A donc A C B

w. soit a € A, b € B et c € C comme

p(a, b) Sp(a, C) —|—p(C, b) —p(C, C)?

donc nous avons

pla, B) <pla, ¢)+ple, B)—plc o),
et

pla, B)+plc, ¢) <pla, ¢) +6,(C, B).

Comme c¢ est un élément arbitraire de C' alors nous avons

5,(A, B) < 3,(A, C)+6,(C, B) - inf plc, 0.

Soit (X, p) un espace métrique partiel pour tous A, B € C'BP(X) on définit

H,(A, B) = max{6,(A, B),5,(B, A)}. (1.3.4)

11
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Proposition 1.2. soit (X,p) un espace métrique partiel pour tous A, B € CBP(X), on
définit

hy. H,(A, A) < H,(A, B).
he. H,(A, B) < H,(B, A).
hs. H,(A, B) < H,(A, C)+ H,(C, B) —inf.ccp(c, c).
Corollaire 1.1. soit (X, p) un espace métrique partiel pour A, B € CBP(X) on a
H,(A, B)=0=A=0B. (1.3.5)
Preuve. soit H,(A, B) = 0 par définition de H,,
6,(A, B) =0,(B, A) =0, (1.3.6)
utilisant (7i7) de la proposition (1.1) on obtient A C Bet BC Adonc A=B. m

Remarque 1.3. la réciproque de ce corollaire n’est pas vrai en général comme il clair de

[’exemple suivant:
Exemple 5. soit X = [0, 1] et soit (X, p) un espace métrique partiel définie par

p(z,y) = max{z,y},

de (i) de la proposition (1.1) nous avons
H,(X, X)=6,(X, X)=sup{z:0<z<1}=1#0,
de proposition (1.2) et corollaire (1.1) U'application
H,: CBP(X) x CBP(X) — [0, +o0[,
définie un métrique partiel d’ Hausdorff induit par p.

Remarque 1.4. il facile montrer que tout Hausdorff métrique est un Hausdorff métrique

partiel ; la réciproque n’est pas vrai.

Lemme 1.3. soit (X, p), un espace métrique partiel A, B € CBP(X) et r > 0, Va €
A, 3b=10b(a) € B tel que
pla, b) < H,(A, B) +r. (1.3.7)

12
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Preuve. si
A=DB, Hy,(A, B)=H,(A, A)=0,(A, A) =sup{p(a, A),a € A}, (1.3.8)
soit a € A, alors
p(a, a) <sup{p(z, x),x € A} = H,(A, B), (1.3.9)

de(1.3.8) et (1.3.9) on a
p(au b) S HP(A7 B) + 7",

on pose A # B, soit a € A tel que
pla, b) < H,(A, B)+r, Vbe B,
alors
inf{p(a, y), y € B} > Hy(A, B) +r,

c’est
pla, B) < H,(A, B)+r

on note que

Hy(A, B) = 6,(A, B)+supp(x, B) = pla, B) = Hy(A, B)+,

rea
mais A # B
H,(A, B)#0.

et I'inégalité ci-dessus rapporte une contradiction. Par conséquent, il n’existe aucun a € A

tel que (1.3.7) vérifier. m

1.3.3 Suites de points d’un espace métrique partiel

Lemme 1.4. Soit {x,} une suite convergente dans l’espace métrique partiel telle que z,, —
T, Ty — Y St

lim p(x,, z,) =p(z, z)=Dply, y),

n—o0

alors © = y.

Preuve. comme

p(x, y) < plw, 2,) +p(En, y) — (T, Tn),

13



1.3. Espace métrique partiel

par conséquent
P(Tn, 0) < (T, T0) + (20, y) — (T, Y),

Par les suppositions données, nous avons

lim p(zy, x) = p(z, @), Iim p(., y) = ply, y),

n—oo

et

lim p(x,, z,) =p(z, x),

n—oo
par conséquent

¢ <p(z, =) +ply, y) - ple, y),
lequel montre que
p(y. y) <plz, y) <ply. y).
Aussi,
p(@, y) < p(y, Ta) +p(@n, ) = p(Tn, n),

ce qui implique

(T, Tn) <Py, Tn) + (w0, ) —p(T, ¥Y),

lorsque n — oo on obtient

p(y, ¥) <ply, y) +plr, ©) —plz, y),

et

p(x, z) <p(z, y) < pl, 2),
alors

p(x, ) =p(z, y) = ply, v),

par conséquent r =y. ®
Définition 1.11. /6]

i. Soit (X, p) un espace métrique partiel, la suite {x,} est dite de Cauchy dans X si

lim p(x,, ,) eriste et finie.

n,Mm— 00

ii. (X, p) est dit complet si pour toute suite de Cauchy {x,} dans X converge, par rapport

a Tp, vers un point x € X, tel que

lim p(z,, ©,)=pz, ). (1.3.10)

n,Mm—00
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1.3. Espace métrique partiel

iti. {x,} est dite de Cauchy dans X si

da >0, Ve >0, In. € N, Vm, n>n_, |p(xm,, ©,) —al <e. (1.3.11)

Lemme 1.5. [6] Soit (X, p) un espace métrique partiel. Alors,

1. {z,} est une suite de Cauchy dans (X, p) si et seulement si elle est de Cauchy dans

I'espace métrique (X, p°).
2. (X, p) est complet si et seulement si, 'espace métrique (X, p°) est complet. De plus,

lim p*(z,, ) =0 <= p(z, z) = lim p(z,, z)= lim p(z,, o). (1.3.12)

n—oo n—oo n,m—oo

Lemme 1.6. soit (X, p) un espace métrique partiel et A un ensemble non vide dans X, en

définie p(a, A) par p(zo, A) = inf{p(xy, A):a € A}.on a
a € A si et seulement si p(a, A) =p(a, a). (1.3.13)

tel que A désigne la fermeture de A en ce qui concerne la topologie du p métrique partiel. A

est dite fermé dans (X, p) si et seulement si A = A.

Preuve.
a € A<= By(a, ¢)NA%# @ pour tout € > 0
< pla, ) <e+pla, a) pour tout ¢ >0 et Vr € A
< pla, ) —pla, a) < e pour tout € > 0 et Vo € A
<~ inf{p(a, z) —pla, a):x € A} =0
<~ inf{p(a, z):z € A} —pla, a) =0
< inf{p(a, =) :x € A=p(a, a)
<~ pla, A) =p(a, a).

Lemme 1.7. Soit (X, p) un espace métrique partial complet alors:
1. sip(z, y) =0, alors x = y.

2. si x # y, alors p(x, y) > 0.
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Preuve.

1. Soit p(z, y) =0, de (F), on a

p(x, x) <p(z, y) =0,

et
p(y, y) < plz, y) =0,
on trouve
p(x, ) =ply, y) = p(z, y) =0,

de (P;) onaz =y.

2. on pose x # y, par définition p(z, y) >0, Vz, y € X,on pose p(z, y) =0de (1), z =y
contradiction, d’ou p(x, y) > 0, donc x # y.

Lemme 1.8. On pose x, — z dans l’espace métrique partiel (X, p),tel que p(z, z) = 0,
alors

im p(z,, y) =p(z, y); Vy € X. (1.3.14)

n—oo
Preuve. On note

lim p(x,, 2z) =p(z, z) =0,

n—oo

de l'inégalité triangulaire, on obtient

P(Tn, ¥) < p(an, 2) +p(z, y) —p(z, 2) =p(z,, 2)+p(2, y),
et
p(z, y) <p(z, ) +p(@n, ¥) = P(Tn, Tn) < p(Tn, 2) + (20, Y).
D’ou
0 < |p(zn, y) —p(2, ¥)| < p(20, 2),

on fait tendre n — oo, on conclure. m

Lemme 1.9. Si{x,} est une suite convergente dans (X, p®),alors elle est convergente dans

Uespace métrique partiel (X, p)
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Preuve. Comme

lim p*(z,, ) =0,

n—oo

et
p(Tn, x,) < p(x,, x), Yn; Vo € X,
ce qui implique

lim sup p(za, @) — ple, @) < lim p*(z,, o),

n—00 n—0oo

et par conséquent

lim p(ra, @) = pla, o).

n—~oo

Définition 1.12. (semi- continue inférieure) Soit (X, p) un espace métrique partiel et

¢ : X — R une fonction, la fonction ¢ est dit semi- continue inférieure si,

limp(z,, ) =p(z, ) = ¢(x) < lim inf ¢ (z,). (1.3.15)

n—oo n—oo

Définition 1.13. ( boule ouverte et fermée) Soit (X, p) un espace métrique partiel.
Pour tout x € X et € > 0, nous définissons respectivement la boule ouverte et fermée pour

le métrique partiel p on mettent
B.(x, ) ={y € X : p(z, y) < p(z, )+ ¢}, (1.3.16)
boule ouverte de centre x et de rayon e.
Bz, e)={y e X :p(x, y) <plx, )+l (1.3.17)

boule fermée de centre x et de rayon €.

Remarque 1.5. contrairement au cas de l’espace métrique, quelques p boules ouvertes peu-
vent étre vides, comme un exemple, dans un espace métrique partiel (X, p), la boule ouverte

Bp(e, »)(x) est vide pour tout x € X.
Définition 1.14. (continue) soit (X, p) est un espace métrique partiel. F' une application
F. X - X,
est dite continue en x € X, si pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que
F(By(z, €)) C By(Fx, ¢).
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Définition 1.15. (suite de 0—Cauchy) la suite {x,}nen dans Uespace métrique partiel
(X, p) est dite 0— Cauchy si

lim p(z,,, 2,) =0

lespace métrique partiel (X, p) est dit pour étre 0— Complet si toute suite 0— Cauchy con-

verge a un point x € X en ce qui concerne la topologie T,.tel que
p(z,z) =0,

on note que chaque suite 0— cauchy dans (X, p) est de Cauchy dans (X, p°) et que chaque

espace métrique partiel complet est 0—complet.
Lemme 1.10. Si (X, p) est un espace métrique partiel, alors les fonctions définies par
p°, p™ i X x X — RT,
Pz, y) = 2p(z, y) —p(z, z) —p(y, ),

et
p"(z,y) = max {p(x, y) — p(z, x), p(z, y) —p(y, ¥)},

définies le métrique équivalant dans X.
Preuve. C’est simple de voir que p*, p™ est un métrique dans X. en effet
p"(z,y) <p(x, ),
Vz, y € X, comme pour chaque nombre réel a et b on a
a+ b < 2max{a, b},
par conséquent
p’(z,y) = 2p(z, y)—p(z, =)=ply, y) < 2max{p(z, y)—p(z, z),p(z, y)—ply, y)} = 2p"(z, ),
d’ou

1
§p5(a¢,y) <p"(z, y) < pi(z, y),

alors p®, p™sont équivalent. m
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1.4 Espace métrique partiel cone

1.4.1 L’éspace métrique cone

Définition 1.16. (céne) Soit E un espace de Banach réel et P C E. Le sous-ensemble P
est dit un cone, s’il satisfait les conditions suivantes:

(C1) P est fermé, P#0 P # {0g}. ot Og est un élément neutre de E .

(Cs) ax + by € P pour tous x,y € P, pour tous a,b > 0.

(C3) PN (—P) ={0g}, c’est-a-dire, v € P et —v € P = x = 0 ou Og est l’élément
nul de E.

Définition 1.17. (céne normal) Le cone P est dit normal s’il existe une constante K > 0

telle que: pour tout x,y € P.
O0<z<y=lzlz < Klylg
Le réel K est appelé constante normale de P.
Définition 1.18. On dit que E est partiellement ordonné par le cone P si :
r<y=y—x€P.

Définition 1.19. Le cone P est dit régulier si pour toute suite croissante qui est majorée
est convergente, c-a-d : si {x,} est une suite telle que: x1 < x9 < ... <z, < ... <.

pour un certain y € E, alors il existe v € E telle que: ||z, — z|| — 0 si n — +o0.
Proposition 1.11. Tout cone régulier est un cone normale.

Définition 1.20. (espace métrique cone) Soit X un ensemble non vide. Supposons qu’une
application d : X x X — E pour tous x,y,z € X satisfait :

(CMy) 0p < d(z,y) etd(z,y) =0 < z =1y,

(CMs) d(z,y) =d(y, ),

(CM3) d(z,y) <d(x,2) +d(z,y),

L’application d est appelée une métrique come sur X le couple (X, d) est appelé un espace

métrique cone.

Exemple 6. Soit E = R> P = {(z;y) € E,x > 0g,y > 05}, X = R et application d :
X x X — FE définie par:

d(z,y) = (lv —yl|,Blr—yl) = |z —y[(1,8),
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1.4. Espace métrique partiel cone

ou [ est une constante positive. Alors (X, d) est un espace métrique cone.

Preuve. On montre que (X, d) est un espace métrique cone complet.
1. ona, P={(z,y): 2,y > 0} est un cone car: P est fermé et non vide.

i. Soit a,b € R, Vx,y € Pon aax+ by € P.
ii. Soit x € P et —x € P alors, x = 0.

2. onad(z,y)=(lzr—yl|;8|xr—y|) est une métrique come.Vr,y € X, d(x,y) > 0,
et sid(z,y)=0=z=y.
d(z,y) = (lr —y[; Blz —y[) 2 0
car || >0et § € (0,1), et si
d(z,y) = 0= (Jz—yl; Bz —yl)=(0,0)
= |lz—y|=0
= r—y=0=>x=y.
Vr,y € X, d(x,y) =d(y,x), on a
d(z,y) = (lz = yl; le —yl) = (ly = z[; Bly — «]) = d(y, ),
Va,y,z € X, d(z,y) < d(x,z) +d(z,y), on a

d(z,y) = (lz—yl;Blz—yl)
= (g —z+z2—-yl;Blz—2+2-y])
< (lz—z2l+lz—yliBlr—z+]2—yl)
< (le—z;8le—=2)+ (= —yl; 8z —yl)

= d(z,z)+d(zv),

donc (X, d) est un espace métrique cone. m

1.4.2 L’éspace métrique partiel cone

Définition 1.21. (espace métrique partiel cone) Soit X un ensemble non vide. Supposons
qu’une application p : X X X — E pour tous x,y, z € X, satisfait:

(Fo) 0 <p(z,z) <p(zy),

(A1) z=y < plx,z) =p(@y) =pyy)),
(P2) p(z,y) =p(y,2),
(P3)

Bs) p(w,y) <p(w,2) +p(zy) —p(z2),
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L’application p est appelée une métrique cone partiel et le couple (X, p) est appelé un

espace métrique partiel cone.

Exemple 7. Soit £ = R?,
p=A{(zy) € £:2,y >0},

L’application p : X x X — E définie par:
p(z,y) = (max {z,y}, amax {z,y}) = max {z,y} (1, a),
ot v est une constante positive. Alors (X,p) est une espace métrique partiel cone.

Preuve. P est un cone car satisfait les trois conditions de cone.
On montre que p est un métrique partiel cone.

1. 0 < p(x,x) < p(x,y),Vz,y € X, on a:
p(z,z) = (max {z,z};amax{z,z}) >0
car p(x,x) = (z,ax) et z € RT, a > 0.
p(r,x) = (max {z,z};amax {z,z}) < (max{z,y};amax {z,y}) = p(z,y)
puisque

six = max{z,y} alors p(z,z) = p(z,y),
siy = max{z,y} alors p(z,z) < p(z,y),
donc, 0 < p(z,z) < p(x,y).
2. pour tous x,y € X ,si
r=y < p(z,r) =p(z,y) = p(y,y),
si

r=y <= p(r,z) = (max{z,z};amax{z,z})

= (max{z,y};amax{zr,y})
= (max{y,y};amax{y,y})
= plz,y) =p(y,y),

3. p(z,y) = p(y,z),Vz,y € X, on a:

p(z,y) = (max {z,y}; amax {z,y}) = (max {y,z}; amax {y,x}) = p(y, ),

21



1.4. Espace métrique partiel cone

4. p(z,y) < p(x,2) +p(2,y) — p(2,2),Vr,y,2 € X, on a:

p(r,y) = (max{z,y};amax{z,y})

IN

(max {z, z} + max {z,y} — max{z, z}) (1, a)

IN

(max{z, z};amax{z, z}) + (max {z,y};amax {z,y}) — (max {z, 2} ;amax {z, z})

donc, (X, p) est un espace métrique partiel cone mais n’est pas un espace métrique cone.

Remarque 1.6. un espace métrique cone est un espace métrique partiel cone, mais la
reciproque est n’est pas vrai, car:

la condition 2/ si x =y <= p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) et p(x,x) # 0.

et la condition 4/ on a: p(x,y) < p(z,z) + p(z,y) — p(z,2),Vr,y, 2

on peut suppose que p(z,z) = 0, dans l’espace métrique cone mais dans l’espace métrique

partiel cone p(z,z) # 0.
|

Exemple 8. Soit E = C} [0,1] avec la norme w = ||u|| + ||v/||, e¢ X =P ={uec E:

u(t) > 0,t €[0,1]}. On définitp: X x X — P par

x T =1y,
pz,y) =
r+y, T#Y,

[e'eRs

Preuve. On montre que p est un métrique partiel cone mais non métrique cone,

Pour z,y € X, on a
p(z,y) =ply,z) =2

et
p(z,z) =plz,y) =zsi v =y,
et
p(z,y) =py,x) =z +y
et

plr,z)=x<z+y=pry) sic=uy.
Pour z,y € X, on a
plz,y) =plx,z) =p(y,y) =z siz =y,
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et
z =y sip(x,x) =py,y).
Pour z,y,z € X, on a
p(z,y) = v =p(z,2) +p(y,2) —p(z,2), stz =y =z,
plry) =z <z+y+z=pz)+pyz) —pz2), siz=yy =z
p(@,y) =x+y=p 2)+p(y 2) —plz2), sie=y,y =z,
plz,y) =z +y=pr,2)+ply,z) —p(z,2), siz=y,z =z,
plr,y)=rx+y<z+y+z=pxz2)+plyz) —pzz),sic=y, y=2z01=z,

Donc, p est un métrique partiel cone mais non métrique cone, d’ou p(z,z) # 0 pour

chaque z € X avec 2z # 0. m
Définition 1.22. Soit X un ensemble non vide et A, B deux parties de X,on a

1. p(z,A) =inf {p(z,a) :a € A},
2. p(A,B) =inf{p(a,b):a € A,b € B}.

Théoréme 1.12. Tout espace métrique partiel come (X, p) est un espace topologique.
Preuve. pour c € int(P),
Soit B(z,c) ={ye X :p(z,y) <c+p(z,x)} et f={B(x,¢c):x € X,c€ int(P)}.
Done, 7, ={U C X :Vx € U,3B € 8, v € BC U} U{0} est un espace topologique. ®

Théoréme 1.13. Soit (X, p) un espace métrique partiel cone. Soit (z,,) est une suite de X

et x € X. On dit que (x,) est convergente vers x et x est une limite de (x,) si

lim p(z,,x) = lim p(z,,z,) = p(z,x)

Théoréme 1.14. Soit (X, p) un espace métrique partiel cone et (x,,) une suite de X. Si(z,,)

convergente vers x,alors pour tout ¢ € int(P) il existe N telle que
p(xn,x) L c+plx,x) pour tout n > N.

Définition 1.23. Soit (X, p) un espace métrique partiel cone et (x,) une suite de X,
1. (z,) est dit converge vers un point x € X ,si et seulement si p (x,x) = lim, o p (Tp, T).

2. (x,) est dit de Cauchy s’il existe a € P telle que pour tout € > 0 et soit N telle que :
lp (24, ) — al| < & pour tous n,m > N.

3. (X,p) est dit complét si pour tout suite de Cauchy (z,) dans X convergente vers

rz e X.
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Définition 1.24. Soit une fonction f: X — X. On dit que f est continue en un point x
de X, si pour tout c € int(P) alors il existe d € f (B (x,d)) C B(f (x),c).

Si f est continue en tout point x de X, alors on dit que f continue sur X.

Définition 1.25. Soit une fonction f : X — X.On dit que f est une suite des fonctions

continues en a € X, si (f (x,)) converges vers f (z) telle que (x,) converge vers x.

Théoréme 1.15. Soit (X,p) un espace métrique partiel cone, P un constante normal K.
Si (x,,) une suite de Cauchy dans (X, p) alors est une suite de Cauchy dans l’espace métrique
cone (X, d).

Preuve. Soit (x,) une suite de Cauchy dans (X, p).Pour tout réel € = 0 on peut choisi
c € int(P) telle que K ||c|| < .e il eviste a € P et N telle que p (T, Tm) < § + a pour tous
n,m > N.

d(Tn, Tm) = 2 (P (Tn; Tm) — @) — (p (0, Tn) — @) — (p (T, T) — @),

alors

1 (2, 2) || < K fle]| <€

pour n,m > N ,ce qui implique d (z,, ;) — 0 (n,m — o0),donc (z,) est une suite de
Cauchy dans (X, d).Pour x € X on donne Bp (x,c) By (x, ¢) telle que By (z,¢) C B, (z,c).Par

conséquent on note 7, C 74. ®

Définition 1.26. Soit (X, p) un espace métrique partiel come, et A un ensemble non vide
dans X.
On dit que a € A si et seulement si p (a, A) = p (a, a), telle que a € A.

Lemme 1.16. On définit p (a, A) par p (z, A) = inf {p (z,a) : a € A}, A désigne la ferme-
ture de A en ce qui concerne la topologie de métrique partiel cone. A est dit fermé de A si

et seulement si A = A.
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Chapitre 2

Quelques théorémes du point fixe

dans I’espace métrique partiel
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du point fixe. A
savoir le théoréme du point fixe de Nadler, celui de Feng et Liu et enfin nous abordons le

théoréeme du point fixe de Caristi.

Théoréme 2.1. (Banach) Soit (X, d) un espace métrique complet, et T : X — X une
application contractante , Alors T admet un unique point fixre x* € X. De plus, pour tout

x € X, la suite {T"x}nen converge vers x*.

Théoréme 2.2. (Nadler) [4] Soit (X, d) un espace métrique complet T une application
multivoque dans X telle que T (x) un sous-ensemble fermé borné non vide de X Vx € X, s’il

existe ¢ € (0,1) tel que:
Hy (T (x), T(y)) < cd(z, y)Vo,y € X, (2.1.1)
alors T' posséde un point fire dans X.

Feng et Liu ont donné un généralisation du théoréme de point fixe de Nadler dans ’espace

métrique, ils prouvés le théoréme suivant dans [4].

Théoréme 2.3. (Y. Feng et S. Liu) Soit (X, d) un espace métrique complet, T : X —
C (X) une application multi-voque dans X telle que T (x) un sous-ensemble fermé borné non
vide de X Vo € X. Soit I} ={y e T (z):bd(z, y) <d(x, y)} tel queb € (0, 1), s’il existe
un constant ¢ € (0, 1) tel que Vo € X, Jy € I} vérifie

d(y, T(y)) <ecd(z, Tx). (2.1.2)

Alors T posséde un point fixre dans X a condition que ¢ < b et la fonction f(z) =

d(z, T (z)) est semi-continue inférieure.
L’exemple suivant montre que le théoréme (2. 3) est une extension du théoreme (2. 2).

Exemple 9. Soit X = {1/2, 1/4, ..1/2", ..} U {0, 1}, d(z, y) = |z —vy|, Yz, y €
X, Uespace (X, d) est complet,
T:X —C(X),

T(I‘) _ {#7 ]-}a Tr = %7 TLZO, ]-7 2a
{0, %}, z =0.
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d’une part, T' n’est pas vérifier la contractions de Nadler, en éffet

1

(T T0)) = 3 2 5 = 1k 0] = (3,

N =

d’autre part
1 _ 1 _
on+1) T = 55 n_17 2’

ﬂ@zﬂ%Twhz{OxZOQ

d’ou f est continue, de plus Iy € I3 ., Vo € X tel que

Ay, T(y)) = 3d(z, 1),

alors il existe un point fize d’aprés le théoréme (2.3).

Matthews [6] a étendu le principe de Banach aux espaces métriques partiels complets,

comme suit.

Théoréme 2.4. (Matthews) [6] Soit (X, p) un espace métrique partiel complet et T :

X — X une application contractante,Alors T admet un unique point fire x € X.

Exemple 10. Le voila un exemple affirmant que le principe de Banach n’est pas appliqué,c’est-
a-dire, le théoréme de Matthews [6] dans les espaces métriques partiels est bien une extension
du théoréme de Banach (dans des espaces métriques usuels). On considére X = {1, 2, 3}

muni de sa métrique partielle usuelle p : X — X donnée par
p(z, y) = max{z, y} pour tous x, y € X.

Prenons f : X — X définie par f(0) =0, f(1) =0, f(2) = 1. Il est clair que les
hypothéses du théoréme de Matthews sont satisfaites avec ¢ = 2/3 (le point x* = 0 est un

point fixe de f).
D’autre part, supposons que le principe de Banach dans les espaces métriques usuels est

vérifié.

Apres le résultat de Matthews, beaucoup de résultats intéressent de point fixe ont été

établis dans des espaces métriques partiels.

Théoréme 2.5. [2] (Nadler) soit (x, p) un espace métrique partiel ;T : X — CBFest

une application multivoque tel que Yz, y € X on a

H, (T(2),T(y)) < cp(z,9),

ot ¢ € (0,1) alors T admet un point fize.
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2.2. Théoréme de Feng et Liu dans I’'espace métrique partiel

2.2 Théoréme de Feng et Liu dans ’espace métrique
partiel

Ce théoréeme donne ’existence du point fixe a condition qu’il existe une fonction semi-
continue inférieure et ¢ < b.

Soit T': X — N(z) une application multi-voque , on définie la fonction
f @ X—R
fl@) = pl2,T(x)),
pour un constant positive b € (0, 1) on définit I’ensemble
Iy ={y € T'(z) : bp(z, y) < p(z, T(z))}.

Théoréme 2.6. Soit (X, p) un espace métrique partiel complet, et T : X — C(X) une

application multi-voque s’il existe un constant ¢ € (0, 1) tel que Nx € X, Jy € I} vérifie

p(y, T(y)) < cep(x, y), (2.2.1)

alors T posséde un point fixe dans X a condition que ¢ < b et [ est semi-continue inférieure.

Preuve. comme 7'(z) C C(X), Vx € X alors Vo € X, I} non vide pour tout b € (0, 1),
pour tout point initial zy € X, Jx; € I} tel que

p(xb T(xl)) S Cp($0, :Bl)a

Vry € X, dzy € I} tel que
p(xa, T(x2)) < cp(r1, 72),

ainsi on trouve une suite itérative {x,} telle que

Vo, € X, dr,41 € I} tel que

P(Tni1, T(Tni1)) < ep(Tn, Tns1),n=0,1,2, ... (2.2.2)

on vérifie que {z,}°°, est de Cauchy.

d’une part, x,+1 € I}
bp(xn, Tpy1) < p(ayn, T(x,));n=0,1,2,... (2.2.3)
on utilise (2.2.2) on trouve

P(Tni1, T(Tni1)) < —plxn, T(x,)), (2.2.4)

SO
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2.2. Théoréme de Feng et Liu dans I’'espace métrique partiel

de (2.2.3) on trouve

bp(xn—&-h xn+2) < p(xn—&-l? T<xn+1))a
1

p($n+17 xn—l—?) S gp(xn—i-h T($n+1))7
C

p($ﬂ+17 xn+2> < —p(l’n, xn+1)v

b

donc

gp(xm xn—i—l), n:O, 1, 2,
C

p(xn—i-h T($n+l)) S Ep(xm T(In)>7 n:O, ]-7 27

IA

p<xn+17 In—&-?)

on preuve que
n

1
P(Tn, Tpg1) < b—np@m z1), n=0, 1, 2... (2.2.5)
cn
p(Tn, T(x,)) < b—np(xo, T(xp)), n=0, 1, 2,... (2.2.6)

on a

&
p<xn+1a xn+2) S l_)p(xn7 xn—l-l)a n:(), 17 2a

p(Tn, Tpy1) < gp(:l:n_l, x,),n=0,1,2, ..
2

(T, Tpy1) < b—2p(mn_2, Tno1),m=0,1,2,...
A3

p(Tn, The1) < ﬁp(xn_g, Tpn_2),m=0,1,2,...
o

(T, Tnr1) < —p(zo, x1),n=0,1,2, ...

bn
d’autre part

C
p(xn—&-l? T(xn—i-l)) S gp(xnu T<Jjn))7 n = 07 17 27

p(zy,, T(x,)) < l—)p(xn_l, T(x,-1)), n=0,1, 2 ..
2
c

p(zy, T(x,)) < b—2p(xn_2, T(zp2)), n=0,1, 2,...
3
c

p(zn, T(x,)) < ﬁp(xn_& T(zp-3)), n=0,1, 2,...
p(Tn, T(x,)) < —p(xo, T(x0)), n=0, 1, 2,...
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2.2. Théoréme de Feng et Liu dans I’'espace métrique partiel

alors Vm, n € N, m >non a

p(l‘ma xn) S p(xma xm—l) +p(xm—17 xn) - p(xm—la xm—l)a
S P\ T, 'rmfl) +p($m717 Im,2> +p<$m727 an) - p(xmf% xm72) - p(ivm—l, Imfl)v
Cmfl m—2 m—3 "
< bm_lp(x(h 1) + bm_Qp(%, 1) + bm_gp(%, 1) + e+ P, 11
< cmfl Cmf2 Cmf3 c

(bm_l + T + = + ... + b—n)p(xo, xl);

cn

< (1 b_n 2)p(yc(), x1) — 0 lorsque n — oo,
b

alors {z,,} est de Cauchy dans (X, p).

On définie la nouvelle application
PP X — X

alors

P (T, xn) < 2p(x4,, ©,) — 0 quand n — oo.

)

donc {x,} est de cauchy dans (X, p*).comme (X, p) est complet donc (X, p*) est complet

alors dz* € X,

tel que z,, — x* lorsque n — oo donc lim p°(z,, *) = 0 et de plus on a

n—oo

p(z*, %) = lim p(x,, 2*) = lim p(z,, x,) =0,

n—oo n—oo

alors x, — z*lorsque n — oo dans (X, p).

On montre que x* est le point fixe de T.

f(xn) = p(an, T(xn)),

lim f(x,) = lim p(x,, T(z,)) =0 (d’apres(2.2.6)),

n—oo n—oo

comme f est semi-continue inférieure on obtient

0< f(a*) < Jim f(,) =0,

donc
f(z*) =0 p(a*, T(z")) =0,

de (2.2.8) et (2.2.7) on obtient

la fermeture de T' implique que z* € T'(z*), x* est le point fixe de T. =
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2.3. Théoréme de Caristi dans I’'espace métrique partiel

Corollaire 2.1. Soit (X, p) un espace métrique partiel complet, et T : X — C(X) une
application multi-voque s’il existe un constant ¢ € (0, 1) tel que Vo € X, Yy € T (z),

p(y, T(y)) < ceplx, y), (2.2.9)

alors T posséde un poit fize dans X a condition que [ est semi-continue inférieure.

2.3 Théoréme de Caristi dans ’espace métrique par-
tiel

En 1976, et pour la premieére fois, J. Caristi a élaboré son théoréme du point fixe
qui, contrairement au théoréme de Banach, n’exige pas que la fonction en question soit une
contraction . Ce théoréeme de Caristi, garantit I’existence d’un point fixe d’une fonction d’un
espace métrique complet a valeur dans lui-méme et respectant une condition particuliere sur
d(x; f(x)), a plus tard été généralisé aux fonctions multivoques.

Dans les années derniéres, le théoréme du point fixe de Caristi a été généralise et éte
étendu dans plusieurs directions, et les preuves données pour le résultat de Caristi varie et
usage différent techniques.

Nous énoncerons des théorémes de point fixe pour des fonctions multivoques définies sur

un sous-ensemble d’un espace métrique partiel.

Définition 2.1. (module de continuité) On appelle module de continuité toute fonction

n: [0, oo — [0, oo[ qui est croissante, telle que n(0) = 0, et continue en 0.

Définition 2.2. On dira qu’une application T : X — Y admet n comme module de con-
tinuité si l'on a:

p(T(z), T(y) <n(p(x, y)).

Proposition 2.7. s T : X — Y admet un module de continuité n : 'T' est uniformément

continue sur X.

Preuve.
lim n(t) =n(0) =0,

t—0, t>0
donc
Ve >0, 30 >0, Vt€ [0, oco[: 0<t <= 1n(t) <e.
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par conséquent,

Ve>0,30>0Vee X, Vye X :p(z, y) <d=p(T(x), T(y)) <e.

Théoréme 2.8. (Caristi) tout application T : X — X posséde un point fize a condition

que X est métrique complet et il existe une fonction semi-continue inférieure telle que
d(z, Tx) < ¢(z) — ¢ (T (z)). Vo € X. (2.3.1)

En 2011 Erdal Karapinar a donner un théoréme de point fixe de type Caristi dans ’espace

métrique partiel.

Théoréme 2.9. [5/soit (X, p)un espace métrique partiel complet, ¢ : X — RT est semi-

continue inferieure dans X, alors toute applications T : X — X satisfaitr

p(z, T(x)) < o(x) — ¢(T(x)), Vo € X
admet un point fixe dans X.

Théoréme 2.10. [5/Soit (X, d) un espace métrique complet,et
T: X — N (X) une application multi-voque,
¢ : X — R une fonction semi- continue inférieure et bornée inférieurement,

n 10, oo — [0, oo[ une fonction continue croissante sub-additive telle que,

n " ({0}) = {0}

Si pour tout x € X, il existe y € T (x) vérifie

n(d(z, y)) <o (@) —o(y). (2.3.2)

alors T possede un point fixe dans X.
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Chapitre 3

Quelques Théorémes de point fixe

dans I’espace métrique partiel cone
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous vous proposons de découvrir quelques théorémes de point fixe
pour les applications univoques ou multivoques définies sur les espaces métriques cones et.les

espaces métriques partiels cones

3.2 Théorémes de point fixe dans 1’espace métrique
cOne

Soit (X, d) est un espace métrique cone.

3.2.1 Généralisation du théoréme de Banach pour les applications

univoques

Quelques théorémes de point fixe pour des applications univoques définies sur un espace

métrique cone et a valeur dans lui-méme seront énoncés.

Théoréme 3.1. Soit (X, d) un espace métrique come,P un céne normal avec constante nor-

mal K. On suppose que une application T’ : X — X satisfait la condition de contraction.
d(Tx,Ty) < cd(z,y) pour tous x,y € X

ot c € (0,1),alors T admet un point fixe sur X .Aussi, pour tout x € X la suite itérative(T"x)

converge vers le point fize.
Preuve. On pose xg € X. On définie une suite (z,,) telle que
11 = Txo, 20 = Ty = Ty, ..., Tr, =Tz, = T .
Pour n > 0, on a
d(xps1,xy) =d(Txy, Tr, ) < cd(Tp,x,-1) < ... < "d(x1,70)
i) On montre que cette suite est de Cauchy, pour n > m :

d (377” mm) S d (xna xnfl) + d (xnfla :Uan) + ...+ d ($m+17 $m+2)
+d (xm+17 l’m)
< (TP L+ M) d (2, 30)
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3.2. Théorémes de point fixe dans I'espace métrique cone

donc

Cm

— |l (a1, 20) | — 0.

ld )| <
D’ou, {z,} est de cauchy dans (X,d). et comme (X, d) est complete il existe z* € X telle
que {z,} est converge vers z* .
ii) On montre que z* est le point fixe, pour tout n € N,ona:
d(Tx*,z*) < d(Tz,,Tx")+d(Tx,,z") < cd(x,,x") + d(Tpe1,27)
ld(T2", 2%)| < Kelld (2, T"xo)l| + [|d (T"x0, ) || — 0

donc||d (Tx*,z*)|| = 0. implique T'z* = z*. donc z* est un point fixe.

iii) L’unicité : On suppose que il existe deux point z,y et on démontre que z* = y*, on

dz*,y*) =d(Tz*, Ty") < cd(z*,y")
d’ou z* = y* .Donc T admet un unique point fixe Tz* = z*. =
Exemple 11. Soit (X, d) un espace métrique cone,telle que E = R? P = {(z,y) € R%z,y > 0}

et X ={(2,0) e R%0<z<1}U{(0,2) e R20< 2 <1}.d: X xX — E est une distene
définie par :

d((x,0), (y,0)) = (3 |z — 9|, [= = yl),
d((0,2),(0,y)) = (|= —y| . 5 l= =y,
d((x,0),(0,y)) = d((0,), (,0)) = (57 +y,z + 3y),

etT: X — X telle que :

T(z,y) = (0,2), T(a,y) = (5,0).

Preuve. On a ¢ = % € (0,1), donc T" admet un point fixe (0,0) € X mais 7" n’est

contraction dans I'espace metrique. =
Exemple 12. Soit E =R? X = {(z,y): x = cost,y =sint;0 <t < 2} CR?, et
P={(ry) € B:ry>0),

Soit (X,d) un espace métrique cone, on définie d : X x X — FE par d(z,y) =
(|lz —y|,a|z —y|) owa >0, on suppose que la fonction f: X — X telle que

f((cost,sint)) = (cos(t/2),sin(t/2)).
La fonction f est contraction localment, mais n’est pas globalment contraction.
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3.2.2 Théoréme de Feng et Liu dans ’espace métrique cone

Définition 3.1. Soit s(p)={q € E : p < q} pour tout p € E, et s(a,B) = Upeps(d(a,b))
poura € X et B € N(X).

Pour A, B € B(X), on note s(A, B) = (Naeas(a, B)) N (Mpeps(b, A)).
Lemme 3.2. Soit (X,d) est un espace métrique céne, et P C E est un cone.

1. Soit p, ¢ € E.Si p < g,alors s(q) C s(p).
2. Soit x € X et A€ N(X).Sif € s(z,A)alors x € A.
3. Soitgepet ABe B(X)etaec A.Siqe s(A B).

Remarque 3.1. Soit (X, d) un espace métrique cone, alors s({a},{b}) = s(d(a,b)) poura,
be X.

Définition 3.2. Siu, € E avec u,, — 0,alors pour chaque ¢ € int(P) il existe N telle que

Up K ¢ pour tout n > N.

Définition 3.3. On suppose que (X, d) un espace métrique cone,et soit A € N(X).
La fonction ¢ : X — 2P — {0} définie par ¢(x) = s(x, A) est appelée semi-continuité
inférieure, si pour tout ¢ € int(P),il existe ng € N telle que ¢(x,) C ¢(x) — ¢ pour tout

n > ng,lim, o T, = x pour tout suite {x,} C X et x € X.

Définition 3.4. Soit T : X — C(X) est une application mulivoque. On définit une
function ¢ : X — 2P — {0} par ¢(x) = s(x, Tx).

Pour b e [0,1), soit Jy ={y € Tx: s(x,Tx) C s(bd(z,y))} .

Théoréme 3.3. Soit (X,d) un espace métrique cone et soit T : X — C(X) est une
application mulivoque si il existe une constante ¢ € (0,1) telle que pour tout x € X il existe
y € Jy satisfait:

cd(z,y) € s(y, Ty)
alors T admet un point fire dans X fourni ¢ < b et ¢ est semi-continuité inférieure.

Preuve. Soit xy € X. puit il existe z1 € J;° telle que

cd(xg, z1) € s(x1,Try).
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3.2. Théorémes de point fixe dans I'espace métrique cone

Pour x1,il existe x5 € J,* telle que
cd(x1,xa) € s(xg, Txs).
i) On pouvent, trouver une suite {x,} telle que
Tpt1 € Sy

et
cd(Zp, Tny1) € $(Tpy1, TTpy1).pour tout n =0, 1... (3.2.1)
ii) On montre que {x,} est une suite de Cauchy sur X.

Puisque Tpio € J;", $(2nt1, Tny1) C $(bd(py1, Tniz)).Depuis (3.2.1) on a

cd(Tp, Tna1) € S(bA(Tpi1, Tnio))-

d o, bd(Tpi1, Tnie) < cd(xy,, Tny1). Done,
d(*rn—f—la xn+2) S Kd<'rn7 xn-l—l)

pour tout n = 0,1, ..., telle que k = —.,donc on a

¢
,
(T, Tpy1) < kd(Tp_1,2,) < d(Tp_2,Tp-1) < ... < E"d(x0,21).

pour m > n,on a

d(l'na xm) S d(l’n, xn—i—l) + d('rn+1> xn+2) + ...+ d(l‘m_l, xm)

< (l{in + ]Cn+1 + ...+ km_l)d(l'g,l'l) S ]_k_ kd(ﬁ(]o, l‘l).

D’aprés Lemme {x,} est une suite de Cauchy sur X . Et comme X est complét, il existe
z € X telle que lim,,_,o x, = z.

i11) Maintenant on montre que z € Tz. Suppose que z ¢ T'z.

Puisque Tz est fermé, il existe ¢ € int(P) telle que d(z,y) < ¢ implique y ¢ Tz.mais

puisque ¢ est une semi-continuité inférieure, il existe N telle que

c c
dzn,rn41) < 5 et s(xy,xn) C s(z,T2) — 3
donc, il existe y € Tz telle que
c
d(z,y) — 3 < d(xn,TNi1)-

Done, d(z,y) < d(xy,vn41) + § <K c,ce qui est un contradiction. ®
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Exemple 13. Soit X = {f € L'[0,1] : f(z) >0}, E=C|0,1] et P={f € E: f > 0} .définie
d: X xX — FE par

/|f x)|dzx, dans 0 <t < 1.

Preuve. Considérons 'application 7" : X — C'B(X) définie par

(T'f)(z) = {a(f), alf) +2f},

Soit d est un espace métrique cone complét, avec a(f) € X est définie par

xT

ol f)(x) = / y(f(y) + L)dy.

0

et on a, ¢(f) = s(f,Tf) est une semi-continuité inférieure.

Pour tout f € X,on peut prouver a(f) € Ji .:

d(f,a(f) +2f)(t) = / a(f o)) d.

= d(f,a(f))(®).

puisque (T'f)(z) = {a(f),a(f)+2f},on a s(f,Tf) C s(d(f,a(f))), et donc on obtient
a(f) € Ji. Mais a(f) = g.
On a a(a(f)) =alg) € T(a(f)) et pour 0 <t <1

d(a(f), ala(f))(E) = d(a(f),alg))(#)

= /|a x)| dx

T

[ (5 + 1)y — / y(g(y) + 1)dy| da
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y))dy| dx

< //y y)| dydx

I
ot — =
ot~

QE

2
" 1Fw) - 9w dy < /\f ~ )l dy

VA
|Ho\_’w o

= 74(f,9)(®).

Donc, on a g € Ji et id(f, 9)(t) € s(g,Tg). m

Définition 3.5. Soit (X,d) un espace métrique come. Soit T : X — C (X) pour x € X,

on note

D(z,Tx) = {d(z,z):z€ Tz},
S(x,Tx) = {ueD(z,z2):|ul|=inf{||v||:ve D Tx)}}.
Théoréme 3.4. Soit (X,d) un espace métrique come complet, P un cone normal avec con-

stante normal Kyet T : X — C(X). [ : X — R défini par I (x) = inf er, ||d (x, 2)]],

x € X est une semi-continuité inférieure. S’il existe A € [0,1),b € (A, 1] telle que:

Vee X, Jye Tz, ve D(x,Tx), Yu € D (z,Tx): [bd (z,y) < u] et [v <\ (z,y)],
(3.2.2)

alors il existe un point fize.
Preuve. On suppose vog € X un point arbitaire et fivéug € D (g, Txg).De (3.2.2) il
existe v1 € Txo,uy € D (x1,Txy) telle que

bd (JIU, 11:1) S Uo

et

Uy S Ad (l’o,l’l).

Pour xy il existe x9 € Txyus € D (22, Tx2) satisfait:

bd (.131, 1‘2) S U1l
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et
U9 S )\d (l‘l, 332) .

pour x,, il existe xp11 € Ty, upi1 € D (Tpy1, TTpy) telle que:
bd (2, Tpi1) < Uy (3.2.3)

et
Unt1 < A (Tp, Tpy) - (3.2.4)

De (3.2.3) et (3.2.4) et pour tout n € N ona:

A )\2 ATH*I _
Unt1 < A (T, Tpy1) < 3 Un < Td(:ﬁn_l,xn) <. < o d (zg, 1) < (N/D)" g
ttpia]| < K (A/D)" ||uol| , pout tout n € N. (3.2.5)

de (3.2.5) ||un|| — 0,quand n — oo. ce qui implique (u,) est convergente vers 0. De

(3.2.3) et (3.2.4), pour tout n € N
(b= N)d (xp, Tpy1) = bd (Tp, Tpy1) — M (T, Tp1) < Uy — Upgr- (3.2.6)

Soit m,n € N telle que n < m. De (3.2.6) on a l'inégalités

m—1 m—1 1
d (l’m, xn) S Z d (I’j, xj—&-l S )\ Z uj7 UJ—H T)\Un — U,
j=n j=n

donc

K
|d (2, 20| < h—\ |d (tn, wm)]| -

D’aprés la convergente de {u,} vers 0, on a {x,} est une suite de Cauchy.
Comme X est compléte, il existe x* € Tx* telle que x,, — x*, n — 00,

Soit u, € D(x,,Tz,), il existe une suite {z,}telle que pour tout n € N, z, € Tx, et

Up = d<xm yn)
inf ||d(z*,y)|| < lim inf mf |d(xn,y)|| < hm 1nf|\d(xn,zn)]| = 0.
yeTx* n— o0 yeT
donc,
yé%E* d(z*,y)|| = 0. (3.2.7)

On suppose que x* ¢ Tx*.d’aprés (3.2.7) il existe une suite {y,} C Tz* telle que
lim ||d(z*,y,)|| = 0. pour tout m,n >0
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on a:

A(Yms Yn) < (Y, ) + d(x", yy),

d’ou, il vient que {y,} est une suite de Cauchy.et comme (X, d) est compléte il existe y* € X
telle que {y,} est converge vers y*. Puisque T'z* est fermé, on a y* € Tz*.maintenant, pour

tout n € N | on obtient
d(z*, y*) < d(z",yn) + d(yn, y°),

et
(=", y")|| < K ||d(z", yu)|| + K [|d(yn, y*)|| -

Ce qui implique x* = y*,est contraction, donc x* € Tx*. m

Exemple 14. Soit X = [0,1], E = R? un espace de banach accosie la norme mazximal,P =

{(z,y) € E:x,y > 0}un cone normal et soit d: X x X — E défini par:

d(l‘,y) = (’Q? - y’ 75 ‘:C - y‘)aﬁ € (Oa 1)
Alors le pair (X, d) est un espace métrique come complét.

Preuve. On définit I'application T : X x X — FE par

1 .
T — {zx},pourxe [0,1);
[%, 1] ,pour x =1,

et
1z, pour z € [0,1)

0, pour x =1,

1) = inf ld(,y)l = {

L’application I est semi-continuité inférieure. Pour tout z € [0,1) et y = %x, on a

pterts) - {ate o} - [ Lo

1 1 1 1
D@y, Ty) = {d(zz,~2) b = { ~z, 5>
(v, Ty) {d(2:v, 4:'3)} {41‘,641’}
/\:%etbzldonc,
bd(z,y) < u, pour u € D(x,Tx)

et
1 1
v < Md(z,y),pour v = (Zx,ﬁzlx)
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3.2. Théorémes de point fixe dans I'espace métrique cone

Le cas ou = 1, la condition (2) est satisfait y = 1 donc
bd(z,y) =0 < u, pour tout u € D(z,Tx)
et
v < Md(z,y), pour v =0 € D(y,Ty).

D’ou il vient que il existe deux points fixes {1,2}. =

3.2.3 Théoréme de Caristi dans ’espace métrique cone

Définition 3.6. Soit (X, d) un espace métrique cone une suite {z,} des points de X est
dit T décroissante si T,41 T x, pour tout n > 0. L’ensemble S(x) = {y € X : y C z} est

C-complet si chaque suite de Cauchy décroissante a S(x) converge on-t-elle.

Définition 3.7. une fonction f : X — FE est appelée semi-continue inférieure si pour
chaque suite {z,} C X conversant & quelque point et satisfait fr,y1 < fxz, pour tout

n € Nona for<lim, . fz,.

Lemme 3.5. Soit (X,d) est un espace métrique cone, et soit T : X — N(z) est une
application multivoqgue. On suppose que ¢ : X — E est une fonction et n : P — Pest
une fonction non-décroissante continue et sous-additive telle que n(0) = 0 si et seulement

sit = 0. On définit une relation <,sur X comme suit:
y <, x si et seulement si ¢p(x) — ¢(y) € s(n(d(z,y))). (3.2.8)

alors <, est un ordre partiel sur X.

Y

Preuve. On montre que “ <, 7 est d’ordre partiel c’est-a -dire“ < 7 réflexive, an-

tysémétrige et transitive.

1. réflixive: on a
<y = p(z) — (@) € s(n(d(z,2))),
0€s(n0)) =s50) <= =<, x.

2. antysémétrique: on a

y <,z <= o) —py) € snldy))) (3.2.9)

et
v <,y = oy) — ()€ s(ndy,z))) (3.2.10)
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3.2. Théorémes de point fixe dans I'espace métrique cone

de (3.2.9) et (3.2.10), 0 € s(n(2d(y, xz))) car d(x,y) = d(y,x), et n(s) =0 = s=0.
n2d(y,x)) =0 = d(z,y) =0 = z=1y.

3. transitive: on a

xr <
=n Y :Ign»%
y<p=z

alors

<,y = o) — () € snldy,z))).
et

y <,z <= p(z) —w(y) € s(nld(z,y)))

On an(z+y) <nx)+ny), etz <y = s(y) C s(x).

p(2) — ¢(2) € s(n(d(z,y))) + s(n(d(y, 2))).
n(d(z, 2)) < nld(z,y) + d(y, 2)) < n(d(z,y)) + n(d(y, 2))-
s(n(d(z,y) +d(y, 2))) C s(n(d(z,2))) = ¢(x) = p(2) € s(n(d(z, 2))).

donc,  <,, z. d’ou “ <, 7 est d’ordre partiel dans X. m

Lemme 3.6. Soit P est un cone et soit (X,C) est un ensemble pré-ordre, on suppose une
application V : X — E satisfait les conditions suivantes:
1. z Cy et x #y implique ¥(x) < U(y);
2. pour tout suite {x,} C-décroissant ,il existe y € X telle que y C x,, pour tout n € N;
3. U est limitée au dessous.

alors pour chaque un élément minimal en S(x) ou S(z) ={y € X :y Cx}.

Théoréme 3.7. Soit (X, d) est un espace métrique cone,telle que P est fortement et con-
tinue, et soit T : X — N(X)est une application multivoque et ¢ : X — FE est une
application limitée au dessous. Suppose que, pour chaque x € X, S(z) ={ye X 1y <, x}
est <, complet ou <, est un ordre partiel sur X définie par (3.2.8).

St pour tout x € X, il existe y € Ty satisfait

¢(x) — oy) € s(nld(z,y))), (3.2.11)

Alors T admet un point fixe sur X.
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3.2. Théorémes de point fixe dans I'espace métrique cone

Preuve. On définit une relation d’oredre partiel “<,”sur X,

Stz <,y et x#yalors 0 <d(y,z) et ¢(y) — d(x) € s(n(d(y, ))),

et donc

0 < n(d(y,z)) < dy) — ().
donc ¢(z) < ¢(y).

Soit {z,, } une suite <,-décroissant sur X.Alors x,41 € S(z,) pour tout n > 0, et {¢(x,)}
est limitée au dessous, car ¢ est limite au dessous.

Donc {¢(z,)} limitée .Puisque P est fortement, u = inf ¢(x,,) existe dans F, donc est

continue,
inf {||¢(x,) —u| : n € N} =0.
Donc
lim ¢(z,) = u et u < ¢(z,,) pour tout n > 0.
Pour n,m
Tm Sn Ln, Cb(l‘n) - ¢($m) € S(n(d(xnv xm)))
Alors

n(d(xm xm)) < Qb(xn) - ¢($m) < Qb(xn) —u.

Donc limy, 00 7(d(2p, 1)) = 6.Puisque 7 est continue,

n( lim d(z,,x,)) =0.

n,Mm— 00
Dot limy, 1100 (2, ) = 6.

Donc,{z,} est une suite de cauchy <,-décroissant sur S(zo).Puisque S(z,) est <,-
complete et x,.1 € S(z,,) pour tout n > 0.il existe x € S(z,,) telle que

lim z,, = x.
n—oo

D’ot.z <,, z, pour tout n > 0.
D’aprées lemme (3.5), S(x¢) admet un élément minimal Z dans S(xg).par hypothese, il

existe yo € T'x telle que
¢(T) — d(yo) € s(n(d(T, yo)))-

Donc yy <, T. Puisque T est un élément minimal dans S(z¢),yo =7. Do, 7 € T7. m

Théoréme 3.8. Soit (X, d) est un espace métrique cone telle que P est fortement hémiedrique

et continue. Suppose que T : X — N(X) est un application multivoque et ¢ : X — E est
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3.2. Théorémes de point fixe dans I'espace métrique cone

semi-continue inférieur au haut et limitée au déssus. St pour tout x € X,il existe y € Tx
satisfait

o(x) — d(y) € s(n(d(z,y))),

alors T admet un point fixe sur X.

Preuve. On définit un ordre partiel <,dans X par (3.2.8).1l suffit devoir que, pour
chaque xy € X, S(xo) est <,-compléte.

Soit vy € X est un point five, et soit {x,} une suite de Cauchy <,-décroissant sur S(x),
alors {x,} est une suite de Cauchy <,-décroissant sur X.

Donc ¢(x,11) < ¢(x,,) pour tout n € N,

Puisque X est compléte, il existe v € X telle que lim,,_,, x,, = x. Puisque ¢ est semi-

continue inférieur au déssous.,
o(x) < lim ¢(z,). = ¢(x) < ¢(x,) pour tout n € N
n—oo
Puisque x,, <, x, pour m > n, on obtient:

¢(2n) — ¢(xm) € s(N(d(Tn, 1))

Donc,
N(d(zn, 2m)) < ¢(20) — G(zm) < d(z0) — O(2).

quand m — oo en déssous ingalité ,on a n(d(z,,x)) < ¢(x,) — ¢(x) car n et d sont

continues. Donc
O(zn) — ¢(z) € s(n(d(zy, x))).

On a .x <, x, et donc.x <, x, <, xo. D'ot v € S(xg),et S(xo) est <,-compléte, donc T

admet un point fixe sur X. m
Exemple 15. Soit X = L>*[0,1] et soit E =R? et P = {(z,y) : x,y > 0} .on définit par

d : XxX—F

d(f,9) = (If =9l If —gll,), 1 <p <00

alors (X,d) est un espace métrique cone compléte, et P est fortement et continue.
Preuve. Soit 7(s) = s pour tout s € P. On définit 7' : X — N(X) par

gEX:—2f(x) <gla) <f(x) si fl@)=0

Lf(@) < glz) < —2f () si f(z) <0

Tf=
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3.3. Théorémes de point fixe dans I’espace métrique partiel cone

et on définit une application ¢ : X — P par:

o(f) = ([ flloo» 1F11,)-

alors ¢ est semi-continue inférieur au haut et limitée au déssus. Pout tout f € X, mais
g(z) = 5 f(x) € Tf. Alors on a

nA(f,9) = G 1l 5 171,) = 0(F) — 6(),

et donc
o(f) — o(g) € s(n(d(f,9)))-

D’own, T admet un point fixe f*(z) =0. m

3.3 Théorémes de point fixe dans 1’espace métrique

partiel cone

Cette section, comporte essentiellement des généralisations de quelques théorémes qui
ont été énoncés dans le deuxiéme chapitre, Cette derniére est construite de la méme maniére
que la section précédente, mais pour les théorémes de point fixe dans les espaces métriques
partiels cones, nous établissons des résultats de point fixe pour les applications univoques

et multivoques définies sur ces espaces métriques partiels cones.

3.3.1 Généralisation du théoréme de Banach pour les applications
univoques

Théoréme 3.9. Soit (X,p) un espace métrique partiel cone, P un cone normal avec con-

stante normal K. On suppose que une application T : X — X satisfait la condition de

contraction.

p(Tx,Ty) < cp(z,y) pour tous z,y € X,

ot c € (0,1), alors T admet un point five sur X. Aussi, pour tout v € X la suite itérative

(T™z) converge vers le point fize.
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3.3. Théorémes de point fixe dans I’espace métrique partiel cone

Preuve. On pose zg € X. On définit une suite (z,) telle que 1 = Txg, xo = Txy =

T?xq,.... Ty = Tx, = T 2y, Pour m > n,

p (ZL‘m, xn) S p (xmyxm—l) +P (xm—lyxm—2) + ... +p(xn+17xn+2)

m—n—1

+p (ITH-IJ xn) - Z P (xm—lm Ik)
k=1

< (cm’1 +M 4+ c”) p(x1,20),
donc
n 1
I (oo 0) | < K o (o 70)]

D’ow, (T"z) est une suite de Cauchy dans (X, p) telle que lim,, ;5,00 p (120, T™x0) = 0 et

comme (X, p) est complete, il existe x € X telle que (T™zy) converge vers = et on a:

p(z,z) = lim p(x,,z) = lim p(x,,x,) =0,

n—oo n—oo

pour tout n € N,on a:

p(Tz,z) < p (T:L‘, T”“:zcg) tp (Tn+1x0’ x) —p (Tn-i-le’ Tn+1$0)
< cp (IL‘, TnxO) +p (Tnl’o, :L‘) ,

lp (T, 2) || < Kellp (x, T"zo)|| + [[p (T"x0, )[| — 0.

Donc p(z,x) = 0. mais puisque p(Tz,Tx) < cp(z,x) = 0, on a p(Tz,Tx) = p(Tz,z) =
p(z,x) = 0 ce qui implique Tz = x.

Si y est un autre point fixe de 7', alors

p(x,y) = p(Tx, Ty) < cp(x,y),

puisque ¢ < 1 on a p(x,y) = p(z,x) = p(y,y). Donc = = y,d’ou le point fixe de T" est

unique. M

Théoréme 3.10. Soit (X,p) un espace métrique partiel cone complét, P un cone normal

avec constante normal K. Pour c € int (P) et xo € X, soit un ensemble
B (zg,¢) ={z € X : p(x9,x) < c}.
On suppose que une application T : X — X satisfait la condition de contraction
p(Tz, Ty) < ap(x,y) z,y € X,
telle que a € [0,1),et p(T'xo, x0) < (1 — ) c. Alors T admet un point fize dans B (xg,c).
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3.3. Théorémes de point fixe dans I’espace métrique partiel cone

Preuve. On montre que B (xg, ¢) est complét et Tz € B (zg, ¢) pour tout = € B (x, ¢).

On suppose que (x,) est une suite de Cauchy dans B (xg,c). Alors (z,) toujours est
une suite de Cauchy dans X.d’aprés la complété de X, on a z € X telle que z, — =
(n — 00).

p (w0, ) < p (24, 20) + P (Tn, ) — p(Tn, T0) (3.3.1)

et on a

= nhjilo ||[P (xm ZL’) -D (:Ena :L‘n)] ||
pu— 0’

[lim p(xn, ) — p(xy, :Un)] H

n—oo

lim p (.’ﬂn,l‘) — lim p (Jjn,ﬂfn)

n—odo n—oo

et comme [p (z,,x) — p (Tn, )] — 0 (n — 00) alors si n — oo dans (3.3.1) on a
p(xg,x) < ¢ = x € B(xg,¢).

D’ou B (xg, ¢) est fermé et B (xg, ¢) est complet. pour z € B (g, c),

IA

p (zo, Tx) p (20, Txo) + p (Txo, Tx) — p (Txo, Txp)

IN

p (o, Txo) + ap (x0, )

IN

(1-a)c+ac=c,
donc Tz € B (xp,c). m

3.3.2 Généralisation du théoréme de Banach pour les applications

multivoques

Voici une généralisation du théoreme de Banach.

Théoréme 3.11. Soit (X, p) un espace métrique partiel cone,P un céone normal avec con-

stante normal K .si T : X — CBY (X)) une application multivoque satisfait .
H,(Tz,Ty) < cp(x,y) pour tous x,y € X
ot c € (0,1), alors T admet un point fize sur X.

Pour démontré cette théoréme on utilisé le lemme suivant
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Lemme 3.12. Soit (X, p) un espace métrique partiel come, et P un comne normal avec con-
stante normal K, soient A, B € CBP(X) et h > 1 pour tout a € A alors il existeb = b(a) € B
telle que
p(a,b) < hH, (A, B) (3.3.2)
Preuve. 1. SiA= B on a

H,(A,B)=H,(AA)=0,(A A) =supp(z,z)

z€A
sotta€ Aeth>1ona

pla,a) <supp(z,z)=H, (A, B) < hH, (A, B)

z€EA

par consequent si b = a alors satisfait (3.3.2) .
2. Si A # B on suppose il existe a € A telle que p(a,b) > hH, (A, B) pour toutb € B, ce
qut implique
inf {p(a,y) : y € B} > hH, (A, B),
donc p(a, B) > hH, (A, B)

H,(A,B) > 6,(A, B) = supp(x, B) > p(a, B) > hp(A, B) .

€A
puisque A # B an a H, (A, B) # 0 et h <1 contradiction. ®
Preuve. On pose xy € X. On définie une suite {z,} telle que x; = T'zg; d’apreés lemme

on prend h = \/ig, il existe x5 € T'x; telle que

1
p(xlal’Z) < _CHp (TfL‘O,Tl’l)

Ve

On a H,(Tz,Tx1) < cp(xo, 1), donc p(zy,z2) < v/ep(xo,21).pour xo € Ty il existe
r3 € Tzs telle que

1
p(xg, x3) < %Hp (T, Txs) < \ep (Txy, Tas)

On trouve une suite {z,} € X telle que :x,11 = Tx,, et p(Tpi1,7n) < Vep (Tn, Tn_1)

Vn > 1.
On montre que cette suite est de Cauchy, pour m € N :
p (:L‘n, anrm) < p (an, $n+1) +p ($n+1> $n+2) + ... +p ($n+mfla xn+m72)
m—1
+P (Tntm—1, Tntm) — Z P (Tntk, Tnvk)
k=1

(VO + (Vo™ + ..+ (Vo)™ p (w0, 1)

1(\162;;]7(350,371)

IN
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3.3. Théorémes de point fixe dans I’espace métrique partiel cone

donc

1P (Zns Tnam) || < K

Cm
Y p (o) — 0.

1—e
D’ou, {x,} est de cauchy. et comme (X, p) est compléete; il existe x* € X telle que {x,} est

converge vers r* .

p(z*, ") = lim p(x,,2*) = lim p(x,,z,) = 0.

n—oo n—oo

Maintnaent on a x,11 = Tz, et H, (Tx,,Tz*) < cp (x,,2*), et donc
p(xps1, Ta*) <0p (T, Te*) < Hy, (Tx,, ") .

Donc lim,, o H,(Tx,,Tz*) =0

On montre que z* est le point fixe, pour tout n € N,on a:

p(Tx", x*)

IN

p(Txy, Tx*) +p(Ta,,z*) — p(Txy, Txy,)
p(

)_
p(Tx,, Tz") +p(Tz,, x%)
)

N

IN

\/Ep (Ina QT*) +p (xn—‘rl? .ZU*
Ip(Ta*,2")|| < K+elp(z, T"w)|| + [lp (T"z0,2)|| — 0

alors ||p (Tz*, z*)|| — 0,donc p (T'z*,z*) = 0. implique p (z*,2*) = 0. donc p (T'z*, z*) =
p(z*,z%)

ce qui implique z* € Tx* = Tz*est un point fixe. m

Exemple 16. Soient E = R? X = {(0,0),(1,1),(4,4)}, et p : X x X — RT est un

métrique partiel cone définie par: Vr,y € X on a

ple,y) = (5 1 = 9l + 5 mass {a, y )1, ),

telle que « > 0 et P = {(z,y) € E: x,y > 0}.
On suppose que T : X — X est défine par:

T((0,0)) =T((1,1)) ={(0,0)},
T((47 4)) = ({07 1} ) {07 1})

Preuve. On montre que Vx,y € X la contraction est satisfaite pour k = (1/2)
i. Soit x,y € {(0,0),(1;1)}. On a

Hp(T(x), T(y)) = Hp({(0,0)},{(0,0)}) = (0,0),
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La condition de contraction est satisfaite.
it.pour x € {(0,0), (1,1)},y = (4,4). on a
Hp(T(x), T(y)) = Hp(T(0,0),T(4,4)) = Hp(T(1,1)},T(4,4))
= Hp({(0,0)},{(0,0), (1;1)})
= max {p({(0,0)}; {(01 0), (1,1)}), max {p((0,0), (0,0)); p((0, 0)(1, 1)} }
2

= (0,05) < (0.0) = 5(0,20) = p((0,0), (4,4))
1 1,1
< (Zaa):§<§72a)

iii. pour x =y = (4,4), on a:

Hp(T(x), T(y)) = Hp(T(4,4),T(4,4)) = Hp({(0,0),(1;1)},{(0,0),(1;1)})
= sup{p(l‘;l‘) {(07 )7(1 1)}}
= max {p((0,0), (0,0)); p((1,1),(1,1))}

0)
_ max{(O 0): (—,a%)
= (5.05) < (1,0) = 5(2,2)

- kp((47 4)7 (47 4))

Les hypothéses de théoréme sont satisfaits, donc x = (0,0) est un point fize. ®

3.3.3 Théoréme de feng et Liu dans ’espace métrique partiel cone

Théoréme 3.13. Soit (X, p) un espace métrique partiel cone P un come normale avec k un
constant , et soit T : X — C(X) est une application multivoque si il existe une constante

c € (0,1) telle que pour tout x € X il existe y € J satisfait:

ep(z,y) € s(y, Ty)

alors T admet un point fire dans X fourni ¢ < b et h est semi-continuité inférieure.

Preuve. Soit vy € X. puit il existe v1 € J;° telle que
cp(zo, x1) € s(wy, Twy).
Pour x1 € X, il existe x5 € J," telle que
cp(x1, 22) € s(xa, Txs).
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1. Pouvent trouver une suite {x,} telle que
Tn+1 € chn

et
cp(Tp, Tpi1) € S(Tpi1, Tnt1).(2.2)
pour tout n =0, 1...

2. Maintenant on montre que {x,} est une suite de Cauchy sur X.

Puisque T4 € J;,"H,
$(Tnt1, Tp11) C S(0p(Tns1, Tnya))-
On a cp(Tpn, Tpi1) € s(bp(Tpi1, Tnaz)).d’ow
bp(Tnt1, Tnt2) < €p(Tn, Tntr).
Donc,

(anrlu xn+2) S Ld(l’n, xn+1)

pour tout n = 0,1, ...,telle que L = . donc on a
p(xn7$n+1) S Lp<xn—1al‘n) S L2p(xn—2axn—l) S S an(l'(),l‘l).

pour m > n,on a

m—n—1

p(xn, xm) < p($n7$n+1) +p(xn+1a xn+2> + .. +p($mfla$m) - Z p($n+ja anrj)

7=1
"
1-L

< (LM + L™ L+ L Yp(x, 11) < p(z0, 21).

D’ou

1-L

Donc {z,} est une suite de cauchy sur X.

P20, 2m)|| < K Ip(z0, 21)[| — 0

Et comme X est complét donc il existe x* € X telle que lim,, o, p(x,, x*) = 0.

p(z*, z*) = lim ;. oop(xy, ") = lim p(z,,x,) = 0.

n—oo
Alors x,, converge vers x* dans (X, p).

3. Maintenant on montre que x* € T'x*.On suppose que x* ¢ Tx*.
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puisque Tx* est fermé, il existe ¢ € int(P) telle que p(z*,y) <K ¢ implique y ¢ Tx*.mais

puisque h est une semi-continuité inférieure, il existe N telle que

c
PN, Tn) K §ets(ajN,:EN) C s(z*, Tz") —

o

donc, il existe y € Tx* telle que p(z*,y) — § < p(wn, Tn41). Donc,
X c
p(z*,y) < pd(ryn, Tygr) + 5 <L ¢,

ce qui est un contradiction. Donc T admet une point fire. ®
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Conclusion

Conclusion

Le théoréeme du point fixe est fondamental en analyse. Il a des applications nom-

breuses, a la fois théoriques et pratiques.

Nous avons entamé notre mémoire par une étude bibliographique qui a englobé les no-
tions de base du théorémes du point fixe des contractions multivoques dans ’espace métrique
partiel et nous avons pu développer quelques propriétés des éspaces métriques partiels cones.
Dans notre travail, on a étudié des théorémes du point fixe des contractions multivoques

dans 'espace métrique partiel cone.

Dans ce mémoire, Au premier chapitre, les outils mathématiques liés aux éspaces métriques

partiels cones et les applications univoques et multivoques ont été présentés.

Au second chapitre, les outils liés aux théoréemes du point fixe des contractions mul-
tivoques dans l’espace métrique partiel ont été introduits. Puis nous exposons quelques

théorémes du point fixe des contractions multivoques dans I’espace métrique partiel.

Au troixiéme chapitre, le but premier visé est d’étudier quelques théoréemes de point fixe
dans les espaces métriques cones. La deuxieme section de ce dernier chapitre, est 'objet
de notre contribution, qui porte sur ’application et I’adaptation des résultats de deuxiéme
chapitre & I’étude de quelques théorémes de point fixe des contractions multivoques dans
les espaces métriques partiels cones. Cette section contient une résultat originale de notre

travail.
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