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Introduction générale

Introduction générale

Les origines du formalisme des �les d�attente datent du début du XXème siècle

et principalement des travaux de deux mathématiciens : le mathématicien danois A.K.

Erlang avec ses travaux sur les réseaux téléphoniques et le russe A.A. Markov avec la

création des modèles markoviens.

C�est en 1909 que les bases de la théorie des �les d�attente sont lançées, grâce à

l�article du mathématicien danois A.K. Erlang "The theory of probabilities and telephone

conversations". Les premiers résultats sont variés : Erlang observe le caractère poissonnien

des arrivées des appels à un central téléphonique, et le caractère exponentiel des durées

des appels ; il réussit à calculer de manière relativement simple la probabilité d�avoir un

appel rejeté. La notion d�équilibre stationnaire d�un système d�attente est introduite pour

la première fois.

A partir des années 30, les travaux de plusieurs mathématiciens tels que Molina,

Fry, Pollaczek aux Etats Unis, Kolmogorov et Khintchine en Russie, Palm en Suède, ou

Crommelin en France permettent à la théorie des �les d�attente de se développer

lentement.

Les années 50 verront l�essor important de la théorie des �les d�attente. Les applications

de ces travaux sont alors très pratiques et concernent les disciplines de recherche

opérationnelle et génie industriel.

Une �le d�attente est un modèle mathématique d�un phénoméne d�attente. Compte

tenu de l�importance des phénoménes d�attente dans notre univers quotidien, des outils

d�analyse de ces phénomènes se sont naturellement développés au �l des années.

Les exemples de phénomènes d�attente dans les sociétés dites modernes sont nombreux.

Cela va des phénomènes les plus visibles, par exemple dans le domaine des transports

(terrestre, aérien,...) ou des services (banque, poste,...) aux phénomènes d�attente

plus discrets que l�on retrouve dans certains systèmes tels les réseaux téléphoniques, les

systèmes informatiques...

notre travail se décompose en quatre parties

I la première partie on a presenté les processus stochastiques suivi des chaînes de
Markov à temps discrets
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Introduction générale

I la deuxiéme parties nous présentons les processus stochastiques à temps continu

,processus de poisson et processus de naissance et de mort

I la troisiéme partie sera consacrée aux �les d�attente markoviennes les plus connues :
M=M=1;M=M=S

I la quatriéme partie est consacré à l�étude des �les d�attente M=Er=1 et l�aplication nous
décrivons le modèle associé à ce

type de �le.

2



Chapitre 1

Chaines de markov

1.1 Introduction:

Un modéle d�évolution dynamique en temps discret dans lequel on fait dépendre l�évolution

future de l�état présent et du hasard est une chaîne de Markov. C�est un processus stochas-

tique à temps discret. On en rencontre dans de nombreux domaines d�applications.

1.1.1 chaîne de Markov à temps discret

Dé�nition 1.1.1 : Une suite (Xn)n � 0 de variables aléatoires à valeurs dans un ensemble
au plus dénombrable E est une chaîne de Markov d�espace d�états E si et seulement si pour

tout k 2 N pour tout (x0:::::::xk+1) dans E tels que8>>><>>>:
P (Xk = ik:::::::X0 = i0) > 0

P (Xk+1 = ik+1=Xk = ik::::::::X0 = i0) = P (Xk+1 = ik+1=Xk = ik)

La chaîne est dite homogène si on a de plus pour tout k 2 N et tout i; j 2 E:

P (Xk+1 = j=Xk = i) = P (X1 = j=X0 = i)

On appelle probabilité de transition pour aller de l�état i à l�état j la probabilité:

pi;j = P (Xk+1 = j=Xk = i) = P (X1 = j=X0 = i)

3



1.1. Introduction:

Loi d�une chaîne de Markov:

La loi d�une chaîne de Markov homogéne (Xn)n2N est entiérement dèterminée par la donnèe

de sa matrice de transition P et de la loi de X0, appelée loi initiale et notèe �0 pour tout

i 2 E,
�0(i) = P (X0 = i)

Plus précisément, pour tout entier n et toute suite d�états i0; ::; in�1; in de E :

P (Xn = in; Xn�1 = in�1; :::; X1 = i1; X0 = i0) = �0(i0)pi0 ; i1:::pin�1 ;in

La formule permet d�ècrire la probabilitè d�une intersection, i.e.

P (Xn = in; Xn�1 = in�1; :::; X1 = i1; X0 = i0)

1.1.2 matrice de transition

Dé�nition 1.1.2 : On appelle matrice de transition, la matrice P = (pi;j)i;j2E

P =

0BBBBBBBB@

pi0;j0 pi0;j1 pi0;j2 ::: :::

pi1;j0 pi1;j1 pi1;j2 ::: :::

::: ::: ::: ::: :::

::: ::: ::: ::: :::

::: ::: ::: ::: :::

1CCCCCCCCA
la matrice de transition P de la chaine discret (Xn) est une matrice carée, constituée par

les probabilites de transition . elle veri�e les proprétées: pour tout couple (i; j) de E:

0 � pi;j � 1

pour tout i; j 2 E, on a: X
pi;j = 1

Théorème 1.1.1 :on considére une chaîne de markov sur l�espace d�états E de matrice de

transition P on a:

pnij =
X
k2E

p
(n�1)
ik pkj

4



1.2. Classi�cation des états:

Démonstration: pnij = P (Xn = j = X0 = i) = P (Xn = j; [
k2E
(Xn�1 = k) = X0 = i)

=
P
k2E
P (Xn = j;Xn�1 = k = X0 = i)

=
P
k2E
P (Xn = j;Xn�1 = k = X0 = i)P (Xn�1 = k = X0 = i)

puisque (Xn)n2N est une chaîne de markov ,on a:

pnij =
X
k2E

p
(n�1)
ik pkj

sous forme matricielle ,on écrit :

P n = P n�1P

de façon générale

pm+ni;j =
X
k2E

p
(m)
ik p

(n)
kj i; j 2 E;m � 1; n � 1

d�ou :

Pm+n = PmP n

le systéme d�équations connu sous le nom d�équations de "chapman kolmogorov"

1.2 Classi�cation des états:

Nous allons dé�nir une classi�cation des états et en déduire les propriétés des chaînes de

Markov. Les états d�une chaîne de Markov se répartissent en classes que l�on dé�nit à partir

de la matrice de transition.
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1.2. Classi�cation des états:

1.2.1 Chane de Markov irrèductibles:

Dé�nition 1.2.1 :

Soient i et j deux ètats de E. On dit que l�ètat j est accessible depuis l�ètat i si

9n 2 N; p(n)i;j = P (Xn = j=X0 = i) > 0

On dit que les ètats i et j communiquent si chacun est accessible depuis l�autre. On note

alors i ! j

-La relation  ! est une relation d�èquivalence sur E.

Exemple 1.2.1 :

Considèrons une chaîne de Markov à valeurs dans E = fa; b; c; d; eget dont la matrice et
le

graphe de transition sont donnèes par :

P =

0BBBBBBBB@

1=2 1=2 0 0 0

1=4 1=2 1=4 0 0

0 0 0 1 0

0 0 1=2 0 1=2

0 0 0 1 0

1CCCCCCCCA

La chaîne comporte deux classes irrèductibles : fa; bg et fc; d; eg.

6



1.3. Les mesures stationnaires:

1.3 Les mesures stationnaires:

Dé�nition 1.3.1 :Une mesure stationnaire (ou invariante) d�une chaîne de Markov de

matrice de transition P est une loi de probabilité sur E, disons � = [�(j)] j 2 E, véri�ant

� = �P et
1X
i=0

� = 1

Soit � une mesure stationnaire pour la chaîne de Markov (Xn)n 2 N de matrice de

transition P .Rappelons que le vecteur ligne (�n(j))j 2 E désigne la loi de la v.a.Xn.La

formule �n+1 = �nP implique que si la loi de Xn est � (i.e. �n = �) alors il en est de

même pour la loi de Xn+1(i.e.�n+1 = �).Par conséquent, si la loi initiale �0 (celle de X0)

est � alors toutes les v.a. Xn seront distribuées selon �.C�est ce qui justi�e le quali�catif de

stationnaire.Cela signi�e que la probabilité de se trouver dans un état donné reste constante

au cours du temps, bien que la chaîne saute constamment d�état en état. Une mesure

stationnaire doit donc être comprise comme un équilibre dynamique en loi.

7



Chapitre 2

Processus markoviens de saut

2.1 introduction:

Les Processus markoviens de sauts sont la généralisation des chaînes de Markov au temps

continu.Le passage du temps discret au temps continu se fait en remplacant le pas de temps

�xe d�une chaîne de Markov par des intervalles de temps aléatoires indépendants de loi

exponentielle.

Dé�nition 2.1.1 :Un processus markovien de sauts {Xt} t � 0 á espace d�états E satisfait
les deux égalités suivantes : pour tout entier n, pour tous états i0; i1; :::; in; j et pour toute

suite croissante de réels positifs t1 < ::: < tn < tn+1 on a :

P (X(tn+1) = j=X(tn) = in; :::; X(t1) = i1; X0 = i0) = P (X(tn+1) = j=X(tn) = in)

Dé�nition 2.1.2 la probabilité conditionnelle P (X(t) = j=X(s) = i) ne dépend que des

états i; j et de l�accroissement t�s, ce qui justi�e la notation suivante. Pour tout réel positif
t et pour tous états i; j, la probabilité de transition de i vers j sur un intervalle (de temps)

de longueur t est dé�nie par :

p
i;j
(s; t) = P (X(t) = j=X(s) = i)

8



2.2. matrice de transition:

les probabilités de transition ainsi dé�nies obéissent aux propriétés suivantes:

� p
i;j
(t) � 0

�
P
i2E
p
i;j
(t) = 1

� pi;j(s; t) =
P
i2E

pi;k(s; u)pk;j(u; t) s � u � t
cette derniére relation correspond à l�équation de chapman-kolmogorov.

2.2 matrice de transition:

Pour une chaîne de markov homogéne et à temps continu,les probabilités de transition

{P (t)} t � 0 peuvent être regroupées dans une matrice p(t) ={ pi;j(t)} de dimensions �nies
selon le nombre des états du processus ,notons que les éléments d�une telle matrice sont tous

en fonction du paramétre t :

pi;j(t) =

0BBBBB@
pi0j0(t) pi0j1(t) pi0j3(t) :::

pi1j0(t) pi1j1(t) pi1j3(t) :::

pi2j0(t) pi2j1(t) pi2j2(t) :::

:::: ::: ::: :::

1CCCCCA
Soit {Xt} t � 0 un processus markovien de sauts de matrices de transition { P (t)} t � 0.

Soient s; t � 0. Alors:

P (t+ s) = P (t)P (s)

9



2.3. Générateur in�nitésimal

2.3 Générateur in�nitésimal

on dé�nit :

p(t) = pi;j(t; t+�t)

et on pose :

H(s; t) = pi;j(s; t)

donc : dH(s;t)
dt

= H(s; t)Q(t)

alors:

Q(t) = lim
�t!0

p(t)� I
�t

I est la matrice identité telle que Q(t) est appelée générateur in�nitésimal, ou matrice

de sauts, de la chaîne de Markov en temps continu.

On a donc :

8>>><>>>:
qij(t) = lim

�t!0
pij(t;t+�t)

�t
si i 6= j

qii(t) = lim
t!0

pii(t;t+�t)�1
�t

si i = j

on a:
P
j

qi;j(t) = 0

dH(s;t)
ds

= �Q(s)H(s; t) pour s � t
) dpij(s;t)

dt
= qjj(t)pij(s; t) +

P
k 6=j
qkj(t)pik(s; t) kolmogorov forward

) dpij(s;t)

ds
= �qii(s)pij(s; t)�

P
k 6=i
qik(s)phj(s; t) kolmogorov backward

avec les condition initiales Pij(t; t) =

8<: 1 si i = j

0 si i 6= j
Et on peut écrire les développements limités à l�ordre 1 :

pij(t) = qijt+ o(t)

10



2.3. Générateur in�nitésimal

Si la chaîne est dans l�état i initialement, la probabilité qu�elle soit dans l�état j à l�instant

t est environ qijt, avec t �petit�. Le nombre qij est alors appelé taux de transition instantané

de l�état i vers l�état j. De même, on a :

1� pii(t) = �qiit+ o(t)

Si la chaîne est dans l�état i initialement, la probabilité qu�elle l�ait quitté à l�instant

t est environ �qiit. Le coe¢ cient positif �qii est le taux instantané de départ de l�état
i. Par ailleurs, pour tout i �xé et pour tout t � 0, la somme des pij(t) fait 1. Avec les

développements limités ci-dessus, on a donc formellement :

1 =
X
j

pij(t) = 1 +

 
�qii+

X
qij

i6=j

!
t+ o(t)

Il s�ensuit que : 8i 2 N � qii =
X
i6=j

qij

En d�autres termes, la somme de chaque ligne de Q est nulle. Résultat à ne pas confondre

avec celui concernant les matrices de transition P (t), pour lesquelles la somme sur chaque

ligne vaut 1.

Concrètement, avec l�interprétation donnée ci-dessus des qij , c�est simplement dire que

la somme des taux de transition de l�état i vers l�ensemble des autres états j est égale au

taux de départ de l�état i.

La relation précédente n�est bien sûr valable que si la série
X
i6=j

qij est convergente. Si

pour un indice i, on a
P
i6=j

qij = 0, donc aussi qii = 0, cela signi�e que si on arrive dans l�état

i, on ne le quitte plus , on dit alors que l�état i est absorbant.

Reprenons la forme matricielle de Chapman-Kolmogorov, avec s = h, et dérivons par

rapport à h :

P (t+ h) = P (t)P (h)) P 0(t+ h) = P (t)P 0(h)

En h = 0, ceci donne : P 0(t) = P (t)A. Puisqu�on peut inverser les rôles de t et h, on a
de façon générale :

8t � 0 P 0(t) = AP (t) = P (t)A

11



2.4. mesure stationnaire:

Ceci se traduit pour les probabilités de transition par :

p0ij(t) =
+1X
k=0

qikpkj(t)
+1X
k=0

pik(t)qkj

Supposons une minute que P (t) ne soit pas matricielle, mais scalaire : la fonction P (t)

solution de l�équation di¤érentielle :8<: p(0) = 1

p0(t) = ap(t)
est tout simplement la fonction exponentielle : p(t) = exp q(t).

2.4 mesure stationnaire:

notons Q(t) = lim
�t!0

pi;j(t;t+�t)�I
�t

le générateur in�nitésimal de la matrice de transition.

En posant :

�j(t) = p[X(t) = j]

et de plus �(t) = (�0(t); �1(t); :::::)

donc :�(t) = �(0)�(0; t) = � expf
tR
0

Q(u)dug
d�(t)
dt
= �(t)Q(t) On obtient au �nal pour la distribution :

d�j(t)

dt
= qjj(t)�j(t) +

X
k 6=j

qkj(t)�k(t)

2.5 Chaine de markov continue homogéne:

La chaîne de Markov est homogène si les probabilités de transition p(s; s+ t) ne dépendent

que de (s+ t� s). On note alors :
pij(t) = pij(s; s+ t) et qij = qij(t) i; j = 1; 2; 3::::::::::::::

On a bien sûr pour tout entier i et tout réel positif t :

1X
j=0

pij(t) = 1:

d�ou: H(t) = H(s; s+ t) = [pij(t)]ij

12



2.6. Classi�cation des ètats:

Les transitions de probabilités satisfont les équations suivantes, dites de Chapman-

Kolmogorov :

pour tout couple d�entiers (i; j), pour tous réels positifs s et t :

pij(s+ t) =

1X
k=0

pik(s)pkj(t):

son ecriture matriciélle :

H(s+ t) = H(s)H(t)

on aussi les équations de backward et forward:

dpij(t)

dt
= qjjpij(t) +

X
k 6=j

qkjpik(t)

dpij(t)

ds
= �qiipij(t)�

X
k 6=i

qikphj(t)

l�écriture matriciélle esl :
dH(t)
dt

= H(t)Q

dH(t)
ds

= QH(t)

avec les conditions initieles H(0) = I

donc la solution du systéme donne:H(t) = exp(Qt)

on sait que: d�j(t)
dt

= qjj(t)�j(t) +
P
k 6=j
qkj(t)�k(t)

donc d�(t)
dt

= �(t)Q

2.6 Classi�cation des ètats:

2.6.1 Classes irrèductibles:

Un processus markovien de sauts de gènérateur A est dit irréductible sur E si pour tous

états i; j 2 E distincts il existe des états i1; :::; in 2 E tous di¤érents tels que :

xi0;i1 ; xi1;i2 ::::::; xi�1;i; xi;j > 0

13



2.6. Classi�cation des ètats:

Comme dans le cas discret, être irréductible signi�e que l�on peut passer de n�importe

quel état i à n�importe quel état j avec une probabilité strictement positive.Considérons un

processus markovien de sauts fXtgt � 0 de matrices de transition fP (t)gt � 0 , irréductible
sur E et admettant une mesure stationnaire �. Alors :

� � est l�unique mesure stationnaire du processus fXtgt � 0
� la matrice P (t) converge quand t tend vers l�in�ni vers une matrice dont toutes les

lignes sont égales à � :

lim
t!+1

pij(t) = �(j)

avec la condition
P
�j = 1 on peut déterminer pj a l�aide de l�écriture matriciélle �Q = 0

car:
d�j
dt
= 0) qjj�j +

P
k 6=j
qkj�k = 0

Exemple 2.6.1 : une chaine de markov en temps continue est donné par

on cherche la proba stationnaire

d�apres le graqhe de transition on a :

q01 = � , q12 = � , q10 = � , q21 = � , q02 = �
2

à l�équilibre l�équation :

qjj�j +
X
k 6=j

qkj�k = 0

avec j = 0; 1; 2

pour j = 0 ) q00�0 + q10�1 + q20�2 = 0 =) q00�0 + ��1 = 0

pour j = 1 ) q11�1 + q01�0 + q21�2 = 0 =) q11�1 + ��0 + ��2 = 0

pour j = 2 ) q22�2 + q02�0 + q12�2 = 0 =) q22�2 +
�
2
�0 + ��1 = 0

d�ou:

�q00�0 = ��0 + �
2
�0 =

3
2
��0

14



2.7. Processus de naissance et de mort:

�q11�1 = (�+ �)�1
�q22�2 = ��2
donc on obtient les équations de la balances suivants:8>>>>><>>>>>:

3
2
��0 = ��1

(�+ �)�1 = ��0 + ��2

��2 =
�
2
�0 + ��1

�0 + �1 + �3 = 1

d�ou :

�0 =
2
3
��1

�2 = (
�
�
+ 1

3
)�1

2
3
��1 + �1 + (

�
�
+ 1

3
)�1 = 1

pour � = 2 et � = 3 on a:

�0 =
1
2
, �1 = 1

4
, �2 = 1

4

2.7 Processus de naissance et de mort:

Ces processus permettent de façon générale de décrire l�évolution temporelle de la taille

d�une population d�un type donné. Dans le cas d�un système d�attente, on considère par

exemple des populations comprenant tous les clients qui sont dans le système à l�instant t.

Les processus de naissance et de mort sont des processus stochastiques à temps continu et à

espace d�états discret n = 0; 1; 2; : : :. Ils sont caractérisés par deux conditions importantes

: ils sont sans mémoire, et à partir d�un état donné n, des transitions ne sont possibles que

vers l�un ou l�autre des états voisins (n+ 1) et (n� 1) pour n � 1.
Alors, soit fX(t); t � 0g un processus de naissance et de mort à états discrets et ho-

mogène dans le temps, c�est-à-dire :

P (X(t+ s) = j=X(s) = i) = pij(t)

Ne dépend pas de s. Ce processus est de naissance et de mort si :

p(1 naissance pendant �t / il y a i individus) donc:

pi;i+1(�t) = �i�t+ o(�t) i � 0

15



2.7. Processus de naissance et de mort:

p(1 mort pendant �t / i individus) d�ou:

pi;i�1(�t) = �i�t+ o(�t) i � 1
p(0 naissance pendant �t / i individus) = 1� �i�t+ o(�t)
p(0 mort pendant �t / i individu) = 1� �i�t+ o(�t)
pi;j(�t) = o(�t) ji� jj � 2
�i et �i sont appelés taux de transition (taux de naissance et de mort).

on peut facilemement véri�er qu�un tel processus est une chaîne de markov à temps

continu.de plus on peut obtenir les équations de kolmogorov

on note : pi(t) = p[X(t) = i]8>>><>>>:
dpi(t)
dt

= �i�1pi�1(t)� (�i + �i)pi(t) + �i+1pi+1(t)

dp0(t)
dt

= ��0p0(t) + �1p1(t)
ces équations , complétées par les conditions initiales , constituent le systéme d�équations

le plus fondamental en théorie des phénoménes d�attente.

la résolution analytique des équation de kolmogorov se montre généralement trés com-

plexe. dans le cas particulier où:

�la taille initiale de la population est égale à 1
��i = �8i > 0
��i = �8i > 1

2.7.1 Graphe des transitions:

Graphe de transition d�un processus de naissance et de mort
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2.8. Processus de Poisson:

2.7.2 processus de naissance:

Dans ce cas , nous considérons des populations qui ne peuvent qu�augmenter .En d�autres

termes ,le taux de décroissance est égal à 0 analysons les deux situations suivantes:

��i = � Ceci signi�e que le taux de croissance globale de la population est indépendant
de la taille.On s�aperçoit que ce processus n�est rien d�autre que le processus de Poisson de

paramètre � . D�où , la distribution probabiliste du processus est donnée par:

P fX(t) = ig = pi(t) =
�iti

i
exp��t (t > 0 et i = 0; 1; 2; :::::::)

��i = i� Ici,on associe à chaque événement présent un taux de croissance égal à �. Ceci
signi�e que le taux de croissance globale de la population est proportionnel à la taille de la

populatin. Dans ce cas ,les équations de Kolomogorov sont données par:

dp(t)

dt
= �i�1pi�1(t)� �ipi(t)

la résolution de ces équations aboutit à la distribution de

X(t) : P fX(t) = ig = pi(t) = exp��t(1� exp��t)i�1 (i > 1); (t > 0 et i = 0; 1; 2; :::::)

2.8 Processus de Poisson:

2.8.1 Dé�nition d�un processus de Poisson:

Parmi les processus stochastiques à temps continu, les processus de Poisson occupent une

place privilégiée .Ils sont utilisés avant tout pour décrire la réalisation dans le temps d�événements

aléatoires d�un type donné, comme par exemple l�arrivée de tâches dans l�unité centrale d�un

ordinateur, l�arrivée de clients vers un guichet ou une cabine téléphonique,l�arrivée d�appels

dans un central téléphonique, etc. Pour étudier ces processus, nous considérons le nombre

d�événements N(t) se produisant dans l�intervalle du temps [0; t] :Le processus stochastique

fN(t); t > 0g est appelé processus de comptege . ce processus véri�er les propriétés suivantes
:

� N(t) 2 N = f0; 1; 2; :::::::g ;
� si s < t; alors N(s) � N(t);

17



2.8. Processus de Poisson:

� le nombre aléatoire d�événements qui se produisent dans l�intervalle ]s; t] est donné par
N(t)�N(s):
on appelle processus de poisson un processus de comptage véri�ant les trois condition

suivantes:

� Le processus N(t) est homogène dans le temps. Ceci signi�e que la probabilité d�avroir
K événements dans un intervalle de longueur donnée s ne dépend que de s et non pas de

la position de l�intervalle dans l�axe temporel : P fN(t+ s)�N(t) = kg = pk(t) pour tous
t; s > 0 et k = 0; 1; 2; :::

� le processus N(t) est à accroissements indépendants et stationnaires. Ceci signi�e
que, pour tout système d�itervalles disjoints, les nombres d�événements s�y produisant sont

des variables aléatoires indépendantes. Un processus véri�ant cette condition est dit sans

mémoire.

� la propabilité que deux événements ou plus se produisent dans un intervalle in�niment
petit 4t; est négligeable par rapport à la probabilité qu�il n�y ait qu�un seul événement.
D�une manière plus précise, on écrit :

pk(�t) = o(�t): k > 2
p1(�t) = ��t+ o(�t):

p0(�t) = 1� ��t+ o(�t):
Le coe¢ cient � est appelé l�intensité du processus poissonien.

2.8.2 Graphe des transitions:

Graphe de transition pour le processus de Poisson
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2.8. Processus de Poisson:

Théorème 2.8.1 Si N(t) est un processus de Poisson, alors N(t) suit une loi de Poisson :

P (N(t) = i) = pn(t) = e
��t (�t)

i

i! :(t > 0 et i = 0; 1; 2; :::)

pour �t su¢ samment petit, nous avant le système d�équation suivant :

P (N(t+�t)�N(t) = i) = O(�t); i > 2

P fN(t+�t)�N(t) = 1g = ��t+O(�t)

P fN(t+�t) /�(t) = 0g = 1� ��t+O(�t)

En supposant pi(t) = P fN(t) = ig
pour n > 0

on a :

pi(t+�t) = P (N(t) = i)P (N(t+�t)�N(t) = 0) + P (N(t) = i� 1)P (N(t+�t)�N(t) = 1) +O(�t)

= pi(t)(1� ��t) + pi�1(t)��t+O(�t)

= pi(t) + ��t(pi�1(t)� pi(t)) +O(�t)

d�ou :

pi(t+�t)� pi(t)
�t

= � [pi�1(t)� pi(t)] +
O(�t)

�t

et en passant à la limite,on obtient:

lim pn(t)
�t!0

=
pi(t+�t)� pi(t)

�t
=� [pi�1(t)� pi(t)]

=) dpi(t)

dt
= � [pi�1(t)� pi(t)]
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2.8. Processus de Poisson:

pour i = 0 on a:

p0(t+�t) = P fN(t) = 0gP fN(t+�t) /�(t) = 0g

= p0(t)

= 1� ��t+O(�t)

D�où:
dp0(t)

dt
= ��p0(t)

les fonctions pi(t) véri�ent donc le système di¤érentiel:

dp0(t)

dt
= ��p0(t)

dpi(t)

dt
= � [pi�1(t)� pi(t)]

la solution de ce système est donnée par :

p0(t) = exp��t

p1(t) = �t exp��t

et par récurrence :

pn(t) = e
��t (�t)

i

i!
; (t > 0 et i = 0; 1; 2; ::::::)
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Chapitre 3

Files D�attente

3.1 introduction:

Les �les d�attente peuvent être considérées comme un phénomène caractéristique de la vie

quotidienne. Ce phénomène se manifeste dans les domaines d�activités les plus divers :

les guichets de la poste, les stations téléphoniques, la technique militaire,...etc.

Le modèle général d�un phénomène d�attente peut être résumé comme suit : des clients

arrivent suivant un processus quelconque à un intervalle de temps aléatoire pour acquérir

un service auprès d�un serveur. A l�arrivée d�un client, si un dispositif de service (serveur)

est libre, il se dirige immédiatement vers ce dispositif où il est servi. Dans le cas contraire,

le client prend place dans une �le d�attente, sinon il quitte le système. La durée du service

auprès de chaque serveur est aussi aléatoire.
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3.1. introduction:

Population: La population constitue la source de clients potentiels. Elle est caractérisée

par son nombre d�élément (�ni ou in�ni).

File d�attente: La �le d�attente est caractérisée par le nombre maximum permis de

clients en attente (�ni ou in�ni)

Clients: Les clients (issus de la population) se joignent au système avec un taux moyen

d�arrivée.

Service: Le service peut être assuré par un ou plusieurs serveurs. Le temps qui s�écoule

entre le début et la �n de service d�un client est dénoté le temps de service suivant une

distribution de probabilité. Donc le taux de service est une autre caractéristique du système.

3.1.1 Discipline de service:

la discipline de service détermine l�ordre dans lequel les clients sont rangées dans la �le et y

sont retirés pour recevoir un service. Les disciplines les plus courantes sont:

� FIFO (�rst in, �rst out) ou FCFS (�rst come �rst served) ou PAPS (premier
arrive, premier servi) : c�est la �le standard dans laquelle les clients sont servis dans

leur ordre d�arrivée. Notons que les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes

lorsque la �le contient plusieurs serveurs. Dans la première, le premier client arrivé sera

le premier à quitter la �le alors que dans la deuxième, il sera le premier à commencer son

service. Rien n�empêche alors qu�un client qui commence son service après lui, dans un autre

serveur, termine avant lui. En français, le terme PAPS comporte une ambiguïté, puisqu�il ne

peut di¤érencier une �le "premier arrivé", premier servi" d�une �le "premier arrivé, premier

sortit".

� LIFO (last in, �rst out) ou LCFS (last come, �rst served) ou DAPS (dernier

arrive, premier servi) : Cela correspond à une pile, dans laquelle le dernier client arrivé

(donc posé sur la pile) sera le premier traité (retiré de la pile). À nouveau, les disciplines

LIFO et LCFS ne sont équivalentes que pour une �le mono serveur.

� RANDOM (aléatoire) : Le prochain client qui sera servi est choisi aléatoirement

dans la �le d�attente .
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3.1. introduction:

3.1.2 Notations de Kendall:

Une �le d�attente est notée A=B=m=K=N=Z selon Kendall avec:

� A : Processus d�arrivée des clients (distribution d�inter arrivée).
� B : Schéma de service (distribution de durée de service de clients).
� m : nombre de serveurs.

� K : capacité maximale de la �le d�attente.

� N : nombre de clients utilisant le système.

� Z : discipline du système qui décrit la façon dont les clients sont ordonnés.
Pour les arrivées et les services on utilise les symboles suivants:

- M : loi exponentielle.

- D : loi déterministe.

- G : loi générale.

- Hk : loi hyperexponentielle d�ordre k .

- Ek : loi d�Erlang d�ordre k.

Le nombre de serveurs peut varier de 1 à l�in�ni (noté 1), de même pour K et N .

-Lorsque les deux derniers éléments de la notation de KENDALL ne sont pas pricisés, il

est sous-entendu que : K = +1 et Z = FIFO:

Dans la suite,nous nous limiterons à l�étude des systèmes de type A=B=m=K=N=Z (sys-

tèmes de �le d�attente à arrivées poissonniennes et à durées de service exponentielles pour

lesquels les processus de naissance et de mort fournissent un cadre d�analyse uniforme.

3.1.3 Analyse mathématique:

L�étude mathématique d�un système d�attente se fait le plus souvent par l�introduction

d�un processus stochastique qui décrit l�évolution temporelle du système , premierement on

s�intéresse au nombre Xt de clients se trouvant dans le systéme à l�instant t. En fonction

des quantités qui dé�nissent la structure du systéme, on cherche à calculer :

� les probabilités d�état pn(t) = P ([Xt = n])qui dé�nissent le régime transitoire du

processus (Xt) t � 0
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3.1. introduction:

�le régime stationnaire du processus, dé�ni par

pn = lim
t!+1

pn(t) = lim
t!+1

P ([Xt = n]):

3.1.4 Mesures de performances:

Nous appelons état d�un système à l�instant t le nombre N(t) de clients présents dans le

système à cet instant (un client est «présent dans le système» s�il est en �le d�attente ou

en cours de service). Les quantités fondamentales auxquelles s�intéresse l�analyste dans le

cadre des modèles de �les d�attente sont les probabilités d�état, que nous dé�nissons de la

façon suivante:

pour : n = 0; 1; 2; ::.et t � 0
Pn Probabilité qu�il y ait n clients dans le système

1X
n=0

Pn = 1

Lorsque Pn a été connues alors on peut calculer les nombreuses mesures de performance

du système de �les d�attente à étudier. Parmi les plus importantes,

on considérera les mesures à long terme suivantes :

L =Nombre moyen de client dans le système.

L =

1X
n=0

nPn

Lq = Nombre moyen de clients dans la �le d�attente (excluant ceux qui sont dans le

service) .

Lq =
1X
n=0

(n� S)Pn

avec: S = Le nombre de serveur.

W = Temps moyen dans le système .

on a :
�
� =

1X
n=0

�nPn
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

donc:

W =
L
�
�

Wq = Temps moyen dans la �le (excluant le temps de service) .

Wq =
Lq
�
�

3.1.5 Formule de LITTLE :

La formule de LITTLE nous donne la relation qui existe entre les valeur caractéristiques

d�un système d�attente, elles sont liées par les relations suivantes:

� L = �e:W
� Lq = �e:Wq

� W = Wq+
1
�

� Wq = Lq +
�e
�

Ou �e : le taux d�entrée des clients dans le systéme si la capacité est illimitée ;

�e = �:

� = nPk l�orsque Pn = k

� : le taux de service d�un client.

3.2 Les �les d�attente Markoviennes:

Les �les d�attente markoviennes sont celles qui sont pour les quelles les inters arrivées et les

durées de service sont exponentiels. Leur notation de Kendall sera de la forme M/M/...(M

comme markovien...)

3.2.1 La �le d�attente M/M/1:

M : comme sans mémoire ou markovien . 1 est le nombre de guichets. On suppose que le

processus des arrivées est un processus de Poisson d�intensité , et que les temps de service

sont i.i.d. de loi commune la loi exponentielle (� ). Le nombre de clients présents dans le
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

système (au guichet + en attente) est alors un processus markovien de saut à valeurs dans

IN .

la �le M/M/1

Graphe des transitions:

Dans le cas de la �leM=M=1, considérons la distribution la plus simple suivante : fX(t); t > 0g,
ou X(t) est le nombre de clients présente dans la système à l�instant t. puisque la capacité

est illimitée, l�espace d�états E = f1; 2; 3; ::::g
Lorsqu�a un instant donné t il y�a X(t) clients dans le système (X(t) > 0), deux événe-

ments peuvent se produire : l �arrivée d �un nouveau client et le départ d�un client résultant

la �n de service .Le processus de naissance et de mort ne permet de modéliser ce genre de

phénoméne .

La �gure ci-dessous nous donne le graphe de transition :

graphe de transition de la �le M/M/1
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

Stabilité du système:

La condition de stabilité de la �le d�attente en question est � < � ; ça exprime le fait que le

nombre moyen de clients qui arrivent a l�attente par unité du temps, doit être inferieur au

nombre moyen de client que le serveur est capable de traiter. Cela nous conduit à dé�nir

une autre variable � = �
�
qui représente le coe¢ cient d�utilisation du système , alors on note

: le système est stable () � < 1

Remarque 3.2.1 Lorsque � > 1, il arrive � client en moyen tandis que le serveur en plein

régime il peut traiter que � clients par unité du temps , donc le nombre de clients en attente

tend vers l�in�ni, dans ce cas on dit que la �le est instable.

Analyse du régime permanent:

On s�intéresse à l�analyse stationnaire d�une �le stable (donc pour laquelle � < �) : On note

p(n) la probabilité stationnaire d�être dans l�état n; ou encore la probabilité pour que le

système contienne n clients au régime permanent . Les probabilités stationnaires p(n)

peuvent être calculées de plusieurs façon , on considére la �le M=M=1 comme un processus

de naissance et de mort pour lequel :

�n = �

Stabilité du système:

�n =

8<: � si n 6= 0
0 si n = 0
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

Equations de Balance

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�P0 = �P1

�P1 + �P1 = �P0 + �P2

�
�
�

�Pn + �Pn = �Pn�1 + �Pn+1

Ce système a une solution de la forme :

Pn =

�
�

�

�n
P0 , n = 1; 2; :::::

Avec la condition de normalisation de propabilités :

1X
n=0

Pn = 1

C�est-à-dire :

P0 + P1 + P2 + ::::::+ Pn + Pn+1 + :::: = 1:

Remplaçons les Pn par leurs valeurs on obtient :

P0 + P0

�
�

�

�1
+ P0

�
�

�

�2
+ :::::+ P0

�
�

�

�n
+ P0

�
�

�

�n+1
+ ::: = 1

=) P0

 
1 +

�
�

�

�1
+

�
�

�

�2
+ :::::+

�
�

�

�n
+

�
�

�

�n+1
+ :::

!
= 1

=) P0

 
1

1��
�

!
= 1

On trove:

P0 = 1�
�

�

Puisque � = �
�
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

alors :

P0 = 1� �

Finalement , on a le résultat suivant :

Pn= �
n: (1� �) n > 1

Calculons maintenant les caractéristiques de la �le d�attente M/M/1:

a) Nombre moyen de clients dans le système L:

L =

1X
n=1

nPn =

1X
n=1

n(1� �)�n = �(1� �)
1X
n=0

n�n�1

= �(1� �)
1X
n=0

d

d�
(�n) = �(1� �) d

d�
(
1

1� �) = �(1� �)
1

(1� �)2

=
�

(1� �) =
�
�

1��
�

=
�

�� �

b) Nombre moyen de clients dans la �le d�attene Lq:

Lq =
1X
n=1

(n� 1)Pn =
1X
n=0

nPn �
1X
n=1

Pn

= L� (1� P0) =
�

�� � �
�

�

=
�2

�(�� �)

c) Temps moyen pour un client dans le système W :

W =
L

�
=

�

(�� �)
1

�

=
1

(�� �)
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

d) Temps moyen pour un client dans la �le d�attente Wq:

Wq =
Lq
�
=

�2

�(�� �)
1

�

=
�

�(�� �)

3.2.2 La �le d�attente M/M/S:

Dé�nition 3.2.1 :

Considérons un modèle de �le d�attente où les arrivées et les départs se produisent comme

dans un processus de naissance et de mort où :

�n = � 8n

�n =

8<: n� si 0 < n < s

s� si n > s

chaque serveur a un taux de service de � ,mais le taux de service depend du nombre de

clients dans le système, si le nombre est inférieur à s seul un sous-ensemble de serveurs egal

au nombre de clients sont actifs, si le nombre de clients est superieur ou égal s a , les s

serveurs sont actifs
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

la �le M/M/s

Graphe des transitions :

graphe de transition de la �le M/M/S

Stabilité du système :

La condition de stabilisé de se systéme est : � < S�; alors la valeur de � qu�on a dé�ni

précédamment sera dé�nie comme suit :� = �
s�
On note : Le système est stable() � < 1
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

Analyse du régime permanent :

On note P (n) , la probabilité stationnaire d�être dans l�état n (probabilité que le système

contienne n clients). Ces probabilités peuvent être calculées à l�aide des équations de Balance

associées à ce modèle.

Equations de Balance :

Cas 01 : 1 6 n 6 S :

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 : �P0 = �P1

1 : �P1 + �P1 = �P0 + 2�P2

�
�
�

(S � 1) : �PS�1 + (S � 1)�PS�1 = �PS�2 + S�PS
S : �PS + S�PS = �PS�1 + S�PS+1

(S + 1) : �PS+1 + (S + 1)�PS+1 = �PS + S�PS+2

()

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

P1 =
�
�
P0

P2 =
(�
�
)2

2!
P0

�
�
�

PS =
(�
�
)S

S!
P0

D�où :

Pn=
(�
�
)n

n!
P0; n = 0;1;2; :::;S
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

Cas 02 : Si n > S : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

P1 =
�
�
P0

P2 =
(�
�
)2

2!
P0

�
�

PS =
(�
�
)S

S!
P0

PS+1 =
(�
�
)S+1

S!S
P0

PS+2 =
(�
�
)S+2

S!S2
P0

�
�

Pn =
(�
�
)n

S!Sn�S
P0

Finalement, on obtient :

Pn =

8>>><>>>:
(�
�
)n

n!
P0; n = 0;1;2; :::S

(�
�
)n

S!Sn�SP0; n > S
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

La condition de normalisation des probabilités :
1P
n=1

Pn = 1 nous permet de calculer P0

On a :

1X
n=1

Pn =
SX
n=0

Pn +

1X
n=S+1

Pn = 1

)
SX
n=0

(�
�
)n

n!
P0 +

1X
n=S+1

(�
�
)n

s!sn�s
P0 = 1

) P0(
SX
n=0

(�
�
)n

n!
+

1X
n=S+1

(�
�
)n

s!sn�s
) = 1

) P0(

SX
n=0

(�
�
)n

n!
+
(�
�
)s

s!

1X
n=S+1

(�
�
)n�s

sn�S
) = 1

) P0(
SX
n=0

(�
�
)n

n!
+
(�
�
)s

s!

1X
n�S=1

(
�

s�
)n�s) = 1

) P0[
SX
n=0

(�
�
)n

n!
+
(�
�
)s

s!
(

1

1� �
S�

� 1)] = 1

) P0 = [
SX
n=0

(�
�
)n

n!
+
( �
S�
)(�
�
)S

s!(1� �
S�
)
]�1

) P0 = [
SX
n=0

(�
�
)n

n!
+

(�
�
)s+1

s!(S���
�
)
]�1

Finalement, on obtient :

P0=[
SX
n=0

(�
�
)n

n!
+
(�
�
)s+1

s!(s��
�
)
]�1

Remarque 3.2.2 :La probabilité qu�un client qui entre dans le système doit attendre est

dé�nie par la probabilité d�attente comme suit : P (attente) = P (X > S)

P (attente) =
1X
n=S

(�
�
)n

s!sn�s
P0 =

P0
s!

1X
n=S

(�
�
)n�s(�

�
)s

sn�s

=
P0(

�
�
)s

s!

1X
n=S=0

(�
�
)n�s

sn�s
=
P0(

�
�
)s

s!
:
1

1� �
s�

=
P0(

�
�
)s

s!(1� �)
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3.2. Les �les d�attente Markoviennes:

Alor :

P (X > S) = Ps
(1� �)

tel que :

Ps =
(�
�
)s

s!
P0

Qui est la première formule d�Erlang .

Calculons maintenant les caractéristiques de la �le d�attente M/M/S:

a) Nombre moyen de clients dans le système L: D�aprés la formule de Little; on a:

L =
Ps�

(1� �)2
+ s�

b) Nombre moyen de clients dans la �le d�attene Lq:

Lq =
1X

n=S+1

(n� s)Pn =
1X

n=S+1

(n� s)
(�
�
)n

s!sn�s
P0

Lq =
P0
s!
(
�

�
)s

1X
n=S+1

(n� s)( �
s�
)n�s =

Ps�

(1� �)2

Alors:

Lq =
Ps�

(1� �)2

c) Temps moyen pour un client dans le système W :

W =
L

�
=

Ps�

�(1� �)2
+
s�

�

d) Temps moyen pour un client dans la �le d�attente Wq:

Wq =
Lq
�
=

Ps�

�(1� �)2
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Chapitre 4

La �le d�Erlang M/E(r)=1 et

application:

4.1 introduction:

Nous considérons un système de mise en �le d�un seul serveur qui a une entrée Poisson

et Erlang temps de service. Le modèle Erlang est un système de �le d�attente bien connu

qui s�applique à De nombreuses situations de la vie réelle. La relation d�Erlang avec la

distribution exponentielle aussi nous permet de décrire les modèles de �les d�attente où le

service peut être une série d�étape identique . Par exemple, un hôpital où les gens ont besoin

d�un examen médical, Suivie de phases identiques telles que l�examen des yeux, les rayons

x, l�analyse sanguine, etc. en utilisant la distribution Erlang comme distribution de service,

un client entre Le service peut être considéré comme générant un ensemble de r phases

de service. Les phases ont une distributions exponentielles identiques avec le paramètre

r�.toutes les étapes du service sont indépendantes et identiques
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4.1. introduction:

Dé�nition 4.1.1 les clients arrivents dans le systeme par groupes de r clients selon un

processus de poisson de cadance �.chaque client qui entre dans le service est obligé de passé

succéssivement par les r services de dureé exp(r�).on peut consideré la dureé de service

comme la somme de r services de dureé exp(r�) donc:

S = S1 + S2 + :::::::::+ Sr si exp(r�) = 
(1; r�) d�ou:

s 
(r; r�) est une loi d�Erlang de dansité:

f(x) = (r�)r

(r�1)!x
r�1 exp(�r�x) ou bien : f(x) = r�(r�x)r�1 exp (�r�x)

(r�1)! avec E(x)= 1
�
et V(x)= 1

r�2

4.1.1 Graphe des transitions :

Diagramme de transition de la �le M/Er=1

les équations de la balance :8>>><>>>:
r�P1 = �P0 , j = 0::::::::::::::::(1)

(�+ r�)Pj = �Pj�r + r�Pj+1 , j > 1::::::(2)

pour résoudre le systéme on introduit

la fonction génératrice:

G(z) =
X
j>0

Pjz
j

telle que z est une variable complexe.on veri�e immediatement que G(z) est de�nie au

moins pour j z j� 1 et que :

G(0) = P0 et G(1) = 1
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4.1. introduction:

dans l�équation (2) on multiplie par zj et on somme sur j donc on obtient :

)
X
j�1
(�+ r�)Pjz

j =
X
j�1
�Pj�rz

j +
X
j�1
r�Pj+1z

j

) (�+ r�)
X
j�1
Pjz

j = �
X
j�1
Pj�rz

j + r�
X
j�1
Pj+1z

j

) (�+ r�)[G(z)� P0] = �
X
j>1

Pj�rz
j +

r�

z
[G(z)� P0 � zP1]

on va resoudre

�
X
j>1

Pj�rz
j

on a : k = j � r ) j = k + r

pour j � 1) k � 1� r
donc:

�[
X
k>1�r

Pkz
k+r] = �

"
0X

k=1�r

Pkz
k+r +

X
k>0

Pkz
k+r

#
= �zr

X
k>0

Pkz
k = �zrG(z)

d�ou:

(�+ r�)[G(z)� P0] = �zrG(z) +
r�

z
[G(z)� P0 � zP1]

) �G(z)� �P0 + r�G(z)� r�P0 = �zrG(z) +
r�

z
G(z)� r�

z
P0 � r�P1

) (�+ r�)G(z)� �zrG(z)� r�
z
G(z) = r�P0 �

r�

z
P0

) (�+ r�)zG(z)� �zr+1G(z)� r�G(z) = (z � 1)r�P0

donc �nalment on a la resolution de ce systeme :

G(z) =
(z � 1)r�P 0

(�+ r�)z � �zr+1�r�
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4.1. introduction:

on calcule la valeur de P0 :

on a

G(1) =
X
k�0

Pk(1)
k = 1

c�est a dire G(1) = 1

lim
z!1
G(z) =

A(z)

B(z)
= lim

z!1

A
0
(z)

B0(z)

=
r�P 0

(�+ r�)� �(r + 1)zr

=
r�P 0

�+ r�� �r � � = 1

r�P 0
r�� r� = 1

) r�P 0= r�� r�

P0 =
r�

r�
� r�
r�
= 1� �

�
= 1� �

P0 = 1� �

d�ou:

G(z) =
r�(1� �)(z � 1)

(�+ r�)z � �zr+1�r�
pour veri�er cette solution on va la comparé avec la �le M=M=1 :

si r = 1 :

on a :

G(z) =
�(1� �)(z � 1)
(�+ �)z � �z2��

) G(z) =
�(1� �)(z � 1)
[�+r
r
z��

�
z2�1]

) G(z) =
(1� �)(z � 1)

[(�+ 1)z � �z2�1]
=
(1� �)(z � 1)
(z � 1)(1� �z) =

1� �
1� �z

) G(z) =
1� �
1� �z = (1� �)

1

1� �z
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4.1. introduction:

avec

G(z) =
X
k>0

Pkz
k

et
1

1� �z =
X
k�0

(�z)k

donc :

) (1� �)
X
k�0

(�z)k =
X
k>0

Pkz
k

)
X
k�0

(1� �)�kzk =
X
k>0

Pkz
k

on trouve :

Pk= (1� �)�k

donc c�est une distribution stationnaire d�une �le M=M=1
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4.2. application:

4.2 application:

4.2.1 introduction:

Le cas d�une �le d�attente générale est sensiblement plus di¢ cile à étudier, car si les temps

entre arrivées de clients et les temps de service ne sont pas exponentiels, on perd la propriété

de Markov. En e¤et, l�état actuel du système ne su¢ t pas à déterminer son évolution future,

qui dépend entre autres du temps que le client actuellement servi a déjà passé au serveur.

Dans certains cas particuliers, on peut se ramener à un système markovien en introduisant

des états supplémentaires.

Dans notre travail nous pris en considération une File d�attente M=Er=1, Supposons

que les clients arrivent selon un processus de Poisson d�intensitée �, mais que le temps de

service suit une loi Gamma de paramètres (r, r�) avec r > 2. Une interprétation possible
de cette loi est que le service du client requiert r actions successives, prenant chacune un

temps exponentiel de paramètre (r�).

nous observons un système de �les d�attente dont les lois des inter-arrivées et des durées

de service sont générales durant une période de temps T , ainsi le nombre des clients entrés

et celui des clients servis dans le système est aléatoire

4.2.2 Algorithme de simulation:

A�n de simuler le système décrit plus haut et d�évaluer ses performances durant un intervalle

de temps [0; t], on suit les étapes de l�algorithme suivantes :

Donner l�horizon de simulation T .

Générer les séquences d�inter-arrivées suivant une loi Poisson.

Générer les durées de service suivant une loi Erlang2:

Calculer nt et mt tel que :

nt : représente le nombre de clients entrant dans le système durant la période [0; t]:

mt : représente le nombre de clients servis durant [0; t]:

Estimer f(x) (la loi d�inter-arrivées) et g(x) (la loi service) avec leurs estimateurs re-

spectifs.

Tracer le graphe des densités estimées.
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4.2. application:

Calculer la durée moyenne entre deux arrivées consécutivesEX =
R
xfnt(x)dx:

Calculer le taux d�arrivé : � = 1
EX

Calculer la durée moyenne de service E=
R
ygmt(y)dy:

Calculer le taux de service � = 1
EY
:

Calculer le coe¢ cient d�utilisation du système :� = �
�
:

Si � < 1 , à l�aide des formules analytiques , on évalue les performance du système.

En se basant sur l�algorithme décrit ci-dessus, nous allons simuler le système de �les

d�attente M=Er=1, dont les durées entre deux arrivées consécutives suivent une loi expo-

nentielle de paramètre � , et les durées de service suivent une loi d�Erlang de paramètres

( k , �) Dans le but de voir le comportement aléatoire des séquences des inter-arrivées et

des durées de services, le système sera simulé plusieurs fois suivant des horizons de plus en

plus grand .

4.2.3 Résultats de simulation :

Dans ce mémoire, on a utilisé le langage de programmation matlab version 7 . 9 . 0 dans la

simulation des di¤érents systèmes.

MATLAB ( matrix laboratory ) est un langage de programmation de quatrième généra-

tion émulé par un environnement de développement du même nom ; il est utilisé à des

�ns de calcul numérique. Développé par la société The MathWorks , MATLAB permet

de manipuler des matrices, d�a¢ cher des courbes et des données, de mettre en �uvre des

algorithmes, de créer des interfaces utilisateur, et peut s�interfacer avec d�autres langages

comme le C , C ++ , Java , et Fortran . Les utilisateurs de MATLAB (environ un million

en 2004) sont des milieux très di¤érents comme l�ingénierie, les sciences et l�économie dans

un contexte aussi bien industriel que pour la recherche. Matlab peut s�utiliser seul ou bien

avec des toolbox (boîte à outils ).

Le langage MATLAB a été conçu par Cleve Moler à la �n des années 1970 à partir des

bibliothèques Fortran, LINPACK et EISPACK, le logiciel MATLAB est construit autour

du langage MATLAB. Une interface en ligne de commande, qui est un des éléments du

bureau MATLAB, permet d�exécuter des commandes simples. Des séquences de commandes
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4.2. application:

peuvent être sauvegardées dans un �chier texte, typiquement avec l�éditeur MATLAB, sous

la forme d�un "script" ou encapsulée dans une fonction.

Pour mieux utilisé notre applications nous avons e¤ectué une interface graphique util-

isons le langage de programmations Matlab la �gure suivant représente notre principale

face:
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4.2. application:

Notre application est composée à une interface graphique telle que la partie sup gauche

a été réservé pour les données l�utilisateur ,On a � : paramètre pour les inters arriver suit

une loi exp ,Est pour les service on a une loi d�Erlang de paramètres (k; �), et pour la case

d�horizon du temps signi�e la durée de notre expérience

Pour la partie sup droite elle est réservée pour les résultats obtenue par les simulations

Pour le premier graphe inferieure gauche réserver pour présenter les graphes résulta les

inters arriver et les deuxièmes graphes réserver pour les résulta de service (loi Erlang)

On prend un exemple pour T = 1000, on a la courbe en rouge représenté la loi théorique

pour le bleu représente la courbe obtenu par la simulation.

44



4.2. application:

Pour T = 10000 :

Vous avez remarqué à chaque fois on augmente horizon de temps la courbe obtenu par

la simulation va être plus proche a la courbe théorique.
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Conclusion générale

Conclusion générale
L�objectif de notre mémoire est l�évaluation du système de la �le d�attente Erlang en

passant en premier par les notions de base des chaines de Markov puis en élargissant le

travaille pour aboutir essentiellement au processus de saut et les processus de naissance et

de mort.

On a composé notre étude de deux partie

La première partie théorique qui consiste a l�analyse du phénomène �l d �attente en

utilisant les processus de saut qui grâce aux équations de Kolmogorov va nous donner les

processus de naissance et de mort ,ces derniers forme est une grande partie des �les

d�attente.

Pour la partie �le d�attente on a pris beaucoup plus en considération la �le M=M=1 et

M=M=S

qui sont des �les d�attentes Markovien.

A partir de la distribution stationnaire on a obtenu les caractéristiques telle que le nombre

moyen de clients dans le système ,le nombre moyen de client dans la �le d�attente,la durée

moyenne de séjour d�un clients dans le système ainsi que la durée moyenne de séjour d�un

clients dans la �le d�attente ,a partir de ces exemples on a examiné la partie essentiel de

notre travaille qui consiste a l�étude de la �le M=Er=1 (ERLANG) ,on a donner la densité

de cette dernière, sa variance et son espérance puis a l�aide du graphe de transissions on a

put trouver les équations de balance qui nous ont aider a calculer la fonction génératrice

sans passer par la �le M=G=1

La deuxieme partie pratique on a évaluer le système M=Er=1 .Nous avons fait appele aux

di¤érente technique de simulations. Pour juger les résultats obtenu par la simulation nous

avons constatés les résultats théorique du système d�attente M=Er=1, nous avons réalisé

nos idées sur une interface graphique par le langage de programmations MATLAB.
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