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Résumé

Les travaux effectués dans le cadre de cette thèse reposent principalement sur
l’idée d’utiliser le cadre théorique offert par l’analyse de concepts formels (ACF)
dans le domaine de la recherche d’information (RI), domaine fort souvent abordé
uniquement sous un volet expérimental. Estimant que la RI peut aussi tirer profit
d’un cadre formel, nous proposons une théorie axiomatique multi-sorte qui forma-
lise le processus de recherche et les objets liés à la RI. Cette théorie offre un cadre
générique capable de reproduire et de représenter les modèles de RI existants. Cette
généricité est mise en évidence en prouvant que trois interprétations différentes satis-
font notre théorie ; à savoir le modèle Booléen, le modèle flou standard et le modèle
vectoriel. L’utilité de notre théorie est aussi mise en évidence par le fait qu’elle per-
met d’enrichir et le modèle Booléen et le modèle flou standard. En d’autres termes,
nous démontrons des propriétés algébriques caractérisant les différentes formes de
requêtes de ces modèles par les treillis de concepts formels et les treillis de NΠ-paires
relatifs respectivement à l’ACF et à sa lecture possibiliste et floue. Ainsi enrichi, le
modèle Booléen a été mis à contribution dans le cadre de la RI structurée en se ba-
sant sur l’extension triadique de l’ACF, permettant ainsi le traitement des requêtes
orientées contenu et des requêtes orientées contenu et structure.

La quasi-majorité des approches existantes de RI basées sur l’ACF ne prennent
pas en considération la pondération des requêtes. A partir de ce constant, nous pro-
posons une approche de recherche par navigation dans les treillis relatifs à l’exten-
sion floue de l’ACF et à son interprétation possibiliste. L’ignorance partielle/totale
étant une réalité forte souvent constatée dans les matrices d’incidence Documents×
Termes, nous proposons, dans le cadre de cette extension floue, de modéliser de pa-
reilles réalité par des intervalles de vérité. Afin de faciliter la recherche par navigation
dans les treillis inhérents à l’ACF, nous proposons une transformation linéaire de ces
derniers en définissant un ordre total sur les ensembles de concepts formels flous et
duallement sur les ensembles de NΠ-paires floues.

Mots clefs : Analyse de Concepts Formels, Recherche d’Information, Théorie Axio-
matique Multi-Sorte, Théorie des possibilités, Théorie des Ensembles Flous.



Abstract

The works accomplished within this thesis is mainly based on the idea of using the
theoretical framework of formal concept analysis (FCA) in the information retrieval
(IR) field’s, a field often addressed only under an experimental way. Estimating that
IR can also benefit from a formal framework, we propose a many-sorted axiomatic
theory that formalizes the retrieval process and the objects related to IR. The theory
relies on a sound set of axioms driving the retrieval process as proof of theorems.
The genericity of the proposed approach consists of a main motivation. As such, it
will be proved that three IR models, namely the Boolean model ; the fuzzy-set-based
extension of the Boolean model ; and the vector space model, satisfy the proposed
theory, establishing then its consistency. The utility of our theory is also highlighted
by the fact that it enriches both the Boolean model and the standard fuzzy model.
In other words, we prove useful algebraic properties. These properties characterize
the different queries forms of these models by lattices of formal concepts and lattices
of NΠ-pairs, related to FCA and its possibility-theoretic extension in both crisp
and fuzzy settings. Thus enriched, the Boolean model has been used as part of the
structured IR based on triadic FCA, allowing to process both content-only queries
and content-and-structure queries.

It may be remarked that almost all existing FCA-based IR approaches do not
consider weighted queries. From this, we propose a retrieval-browsing approach in
lattices related to fuzzy FCA settings and its possibility-theoretic extension. Par-
tial/total ignorance being a strong reality often found in Documents×Terms matrix,
we propose in fuzzy FCA settings, to model such reality by truth interval-valued. In
order to facilitate the navigation retrieval in the lattices related to FCA, we propose
a linear transformation of these lattices by defining a total order on the sets of fuzzy
formal concepts and on the sets of fuzzy NΠ-pairs.

Keywords : Formal Concept Analysis, Information Retrieval, Many-Sorted Axioma-
tic Theory, Possibility Theory, Fuzzy Sets Theory.
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2.5.4 Modèles basés sur la Logique Descriptive . . . . . . . . . . . . 41
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5.4 Les Treillis Linéaires Correspondants aux Treillis P(K̃e) (à gauche) et
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Introduction Générale

Contexte

L’Analyse de Concepts Formels (ACF) a été introduite par le Wille [1982] en tant
que méthode de représentation de connaissance et d’analyse de données. Les fonde-
ments théoriques de l’ACF reposent sur la théorie des treillis définie par G. Birkhoff
et la théorie des ensembles. Wille a utilisé l’interprétation philosophique du concept
comme une unité de pensée comprenant un ensemble d’objets et un ensemble de
leurs attributs communs. Par la suite, l’ACF a été consolidée mathématiquement
par Ganter et Wille [1999].

L’ACF repose sur la notion de “Contexte Formel” qui représente une relation bi-
naire reliant un ensemble d’objets à un ensemble d’attributs (propriétés). Généralem-
ent un contexte formel est représenté par une matrice avec en ligne les objets et en
colonne les attributs. Une marque (par exemple, le symbole “×”) placée sur l’intersec-
tion d’une ligne et d’une colonne signifie que l’objet de la ligne possède l’attribut de
la colonne. L’ACF consiste à induire des paires de sous-ensembles d’objets et d’at-
tributs 〈Objets, Attributs〉 appelées concepts formels, le sous-ensemble Objets est
appelé extension et le sous-ensemble Attributs est appelé intension. Pour un concept
formel donné, les objets de l’extension possèdent tous les attributs de son intension,
De même tous les attributs de l’intension sont partagés par tous les objets de son ex-
tension. L’ACF permet de définir une hiérarchie dite subsomption entre les concepts
formels qui peut être interprétée comme une relation de généralisation/spécialisation
entre les concepts formels. Tous les concepts formels d’un contexte formel ainsi que
toutes leurs relations peuvent être transformés en une structure de treillis de concepts
qui peut être présentée sous forme de diagramme de Hasse. Mathématiquement, les
concepts formels sont induits en utilisant l’opérateur de dérivation de Galois (noté ∆),
appelé également opérateur de suffisance [Düntsch et Gediga, 2003]. Cet opérateur
forme une connexion de Galois entre les sous-ensembles d’objets et d’attributs et sa
composition (∆ ◦∆) forme un opérateur de fermeture.

1
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Une interprétation de l’ACF basée sur la théorie des possibilités [Zadeh, 1978]
a été proposée par Dubois et al. [2007]. Ces auteurs ont mis en évidence l’intérêt
d’introduire de nouveaux opérateurs de dérivation en plus de l’opérateur de suffi-
sance. Ainsi, ils ont introduit les opérateurs de possibilité (Π), de nécessité (N) et de
suffisance duale (∇).

La Recherche d’Information (RI) est l’une des applications naturelle de l’ACF,
qui résulte de l’évidente analogie entre la relation Objects × Attributs liée à l’ACF
et la matrice d’incidence Documents× Termes liée à la RI. Godin et al. [1986] ont
montré l’intérêt de l’utilisation de l’ACF dans la RI. L’intension d’un concept formel
est considérée comme une requête, et son extension est considérée comme l’ensemble
des documents pertinents à cette requête. La consolidation mathématique de l’ACF
a donné lieu à son utilisation effective et efficace en RI. Depuis, plusieurs approches
ont été proposées [Carpineto et al., 2004; Messai et al., 2005; Nauer et Toussaint,
2007, 2009]. À l’instar de ces travaux, les recherche effectuées dans le cadre de cette
thèse reposent sur l’utilisation de la théorie de l’analyse de concepts formels et de
son extension floue dans le domaine de la recherche d’information.

Les applications de RI sont souvent amenées à manipuler des réalités concrètes
où les entrées de la matrice d’incidence Documents×Termes sont données non plus
par la marque “X” mais par une valeur matérialisant le poids d’un terme dans un
document. Ce type de réalités nous a amené à considérer l’extension floue de l’ACF
pour la RI.

L’ACF floue repose sur la notion de contexte formel flou, où les relations objet-
attribut sont des degrés de vérité à partir de l’échelle L = [0, 1]. Depuis le premier
article de Burusco et Fuentes-González [1994], de nombreuses approches ont été pro-
posées : Pollandt [1997], Bělohlávek [2001], Yahia et Jaoua [2001], [Djouadi et Prade,
2011], etc. Le point commun de ces approches et qu’elles se basent sur la théorie des
sous-ensembles flous de Zadeh [1965] et la logique floue sous-jacente.

Problématique

L’état de l’art effectué dans le cadre de cette thèse, relativement aux différentes
approches de RI basées sur l’ACF, a permis de faire ressortir les constatations sui-
vantes :

1. La plupart des approches existantes se basent sur une relation Documents×
Termes de type Booléenne. Dans pareil cas, les poids des termes d’indexation
dans les documents ne sont pas considérés.

2. Les requêtes sont aussi Booléennes et elles ne permettent pas de considérer
des requêtes pondérées ;

3. Les requêtes sont limitées à la forme conjonctive.
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4. Les résultats d’une recherche ne sont pas ordonnés.

En résumé, ces approches sont équivalentes au modèle Booléen de Salton [1968], qui
est le premier modèle de recherche d’information, et elles se limitent aux requêtes
conjonctives. Il se pose alors les questions de comment 1) Prendre en charge les
poids des termes d’indexation dans les documents et dans les requêtes, 2) Associer
des scores de pertinence aux documents, 3) Considérer la négation et la forme dis-
jonctive de requêtes.

Contributions

Bien que la recherche d’information ait été le plus souvent abordée sous le volet
expérimental, nous estimons qu’elle doit être guidée par des modèles théoriques. Dans
cette perspective, l’axiomatisation est une méthodologie approuvée pour l’étude des
modèles mathématiques. C’est dans ce cadre que nous proposons, dans une première
contribution, une théorie axiomatique (notée T) pour la RI. La théorie ainsi pro-
posée est basée sur une logique multi-sorte. L’aspect multi-sorte de la proposition
est motivé par la diversité des objets considérés dans les systèmes de RI, à savoir les
documents, les termes d’indexation et les requêtes. L’objectif principal de la théorie
est de définir des règles syntaxiques correspondant aux axiomes conduisant le proces-
sus de recherche d’information comme preuve de théorèmes. Une telle preuve consiste
en toute séquence de formules telle que chaque formule soit un axiome, soit déduit
des formules précédentes en utilisant les règles de déduction. Nous avons, également,
prouvé que trois modèles de RI, à savoir le modèle Booléen [Salton, 1968] ; le modèle
flou standard [Bookstein, 1980] ; et le modèle vectoriel [Salton et al., 1975] satisfont
la théorie proposée, prouvant ainsi sa cohérence et établissant sa généricité.

Dans une seconde contribution, nous proposons l’enrichissement du modèle Booléen
par une caractérisation des différentes formes de requêtes. En partant du modèle de
Salton et la théorie T, nous démontrons des propriétés (relations) algébriques signi-
ficatives (isomorphismes) entres des sous-ensembles de paires (Documents, requête)
d’un coté, les treillis de concepts formels et/ou de NΠ-paires 1 relatifs à la lecture
possibiliste de l’ACF de l’autre coté. Ces relations algébriques permettent d’approu-
ver, d’une part, l’application de l’ACF dans la RI, et d’autre part, l’application de
la lecture possibiliste de l’ACF pour le traitement de la forme disjonctive et la forme
négation des requêtes.

Dans une démarche semblable à la précédente contribution, nous proposons une
caractérisation des différentes formes de requêtes Booléennes du modèle flou stan-
dard de [Bookstein, 1980]. Pour cette contribution, nous considérons un contexte

1. Les NΠ-paires sont obtenues par les opérateurs de dérivations Π et N.
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formel flou, et nous prouvons des isomorphismes entre des sous-ensembles de paires
(Docuemnts, requête) et des treillis de concepts formels semi-flous et des treillis de
NΠ-paires semi-floues.

Nous avons jugé intéressant d’aborder la recherche d’information structurée basée
sur l’ACF. Rappelons qui la RI structurée a comme but de retrouver des parties de
documents au lieu des documents entiers. Dans ce cadre, nous avons proposé de
traiter les requêtes Booléennes orientées contenu et orientées contenu et structure
sur la base de l’extension triadique de l’ACF, où la relation du contexte formel est
ternaire entre les objets, les attributs et un troisième ensemble dit de conditions.

Dans une autre contribution, nous proposons d’étendre notre approche de RI
basée sur l’ACF floue au traitement de requêtes pondérées (forme disjonctive et
négation). Cette proposition utilise les treillis de NΠ-paires floues.

Nous proposons également l’application de l’extension floue de l’ACF basée sur
les intervalles de vérité pour la RI. cette contribution permet, principalement, de
traiter l’ignorance partielle/totale dans un contexte formel flou.

Dans une dernière contribution, nous proposons une méthode de linéarisation
des treillis de concepts formels et des treillis de NΠ-paires. Les treillis ainsi obtenus
définissent un ordre total sur les ensembles de concepts formels et les ensembles de
NΠ-paires ce qui facilite le mode de recherche par navigation.

Les approches proposées et les contributions effectuées dans le cadre de cette
thèse ont été ainsi validées par des publications. La théorie axiomatique, les modèles
sémantiques y afférant et l’enrichissement du modèle MB ont été publiés dans [Ze-
rarga et Djouadi, 2017]. L’approche triadique pour la recherche d’information struc-
turée a été publiée dans [Zerarga et Djouadi, 2013]. Tandis que dans [Zerarga et
Djouadi, 2012], nous avons publié l’approche basée sur les valeurs à intervalle de
vérité pour le traitement de l’ignorance partielle/totale dans la matrice d’incidence
Documents× termes.

Organisation du Manuscrit

En plus d’une introduction générale et d’une conclusion, ce manuscrit est organisé
en cinq chapitres. Les deux premiers sont dédiés à l’état de l’art, tandis que les trois
autres rapportent nos différentes contributions.

Le Chapitre. 1 présente l’Analyse de Concepts Formels et ses différentes exten-
sions. Nous rappelons dans un premier temps des notions relatives à la théorie des
ensembles nécessaires à la compréhension de l’ACF. Nous présentons la théorie de
l’ACF, sa lecture possibiliste et une description de l’état de l’art des extensions floues
de l’ACF. Le Chapitre. 2 est dédié à la Recherche d’Information. Nous y rappelons
les principaux modèles et nous y présentons un état de l’art exhaustif sur les modèles
logiques et les modèle basés sur l’ACF.

Dans le Chapitre. 3, nous présentons notre théorie axiomatique multi-sorte pour
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la RI et nous démontrons que les modèles Booléen, flou standard et vectoriel de
la RI classique satisfont cette théorie. Dans le Chapitre. 4, nous proposons une
caractérisation des requêtes Booléennes élémentaires (conjonctives, disjonctive et
négations) par les treillis relatifs à l’ACF et sa lecture possibiliste. Nous présentons
aussi une nouvelle approche de RI structurée basée sur l’ACF triadique. Le Chapitre.
5 décrit nos contributions dans le cadre de l’extension floue de l’ACF pour la RI. Nous
présentons d’abord une caractérisation des requêtes élémentaires permettant l’enri-
chissement du modèle flou standard. Cette caractérisation repose sur les treillis de
concepts formels semi-flous et les treillis de NΠ-paires semi-floues. Nous présentons
aussi une nouvelle approche permettant la pondération des termes dans les requêtes
et dans les documents. Notre contribution relative à l’expression de l’ignorance to-
tale/partielle des poids d’indexation est aussi présentée dans ce chapitre. Nous y
proposons enfin une démarche de linéarisation des treillis de concepts formels flous
et des treillis de NΠ-paires floues.



Chapitre 1
Analyse de Concepts Formels (ACF)

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Notions de Base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Analyse de Concepts Formels . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.1 Contexte Formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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1.1 Introduction

Ce chapitre présente l’Analyse de Concepts Formels (ACF) et ses différentes ex-
tensions. Nous rappelons dans un premier temps des notions de base et les définitions
mathématiques relatives à la théorie des ensembles nécessaires à la compréhension de
l’ACF. Dans la Section. 1.3 nous présentons les notions et les définitions relatives à la
théorie de l’ACF, nous donnerons également un aperçu des algorithmes de construc-
tion des treillis de concepts formels. Dans la Section. 1.4 nous détaillons la lecture
possibiliste de l’ACF en présentant les différents opérateurs de dérivation. Nous dis-
cuterons par la suite, en Section. 1.5, les limites de l’ACF. Le reste du chapitre traite
les différentes extensions de l’ACF. Nous commencerons par l’approche triadique, et
nous dresserons dans la Section. 1.7 un état de l’art relatif aux extensions floues de
l’ACF. Finalement, dans la Section. 1.8, nous présentons l’extension floue à valeur
d’intervalle de vérité.

1.2 Notions de Base

Nous allons, dans cette section, rappeler des définitions et des concepts mathémati-
ques nécessaires à l’introduction de l’ACF.

Définition 1.2.1. (Relation Binaire) Une relation binaire R entre deux ensembles
arbitraires X et Y est définie dans le produit Cartésien X × Y, elle consiste en un
ensemble de paires (x, y) avec x ∈ X et y ∈ Y. On note xRy quand (x, y) ∈ R.

Quand X = Y , R est dite relation binaire sur X .

Définition 1.2.2. (Relation d’ordre) La relation binaire R sur un ensemble E est
dite relation d’ordre si elle satisfait les conditions suivantes :

1. (réflexive) ∀x ∈ E : xRx ;

2. (antisymétrique) ∀x, y ∈ E : xRy ∧ yRx⇒ x = y ;

3. (transitive) ∀x, y, z ∈ E : xRy ∧ yRz ⇒ xRz.

La relarion d’ordre R est dite totale si : ∀x, y ∈ E , xRy ∨ yRx, autrement elle dite
partielle.

Nous utilisons souvent la notation ≤ pour désigner une relation d’ordre.

Définition 1.2.3. (Ensemble ordonné) On appelle ensemble ordonné tout couple
(E ,≤) formé d’un ensemble E et d’une relation d’ordre ≤ sur E.

Définition 1.2.4. (Supremum, Infimum) Soit (E ,≤) un ensemble ordonné et E
un sous ensemble de E (i.e. E ⊆ E). l’élément s est appelé borne supérieure ou
supremum de E (noté

∨
E) si ∀e ∈ E, e ≤ s. Duallement, l’élément i est appelé

borne inférieure ou infimum de E (noté
∧
E) si ∀e ∈ E, i ≤ e.
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Définition 1.2.5. (Treillis) Un treillis est un ensemble partiellement ordonné (E ,≤)
tel que x

∨
y et x

∧
y existent pout tout couple d’éléments x, y ∈ E. Un treillis est

dit complet si
∨
E et

∧
E existent pour tout sous ensemble E de E.

Définition 1.2.6. (Fermeture) On appelle opérateur de fermeture sur un ensemble
ordonné (X ,≤) toute application Φ : X → X vérifiant les propriétés suivantes :

(CL1) Φ est extensive : ∀x ∈ X , x ≤ Φ(x) ;

(CL2) Φ est isotone : ∀x, y ∈ X , x ≤ y ⇒ Φ(x) ≤ Φ(y) ;

(CL3) Φ est idempotent : ∀x ∈ X ,Φ(x) = Φ(Φ(x)).

Définition 1.2.7. (Ouverture) On appelle opérateur d’ouverture sur un ensemble
ordonné (X ,≤) toute application Ψ : X → X vérifiant les propriétés suivantes :

(OP1) Ψ est contractante : ∀x ∈ X ,Ψ(x) ≤ x ;

(OP2) Ψ est isotone : ∀x, y ∈ X , x ≤ y ⇒ Ψ(x) ≤ Ψ(y) ;

(OP3) Ψ est idempotent : ∀x ∈ X ,Ψ(x) = Ψ(Ψ(x)).

Définition 1.2.8. (Connexion de Galois) Soient Φ : A → B et Ψ : B → A deux
applications définies sur les ensembles ordonnés (A,≤A) et (B,≤B). Φ et Ψ forment
une connexion de Galois (ou une correspondence de Galois) entre (A,≤A) et (B,≤B)
si elles vérifient les conditions suivantes :

1. ∀a1, a2 ∈ A, a1 ≤A a2 ⇒ Φ(a2) ≤B Φ(a1) ;

2. ∀b1, b2 ∈ B, b1 ≤B b2 ⇒ Ψ(b2) ≤A Ψ(b1) ;

3. ∀a ∈ A,∀b ∈ B, a ≤A Ψ(Φ(a)) ∧ b ≤B Φ(Ψ(b)).

1.3 Analyse de Concepts Formels

L’Analyse de concepts formels (ACF) [Wille, 1982; Ganter et Wille, 1999] a
émergé dans les années 80 pour tenter de restructurer la théorie des treillis [Birkhoff,
1967] et donner un cadre pratique (ou applicatif) facilitant son utilisation dans les
applications du monde réel. S’inscrivant dans le domaine des mathématiques ap-
pliquées, ainsi, depuis son avènement, l’ACF a trouvé usage dans plusieurs domaines
comme la psychologie, la sociologie, l’anthropologie, la médecine, la biologie, la lin-
guistique, l’informatique et les mathématiques [Wolff, 2003]. l’ACF est centrée autour
de la notion de concept, qui est considéré, du point de vue philosophique, comme
l’unité de base de la pensé humaine. En partant d’une representation d’une réalité 1,
appelée contexte formel, donnée par un ensemble d’objets, un ensemble d’attri-
buts (ou propriétés) de ces objets et une relation binaire reliant ces objets à leurs
attributs respectifs, l’ACF vise à extraire, en utilisant des opérateurs dédiés, les
concepts formels sous forme de paire d’objets et de leurs attributs communs. Dans
ce qui suit nous définissons ces notions de manière formelle.

1. Souvent cette représentation est partielle.
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1.3.1 Contexte Formel

Définition 1.3.1. (Contexte Formel) Un Contexte Formel est un triplet K =
(O,A,R) où O est un ensemble d’objets, A est un ensemble d’attributs et R est une
relation binaire entre O et A et vérifiant R ⊆ O × A. Un couple (o, a) ∈ R (noté
aussi oRa) signifie que l’objet o possède l’attribut a.

Nous noterons par K = (O,A,R) le contexte formel complémentaire de K, où R
est la relation complémentaire de R. Formellement, R = {(o, a) ∈ O × A | (o, a) 6∈
R}.

Exemple 1.3.1. Le Tableau 1.1 donne un exemple de contexte formel représentant
un ensemble d’animaux et certains de leurs attributs (propriétés).

Tableau 1.1 – Exemple de Contexte Formel

R Ovipare Denté Volant Aquatique Mammifère

Lièvre × ×
Chauve-souris × × ×
Canard × × ×
Castor × × ×
Tortue × ×
Crocodile × × ×

1.3.2 Opérateur de Dérivation et Connexion de Galois

Soit K = (O,A,R) un contexte formel, nous définissons la fonction polymorphe
R : O → 2A et R : A → 2O par : R(o) = {a ∈ A | oRa} et R(a) = {o ∈ O | oRa},
où 2A et 2O représentent respectivement l’ensemble des parties de A et O. Pour tout
O ⊆ O et A ⊆ A, l’opérateur de dérivation de Galois (.)

′
est défini par :

O
′

= {a ∈ A | ∀o ∈ O (o ∈ O ⇒ (o, a) ∈ R)} (1.1)

=

{ ⋂
o∈O R(o) si O 6= ∅
A sinon

A
′

= {o ∈ O | ∀a ∈ A (a ∈ A⇒ (o, a) ∈ R)} (1.2)

=

{ ⋂
a∈AR(a) si A 6= ∅
O sinon
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Intuitivement, O
′

est l’ensemble des attributs possédés par tous les objets de O,
et A

′
est l’ensemble des objets possédant tous les attributs de A. Les opérateurs

(.)
′

: 2O → 2A et (.)
′

: 2A → 2O sont appelés opérateurs de dérivation de Galois.
Ils sont également appelés opérateurs de suffisance dans [Düntsch et Gediga, 2003;
Dubois et al., 2007]. La composition des ces opérateurs (.)

′′
: 2O → 2O (resp. (.)

′′
:

2A → 2A) définit une fermeture sur l’ensemble 2O (resp. 2A). Les ensembles O
′′

et
A
′′

sont des fermés pour les compositions (.)
′′
. L’ensemble des fermés O

′′
de 2O muni

de l’inclusion est un treillis complet. Duallement, l’ensemble des fermés A
′′

de 2A

muni de l’inclusion est un treillis complet. Ainsi, (.)
′′

: 2O → 2O et (.)
′′

: 2A → 2A

forment une connexion de Galois entre (2O,⊆) et (2A,⊆).

Exemple 1.3.2. En considérant le contexte formel du Tableau. 1.1, nous donnons
ci-dessous, quelques exemples de l’application de l’opérateur de suffisance ainsi que
sur sa composition :

- {Lièvre, Chauve-souris}′ = {Denté, Mammifère}
- {Lièvre, Chauve-souris, Canard, Castor, Tortue, Crocodile}′ = ∅
- {Ovipare, Denté}′ = {Crocodile}
- {Ovipare, Denté, Volant, Aquatique, Mammifère}′ = ∅
- {Lièvre, Chauve-souris}′′ = {Lièvre, Chauve-souris, Castor}
- {Ovipare, Denté}′′ = {Ovipare, Denté, Aquatique}

1.3.3 Concept Formel

Après avoir défini un contexte formel et l’opérateur de suffisance, nous donnons
ci-après la définition d’un concept formel.

Définition 1.3.2. (Concept Formel) Soit K = (O,A,R) un contexte formel. Un
concept formel est une paire 〈O,A〉 avec O ⊆ O et A ⊆ A, telle que O

′
= A et

A
′
= O.

Autrement dit, 〈O,A〉 est un concept formel si est seulement si O est l’ensemble
des objets possédant tous les attributs de l’ensemble A, et A est l’ensemble des
attributs possédés par tous les objets de l’ensemble O. Dans ce cas, O est appelé
l’extension (extent) et A est appelé l’intension (Intent) du concept formel 〈O,A〉.

Nous pouvons, également, définir un concept formel visuellement dans la représen-
tation graphique du contexte formel (i.e. le tableau) comme étant le rectangle maxi-
mal contenant uniquement des ′′×′′ et aucun vide.

Exemple 1.3.3. En considérant le contexte formel du Tableau. 1.1, nous donnons ci-
dessous, quelques exemples de paires 〈O,A〉 qui sont (ou non) des concepts formels :

- 〈{Lièvre, Chauve-souris, Castor}, {Denté, Mammifère}〉 est un concept formel,
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- 〈{Lièvre, Chauve-souris, Canard, Castor, Tortue, Crocodile}, ∅〉 est un concept
formel,

- 〈{Canard, Crocodile}, {Ovipare, Denté}〉 n’est pas un concept formel.

Il est aussi important de préciser que les concepts formels peuvent être organisés
hiérarchiquement par la relation de subsomption, que nous présentons dans la sous-
section suivante.

1.3.4 Treillis de Concepts Formels

Soit K = (O,A,R) un contexte formel, et soient 〈O1, A1〉, 〈O2, A2〉 deux concepts
formels de K. Nous définissons la relation d’ordre partiel ≤, de subsomption, entre
les concepts formels par :
〈O1, A1〉 ≤ 〈O2, A2〉 si est seulement si O1 ⊆ O2 (et d’une manière équivalente
A2 ⊆ A1).
Dans ce cas, 〈O2, A2〉 est dite super-concept de 〈O1, A1〉, Duallement, 〈O1, A1〉 est
dite sub-concept de 〈O2, A2〉.
Exemple 1.3.4. À partir du contexte formel du Tableau. 1.1, nous avons :

— 〈{Chauve-souris}, {Denté, Volant, Mammifère}〉 est un sub-concept de 〈{Liè-
vre, Chauve-souris, Castor}, {Denté, Mammifère}〉.

— 〈{Lièvre, Chauve-souris, Castor}, {Denté, Mammifère}〉 est un super-concept
de 〈{Chauve-souris}, {Denté, Volant, Mammifère}〉

La relation ≤ se base sur deux inclusions duales, entre les extensions et les in-
tensions des concepts formels. Elle peut ainsi être interprétée comme une relation de
généralisation/spécialisation entre les concepts formels. Un concept est plus général
qu’un autre concept s’il contient plus d’objets dans son extension. De façon duale,
un concept est plus spécifique qu’un autre s’il contient moins d’objets dans son ex-
tension.

L’ensemble de tous les concepts formels d’un contexte formel K dénoté par B(K)
équipé par la relation d’ordre partiel ≤ (c-à-d (B(K),≤)) forme un treillis complet,
appelé treillis de concepts formels. Le théorème fondamental suivant, montre que
le treillis de concepts formels est un treillis complet et caractérise l’infimum et le
supremum de sous-ensemble de concepts formels.

Théorème 1.3.1. [Ganter et Wille, 1999]
Soit K = (O,A,R) un contexte formel et B(K) l’ensemble de tous les concepts
formels de K. Le treillis (B(K),≤) est un treillis complet dans lequel l’infimum et le
supermum sont donnés par :∧

j∈J

〈Oj, Aj〉 =

〈⋂
j∈J

Oj,

(⋃
j∈J

Aj

)′′〉
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∨
j∈J

〈Oj, Aj〉 =

〈(⋃
j∈J

Oj

)′′
,
⋂
j∈J

Aj

〉

La Figure 1.1 illustre le treillis de concepts formels associé au Tableau.1.1. Les
objets Lièvre, Chauve-souris, Canard, Castor, Tortue et Crocodile sont désignés resp.
par les objets o1, o2, o3, o4, o5 et o6. De même, les attributs Ovipare, Denté, Volant,
Aquatique et Mammifère sont désignés resp. par a1, a2, a3, a4 et a5. Dans ce dia-

{o1,o2,o3,o4,o5,o6},{}

{o3,o4,o5,o6},{a4}
{o1,o2,o4,o6},{a2}

{o2,o3},{a3}

{o1,o2,o4},{a2,a5}
{o3,o5,o6},{a1,a4}

{o2},{a2,a3,a5} {o3},{a1,a3,a4}
{o4},{a2,a4,a5}

{o4,o6},{a2,a4}

{o6},{a1,a2,a4}

{},{a1,a2,a3,a4,a5}

Figure 1.1 – Diagramme de Hasse du Treillis de Concepts Formels Associé au
Contexte de l’Éxemple.1.3.1.

gramme (appelé diagramme de Hasse) chaque noeud dénote un concept formel, quant
aux ligne du diagramme, elles dénotent les relations directes entre les noeuds (les
concepts formels). La lecture descendante des ces lignes correspond à la relation de
super-concept. Duallement la lecture ascendante correspond à la relation de sub-
concept. Notons que le treillis de concepts formels est isomorphe au contexte formel.
De plus, la représentation graphique du treillis sous forme de diagramme de HASSE,
facilite la compréhension et l’interprétation de la relation de subsomption entre les
concepts formels ainsi que les relations entre les objets et les attributs au sein du
même concept formel.
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La construction du treillis de concepts d’un contexte formel peut être décomposée
en deux parties. La première concerne le calcul des concepts formels, et la deuxième
vise la représentation graphique du treillis ou la construction du diagramme de
HASSE correspondant à ce treillis [Guénoche et Mechelen, 1993].

Le problème de calcul des concepts formels 2 à partir d’un contexte formel a
fait l’objet de nombreux travaux de recherche, ainsi, plusieurs algorithmes ont été
proposés dans la littérature. Parmi ces travaux, nous citons : Chein [Chein, 1969],
Norris [Norris, 1978], NextClosure [Ganter, 1984; Ganter et Reuter, 1991], Bordat
[Bordat, 1986], Close-by-One [Kuznetsov, 1993], Godin [Godin et al., 1995], Galois
[Carpineto et Romano, 1996], Nourine [Nourine et Raynaud, 1999],Titanic [Stumme
et al., 2000, 2002], Divide&Conquer [Valtchev et Missaoui, 2001; Valtchev et al.,
2002] et AddIntent [van der Merwe et al., 2004].

1.4 Lecture Possibiliste de l’ACF

Dans une lecture possibiliste de l’ACF, inspirée de la théorie des possibilités
[Zadeh, 1978], Dubois et al. [2007] ont mis en évidence l’introduction de nouveaux
opérateurs (de dérivation) ensemblistes dans le paradigme de l’ACF. Ainsi, les au-
teurs ont défini quatre opérateurs ensemblistes Π,∆,N et∇ désignant respectivement
la possibilité potentielle, la suffisance, la nécessité potentielle et la suffisance duale.
Comme l’opérateur de suffisance ∆ est le même qui est déjà utilisé en AFC (Dénoté
par (.)

′
dans la Section.1.3.2), nous donnons ci-dessous la définition des trois autres

opérateurs.

Définition 1.4.1. Soit K = (O,A,R) un contexte formel. Étant donné un ensemble
O ⊆ O, les opérateurs Π,N et ∇ sont définis par :

- OΠ désigne l’ensemble des attributs possédés par au moins un objet o ∈ O :

OΠ = {a ∈ A | ∃o ∈ O, oRa} (1.3)

= {a ∈ A | O ∩R(a) 6= ∅}

- ON désigne l’ensemble des attributs possédés uniquement par les objets de O :

ON = {a ∈ A | ∀o ∈ O (oRa⇒ o ∈ O)} (1.4)

= {a ∈ A | R(a) ⊆ O}

- O∇ désigne l’ensemble des attributs qui ne sont possédés par aucun objet de O :

O∇ = {a ∈ A | O ∪R(a) 6= O} (1.5)

= {a ∈ A | ∃o ∈ O \O, oRa}
2. Cette partie peut être décomposée en deux étapes [Guénoche et Mechelen, 1993], 1-

l’énumération des rectangles maximaux (les fermés), et 2- la recherche de la relation d’ordre partiel
entre ces rectangles.
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Où O \ O est le complément 3 de l’ensemble O et R est le complémentaire de R
(§1.3.1).

AΠ, AN et A∇ sont duallement définis.

Exemple 1.4.1. En considérant le contexte formel du Tableau 1.1, nous donnons
ci-après des exemples de dérivations des opérateurs ∆ Π N et ∇ :

- {Canard, Tortue, Crocodile}∆ = {Ovipare, Aquatique}
- {Canard, Tortue, Crocodile}Π = {Ovipare, Denté, Volant, Aquatique}
- {Canard, Tortue, Crocodile}N = {Ovipare}
- {Canard, Tortue, Crocodile}∇ = {Ovipare, Denté, Volant, Aquatique}

Nous terminons cette section en rappelant certaines propriétés des opérateurs ∆,
Π, N et ∇.

Proposition 1.4.1. [Djouadi et Prade, 2011] Soit K = (O,A,R) un contexte for-
mel, pour tous ensembles X, Y ⊆ O (et d’une manière équivalente X, Y ⊆ A), les
propriétés suivantes sont vérifiées :
(P.1.1) : (X ∪ Y )Π = XΠ ∪ Y Π.
(P.1.2) : (X ∩ Y )Π ⊆ XΠ ∩ Y Π.
(P.1.3) : (X ∪ Y )N ⊇ XN ∪ Y N.
(P.1.4) : (X ∩ Y )N = XN ∩ Y N.
En plus nous avons :
(P.1.5) : ((.)Π)N est un opérateur de fermeture.
(P.1.6) : ((.)N)Π est un opérateur d’ouverture.
(P.1.7) : (.)Π et (.)N sont des opérateurs isotones, c-à-d X ⊆ Y ⇔ XΠ ⊆ Y Π ⇔
XN ⊆ Y N.

La preuve de ces propriétés peut être trouvée dans [Djouadi et Prade, 2011].

1.5 Limites de l’ACF Classique

Bien que l’ACF offre un cadre efficient pour la representation de connaissances et
de nombreux domaines d’application en font utilisation, il reste que son paradigme
présente des limites qui ont ouvert des perspectives d’amélioration et d’extension de
l’ACF.

3. “\” est la complémentarité absolue des ensembles. O \ O est constitué de tous les éléments
de O n’appartenant pas à O.
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L’AFC est centrée auteur de la notion de concept, qui est un regroupement d’in-
dividus et leurs attributs communs. Toutefois, dans la réalité ce regroupement peut
être sujet à certains critères. D’où la nécessité de considérer des contextes formels
comportant plusieurs axes. Dans ce contexte, Lehmann et Wille [1995] ont proposé
de considérer un troisième axe dans le contexte formel pour représenter les condi-
tions, ce qui a donné naissance à l’ACF triadique. L’un des exemple de ces relations
ternaires est celui des indexs personnalisés du système Bibsonomy [Benz et al., 2010].
Ce système organise les indexs des utilisateurs selon une relation ternaire. Cette re-
lation relie les éléments de trois ensembles distincts, à savoir, 1) les utilisateurs, 2)
les marque-pages ou signets (bookmarks) et 3) les sujets (topics ou tags).

Un second constat est que l’ACF classique est limitée à la représentation de
relations Booléennes. Cependant, certaines applications concrètes, où les données
d’entrée des contextes formels sont obtenues par des mesures, des observations et des
jugements humains, peuvent donner lieu aux notions d’imprécision, d’incertitude et
de gradualité, et ont conduit à considérer des contextes formels floue, où les relations
objet-attribut sont des valeurs de vérité à partir de l’échelle L = [0, 1] qui estime
dans quelle mesure un objet possède un attribut.

En ce qui concerne notre domaine d’application (i.e. la recherche d’information),
une façon plus rigoureuse de représenter la relation entre les documents et les termes
d’indexation est de considérer les fréquences d’apparition ou les poids des termes
dans les documents au lieu de la simple information binaire indiquant la présence ou
l’absence d’un terme dans un document.

Le reste de ce chapitre sera consacré aux extensions triadique et floue de l’ACF.

1.6 Extension Triadique de l’ACF

L’approche triadique de l’AFC a été introduite par Lehmann et Wille [1995]. Elle
formalise une relation ternaire entre des objets, des attributs et des conditions. Le
contexte formel triadique est un quadruplet (O,A, C,R3), où O est l’ensemble des
objets, A est l’ensemble des attributs, C est l’ensemble des conditions, et R3 est une
relation ternaire entre O, A et C ( R3 ⊆ O × A × C). Un élément (o, a, c) ∈ R3

signifie que l’objet o possède l’attribut a sous la condition c (ou relativement à la
condition c).

Exemple 1.6.1. Nous illustrons dans le Tableau. 1.2 un exemple de contexte formel
triadique

Pour définir les opérateurs de dérivation dans l’ACF triadique, Wille [1995] a
considéré la représentation sous-jacente alternative d’un contexte formel triadique
donnée par Kt = (K1,K2,K3,Y). Pour {i, j, k} = {1, 2, 3} avec j < k et pour X ⊆ Ki
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Tableau 1.2 – Exemple de Contexte Formel Triadique
c1 c2 c3 c4

R3 a1 a2 a3 a1 a2 a3 a1 a2 a3 a1 a2 a3

o1 × × × × × × × × × × ×
o2 × × × × × × × ×
o3 × ×
o4 × × ×
o5 × × × ×
o6 × × × × × ×

et Z ⊆ Kj ×Kk, les (i)−opérateurs de dérivation sont définis par :

X(i) = {(aj, ak) ∈ Kj ×Kk | ∀ai ∈ X, (ai, aj, ak) ∈ Y}

Z(i) = {ai ∈ Ki | ∀(aj, ak) ∈ Z, (ai, aj, ak) ∈ Y}

Cette définition produit les opérateurs de dérivation des contextes formals dya-
diques 4 définis par :

K(1)
t = (K1,K2 ×K3,Y(1))

K(2)
t = (K2,K1 ×K3,Y(2))

K(3)
t = (K3,K1 ×K2,Y(3))

Où a1Y(1)(a2, a3) ⇔ a2Y(2)(a1, a3) ⇔ a3Y(3)(a1, a2) ⇔ (a1, a2, a3) ∈ Y
La construction de concepts formels triadiques nécessite d’autres opérateurs de

dérivation [Wille, 1995]. Pour {i, j, k} = {1, 2, 3} et pour Xi ⊆ Ki, Xj ⊆ Kj, et
Ak ⊆ Kk, le (i, j, Ak)−opérateur de dérivation est défini par :

X
(i,j,Ak)
i = {aj ∈ Kj | ∀(ai, ak) ∈ Xi × Ak, (ai, aj, ak) ∈ Y}

X
(i,j,Ak)
j = {ai ∈ Ki | ∀(aj, ak) ∈ Xj × Ak, (ai, aj, ak) ∈ Y}

Cette définition produit les opérateurs de dérivation des contextes dyadiques définis
par :

K(ij)
Ak

= (Ki,Kj,Y ijAk
)

Avec, (ai, aj) ∈ Y ijAk
si et seulement si ∀ak ∈ Ak, (ai, aj, ak) ∈ Y .

Pour calculer un concept formel triadique à partir d’un ensemble d’objets X1

(comme extension) par rapport à un ensemble de conditions A3, nous générons

4. Nous utilisons le terme dyadique pour désigner le contexte formel classique contenant uni-
quement les objets et les attributs
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d’abord un concept formel dyadique dans le contexte K12
A3

en considérant l’exten-
sion X1, puis, étendre ce concept dyadique au concept formel triadique en utili-
sant (3)−opérateur de dérivation correspondant dans K(3). Ceci est formellement
représenté par :

(X
(1,2,Ak)(1,2,Ak)
1 , X

(1,2,Ak)
1 , (X

(1,2,Ak)(1,2,Ak)
1 ×X(1,2,Ak)

1 )(3))

Un triplet 〈C1, C2, C3〉, avec Ci ⊆ Ki pour i ∈ {1, 2, 3}, est un concept formel tria-
dique si et seulement si Ci = (Aj × Ak)(i) pour tous {i, j, k} = {1, 2, 3} et j < k.
Notons, également, que les trois triplets 〈(K2×K3)(1),K2,K3〉, 〈K1, (K1×K3)(2),K3〉
et 〈K1,K2, (K1 × K2)(3)〉 sont des concepts formels triadiques appelés “les concepts
triadiques extremes”. L’ensemble de tous les concepts formels triadiques induit à par-
tir du contexte formel triadique Kt = (K1,K2,K3,Y) est structuré par les relation
de préordre 5 .i et ses classes d’équivalence ∼i données par :

〈A1, A2, A3〉 .i 〈B1, B2, B3〉 ⇔ Ai ⊆ Bi et

〈A1, A2, A3〉 ∼i 〈B1, B2, B3〉 ⇔ Ai = Bi (i = 1, 2, 3)

1.7 Extension Floue de l’ACF

Avant de présenter les extensions floues de l’ACF, nous rappelons d’abord des
notions de base sur les ensembles floues et la logique sous-jacente.

1.7.1 Ensembles Flous et Logique Floue

La théorie des ensembles flous à été introduite par Zadeh [1965] dans son papier
fondateur “Fuzzy Sets”. Il définit un ensemble flou comme une collection telle que
l’appartenance d’un élément à cette collection peut prendre un degré varié de 0 à 1.
Contrairement aux ensembles classiques ou crisp (théorie de Cantor) ou l’apparte-
nance ne peut prendre que deux valeurs 0 ou 1. Entre autre, cette théorie permet de
représenter mathématiquement l’imprécision relative à certaines classes d’objets et
sert de fondement à la logique floue. La base de cette théorie est l’ensemble flou que
nous définissons ci-dessous.

Définition 1.7.1. (Ensembles Flous) Soit U un univers de discours, un ensemble

flou F̃ dans U est défini par la fonction d’appartenance µF̃ , qui associe pour chaque

element x ∈ U son degré d’appartenance µF̃ (x)à l’ensemble F̃ .

5. Une relation de préordre est une relation réflexive et transitive
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Notation : Dans la suite de cette thèse, pour un univers de discours U =
{xi, i = 1 . . . n} et un sous-ensemble flou F̃ dans U , nous utiliserons la notation

F̃ = {xα1
1 , x

α2
2 , . . . , x

αi
i , . . .}, où αi = µF̃ (xi), ∀xi ∈ U .

Les opérations usuelles sur les ensembles classiques ont été généralisées aux en-
semble flous. Ces généralisations sont basées sur la fonction d’appartenance et deux
opérateurs flous ; la norme triangulaire (t-norme, notée >) et la conorme triangu-
laire (t-conorme, noté ⊥) avec, respectivement, une sémantique de conjonction et de
disjonction. Les deux définissions qui suivent rappellent les propriétés algébriques de
ces opérateurs. Des exemples de ces opérateurs sont donnés dans le Tableau. 1.3.

Définition 1.7.2. (T-norme) Une t-norme (>), ou norme triangulaire, est une fonc-
tion > : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] telle que pour tous x, y, z, t ∈ [0, 1] :

- >(x, y) = >(y, x) (commutativité),

- >(x,>(y, z)) = >(>(x, y), z) (associativité),

- >(x, y) ≤ >(z, t) si x ≤ z et y ≤ t (monotonie),

- >(x, 1) = x (1 est l’élément neutre).

Définition 1.7.3. (T-conorme) Une t-conorme (⊥), ou conorme triangulaire, est
une fonction ⊥ : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] telle que pour tous x, y, z, t ∈ [0, 1] :

- ⊥(x, y) = ⊥(y, x) (commutativité),

- ⊥(x,⊥(y, z)) = ⊥(⊥(x, y), z) (associativité),

- ⊥(x, y) ≤ ⊥(z, t) si x ≤ z et y ≤ t (monotonie),

- ⊥(x, 0) = x (0 est l’élément neutre).

Les t-normes (resp. t-conormes) permettent la généralisation de l’opération en-
sembliste d’intersection (resp. d’union) des ensembles classiques sur les ensembles
flous. Nous présentons ci-dessous la généralisation floue de l’intersection, l’union et
le complément :

Définition 1.7.4. (Généralisation des Opérations Ensemblistes) Soit U un univers

de discours, et soient F̃ et G̃ deux ensembles flous définis dans U . Les opérations
ensemblistes floues “intersection”, “union” et complément sont définies par :

- Intersection : ∀x ∈ U , µF̃∩G̃(x) = µF̃ (x)>µG̃(x)

- Union : ∀x ∈ U , µF̃∪G̃(x) = µF̃ (x)⊥µG̃(x)

Où > (resp. ⊥) désigne une t-norme (resp. t-conorme).

- Complément : ∀x ∈ U , µ
F̃

(x) = 1− µF̃ (x)

Au delà de la généralisation de l’union et de l’intersection des ensembles, l’égalité
et l’inclusion ont été, également, généralisées sur les ensembles flous, elles sont
données par :
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Tableau 1.3 – Exemples de T-normes et de T-conormes

t-norme : >(x, y) t-conorme : ⊥(x, y)

Zadeh Min(x, y) Max(x, y)

Lukasiewicz Max(x+ y − 1, 0) Min(x+ y, 1)

Probabiliste x · y x+ y − x · y

Weber


a si b = 1
b si a = 1
0 sinon


a si b = 0
b si a = 0
1 sinon

Tableau 1.4 – Les S-implications Usuelles

Nom Notation Valeur de vérité t-conorme sous-jacente

Kleene-Dienes →K−D Max(1− p, q) p⊥q = Max(p, q)

Reichenback →Rb 1− p+ p · q p⊥q = p+ q − p · q
Lukaseiwicz →Lu Min(1− p+ q, 1) p⊥q = Min(p+ q, 1)

Égalité floue : F̃ = G̃⇔ ∀x ∈ U , µF̃ (x) = µG̃(x),

Inclusion floue : F̃ ⊆ G̃⇔ ∀x ∈ U , µF̃ (x) ≤ µG̃(x).

Dans la logique classique, une proposition atomiques (p) et l’implication entre
deux propositions p ⇒ q ne prend que deux valeurs Booléennes, vraie ou fausse.
Dans la logique floue, les propositions atomiques et les proposition composées par
des implications floues prennent des valeurs de vérité dans l’intervalle [0, 1]. Dans
la littérature, on distingue principalement deux familles d’implications floues, les r-
implications et les s-implications, que nous présentons ci-après. Ces implications sont
des fonctions (→) définies par :

→ : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1]
(p, q) 7→ (p→ q)

L’appellation s-implication vient de l’anglais (strong implication). Les implica-
tions floues de cette famille sont définies à partir de la généralisation de l’expression
((¬ p) ∨ q) qui est donnée par : p → q = (1 − p)⊥q, où la disjonction “∨”
est généralisée par une conorme triangulaire. Dans la Table 1.4, nous donnons des
exemples de s-implications.

La deuxième famille d’implications floues englobe les r-implications. Cette dénom-
ination vient du fait que ces implications vérifiées le principe de résiduation. Pour
rappel, un couple (→,>) est dit residue si est seulement si ∀x, y, z ∈ [0, 1], x>y ≤
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Tableau 1.5 – Les R-implications Usuelles

Nom Notation Valeur de vérité t-norme sous-jacente

Gödel →Go

{
1 si p ≤ q
q sinon

p>q = Min(p, q)

Goguen →Gg

{
1 si p ≤ q
q/p sinon

p>q = p · q

Lukaseiwicz →Lu−R

{
1 si p ≤ q
1− p+ q sinon

p>q = Max(p+ q − 1, 0)

z ⇔ y ≤ x→ z.Les r-implications sont définies comme suit :

p→ q = Sup{x ∈ [0, 1] | p>x ≤ q}

Nous donnons dans la Table 1.5 quelques exemples de r-implications.
Comme les implications floues généralisent l’implication matérielle (⇒) ou l’inclu-

sion (⊃), la valeur de vérité de p→ q, quelque soit l’implication floue → considérée,
est équivalente à celle de p⇒ q quand les propositions p et q prennent les valeurs de
vérité dans {1, 0}.

1.7.2 ACF Floue

L’ACF consiste à induire à partir d’un contexte formel binaire des concepts for-
mels 〈Objets, Attributs〉. Ces concepts formels se basent sur la formule suivante :
“Un objet appartient au sous-ensemble Objets s’il possède tous les attributs du sous-
ensemble Attributs”. Et comme la relation considérée dans le contexte formel est
Booléenne, un objet possède totalement un attribut ou ne le possède pas, qui est un
cadre restrictif. En effet, dans la réalité l’ACF est amenée a considérer des contextes
formels de natures diverses, obtenus par des mesures, des observations, des juge-
ments,...etc, où la relation entre un objet et un attribut n’est plus Booléenne (0 ou
1) mais elle peut être incertaine, graduelle ou imprécise.

Diverses approches ont été proposées dans la littérature pour étendre l’ACF au
cas flou. Le point commun entre ces approches est la notion de contexte formel flou.
Ces approches se basent sur des structures algébriques de la forme L = (L, . . . ),
où L est l’intervalle des degrés de vérité, généralement L = [0, 1]. Ainsi, le contexte

formel flou (appelé aussi L-contexte) est donné par le triplet K̃ = (O,A, I), où O
et A sont respectivement les ensembles d’objets et d’attributs, et I : O × A → L
est une relation floue (appelé aussi L-relation) tel que I ⊆ LO×A. Ainsi, la valeur de
I(o, a) ∈ L est interprétée comme le degré pour lequel l’objet o possède l’attribut a.
Nous présentons ci-après l’ensemble de ces approches.
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1.7.2.1 L’approche de Burusco et Fuentes-Gonzáles

La première extension floue de l’ACF a été proposée par Burusco et Fuentes-
González [1994]. Les auteurs considèrent la structure algébrique L = (L,≤,′ ,⊥, 0, 1)
tel que (L,≤, 0, 1) est un treillis complet délimité par l’infimum 0 et le supremum
1, ′ est l’opérateur unaire de complémentation (i.e. ∀x ∈ L, x′ = 1 − x) et ⊥ est
une t-conorme dans L. Pour un L-contexte (O,A, I), les auteurs définissent les deux
images : ↑ : LO → LA et ↓ : LA → LO , pour O ∈ LO et A ∈ LA par :

O↑(a) =
∧
o∈O

(O(o)′ ⊥ I(o, a))

A↓(o) =
∧
a∈A

(A(a)′ ⊥ I(o, a))

Les auteurs ont montré que l’ensemble B(O,A, I) = {〈O,A〉 ∈ LO × LA| O↑ =
A,A↓ = O} muni de la relation d’ordre ≤ (≤ est définie par : 〈O1, A1〉 ≤ 〈O2, A2〉
ssi O1 ⊆ O2 (ssi B2 ⊆ B1)) est un treillis complet. Cependant, la composition
des opérateurs de dérivation ↑ et ↓ ne préservent pas la fermeture, c-à-d O ⊆ O↑↓

et A ⊆ A↓↑, qui est une propriété fondamentale dans l’analyse de concepts formels
classique. Toutefois, pour L = {0, 1}, ′ est la négation classique (1′ = 0 et 0′ = 1) et ⊥
correspond à la disjonction (∀x, y ∈ L, x ⊥ y = Max(x, y). Le treillis (B(O,A, I),≤)
est identique au treillis classique de concepts formels .

1.7.2.2 L’approche de Pollandt et Bělohlávek

Pollandt [1997] et, indépendamment, Bělohlávek [1998] ont élaboré une approche
basée sur une structure algébrique vérifiant la propriété de résiduation. L’algèbre 6

considérée dans cette approche est donnée par la structure L = (L,∧,∨,⊗,→, 0, 1),
où (L,∧,∨, 0, 1) est un treillis complet avec 1 et 0 sont respectivement le plus grand
majorant et le plus petit minorant de L ; (L,⊗, 1) est un monöıde commutatif (⊗ est
commutative, associative, et ∀a ∈ L, 1⊗a = a⊗1 = a) ; La t-norme ⊗ et l’implication
floue → satisfont le principe de résiduation (∀x, y, z ∈ L, x⊗ y ≤ c ssi x ≤ y → z).
En considérant le L-contexte 〈O,A, I〉, pour les ensembles flous O ∈ LO et B ∈ LA,
les auteurs définissent l’extension de l’opérateur de dérivation (.)′ par :

O↑(a) =
∧
o∈O

(O(o) → I(o, a))

A↓(o) =
∧
a∈A

(A(a) → I(o, a))

6. Une algèbre est une structure formée d’un ensemble combiné à une ou plusieurs lois de com-
position et éventuellement complétées par une relation ordre.
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Dans [Bělohlávek et Vychodil, 2005], O↑(a) est interprété comme le degré de vérité de
l’expression “l’attribut ′a′ est possédé par tous les objets de O” et duallement, A↓(o)
est interprété comme le degré de vérité de l’expression “l’objet ′o′ possède tous les
attributs de A”. Contrairement à l’approche de Burusco et Fuentes-Gonzáles, cette
approche préserve les fermetures O ⊆ O↑↓ et A ⊆ A↓↑. Elle préserve, également, les
relations super-concept et sub-concept définies dans l’ACF classique. Le théorème
fondamental de l’ACF (§1.3.1) a été généralisé au L-contexte dans [Bělohlávek,
2001, 2004]. Remarquant aussi, que pour L = {0, 1}, le treillis obtenu (l’ensemble
B(O,A, I) = {〈O,A〉 ∈ LO × LA| O↑ = A,A↓ = O} muni de la relation d’ordre ≤ )
est identique à celui de l’ACF classique.

1.7.2.3 Les approches de Yahia & Jaoua et Krajči

Les approches proposées indépendamment par Yahia et Jaoua [2001] et Krajči
[2003] sont similaires. Les auteurs proposent une paire (f, h) d’opérateurs de dérivation,
définis tels que :

f(O)a =
∧
o∈O

I(o, a)

h(Ã) = {o ∈ O | ∀a ∈ A, Ã(a) ≤ I(o, a)}

Il en résulte des concepts formels où soit l’extension est un ensemble classique (crip)
et l’intension est un ensemble flou, soit l’extension est un ensemble flou et l’intension
est un ensemble classique (crisp).

L’ensemble B(O,A, I) = {〈O, Ã〉 ∈ 2O × LA | f(O) = Ã et h(Ã) = O} muni de
la relation d’ordre partiel ≤ est appelé treillis de concepts formels semi-flous 7, qui
est aussi un treillis complet. Les concepts ainsi calculés ont des extensions classiques
(crisp) et des intensions floues.

1.7.2.4 L’approche de génération classique des concepts flous

Afin de réduire le nombre (qui est souvent très important) de concepts formels
des treillis B(O,A, I) relatifs aux approches de Pollandt [1997] et Bělohlávek [1998],
l’approche développée dans [Bělohlávek et al., 2005] propose de considérer une partie
du B(O,A, I), notée par Bc(O,A, I), qui consiste en l’ensemble de concepts formels

flous 〈Õ, Ã〉 généré à partir des ensembles d’attributs ordinaires (ou classiques). C’est

à dire, 〈Õ, Ã〉 ∈ Bc(O,A, I) ssi ∃Ac ⊆ A , Õ = A↓c et Ã = A↓↑c . Remarquant que par
rapport aux approches de Yahia et Jaoua [2001] et Krajči [2003], où les extensions
sont des ensembles flous et les intensions sont des ensembles discrets, cette approche
génère des concepts formels avec des extensions et des intensions floues.

7. One-sided fuzzy concept lattice.
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1.7.2.5 Les approches à seuil

Dans plusieurs approches, les auteurs proposent des discrétisations du contexte
formel flou. L’idée générale est d’obtenir un (des) contexte(s) formel(s) binaire(s) à
partir d’un contexte flou, et de réduire le nombre de concepts formels dans le treillis
flou. Nous présentons dans ce paragraphe les deux principales approches.

L’approche proposé dans [Ďuráková et al., 2002] est basé sur les α-coupes, elle
consiste à considérer, pour un L-contexte (O,A, I), les contextes formels binaires
(O,A, αI) pour des valeurs α ∈ C, tel que C est un sous-ensemble dans L. Pour
une valeur donnée α, la relation αI est donnée par : {(o, a) | I(o, a) ≥ α}. De
cette manière, le contexte formel (O,A, αI) obtenu est binaire. En appliquant l’ACF
classique sur ce contexte on obtient le treillis classique B(O,A, αI). L’ensemble des
treillis B(O,A, αI) relative à un sous-ensemble C est fusionné dans un nouveau
treillis. L’approche proposé dans [Zhao et al., 2007], considère deux bornes binf et
bsup formant un intervalle fermé dans L, elle transforme les valeurs des relations
floues comprises entre binf et bsup en ’×’. La relation binaire ainsi obtenue est donnée
par :{(o, a) | I(o, a) ≥ binf ∧ I(o, a) ≤ bsup}.

1.7.2.6 Approche de Georgescu et Popescu

Une approche, inspirée de l’approche de Pollandt et Bělohlávek, a été proposée
par Georgescu et Popescu [2004]. Les auteurs proposent l’utilisation d’une algèbre

(L,∧,∨, ∗, G→, D→, 0, 1) non commutative. Ils considèrent alors, une conjonction (t-

norme) ∗ non commutative, et deux implications résiduées, une à gauche (
G→) et une

autre à droite (
D→) vérifiant respectivement les propriétés suivantes ∀x, y et z ∈ L :

x ≤ y
G→ z ssi y ∗ x ≤ z

x ≤ y
D→ z ssi x ∗ y ≤ z

Les auteurs définissent deux opérateurs de dérivation sur l’ensemble des objets
(respectivement attributs) comme suit :
↑,⇑: LO → LA

Õ↑(a) =
∧
o∈O

(Õ(o)
G→ I(o, a))

Õ⇑(a) =
∧
o∈O

(Õ(o)
D→ I(o, a))

↓,⇓: LA → LO

Ã↓(o) =
∧
a∈A

(Ã(a)
G→ I(o, a))
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Ã⇓(o) =
∧
a∈A

(Ã(a)
D→ I(o, a))

Un concept formel flou est défini par ces auteurs par un triplet 〈Õ, ÃG, ÃD〉 ; une

extension et deux intentions, avec : Õ↑ = ÃG, Ã⇓G = Õ, Õ⇑ = ÃD, Ã↓D = Õ.

1.7.2.7 L’approche par couvertures (Hedge)

Une approche dite “par couverture” est proposée par Bělohlávek et Vychodil
[2005], elle est considérée comme une généralisation des approches de Pollandt,
Bělohlávek et de l’approche de génération classique des concepts flous, elle utilise
des opérations (fonction) unaires, dites couvertures (hedge), sur un treillis résidué
complet L. La couverture, notée ∗ est une fonction unaire qui satisfait pour tous x
et y de L les propriétés suivantes :

1) 1∗ = 1 ;

2) x∗ ≤ x ;

3) (x→ y)∗ ≤ x∗ → y∗ ;

4) a∗∗ = a.

Étant donné le L-contexte (O,A, I), soient les couvertures ∗O et ∗A, les opérateurs
de dérivations ↑ et ↓ sont définis par :

O↑(a) =
∧
o∈O

(O(o)∗O → I(o, a))

A↓(o) =
∧
a∈A

(A(a)∗A → I(o, a))

Les auteurs de [Bělohlávek et Vychodil, 2005] ont montré que les opérateurs
↑ et ↓ forment une connexion de Galois. Ils ont montré également que l’ensemble
B(O∗O ,A∗A , I) = {〈O,A〉 ∈ LO × LA | O↑ = A,A↓ = O} muni par la relation
d’ordre partiel ≤ forme un treillis complet.

1.7.2.8 L’approche du treillis de concepts formels généralisés

L’approche proposée dans [Krajči, 2005] suggère de considérer trois ensembles
de degrés de vérité, LO (pour les objets), LA (pour les attributs) et L (pour les
relations floues objet−attribut). L’auteur suppose que les ensembles LO et LA muni
de la relation ≤ sont des treillis complets et L un ensemble partiellement ordonné.
Pour définir les opérateurs de dérivations, Krajči suppose l’existence d’un opérateur
⊗ : LO × LA → L satisfaisant pour toute famille d’indices J , tous x, xj ∈ LO,
y, yj ∈ LA et z ∈ L :

— x1 ≤ x2 ⇒ x1 ⊗ y ≤ x2 ⊗ y



1.7 Extension Floue de l’ACF 25

— x1 ≤ x2 ⇒ y ⊗ x1 ≤ y ⊗ x2

— ∀j ∈ J, xj ⊗ y ≤ z ⇒ (
∨
j∈J xj)⊗ y ≤ z

— ∀j ∈ J, x⊗ yj ≤ z ⇒ x⊗ (
∨
j∈J yj) ≤ z

En se basant sur la structure de degrés de vérités (LO, LA, L,⊗,≤, . . . ), l’auteur
introduit les opérateurs de derivation ↗ : LOO → LAA et ↘ : LAA → LOO, qui sont
donnés par :

O↗(a) =
∨
{y ∈ LA | ∀o ∈ O : O(o)⊗ y ≤ I(o, a)}

A↘(o) =
∨
{x ∈ LO | ∀a ∈ A : x⊗ A(a) ≤ I(o, a)}

Ainsi, Krajči définie un concept formel comme étant une paire 〈O,A〉 ∈ LOO × LAA
satisfaisant O↗ = A et A↘ = O.

1.7.2.9 L’approche de Djouadi et Prade

Nous avons pu voir que certaines approches qui proposent des extensions floues de
l’ACF ne maintiennent pas la propriété topologique de fermeture de la connexion de
Galois (Burusco et Fuentes-Gonzáles, Yahia et Jaoua, Krajči). Pour cela, toutes les
autres approches utilisent des algèbres résiduées comme des structures algébriques
pour maintenir cette propriété de fermeture. Il s’avère que la propriété de résiduation
est “très forte” et réduit, en conséquence, le nombre d’implications éligibles pour
l’ACF floue.

Afin d’élargir l’ensemble des implications floues éligibles pour la définition d’opéra-
teurs de dérivation tout en garantissant la fermeture de la connexion de Galois,
Djouadi et Prade [2011] ont introduit le principe de minimalité. Ce principe définit
une condition suffisante, plus faible que le principe de résiduation. Cette condition
est décrite dans le théorème 1.7.1.

Djouadi et Prade [2011] proposent, également, une extension floues des opérateurs
de dérivations possibilistes. Pour cela, ils considèrent une algèbre exprimée sous forme
de treillis flou distributif. Ce treillis est donné par la structure L = (L,∧,∨, 0L,
1L,→, ∗,∼), où, L est un ensemble totalement ordonné, 0L (resp. 1L) 8 est la borne
inférieure (resp. supérieure) de L, ∧ et ∨ dénotent l’infimum et le supremum, ∼ est un
opérateur de négation floue vérifiant ∼ 0L = 1L et ∼ 1L = 0L,→ est une implication
floue vérifiant les conditions de limites (0L → 0L = 0L → 1L = 1L → 1L = 1L et
1L → 0L = 0L), ∗ est une conjonction floue qui n’est pas nécessairement une t-norme
et la paire (→, ∗) n’est pas nécessairement une paire résiduée.

Soit L = (L,∧,∨, 0L, 1L,→, ∗,∼) un treillis distributif et (O,A, I) un L-contexte,
l’extension floue des opérateurs de suffisance (∆) , de possibilité (Π), de nécessité (N)

et de suffisance duale (∇) sont donnés pour Õ ∈ LO et Ã ∈ LA par :

8. 0L (resp. 1L) n’est pas forcément égale à 0 (resp. 1).
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Õ∆(a) =
∧
o∈O

(Õ(o)→ I(o, a)) (1.6)

Ã∆(o) =
∧
a∈A

(Ã(a)→ I(o, a))

ÕΠ(a) =
∨
o∈O

(Õ(o) ∗ I(o, a)) (1.7)

ÃΠ(o) =
∨
A∈A

(Ã(a) ∗ I(o, a))

ÕN(a) =
∧
o∈O

(I(o, a)→ Õ(o)) (1.8)

ÃN(o) =
∧
a∈A

(I(o, a)→ Ã(a))

Õ∇(a) =
∨
o∈O

(∼ Õ(o)∗ ∼ I(o, a)) (1.9)

Ã∇(o) =
∨
A∈A

(∼ Ã(a)∗ ∼ I(o, a))

Théorème 1.7.1. Principe de minimalité [Djouadi et Prade, 2011]
Soit L = (L,∧,∨, 0L, 1L,→) un treillis distributif, la composition ∆∆ est un opérateur
de fermeture flou si la propriété suivante est vérifiée :

∀p, q ∈ L, p ≤ (p→ q)→ q

Exemple 1.7.1. Considérons l’implication de Dienes donnée par :

p→ q =

{
1 si p ≤ q
(1− p) ∨ q sinon

Cette implication ne vérifie pas le principe de résiduation. De ce fait, les approches
existantes excluent son utilisation pour l’ACF floue. Pourtant, du fait qu’elle vérifie
le principe de minimalité du théorème 1.7.1, elle est correctement éligible pour l’ACF
floue car elle vérifie la propriété de fermeture.

Djouadi et Prade [2011] élargissent leur étude aux autres compositions d’opéra-
teurs. Dans ce cadre, ils ont démontré que, sous certaines conditions, les compositions
d’opérateurs forment des connexions de Galois. Nous présentons ci-après deux de
leurs propositions que nous utiliserons plus tard dans cette thèse.
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Théorème 1.7.2. [Djouadi et Prade, 2011] Soit L = (L,∧,∨, 0L, 1L,→, ∗) un treillis
distributif, la composition NΠ (i.e. Π ◦ N) est un opérateur de fermeture flou si la
propriété suivante est satisfaite pour tous p et q de L :

p→ (p ∗ q) ≥ q

Théorème 1.7.3. [Djouadi et Prade, 2011] Soit L = (L,∧,∨, 0L, 1L,→, ∗) un treillis
distributif, la composition ΠN (i.e. N ◦ Π) est un opérateur d’ouverture flou si la
propriété suivante est satisfaite pour tous p et q de L :

(p→ q) ∗ p ≤ q

1.8 Extension floue à Valeur d’Intervalle de Vérité

Une des sémantiques qui peut être associée à l’extension floue de l’ACF est
que les valeurs des relations floues objet-attribut peuvent être considérées comme
un raffinement du symbole “×” dans les contextes formels classiques. Ce raffine-
ment représente le degré avec lequel l’objet possède l’attribut (ou l’objet satisfait la
propriété). Cependant il n’est pas toujours facile de mesurer précisément ce degré.
Et plus généralement, ces degrés sont attribués d’une manière approximative. Il
convient, alors, d’attribuer un sous-intervalle dans [0, 1] à la relation objet-attribut
plutôt qu’une valeur dans [0, 1]. Surtout lorsque l’évaluation de ce degré est soumise à
une certaine variation, ou est partiellement inconnue. Ceci a donné lieu à l’analyse de
concepts formels à intervalles flous. Un ensemble d’intervalles flous U dans un univers
U est défini par U = {〈u, µ

U
(u), µU(u)〉, u ∈ U}, où µ

U
, µU : U → L sont les fonctions

d’appartenance minimale et maximale des éléments de l’univers U à l’ensemble U .
Ces fonctions vérifient pour tout élément u ∈ U , 0 ≤ µ

U
(u) ≤ µU(u) ≤ 1.

L’extension floue à intervalles de vérités de l’ACF 9 proposée dans [Djouadi et
Prade, 2009] considère le treillis (L[L],≤I), avec :

- L = [0, 1],

- L[L] = {x|x = [α, β], α, β ∈ [0, 1] et α ≤ β},
- [0,0] est le plus petit élément de L[L],

- [1,1] est le plus grand élément de L[L],

- ≤I est une relation d’ordre partiel définie par : [α1, α2] ≤I [β1, β2] ⇔ α1 ≤
β1 et α2 ≤ β2,

- L’infimum ∧ est donné par : [α1, α2] ∧ [β1, β2] = [min(α1, β1),min(α2, β2)]

- Le supremum ∨ est donné par : [α1, α2] ∨ [β1, β2] = [max(α1, β1),max(β1, β2)]

9. Interval-valued fuzzy formal concept analysis.



1.9 Conclusion 28

La définition des opérateurs logiques dans la logique d’intervalles flous résulte na-
turellement de leur homologue en logique floue. Ainsi, la generalisation des opérateurs
d’implication a été définie dans [Alcalde et al., 2005; Gasse et al., 2008] par :

Définition 1.8.1. (Implication d’intervalles flous) Une implication d’intervalles flous
est une image Imp : L[L]× L[L]→ L[L] satisfaisant :

1. Imp(x, y) ≤I Imp(x′, y) pour x′ ≤I x
2. Imp(x, y) ≤I Imp(x, y′) pour y ≤I y′

3. Imp([0, 0], [0, 0]) = Imp([0, 0], [1, 1])Imp([1, 1], [1, 1]) = [1, 1]

4. Imp([1, 1], [0, 0]) = [0, 0]

Djouadi et Prade [2009] définissent un L[L]-contexte par le quadruplet (L[L],O,
A, I), où L[L] est un treillis complet, O est l’ensemble d’objets, A est l’ensemble
d’attributs et I est une relation d’intervalles flous (I : O ×A → L[L]). Ils étendent
l’opérateur de suffisance (noté ∗) aux intervalles flous par les expressions suivantes :

Õ∗(a) =
∧
o∈O

Imp(O(o), I(o, a)) (1.10)

Ã∗(o) =
∧
a∈A

Imp(A(a), I(o, a))

Les auteurs de cette approche établissent la condition minimale pour le maintien
de la fermeture de la connexion de Galois ∗∗ que nous rappelons dans le théorème
suivant :

Théorème 1.8.1. Principe de minimalité [Djouadi et Prade, 2009] L’opérateur de
dérivation de Galois ∗∗ défini sur l’ensemble L[L]O (et duallement sur l’ensemble
L[L]A) est un opérateur de fermeture si la propriété suivante est satisfaite :

∀x, y ∈ L[L], x ≤I Imp(Imp(x, y), y)

1.9 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la théorie de l’ACF et ses extensions. Dans un
premier temps, nous avons rappelé des notions mathématiques qui sont à la base
de la théorie de l’ACF et sa lecture possibiliste. Par la suite, nous avons élaboré
un état d’art des principales extensions de l’ACF. Nous avons ainsi passé en revue
l’extension triadique, l’extension floue et enfin l’extension floue à valeur d’intervalle
de vérité.

Rappellons que ce travail de thèse s’inscrit dans l’extension floue de l’ACF pour
la recherche d’information. A ce titre, le chapitre suivant présentera la recherche d’in-
formation et mettra particulièrement l’accent sur la recherche d’information basée
sur l’ACF.
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2.3.2 Modèle d’Indexation Sémantique Latente (LSI) . . . . . . 36
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2.1 Introduction

La recherche d’information (RI) est le domaine qui traite la représentation, le
stockage, l’organisation et la manière de retrouver des informations dans une col-
lection de documents numériques, appelée corpus. Retrouver des informations c’est
le processus de sélection (élection) de documents (ou des parties de documents)
répondant à des besoins informationnels exprimés dans une requête utilisateur. Ceci
revient alors, à mesurer la pertinence des documents de la collection par rapport à
la requête. Dans un système de RI (SRI) cette mesure est réalisée par la fonction
d’appariement ou de correspondance document-requête. Pour réaliser cela, le SRI
représente les documents et les requêtes dans un formalisme unifié puis compare
les deux représentations. Cette comparaison se traduit par un score ou un degré de
similitude entre un document et une requête. La fonction d’appariement entre un
document et une requête est désignée par RSV (d, q) (pour Relevance Status Value),
où d est la représentation du document et q est la représentation de la requête dans
le même formalisme.

La représentation de documents est basée sur les termes d’indexation issus du
processus d’indexation. Ce dernier consiste, principalement, à déterminer les termes
représentatifs dans les documents et de leur associer, si le SRI le permet, un poids
d’importance (ou de pondération) par le biais de la fonction de pondération. Le
modèle permet de donner une interprétation des termes choisis pour représenter le
contenu d’un document.

De manière générale, les fonctions de pondération, à l’exemple des mesures TF-
IDF (Term Frequency-Inverse Document Frequency) [Salton et Yang, 1973] et BM25
[Robertson et Walker, 1997], sont basées sur l’agrégation de deux paramètres, l’un
local et l’autre global. Le paramètre local quantifie la représentativité du terme dans
le document, tandis que le paramètre global quantifie la représentativité du terme
dans le corpus.

Le modèle joue un rôle central dans la RI. Il a la charge de créer les représentations
internes des documents et des requêtes basées sur les termes d’indexation, et de
définir la méthode de comparaison entre ces représentations (de définir la fonction
RSV ).

Selon Baeza-Yates et Ribeiro-Neto [1999], les modèles de RI peuvent être re-
groupés en trois catégories, qui sont les modèles ensemblistes, algébriques et proba-
bilistes. Dans les sections 2.2, 2.3 et 2.4, nous décrivons les principaux modèles de
ces trois catégories. Pour chacun des modèles présentés, les deux points importants
seront définis : la représentation et la comparaison des documents et des requêtes.

Ensuite, nous présentons dans la Section. 2.5 une description de l’état de l’art
des modèles logiques. Ces modèles logiques peuvent être considérés comme des for-
malisations logiques (ou des modélisations logiques) des modèles des précédentes
catégories.
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Enfin, dans la Section.2.6 nous dressons un état de l’art des approches de re-
cherche d’information basées sur l’ACF classées selon leurs fonctionnalités.

2.2 Les Modèles Ensemblistes

2.2.1 Modèle Booléen

Le modèle Booléen proposé par Salton [1968], est le premier modèle de recherche
d’information. Ce modèle est basé sur la théorie des ensembles et assume que les
documents sont représentés par un ensemble de termes d’indexation. Dans ce modèle,
une requête q est une combinaison Booléenne de ces termes d’indexation en utilisant
les opérateurs logiques classiques et (∧) , ou (∨) et non (¬). Formellement, les
requêtes q sont construites sur l’ensemble des termes d’indexation {ti, i = 1, 2, 3, . . .}
selon la grammaire suivante :

q ::= r | ∅
r ::= ti | (r ∧ r) | (r ∨ r) | ¬r

La requête “t1 ∧ t2” est satisfaite par un document d si et seulement si d contient
les deux termes t1 et t2. De même, la requête “t1 ∨ t2” est satisfaite par le document
d si et seulement si il contient t1 ou t2 ou les deux termes en même temps. La requête
“t1 ∧ (¬ t2)” est satisfaite par le document d si et seulement si il contient t1 et ne
contient pas t2. Des requêtes Booléennes plus complexes peuvent être construites à
partir de ces opérateurs et évaluées selon les règles classiques de l’algèbre Booléenne.
De ce fait, représenter un document par un ensemble de termes est suffisant pour le
traitement des requêtes.

Pour une requête donnée, le processus de recherche consiste à assigner les valeurs
Booléenne {1, 0} à chacun des documents de la collection. Ainsi, un document est
retrouvé (pertinent) si ses termes d’indexation satisfont l’expression logique de la
requête. Formellement, l’évaluation de la pertinence d’un document d à une requête
donnée est définie précisément par :

RSV (d, t) = 1 si t ∈ d, 0 sinon (2.1)

RSV (d, q1 ∧ q2) = RSV (d, q1) ∧RSV (d, q2) (2.2)

RSV (d, q1 ∨ q2) = RSV (d, q1) ∨RSV (d, q2) (2.3)

RSV (d,¬q) = 1−RSV (d, q) (2.4)

Malgré la large utilisation de ce modèle (MISTRAL de CII/Bull, GOLEM-PASSAT
de Siemens, STAIRS d’IBM), il présente un certain nombre d’inconvénients :

— La sélection d’un document est basée sur une décision binaire,
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— Les documents retournés à l’utilisateur ne sont pas ordonnés selon leur perti-
nences,

— Problème de collections volumineuses : le nombre de documents retournés
peut être considérable.

Afin de remédier à ces problèmes, certaines extensions ont été proposées, comme
le modèle Booléen basé sur la théorie des ensembles flous [Maron et Kuhns, 1960;
Noreault et al., 1977; Bookstein, 1980; Kraft et Buell, 1983] et le modèle Booléen
étendu [Salton et al., 1983].

2.2.2 Modèle Booléen basé sur les Ensembles Flous

Cette extension du modèle Booléen standard vise à tenir compte de la pondération
des termes dans les document et/ou les requêtes en utilisant la théories des ensembles
flous. Dans la littérature, on peut distinguer trois familles d’approches [Kraft et Buell,
1983] qui généralisent le model Booléen standard :

1. Documents pondérés, requêtes Booléens et le RSV calculé en utilisant les
règles des ensembles flous [Maron et Kuhns, 1960], [Salton, 1975] ;

2. Documents non pondérés, requêtes pondérés (floues) et le RSV peut être
classique ou flou [Angione, 1975], [Koll, 1978], [Noreault et al., 1977] ;

3. Documents pondérés et requêtes pondérés (poids ou seuils des termes de la
requête et/ou sur des sous-expressions Booléennes), le RSV est calculé par
une fonction générale [Bookstein, 1980], [Buell et Kraft, 1981],[Buell et Kraft,
1982]

À titre d’exemple, l’extension floue du modèle Booléen proposé dans [Book-
stein, 1980] (également appelée modèle flou standard) permet d’associer une valeur
pondérée floue à des termes d’indexation et, par conséquent, permet d’obtenir un
classement du résultat d’une recherche selon la pertinence des documents. L’exten-
sion floue du RSV est formellement donnée par :

RSV (d, t) = α (α ∈ [0, 1]) (2.5)

RSV (d, q1 ∧ q2) = >(RSV (d, q1), RSV (d, q2)) (2.6)

RSV (d, q1 ∨ q2) = ⊥ (RSV (d, q1), RSV (d, q2)) (2.7)

RSV (d,¬q) = 1−RSV (d, q) (2.8)

Où, α est le poids du terme t dans le document d, et l’opérateur > (resp. ⊥) est
une t-norme (resp. t-conorme). Remarquant que l’opérateur Min (resp. Max) a
été habituellement choisi par les approches existantes en tant que t-norme (resp.
t-conorme).
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2.2.3 Modèle P-norm

L’un des inconvénient des approches basés sur les ensembles flous (les exten-
sions floues du modèle Booléen) et que le processus d’évaluation de la pertinence des
documents est discriminatoire par rapports aux poids des termes d’indexation. En
effet, pour une requête donnée, le rang associé à un document dépend uniquement
du poids le plus bas (resp. le plus haut) des termes d’indexation dans les requêtes
conjonctive (resp. disjonctive). Pour remédier à cet inconvénient, Salton et al. [1983]
ont proposé le modèle P -norm (modèle Booléen étendu). Ce modèle permet d’évaluer
la pertinence d’un document d’une manière plus conforme au jugement d’un utili-
sateur humain [Lee, 1994]. La requête demeure une expression booléenne classique.
Tandis que les termes d’un document sont pondérés. En général le poids d’un terme
d’indexation dans un document est en fonction du nombre d’occurrences de ce terme
d’indexation dans le document.

Le modèle P -norm définit des fonctions de similarité pour les “et” et “ou”
Booléens généralisés. Ces fonctions ont un paramètre noté P qui varie de 1 à ∞. La
pertinence est donnée comme une valeur de similarité entre une requête et un docu-
ment. Étant donné l’ensemble des termes d’indexation {ti, i = 1 . . . n}, chaque docu-
ment d est donné sous forme d’un ensemble de termes pondérés d = {twi

i , i = 1 . . . N}
(wi correspond au poids du terme ti dans le document d). La similarité entre le do-
cument d et la requête disjonctive Qou(P ) = tu1

1 ∨P tu2
2 ∨P · · · ∨P tunn (respectivement,

la requête conjonctive Qet(P ) = tu1
1 ∧P tu2

2 ∧P · · · ∧P tunn ) est donnée par :

Sim(d,Qou(P )) = P

√
wP1 u

P
1 + wP2 u

P
2 + · · ·+ wPn u

P
n

uP1 + uP2 + · · ·+ uPn

Sim(d,Qet(P )) = 1− P

√
(1− w1)PuP1 + (1− w2)PuP2 + · · ·+ (1− wn)PuPn

uP1 + uP2 + · · ·+ uPn

Remarquant que ce modèle se ramène au modèle Booléen à P = ∞, et il est
équivalent, pour P = 1, au modèle vectoriel [Salton et al., 1975], que nous présentons
dans le section suivante.

2.3 Les Modèles Algébriques

2.3.1 Modèle Vectoriel

Le modèle vectoriel de la recherche d’information a été introduit par Salton
et al. [1975] et implémenté dans le système SMART. En se basant sur une approche
algébrique, le modèle de base représente les documents et les requêtes sous forme de
vecteur dans l’espace vectoriel des termes d’indexations (

−→
t1 ,
−→
t2 , . . . ). Pour n termes
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d’indexations, et sous l’hypothèse qu’ils sont indépendants, chaque document d de

la collection est représenté par son vecteur de poids
−→
d = [w1, w2, . . . , wi, . . . , wn], où

wi correspond au poids du terme ti dans le document d. D’une manière similaire,
une requête q est représentée par le vecteur −→q = [wq1, w

q
2, . . . , w

q
i , . . . , w

q
n], où wqi

correspond au poids associé au terme ti dans la requête q. Le processus de recherche
consiste alors à associer à chaque document de la collection la similarité (ou le degré
de corrélation) entre son vecteur et le vecteur de la requête. Un document est d’au-
tant plus pertinent à une requête que le vecteur associé est similaire à celui de la
requête. Cette similarité peut être exprimée par l’une des mesures suivantes :

- Le produit scalaire :

Sim(d, q) =
n∑
i=1

(wi · wqi ) (2.9)

- Cosinus :

Sim(d, q) =

n∑
i=1

wi × wqi√
n∑
i=1

(wi)2 ×
√

n∑
i=1

(wqi )
2

(2.10)

- Coefficient de Dice :

Sim(d, q) =

2 ·
n∑
i=1

wi × wqi
n∑
i=1

(wi)2 +
n∑
i=1

(wqi )
2

(2.11)

- La mesure de Jacard :

Sim(d, q) =

n∑
i=1

wi × wqi
n∑
i=1

(wi)2 +
n∑
i=1

(wqi )
2 −

n∑
i=1

wi × wqi
(2.12)

- Mesure de superposition :

Sim(d, q) =

n∑
i=1

wi × wqi

Min(
n∑
i=1

(wi)2,
n∑
i=1

(wqi )
2)

(2.13)
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2.3.2 Modèle d’Indexation Sémantique Latente (LSI)

Dans le modèle vectoriel décrit ci-dessus, un espace vectoriel est défini pour une
collection de documents de telle sorte que chaque dimension de l’espace est un terme
occurant dans la collection, et chaque document est spécifié comme un vecteur avec
une coordonnée pour chaque terme d’indexation de la collection. Ce modèle définit
une approximation efficace des propriétés statistiques de la collection, cependant, il
suppose que les termes sont indépendants, et qu’ils sont orthogonaux dans l’espace
vectoriel. L’ajout d’un nouveau terme à l’espace, par exemple, un terme qui a été
précédemment omis parce qu’il n’était pas considéré comme un bon discriminateur,
n’a aucun effet sur les termes existants définissant l’espace. Et l’ajout d’un nouveau
document à la collection n’ajoute pas seulement de nouveaux termes d’indexation
dans l’espace, mais affecte également les poids des termes existants car cela affecte
leurs IDF. Par conséquence, il s’agit, uniquement, d’une relation terme-document
(elle n’est pas une relation terme-terme) et elle ne permet pas de considérer des
relations entre termes. Or, dans la pratique des termes peuvent être des synonymes
et font référence aux mêmes concepts. Ainsi, une nouveau modèle vectoriel, appelé
l’Indexation Sémantique Latente (LSI), à été proposé dans [Deerwester et al., 1990]
pour prendre en considération les relations statistiques entre les termes d’indexation.
LSI est une technique qui projette les requêtes et les documents dans un espace réduit
(k-dimensions ou k-facteurs) pour construire des index conceptuels portant sur la
sémantique des mots dans les documents. Ce modèle se base sur la décomposition
en valeurs singulières (SVD) de la matrice termes-documents initiale. À partir de
la matrice Documents − Termes (noté V ) décrivant la relation initiale entre les
documents de la collection et les termes d’indexation dans l’espace vectoriel initial
de n dimensions, LSI produit trois matrices T , S et D tel que le produit T ∗ S ∗D
soit le plus proche possible à la matrice V avec :

D : la matriceDocuments−Concepts dans le k−espace, où les colonnes représen-
tent les concepts, et les lignes correspondent aux vecteurs documents spécifiés
en fonctions des k concepts.

T : la matrice Terme−Concepts, où les colonnes représentent les concepts, et les
lignes représentent les vecteurs des termes initiales en fonction des nouveaux
concepts.

S : Les éléments diagonaux de la matrice S attribuent des poids (appelés �va-
leurs singulières�) aux facteurs k en fonction de leur importance. Cela permet
à l’utilisateur d’avoir un certain contrôle sur la dimension du k−espace.

En conséquence, dans l’espace sémantique latent, une requête et un document peuvent
avoir une forte similitude de cosinus, même s’ils ne partagent aucun terme, tant que
leurs termes sont sémantiquement semblables.
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2.4 Les Modèles Probabilistes

2.4.1 Le Modèle de Base

Plusieurs approches [Maron et Kuhns, 1960; Robertson et al., 1982; Bookstein,
1983; Fuhr, 1989] ont tenté de définir la pondération des termes d’indexation et per-
tinence de façon plus formelle en s’appuyant sur la théorie des probabilités. Étant
donné une requête utilisateur q et un document d, le modèle probabiliste tente d’es-
timer la probabilité que le document d appartienne à la classe des documents perti-
nents (ou non pertinents). Un document est alors sélectionné si la probabilité qu’il
soit pertinent à q, notée P (Pert/d, q), est supérieure à la probabilité qu’il soit non
pertinent à q, notée P (Npert/d, q). Le score d’appariement entre le document d et
la requête q, noté RSV (d, q), est donné [Robertson et Walker, 1994] par :

RSV (d, q) =
P (Pert/d, q)

P (Npert/d, q)

Plus cette proportion est élevée pour un document, plus ce document est pertinent
pour la requête. Cependant, les deux probabilités nécessaires ne sont pas directement
calculables. Pour cela, on utilise les règles de Bayes suivantes :

P (Pert/d, q) =
P (d, q/Pert) ∗ P (Pert)

P (d, q)

P (Npert/d, q) =
P (d, q/Npert) ∗ P (Npert)

P (d, q)

RSV (d, q) =
P (Pert/d, q)

P (Npert/d, q)
=

P (d, q/Pert) ∗ P (Pert)

P (d, q/Npert) ∗ P (Npert)
= C ∗ P (d/Pert, q)

P (d/Npert, q)

Où

- P (Pert) est la probabilité qu’un document est pertinent,

- P (Npert) est la probabilité qu’un document n’est pas pertinent,

- C = P (Pert)
P (Npert)

;

- P (d/Pert, q) (resp. P (d/Npert, q)) est la probabilité d’observer d sachant que
l’on observe la pertinence (resp. non pertinence) en présence de q ;

- P (d, q) est la probabilité conjointe du couple (d, q).

2.4.2 Le modèle de Langue

Le modèle de langue [Ponte et Croft, 1998; Boughanem et al., 2006] considère que
la pertinence d’un document pour une requête est en rapport avec la probabilité que
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la requête puisse être générée par le modèle de langue du document. Ainsi, il considère
qu’un document d incarne un sous-langage, pour lequel il tente de construire un
modèle de langue Md. Le score du document d pour une requête q est déterminé par
la probabilité que son modèle génère la requête. Ce score est donné par :

Score(q, d) = P (q/Md)

Et comme une requête q peut être vue comme une suite de mots t1t2 . . . tn, le score
Score(q, d) est donné par :

Score(q, d) = P (t1t2 . . . tn/Md) =
n∏
i=1

P (ti/Md)

P (ti/Md) peut être estimé en se basant sur l’estimation maximale de vraisemblance
(maximum likelihood estimation), donnée par :

P (ti/Md) =
tf(ti, d)∑
t

tf(t, d)

Où tf(ti/d) est la fréquence du terme ti dans le document d. Il est remarquable que
lorsqu’un terme tj de la requête q n’appartient pas au document d, le score Score(q, d)
est nul, vu que la fréquence tf(tj, d) est nulle. Afin de pallier à cet inconvénient, des
techniques, dites de lissages [Boughanem et al., 2006], ont été proposées pour assigner
des valeurs non null aux probabilités P (tj/Md) même si tj n’appartient pas à Md.

2.5 Les Modèles Logiques

Dans cette section nous mettons particulièrement l’accent sur les approches lo-
giques de RI, étant donné que notre proposition retient le formalisme logique pour
utiliser l’ACF dans la RI.

Dans la littérature, de nombreuses approches ont proposé l’utilisation des logiques
formelles dans la RI. Ces approches sont basées sur la proposition fondatrice de van
Rijsbergen [1986]. L’idée générale de l’auteur est que si un document d et une requête
q sont des formules dans une même logique, la pertinence de d par rapport à q est alors
formalisée par l’implication d→ q. Autrement dit, pour une requête q, le processus
de recherche consiste à retrouver des documents d pour lesquels la formule logique
d → q est vraie ou valide, où “→” n’est pas nécessairement l’implication matérielle
“⊃”. van Rijsbergen [1986] propose également de mesurer le score de similitude
document-requête par l’incertitude de l’implication d→ q (noté U(d→ q)). Dans ce
qui suit, nous présentons une description de l’état de l’art de ces approches.
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2.5.1 Modèles basés sur la Logique Propositionnelle

Losada et Barreiro [2001] utilisent la logique propositionnelle pour construire
un modèle de RI. Chaque terme d’indexation est considéré comme une proposition
atomique, qui peut être vrai ou faux dans un document ou une requête. Les docu-
ments et les requêtes sont des expressions logiques formées en utilisant les termes
d’indexation.

La pertinence est considérée comme une conséquence logique, où d est pertinent
pour q si et seulement si d |= q. Comme le modèle est proposé dans le cadre de la
logique propositionnelle alors d |= q est équivalent à |= d ⊃ q. Dans la sémantique
formelle de la logique propositionnelle, d |= q signifie que tout modèle de d est aussi
un modèle de q, ou en d’autres termes, pour toute interprétation dans laquelle d est
vraie, q est également vrai.

Pour estimer l’incertitude de d |= q (qui correspond à la distance entre d et
q), Losada et Barreiro [2001] utilisent la révision des croyances (Belief Revision),
qui est une technique permettant d’exprimer formellement la notion de proximité
entre expressions logiques. En d’autres termes, le processus de révision de croyances
traite la mise à jour d’une connaissance existante K avec une nouvelle information
s, notée K ◦ s, où, s’il n’y a pas de contradiction entre K et s, la connaissance mise
à jour devient K ◦ s = K ∧ s, sinon le processus traite du changement minimal qui
devrait être fait sur K afin de construire des connaissances mises à jour K ′ qui ne se
contredisent pas avec s. Ainsi, la connaissance mise à jour devient K ◦ s = K ′ ∧ s.

Du fait que les propositions atomiques correspondent aux termes d’indexation, la
distance entre un document d et une requête q correspond au nombre de propositions
atomiques différentes entre les expressions logiques de d et de q. Losada et Barreiro
[2001] utilisent cette distance dans une fonction ad-hoc pour mesurer le score U(d→
q) et prétendent que leur modèle est équivalent au modèle vectoriel.

2.5.2 Modèles basés sur des Systèmes d’Argumentation Pro-
babiliste

Un système d’argumentation est obtenu à partir de la logique propositionnelle
en considérant deux ensembles disjoints ; un ensemble de variables d’intérêt (noté
I) et un ensemble de variables hypothèses (ou suppositions) (noté H). Un système
d’argumentation est un triplet (I,H, ξ), où ξ représente la base de connaissances
du système qui est l’ensemble de formules (formules bien formées) propositionnelles
construites sur l’alphabet I∪H. Lorsqu’on modélise la connaissance dans un système
d’argumentation propositionnelle, les arguments peuvent être déduits de la base de
connaissances en supprimant ou en actualisant certaines hypothèses. Une hypothèse
h est une formule logique bien formée avec des symboles dans I ∪ H. Un littéral
α est un support d’argument pour l’hypothèse h si α ∧ ξ |= h. Ceci dit que h est
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la conséquence logique de α ∧ ξ. Le quasi-support de l’hypothèse h dans la base de
connaissances ξ est donné par la formule :

qs(h, ξ) = ∨αi , αi ∧ ξ |= h

Les systèmes d’argumentation probabiliste augmentent la logique proposition-
nelle par un mécanisme pour capturer l’incertitude en utilisant les probabilités. Soit
(I,H, ξ) un système d’argumentation propositionnelle, et X l’ensemble des probabi-
lités assignées aux hypothèses de H, le quadruplet (I,H, ξ,X) est appelé “système
d’argumentation probabiliste”.

Deux autres fonctions sont utilisées dans les systèmes d’argumentation probabi-
liste, le support d’une hypothèse (notée sp) et le degré du support d’une hypothèse
(notée dsp) qui sont définies par :

sp(h, ξ) = qs(h, ξ) ∧ ¬qs(⊥, ξ)

dsp(h, ξ) =
P (qs(h, ξ)/¬qs(⊥, ξ))

1− P (qs(⊥, ξ))
Picard et Savoy [2000] utilisent les systèmes d’argumentation probabiliste pour

construire un modèle de RI. Ils considèrent que les termes d’indexation, les do-
cuments et les requêtes comme étant des propositions atomiques. Le contenu des
documents et des requêtes est représenté par l’ensembles des règles de la forme :

aij ∧ di → tj

Ceci signifie que le document di est indexé par le terme tj avec le poids (incertitude)
P (aij) = P (tj/di). Les relations sémantiques entre les termes sont représentées par
des règles de type :

bij ∧ ti → tj

Cette règle signifié qu’il y a une relation sémantique entre le terme ti et tj avec
une grandeur (strength) donnée par la probabilité P (bij). L’ensemble de ces règles
forme la base de connaissance su système de recherche d’information (notée K).
Ainsi, Picard et Savoy [2000] considèrent que → est une implication matérielle dans
l’expression d→ q. Ils estiment l’incertitude U(d ⊃ q) de deux façons :

Symbolique : U(d ⊃ q) = sp(q,K ∧ d)

Numérique : U(d ⊃ q) = dsp(q,K ∧ d)

2.5.3 Modèles basés sur la Logique Modale

La logique modale considère deux opérateurs (modalités), nécessité (�) et possi-
bilité (♦) qui peuvent être ajoutés à d’autres formalismes logiques comme les logiques
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propositionnelle et de premier ordre. Cette logique adopte la sémantique des mondes
possibles [Kripke, 1963] (appelé également la sémantique de Kripke). La sémantique
de Kripke est une structure 〈W,R〉, où W est un ensemble non-vide appelé l’ensemble
des mondes possibles (possible worlds), et R une relation binaire (R ⊆ W ×W ) ap-
pelée relation d’accessibilité.

La logique modale a été utilisée par Nie [1989] pour développer un modèle logique
pour la recherche d’information. Les documents sont des mondes, et les requêtes
sont des formules. Un document représenté par un monde d est pertinent pour une
requête représentée par une formule q si q est vraie dans le monde d, ou si q est
vraie dans un monde dn accessible à partir de d. La relation d’accessibilité capture la
transformation des documents. Le fait que le monde d est connecté au monde dn est
interprété comme étant la transformation de d en dn. Par exemple, dn contient des
synonymes des termes d’indexation de d. L’implication d → q est donc équivalente
à trouver un chemin du monde initial possible d à un autre monde possible dn qui
satisfait la requête q. Dans ce modèle, l’incertitude U(d → q) est donnée par la
distance totale (ou le coût) de ce chemin.

La relation d’accessibilité présente diverses propriétés dans le domaine de la re-
cherche d’information. À titre d’exemple, les liens hypertexte peuvent être modélisés
par ces relations. Ainsi, si un document d1 possède un lien hypertexte d’un document
d2 il peut y avoir une relation d’accessibilité entre ces deux documents. D’une manière
formelle, Nie [1989] interprète l’implication d→ q de la RI par la conséquence logique
|=,

1. si d |= q alors d est une réponse possible à q,

2. si d |= ♦q, alors d est une bonne réponse pour q après une possible transfor-
mation de d (réponse moins favorable),

3. si d |= �q alors d est une bonne réponse de q pour toutes les transformations
possibles de d,

4. dans le cas particulier où ∀d, d |= q, alors toute d est une réponse possible
pour q. Et la requête q est considérée comme une requête générale pour la
collection. Duallement, si ∀d, d |= ¬q alors la requête q est trop spécifique
pour la collection.

Un autre modèle de la RI basé sur la logique modale à été proposé dans [Crestani
et Rijsbergen, 1995]. Ce modèle représente chaque terme d’indexation t par un monde
possible, un document d est vrai dans le monde t si t apparâıt dans d. De même pour
les requête, une requête q est vraie dans un monde t si t apparâıt dans q.

2.5.4 Modèles basés sur la Logique Descriptive

Les logiques de description ou logiques descriptives (LD) sont une famille de
langages de représentation de connaissance qui peuvent être utilisés pour représenter
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la connaissance terminologique d’un domaine d’application d’une manière formelle
et structurée. La syntaxe du langage d’une LD se caractérise par un ensemble de
symboles et des règles de constructions permettant d’obtenir des formules à partir de
ces symboles et de constructeurs spécifiques au langage. Les LD utilisent les notions
de concept, de rôle et d’individu (appelé aussi blocs de construction)

— Un individu correspond à un élément d’un univers donné ;
— Un concept correspond à une classe d’éléments et est interprété comme un

ensemble dans un univers donné. Les concepts peuvent être atomiques (cor-
respondant à un symbole de type concept), ou complexes obtenus en utilisant
les constructeurs de concepts ;

— Un rôle d’une LD correspond à un lien entre deux éléments et est interprété
comme une relation binaire sur un univers donné. Les rôles peuvent être ato-
miques, ou complexes obtenus en utilisant les constructeurs de rôles.

Les concepts sont reliés entre eux par l’intersection (∩) ou l’union (∪). Les quantifi-
cateurs universel (∀) et existentiel (∃) permettent de relier les rôles avec les concepts.
Deux types de raisonnement sont aussi définis dans les LD ; la subsomption (v) entre
les concepts ou les rôles, l’assertion ( :) qui permet de relier les concepts et les rôles
aux individus. LD divise la connaissance en deux parties :

1. Les informations terminologiques (T-boxe) : un ensemble de formules relatives
à la représentation et la manipulation des concepts et des rôles. Ces formules
sont génériques (ou globales), vraies dans tous les modèles et pour tous les
individus.

2. Les informations assertionnelles (A-boxe) : un ensemble de formules relatives à
la description et la manipulation des individus, vraies pour certains individus.

Meghini et al. [1993] utilisent une LD spéciale, appelé MIRTL (Terminological
Logic for Modelling Information Retrieval), pour formaliser l’implication d → q et
construire un modèle de recherche d’information. Un document d est représenté en
tant qu’individu qui est une instance d’un concept D. De même, une requête q est
représentée en tant que concept. La pertinence d’un document d par rapport à une
requête q est donnée par :

- Soit, l’individu d est une instance du concept q, désigné par d : q.

- Ou, le concept D, qui ne contient que le document d, est subsumé par le concept
q, désigné par D v q.

Les deux décisions d : q et D v q sont des décisions binaires, c’est-à-dire que la base
de connaissances les satisfait ou non (Ceci dit, ce modèle ne traite pas l’incertitude).
Une extension de MIRTL, appelée P −MIRTL, à été proposé dans [Sebastiani,
1994], en ajoutant deux types de probabilités, à savoir le degré de croyance/confiance
des assertions et les statistiques des concepts et des rôles. Ainsi, P−MIRTL permet
d’évaluer par le biais de ces probabilités l’incertitude de l’implication d→ q.
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2.5.5 Modèles basés sur des Graphes Conceptuels

Un graphe conceptuel (GC) est un graphe bipartie avec de sortes deux nœuds :
concept et relation. Un concept est représenté par un couple [type, référent ]. Les
nœuds sont liés par des arcs orientés, et un arc lie toujours un concept à une re-
lation (un nœud concept peut ne pas être rattaché à une relation). Initialement,
les graphes conceptuels ont été proposé par Sowa [1984] comme un formalisme
de représentation de connaissances. Il existe une spécification (sous-type) et une
hiérarchie de généralisation (super-type) entre les types de concepts, où un type de
concept C1 est un sous-type de concept C2 si et seulement si chaque instance de C1

est également une instance de C2, notée C1 ≤ C2. Dans la théorie initiale des GCs,
Sowa [1984] présente quatre opérateurs, appelés règles de formation canonique :

1. La copie d’un graphe : elle permet de dupliquer un graphe afin de l’utiliser
sans modifier l’original,

2. La simplification : efface une composante d’un graphe, si une relation est
dupliquée, alors on peut supprimer l’un des duplicata et tous ses arcs,

3. La restriction : permet de remplacer le type d’un concept du graphe par un de
ses sous-types, tant que le référent du concept reste conforme à ce sous-type,

4. La jointure réunit deux graphes à partir d’un concept dans chaque graphe,
si ces deux concepts ont les mêmes référents et le même type, alors on copie
l’un d’eux dans un nouveau graphe auquel on lie les relations liées aux deux
concepts des graphes originaux.

Une autre opération (non-canonique), dite projection, qui peut être obtenue en com-
binant les opérations précédentes a été définie dans [Sowa, 1984]. La projection re-
cherche dans un graphe une spécialisation d’un autre graphe. Cet opérateur permet
de retrouver des définitions au sein d’un graphe et sera donc particulièrement utile
dans l’application des définitions, ou pour la recherche d’un schéma dans une base de
graphes. La projection du graphe G (notée π(G)) sur le graphe G′ est un sous-graphe
de G′, avec π(G) ≤ G′.

Chevallet et Chiaramella [1995] ont montré que le formalisme GC est équivalant
à la logique de premier ordre, où chaque GC G est transformé à une formule lo-
gique Φ(G), et la relation d’order partielle entre les GCs correspond à la validité de
l’implication matérielle [Chevallet et Chiaramella, 1995] suivant :

G1 ≤ G2 ⇒|= [Φ(G1) ⊃ Φ(G2)]

En utilisant les graphes conceptuels Chevallet et Chiaramella [1995] ont proposé un
modèle de recherche d’information. Dans ce modèle, chaque document est un GC,
et d’une manière équivalente, une formule logique du premier ordre, une requête q
est aussi un GC. Un document d est pertinent pour une requête q s’il existe une
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projection π(q) de q sur d. Autrement dit, si d contient un sous-graphe π(q) qui est
une spécialisation de q.

À partir de la définition de l’opération de projection, la décision d→ q équivaut
à |= (Φ(d) ⊃ Φ(q)). L’incertitude de cette implication est estimé en utilisant la
sémantique de Kripke (§2.5.3), où un document est un monde possible et la relation
accessible est l’une des opérations sur les GCs.

2.5.6 Modèles basés sur la Théorie des Situations

La théorie de la situation (TS) a été formalisée dans les années 80 par Barwise et
Perry [1983] comme étant une théorie mathématique fournissant un cadre formel de
modélisation et de représentation d’information. L’idée de base de TS est d’étudier
ce qui rend l’information valide au lieu d’étudier si une information est vraie ou
fausse. Le concept de base de cette théorie est l’Infon. Un Infon est une structure
〈〈R, o1, o2, . . . , on; v〉〉, où R est la relation qui relie les objets o1, o2, . . . , on si v = 1.
Une situation est une description partielle du monde définie comme un ensemble
d’Infons. Une situation s supporte un infon i, noté s |= i, si i est rendu vrai par s,
ou équivalent, si i peut être déduit de l’ensemble des infons de s.

TS généralise un ensemble de situations ayant des caractéristiques communes
dans un type de situation. La notation s : A signifie que la situation s est du type A.
Une contrainte est une relation entre deux types de situation A et A′, notée A⇒ A′.
Une contrainte comme A⇒ A′ signifie que l’apparition d’une situation s : A implique
l’existence d’une situation s′ : A′. L’incertitude est représentée comme une contrainte
conditionnelle, notée A⇒ A′|B, ce qui signifie que la contrainte A⇒ A′ est satisfaite
sous certaines conditions B, où B est un type de situation.

Lalmas et van Rijsbergen [1993] ont construit un modèle de recherche d’infor-
mation basé sur la théorie des situations. Ils considèrent que chaque document est
une situation et une requête comme étant un Infon ou un ensemble d’Infons. Le
document d est pertinent pour la requête q si est seulement si d supporte q (d |= q).
L’incertitude de cette décision est donnée par :

U(d |= q) =

{
1 si d |= q
Max{D′|(D⇒D′|B),∃d′:D′,d′|=q}δ(D,D

′) sinon

Où D est le type de d, D′ est un autre type relatif à D sous certain condition B et
δ(D,D′) est défini par :

δ(D,D′) =


1 si D ⇒ D′

0 < α < 1 si D ⇒ D′|B
0 sinon
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2.5.7 Modèles basés sur Datalog Probabiliste

Datalog probabiliste (pDatalog) [Fuhr, 2000] est une extension de Datalog 1, basé
sur les clauses de Horn sans symbole de fonction en argument des prédicats. Dans
pDatalog, les faits et les règles sont préfixés par un poids de probabilité α, avec
0 < α ≤ 1.

pDatalog a été utilisé dans la recherche d’information [Fuhr, 1995] [Lalmas et
Bruza, 1998], où un document d est un ensemble de faits probabilists de la forme
α term(d, t), qui signifie que le document d est indexé par le terme t et α correspond
à la probabilité que le prédicat term(d, t) soit vrai. Fuhr interprète d’une manière
équivalente α comme étant la probabilité que le document d se rapporte au terme t (d
is about t. Il étend, en plus, la définition précédente de d, où les termes d’indexation
de d peuvent être déduits en utilisant le prédicat about et les règles d’inférence
suivantes :

about(d, t) : −term(d, t)

about(d, t) : −link(d, d′) ∧ about(d′, t)

où le prédicat link(d, d′) fait référence à ce que d et d′ sont explicitement ou implici-
tement liés. Le processus de recherche (ou la décision d→ q) est défini comme étant
une règle d’inférence. Cependant, le modèle définit deux formes de règles d’inférence
en relation avec les connecteurs logiques entre les requêtes :

- Conjonction : q = t ∧ t′ :

q(d) : −about(d, t) ∧ about(d, t′)
- Disjonction : q = t ∨ t′ :

q(d) : −term(d, t)

q(d) : −term(d, t′)

où d est une variable, t et t′ sont des constantes.

2.5.8 Les Méta-Modèles

L’objectif de l’élaboration d’un méta-modèle pour la recherche d’information est
d’étudier formellement, dans un cadre unifié, les propriétés et les caractéristiques
des systèmes de recherche d’information. L’avantage est qu’il sera alors possible de
comparer les systèmes de recherche d’information.

L’origine de l’utilisation des preuves logiques pour conduire formellement le pro-
cessus de recherche en RI remonte aux travaux de Nie [1989], où il a été montré
que le modèle logique basé la logique modale est une forme générale des autres
modèles. L’idée a ensuite, été approfondie dans [Bruza, 1994][Huibers, 1996], où les

1. Datalog est un langage de requête et de règles pour les bases de données déductives basé sur
la logique des prédicats.
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auteurs ont proposé un cadre formel dans lequel les différents modèles peuvent être
théoriquement exprimés, étudiés et comparés. Ce cadre formel définit la relation “à
propos”, notée | ∼ (aboutness relationship). Étant donnés deux objets a et b, a| ∼ b
signifie que l’objet a est à propos de l’objet b. Plusieurs axiomes sont alors définis
par les auteurs pour caractériser les modèles de RI. À titre d’exemple, nous citons
ci-dessous quelques un de ces axiomes :

i) Réflexibilité : a| ∼ a ;

ii) Symétrie : si a| ∼ b alors b| ∼ a ;

iii) Transitivité : si ( a| ∼ b et b| ∼ c) alors a| ∼ c ;

La plupart des modèles de recherche d’information semblent satisfaire la réflexivité,
car si les objets sont des documents, alors si un document est soumis en tant que
requête, ce document doit être retrouvé. Le modèle d’espace vectoriel satisfait la
symétrie. Pour être formellement étudié, un modèle de recherche d’information doit
être exprimé dans le cadre ci-dessus. Les objets et la relation de base doivent être ins-
tanciés. Pour le modèle Booléen, les objets sont des formules et | ∼ est l’implication
matérielle. Le modèle résultant est basé sur la logique classique avec l’hypothèse du
monde clos [Reiter, 1987]. Il est facile de prouver que ce modèle satisfait la réflexivité
mais pas la symétrie.

Notons que dans Bruza [1994] les auteurs considèrent un système d’axiomes qui
ne doit pas être interprété dans un sens logique strict, mais plutôt d’une manière
plus intuitive .

2.6 Les Approches de RI basées sur l’ACF

Il y’a lieu de remarquer que la recherche d’information est l’une des applications
naturelle de l’ACF. Ceci résulte de l’évidente analogie entre la relation Objets ×
Attributs (notion étroitement à l’ACF) et la matrice d’incidence Documents ×
Termes (notion étroitement liée à la RI). Godin et al. [1986] ont précocement mis
en évidence l’intérêt de l’utilisation de l’ACF pour la RI. L’intension d’un concept
formel est alors considéré comme une requête, et son extension est considérée comme
un ensemble de documents pertinents potentiels. Par la suite, les premiers travaux
[Carpineto et Romano, 1993; Godin et al., 1993] ont étudié la possibilité d’utiliser les
treillis de concepts comme base au développement de système de recherche d’informa-
tion. L’idée est de représenter le corpus de (une collection) documents sous la forme
de contexte formel. Où les documents sont les objets, les termes d’indexation sont les
attributs du contexte formel, la relation Objets×Attributs correspond à la matrice
d’incidence Documents×Terms. Chaque élément du treillis de concepts formels as-
socié à ce contexte formel est vu comme un couple formé par une requête conjonctive
Booléenne, dont les mots clés sont l’ensemble des termes contenus dans l’intension
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du concept formel, et l’ensemble de documents pertinents pour cette requête sont
les documents contenus dans l’extension du concept formel. Pour un concept formel
donné tout document appartenant à son extension est considéré pertinent pour la
requête conjonctive Booléenne formée par l’ensemble des termes de l’intension de
ce concept formel. Et d’une manière duale, un document n’appartenant pas à l’ex-
tension de ce concept formel est considéré non pertinent pour la requête Booléenne
associée.

L’évaluation d’une requête conjonctive donnée, dans la plupart des approches
de RI qui s’appuient sur l’ACF, revient à rechercher dans le treillis, le concept
formel dont l’intension contient tous les termes de cette requête. Les relations de
spécialisation et de généralisation (sub-concept/super-concept) entre les concepts
formels sont interprétées comme des changements mineurs sur les requêtes et per-
mettent d’effectuer des recherches progressives dans le treillis. Ceci suppose que
la requête existe déjà dans le treillis. L’insertion d’une requête dans ce treillis est
réalisée par l’un des algorithmes de construction incrémentale de treillis de concepts.
Ce mode de recherche est appelé “recherche par interrogation”. Un deuxième mode,
appelé “recherche par navigation”, est utilisé dans certaines approches en exploitant
la structure hiérarchique des treillis de concepts.

Le mode de recherche par interrogation utilise les algorithmes de construction
incrémentale des treillis de concepts. La définition de requête consiste à spécifier di-
rectement les termes d’indexation qui décrivent les documents recherchés. Le concept
formel (souvent virtuel) décrivant la requête est ensuite inséré dans le treillis. La
recherche des documents pertinents revient à localiser le concept le plus général in-
cluant les termes spécifiés dans la requête. Le mode de recherche par navigation ex-
ploite la structure hiérarchique des treillis. Il consiste à explorer les concepts formels
en visualisant le diagramme de Hasse du treillis de concepts. Plusieurs approches se
basent sur ces deux modes de recherche simultanément, la recherche se ramène ainsi
i) à effectuer une combinaison libre de requête, résultant en un positionnement sur le
concept le plus général incluant les termes de la requête, ii) et à explorer (naviguer)
en suivant les liens entre les concepts du treillis.

Nous présentons dans le reste de cette section l’état de l’art des approches de
RI basées sur l’ACF, cataloguées selon leurs domaines d’application. Notons que cet
état de l’art est inespéré principalement des travaux de Codocedo et Napoli [2015]
et de Poelmans et al. [2012].

2.6.1 Amélioration des Résultats de Requêtes

L’une des applications les plus naturelles de l’ACF et des treillis de concepts
sous-jacents est le raffinement de requêtes et l’amélioration du résultat de recherche.
Dans ce cadre, plusieurs travaux ont été menés comme les travaux de [Messai et al.,
2006a] et [Martinovic et Gajdos, 2005]. Les auteurs de ces travaux proposent des
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techniques de raffinement et d’expansion de requêtes en s’appuyant sur les ontolo-
gies de domaines, ce qui permet l’amélioration du rappel par généralisation ou par
spécialisation, tout en se basant sur la structure du treillis de concepts.

Le scénario typique de l’amélioration de résultats d’une requête [Godin et al.,
1989, 1993] commence par la visualisation de la partie du treillis de concepts centrée
sur la requête utilisateur, le treillis de concept associé à une collection de documents
est considéré alors comme un espace de recherche qui peut être exploré par l’utilisa-
teur. Ce dernier peut alors consulter les documents de chacun des noeuds (concepts
formels) de la partie du treillis visualisée. Il peut, également, se déplacer à d’autre
parties du treillis en formulant d’autres requêtes.

Cette technique a ensuite été dotée, dans [Carpineto et Romano, 1996], de la
possibilité pour l’utilisateur de limiter et/ou de modifier dynamiquement le treillis
de recherche en incluant de nouveaux termes d’indexation ou en excluant d’autres.

Dans le cadre de la recherche sur les résumés médicaux, Stojanovic [2005] a
présenté une approche de navigation spatiale basée sur l’ACF pour le raffinement
des requêtes. L’approche fournit à un utilisateur les requêtes qui sont “proches” de
la requête initiale.

2.6.2 Web et Courrier Électronique

Le potentiel de visualisation et de compréhension des treillis de concepts formels
ont été exploités par plusieurs auteurs pour le développement d’applications pour le
Web et la messagerie électronique. L’idée principale est de créer un contexte formel
à partir des résultats fournis par les moteurs de recherche sur le web, ou les messages
électroniques d’un compte de messagerie, de construire le treillis correspondant à
ce contexte, puis de proposer à l’utilisateur un classement (une classification) des
résultats suivant le treillis de concepts formels relatif à ce contexte.

Généralement, pour une requête utilisateur, un moteur de recherche retourne
une liste d’URLs, de titres et de descriptions pour chacun des documents jugés
pertinents. Des applications 2, telles que CREDO [Carpineto et al., 2004], FooCA
[Koester, 2006], SearchSleuth [Ducrou et Eklund, 2007] et CRECHAINDO [Nauer et
Toussaint, 2009], ont été développées pour l’analyse et l’exploration de ces résultats.
Ces applications construisent un contexte formel pour chaque requête utilisateur, les
documents sont des objets, les mots clés des titres et des résumés correspondent aux
attributs. Elles offrent à l’utilisateur une vue globale des résultats de sa requête et lui
permettent de naviguer à travers les concepts formels. Kim et Compton [2004] ont
présenté le système “KAnavigator” pour les petites communautés web des domaines
spécialisés. Ce système offre la possibilité aux utilisateurs d’annoter les documents
qu’ils jugent pertinents. Messai et al. [2005] ont utilisé les treillis de concepts pour la

2. Ces applications seront présentées dans la Section 2.6.7.
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découverte et l’interrogation de ressources génomiques sur le web. Nauer et Toussaint
[2009] proposent, également, une navigation interactive où l’utilisateur peut raffiner
sa requête en sélectionnant les documents qu’il juge pertinents ou non. De cette
manière, le treillis est dynamiquement modifié et reconstruit. Cigarrán et al. [2005]
utilisent la sélection automatique des phrases nominales en tant que descripteurs 3 de
documents pour construire un treillis de concepts formels optimisé. L’optimisation
de descripteurs de documents permet de produire des treillis de concepts plus petits,
plus clairs qui offrent une navigation facile. Recio-Garćıa et al. [2006] utilisent l’ACF
et les ontologies de domaine pour associer des annotations sémantiques aux pages
Web. Les techniques d’appariement et de raisonnement à partir de cas (relatif à
l’intelligence artificielle) peuvent être appliquées pour retrouver ces pages annotées en
tant que cas. Liu et al. [2007] utilisent l’ACF pour optimiser un moteur de recherche
d’informations (News) personnalisé afin d’aider les utilisateurs à obtenir rapidement
le contenu d’informations dont ils ont besoin. Les applications Conceptual Email
Manager [Cole et al., 2003] et Mail-Sleuth [Eklund et Wormuth, 2005] permettent
aux utilisateurs de naviguer à travers leurs messages électroniques en construisant
un treillis de concepts à partir de contextes formels, où les messages représentent
les objets et les descripteurs des messages (en plus des mots clés du contenu des
messages) représentent les attributs.

2.6.3 Logiciel, Image et Base de Connaissances

Peng et al. [2005] présentent une méthode pour générer un treillis de concepts
représentant des relations conceptuelles entre les services Web et retrouver avec
précision les services Web à partir de ce treillis. Bruno et al. [2005] proposent une
approche combinant l’ACF et Support Vector Machines pour identifier automatique-
ment les concepts clés dans la documentation textuelle des services Web, construire
un treillis de concepts basé sur ces annotations de service et classer les services
dans des domaines spécifiques. Poshyvanyk et Marcus [2007] ont combiné l’ACF et
l’Indexation Sémantique Latente (LSI) pour la localisation des concepts (descrip-
teurs ou mots clés) de RI dans le code source d’Eclipse. LSI est utilisé pour associer
les concepts exprimés dans les requêtes aux parties pertinentes du code source. Le
résultat est fourni sous forme d’une liste classée des éléments du code source, orga-
nisée dans un treillis de concepts formels. Muangon et Intakosum [2009] ont combiné
l’ACF avec le raisonnement à partir de cas (CBR) pour choisir des modèles de patron
de conception appropriés pour les problèmes de conception spécifique. Cette approche
résout certains problèmes des méthodes de recherche de patrons de conception en
utilisant la recherche avec des mots clés. Peng et Zhao [2007] proposent une méthode
pour la construction incrémentale d’une ontologie de recherche de composants logi-

3. Un descripteur permet de caractériser les informations contenues dans un document.
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ciel basée sur l’ACF. L’ontologie contient les caractérisations des composants stockés
dans les dépôts de fournisseurs.

Ahamd et Jang [2003] construisent des treillis de concepts à partir de descriptions
associées à des images. Les images pertinentes, une fois localisées sur le treillis, sont
ensuite recherchées dans une bases de données. Le projet ImageSleuth [Ducrou et al.,
2006] utilise l’ACF pour le classification (clustering) et la navigation à travers des
collections d’images annotées. Le diagramme de Hasse associé au treillis de concepts
formels n’est pas directement montré à l’utilisateur.

La vue rendue à l’utilisateur est composée du concept formel relatif à la requête et
une liste de voisins supérieurs et inférieurs. L’extension de ce concept formel contient
des miniatures d’images, et son intention contient des descriptions d’image.

Le système DVDSleuth [Ducrou, 2007] construit un espace d’information dans
le site de vente en ligne Amazon.com et utilise l’ACF pour découvrir des DVDs
similaires et explorer leur voisinage. Amato et Meghini [2008] partent d’une image
initiale fournie par l’utilisateur et utilisent un treillis de concepts pour retrouver des
images similaires. Les attributs dans ce treillis sont des facettes qui correspondent
aux critères de similarités d’image (texture, couleur, forme, . . . ). Les valeurs dans
le contexte formel indiquent pour chaque facette la similarité des images de la base
de données par rapport à l’image fournie par l’utilisateur. Cette approche offre,
également, la possibilité à l’utilisateur de naviguer entre les concepts formels.

Dans le domaine des base de données, Ducrou et al. [2005] ont développé une
application, appelé D-SIFT, qui permet l’exploration des schémas d’une BDD rela-
tionnelle. Tane et al. [2006] ont introduit la théorie de requête multi-contexte. En
utilisant l’ACF, Cette théorie permet de définir un espace virtuel de vues (pertinentes
pour l’utilisateur) de base de connaissance. Hachani et al. [2009] ont proposé une ap-
proche coopérative, basée sur l’ACF et la logique floue, pour traiter les réponses vides
des requêtes conjonctives floues. Pour une requête avec une réponse vide, l’approche
génère les sous-requêtes les plus proches avec des réponses non-vides.

2.6.4 Traitement de Requêtes sur des Données Hétérogènes

Plusieurs travaux ont été entrepris pour définir et traiter des requêtes complexes
et pour intégrer des données provenant de sources hétérogènes. Sampaio de Souza
et Davis [2004] utilisent l’ACF pour traiter les requêtes des utilisateurs sur un en-
semble d’ontologies superposées, qui ont été créées par des groupes indépendants.
Messai et al. [2005] présentent une approche basée sur l’ACF guidée par les connais-
sances de domaine pour la découverte de sources de données biologiques sur le Web.
Les ontologies de domaine sont utilisées pour représenter un ensemble de connais-
sances qui reflètent le contenu et la qualité des sources de données. Les ressources
génomiques sont organisées dans un treillis de concepts en fonction de leurs ca-
ractéristiques communes. Le treillis de concept constitue le support de la découverte
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par navigation ou par interrogation. Nafkha et Jaoua [2005] proposent un système
fondé sur l’ACF pour la recherche d’objets similaires dans des sources d’information
hétérogènes. Polaillon et al. [2007] ont présenté une approche de recherche d’infor-
mation qui utilise l’ACF en conjonction avec la sémantique pour fournir des réponses
contextuelles aux requêtes des utilisateurs. L’utilisateur formule une requête sur un
ensemble de sources de données hétérogènes, cet ensemble est sémantiquement unifié
par la notion de “contexte conceptuel” et fournit ainsi un espace commun de na-
vigation à l’utilisateur. Ceravolo et al. [2007] utilisent l’ACF pour correspondre et
mapper des éléments provenant de sources de données hétérogènes à une ontologie
commune.

2.6.5 Réponses Contextuelles et Classement des Résultats

Le principal avantage de l’ACF pour la RI est la possibilité de fournir des réponses
contextuelles aux requêtes de l’utilisateur [Carpineto et Romano, 2005]. Un nombre
important de travaux en ACF-RI traite de la contextualisation de résultats d’une
requête. D’une manière générale, tous les travaux utilisant les ontologies de domaine
ou la classification de documents [Sampaio de Souza et Davis, 2004; Nafkha et Jaoua,
2005; Tane et al., 2006; Polaillon et al., 2007; Ceravolo et al., 2007] traitent (impli-
citement) la contextualisation de résultats. Cependant, le classement des résultats
de requête reste un objet non (ou presque non) traité dans la littérature. Cela est
dû au fait que ces travaux se basent sur l’analyse de concepts formels classique. Or,
l’ACF classique ne permet pas d’associer des poids et des degrés de pertinence aux
objets et/ou attributs. Néanmoins, quelques travaux utilisent le classement par rap-
port au treillis de concepts (concept lattice-based ranking) [Carpineto et Romano,
1998], c’est à dire, le classement des résultats d’une requête se fait selon la distance
dans le treillis par rapport au concept formel le plus pertinent. L’idée de base de ce
classement est que les documents d’un corpus peuvent être organisés dans un treillis
de concepts selon les termes d’indexation partagés.

La première utilisation de ce principe remonte au travaux de Carpineto et Ro-
mano [1998] dans le système REFINER, où la requête utilisateur et ses résultats sont
représentés par un concept formel virtuel dans le treillis de concepts formels. Une
série d’anneaux concentriques autour de ce concept virtuel, sont ajoutés sur le dia-
gramme de Hasse du treillis. Les anneaux représentent les distances des documents
de la collection par rapport à la requête utilisateur. Messai et al. [2008] classent
en partie l’ensemble des attributs en fonction de leur importance. Cette hiérarchie
représente la connaissance du domaine utilisée pour l’amélioration (raffinement) des
requêtes et la navigation sur le treillis de concepts. Les hiérarchies des attributs sont
utilisées pour définir des requêtes complexes contenant des attributs de différents ni-
veaux d’importance. Afin de faciliter la navigation dans la collection de documents,
Zhang et al. [2008] proposent une méthode, basée sur l’ACF, pour construire une
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hiérarchie à deux niveaux en réponse à une requête. Une fois que tous les concepts
formels sont extraits à l’aide de l’ACF, les concepts les plus pertinents pour la requête
sont alors mises en avant. Ignatov et Kuznetsov [2009] utilisent l’ACF pour détecter
les documents dupliqués (ou presque dupliqués) dans les résulats de la recherche Web
en calculant les cluster de documents similaire. Récemment, Codocedo et al. [2014]
ont présenté un système de classement de documents en utilisant des notions de rai-
sonnement à partir de cas. Cette approche inspirée du classement basé sur les treillis
de concepts utilise le treillis de concepts pour trouver des modifications de requêtes
appropriées à travers des éléments pivots appelés concepts cousins. Les modifications
de requêtes sont évaluées en fonction de la distance sémantique à la requête originale
donnant, ainsi, un classement automatique des documents.

2.6.6 Réinjection de Pertinence

Un facteur important dans l’efficience d’un système de recherche d’information
est d’aider l’utilisateur à réduire ce que nous appelons “l’écart cognitif ”. Cet écart
décrit la distance entre l’espace d’information recherché par l’utilisateur et l’espace
occupé par les capacités à décrire ses besoins en information [Ingwersen, 1996]. Afin
d’optimiser cet écart, Rocchio [1971] a introduit le mécanisme de Réinjection de
Pertinence “Relevence Feedback”, qui peut être vue comme un système de �calibrage
de requête� en utilisant des entrées d’utilisateurs supplémentaires.

Une approche de Réinjection de Pertinence dans la RI basée sur l’ACF a été
proposée par Carpineto et Romano [1998] dans leur système REFINER. Pour une
requête utilisateur, le système génère un “concept virtuel dans le treillis de concepts”.
En utilisant les sub-concepts et les super-concepts du concept virtuel, REFINER
est en mesure de proposer des raffinements et des élargissements minimaux pour
la requête utilisateur. Grootjen et van der Weide [2002] ont proposé une approche
presque similaire appelé “Réinjection de Pertinence Conceptuelle” (conceptual rele-
vance feedback). Plus tard les même auteurs [Grootjen et van der Weide, 2006] ont
réadapté cette approche en une méthode d’expansion de requête, ils ont montré que
le treillis de concepst résultant après une requête à deux termes, contient des raffi-
nements qui fonctionnent aussi bien qu’une formulation plus précise de la requête.

Nauer et Toussaint [2007] ont présenté une technique de réinjection de perti-
nence dynamique, appelé Réinjection de Pertinence Explicite, appliquée sur un mo-
teur de recherche Web standard (tel que Google). La technique consiste à itérer
sur le contexte formel initial par des procédures d’extension et de réduction. Des
extensions du contexte formel sont réalisées à chaque fois que l’utilisateur soumet
une nouvelle requête ou donne une évaluation positive sur les résulats retournés.
Les réductions sont effectuées à chaque fois que l’utilisateur donne une évaluation
négative. Cette technique de réinjection de pertinence explicite est aussi prise en
charge par l’approche développée, pour la recherche d’images, par Martinez et Loi-
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sant [2002]. Ducrou et al. [2006] ont proposé la réinjection de pertinence implicite.
Les auteurs utilisent une procédure appelée “Requête par l’exemple”. Au lieu que
l’utilisateur évalue explicitement la pertinence des documents, la requête est modifiée
par un ensemble de terme d’indexation créé manuellement par l’utilisateur.

2.6.7 Les Systèmes de RI basés sur l’ACF

Nous présentons dans cette section un aperçu de l’ensemble des principales ap-
plications et systèmes de recherche d’information basés sur l’analyse de concepts
formels.

FaIR [Priss, 2000] : Il s’agit d’un système de facettes 4 dans lequel les concepts
formels de documents et de descripteurs sont mappés aux entrées de diction-
naire (thésaurus). FaIR dispose d’un langage de requête superposant l’en-
semble des concepts formels avec les opérateurs logiques et, ou, non.

REFINER [Carpineto et Romano, 1998] : Il combine la recherche d’informa-
tions Booléenne et la navigation basée sur le contenu en utilisant les treillis de
concepts. Lors de la soumission d’une requête, REFINER crée et affiche une
partie du treillis de concepts associée aux documents recherchés, et centrés
autour de cette requête. Le treillis de concepts affiché par REFINER montre
le résultat de la requête avec l’ensemble de changements minimaux possibles
(raffinement/élargissement de la requête initiale).

CREDO [Carpineto et al., 2004] : Il se présente comme une interface superpo-
sant les moteurs de recherche Web (Google ou Yahoo). Il implémente princi-
palement les fonctions d’expansion de requêtes présentées dans REFINER.

JBrainDead [Cigarrán et al., 2004] : Il combine dynamiquement un moteur de
recherche de texte libre avec l’ACF pour organiser les résultats d’une requête.
Ce système n’est pas restreint à des domaines spécifiques et n’utilise pas de
descripteurs attribués manuellement pour des documents ni des dictionnaires
spécifiques au domaine. En exploitant la liste classée des documents retournés
par un moteur de recherche, le système détermine dynamiquement les attri-
buts les plus appropriés pour l’ensemble des documents et génère le treillis de
concepts correspondant.

Mail-Sleuth [Eklund et Wormuth, 2005] : Est un outil commercial de recherche
et de navigation dans les collections de courriers électroniques personnels sous
l’hypothèse que les utilisateurs sont en mesure de gérer un diagramme de
Hasse du treillis de concepts. Les auteurs ont étendu cette idée à différents
domaines d’application : ImageSleuth [Ducrou et al., 2006] pour la navigation

4. La recherche à facettes donne aux utilisateurs les moyens de filtrer une collection de données
en choisissant un ou plusieurs critères (les facettes).
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et la recherche d’images, DVDSleuth [Ducrou, 2007] pour l’exploration de ca-
talogues Web de DVD, SearchSleuth [Ducrou et Eklund, 2007] implémente une
interface qui étend un moteur de recherche Web standard et AnnotationSleuth
[Eklund et Ducrou, 2009] pour l’exploration de collection de musée virtuel.

FooCA [Koester, 2006] : Il utilise les titres, les descriptions et l’URL des do-
cuments retournés par le moteur de recherche pour créer un contexte formel
et le treillis de concepts associé. Ce contexte formel généré pour une requête
peut être exploré et modifié de façon itérative.

BR-Explorer [Messai et al., 2006b] : Initialement BR-Explorer construit un
contexte formel représentant la relation entre les sources de données biolo-
giques et leurs méta-données, ainsi que le treillis de concepts correspondant.
Pour une requête donnée, BR-Explorer génère le concept formel associé à
cette requête et l’insère dans le treillis de concepts construit précédemment.
BR-Explorer fournit, alors, l’ensemble des sources de données pertinentes
classées en fonction de leur pertinence par rapport à la requête considérée.
Une procédure d’affinement de requête basée sur une ontologie (de données
biologiques) est intégrée dans ce système.

Camelis [Ferré, 2007] : Il est basé sur une généralisation logique de l’ACF,
appelée analyse de concepts logiques (Logical Concept Analysis-LCA), où les
attributs sont remplacés par des formules logiques. Il offre aux utilisateurs
une organisation dynamique de photos à partir des métadonnées, et couvre
les aspects suivants : (1) un langage expressif pour décrire des photos et
interroger la collection (Logical Information System Query Language), (2) les
métadonnées (manuelles et automatiques) sont intégrées et (3) une recherche
hybride qui permet l’interrogation (requête) de la collection et la navigation
dans la collection.

CreChainDo [Nauer et Toussaint, 2009] : Est un système implémentant la
réinjection de pertinence explicite, où l’utilisateur peut évaluer positivement
ou négativement les résultats d’une recherche sur le Web. C’est ce qui fait de
CreChainDo un système itératif et interactif pour la recherche sur Internet
en fournissant à l’utilisateur un résultat structuré et synthétique organisé
dans un treillis de concept, ainsi que la possibilité d’évaluer les résultats de
recherche d’une requête. Ces choix d’utilisateurs sont convertis en opérations
sur le treillis de concepts. Le treillis de concepts est mis à jour de manière
dynamique pour une meilleure adaptation aux demandes d’utilisateurs.

2.6.8 Les Approches de RI basées sur l’ACF Floue

Djouadi a proposé dans [Djouadi, 2011, 2012] une approche de traitement des
requêtes pondérées basée sur l’extension floue de l’ACF. L’approche repose sur un
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contexte formel flou (D, T ,R), où D est l’ensemble de documents, T est l’ensemble
de termes d’indexation et R une relation binaire floue dans LD×T qui associe à toute
paire (d, t) ∈ D × T le poids (R(d, t)) du terme t dans le document d.

L’approche utilise la lecture possibiliste de l’ACF (§1.4) pour le traitement des

différentes formes de requêtes. Ainsi, pour un ensemble flou de termes T̃ = {tw1
1 , tw2

2 ,
. . . , twk

k } :

- L’ensemble de documents flous D̃ satisfaisant la requête conjonctive pondérée
Q̂(T̃ ), de la forme tw1

1 ∧ tw2
2 ∧ · · · ∧ t

wk
k , est donné par T̃∆.

- L’ensemble de documents flous D̃ satisfaisant la requête disjonctive pondérée
Q̌(T̃ ), de la forme tw1

1 ∨ tw2
2 ∨ · · · ∨ t

wk
k , est donné par T̃Π.

Pour l’expression de la négation dans les requêtes, Djouadi a démontré que que

l’ensemble D̃ de documents satisfaisant la requête Q̂(T̃ ) (resp. Q̌(T̃ )) est donnée par

T̃
Π
R (resp. T̃

∆
R ), où Π

R et ∆
R font référence respectivement aux opérateurs Π et ∆

appliqués à la relation R complémentaire de R (i.e R(d, t) = 1−R(d, t) ).

Pour une requête Q et sa réponse D̃, l’approche considère le degré d’appartenance
d’un document d à l’ensemble D̃ (i.e D̃(d)) comme étant le score de satisfaction de
ce document à la requête Q. Par conséquence, les documents satisfaisants la requête
Q peuvent être classés par ordre décroissant de leurs scores.

Maio et al. [2012] ont proposé une approche de recherche hiérarchique sur les
ressources web. Les auteurs se basent sur l’extension floue à seuil de l’ACF pour
construire un treillis de concepts formels classique, puis ils remplacent les intensions
de ces concepts par des sous-ensembles flous. Un concept formel classique 〈D,T 〉 est

remplacé dans le treillis par le concept 〈D̃, T 〉 tel que :

D̃(d) =

{
mint∈TI(d, t) si d ∈ D
0 sinon

La même approche a été utilisée par la suite dans [Maio et al., 2015] pour le traite-
ment de requêtes conjonctives en ligne sur des microblogues. Il est remarquable que
cette approche se limite aux requêtes conjonctives non pondérées, et la discrétisation
par seuil du contexte formel flou engendre une perte d’informations.

Dans une démarche similaire, une approche de RI basée sur l’ACF floue a été
proposée dans [Aswani Kumar et al., 2015]. Elle génère des concepts formels flous

〈D, T̃ 〉, où D est un ensemble ordinaire de documents, et T̃ est un ensemble flou de
termes. Cela permet de traiter des requêtes conjonctives pondérées, cependant elle
ne permet pas le classement des résultats de recherche.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné une description exhaustive de l’état de l’art
de la recherche d’information. Nous avons d’abord présenté les approches classiques
(ensemblistes, algébriques et probabilistes) suivant la taxonomie de Baeza-Yates et
Ribeiro-Neto [1999]. Ensuite, nous avons détaillé les approches logiques de la RI ainsi
que les approches de RI basées sur l’ACF.

De nombreux travaux ont porté sur l’utilisation de la logique pour modéliser
le processus de recherche d’information. L’objectif principal, de ces travaux, est de
créer des modèles expressifs et uniformes capables d’améliorer l’efficacité de la re-
cherche. La diversité de ces approches reflète l’importance des formalismes logiques
dans la modélisation de la RI. Néanmoins, aucun consensus n’a été atteint quant
à savoir quelle est la meilleure technique [Lalmas et Bruza, 1998]. Toutefois, nous
avons remarqué que :

— À l’exception du méta-modèle de Bruza [1994], ces approches sont des modèles
(sémantiques ou interprétation) des logiques considérées.

— Le méta-modèle de Bruza [1994] définit des axiomes intuitifs (i.e. ne sont pas
formels).

— L’incertitude U(d → q) n’est pas intrinsèquement évaluée dans le processus
d’inférence, mais elle est plutôt calculée en utilisant des fonctions ad-hoc et
externes à ces logiques.

Il existe donc une demande pour le développement d’un nouveau formalisme capable
de modéliser les systèmes de RI de manière plus générique. Pour cela, nous proposons
dans le Chapitre. 3 une théorie axiomatique, et nous démontrons qu’elle est satisfaite
par trois modèles classiques de la RI, à savoir le modèle Booléen, le modèle flou
standard et le modèle vectoriel.

L’ACF est centrée sur la notion de concept formel, qui est un regroupement
d’objets et de leurs attributs communs. Cette notion est à la base de l’utilisation
de l’ACF dans le domaine de la recherche d’information, où on essaye de regrouper
des documents et leurs descripteurs ou leurs termes d’indexation. Le potentiel de
l’ACF dans l’organisation en treillis de concepts formels a également trouvé usage
dans la recherche d’information, où les treillis sont exploités pour le raffinement ou
l’expansion de requêtes. Il est remarquable que la plupart des approches de RI basées
sur l’ACF supposent que :

— La relation Documents× Termes est Booléenne ;
— Les requêtes sont aussi Booléennes et elles ne permettent pas de considérer

des requêtes pondérées ;
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— Les requêtes sont limitées à la forme conjonctive, à l’exception du système
FaIR [Priss, 2000], qui superpose le treillis de concepts formels par un langage
de requête.

— Les résultats d’une recherche ne sont pas ordonnés vu qu’aucun score n’est
associé aux documents pertinents.

Sur la base de l’ensemble de ces remarques,

1. Nous proposons dans le Chapiter 4, un enrichissement du modèle Booléen en
s’appuyant, d’un coté, sur la théorie axiomatique (présenté dans le Chapitre
suivant) et, de l’autre coté, sur une lecture possibiliste de l’ACF,

2. Nous proposons dans le Chapiter 5, certaines extensions floues de l’ACF pour
la RI, qui permettront i) de considérer des relations Documents × Termes
floues, ii) de classer les résultats de recherche et iii) de traiter des requêtes
pondérées. En s’appuyant sur une lecture possibiliste de l’ACF floue nous
prendrons en considération les formes disjonctives et négatives des requêtes.
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3.1 Introduction

Dans de nombreuses branches des mathématiques et de l’informatique, on forma-
lise des déclarations sur plusieurs types d’objets. Ainsi, les langages logiques et les
structures utilisées pour les interpréter sont conçus comme étant multi-sortes ; c’est-à-
dire que l’ensemble des variables du langage s’étend sur plus d’un univers de domaine
d’objets. La notion de multi-sorte 1 (many-sorted) a été introduite par Wang [1952]
pour étudier des systèmes axiomatiques implicants des objets de différents types ou
catégories.

Il existe de nombreux exemples où la sémantique des formules sont des structures
multi-sortes ; En géométrie, pour prendre un exemple simple et ancien, on utilise des
univers de points, de lignes, d’angles, de triangles, etc. Dans la théorie du type simple
on utilise un univers pour les individus, plus des univers d’ensembles d’individus, des
ensembles d’ensembles d’individus, etc. Dans la logique de second ordre, nos besoins
sont : un univers pour les individus, un univers pour une relation unaire sur les indi-
vidus, un univers pour les relations binaires sur les individus, etc. En raisonnement
sur les calculs (Reasoning about Computation), on utilise un univers d’états, où un
état peut être un ensemble de registres de mémoire utilisés par l’ordinateur, et un
autre univers pour le temps. On peut ajouter des univers pour des constructions
syntaxiques telles que des programmes et leurs spécifications.

En se basant sur cette notion de “multi-sortes”, nous proposons dans ce chapitre,
une théorie axiomatique pour la RI. Ce choix est motivé par les différents types
d’objets considérés (manipulés et utilisés) dans les système de RI, à savoir les docu-
ments, les termes d’indexation et les requêtes. L’objectif principal de la théorie est
de définir des règles syntaxiques correspondant aux axiomes conduisant le processus
de RI comme preuve de théorèmes. Contrairement aux approches logiques existantes
de la RI, notre théorie (contribution) définit un système d’axiomes formels et per-
met, dans certaines interprétations, de déduire explicitement les scores de pertinence
document-requête.

Le reste du chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous présentons
le vocabulaire, les axiomes et le système d’inférence de la théorie. Nous démontrons,
respectivement dans les sections 3.3, 3.4 et 3.5, que le modèle Booléen de Salton
[1968], le modèle flou standard de Bookstein [1980] et le modèle vectoriel [Salton
et al., 1975] satisfont notre théorie, prouvant ainsi sa cohérence.

1. Sorte (Larousse) : Caractéristique commune qui définit, à l’intérieur d’un ensemble d’êtres ou
de choses de même nature, un groupe, un genre, un type identique.
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3.2 Théorie Multi-Sorte

La théorie axiomatique multi-sorte (dénoté par T) que nous proposons dans ce
chapitre est définie sur un univers de discours multi-sorte D = {X ,Y ,Z} où X ,Y et
Z sont des ensembles quelconques avec X ⊆ Z. Le choix d’une logique multi-sorte
est motivé par le fait que la recherche d’information traite des objets de différents
types, à savoir, des documents, des termes d’indexation et des requêtes. Il y’a lieu
aussi de constater que même ces objets peuvent avoir différentes représentations.
Par exemple un document est représenté différemment d’un modèle à un autre (un
ensemble de termes dans le modèle Booléen, un vecteur dans le modèle vectoriel).
Dans la suite de cette section, nous présentons le vocabulaire et les axiomes de T et
nous montrons son mécanisme d’inférence.

3.2.1 Vocabulaire

Le langage de la théorie T est l’ensemble de formules bien formées construites sur
la base de l’alphabet illustré dans le Tableau 3.1

Tableau 3.1 – Alphabet de la Théorie T

Constantes y⊥ ∈ Y , z⊥ ∈ Z

Variables x, y, y1, y2, z, z1, z2

Connecteurs ∧, ⇒

Fonctions ⊕,⊗ : Y × Y → Y
u,t : Z × Z → Z
	 : Y → Y
∼: Z → Z
f : X → Y

Prédicats S(., .)

Les formules de T, sont inductivement construites suivant les règles ci-dessous.
Pour la commodité de lecture, nous utilisons la notation v : S, qui signifie que la
variable v est de sorte S (i.e. v ∈ S).

- Chaque variable est un terme,

- Si t est un terme alors f(t) est un terme,

- Si t1, t2 sont des termes alors 	t1, t1 ⊗ t2, t1 ⊕ t2 sont des termes,

- Si t1, t2 sont des termes alors ∼ t1, t1 u t2, t1 t t2 sont des termes,

- Si t1, t2 sont des termes alors S(t1, t2) est une formule atomique,
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- Chaque formule atomique est une formule bien formée,

- Si A et B sont des formules bien formées alors A ∧ B et A ⇒ B sont des
formules bien formées,

- Si v est une variable, S est une sorte et A une formule bien formée, alors
∀v : S, A est une formule bien formée.

3.2.2 Axiomes

La théorie T est composée des cinq axiomes suivants :

(A1) S(y⊥, z⊥)

(A2) ∀x : X S (f(x), x))

(A3) ∀y1, y2 : Y ,∀z1, z2 : Z (S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)⇒ S ((y1 ⊗ y2), (z1 u z2)))

(A4) ∀y1, y2 : Y ,∀z1, z2 : Z (S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)⇒ S ((y1 ⊕ y2), (z1 t z2)))

(A5) ∀y : Y ,∀z : Z (S (y, z)⇒ S (	y,∼ z))

La théorie est complétée par la règle d’inférence du Modus Ponens (MP) et la règle
d’introduction de la conjonction (IC), données respectivement par :

(MP)
A A⇒ B

B

(IC)
A B

A ∧B

3.2.3 Inférence

La théorie proposée T permet d’inférer de nouveaux théorèmes. En règle générale,
la démonstration d’un théorème φ peut être considérée comme le résultat d’une
séquence finie de formules ψ1, ψ2, . . . , ψn où ψn = φ et chaque formule ψi est soit un
axiome, soit elle est déduite des formules précédentes en utilisant la règle d’intro-
duction de la conjonction ou la règle d’inférence du Modus Ponens. En conséquence,
et comme les règles IC et MP conservent la validité des formules inférées, si tous
les axiomes sont vrais dans une interprétation alors un simple raisonnement par
déduction sur la séquence montre que ψn est vraie dans cette interprétation.

La proposition suivante donne des théorèmes particuliers de T qui seront utilisés
dans le reste du document.

Proposition 3.2.1. Les formules φ1, φ2, φ3 et φ4 sont des théorèmes de T :
(φ1) ∀x1, x2, . . . , xr : X ,S(f(x1)⊗ f(x2)⊗ · · · ⊗ f(xr), x1 u x2 u · · · u xr)
(φ2) ∀x1, x2, . . . , xr : X ,S(f(x1)⊕ f(x2)⊕ · · · ⊕ f(xr), x1 t x2 t · · · t xr)
(φ3) ∀x1, x2, . . . , xr : X ,S(	(f(x1)⊗ f(x2)⊗ · · · ⊗ f(xr)),∼ (x1 u x2 u · · · u xr))
(φ4) ∀x1, x2, . . . , xr : X ,S(	(f(x1)⊕ f(x2)⊕ · · · ⊕ f(xr)),∼ (x1 t x2 t · · · t xr))
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Preuve.
(φ1)

S(f(x1), x1) (A2)

S(f(x2), x2) (A2)
(IC)

S(f(x1), x1) ∧ S(f(x2), x2)

S(f(x1), x1) ∧ S(f(x2), x2)⇒ S(f(x1)⊗ f(x2), x1 u x2) (A3)
(MP)

S(f(x1)⊗ f(x2), x1 u x2)

S(f(x3), x3) (A2)
(IC)

S(f(x1)⊗ f(x2), x1 u x2) ∧ S(f(x3), x3)

S(f(x1)⊗ f(x2), x1 u x2) ∧ S(f(x3), x3)⇒
S(f(x1)⊗ f(x2)⊗ f(x3), x1 u x2 u x3) (A3)

(MP)
S(f(x1)⊗ f(x2)⊗ f(x3), x1 u x2 u x3)

...
(MP)

S(f(x1)⊗ f(x2)⊗ f(x3)⊗ · · · ⊗ f(xr), x1 u x2 u x3u· · · u xr)

(φ2)

S(f(x1), x1) (A2)

S(f(x2), x2) (A2)
(IC)

S(f(x1), x1) ∧ S(f(x2), x2)

S(f(x1), x1) ∧ S(f(x2), x2)⇒ S(f(x1)⊕ f(x2), x1 t x2) (A4)
(MP)

S(f(x1)⊕ f(x2), x1 t x2)

S(f(x3), x3) (A2)
(IC)

S(f(x1)⊕ f(x2), x1 t x2) ∧ S(f(x3), x3)

S(f(x1)⊕ f(x2), x1 t x2) ∧ S(f(x3), x3)⇒
S(f(x1)⊕ f(x2)⊕ f(x3), x1 t x2 t x3) (A4)

(MP)
S(f(x1)⊕ f(x2)⊕ f(x3), x1 t x2 t x3)

...
(MP)

S(f(x1)⊕ f(x2)⊕ f(x3)⊕ · · · ⊕ f(xr), x1 t x2 t x3t· · · t xr)

(φ3)

S(f(x1)⊗ f(x2)⊗ f(x3)⊗ · · · ⊗ f(xr), x1 u x2 u x3 u · · · u xr) (φ1)

S(f(x1)⊗ f(x2)⊗ f(x3)⊗ · · · ⊗ f(xr), x1 u x2 u x3 u · · · u xr)⇒
S(	(f(x1)⊗ f(x2)⊗ f(x3)⊗ · · · ⊗ f(xr)),∼ (x1 u x2 u x3 u · · · u xr)) (A5)

(MP)
S(	(f(x1)⊗ f(x2)⊗ f(x3)⊗ · · · ⊗ f(xr)),∼ (x1 u x2 u x3 u · · · u xr))

(φ4)

S(f(x1)⊕ f(x2)⊕ f(x3)⊕ · · · ⊕ f(xr), x1 t x2 t x3 t · · · t xr) (φ2)

S(f(x1)⊕ f(x2)⊕ f(x3)⊕ · · · ⊕ f(xr), x1 t x2 t x3 t · · · t xr)⇒
S(	(f(x1)⊕ f(x2)⊕ f(x3)⊕ · · · ⊕ f(xr)),∼ (x1 t x2 t x3 t · · · t xr)) (A5)

(MP)
S(	(f(x1)⊕ f(x2)⊕ f(x3)⊕ · · · ⊕ f(xr)),∼ (x1 t x2 t x3 t · · · t xr))
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Dans les sections qui suivent, nous proposons trois sémantiques associées à la
théorie T. Ces sémantiques sont basées sur des approches de RI. Il sera également
prouvé que chaque modèle de RI sous-jacent satisfait la théorie T prouvant ainsi sa
cohérence.

3.3 Modèle Booléen

Étant donné que la matrice d’incidence liée à la RI et le contexte formel lié à
l’ACF sont des notions équivalentes, nous préférons nous référer à cette dernière dans
le cadre du modèle Booléen de RI.

Soit K = (D, T ,R) un contexte formel avec D = {d1, d2, . . . , dm} un ensemble
fini de documents, T = {t1, t2, . . . tn} un ensemble fini de termes d’indexation et R
une relation binaire Booléen dans D×T ((di, tj) ∈ R signifie que le document di est
indexé par le terme tj). Sous l’Hypothèse du Monde Clos (Closed World Assumption)
[Reiter, 1978], (di, tj) 6∈ R signifie que di n’est pas indexé par le terme tj. Ainsi, si
di est indexé par le terme tj alors le RSV associé au document di pour la requête
atomique tj est égale à 1 (i.e. RSV (di, ti) = 1 si (di, ti) ∈ R).

La sémantique sous-jacente du modèle Booléen associé à la théorie T est donnée
par la structure 〈JDKIB , IB〉, tel que JDKIB = J{X ,Y ,Z}KIB = {T , 2D,Q}, où Q
correspond à l’ensemble de requêtes Booléennes construites sur l’ensemble de termes
d’indexation T . Ces requêtes sont construites avec la grammaire donnée en §2.2.1.
La fonction d’interpretation IB est illustrée dans le Tableau 3.2.

Nous pouvons remarquer que la sémantique associée au prédicat S(y, z) permet
de retrouver le plus large ensemble de documents JyKIB (dans le sens de l’inclusion)
satisfaisants la requête JzKIB . L’exemple 3.3.1 illustre cette sémantique en considérant
le contexte formel du Tableau 3.3.

Exemple 3.3.1. Étant donné le contexte formel K1 = ({d1, d2, d3}, {t1, t2},R1), où
R1 est représentée par le Tableau. 3.3. Soit la requête JzKIB = t1 ∨ t2. D’après la
sémantique associée au prédicat S (Expression.(B10)), {d1, d2, d3} est le plus large
ensemble de documents satisfaisants la requête t1 ∨ t2. Si on considère l’ensemble
JyKIB = {d1} alors JS(y, z)KIB est faux, bien que RSV (d1, JzKIB) = 1 du moment que
RSV (d2, JzKIB) = 1 6⇒ d2 ∈ JyKIB . De la même manière, nous avons :

Pour JyKIB = {d2}, JS(y, z)KIB est faux,

Pour JyKIB = {d3}, JS(y, z)KIB est faux,

Pour JyKIB = {d1, d2}, JS(y, z)KIB est faux,

Pour JyKIB = {d1, d3}, JS(y, z)KIB est faux,

Pour JyKIB = {d2, d3}, JS(y, z)KIB est faux.
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Tableau 3.2 – La Fonction d’Interprétation IB

Syntaxe Interprétation #

y⊥ ∅ (i.e. l’ensemble vide de documents) (B1)

z⊥ ∅Q (i.e. la requête vide) (B2)

f(x) R(JxKIB) où R(.) est la fonction définie dans §1.3.2 (B3)
i.e R(JxKIB) = {d ∈ D|(d, JxKIB) ∈ R}

y1 ⊗ y2 Jy1KIB ∩ Jy2KIB (B4)

y1 ⊕ y2 Jy1KIB ∪ Jy2KIB (B5)

	y D \ JyKIB (B6)
(i.e J	yKIB est le complement absolu de JyKIB)

z1 u z2 Jz1KIB ∧ Jz2KIB (B7)

z1 t z2 Jz1KIB ∨ Jz2KIB (B8)

∼ z ¬JzKIB (B9)

S(y, z)
(
∀d ∈ JyKIB , RSV (d, JzKIB) = 1

)
∧ (B10)

( ∀d ∈ D, RSV (d, JzKIB) = 1⇒ d ∈ JyKIB )

Tableau 3.3 – La Relation Booléenne R1

R1 t1 t2

d1 ×
d2 ×
d3 × ×

Notons par MB la structure {JDKIB , IB} (i.e. MB = {JDKIB , IB}). Le théorème
suivant établit que MB est une modèle de T :

Théorème 3.3.1. MB |= T

Preuve. Pour prouverMB |= T, Il suffit de prouver que tous les axiomes de la théorie
T sont satisfaits dans le modèle MB.

(A1) Il est bien connu que, dans un système de recherche d’informations, le résultat
d’une requête vide (i.e. ∅Q dans notre cas) est un ensemble vide de documents (i.e.
∅D ), Alors nous avons : MB |= S(y⊥, z⊥).

(A2) D’une part, à partir de la définition de R(.), on a :
i) ∀d ∈ R(t) : (d, t) ∈ R
ii) ∀d ∈ D : (d, t) ∈ R ⇒ d ∈ R(t)
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d’autre part, en utilisant (2.1), on a :
iii) RSV (d, t) = 1 si (d, t) ∈ R
de i), ii) et iii) on a :

(∀d ∈ R(t) : RSV (d, t) = 1) ∧ (∀d ∈ D : RSV (d, t) = 1⇒ d ∈ R(t))

=⇒ (∀d ∈ R(JxKIB) : RSV (d, JxKIB) = 1) ∧
(∀d ∈ D : RSV (d, JxKIB) = 1⇒ d ∈ R(JxKIB)) en substituant t par JxKIB

=⇒ MB |= ∀x : X S(f(x), x) en utilisant (B10)

(A3) Supposons que MB |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2), alors nous avons :

i) MB |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒ (∀d ∈ Jy1KIB : RSV (d, q1) = 1) ∧ (∀d ∈ Jy2KIB : RSV (d, q2) = 1)

=⇒ ∀d ∈ Jy1KIB ∩ Jy2KIB : RSV (d, Jz1KIB) = 1 ∧RSV (d, Jz2KIB) = 1

=⇒ ∀d ∈ Jy1KIB ∩ Jy2KIB : RSV (d, Jz1KIB ∧ Jz2KIB) = 1

en utilisant l’Expression.2.2

=⇒ ∀d ∈ Jy1 ⊗ y2KIB : RSV (d, Jz1 u z2KIB) = 1

en utilisant (B4) et (B7)

ii) MB |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒ (∀d ∈ D : RSV (d, Jz1KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1KIB)

∧ (∀d ∈ D : RSV (d, Jz2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy2KIB)

=⇒ ∀d ∈ D : RSV (d, Jz1KIB) = 1

∧RSV (d, Jz2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1KIB ∧ d ∈ Jy2KIB

=⇒ ∀d ∈ D : RSV (d, Jz1KIB ∧ Jz2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1KIB ∩ Jy2KIB

en utilisant l’Expression. 2.2

=⇒ ∀d ∈ D : RSV (d, Jz1 u z2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1 ⊗ y2KIB

en utilisant (B4) et (B7)

De i) et ii) nous obtenons :

MB |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒ ∀d ∈ Jy1 ⊗ y2KIB : RSV (d, Jz1 u z2KIB) = 1

∧ ∀d ∈ D : RSV (d, Jz1 u z2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1 ⊗ y2KIB

=⇒ MB |= S(y1 ⊗ y2, z1 u z2) en utilisant (B10)
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(A4) Supposons que MB |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2), alors nous avons :

i) MB |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒ (∀d ∈ Jy1KIB : RSV (d, Jz1KIB) = 1)

∧(∀d ∈ Jy2KIB : RSV (d, Jz2KIB) = 1)

=⇒ ∀d ∈ Jy1KIB ∪ Jy2KIB : RSV (d, Jz1KIB) = 1 ∨RSV (d, Jz2KIB) = 1

=⇒ ∀d ∈ Jy1KIB ∪ Jy2KIB : RSV (d, Jz1KIB ∨ Jz2KIB) = 1

en utilisant l’Expression. 2.3

=⇒ ∀d ∈ Jy1 ⊕ y2KIB : RSV (d, Jz1 t z2KIB) = 1 en utilisant (B5) et (B8)

ii) MB |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒ (∀d ∈ D : RSV (d, Jz1KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1KIB)

∧(∀d ∈ D : RSV (d, Jz2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy2KIB)

=⇒ ∀d ∈ D : RSV (d, Jz1KIB) = 1 ∨RSV (d, Jz2KIB) = 1

⇒ d ∈ Jy1KIB ∨ d ∈ Jy2KIB

=⇒ ∀d ∈ D : RSV (d, Jz1KIB ∨ Jz2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1KIB ∪ Jy2KIB

en utilisant l’Expression. 2.3

=⇒ ∀d ∈ D : RSV (d, Jz1 t z2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1 ⊕ y2KIB

en utilisant (B5) et (B8)

De i) et ii) nous obtenons :

MB |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒ (∀d ∈ Jy1 ⊕ y2KIB : RSV (d, Jz1 t z2KIB) = 1)

∧(∀d ∈ D : RSV (d, Jz1 t z2KIB) = 1⇒ d ∈ Jy1 ⊕ y2KIB)

=⇒ MB |= S(y1 ⊕ y2, z1 t z2) en utilisant (B10)
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Tableau 3.4 – La Relation Booléenne R2

R2 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8

d1 × × ×
d2 × × ×
d3 × × ×
d4 × × ×
d5 × ×
d6 × × ×

(A5) Supposons que MB |= S(y, z), alors nous avons :

MB |= S(y, z)

=⇒ ∀d ∈ JyKIB : RSV (d, JzKIB) = 1 ∧ ∀d ∈ D : RSV (d, JzKIB) = 1⇒ d ∈ JyKIB

⇐⇒ ∀d 6∈ JyKIB : RSV (d, JzKIB) = 0 ∧ ∀d ∈ D : RSV (d, JzKIB) = 0⇒ d 6∈ JyKIB

=⇒ (∀d ∈ D \ JyKIB : RSV (d, JzKIB) = 0)

∧ (∀d ∈ D : RSV (d, JzKIB) = 0⇒ d ∈ D \ JyKIB)

=⇒ (∀d ∈ D \ JyKIB : RSV (d,¬JzKIB) = 1)

∧ (∀d ∈ D : RSV (d,¬JzKIB) = 1⇒ d ∈ D \ JyKIB)

en utilisant l’Expression. 2.4

=⇒ (∀d ∈ J	yKIB : RSV (d, J∼ zKIB) = 1)

∧ (∀d ∈ D : RSV (d, J∼ zKIB) = 1⇒ d ∈ J	yKIB)

en utilisant (B6) et (B9)

=⇒ MB |= S(	y,∼ z) en utilisant (B10)

Exemple 3.3.2. Soit le contexte formel K2 = (D2, T2,R2), où D2 = {d1, . . . , d6},
T2 = {t1, . . . , t8} et R2 est donnée dans le Tableau. 3.4. Nous présentons ci-après des
exemples dans lesquelles le prédicat S est interprété à ”vrai” dans le modèle MB,
en considérant les axioms A1-A5 de T et les théorèmes Φ1 − Φ4 de la Proposition.
3.2.1.
Par A1 : JSKIB (∅, ∅Q) ;
Par A2 : JSKIB ({d4, d5, d6}, t1) ;
Par A3 : JSKIB ({d6}, t1 ∧ t5) ;
Par A4 : JSKIB ({d1, d4, d5, d6}, t1 ∨ t2) ;
Par A5 : JSKIB ({d1, d2, d3, d4, d5},¬(t1 ∧ t5)) ;
Par Φ1 : JSKIB ({d1}, t2 ∧ t5 ∧ t6) ;
Par Φ2 : JSKIB ({d1, d2, d3}, t2 ∨ t5 ∨ t6) ;
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Par Φ3 : JSKIB ({d2, d3, d4, d5, d6},¬(t2 ∧ t5 ∧ t6)) ;
Par Φ4 : JSKIB ({d4, d5, d6},¬(t2 ∨ t5 ∨ t6)) ;

3.4 Modèle basé sur les Ensembles Flous

Dans cette section, nous démontrons que le modèle de la RI basé sur les ensemble
flous, proposé par Bookstein [1980], satisfait notre théorie T. Dans ce qui suit, nous
présentons la matrice d’incidence relative à ce modèle par le contexte formel flou
K̃ = (D, T , I), où D est un ensemble fini de documents (soit D = {d1, d2, . . . , dm}),
T est un ensemble fini de termes d’indexation (soit T = {t1, t2, . . . , tm}) et I est une
relation binaire floue dans [0, 1]D×T qui associe à chaque paire (di, tj), pour i = 1 . . .m
et j = 1 . . . n, le poids du terme tj dans le document di (à titre d’exemple, ce poids
peut correspondre à la mesure TF − IDF ). Pour une requête q donnée (requête
Booléenne générée par la grammaire donnée dans §2.2.1 dans l’ensemble T ), le pro-
cessus de recherche flou associe à tout document di, i = 1 . . .m son score de perti-
nence (RSV flou) αi. Ainsi, le résultat de recherche de la requête q est un ensemble

flou de document D̃q. Nous utiliserons la notation D̃ = {dα1
1 , . . . , d

αi
i , . . . , d

αm
m }, où

αi est le score de pertinence du document di pour la requête q, il correspond aussi
au degré d’appartenance du document di à l’ensemble flou D̃.

Soit Mf la structure 〈JDKIf , If〉, où JDKIf = J{X ,Y ,Z}KIf = {T , [0, 1]D,Q}, et
Q est l’ensemble de requêtes Booléennes construites dans T par la grammaire donnée
dans §2.2.1. La fonction d’interpretation If est détaillée dans le Tableau 3.5.

Tableau 3.5 – La Fonction d’Interprétation If

Syntaxe Interprétation #

y⊥ {d0
i , i = 1 . . .m} (f1)

z⊥ ∅Q (i.e. la requête vide) (f2)

f(x) {dαi
i , i = 1 . . .m| αi = RSV (di, JxKIf )} (f3)

(RSV est donné par les expressions 2.5-2.8)

y1 ⊗ y2 Jy1KIf ∩ Jy2KIf (f4)

y1 ⊕ y2 Jy1KIf ∪ Jy2KIf (f5)

	y D \ JyKIf (f6)

z1 u z2 Jz1KIf ∧ Jz2KIf (f7)

z1 t z2 Jz1KIf ∨ Jz2KIf (f8)

∼ z ¬JzKIf (f9)

S(y, z) ∀dα ∈ JyKIf , RSV (d, JzKIf ) = α (f10)



3.4 Modèle basé sur les Ensembles Flous 69

Tableau 3.6 – Le Contexte Formel Flou K̃1
HHH

HHHD
T

t1 t2

d1 0.8 0.2
d2 0.1 0.9
d3 0.7 0.6

Dans ce modèle, on considère pour l’intersection floue (resp. l’union floue), le Mi-
nimum (resp. Maximum) en tant que t-norme (resp. t-conorme). Ces deux opérateurs
flous et la complémentation floue (\) sont donnés comme suit :

D̃1 ∩ D̃2 = {dαi
i , i = 1, . . . ,m | αi = min(D̃1(di), D̃2(di))}.

D̃1 ∪ D̃2 = {dαi
i , i = 1, . . . ,m | αi = max(D̃1(di), D̃2(di))}.

D \ D̃ = {dαi
i , i = 1, . . . ,m | αi = 1− D̃(di)}.

La sémantique proposée du prédicat S aborde directement le plus large ensemble
flou de documents (dans le sens des scores de pertinence les plus élevés) JyKIf satis-
faisant La requête JzKIf , comme illustré dans l’exemple suivant :

Exemple 3.4.1. En considérant le contexte formel flou K̃1 du Tableau. 3.6 et la
requête JzKIf = t1 ∨ t2, nous avons alors :

Pour JyKIf = {d0.8
1 , d0.9

2 , d0.7
3 }, JS(y, z)KIf est vraie ;

Pour JyKIf = {d0.8
1 , d0.9

2 , d0.6
3 }, JS(y, z)KIf est faux ;

Pour JyKIf = {d0.2
1 , d0.9

2 , d0.5
3 }, JS(y, z)KIf est faux.

Le théorème suivant établit que Mf est également un modèle de la théorie T.

Théorème 3.4.1. Mf |= T

Preuve. Il suffit de prouver que tous les axiomes de T sont satisfaits par le modèle
Mf .

(A1) Le modèle de RI basé sur les ensembles flou suppose que l’ensemble {d0
i , i =

1 . . .m} est le résultat de la requête vide ∅Q. Donc nous avons :

∀d ∈ D, RSV (d, ∅Q) = 0

=⇒ JS(y⊥, z⊥)KIf est vraie

=⇒ Mf |= S(y⊥, z⊥)
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(A2) Nous avons ∀ JxKIf :

Jf(x)KIf = {dαi
i , i = 1 . . .m| αi = RSV (di, JxKIf )} en utilisant (f3)

=⇒ ∀dα ∈ Jf(x)KIf : RSV (d, JxKIf ) = α

=⇒ JS(f(x), x)KIf est vraie en utilisant (f10)

=⇒ Mf |= X S(f(x), x)

(A3) Supposant que Mf |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2) alors nous avons :

Mf |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒ (∀dα ∈ Jy1KIf , RSV (d, Jz1KIf ) = α) ∧ (∀dβ ∈ Jy2KIf : RSV (d, Jz2KIf ) = β)

=⇒ ∀dα ∈ Jy1KIf ,∀dβ ∈ Jy2KIf : RSV (d, Jz1KIf ) = α ∧RSV (d, Jz2KIf ) = β

=⇒ ∀dα ∈ Jy1KIf ,∀dβ ∈ Jy2KIf : RSV (d, Jz1KIf ∧ Jz2KIf ) = min(α, β)

en utilisant l’Expression.2.6 et l’opérateur t-norme pris comme min

En prenant γ = min(α, β), nous obtenons :

∀dγ ∈ Jy1KIf ∩ Jy2KIf : RSV (d, Jz1KIf ∧ Jz2KIf ) = γ

=⇒ ∀dγ ∈ Jy1 ⊗ y2KIf : RSV (d, Jz1 u z2KIf ) = γ en utilisant (f4) et (f7)

=⇒ JS(y1 ⊗ y2, z1 u z2)KIf est vraie en utilisant (f10)

=⇒ Mf |= S(y1 ⊗ y2, z1 u z2)

(A4) Supposant que Mf |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2) alors nous avons :

Mf |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒ (∀dα ∈ Jy1KIf , RSV (d, Jz1KIf ) = α) ∧ (∀dβ ∈ Jy2KIf : RSV (d, Jz2KIf ) = β)

=⇒ ∀dα ∈ Jy1KIf ,∀dβ ∈ Jy2KIf : RSV (d, Jz1KIf ) = α ∧RSV (d, Jz2KIf ) = β

=⇒ ∀dα ∈ Jy1KIf ,∀dβ ∈ Jy2KIf : RSV (d, Jz1KIf ∨ Jz2KIf ) = max(α, β)

en utilisant (2.7) et en considérant max comme t-conorme

En prenant γ = max(α, β), nous obtenons :

∀dγ ∈ Jy1KIf ∪ Jy2KIf : RSV (d, Jz1KIf ∨ Jz2KIf ) = γ

=⇒ ∀dγ ∈ Jy1 ⊕ y2KIf : RSV (d, Jz1 t z2KIf ) = γ en utilisant (f5) et (f8)

=⇒ JS(y1 ⊕ y2, z1 t z2)KIf est vraie en utilisant (f10)

=⇒ Mf |= S(y1 ⊕ y2, z1 t z2)
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(A5) Supposant que Mf |= S(y, z) nous avons alors :

Mf |= S(y, z)

=⇒ ∀dα ∈ JyKIf : RSV (d, JzKIf ) = α

=⇒ ∀dα ∈ JyKIf : RSV (d,¬JzKIf ) = 1− α en utilisant (2.8)

=⇒ ∀d1−α ∈ D \ JyKIf : RSV (d,¬JzKIf ) = 1− α)

(since D \ D̃ = {dαi
i , i = 1, . . . ,m|αi = 1− D̃(di)})

=⇒ ∀dβ ∈ J	yKIf : RSV (d, J∼ zKIf ) = β

en prenant β = 1− α& et en utilisant (f6),(f9)

=⇒ JS(	y,∼ z)KIf est vraie en utilisant (f10)

=⇒ Mf |= S(	y,∼ z)

Exemple 3.4.2. Étant donnée le contexte formel flou K̃2 = ({d1, . . . , d6}, {t1, . . . , t6},
R̃), où R̃ est donnée dans la Table 3.7, Nous présentons ci-après des exemples d’in-
terprétation ”vrai” du prédicat S dans le modèle Mf , en considérant les axioms
A1-A5 de T et les théorèmes Φ1 − Φ4 de la Proposition. 3.2.1.
Par A1 : JSKIf ({d0.0

1 , d0.0
2 , d0.0

3 , d0.0
4 , d0.0

5 , d0.0
6 }, ∅Q) ;

Par A2 : JSKIf ({d0.6
1 , d0.9

2 , d0.1
3 , d0.0

4 , d0.5
5 , d0.5

6 }, t1) ;
Par A3 : JSKIf ({d0.2

1 , d0.9
2 , d0.1

3 , d0.0
4 , d0.4

5 , d0.4
6 }, t1 ∧ t5) ;

Par A4 : JSKIf ({d0.6
1 , d0.9

2 , d0.1
3 , d0.0

4 , d0.5
5 , d0.5

6 }, t1 ∨ t2) ;
Par A5 : JSKIf ({d0.8

1 , d0.1
2 , d0.9

3 , d1.0
4 , d0.6

5 , d0.6
6 },¬(t1 ∧ t5)) ;

Par Φ1 : JSKIf ({d0.0
1 , d0.3

2 , d0.0
3 , d0.0

4 , d0.3
5 , d0.2

6 }, t2 ∧ t5 ∧ t6) ;
Par Φ2 : JSKIf ({d0.5

1 , d0.9
2 , d0.7

3 , d0.7
4 , d0.9

5 , d0.5
6 }, t2 ∨ t5 ∨ t6) ;

Par Φ3 : JSKIf ({d1.0
1 , d0.7

2 , d1.0
3 , d1.0

4 , d0.7
5 , d0.8

6 },¬(t2 ∧ t5 ∧ t6)) ;
Par Φ4 : JSKIf ({d0.5

1 , d0.1
2 , d0.3

3 , d0.3
4 , d0.1

5 , d0.5
6 },¬(t2 ∨ t5 ∨ t6)).

Tableau 3.7 – Le Contexte Formel Flou K̃2 = ({d1, . . . , d6}, {t1, . . . , t6}, R̃)

R̃ t1 t2 t3 t4 t5 t6

d1 0.6 0.5 0.6 0.4 0.2 0.0
d2 0.9 0.3 0.8 0.5 0.9 0.4
d3 0.1 0.0 0.5 0.8 0.5 0.7
d4 0.0 0.0 0.9 0.1 0.5 0.7
d5 0.5 0.3 0.7 0.7 0.4 0.9
d6 0.5 0.2 0.5 0.6 0.4 0.5
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3.5 Modèle Vectoriel

Soit V un espace vectoriel de n-dimension ayant comme base la famille de vecteurs
termes (

−→
t1 ,
−→
t2 , . . . ,

−→
tn ). Chaque document di de la collection D est représenté dans

V par le vecteur
−→
di = [wi1, w

i
2, . . . , w

i
n], de même toute requête q sur cette collection

est représentée dans V par son vecteur −→q = [wq1, w
q
2, . . . , w

q
n], où caque composante

wij (resp. wqj ) correspond au poids du terme tj dans le document di (resp. la requête
q). En normalisant les vecteurs de documents et de requêtes (la normalisation d’un
vecteur −→v consiste à diviser chaque composante de ce vecteur par sa norme i.e.
−→v / ‖ −→v ‖), la fonction de similarité de cosinus, donnée dans l’Expression. 2.10,
Page.35, est identique à la fonction de similarité du produit scalaire de ces vecteurs
normalisés, donnée dans l’Expression. 2.9.

Comme hypothèses de travail, nous admettons que (1) le nombre de documents
de D est égal au nombre de termes d’indexation (soit n) (2) les vecteurs de docu-
ments sont linéairement indépendants. Nous désignons par D la matrice d’incidence
dans laquelle chaque ligne i corresponde au vecteur normalisé du document di. Pour

tout vecteur de requête normalisé q, nous associons le vecteur de similarités
−→
C q de

n-dimension où chaque composante i corresponde à la similarité Cos(
−→
d i,
−→q ), notée

Sim(di, q). En utilisant le calcul matriciel,
−→
C q est exprimé par :

−→
Cq =


−→
d1 · −→q−→
d2 · −→q

...
−→
dn · −→q

 = D · −→q =


w1

1 w1
2 . . . w1

n

w2
1 w2

2 . . . w2
n

...
...

...
wn1 wn2 . . . wnn

 ·

wq1
wq2
...
wqn

 (3.1)

Dans la suite de cette section,
−→
O V désignera le vecteur null dans l’espace vecto-

riel V , C désignera l’ensemble des vecteurs de similarités
−→
C q et

−→
O C est le vecteur nul

de cet ensemble.
Soit la structure Mv = 〈JDKIv , Iv〉 où JDKIv = J{X ,Y ,Z}KIv = {V , C,V} et la

fonction d’interprétation Iv est donnée dans le Tableau. 3.8.

Comme le modèle d’espace vectoriel n’autorise pas la négation dans les requêtes,
il suffit d’interpréter ∼ et 	 comme fonction identité.

Le théorème donné ci-dessous établit qu’un troisième modèle, à savoir le modèle
d’espace vectoriel, satisfait également notre théorie T, mettant ainsi en évidence
l’aspect générique de cette théorie.
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Tableau 3.8 – La Fonction d’Interprétation Iv

Syntaxe Interprétation #

y⊥
−→
0 C (v1)

z⊥
−→
0 V (v2)

f(x) D · η(JxKIv) (v3)

y1 ⊗ y2 D · η
(
D−1 · Jy1KIv � D−1 · Jy2KIv

)
(v4)

y1 ⊕ y2 D · η
(
D−1 · Jy1KIv � D−1 · Jy2KIv

)
(v5)

	y JyKIv (v6)

z1 u z2 η(Jz1KIv � Jz2KIv) (v7)

z1 t z2 η(Jz1KIv � Jz2KIv) (v8)

∼ z JzKIv (v9)

S(y, z) ∀i ∈ {1 . . . n}JyKIv [i] = Sim(di, JzKIv) (v10)

Où, η(−→v ) =

{ −→v / ‖ −→v ‖ si −→v 6= −→0
−→
0 sinon

;

[w1, . . . , wn] � [u1, . . . , un] = [max(w1, u1), . . . ,max(w1, u1)] ;
[w1, . . . , wn] � [u1, . . . , un] = [min(w1, u1), . . . ,min(w1, u1)].

Théorème 3.5.1. Mv |= T

Preuve.
(A1) D’après (v2), nous avons :

Jz⊥KIv =
−→
0 V

=⇒∀i ∈ {1 . . . n},
−→
di · Jz⊥KIv = 0

=⇒∀i ∈ {1 . . . n}, Sim(di, Jz⊥KIv) = Jy⊥KIv [i] en utilisant 3.1 et (v1)

=⇒JS(y⊥, z⊥)KIv est vraie en utilisant (v10)

=⇒Mv |= S(y⊥, z⊥)

(A2) À partir de (v3), nous avons :

∀JxKIv , Jf(x)KIv = D · η(JxKIv) en utilisant (v3)

=⇒∀JxKIv ,∀i ∈ {0 . . . 1}, Jf(x)KIv [i] =
−→
di · η(JxKIv) en utilisant (3.1)

=⇒∀JxKIv ,∀i ∈ {0 . . . 1}, Jf(x)KIv [i] = Sim(di, JxKIv)

=⇒JS(f(x), x)KIv est vraie en utilisant (v10)

=⇒Mv |= S(f(x), x)
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(A3) Admettant que Mv |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2), nous avons donc :

Mv |= S(y1, z1) ∧ S(y2, z2)

=⇒∀i ∈ {1 . . . n}Jy1KIv [i] = Sim(di, Jz1KIv)

∧ Jy2KIv [i] = Sim(di, Jz2KIv) en utilisant (v10)

=⇒Jy1KIv = D · Jz1KIv ∧ Jy2KIv = D · Jz2KIv en utilisant (3.1)

=⇒D−1 · Jy1KIv = Jz1KIv ∧ D−1 · Jy2KIv = Jz2KIv

En substituant D−1 ·Jy1KIv (resp. D−1 ·Jy2KIv) par Jz1KIv (resp. Jz2KIv) dans (v4) nous
obtenons Jy1 ⊗ y2KIv = D · η

(
Jz1KIv) � Jz2KIv

)
. Ainsi :

∀i ∈ {0 . . . n}Jy1 ⊗ y2KIv [i] =
−→
di · η(Jz1KIv � Jz2KIv) en utilisant (3.1)

=⇒∀i ∈ {0 . . . n}Jy1 ⊗ y2KIv [i] = Sim(
−→
di , Jz1 u z2KIv) en utilisant (v7)

=⇒JS(y1 ⊗ y2, z1 u z2)KIv est vrai en utilisant (v10)

=⇒Mv |= S(y1 ⊗ y2, z1 u z2)

(A4) Similaire à la prouve de (A3).
(A5) La preuve découle directement des interprétations données dans (v6) et (v9) à
	 et à ∼ qui correspondent à la fonction identité, ainsi,
Mv |= S(y, z) =⇒Mv |= S(	y,∼ z).

Exemple 3.5.1. En considérons la matrice d’incidence D donnée dans le Tableau.
3.9 qui correspond à la normalisation du Tableau. 3.7. Nous illustrons ci-après quelq-
ues interprétations vraies du prédicat S dans le modèle Mv :

Par A1 : JSKIv ((0., 0., 0., 0., 0., 0.), (0., 0., 0., 0., 0., 0.)) ;

Par A2 : JSKIv ([.55, .54, .08, .00, .33, .44], [1., 0., 0., 0., 0., 0.]) (E-1) ;
JSKIv ([.18, .54, .39, .40, .26, .35], [0., 0., 0., 0., 1., 0.]) (E-2) ;
JSKIv ([.94, .74, .34, .31, .62, .69], [.76, .57, .43, .21, 0., 0.]) (E-3) ;
JSKIv ([.73, .95, .81, .68, .89, .49], [.60, 0., .30, .36, .48, .42]) (E-4).

À titre d’exemple, (E-4) signifie que la similarité entre le document d1 (resp. d2, d3,
d4, d5, d6) et la requête −→q = [0.60, 0.00, 0.30, 0.36, 0.48, 0.42] est 0.73 (resp. 0.95, 0.81,
0.68, 0.89, 0.49).

Par A3 : en utilisant (E-1) et (E-2), nous avons :
[.55, .54, .08, 0., .33, .44]J⊗KIv [.18, .54, .39, .40, .26, .35] = [0., 0., 0., 0., 0., 0.] ;
et η([1., 0., 0., 0., 0., 0.] � [0., 0., 0., 0., 1., 0]) = [0., 0., 0., 0., 0., 0.] ;
alors nous obtenons JSKIv ([0., 0., 0., 0., 0., 0.], [0., 0., 0., 0., 0., 0.]).

Par A4 : en utilisant (E-1) et (E-2), nous avons :
[.55, .54, .08, 0., .33, .44]J⊕KIv [.18, .54, .39, .40, .26, .35] = [.52, .77, .33, .28, .42, .5] ;
et η([1., 0., 0., 0., 0., 0.] � [0., 0., 0., 0., 1., 0.]) = [.71, 0., 0., 0., .71, 0.] ;



3.5 Modèle Vectoriel 75

Tableau 3.9 – Normalisation du Tableau.3.7

D t1 t2 t3 t4 t5 t6

d1 0.55 0.46 0.55 0.37 0.18 0.00
d2 0.54 0.18 0.48 0.30 0.54 0.24
d3 0.08 0.00 0.39 0.62 0.39 0.55
d4 0.00 0.00 0.72 0.08 0.40 0.56
d5 0.33 0.20 0.46 0.46 0.26 0.59
d6 0.44 0.17 0.44 0.52 0.35 0.44

alors nous obtenons JSKIv ([.52, .77, .33, .28, .42, .56], [.71, 0., 0., 0., .71, 0.]).

Par φ1 : en utilisant (E-1), (E-3) et (E-4), nous avons :
([.55, .54, .08, .00, .33, .44]J⊗KIv [.94, .74, .34, .31, .62, .69])J⊗KIv [.73, .95, .81, .68, .89, .49] =
[.55, .54, .08, .00, .33, .44] ; et
η(η([1., 0., 0., 0., 0., 0.] � [.76, .57, .43, .21, 0., 0.]) � [.60, 0., .30, .36, .48, .42]) =
[1., 0., 0., 0., 0., 0.] ; Alors nous obtenons JSKIv ([.55, .54, .08, .00, .33, .44], [1., 0., 0., 0., 0., 0.]) ;

Par φ2 : en utilisant (E-1), (E-3) et (E-4), nous avons :
([.55, .54, .08, 0., .33, .44]J⊕KIv [.94, .74, .34, .31, .62, .69])J⊕KIv [.73, .95, .81, .68, .89, .49] =
[.91, .73, .30, .26, .59, .67]J⊕KIv [.73, .95, .81, .68, .89, .49] = [.87, .94, .68, .57, .86, .91] ;
et η(η([1., 0., 0., 0., 0., 0.] � [.76, .57, .43, .21, 0., 0.]) � [.60, 0., .30, .36, .48, .42]) =
η([.80, .46, .34, .17, 0., 0.] � [.60, 0., .30, .36, .48, .42]) = [.65, .38, .28, .29, .39, .34] ;
Alors nous obtenons JSKIv ([.87, .94, .68, .57, .86, .91], [.65, .38, .28, .29, .39, .34]).

Rappelons que le modèle Mv suppose que le nombre de documents (m) corres-
pond au nombre de termes d’indexation (n) (c.-à-d. n = m). Dans la pratique, on
peut y avoir deux autres cas ; 1) n > m et 2) m > n.

1) Lorsque n > m, le modèleMv n’est plus valable, du fait que les interprétations
(v4) et (v5) relatives aux opérateurs ⊗ et ⊕ ne sont plus valables en raison
de l’inexistence de la matrice inverse D−1.

2) À l’inverse, Lorsque m > n, ce qui est le cas le plus usuel, la matrice d’inci-
dence (qui est une matrice non carrée) correspondante peut être décomposée
en plusieurs matrices carrées de vecteurs de documents linéairement indépend-
ants. De cette manière, pour une requête donnée, plusieurs vecteurs de simi-
larités peuvent être calculé indépendamment (un vecteur de similarité pour
chacune des matrices carrées) et la réponse globale peut être reconstituée par
concaténation ou fusion de ces vecteurs.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une théorie axiomatique pour la RI. La
théorie est définie sur un univers de discours multi-sortes qui permet de distinguer les
différentes catégories d’objets considérés dans la RI. Nous avons conçu la théorie sur
un système composé de cinq axiomes et nous avons considéré deux règles d’inférence
qui permettent de déduire de nouveaux théorèmes, toute en respectant le langage de
la théorie.

Ensuite, nous avons démontré que trois modèles classiques de la RI satisfont la
théorie T ; Le modèle Booléen, le modèle flou standard et le modèle vectoriel. Pour
chacun de ces modèles, nous avons défini une structure multi-sorte et une fonction
d’interprétation, et nous avons prouvé que les axiomes de la théorie sont satisfaits
dans ces trois modèles.

Dans les trois modèlesMB Mf etMv nous avons interprété la sorte Y par trois
ensembles différents :

— DansMB, la sorte Y est interprétée par l’ensemble des parties de l’ensemble
de documents 2D. Dans ce modèle, aucun score de pertinence n’est associé
aux documents.

— Dans Mf , la sorte Y est interprétée par l’ensemble des sous-ensembles flous
de documents LD. Le score de pertinence d’un document appartenant à l’en-
semble flou JyKIf par rapport à une requête JzKIf , tel que JS(y, z)KIf est vraie,
est donnée par le degré d’appartenance de ce document à JY KIf . Ceci dit,
contrairement à la plus part 2 des approches logiques de RI existantes, le
score de pertinence est calculé explicitement.

— DansMv, la sorte Y est interprétée par l’ensemble des vecteurs de similarité
C. Pour un vecteur requête JzKIv et un vecteur de similarité JyKIv tel que
JS(y, z)KIv est vraie, toute ième composante du vecteur JyKIf corresponde à la
similarité (cosinus) entre le ième document et la requête JzKIv .

D’une part, notre théorie présente une nouvelle vision par rapport aux approches
logiques de RI existantes. En effet, la plupart des modèles existant tentent de for-
maliser l’implication de van Rijsbergen [1986] (d → q) et d’évaluer son incertitude.
Notre approche dérive une expression logique valide de la forme S(y, z) et son in-
terprétation dans un modèle permet de retrouver, d’une manière explicite, les do-
cuments et les scores associés satisfaisant une requête. D’autre part, cette théorie
offre un cadre générique de RI capable de reproduire et de représenter les modèles
classiques, comme les modèles Booléen, flou standard et vectoriel.

Nous avons, en particulier, considéré quatres théorèmes de la théorie (prouvés
dans la Section.3.2.3). Les interprétations de ces théorèmes dans les modèlesMB et
Mf font ressortir des formes particulières de requêtes ; à savoir les requêtes conjonc-

2. À notre connaissance, la seule approche qui calcul le degré de pertinence d’une manière
explicite (sans utilisé une fonction ad hoc) est l’approche basée sur pDatalog.



3.6 Conclusion 77

tives, disjonctives et leurs deux formes négatives. Nous utiliserons principalement
ces quatre théorèmes et leurs interpretations dans les chapitres suivants, où ils ne
sevreront comme passerelles entre les modèles Booléen et flou standard d’un coté et
la l’analyse de concepts formels classique et floue de l’autre coté.
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4.1 Introduction

En tirant profit d’une lecture possibiliste de l’Analyse de Concepts Formels, nous
proposons dans ce chapitre, d’une part, d’enrichir le modèle MB (présenté dans le
précédent chapitre), et d’autre part, d’appliquer cette lecture à la recherche d’infor-
mation structurée.

La première contribution (Section.4.2) concerne la formalisation des relations
algébriques entre la théorie de l’ACF classique et le modèle MB. Plus précisément,
cette contribution caractérise les requêtes Booléennes élémentaires (conjonctives, dis-
jonctives et négations) par les treillis de concepts formels et les treillis de NΠ-paires.

La seconde contribution (Section.4.3) concerne l’application de l’extension tria-
dique de l’ACF pour la recherche d’information structurée, qui a comme but de
retrouver des parties de documents au lieu des documents entiers. Notons que dans
l’extension triadique de l’ACF, la matrice d’incidence est représentée sous forme d’un
contexte formel triadique (§1.6) où nous considérons :
1) Un troisième ensemble pour les éléments (granules) des documents structurés,
2) Une relation ternaire entre les documents, leurs éléments et les termes.

4.2 Enrichissement du ModèleMB basé sur l’ACF

Nous proposons dans cette section une caractérisation des requêtes élémentaires
du modèle MB présenté dans le précédent chapitre. Cette caractérisation permet
de considérer des requêtes conjonctives, disjonctives ainsi que leurs négations. Rap-
pelons que toutes les approches existantes de RI basées sur l’ACF sont limitées à
l’expression de requêtes conjonctives uniquement.

Soit K = (D, T ,R) un contexte formel avec D = {d1, d2, . . . , dm} un ensemble
fini de documents, T = {t1, t2, . . . tn} un ensemble fini de termes d’indexation et R
une relation binaire Booléenne dans D × T ((di, tj) ∈ R signifie que le document di
est indexé par le terme tj). Nous désignerons par Q l’ensemble des toutes les requêtes
construites sur l’ensemble de termes T .
Pour un ensemble T = {t1, t2, . . . , tr} de termes, une requête conjonctive élémentaire
Q̂(T ) est de la forme t1 ∧ t2 ∧ · · · ∧ tr, de la même manière, une requête disjonctive
élémentaire Q̌(T ) est de la forme t1∨t2∨· · ·∨tr. Les négations de ces deux formes de
requêtes sont donnée par ¬Q̂(T ) (¬(t1∧ t2∧· · ·∧ tr) ) et ¬Q̌(T ) (¬(t1∨ t2∨· · ·∨ tr) ).
Dans la proposition suivante nous caractérisons, dans le modèleMB (§3.3), les sous-
ensemble de l’extension 1 du prédicat S en considérant ces quatres formes de requêtes.

Proposition 4.2.1. Les interpretations suivantes sont vraies dans le modèle MB :

1. L’extension du prédicat S est l’ensemble des paires (D,Q) tel que JSKIB (D,Q) est vraie dans
le modèle MB .
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(I1) ∀T 6= ∅, JSKIB(
⋂
ti∈T R(ti), Q̂(T ))

(I2) ∀T 6= ∅, JSKIB(
⋃
ti∈T R(ti), Q̌(T ))

(I3) ∀T 6= ∅, JSKIB(D \
⋂
ti∈T R(ti),¬Q̂(T ))

(I4) ∀T 6= ∅, JSKIB(D \
⋃
ti∈T R(ti),¬Q̌(T ))

Preuve. La preuve résulte naturellement du théorème 3.3.1 - Page. 64 et la fonction
d’interprétation IB définie dans §3.3. Ainsi, nous avons à interpréter chaque variable
xi par ti pour obtenir respectivement (I1), (I2), (I3), (I4).

Soit P̂ (resp. P̌ , P̂¬, P̌¬) l’ensemble des paires (D,Q) tel que l’interpretation
JSKIB(D,Q) est vraie et Q est n’importe quelle requête conjunctive (resp. disjunc-
tive, negative conjunctive, negative disjunctive) construite sur l’ensemble T . Formel-
lement, ces ensembles sont données par :
P̂ = {(D, Q̂(T )) ∈ 2D ×Q | T 6= ∅ et JSKIB(D, Q̂(T )) = vraie}
P̌ = {(D, Q̌(T )) ∈ 2D ×Q | T 6= ∅ et JSKIB(D, Q̌(T )) = vraie}
P̂¬ = {(D,¬Q̂(T )) ∈ 2D ×Q | T 6= ∅ et JSKIB(D,¬Q̂(T )) = vraie}
P̌¬ = {(D,¬Q̌(T )) ∈ 2D ×Q | T 6= ∅ et JSKIB(D,¬Q̌(T )) = vraie}.

Pour la suite de cette section, nous considérons les notations suivantes :

- L(K) (resp. L(K)) l’ensemble de concepts formels 〈D,T 〉 induit à partir de K
(resp. K),

- P(K) (resp. P(K)) l’ensemble des NΠ-paires induit à partir de K (resp. K),

- RK(.) désigne le complément de de la relation R donnée par R = D × T \ R,

- (.)∆
K désigne l’application de l’opérateur (.)∆ dans le contexte formel K =

(D, T ,R),

- (.)Π
K désigne l’application de l’opérateur (.)Π dans le contexte formel K =

(D, T ,R).

La proposition suivante établit des correspondances significatives entre les struc-
tures algébriques (treillis) L(K), P(K), P(K), L(K) est les ensembles P̂ , P̌ , P̂¬, P̌¬

Proposition 4.2.2. Soit les contextes formels K = (D, T ,R) et K = (D, T ,R),
alors nous avons les propriétés suivantes :

(P1) ∀D ∀T 6= ∅,
(
〈D,T 〉 ∈ L(K)⇒ (D, Q̂(T )) ∈ P̂

)
(P2) ∀D ∀T 6= ∅,

(
〈D,T 〉 ∈ P(K)⇒ (D, Q̌(T )) ∈ P̌

)
(P3) ∀D ∀T 6= ∅,

(
〈D,T 〉 ∈ P(K)⇒ (D,¬Q̂(T )) ∈ P̂¬

)
(P4) ∀D ∀T 6= ∅,

(
〈D,T 〉 ∈ L(K)⇒ (D,¬Q̌(T )) ∈ P̌¬

)
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Preuve.
(P1) Puisque T 6= ∅ et 〈D,T 〉 ∈ L(K), nous aurons alors D =

⋂
ti∈T R(ti). Ainsi, la

preuve est faite en remplaçant
⋂
ti∈T R(ti) par D dans (I1) de la Proposition. 4.2.1.

(P2) Puisque T 6= ∅ et 〈D,T 〉 ∈ P(K), nous aurons alors D =
⋃
ti∈T R(ti). Ainsi, la

preuve est faite en remplaçant
⋃
ti∈T R(ti) par D dans (I2) de la Proposition. 4.2.1.

(P3) Rappelons d’abord la lois de De Morgan :

a) Pour toute famille de sous-ensembles {Dj}j∈J ⊆ D, D \
⋃
j Dj =

⋂
j D \Dj

b) Pour toute famille de sous-ensembles {Dj}j∈J ⊆ D, D \
⋂
j Dj =

⋃
j D \Dj

∀D ∀T 6= ∅, 〈D,T 〉 ∈ P(K) =⇒ D = TΠ
K

=⇒ D =
⋃
t∈T

RK(t)

=⇒ D =
⋃
t∈T

(D \R(t))

(Puisque D \R(t) = RK(t))

=⇒ D = D \
⋂
t∈T

R(t) (À partir de b)

En remplaçant D\
⋂
t∈T R(t) par D dans (I3) de la Proposition. 4.2.1, il s’ensuit que

la propriété (P3) est vérifiée.
(P4) Nous avons :

∀D ∀T 6= ∅, 〈D,T 〉 ∈ L(K) =⇒ D = (T )∆
K

=⇒ D =
⋂
t∈T

RK(t)

=⇒ D =
⋂
t∈T

(D \R(t))

=⇒ D = D \
⋃
t∈T

R(t) ( À partir de a)

En remplaçant D\
⋃
t∈T R(t) par D dans (I4) de la Proposition. 4.2.1, il s’ensuit que

la propriété (P4) est vérifiée.

Nous pouvons remarquer que des différentes paires (D1, Q1), (D2, Q2), . . . de l’ex-
tension du prédicat S dans le modèle MB (i.e. JSKIB(Di, Qi) = vraie, pour i =
1, 2, . . . ) peuvent avoir le même ensemble de documents D (i.e. D1 = D2 = · · · = D)
et des requêtes syntaxiquement différentes. Dans un système de classification de do-
cuments, ceci engendre un inconvénient vue qu’il existe une redondance dans la for-
mulation de requêtes et, ainsi, différentes requêtes peuvent avoir la même réponse (le
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même ensemble de documents). Pour cela, nous proposons de raffiner les ensembles
P̂ , P̌ , P̂¬ and P̌¬ en considérant exclusivement les paires (D,Q) distinctes. Nous di-
rons que deux paires (D1, Q1) et (D2, Q2) sont distinctes si D1 6= D2, autrement elles
sont équivalentes (cf. Exemple. 4.2.1).

Etant donné l’ensemble P̂ (resp. P̌ , P̂¬ et P̌¬), nous considérons l’ensemble des
paires distinctes Ê ⊆ P̂ (resp. Ě ⊆ P̌ , Ê¬ ⊆ P̂¬ , Ě¬ ⊆ P̌¬) définit comme suit :
∀(D1, Q1), (D2, Q2) ∈ Ê : D1 6= D2 et ∀(D,Q) ∈ P̂ , ∃!(D′, Q′) ∈ Ê : D = D′

∀(D1, Q1), (D2, Q2) ∈ Ě : D1 6= D2 et ∀(D,Q) ∈ P̌ , ∃!(D′, Q′) ∈ Ě : D = D′

∀(D1, Q1), (D2, Q2) ∈ Ê¬ : D1 6= D2 et ∀(D,Q) ∈ P̂¬,∃!(D′, Q′) ∈ Ê¬ : D = D′

∀(D1, Q1), (D2, Q2) ∈ Ě¬ : D1 6= D2 et ∀(D,Q) ∈ P̌¬,∃!(D′, Q′) ∈ Ě¬ : D = D′

Nous illustrons ci-après des exemples de paires (Documents, Requête) distinctes et
équivalentes.

Exemple 4.2.1. Étant donné le contexte formal K2 = (D2, T2,R2) illustré dans le
Tableau. 3.4 - Page. 67, où D2 = {d1, d2 . . . d6} et T2 = {t1, t2 . . . t8}, nous avons :

- ({d2, d3}, t3), ({d2, d3}, t6∧t7) et ({d2, d3}, t3∧t6∧t7) sont des paires équivalentes,

- ({d1, d2, d3}, t6), ({d1, d2, d3}, t2 ∨ t6), ({d1, d2, d3}, t3 ∨ t6), ({d1, d2, d3}, t2 ∨ t3)
et ({d1, d2, d3}, t2 ∨ t3 ∨ t6)sont des pairs équivalents,

- ({d2, d3, d4, d5, d6},¬t2) et ({d2, d3, d4, d5, d6},¬(t2 ∧ t5 ∧ t6)) sont des paires
équivalentes,

- ({d1, d2, d3},¬t1), ({d1, d2, d3},¬(t4 ∨ t8)) ({d1, d2, d3},¬(t1 ∨ t4 ∨ t8)) sont des
paires équivalentes,

- ({d1}, t2 ∧ t5 ∧ t6) et ({d6}, t1 ∧ t5 ∧ t8) sont des paires distinctes,

- ({d1}, t2), ({d1, d4, d5, d6}, t1 ∨ t2) et ({d1, d2, d3}, t2 ∨ t3) sont des paires dis-
tinctes.

La proposition suivante établit des propriétés utiles entre les ensembles de paires
distinctes définies ci-dessus et les treillis de concepts formels et de NΠ-paires dans
les contextes formels K, et K :

Proposition 4.2.3. Soit le contexte formel K = (D, T ,R). Les propriétés suivantes
sont vérifiées ∀T ⊆ T , T 6= ∅,

(P1′) ∀(D, Q̂(T )) ∈ Ê,∃!〈D′, T ′〉 ∈ L(K) tel que D′ = D.

(P2′) ∀(D, Q̌(T )) ∈ Ě,∃!〈D′, T ′〉 ∈ P(K) tel que D′ = D.

(P3′) ∀(D,¬Q̂(T )) ∈ Ê¬,∃!〈D′, T ′〉 ∈ P(K) tel que D′ = D.

(P4′) ∀(D,¬Q̌(T )) ∈ Ě¬,∃!〈D′, T ′〉 ∈ L(K) tel que D′ = D.

Preuve. Soit T ⊆ T et T 6= ∅,
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(P1’) d’une part, nous avons :

(D, Q̂(T )) ∈ Ê =⇒ D =
⋂
t∈T

R(t)

=⇒ D = T∆

d’autre part, comme 〈T∆, (T∆)∆〉 est un concept formel de K, En prenant T ′ =
(T∆)∆, nous obtenons : 〈D,T ′〉 ∈ L(K).

(P2’) Nous avons :

(D, Q̌(T )) ∈ Ě =⇒ D =
⋃
t∈T

R(t)

=⇒ D = TΠ

Et comme 〈TΠ, (TΠ)N〉 est une NΠ−paire de K, en prenant T ′ = (TΠ)N, nous obte-
nons : 〈D,T ′〉 ∈ P(K).

(P3’) Nous avons :

(D,¬Q̂(T )) ∈ Ê¬ =⇒ D = D \
⋂
t∈T

R(t)

=⇒ D =
⋃
t∈T

D \R(t)

=⇒ D =
⋃
t∈T

RK(t)

=⇒ D = (T )Π
K

Et puisque 〈(T )Π
K, ((T )Π

K)N
K〉 est une NΠ−paire de K, en prenant T ′ = ((T )Π

K)N
K, nous

obtenons : 〈D,T ′〉 ∈ P(K).

(P4’) d’une part nous avons :

(D,¬Q̂(T )) ∈ Ě¬ =⇒ D = D \
⋃
t∈T

R(t)

=⇒ D =
⋂
t∈T

D \R(t)

=⇒ D =
⋂
t∈T

RK(t)

=⇒ D = (T )∆
K
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d’autre part, comme 〈(T )∆
K , ((T )∆

K)∆
K〉 est un concept formel de K, en prenant T ′ =

((T )∆
K)∆
K nous obtenons 〈D,T ′〉 ∈ L(K).

Comme conséquence aux deux Propositions. 4.2.2 et 4.2.3, le théorème suivant
donne des propriétés algébriques significatives :

Théorème 4.2.1. Soient les contextes formels K = (D, T ,R) et K = (D, T ,R)
alors,

(T1) Ê est isomorphe à L(K) \ {〈D, ∅〉}
(T2) Ě est isomorphe à P(K) \ {〈∅, ∅〉}
(T3) Ê¬ est isomorphe à P(K) \ {〈∅, ∅〉}
(T4) Ě¬ est isomorphe à L(K) \ {〈D, ∅〉}

Preuve.
(T1) Considérons les applications
f : Ê −→ L(K) \ {〈D, ∅〉} et g : L(K) \ {〈D, ∅〉} −→ Ê définies respectivement par :

f
(

(D, Q̂(T ))
)

= 〈D, (T∆)∆〉

g(〈D,T 〉) = (D, Q̂(T1))

i) À partir de (P1’), chaque élément de Ê est associé (en utilisant f) exactement à
un et un seul concept formel (une seule image) de L(K) \ {〈D, ∅〉}.
ii) Inversement, à partir de la propriété (P1), il s’ensuit que pour chaque concept
formel de L(K) \ {〈D, ∅〉} est associé (en utilisant g) à un et un seul élément de Ê.
De i) et ii) nous déduisons que Ê est isomorphe à L(K) \ {〈D, ∅〉}
(T2), (T3) et (T4) sont prouvées de la même manière.

Afin d’illustrer les isomorphismes du Théorème. 4.2.1, on considère le contexte
formel K2 du Tableau.3.4. La Figure.4.1 (resp. Figure.4.2) illustre l’isomorphisme
entre l’ensemble des concepts formels L(K2) \ {〈D2, ∅〉} (resp. l’ensemble des NΠ -
paires P(K2) \ {〈∅, ∅〉}) et l’ensemble des paires (Documents, Requête) distinctes Ê
(resp. Ê¬).

4.3 Recherche Orientée Contenu/Structure

L’émergence et l’adoption de documents structurés, tels que le SGML (Standard
Generalized Markup Language) et le XML (eXtensible Markup Language), dans les
échanges de documents électroniques et (ses larges diffusions) sur le Web ont donnée
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< {d1,d2,d3,

d4,d5,d6},{}>

< {d2,d3,d4},

 {t7}>

< {d4,d5,d6},

 {t1}>

< {d1,d6},

 {t5}>

< {d1,d2,d3}

 {t6}>

< {d4,d5},

 {t1,t4}>

<     {d2,d3}, 

{t3,t6,t7} >

< {d4},

 {t1,t4,t7}>

< {d6},

 {t1,t5,t8}>

{t2,t5,t6}>

< {},{t1,t2,t3,

t4,t5,t6,t7,t8}>

<<

Figure 4.1 – Isomorphisme entre Ê et L(K2) \ {〈D2, ∅〉}
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< {},{} >

E

<{d1,d2,d3},{t1}>

<{d2,d3,d4,d5},{t5}>

<{d4,d5,d6},{t6}>

<{d1,d5,d6},{t7}>

<{d1,d2,d3,d6},

      {t1,t4}>

<{d1,d2,d3,d5,d6},

      {t1,t4,t7}>

<{d1,d2,d3,d4,d5},

     {t1,t5,t8}>

<{d2,d3,d4,d5,d6},

      {t2,t5,t6}>

<{d1,d4,d5,d6},

   {t3,t6,t7}>

<{d1,d2,d3,d4,d5,d6},

 {t1,t2,t3,t4,t6,t7,t8}>
     ({d1,d2,d3,d4,d5,d6},

(t1   t2   t3   t4   t5   t6   t7  t8) )

< < < < <<

({d1,d4,d5,d6},

  (t3   t6   t7) )

< <

<

({d2,d3,d4,d5,d6},

    (t2   t5   t6) )

< <

({d1,d2,d3,d4,d5},

    (t1   t5   t8) )

< <

({d1,d2,d3,d5,d6},

    (t1  t4  t7) )

< <

({d1,d2,d3 ,d6},

    (t1   t4 ) )

<

({d1,d5,d6},   t7)

({d4,d5,d6},   t6)

({d2,d3,d4,d5},   t5)

({d1,d2,d3},   t1)

Figure 4.2 – Isomorphisme entre Ê¬ et P(K2) \ {〈∅, ∅〉}
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lieu au développement de systèmes pour la recherche d’information structurée, dont
le but est de retrouver les éléments (on parle également de granule) de documents per-
tinents (paragraphe, section, sous section,. . . etc.) et non pas des documents entiers.
Ces nouveaux formats offrent la possibilité de représenter simultanément l’informa-
tion textuelle et l’information relative à la structure du document. Ils permettent
ainsi de représenter l’information sous une forme plus riche que le simple contenu et
adaptée à des besoins spécifiques. À cette effet, nous présentons dans cette section
une approche de recherche d’information structurée basée sur l’extension triadique
de l’analyse de concepts formels.

Considérons le contexte formel triadique K = (D, T , E ,R), où D est l’ensemble
de documents, T est l’ensemble de termes d’indexation, E est l’ensemble d’éléments,
et R est une relation triadique incluse dans D × T × E . Contrairement à l’approche
dyadique, nous admettons que les documents sont des ensembles d’éléments, et que
ces éléments sont significativement exhaustifs et peuvent être retournés en tant que
réponse aux requêtes d’utilisateurs. Dans la figure 4.3, nous donnons un exemple de
document structuré. Ce document est structuré en quatre éléments ; title,author,year
et Body.

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?>
<article>
<title>  A Triadic Approach to formal concept  Analysis</title>
<author> F. Lehmann and R. Wille </author>
<year> 1995 </year>
<abstract>  Formal concept analysis, developed during ....</abstract> 
<body>
<sec >
<st> Triadic Contexts </st>
<p> Formal concept analysis views cocepts as  </p>
</sec>
<sec >
<st> Triadic Concepts </st>
<p> concept are understoud as </p>
<p> as in the </p>
.
.
</sec>
.
.
</body>

</article>

Figure 4.3 – Exemple de Document Structuré

Un triplet (d, t, e) ∈ R signifie que l’élément e du document d est indexé par
le terme t. Nous soulignons que cette technique d’indexation est connue dans la
littérature comme l’approche d’indexation basée sur des éléments (element-based in-
dexing approach) [Lalmas, 2009] qui permet la recherche d’éléments à n’importe quel
niveau de granularité. Notons que nous nous limitons dans cette section à l’indexation
binaire (i.e un élement d’un document satisfait on non un terme).



4.3 Recherche Orientée Contenu/Structure 88

4.3.1 Traitement des Requêtes Orientées Contenu

Les requêtes orientées contenu (Content-Only Queries) consistent en l’expression
de termes sans spécifier de contraintes de structures sur les éléments recherchés. Nous
nous intéressons dans cette section au traitement de ce type de requête en se basant
sur l’extension triadique de l’ACF. Dans la suite de cette section nous utilisons la
notion de “concept formel dyadique” pour le distinguer du concept formel triadique.

4.3.1.1 Requêtes Conjonctives

Soit T = {t1, t2, ..., tn} un ensemble de termes (T ⊆ T ) et Q̂(T ) la requête
conjonctive orientée contenu construite sur T (i.e. t1∧ t2∧ ...∧ tn). La réponse à cette
requête consiste en l’ensemble d’éléments des documents indexés par tous les termes
de T . Notons par P̂ l’ensemble de ces réponses, qui sont données sous la forme de
couples (d, e). P̂ peut être obtenu mathématiquement par l’opérateur de dérivation de
suffisance appliqué à l’ensemble T . En se basant sur l’approche triadique de l’analyse
de concepts formels (c.f. §1.6), P̂ est donné par :

P̂ = T∆T = {(d, e) ∈ D × E | ∃ t ∈ T, (d, t, e) ∈ R} (4.1)

Dans une notation polymorphe, P̂∆T définit l’ensemble des termes satisfaits par tous
les éléments de P̂ . P̂∆T est donné par :

P̂∆T = {t ∈ T | ∃(d, e) ∈ P̂ , (d, t, e) ∈ R} (4.2)

Pour un ensemble de termes T , la proposition suivante établit l’unicité du contexte
formel dyadique relatif à la requête Q̂(T ) :

Proposition 4.3.1. Étant donné le contexte formel triadique K = (D, T , E ,R) et
l’ensemble de termes T , alors il existe un et un seul concept formel dyadique relatif
à la requête conjonctive orientée continu Q̂(T ) donné par :

〈T∆T , (T∆T )∆T 〉

Preuve. La preuve résulte naturellement de la propriété de fermeture de la compo-
sition de l’opérateur de suffisance ((.)∆T )∆T .

La Proposition. 4.3.1 nous permet de définir le mode de recherche par interro-
gation 2. Ainsi, pour une requête conjonctive Q̂(T ), nous générons le concept formel
dyadique 〈T∆T , (T∆T )∆T 〉. Pour le mode de recherche par navigation, nous proposons

2. Ce mode de recherche est définit dans certaines approches de RI basées sur l’ACF classique
(§2.6).
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de construire le treillis de concepts formel dyadique de la forme 〈{(di, ej)|di ∈ D, ej ∈
E}, T 〉 isomorphe au contexte triadique K. Pour ce faire, on derive à partir de K le
contexte formel dyadique KT = (D × E , T ,RT ), où RT = {((d, e), t) | (d, t, e) ∈ R}.
Le treillis de concepts formels induit à partir de KT (L(KT )) permet de caractériser,
conformément au Théorème.4.2.1, l’ensemble des requêtes orientées contenu construites
sur l’ensemble T .

Exemple 4.3.1. Pour illustrer le traitement de requêtes orientées contenu, nous
considérons le contexte triadique Ke = (De, Te, Ee,Re) du Tableau. 4.1.

Tableau 4.1 – Le Contexte Formel Triadique Ke = (De, Te, Ee,Re)
e1=Title e2=Authors

t1 t2 t3 t4 t5 t1 t2 t3 t4 t5
d1 × × × × × ×
d2 × × ×
d3 × × × ×
d4 × × ×
d5 × × × ×
d6 × × × × ×

e3= Abstract e4= Body
t1 t2 t3 t4 t5 t1 t2 t3 t4 t5

d1 × × × ×
d2 × × ×
d3 × × ×
d4 × × × ×
d5 × × × × × × ×
d6 × × ×

Si on considère la requête conjonctive t1 ∧ t2, le concept formel dyadique calculé
est : 〈{t1, t2}∆T , ({t1, t2}∆T )∆T 〉 = 〈{t1, t2}, {(d1, e2), (d1, e3), (d2, e1), (d3, e1), (d3, e3),
(d4, e3), (d5, e1), (d5, e3), (d5, e4), (d6, e1), (d6, e2)}〉

Le diagramme de Hasse du treillis de concepts formels associé au contexte formel
dyadique (De × Ee, Te, (Re)T ) est donné dans la Figure. 4.4 (Page. 90). Pour une
meilleure lisibilité l’ensemble de concepts formels est énuméré dans le Tableau. 4.2
(Page. 91).

4.3.1.2 Requêtes Disjonctives

Considérons l’ensemble de termes T = {t1, t2, ..., tn}. La réponse à la requête
disjonctive (orientée contenu) Q̌(T ), donnée par t1∨t2∨ ...∨tn, sont tous les éléments
qui sont indexés par au moins un terme de T . L’ensemble de ces éléments (noté P̌
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  {}

  {t5}  {t4}
  {t3}

  {t1,t2}

  {t3,t5}

  {t4,t5}

  {t3,t4,t5}

  {t1,t2,t4}

  {t1,t2,t3}

  {t1,t2,t3,t4,t5}

Figure 4.4 – Diagramme de Hasse du Treillis L(KT )

peut être exprimer par l’opérateur de dérivation de possibilité appliqué à l’ensemble
T . Formellement, P̌ est donné par :

P̌ = TΠT = {(d, e) ∈ D × E | ∃t ∈ T, (d, t, e) ∈ R} (4.3)

Cette expression nous permet de définir le mode de recherche par interrogation pour
les requêtes disjonctives (orientées contenu). Pour la recherche par navigation, nous
proposons de calculer toutes les NΠ-paires de la forme 〈P̌ , T 〉 tel que P̌ = TΠT et
T = P̌NT , où (.)NT est défini par :

P̌NT = {t ∈ T | ∀(d, e) ∈ D × E( (d, t, e) ∈ R⇒ (d, e) ∈ P̌ )} (4.4)

Soit P(KT ) l’ensemble des NΠ-paires induit à partir du contexte formel dyadique
KT par les deux opérateurs de dérivation ΠT et NT . PT (K) est un treillis complet
isomorphe 3 au treillis de concepts formels dyadique L(KT ).

3. Cet isomorphisme a été prouvé dans [Djouadi et Prade, 2011].
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Tableau 4.2 – Les Concepts Formels Dyadiques du Contexte (De × Ee, Te, (Re)T )

# Intension Extension

1 ∅ {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d1, e4), (d2, e1),
(d2, e2), (d2, e3), (d2, e4), (d3, e1), (d3, e2),
(d3, e3), (d3, e4), (d4, e1), (d4, e2), (d4, e3),
(d4, e4), (d5, e1), (d5, e2), (d5, e3), (d5, e4),
(d6, e1), (d6, e2), (d6, e3), (d6, e4)}

2 {t5} {(d1, e1), (d2, e3), (d3, e2), (d4, e1), (d5, e2),
(d5, e3), (d6, e4)}

3 {t4} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e4), (d2, e3), (d3, e4),
(d4, e1), (d4, e4), (d5, e2), (d5, e3)}

4 {t3} {(d1, e1), (d1, e3), (d2, e2), (d2, e4), (d3, e1),
(d4, e2), (d4, e3), (d5, e3), (d6, e1), (d6, e3),
(d6, e4)}

5 {t4 t5} {(d1, e1), (d2, e3), (d4, e1), (d5, e2), (d5, e3)}
6 {t3, t5} {(d1, e1), (d5, e3), (d6, e4)}
7 {t1, t2} {(d1, e2), (d1, e3), (d2, e1), (d3, e1), (d3, e3)

(d4, e3), (d5, e1), (d5, e3), (d5, e4), (d6, e1)
(d6, e2)}

8 {t3, t4, t5} {(d1, e1), (d5, e3)}
9 {t1, t2, t4} {(d1, e2), (d5, e3)}
10 {t1, t2, t3} {(d1, e3), (d3, e1), (d4, e3), (d5, e3), (d6, e1)}
11 {t1, t2, t3, t4, t5} {(d5, e3)}

Exemple 4.3.2. Pour illustrer le traitement de requêtes disjonctives orientées cont-
enu, nous reconsidérons le contexte triadique du Tableau. 4.1. La Figure. 4.5 (Page.
92) illustre le diagramme de Hasse associé au treillis de NΠ-paires calculées à partir
de ce contexte formel (i.e P(KT )). L’ensemble de NΠ-paires sont données dans le
Tableau. 4.3 (Page. 93).
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{}

{t1,t2}

{t5}

{t4}

{t3}

{t3,t4,t5} {t1,t2,t5} {t1,t2,t4} {t1,t2,t3}

{t1,t2,t3,t5} {t1,t2,t3,t4}{t1,t2,t4,t5}

{t1,t2,t3,t4,t5}

Figure 4.5 – Diagramme de Hasse du Treillis P(KT )
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Tableau 4.3 – Les NΠ-Paires du Contexte Formal (De × Ee, Te, (Re)T )
Extension Intension
{} {}
{t3} {(d1, e1), (d1, e3), (d2, e2), (d2, e4), (d3, e1), (d4, e2), (d4, e3), (d5, e3),

(d6, e1), (d6, e3), (d6, e4)}
{t4} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e4), (d2, e3), (d3, e4), (d4, e1), (d4, e4), (d5, e2),

(d5, e3)}
{t5} {(d1, e1), (d2, e3), (d3, e2), (d4, e1), (d5, e2), (d5, e3), (d6, e4)}
{t1, t2} {(d1, e2), (d1, e3), (d2, e1), (d3, e1), (d3, e3), (d4, e3), (d5, e1), (d5, e3),

(d5, e4), (d6, e1), (d6, e2)}
{t3, t4} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d1, e4), (d2, e2), (d2, e3), (d2, e4), (d3, e1),

(d3, e4), (d4, e1), (d4, e2), (d4, e3), (d4, e4), (d5, e2), (d5, e3), (d6, e1),
(d6, e3), (d6, e4)}

{t3, t5} {(d1, e1), (d1, e3), (d2, e2), (d2, e3), (d2, e4), (d3, e1), (d3, e2), (d4, e1),
(d4, e2), (d4, e3), (d5, e2), (d5, e3), (d6, e1), (d6, e3), (d6, e4)}

{t4, t5} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e4), (d2, e3), (d3, e2), (d3, e4), (d4, e1), (d4, e4),
(d5, e2), (d5, e3), (d6, e4)}

{t3, t4, t5} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d1, e4), (d2, e2), (d2, e3), (d2, e4), (d3, e1),
(d3, e2), (d3, e4), (d4, e1), (d4, e2), (d4, e3), (d4, e4), (d5, e2), (d5, e3),
(d6, e1), (d6, e2), (d6, e3), (d6, e4)}

{t1, t2, t5} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d2, e1), (d2, e3), (d3, e1), (d3, e2), (d3, e3),
(d4, e1), (d4, e3), (d5, e1), (d5, e2), (d5, e3), (d5, e4), (d6, e1), (d6, e2),
(d6, e4)}

{t1, t2, t4} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d1, e4), (d2, e1), (d2, e3), (d3, e1), (d3, e3),
(d3, e4), (d4, e1), (d4, e3), (d4, e4), (d5, e1), (d5, e2), (d5, e3), (d5, e4),
(d6, e1), (d6, e2)}

{t1, t2, t3} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d2, e1), (d2, e2), (d2, e4), (d3, e1), (d3, e3),
(d4, e2), (d4, e3), (d5, e1), (d5, e3), (d5, e4), (d6, e1), (d6, e2), (d6, e3),
(d6, e4)}

{t1, t2, t3, t5} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d2, e1), (d2, e2), (d2, e3), (d2, e4), (d3, e1),
(d3, e2), (d3, e3), (d4, e1), (d4, e2), (d4, e3), (d5, e1), (d5, e2), (d5, e3),
(d5, e4), (d6, e1), (d6, e2), (d6, e3), (d6, e4)}

{t1, t2, t3, t4} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d1, e4), (d2, e1), (d2, e3), (d2, e4), (d3, e1),
(d3, e3), (d3, e4), (d4, e1), (d4, e2), (d4, e3), (d4, e4), (d5, e1), (d5, e2),
(d5, e3), (d5, e4), (d6, e1), (d6, e2), (d6, e3), (d6, e4)}

{t1, t2, t4, t5} {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d1, e4), (d2, e1), (d2, e3), (d3, e1), (d3, e2),
(d3, e3), (d3, e4), (d4, e1), (d4, e3), (d4, e4), (d5, e1), (d5, e2), (d5, e3),
(d5, e4), (d6, e1), (d6, e2), (d6, e4)}

Te {(d1, e1), (d1, e2), (d1, e3), (d1, e4), (d2, e1), (d2, e2), (d2, e3), (d2, e4),
(d3, e1), (d3, e2), (d3, e3), (d3, e4), (d4, e1), (d4, e2), (d4, e3), (d4, e4),
(d5, e1), (d5, e2), (d5, e3), (d5, e4), (d6, e1), (d6, e2), (d6, e3), (d6, e4)}
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4.3.2 Traitement de Requêtes Orientées Contenu et Struc-
ture

Les langages de requêtes orientés contenu et structure 4 fournissent aux utilisa-
teurs un moyen de spécifier, en plus des contenus, les contraintes sur les structures
des informations recherchées. On peut distinguer trois catégories de ces langages
[Lalmas, 2009] :

1. Langages basés sur les balises (Tag-based langages),

2. Langages basés sur les chemins (Path-based langages),

3. Langages basés sur les clauses (Clause-based langages).

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la première catégorie, où ces langages
(à l’exemple de XSEarch [Cohen et al., 2003]) offrent aux utilisateurs la possibilité
d’accompagner (annoter) les termes de la requête avec une seule balise. Les ba-
lises permettent de spécifier les contraintes structurelles des résultats ciblés. À titre
d’exemple, si l’information recherchée est “les résumés sur l’analyse de concepts for-
mels”, la syntaxe de requête peut être donnée par : “abstract : analyse de concepts
formels”.

Conformément à la notation que nous avons utilisé, les contraintes qui peuvent
servir pour annoter les requêtes correspondent aux éléments de E . Nous proposons
ci-après une approche pour traiter les formes conjonctive et disjonctive de ce type
de requête.

Soit T = {t1, t2, ..., tn} un ensemble de termes (T ⊆ T ) et Q̂(e, T ) la requête
conjonctive orientée contenu et structure construite sur T (i.e. e : t1 ∧ t2 ∧ ... ∧
tn). Comme la contrainte sur la structure est connue, le processus de recherche se
résume alors à rechercher la liste de documents contenant l’élément (ou la structure)
e et satisfaisant tous les termes de cette requête. Pour ce faire, nous considérons
le contexte formel dyadique Ke = (D, T ,Re), où Re = {(d, t) | (d, t, e) ∈ R}. La
solution se ramène alors au cas classique, et l’ensemble de documents retourné est
donné par :

T∆/Ke = {d ∈ D | ∀t ∈ T (t ∈ T ⇒ (d, t) ∈ Re)}

(.)∆/Ke permet aussi d’exprimer duallement l’ensemble de termes indexés par l’élément
e de tous les documents d’un ensemble D :

D∆/Ke = {t ∈ T | ∀d ∈ D(d ∈ D ⇒ (d, t) ∈ Re)}

Le concept formel de la requête Q̂(e, T ) est alors donné par la paire :

〈T∆/Ke , (T∆/Ke)∆/Ke〉

4. C’est sur ce type de requête que se focalisent la plupart des langages de requêtes XML [Lalmas,
2009].
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Dans le même contexte, pour la requête disjonctive orientée contenu et structure
Q̌(e, T ) (i.e. e : t1 ∨ t2 ∨ . . . tn), le processus de recherche se résume alors à retrouver
les documents contenant l’élément e (la contrainte) indexés par au moins un terme
de T . En utilisant la lecture possibiliste de l’analyse de concepts formels, l’ensemble
de ces documents est exprimé par :

TΠ/Ke = {d ∈ D | ∃t ∈ T , (d, e, t) ∈ R}

Pour le mode de recherche par navigation, nous proposons la construction du
treillis de concepts formels L(Ke) pour les requêtes conjonctives et le treillis de NΠ-
paires P(Ke) pour les requêtes disjonctives orientées contenu et structure. Pour la
construction du treillis P(Ke), l’opérateur de dérivation de nécessité N est défini par :

DN/Ke = {t ∈ T | ∀d ∈ D ( (d, e, t) ∈ R⇒ d ∈ D)}

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté nos contributions dans le cadre de l’ACF
Booléenne pour la RI. Dans la première contribution, en partant de la théorie axio-
matique T et du modèle MB, nous avons démontré des propriétés algébriques si-
gnificatives entre des ensembles de paires (Documents − Requête) relatives à la RI
Booléenne et des terillis de paires 〈Docuements, termes〉 liées à l’ACF et sa lec-
ture possibiliste. Ces propriétés permettent d’aprouver l’utilisation de la théorie de
l’ACF et sa lecture possibiliste dans le domaine de la RI d’un coté. De l’autre, elles
offrent un cadre théorique pour le développement d’approches de recherche par na-
vigation sur les treillis de l’ACF. Par rapport aux approches existantes de RI basées
sur l’ACF, notre contribution traite, en plus des requêtes conjonctives, les requêtes
disjonctives et leurs deux formes négatives.

Dans la seconde contribution, nous avons proposé une approche de RI structurée
Booléenne basée sur l’extension triadique de l’ACF. L’approche permet de traiter les
différentes formes de requêtes orientées contenu et de requêtes orientées contenu et
structure.

Bien que ces deux approches traitent, en plus des requêtes conjonctives, les
requêtes disjonctive et la leurs formes négatives, il reste que :

1. Elles se basent sur les relations Documents × Termes Booléennes, est les
poids des termes d’indexation dans les documents ne sont pas considérés,

2. Elles traitent exclusivement des requêtes Booléennes (absence de pondération
de termes de la requête),

3. Elle n’associent aucun score de pertinence aux documents et/ou éléments pour
les requêtes fournies,



4.4 Conclusion 96

En tenant compte de ces remarque, nous proposons dans le chapitre suivant, nos
contributions basées sur les extensions floues de l’ACF pour prendre en charge les
poids des termes d’indexation dans les documents et dans les requêtes et associer
des scores de pertinence aux documents.
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5.5 Réduction Linéaire des Treillis . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

97



5.1 Introduction 98

5.1 Introduction

Nous avons vu dans le Chapitre. 2 que la plupart des approches de RI basées sur
l’ACF ne tiennent pas compte de la pondération des termes dans les requête et/ou
dans les documents (§2.6). Cela est dû au fait que la théorie de l’ACF classique
considère des contextes formels Booléens, où les entrées ne peuvent prendre que les
deux valeurs 0 ou 1. Or, la pondération des termes de requêtes et de documents est
avérée primordiale dans l’évaluation de la pertinence des documents par rapport aux
requêtes utilisateurs, dans le but de renvoyer aux utilisateurs des listes triées des
résultats.

Afin de prendre en compte une telle pondération, nous considérons l’extension
floue de l’ACF pour : 1) considérer la relation floue Documents × Termes, où les
entrées de la matrice d’incidence sont des poids (∈ [0, 1]) des termes dans les docu-
ments, 2) le classement des résultats de recherche et 3) le traitement des requêtes
pondérées.

Dans ce chapitre, nous proposons d’abord dans la Section.5.2, une caractérisation
algébrique des requêtes du modèle Mf (§3.4) en se basant sur les treillis de concepts
formels semi-flous et les treillis de NΠ-paires semi-floues. Notons que ce dernier type
de treillis est originalement introduit dans le cadre de cette thèse. La Section. 5.3,
élargit la contribution présentée dans la Section. 5.2 en vue de prendre en compte
les requêtes pondérées.

L’absence d’information est une réalité fort souvent constatée dans des matrices
d’incidence Documents×Termes, notamment sur des gros corpus. À cette fin, nous
proposons de modéliser cette absence (totale ou partielle) d’information par un in-
tervalle de vérité. En conséquence, la Section. 5.4 propose une algèbre d’intervalles
dans le cadre de la RI basée sur l’ACF floue.

Soucieux que l’ensemble (ou une partie) de nos propositions théoriques puissent
être implémentées de manière à passer à l’échelle (scalable), notre dernière contri-
bution vise à faciliter l’interrogation par navigation en transformant les treillis en
structures linéaires. Cette aspect est présenté dans la Section. 5.5.

5.2 Enrichissement du ModèleMf basé sur l’ACF

Floue

Dans cette section, nous nous intéressons au modèle de recherche d’informa-
tion flou standard (§2.2.2). Pour cela, nous considérons l’intervalle L = [0, 1] et le

contexte formel flou K̃ = (D, T , I), où D est un ensemble fini de documents (D =
{d1, d2, . . . , dm}), T est un ensemble fini de termes d’indexation (T = {t1, t2, . . . , tn})
et I est une relation binaire floue dans LD×T qui associe à chaque couple (d, t) ∈
D × T (I(d, t)) le poids du terme t dans le document d.
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Soit Q l’ensemble de toutes les requêtes Booléennes construites sur l’ensemble
de termes d’indexation T . Une requête élémentaire conjonctive Q̂(T ), construite sur
l’ensemble T = {t1, t2, . . . , tr} de termes d’indexation, est de la forme t1∧ t2∧· · ·∧ tr.
Une requête disjonctive élémentaire Q̂(T ) est de la forme t1∨t2∨· · ·∨tr. Les négations
de ces deux formes de requêtes sont donnée par ¬Q̂(T ) (¬(t1∧t2∧· · ·∧tr) ) et ¬Q̌(T )
(¬(t1 ∨ t2 ∨ · · · ∨ tr) ). Dans ce qui suit nous considérons l’image f̃ défini par :

f̃ : T → LD

t 7→ {dαi
i , i = 1 . . .m | αi = I(di, t)} (5.1)

La proposition suivante caractérise, dans le modèleMf (§3.4), les sous-ensembles
de l’extension du prédicat S en considérant ces quatres formes élémentaires de
requêtes.

Proposition 5.2.1. Les interpretations suivantes sont vraies dans le modèle Mf :

(IF1) ∀T 6= ∅, JSKIf (
⋂
ti∈T f̃(ti), Q̂(T ))

(IF2) ∀T 6= ∅, JSKIf (
⋃
ti∈T f̃(ti), Q̌(T ))

(IF3) ∀T 6= ∅, JSKIf (D \
⋂
ti∈T f̃(ti),¬Q̂(T ))

(IF4) ∀T 6= ∅, JSKIf (D \
⋃
ti∈T f̃(ti),¬Q̌(T ))

Preuve. La preuve résulte naturellement du théorème 3.4.1 - Page. 69 et la fonction
d’interprétation If définie dans §3.4. Ainsi, nous avons à interpréter chaque variable
xi par ti pour obtenir respectivement (IF1), (IF2), (IF3), (IF4).

Soit F̂ (resp. F̌ , F̂¬, F̌¬) l’ensemble des paires (D,Q) tel que l’interpretation
JSKIf (D,Q) est vraie et Q est une requête conjunctive (resp. disjonctive, negative
conjonctive, negative disjonctive) construite sur l’ensemble T . Formellement, ces
ensembles sont donnés par :
F̂ = {(D̃, Q̂(T )) ∈ LD ×Q | T 6= ∅ et JSKIf (D̃, Q̂(T )) = vrai}
F̌ = {(D̃, Q̌(T )) ∈ LD ×Q | T 6= ∅ et JSKIf (D̃, Q̌(T )) = vrai}
F̂¬ = {(D̃,¬Q̂(T )) ∈ LD ×Q | T 6= ∅ et JSKIf (D̃,¬Q̂(T )) = vrai}
F̌¬ = {(D̃,¬Q̌(T )) ∈ LD ×Q | T 6= ∅ et JSKIf (D̃,¬Q̌(T )) = vrai}.

Afin de caractériser ces ensembles, nous définissons ci-après des extensions des
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opérateurs de dérivation de l’ACF et de sa lecture possibiliste :

T∆(d) =
∧
t∈T

I(d, t) (5.2)

D̃∆c = {t ∈ T | ∀d ∈ D, D̃(d) ≤ I(d, t)} (5.3)

= {t ∈ T | ∀d ∈ D, (D̃(d)→RG I(d, t) = 1)} (5.4)

TΠ(d) =
∨
t∈T

I(d, t) (5.5)

D̃Nc = {t ∈ T | ∀d ∈ D, I(d, t) ≤ D̃(d)} (5.6)

= {t ∈ T | ∀d ∈ D, (I(d, t)→RG D̃(d) = 1)} (5.7)

Où “→RG” correspond à l’implication Rescher-Gäınes donnée par :

x→RG y =

{
1 x ≤ y
0 sinon

Les opérateurs (.)∆ et (.)Π s’appliquent sur des ensembles classiques et génèrent
des ensembles flous. Tandis que (.)∆c et (.)Nc s’appliquent sur des ensembles flous
et génèrent des ensembles classiques. Nous nous intéressons ci-après aux propriétés
algébriques de certaines compositions de ces opérateurs.

Proposition 5.2.2. la paire (∆c,∆) forme une L-connection de Galois antitone.

Preuve. La preuve vient du fait que :

— ∆ est un opérateur flou antitone,
— ∆c est un opérateur antitone,
— La composition ∆ ◦∆c est un opérateur de fermeture floue,
— La composition ∆c ◦∆ est un opérateur de fermeture.

Théorème 5.2.1. Étant donné le L-contexte K̃ = (D, T , I). Nous avons alors :
I1) Π est isotone : T1 ⊆ T2 ⇒ TΠ

1 ⊆ TΠ
2 ,

I2) Nc est isotone : D̃1 ⊆ D̃2 ⇒ D̃Nc
1 ⊆ D̃Nc

2 ,
C3) La composition Nc ◦ Π (i.e. ((.)Π)Nc) est un opérateur de fermeture flou,
O1) La composition Π ◦ Nc (i.e. ((.)Nc)Π) est un opérateur d’ouverture flou.

Preuve.
I1) ∀d ∈ D, TΠ

1 (d) =
∨
t∈T1
I(d, t), TΠ

2 (d) =
∨
t∈T2
I(d, t).

Pour d donnée, notons α1 =
∨
t∈T1
I(d, t) et α2 =

∨
t∈T2
I(d, t). Si T1 ⊆ T2 alors nous

avons deux cas de figures :
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cas N◦1 : ∃t ∈ T2 \T1 , I(t, d) > α1 alors α2 > α1 et par conséquence TΠ
1 (d) ≤ TΠ

2 (d).
cas N◦2 : ∀t ∈ T2 \ T1I(t, d) ≤ α1 alors α2 = α1 et par conséquence TΠ

1 (d) ≤ TΠ
2 (d).

Dans les deux cas TΠ
1 (d) ≤ TΠ

2 (d) alors T1 ⊆ T2 ⇒ TΠ
1 ⊆ TΠ

2

I2) À partir de la définition de l’opérateur Nc, D̃
Nc
1 = {t | ∀d ∈ D, I(d, t) ≤ D̃1(d)}

et D̃Nc
2 = {t | ∀d ∈ D, I(d, t) ≤ D̃2(d)} ,

et puisque D̃1 ⊆ D̃2 ⇒ ∀d ∈ D, D̃1(d) ≤ D̃2(d) alors ∀t ∈ D̃Nc
1 ∀d ∈ D, I(d, t) ≤

D̃1(d) ≤ D̃2(d) ⇒ t ∈ D̃Nc
2 ⇒ D̃Nc

1 ⊆ D̃Nc
2

C3) Nous allons prouver les propriétés (CL1), (CL2) et (CL3) de la Définition. 1.2.6
(Page. 8)

(CL1) Extensivité : T ⊆ (TΠ)Nc

TΠ = {dα | α =
∨
t∈T

I(d, t)}

=⇒∀d ∈ D ∀t ∈ T, I(d, t) ≤ TΠ(d) ( Puisque α est le maximum)

=⇒∀t ∈ T, t ∈ (TΠ)Nc (À partir de la défintion de Nc)

=⇒T ⊆ (TΠ)Nc

(CL2) Isotonie : T1 ⊆ T2 ⇒ (TΠ
1 )Nc ⊆ (TΠ

2 )Nc

Par application successive de I1) et I2) nous obtenons : T1 ⊆ T2 ⇒ TΠ
1 ≤ TΠ

2

⇒ (TΠ
1 )Nc ⊆ (TΠ

2 )Nc

(CL3) Idempotence : (TΠ)Nc = (((TΠ)Nc)Π)Nc

i) d’un coté, à partir de la définition de (.)Π, nous avons :

TΠ = {dα | α =
∨
t∈T

I(d, t)}

=⇒ (TΠ)Nc = {t | ∀d, I(d, t) ≤ TΠ(d)}
=⇒ ((TΠ)Nc)Π = {dα | α =

∨
t∈(TΠ)Nc

I(d, t)}

⇐⇒ ∀d, ((TΠ)Nc)Π(d) =
∨

t∈(TΠ)Nc

I(d, t)

de l’autre côté, (TΠ)Nc = {t | ∀d, I(d, t) ≤ TΠ(d)} ⇒ ∀d ∈ D ∀t ∈ (TΠ)Nc , I(d, t) ≤
TΠ(d), d’où ∀d ∈ D, ((TΠ)Nc)Π(d) =

∨
t∈(TΠ)Nc I(d, t) ≤ TΠ(d) ⇒ ((TΠ)Nc)Π ≤ TΠ.

En appliquant I2) nous obtenons ((TΠ)Nc)Π ≤ TΠ ⇒ (((TΠ)Nc)Π)Nc ≤ (TΠ)Nc
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ii) En substituant, dans (CL1)-T ⊆ (TΠ)Nc , T par (TΠ)Nc nous obtenons :(TΠ)Nc ⊆
(((TΠ)Nc)Π)Nc

De i) et ii) nous concluons que (TΠ)Nc = (((TΠ)Nc)Π)Nc

O1) Nous allons prouver les propriétés (OP1), (OP2) et (OP3) de la Définition.
1.2.7 (Page. 8)

(OP1) Π ◦ Nc est contractante : ∀D̃ ∈ LD, (D̃Nc)Π ≤ D̃

∀D̃ ∈ LD , D̃Nc = {t ∈ T | ∀d ∈ D, I(d, t) ≤ D̃(d)}
=⇒ ∀d ∈ D ∀t ∈ D̃Nc , I(d, t) ≤ D̃(d)

=⇒ ∀d ∈ D (D̃Nc)Π(d) =
∨

t∈D̃Nc

I(d, t) ≤ D̃(d)

=⇒ ∀d ∈ D (D̃Nc)Π(d) ≤ D̃(d)

=⇒ (D̃Nc)Π ≤ D̃

(OP2) Π ◦ Nc est isotone :∀D̃1, D̃2 ∈ LD, D̃1 ≤ D̃2 ⇒ (D̃Nc
1 )Π ≤ (D̃Nc

2 )Π

Par application successive de I2) et I1) nous obtenons : D̃1 ≤ D̃2 ⇒ D̃Nc
1 ⊆ D̃Nc

2

⇒ (D̃Nc
1 )Π ≤ (D̃Nc

2 )Π

(OP3) Π ◦ Nc est idempotente : (D̃Nc
1 )Π = (((D̃Nc

1 )Π)Nc)Π

i) En substituant, dans (CL1)-T ⊆ (TΠ)Nc , T par D̃Nc
1 nous obtenons D̃Nc

1 ⊆
((D̃Nc

1 )Π)Nc et en appliquant I1) nous obtenons (D̃Nc
1 )Π ≤ (((D̃Nc

1 )Π)Nc)Π

ii) En substituant, dans (OP1)-(D̃Nc)Π ≤ D̃, D̃ par (D̃Nc)Π nous obtenons
(((D̃Nc

1 )Π)Nc)Π ≤ (D̃Nc
1 )Π

De i) et ii), nous concluons que (D̃Nc
1 )Π = (((D̃Nc

1 )Π)Nc)Π

Corollaire 5.2.1. la paire (Nc,Π) forme une L-connection de Galois isotone.

Preuve. La prouve est déduite du théorème précédent.

En utilisant ces opérateurs (∆, ∆c, Nc et Π), nous définissons les treillis de

concepts formels semi-flous 1 (noté B(K̃) ) et de NΠ-paires semi-floues (noté BNΠ(K̃) )

induit à partir du L-contexte K̃ (et duallement à partir du L-contexte K̃ = (D, T , I),
où I(d, t) = 1− I(d, t) ), qui sont donnés par :

1. Ce treillis est le même généré par les approches de Yahia & Jaoua et Krajči (§Page.22).
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B(K̃) = {〈D̃, T 〉 ∈ LD × 2T | D̃ = T∆ et T = D̃∆c}

BNΠ(K̃) = {〈D̃, T 〉 ∈ LD × 2T | D̃ = TΠ et T = D̃Nc}

Proposition 5.2.3. Soit les L-contextes K̃ = (D, T , I) et K̃ = (D, T , I), alors nous
avons les propriétés suivantes :

(PF1) ∀D̃ ∀T 6= ∅,
(
〈D̃, T 〉 ∈ B(K̃)⇒ (D̃, Q̂(T )) ∈ F̂

)
(PF2) ∀D̃ ∀T 6= ∅,

(
〈D̃, T 〉 ∈ BNΠ(K̃)⇒ (D̃, Q̌(T )) ∈ F̌

)
(PF3) ∀D̃ ∀T 6= ∅,

(
〈D̃, T 〉 ∈ BNΠ(K̃)⇒ (D̃,¬Q̂(T )) ∈ F̂¬

)
(PF4) ∀D̃ ∀T 6= ∅,

(
〈D̃, T 〉 ∈ B(K̃)⇒ (D̃,¬Q̌(T )) ∈ F̌¬

)
Preuve.
(PF1) :

〈D̃, T 〉 ∈ B(K̃) =⇒∀d ∈ D, D̃(d) = T∆(d)

=⇒D̃ = {dαi
i , i = 1 . . .m | αi =

∧
tj∈T

I(di, tj)}

=⇒D̃ =
⋂
tj∈T

{dα
′
i
i , i = 1 . . .m | α′i = I(di, tj)}

=⇒D̃ =
⋂
tj∈T

f̃(tj)

=⇒(D̃, Q̂(T )) ∈ F̂

(PF2) :

〈D̃, T 〉 ∈ BNΠ(K̃) =⇒∀d ∈ D, D̃(d) = TΠ(d)

=⇒D̃ = {dαi
i , i = 1 . . .m | αi =

∨
tj∈T

I(di, tj)}

=⇒D̃ =
⋃
tj∈T

{dα
′
i
i , i = 1 . . .m | α′i = I(di, tj)}

=⇒D̃ =
⋃
tj∈T

f̃(tj)

=⇒(D̃, Q̌(T )) ∈ F̌
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(PF3) :

〈D̃, T 〉 ∈ BNΠ(K̃) =⇒∀d ∈ D, D̃(d) = T
Π

K̃ (d)

=⇒D̃ = {dαi
i , i = 1 . . .m | αi =

∨
tj∈T

I(di, tj)}

=⇒D̃ = {dαi
i , i = 1 . . .m | αi =

∨
tj∈T

(1− I(di, tj))}

=⇒D̃ =
⋃
tj∈T

{dα
′
i
i , i = 1 . . .m | α′i = 1− I(di, tj)}

=⇒D̃ =
⋃
tj∈T

D \ f̃(tj) (Complément de f̃(t))

=⇒D̃ = D \
⋂
tj∈T

f̃(tj) (Lois de De Morgan)

=⇒(D̃,¬Q̌(T )) ∈ F̂¬

Où (.)
Π

K̃ correspond à l’application de l’opérateur (.)Π dans le L-contexte K̃ =
(D, T , I).
(PF4) :

〈D̃, T 〉 ∈ B(K̃) =⇒∀d ∈ D, D̃(d) = T
∆

K̃ (d)

=⇒D̃ = {dαi
i , i = 1 . . .m | αi =

∧
tj∈T

(1− I(di, tj))}

=⇒D̃ =
⋂
tj∈T

{dα
′
i
i , i = 1 . . .m | α′i = 1− I(di, tj)}

=⇒D̃ =
⋂
tj∈T

D \ f̃(tj)

=⇒D̃ = D \
⋃
tj∈T

f̃(tj)

=⇒(D̃,¬Q̂(T )) ∈ F̌¬

En utilisant la notion de paires distinctes introduite dans le Chapitre. 4, nous
définissons les ensembles de paires distinctes F̂ F̌ F̂¬ F̌¬ correspondant respective-
ment aux ensembles F̂ , F̌ , F̂¬ et F̌¬. La proposition suivante établit des propriétés
utiles entre les ensembles de paires distinctes définies ci-dessus d’un coté, les treillis

de concepts formels et de NΠ-paires des L-contextes K̃ et K̃ de l’autre coté.
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Proposition 5.2.4. Soit le L-contexte K̃ = (D, T , I). Les propriétés suivantes sont
vérifiées ∀T ∈ 2T , T 6= ∅,

(PF1′) ∀(D̃, Q̂(T )) ∈ F̂,∃!〈D̃′, T ′〉 ∈ B(K̃) tel que D̃′ = D̃.

(PF2′) ∀(D̃, Q̌(T )) ∈ F̌,∃!〈D′, T ′〉 ∈ BNΠ(K̃) tel que D̃′ = D̃.

(PF3′) ∀(D̃,¬Q̂(T )) ∈ F̂¬,∃!〈D̃′, T ′〉 ∈ BNΠ(K̃) tel que D̃′ = D̃.

(PF4′) ∀(D̃,¬Q̌(T )) ∈ F̌¬,∃!〈D̃′, T ′〉 ∈ B(K̃) tel que D̃′ = D̃.

Preuve.

(PF1′) : (D̃, Q̂(T)) ∈ F̂ =⇒ D̃ =
⋂
t∈T

f̃(t) (à partir de (IF1))

=⇒ D̃ = {dα, d ∈ D | α =
∧

t ∈ TI(d, t)}

(de la définition de f̃ et de ∩ )

=⇒ D̃ = T∆ (la définition de ∆ )

En prenant T ′ = (T∆)∆c nous obtenons l’unique concept formel flou 〈T∆, (T∆)∆c〉 ∈
B(K̃)

(PF2′) : (D̃, Q̌(T)) ∈ F̌ =⇒ D̃ =
⋃
t∈T

f̃(t) (à partir de (IF2))

=⇒ D̃ = {dα, d ∈ D | α =
∨

t ∈ TI(d, t)}

(De la définition de f̃ et de ∪ )

=⇒ D̃ = TΠ (La définition de Π )

En supposant T ′ = (TΠ)Nc nous obtenons l’unique NΠ-paire floue 〈TΠ, (TΠ)Nc〉 ∈
BNΠ(K̃)

(PF3′) : (D̃,¬Q̂(T)) ∈ F̂¬ =⇒ D̃ = D \
⋂
t∈T

f̃(t) (à partir de (IF3))

=⇒ D̃ =
⋃
t∈T

D \ f̃(t) (à partir de (IF3))

=⇒ D̃ = {dα, d ∈ D | α =
∨
t∈T

(1− I(d, t))}

(De la définition de f̃ et de ∪ )

=⇒ D̃ = T
Π

K̃
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En considérant T ′ = (T
Π

K̃ )
Nc
K̃ nous obtenons l’unique NΠ-paire floue 〈T

Π

K̃ , (T
Π

K̃ )
Nc
K̃ 〉 ∈

BNΠ(K̃)

(PF4′) : (D̃,¬Q̌(T)) ∈ F̌¬ =⇒ D̃ = D \
⋃
t∈T

f̃(t) (à partir de (IF4))

=⇒ D̃ =
⋂
t∈T

D \ f̃(t) (lois de De Morgan)

=⇒ D̃ = {dα, d ∈ D | α =
∧

t ∈ T (1− I(d, t))}

(de la définition de f̃ et de ∩ )

=⇒ D̃ = T
∆

K̃ (la définition de ∆ )

En prenant T ′ = (T
∆

K̃ )
∆c
K̃ nous obtenons l’unique concept formel flou 〈T

∆

K̃ , (T
∆

K̃ )
∆c
K̃ 〉 ∈

B(K̃)

En conséquence aux deux Propositions. 5.2.3 et 5.2.4, le théorème suivant donne
des propriétés algébriques significatives en caractérisant les ensembles de requêtes
élémentaires.

Théorème 5.2.2. Soit le L-contexte K̃ = (D, T , I) (et K̃ = (D, T , I)) alors,

(TF1) F̂ est isomorphe à B(K̃) \ {〈1D, ∅〉}
(TF2) F̌ est isomorphe à BNΠ(K̃) \ {〈0D, ∅〉}

(TF3) F̂¬ est isomorphe à BNΠ(K̃) \ {〈0D, ∅〉}

(TF4) F̌¬ est isomorphe à B(K̃) \ {〈1D, ∅〉}
Où, 0D = {d0

1, d
0
2, . . . , d

0
m} et 1D = {d1

1, d
1
2, . . . , d

1
m}

Preuve.
(TF1) Considérons les applications g et h données par :

g : F̂ −→ B(K̃) \ {〈1D, ∅〉}
(D̃, Q̂(T )) 7−→ 〈D̃, (T∆)∆c〉

h : B(K̃) \ {〈1D, ∅〉} −→ F̂

〈D̃, (T∆)∆c〉 7−→ (D̃, Q̂(T ))
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i) À partir de (PF1’), chaque élément de F̂ est associé (en utilisant g) exactement à

un et un seul concept formel (une seule image) de B(K̃) \ {〈1D, ∅〉},
ii) Inversement, à partir de la propriété (PF1), il s’ensuit que h associe à chaque

élément de B(K̃) \ {〈1D, ∅〉} un élément de F̂,

de i) et ii) nous déduisons que F̂ est isomorphe à B(K̃) \ {〈1D, ∅〉}
(TF2), (TF3) et (TF4) sont prouvées de la même manière.

Tableau 5.1 – Exemple de Contexte Formel Flou

R̃e t1 t2 t3 t4

d1 0.4 0.1 0.4 0.4
d2 0.6 0.1 0.5 0.1
d3 0.3 0.2 0.2 0.2
d4 0.4 0.1 0.5 0.1
d5 0.6 0.2 0.4 0.4

Afin d’illustrer les isomorphismes du Théorème. 5.2.2, on considère le contexte
formel flou K̃e illustré dans le Tableau. 5.1. La Figure. 5.1 illustre l’isomorphisme
entre l’ensemble des concepts formels flous de B(K̃e) \ {〈{d1

1, d
1
2 . . . , d

1
5}, ∅〉} (resp.

l’ensemble de NΠ-paires BNΠ(K̃e) \ {〈{d0
1, d

0
2 . . . , d

0
6}, ∅〉}) et l’ensemble F̂ (resp. F̌).

5.3 Pondération de Requêtes

La contribution, présentée dans la section précédente, a mis en évidence l’intérêt
de considérer les treillis de concepts formels semi-flous et les treillis de NΠ-paires
semi-floues pour enrichir le modèle Mf . Afin de prendre en charge la pondération
de requêtes, nous proposons dans cette section d’étendre l’approche de RI basée sur
l’ACF floue [Djouadi, 2011, 2012] à l’utilisation des treillis de NΠ-paires floues. Ces
treillis nous permettent d’effectuer une recherche par navigation pour les requêtes
pondérées disjonctives et les négations des requêtes conjonctives. Rappelons que la
pondération des requêtes conjonctives a été traitée dans [Djouadi, 2011, 2012].

Considérons l’algèbre distributive L = (L,∧,∨, 0, 1,→, ∗,∼), où L est un en-
semble totalement ordonné, 0 (resp. 1) est la borne inférieure (resp. supérieure) de
L, ∧ et ∨ dénotent l’infimum et le supremum, ∼ est un opérateur de négation floue
vérifiant ∼ 0 = 1 et ∼ 1 = 0, → est une implication floue vérifiant les conditions de
limites (0 → 0 = 0 → 1 = 1 → 1 = 1 et 1 → 0 = 0), ∗ est une conjonction floue
qui n’est pas nécessairement une t-norme et la paire (→, ∗) n’est pas nécessairement
une paire résiduée.



5.3 Pondération de Requêtes 108

{d1
1.,d2

1.,d3
1.,d1

1.,d1
1.},{}

{d1
.4,d2

.5,d3
.2,d1

.5,d1
.4},{t3}

{d1
.4,d2

.6,d3
.3,d1

.4,d1
.6},{t1}

{d1
.4,d2

.5,d3
.2,d1

.4,d1
.4},{t1,t3}

{d1
.4,d2

.1,d3
.2,d1

.1,d1
.4},{t1,t3,t4}

{d1
.1,d2

.1,d3
.2,d1

.1,d1
.2},{t1,t2,t3,t4}

{d1
.0,d2

.0,d3
.0,d1

.0,d1
.0},{}

{d1
.1,d2

.1,d3
.2,d1

.1,d1
.2},{t2}

{d1
.4,d2

.1,d3
.2,d1

.1,d1
.4},{t2,t4}

{d1
.4,d2

.5,d3
.2,d1

.5,d1
.4},{t2,t3,t4}
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5.3.1 Requêtes Disjonctives

Pour un ensemble flou de termes T̃ ∈ LT (T̃ = {tα1
1 , t

α2
2 , . . . , t

αn
n }), la requête

disjonctive floue Q̌(T̃ ) construite sur cet ensemble et de la forme tα1
1 ∨ tα2

2 ∨ · · · ∨
tαn
n . En généralisant le cas de requêtes Booléennes, l’ensemble flou de documents D̃

satisfaisant la requête Q̌(T̃ ) est exprimé par l’opérateur de possibilité (.)Π appliqué
à l’ensemble T̃ . Formellement, D̃ est donné par :

D̃(d) = T̃Π(d) =
∨
t∈T

(T̃ (t) ∗ I(d, t)) (5.8)

Où ∗ est une T-norme (un opérateur croissant) avec une sémantique de conjonction
floue, vérifiant pour tout a ∈ L : i) la condition de l’identité a ∗ 1 = a et ii) les
conditions de bornes 0 ∗ 0 = 0 ∗ 1 = 1 ∗ 0 = 0.
T̃Π(d) correspond alors au score maximal associé au document d pour la requête
floue disjonctive Q̌(T̃ ) .

Remarque. Pour L = {0, 1} le score associé à un document d correspond exacte-
ment au RSV du modèle Booléen.

Différemment de l’approche proposée dans [Djouadi, 2011, 2012] où la réponse à
une requête disjonctive floue est fournie par l’intension d’un concept cible (qui n’est
pas forcément un concept formel), nous proposons, dans cette thèse, de calculer la
NΠ-paire relative à cette forme de requêtes. Ainsi, pour une requête Q̌(T̃ ), nous
associons la paire 〈T̃N, (T̃N)Π〉 ∈ LD × LT , où N est donnée par :

D̃N(t) =
∧
d∈D

(I(d, t)→ D̃(d)) (5.9)

Proposition 5.3.1. Soit L-contexte formel K̃ = (D, T , I) alors, 〈T̃N, (T̃N)Π〉 est
une NΠ-paire si et seulement si le couple (→, ∗) vérifie l propriété suivante :

∀a, b ∈ L, a→ (a→ b) ≥ b

Preuve. Pour prouver cette proposition, il suffit de prouver la fermeture de la com-
position N ◦ Π [Djouadi et Prade, 2011]

Dans [Djouadi et Prade, 2011], les auteurs ont montré que l’ensemble de toutes

les NΠ-paires induites à partir du L-contexte K̃ (noté P(K̃) ) est un treillis complet

isomorphe à K̃. Le treillis de concepts formels flous L(K̃) (resp. des NΠ-paires floues

P(K̃) ) fournit un moyen de recherche par navigation pour les requêtes pondérées

conjonctives (resp. disjonctives). Dans la pratique les treillis L(K̃) et P(K̃) peuvent
contenir un nombre important (voir infini) d’éléments pour certaines paires (→, ∗).
Cependant, pour d’autres implications et t-normes ces treillis sont finis. À titre
d’exemple, si on considère l’implicartion de Gödel (a→ b = 1 si a ≤ b; b sinon) et
la t-norme de Zadeh (min) nous obtenons un treillis fini.
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5.3.2 Formes Négatives de Requêtes Pondérées

Le traitement de la négation (involutive ∀ a ∈ L,¬¬a = a ) des formes conjonc-
tives (¬Q̂(T̃ )) et disjonctives (¬Q̌(T̃ )) de requêtes pondérées revient à considérer les
compléments des ensembles de documents flous satisfaisant les requêtes en forme po-
sitive. La proposition suivante donne des relations entre les opérateurs de dérivation
de nécessité et de possibilité.

Proposition 5.3.2. [Djouadi, 2011] Étant donné le L-contexte K̃ = (O,A, I) les
égalités suivantes sont vérifiées si la condition ∀a, b ∈ L : a → b = ¬(a ∗ ¬b) est
satisfaite.

T̃Π = T̃
∆

K̃ (5.10)

T̃∆ = T̃
Π

K̃ (5.11)

La Proposition. 5.3.2 nous permet de traiter la négation des requêtes conjonctives
et disjonctives pondérées. En effet, en utilisant l’Expression. 5.10, pour retrouver l’en-
semble flou de documents satisfaisant la requête ¬Q̌(T̃ ) revient à retrouver l’ensemble

flou de documents satisfaisant la requête Q̂(T̃ ) dans le L-contexte K̃ = (D, T , I).
De manière similaire, en se basant sur l’Expression 5.11, le traitement de la requête
¬Q̂(T̃ ) revient à retrouver l’ensemble flou de documents satisfaisant la requête Q̌(T̃ )

dans le L-contexte K̃ = (D, T , I(d, t)). En conséquence, le treillis L(K̃) (resp. P(K̃)
) caractérise toutes les requêtes négatives disjonctive (resp. conjonctives) construites
sur l’ensemble LT .

Exemple 5.3.1. En considérant le L-contexte K̃e du Tableau. 5.1, nous illustrons

dans la Figure.5.2 (resp. Figure.5.3) le treillis flou L(K̃e) (resp. P(K̃e) ) caractérisant
les requêtes pondérées disjonctives négatives (resp. disjonctives).

5.4 Ignorance Partielle/Totale dans la Matrice d’In-

cidence

Habituellement, il est plus commode d’attribuer un intervalle pour évaluer la
pertinence 2 d’un terme donné dans un document. Cela permet d’exprimer l’incerti-
tude, l’imprécision et même la gradualité dans la matrice d’incidence Documents×
Termes. Pour exprimer l’ignorance totale sur certaines relations document− terme,
nous proposons d’assigner l’intervalle [0, 1] aux entrées manquantes (les informations
absentes). Notons que cette représentation est également proposée dans [Alcalde

2. Il est plus facile à un expert d’attribuer un intervalle qu’une valeur précise.
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Figure 5.2 – Le Treillis de Concepts Formels Flous L(K̃e)



5.4 Ignorance Partielle/Totale dans la Matrice d’Incidence 112

1}

5
.3}

,{ 1 , 2 , 3 , 4 }

<

<

<

<

<

<

<
<

<

<

<
<

<

<

<

<
<

<

<

<

Figure 5.3 – Le Treillis de NΠ-paires P(K̃e)



5.4 Ignorance Partielle/Totale dans la Matrice d’Incidence 113

et al., 2009] où les auteurs ont souligné l’intérêt de substituer les entrées manquantes
de la relation flou du L[L]-contexte par l’intervalle [0, 1].

Soit L = [0, 1] et L[L] l’ensemble de tous les intervalles fermés donnés par L[L] =
{x = [x, x] | x, x ∈ L et x ≤ x}. Considérons l’algèbre (L[L],∧,∨, 0I, 1I,�, ↪→,~,∼)
où :

- (L[L],�) est un treillis, où 0I = [0, 0] est le plus petit élément, 1I est le plus
grand élément et � est définie par : x � y ⇔ x ≤ y et x ≤ y. ∧ et ∨
correspond respectivement à l’infimum et le supremum,

- ↪→ est une implication floue d’intervalle de vérité vérifiant les propriétés données
dans la Définition.1.8.1,

- ~ est une t-norme floue d’intervalle de vérité vérifiant les propriétés données
dans la Définition.1.7.2, avec 1I est l’élément neutre,

- ∼ est une négation involutive ∼∼ x = x

En considérant le L[L]-contexte K̃I = (D, T , II) où II est une relation binaire qui
associe à chaque couple (d, t) ∈ D×T un intervalle de vérité correspondant au poids
du terme t dans le document d (i.e. II(d, t) ∈ L[L]). Dans la suite de cette section,
nous nous intéressons aux requêtes pondérées par des valeurs d’intervalle de vérité
dans L[L].

Étant donné un ensemble flou d’intervalle de vérité de termes T̃I, où à chaque
terme ti est associé l’intervalle wi = [wi, wi] d’appartenance à T̃I. En généralisant
les solutions proposées, dans la Section. 5.3, pour les requêtes floues au cas du L[L]-

contexte K̃I , nous obtenons :

1) Pour la forme conjonctive Q̂(T̃I), l’ensemble de documents satisfaisant cette
requête est donné par D̃I = T̃∆

I . Et le concept formel relatif à cette requête

induit à partir de K̃I est 〈T̃∆
I , (T̃

∆
I )∆〉. L’opérateur ∆ est obtenu en considérant

l’implication ↪→ dans l’Expression. 1.6 (Page. 26 ).

2) Pour la forme disjonctive Q̌(T̃I), l’ensemble de documents satisfaisant cette
requête est donné par D̃I = T̃Π

I . Le NΠ-paire correspondant est donné par
〈T̃Π

I , (T̃
Π
I )N〉. Les opérateurs Π et N sont obtenus en considérant ~ et ↪→ dans

les Expressions. 1.7 et 1.8.

3) Pour les formes négatives des requêtes, nous considérons le L[L]-contexte

K̃I = (D, T , II) complémentaire de K̃I, où II(d, t) =∼ II(d, t).

Pour le mode de recherche par navigation nous considérons le treillis de concepts
formels flous à valeur d’intervalle L(K̃I) pour les requêtes conjonctives et le treillis de

NΠ-paires P(K̃I) pour les requêtes disjonctives. De même pour les formes négatives,

on utilise L(K̃I) pour les requête disjonctives et P(K̃I) pour les requête conjonctives.
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Exemple 5.4.1. Nous illustrons dans le Tableau. 5.2 un exemple de L[L]-contexte,
avec des entrées imprécises (II(d2, t1) = [0.7, 0.7], II(d2, t2) = [0.8, 0.8]), graduel
(II(d1, t3) = [0, 0.5]). Les valeurs associée aux entrées II(d2, t1) et II(d2, t1) per-
mettent de représenté l’ignorance totale. Le Tableau. 5.3 dénombre les concepts for-
mels flous à valeur d’intervalle induits à partir de ce L[L]-contexte.

Tableau 5.2 – Example de Contexte Formel Flou à Intervalle de Vérité

II t1 t2 t3 t4

d1 [0.0, 1.0] [1.0, 1.0] [0.0,0.5] [0.0,1.0]

d2 [0.7,0.7] [0.8,0.8] [0.6,0.6] [0.7,0.8]

d3 [0.8,0.8] [0.8,0.8] [0.8,0.8] [0.8,0.8]

d4 [0.8,0.8] [1.0,1.0] [0.6,0.6] [1.0,1.0]

5.5 Réduction Linéaire des Treillis

Une des difficultés dans les approches de RI basées sur l’AFC floue est que les
treillis induits peuvent comporter un nombre très important de paires (concepts
formels et NΠ−paires). Ils résultent des diagrammes de Hasse relativement denses.
Par conséquent, parcourir le voisinage d’un concept formel ou d’une NΠ−paire dans
le diagramme est assez difficile. D’où l’intérêt d’ordonner ces paires de façon à obtenir
des représentations linéaires de ces diagrammes. L’idée est de munir ces treillis par des
distances permettant d’ordonner les paires floues 〈Documents, Termes〉 par rapport
à une paire de référence.

Soit C = {c0, c1, . . . cn} l’ensemble de paires quelconques 3, où c0 correspond à
l’infimum de C. Nous considérons la fonction Ext(ci) qui désigne l’extension de ci
pour toute paire ci ∈ C (i.e. Ext(〈D̃, T̃ 〉) = D̃). Nous définissons la distance δP entre
les deux paires c1 et c2 par la distance dP entre leurs extensions respectives, avec
p = 1 · · ·+∞. Rappelons que les distances entre les ensembles floues permettent de
définir des relations de type ” à peu près égal à ” ou ” supérieur à”. Dans notre cas
d’utilisation, pour toutes paires c1 = 〈D̃1, T̃1〉 et c2 = 〈D̃2, T̃2〉, la distance δP (c1, c2)
est définie par :

dP (D̃1, D̃2) =

(∑
d∈D

| D̃1(d)− D̃2(d) |P
) 1

P

(5.12)

Rappelons également que cette distance vérifie les axiomes suivant :

3. C peut être l’ensemble de concepts formels, ou de NΠ-paires, induit à partir de K̃ ou K̃.
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1. Séparation : ∀D̃1, D̃2 ∈ LD, dP (D̃1, D̃2) = 0⇔ D̃1 = D̃2,

2. Symétrie : ∀D̃1, D̃2 ∈ LD, dP (D̃1, D̃2) = dP (D̃2, D̃1)

3. Inégalité triangulaire : ∀D̃1, D̃2, D̃3 ∈ LD, dP (D̃1, D̃2) ≤ dP (D̃1, D̃3)+dP (D̃3, D̃1)

Nous définissons sur C la relation � par : c1 � c2 ⇔ δP (c1, c0) ≤ δP (c2, c0). La
sémantique associé à l’inégalité c1 � c2 est que c1 est plus proche que c2 à l’infimum
c0. Le treillis linéaire (C,�) est obtenu comme suit :

−
∧
ci∈C

(C,�) = c0

−
∨
ci∈C

(C,�) = ct, où δP (ct, c0) = maxci∈CδP (ci, c0)

− c1 ∨ c2 = c2 si c1 � c2

− c1 ∧ c2 = c1 si c1 � c2

Proposition 5.5.1. � est une relation de préordre (i.e. réflexive et transitive).

Preuve.
Réflexivité :

∀c ∈ C, δP (c0, c) = δP (c0, c)⇒ c� c

Transitivité : Admettant que ci � cj et cj � ck,

ci � cj et cj � ck

⇒ δP (c0, ci) ≤ δP (c0, cj) et δP (c0, cj) ≤ δP (c0, ck)

⇒ δP (c0, ci) ≤ δP (c0, ck) (par la transitivité de ≤)

⇒ ci � ck

Pour illustrer l’intérêt de la réduction linéaire des treillis de concepts formels
et des treillis de NΠ-paires, nous illustrons dans la Figure.5.4 les treillis linéaires

correspondants aux treillis L(K̃e) et P(K̃e) des Figures. 5.2 et 5.3. Pour cette exemple
nous avons utilisé la distance de Hamming donnée par l’Expression. 5.12 avec P = 1.

En ce qui concerne les treillis L(K̃I), P(K̃I), L(K̃I) et P(K̃I), la même démarche
de linéarisation est réalisable en utilisant une distance entre les ensembles flous à
valeur d’intervalle. À titre d’exemple, la distance de Hamming entre ces types d’en-
sembles est définie par :

dh(D̃I1, D̃I2) =
∑
d∈DI

max{|µ
D̃I1

(d)− µ
D̃I2

(d))|, |µD̃I1
(d)− µD̃I2

(d)|} (5.13)

Nous illustrons dans le Tableau. 5.3 les distances associées aux concepts formels
induits à partir du L[L]-contexte de l’Exemple. 5.4.1.
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Figure 5.4 – Les Treillis Linéaires Correspondants aux Treillis P(K̃e) (à gauche) et

L(K̃e) (à droite)
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5.6 Conclusion

Les contributions présentées dans ce chapitre répondent principalement aux deux
problématiques suivantes : 1) la pondération des termes dans les documents et/ou
dans les requêtes, 2) le classement de résultats de recherche. D’abord, en utilisant la
théorie axiomatique T et le modèle Mf qui correspond au modèle flou standard de
Bookstein [1980], nous avons proposé des caractérisations algébriques des formes de
requêtes élémentaires de ce modèle par des treillis de concepts formels semi-flous et
de NΠ-paires semi-floues. Pour cela, nous avons défini des extensions des opérateurs
de dérivation de possibilité et de nécessité pour générer des treillis de NΠ-paires
semi-floues. Puis, nous avons étendu l’approche de RI basée sur l’ACF floue (de
Djouadi) à l’utilisation des treillis de NΠ-paires floues. Ces treillis nous permettent
d’effectuer des recherches par navigation pour les requêtes pondérées disjonctives et
les négations des requêtes conjonctives.

Nous avons ensuite proposé l’utilisation de l’extension floue à valeur d’intervalle
de vérité de l’ACF dans la recherche d’information. Cela permet d’exprimer l’in-
certitude, l’imprécision et la gradualité des poids des termes dans les documents et
dans les requêtes, et permet, également, l’expression de l’ignorance totale sur certains
termes d’indexation en considérant l’intervalle [0, 1].

Enfin, pour faciliter le mode recherche par navigation sur les treillis, de concepts
formels flous et de NΠ-paires floues, nous avons proposé une méthode de linéarisation
de ces treillis en se basant sur les distances entre les ensembles flous.

De manière générale, dans toutes ces contributions, pour une requête Q donnée
(Booléenne ou pondérée), les méthodes utilisées retournent un ensemble flou D̃ de
documents satisfaisant cette requête. Le degré d’appartenance d’un document d à
l’ensemble D̃ (i.e. D̃(d)) représente le score de pertinence de ce document par rapport
à la requête Q. Ces degrés offrent alors un moyen de classer les documents selon leur
pertinence.
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Tableau 5.3 – Les Distances Associée Aux Concepts Formels à Valeur d’Intervalle
# Concepts Formels Flous Distance

C0 〈{d[1.0,1.0]
1 , d

[1.0,1.0]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.0,0.7]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.0,0.8]
4 }〉 0.0

C1 〈{d[1.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.0,0.8]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.0,0.8]
4 }〉 0.3

C2 〈{d[1.0,1.0]
1 , d

[0.8,0.8]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.0,0.7]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.0,0.8]
4 }〉 0.4

C3 〈{d[1.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.8]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.0,0.7]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.0,1.0]
4 }〉 0.5

C4 〈{d[1.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.0,0.8]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.0,1.0]
4 }〉 0.5

C5 〈{d[1.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[0.8,0.8]
4 }, {t[0.0,1.0]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.0,1.0]
4 }〉 0.7

C6 〈{d[0.0,1.0]
1 , d

[1.0,1.0]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.7,0.7]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.7,0.8]
4 }〉 1.0

C7 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[1.0,1.0]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.7,0.7]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.6,0.6]
3 , t

[0.7,0.8]
4 }〉 1.0

C8 〈{d[0.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.8]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.7,0.7]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.8,0.8]
4 }〉 1.3

C9 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[0.7,0.8]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.7,0.7]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.6,0.6]
3 , t

[0.8,0.8]
4 }〉 1.3

C10 〈{d[0.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.8,0.8]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.8,0.8]
4 }〉 1.3

C11 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.8,0.8]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.6,0.6]
3 , t

[0.8,0.8]
4 }〉 1.3

C12 〈{d[0.0,1.0]
1 , d

[0.8,0.8]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.7,0.7]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[0.7,0.8]
4 }〉 1.4

C13 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[0.8,0.8]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.7,0.7]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.6,0.6]
3 , t

[0.7,0.8]
4 }〉 1.4

C14 〈{d[0.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.8]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.7,0.7]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[1.0,1.0]
4 }〉 1.5

C15 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[0.7,0.8]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.7,0.7]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.6,0.6]
3 , t

[1.0,1.0]
4 }〉 1.5

C16 〈{d[0.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.8,0.8]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[1.0,1.0]
4 }〉 1.5

C17 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[1.0,1.0]
4 }, {t[0.8,0.8]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.6,0.6]
3 , t

[1.0,1.0]
4 }〉 1.5

C18 〈{d[0.0,1.0]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[0.8,0.8]
4 }, {t[1.0,1.0]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.0,0.5]
3 , t

[1.0,1.0]
4 }〉 1.7

C19 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[0.7,0.7]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[0.8,0.8]
4 }, {t[1.0,1.0]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[0.6,0.6]
3 , t

[1.0,1.0]
4 }〉 1.7

C20 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[0.6,0.6]
2 , d

[1.0,1.0]
3 , d

[0.6,0.6]
4 }, {t[0.8,0.8]

1 , t
[0.8,0.8]
2 , t

[0.8,0.8]
3 , t

[0.8,0.8]
4 }〉 1.8

C21 〈{d[0.0,0.5]
1 , d

[0.6,0.6]
2 , d

[0.8,0.8]
3 , d

[0.6,0.6]
4 }, {t[1.0,1.0]

1 , t
[1.0,1.0]
2 , t

[1.0,1.0]
3 , t

[1.0,1.0]
4 }〉 2.0
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Les propositions et contributions présentées dans cette thèse reposent sur l’idée
d’utiliser le cadre théorique offert par l’ACF dans le domaine de la RI, domaine fort
souvent abordé sous un volet expérimental. Dans ce contexte, nous avons élaboré une
théorie axiomatique multi-sorte (T) qui formalise le processus de recherche et les ob-
jets liés à la RI. La théorie ainsi proposée présente une nouvelle vision par rapport
aux approches logiques de RI existantes, et offre un cadre générique capable de re-
produire et de représenter les modèles de RI existants. Cette généricité a été prouvée
par le biais de trois interprétations différentes, satisfaisant chacune cette théorie ; à
savoir le modèle Booléen (MB), le modèle flou standard (Mf ) et le modèle vectoriel
(Mv).

En se basant sur la théorie T et le modèle MB, nous avons démontré des pro-
priétés algébriques caractérisant les différentes formes de requêtes de ce modèle par
les treillis de concepts formels et les treillis de NΠ-paires relatifs à l’ACF classique
et sa lecture possibiliste. Dans une démarche similaire, nous avons caractérisé les
requêtes du modèleMf par les treillis de concepts formels semi-flous et les treillis de
NΠ-paires semi-floues. Ces propriétés algébriques approuvent d’une part l’utilisation
de la théorie de l’ACF (classique et floue) et sa lecture possibiliste dans le domaine
de la RI, et définissent d’autre part des fondements à de nouvelles approches de
RI, notamment la classification de documents. Toutefois, ces deux contributions ne
tiennent pas compte de la pondération des termes dans les requêtes. Pour cela, nous
avons étendu l’approche de RI basée sur l’ACF floue [Djouadi, 2011, 2012] à l’uti-
lisation des treillis de NΠ-paires floues. Ces treillis nous permettent d’effectuer des
recherches par navigation pour les requêtes pondérées disjonctives et les requêtes
négatives.

Dans une autre contribution, nous avons proposé une approche de RI structurée

119
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Booléenne basée sur l’extension triadique de l’ACF. L’approche permet de traiter les
différentes formes de requêtes orientées contenu et de requêtes orientées contenu et
structure.

Nous avons proposé également une approche de RI basée sur l’extension floue
à valeur d’intervalle de l’ACF, qui permet d’exprimer l’incertitude, l’imprécision et
la gradualité des poids des termes dans les documents et dans les requêtes, et per-
met, également, l’expression de l’ignorance totale sur certains poids d’indexation en
considérant l’intervalle [0, 1].

Dans une dernière contribution, nous avons développé une méthode de linéarisation
des treillis de concepts formels et de treillis de NΠ-paires. Les treillis obtenus définissent
une relation de préordre sur les ensembles de concepts formels et les ensembles de
NΠ-paires ce qui facilite le mode de recherche par navigation.

Les travaux effectués dans le cadre de cette thèse ouvrent de nombreuses perspec-
tives aussi bien sur le plan expérimental que théorique. Les perspectives expérimentales
concernent, de manière générale, la validation des différentes approches développées
dans cette thèse. De manière assez opportune, notre approche offre un cadre unifié de
recherche d’information, à partir de la théorie T, permettant de comparer les modèles
existants. Cette comparaison passe notamment par des tests et des évaluations sur
des benchmarks de référence (INEX et TREC). Dans la cadre de RI basée sur l’ACF
floue, il est également envisagé d’évaluer de manière expérimentale l’impact du choix
des paires (→, ∗) sur la performance en terme de rappel et de précision.

En ce qui concerne les perspectives théoriques, un premier besoin est de démontrer
que d’autre modèles de RI, notamment les modèles logiques, satisfont la théorie
T. Il sera également intéressant de se focaliser sur les modèles qui prennent en
considération les liens entre les termes d’indexation.

Nos différentes contributions se limitent au cas de requête élémentaires, or dans la
RI nous traitons des requête complexes, d’où la demande de définition d’opérateurs
de dérivation généralisés qui permettent de traiter des requête complexes, données
par exemple sous forme normale conjonctive ou disjonctive.
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Dans nos contributions pour la RI structurée, nous avons considéré des contextes
formels dyadiques dérivés du contexte formel triadique. Toutefois nous estimons qu’il
sera bénéfique de considérer les concepts formels triadiques et voir des triplets générés
par les opérateurs Π et N. Pour cela, une lecture possibiliste de l’ACF triadique est
bien envisageable.

Du coté de l’ACF floue, nous avons défini des algèbres minimales qui préservent
la fermeture ou l’ouvertures des opérateurs de dérivation flous, toutefois un besoin
particulier a surgi, il concerne la caractérisation des familles d’implications floues
et de paires (→, ∗) pour générer des treillis flous finis de concepts formels et de
NΠ-paires.
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Mathématiques et Sciences Humaines, 96 :31–47, 1986.

Mohand Boughanem, Yannick Loiseau, et Henri Prade. Rank-Ordering Documents
According to Their Relevance in Information Retrieval Using Refinements of
Ordered-Weighted Aggregations, pages 44–54. Springer Berlin Heidelberg, Berlin,
Heidelberg, 2006.

M. Bruno, G. Canfora, M. Di Penta, et R. Scognamiglio. An approach to support
web service classification and annotation. In 2005 IEEE International Conference
on e-Technology, e-Commerce and e-Service, pages 138–143, March 2005.



Bibliographie 124

T. W. C. Bruza, P. D.and Huibers. Investigating aboutness axioms using information
fields. In Bruce W. Croft et C. J. van Rijsbergen, editors, SIGIR ’94 : Proceedings
of the Seventeenth Annual International ACM-SIGIR Conference on Research and
Development in Information Retrieval, organised by Dublin City University, pages
112–121. Springer London, London, 1994. ISBN 978-1-4471-2099-5. doi : 10.1007/
978-1-4471-2099-5{\ }12.

Duncan A. Buell et Donald H. Kraft. A model for a weighted retrieval system.
Journal of the American Society for Information Science, 32(3) :211–216, 1981.

Duncan A. Buell et Donald H. Kraft. Liars : A software environment for testing
query processing strategies. In Proceedings of the 5th Annual ACM Conference
on Research and Development in Information Retrieval, SIGIR ’82, pages 20–27,
New York, NY, USA, 1982. Springer-Verlag New York, Inc.

Ana Juandeaburre Burusco et R. Fuentes-González. The study of the L-fuzzy concept
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lation. Revue Roumaine de Mathématiques Pures et Appliquées, 23(2) :243–250,
1978.

Lhouari Nourine et Olivier Raynaud. A fast algorithm for building lattices. Infor-
mation Processing Letters, 71(5-6) :199–204, September 1999.

Dunlu Peng, Sheng Huang, Xiaoling Wang, et Aoying Zhou. Concept-Based Retrieval
of Alternate Web Services, pages 359–371. Springer Berlin Heidelberg, Berlin,
Heidelberg, 2005.

X. Peng et W. Zhao. An incremental and fca-based ontology construction method
for semantics-based component retrieval. In Seventh International Conference on
Quality Software (QSIC 2007), pages 309–315, Oct 2007.



Bibliographie 132

Justin Picard et Jacques Savoy. A Logical Information Retrieval Model Based on
a Combination of Propositional Logic and Probability Theory, pages 225–258.
Physica-Verlag HD, Heidelberg, 2000.

Jonas Poelmans, Dmitry I. Ignatov, Stijn Viaene, Guido Dedene, et Sergei O. Kuz-
netsov. Text mining scientific papers : A survey on fca-based information retrieval
research. In Petra Perner, editor, Advances in Data Mining. Applications and
Theoretical Aspects, pages 273–287, Berlin, Heidelberg, 2012. Springer Berlin Hei-
delberg.

G. Polaillon, M. A. Aufaure, B. L. Grand, et M. Soto. Fca for contextual semantic
navigation and information retrieval in heterogeneous information systems. In 18th
International Workshop on Database and Expert Systems Applications (DEXA
2007), pages 534–539, Sept 2007.

Silke Pollandt. Fuzzy-Begriffe. Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, 1997.

Jay M. Ponte et W. Bruce Croft. A language modeling approach to information
retrieval. In Proceedings of the 21st Annual International ACM SIGIR Conference
on Research and Development in Information Retrieval, SIGIR ’98, pages 275–281,
New York, NY, USA, 1998. ACM. ISBN 1-58113-015-5.

D. Poshyvanyk et A. Marcus. Combining formal concept analysis with information
retrieval for concept location in source code. In 15th IEEE International Confe-
rence on Program Comprehension (ICPC ’07), pages 37–48, June 2007.

Uta Priss. Lattice-based information retrieval. Knowledge Organization, 27 :132–142,
2000.
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D Ďuráková, S Krajči, V. Snášel, et P Vojtáš. Conceptual structures. Arbeitstagung
Allgemeine Algebra, 2002.

Hao Wang. Logic of many-sorted theories. Journal of Symbolic Logic, 17(2) :105–116,
1952. doi : 10.2307/2266241.

R. Wille. Restructuring lattice theory : an approach based on hierarchies of concepts.
In Rival, I. (ed.) : Ordered Sets, pages 445–470. Boston, 1982.

Rudolf Wille. The basic theorem of triadic concept analysis. Order, Springer, 12 :
149–158, 1995. ISSN 0167-8094.

Karl Erich Wolff. A first course in formal concept analysis how to understand line
diagrams. 2003.



Bibliographie 135

Sadok Ben Yahia et Ali Jaoua. Discovering Knowledge from Fuzzy Concept Lattice,
pages 167–190. Physica-Verlag HD, Heidelberg, 2001.

L.A. Zadeh. Fuzzy sets. Information and Control, 8(3) :338 – 353, 1965.

L.A Zadeh. Fuzzy sets as a basis for a theory of possibility. Fuzzy Sets and Systems,
1(1) :3 – 28, 1978. ISSN 0165-0114.

L. Zerarga et Y. Djouadi. Content-only querying structured contexts using formal
concept analysis. In 11th International Symposium on Programming and Systems
(ISPS), pages 58–64, 2013.

Loutfi Zerarga et Yassine Djouadi. Interval-Valued Fuzzy Extension of Formal
Concept Analysis for Information Retrieval, pages 608–615. Springer Berlin Hei-
delberg, Berlin, Heidelberg, 2012. doi : 10.1007/978-3-642-34475-6 73.

Loutfi Zerarga et Yassine Djouadi. A many-sorted theory proposal for information
retrieval : axiomatization and semantics. Knowledge and Information Systems, Jul
2017. doi : 10.1007/s10115-017-1074-9.

Y. Zhang, B. Feng, et Y. Xue. A new search results clustering algorithm based on
formal concept analysis. In 2008 Fifth International Conference on Fuzzy Systems
and Knowledge Discovery, volume 2, pages 356–360, Oct 2008.

Yan Zhao, Dong Xu, Wei Liu, Ying Zhu, Wen Zhou, Zongtian Liu, et Yu Zheng. Fuzzy
concept lattice based classifier. 2007 International Conference on Fuzzy Systems
and Knowledge Discovery, 01 :598–602, 2007. doi : doi.ieeecomputersociety.org/
10.1109/FSKD.2007.322.



  ملخص

البحث المقدم في هذه أ�طرو�ة ید�ل في نطاق اس�ت�دام الت�لیل الضبابي �لمفاهيم 

 .أ�ساس�یة في مجال استر�اع المعلومات

هذه النظریة تعتمد �لى مجمو�ة .في هذه أ�طرو�ة نقترح نظریة بديهیة لاستر�اع المعلومات

وفي هذا الس�یاق نقدم . من البديهیات التي تقود عملیة �ستر�اع م�ل �راهين النظر�ت

بهذه النظریة و هي البولاني، الضبابي و  رطبتهالمٔ�یضا ثلاثة نماذج لاستر�اع المعلومات 

س�تعمل هذه النظریة و ا�نموذ�ين البولاني و الضبابي �تمیيز مختلف صیغ الطلبات � . الشعاعي

نقترح ٔ�یضا اس�تعمال ا�تمدید الضبابي لت�لیل المفاهيم أ�ساس�یة في معالجة . بخصائص �بریة

الطلبات الضبابیة و كذا اس�تعمال تحلیل المفاهيم أ�ساس�یة   الثلاثي أ�بعاد في مجال 

والتدرج في مصفوفة  �دم ا�قة�لتعبير عن �دم الیقين و . المنظمة استر�اع المعلومات

�لى القراءة  اع�دا .أ�ساس�یةاستر�اع المعلومات نقترح اس�تعمال ا�الات في تحلیل المفاهيم 

لت�لیل المفاهيم أ�ساس�یة نقترح طرق معالجة الطلبات المنفص� و الطلبات ذات  �ح�لیة

ٓ . الصیغة النكرة خر اقتراح، نقدم طریقة لإ�شاء ب��ة خطیة �لمفاهيم المتعلقة بت�لیل و في �

 .المفاهيم أ�ساس�یة و قراءتها الإح�لیة

 

استر�اع المعلومات، نظریة بديهیة، نظریة تحلیل المفاهيم أ�ساس�یة، :   الكلمات الرئ�س�یة

 .الإح�لات، نظریة ا�مو�ات الضبابیة
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