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 ة:ـــمقدم

الأساليب الكمية بعدة تعاريف من بينها " مجموعة الطرق والصيغ والمعدات تعريف  يمكن
وقد عرفها البعض بأنها تلك  ،والنماذج التي تساعد في حل المشكلات على أساس عقلاني

ستيعاب كافة مفردات المشكلة والتعبير عنها االأطر الرياضية أو الكمية التي من خلالها يتم 
)معادلات أو متباينات( وذلك كخطوة أولى نحو معالجتها  عتماد على العلاقات الرياضيةبالا

للظواهر  ا  دقيق ا  التحليلات الكمية تعتبر أداة مهمة تقدم وصف ناوبذلك نستطيع القول   1وحلها.
ذا تم بناء النموذج الاقتصادي وتهيئة بياناته بشكل إالاقتصادية وتحديدا للمشكلة المراد دراستها 

ساعد على الوصول الى القرار الأنسب الواجب اتخاذه لحل تلك المشاكل والوصول بنا ي صحيح
 كنة في ظل ما هو متاح لنا.الى أحسن الوضعيات المم

أنها تحاول تقييم البدائل التي تم التوصل بتتميز الأساليب الكمية المستخدمة في اتخاذ القرار 
لوصول إلى الرشد والعقلانية ل بسعيهاالأساليب هذه إليها بواسطة متخذ القرار. كما تتميز 

في اتخاذ القرارات فان المستخدمة بخلاف الأساليب الكيفية ف ،والابتعاد عن التحيزات الشخصية
الأساليب الكمية تعتمد على لغة الأرقام من تحليل البيانات أو المعلومات حتى يمكن الوصول 
إلى القرار المناسب وذلك باستخدام طرق إحصائية مختلفة تشتمل على معدلات وسلاسل زمنية 

لب والعرض والعلاقة بين الظواهر الاقتصادية كنظريات الطمختلف لتفسير  وعينات تستخدم
مستويات الدخل والانفاق الاستهلاكي، كما استخدمت الطرق الاحصائية في قياس درجة ذكاء 

 .وقياس الجودة الاشخاص وفي دراسة العلاقة بين المهارات والذكاء

الأساليب والنماذج الرئيسية لبحوث  نجد أيضا   الأساليب الكمية المساعدة على اتخاذ القرارومن 
تتم معالجة المشكلات من خلاله،  ذيحيث يعتبر النموذج الرياضي الوسيلة أو الأسلوب ال العمليات

ير غالبرمجة  نموذج البرمجة الخطية، وفي هذا الصدد نحصي مجموعة من النماذج نذكر منها
المباريات الاستراتيجية، نماذج صفوف خطية، البرمجة التربيعية، البرمجة العشوائية، نظرية ال

 .الانتظار، نماذج المخزون
 

                                                           
 .33، ص2006مؤيد عبد الحسين الفضل، المنهج الكمي في إدارة الأعمال، الوراق للنشر والتوزيع، الطبعة الأولى، عمان،   -1
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 الفصل الأول: تحليل الانحدار 
بسيط ثم سنعمد في هذا الفصل الى تحليل الانحدار من خلال استعراض نموذج الانحدار الخطي ال

التقديرية ت نعرج على نموذج الانحدار الخطي المتعدد وذلك بعرض صيغتيهما الرياضية والمعادلا
 لكليهما لنصل في الأخير الى تقدير هذه النماذج

 :الانحدار الخطي البسيط -1-1
نستعرض المعادلة سنحلل الانحدار الخطي البسيط من خلال التطرق الى مدلوله أولا  ثم  

 التقديرية له وكيفية تقدير معلماتها
 مدلول الانحدار الخطي البسيط:-1-1-1

ومتغير  (𝑦)الرياضية الخطية التي تربط بين متغير داخلينعني الانحدار إيجاد العلاقة 
، ويسمى الانحدار الخطي بسيطا  عندما يكون هناك متغير مستقل واحد ونجد التابع  (x)مستقل

 :2بناء  على قيمه، وبالتالي فإن العلاقة التي تكون بين المتغير والتابع تعطى بالشكل
𝑦 = 𝛼 + 𝛽𝑥 

 : ميل الانحدار 𝛽: معامل ثابت،  𝛼: المتغير المستقل،  x: التابع ،  yحيث: 
ميل المستقيم، ولتقدير معالم هذا النموذج  𝛽و  𝛼يتم حساب هذه المعادلة من خلال تقدير قيمة 

التي سنأتي الى (OLS) توجد مجموعة من الطرق من بينها طريقة المربعات الصغرى العادية 
 عرضها فيما بعد

                                                           

،  2007دار اليازوري العلمية للنشر والتوزيع، عمان، ، الاقتصاد القياسي، علي بخيت وسحر فتح اللهحسين للاطلاع أكثر أنظر:  -2 

 .78-34ص

فهم وتحليل البيانات الإحصائية، دار وائل للنشر والتوزيع،  SPSSمحمد بلال الزعبي وعباس الطلافحة، النظام الاحصائي -

 .244-222، ص2006الطبعة الثالثة، عمان، 

-Xavier GOUYON , statistique et économétrie, Ellipses édition, paris, 2001, p11-22. 

-Régis Bourbonnais, économétrie, 9iéme édition, édition Dunod, paris, 2015, p13-46. 

 .24-1ص ،1993ديوان المطبوعات الجامعية، الجزائر، ، نظرية الاقتصاد القياسي جمال فروخي، -
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 :الانحدار الخطي البسيطنموذج وتقدير معلمات المعادلة التقديرية -1-1-2
 من غير المتوقع أن تقع النقاط تماما  على خط الانحدار وبالتالي فإن المعادلة ستحوي خطأ 

حيث يمثل انحراف القيم المقدرة عن القيم الحقيقية وعليه يكتب  𝑒𝑡 عشوائي يرمز له بالرمز
𝑦𝑡نموذج الانحدار الخطي البسط بالشكل:  = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑥𝑡 + 𝑒𝑡 :والصيغة المقدرة له هي  

𝑦𝑡̂ = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑥𝑡 
 نقدر معلمات النموذج بطريقة المربعات الصغرى العادية التي تضمن تصغير مربعات البواقي

𝑀𝐼𝑁∑𝑒𝑡
2 

𝑒𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦̂ = 𝑦𝑡 − 𝛼̂ − 𝛽̂𝑥𝑡 

∑𝑒𝑡
2 =∑(𝑦𝑡 − 𝛼̂ − 𝛽̂𝑥𝑡)

2 

𝑀𝐼𝑁∑𝑒𝑡
2 ⇒ 𝑀𝐼𝑁∑(𝑦𝑡 − 𝛼̂ − 𝛽̂𝑥𝑡)

2 

 نقطة انعطاف دنيا ولتحديد هذه النقطة يجب اشتقاق بالنسبة لمتغيرات الدالة 𝑀𝐼𝑁∑𝑒𝑡2  تمثل
𝜕∑𝑒𝑡

2

𝜕𝛼̂
= 0 ⇒∑(𝑦𝑡 − 𝛼̂ − 𝛽̂𝑥𝑡)

2 = 0 

⇒ −2∑(𝑦𝑡 − 𝛼̂ − 𝛽̂𝑥𝑡) = 0 ⇒∑𝑒𝑡 = 0 

𝑦𝑡∑لدينا العلاقة التالية:  = 𝑛𝛼̂ + 𝛽̂ ∑ 𝑥𝑡 
∑𝑦𝑡
𝑛

= 𝛼̂ + 𝛽̂
∑𝑥𝑡
𝑛

 

⇒ 𝑦 = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑥 ⇒ 𝛼̂ = 𝑦 − 𝛽̂𝑥 
𝜕∑𝑒𝑡

2

𝜕𝛼̂
= 0 ⇒ −2∑(𝑦𝑡 − 𝛼̂ − 𝛽̂𝑥𝑡)𝑥𝑡 = 0 ⇒∑𝑒𝑡𝑥𝑡 = 0 

∑𝑦𝑡𝑥𝑡 − 𝛼̂∑𝑥𝑡 − 𝛽̂∑𝑥𝑡
2 = 0 

∑𝑦𝑡𝑥𝑡 = 𝛼̂∑𝑥𝑡 + 𝛽̂∑𝑥𝑡
2 

 بالقيمة التي وجدناها سابقا  فنجد:  𝛼̂ نعوض 
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∑𝑦𝑡𝑥𝑡 = (𝑦 − 𝛽̂𝑥)∑𝑥𝑡 + 𝛽̂∑𝑥𝑡
2 

= (𝑦 − 𝛽̂𝑥)𝑛𝑥 + 𝛽̂∑𝑥𝑡
2 

∑𝑦𝑡𝑥𝑡 = 𝑛𝑥. 𝑦 − 𝛽̂𝑛𝑥
2
 + 𝛽̂∑𝑥𝑡

2 

∑𝑦𝑡𝑥𝑡 − 𝑛𝑥. 𝑦 = 𝛽̂(∑𝑥𝑡
2 − 𝑛𝑥

2
) 

𝛽̂ =
∑𝑦𝑡𝑥𝑡 − 𝑛𝑥. 𝑦

∑𝑥𝑡
2 − 𝑛𝑥

2  

𝛽̂ =
∑(𝑦𝑡 − 𝑦)(𝑥𝑡 − 𝑥)

∑(𝑥𝑡 − 𝑥)
2

 

 : أوجد نموذج الانحدار لمعطيات الجدول التالي:مثال
10 12 13 7 8 10 𝑦𝑡 

4 6 4 2 3 5 𝑥𝑡 

 الشكل:نعلم أن معادلة الانحدار البسيط تأخذ 
𝑦 = 𝛼 + 𝛽𝑥 

 والصيغة المقدرة لها هي:
𝑦𝑡̂ = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑥𝑡 

  𝛽̂و 𝛼̂وحتى نجد الصيغة المقدرة يجب تحديد قيمتي 
 وانطلاقا  من الجدول المعطى سابقا  نستطيع حساب كتابة الجدول التالي:

𝑥𝑡 𝑦𝑡 (𝑥𝑡 − 𝑥) (𝑥𝑡 − 𝑥)
2 (𝑦𝑡 − 𝑦) 

5 10 1 1 0 
3 8 -1 1 -2 
2 7 -2 4 -3 
4 13 0 0 3 
6 12 2 4 2 
4 10 0 0 0 
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(𝑦𝑡 − 𝑦)(𝑥𝑡 − 𝑥) 𝑥𝑡

2 𝑦𝑡𝑥𝑡 
0 25 50 
2 9 24 
6 4 14 
0 16 52 
4 36 72 
0 16 40 

 وعليه يكون لدينا ما يلي: 

∑𝑥𝑡 = 24 , 𝑥 =
∑𝑥𝑡
𝑛

=
24

6
= 4 

∑𝑦𝑡 = 60 , 𝑦 =
∑𝑦𝑡
𝑛

=
60

6
= 10 

∑(𝑥𝑡 − 𝑥)
2 = 10 ,∑(𝑦𝑡 − 𝑦)(𝑥𝑡 − 𝑥) = 12  

∑𝑦𝑡𝑥𝑡 = 252 ,∑𝑥𝑡
2 = 106 

 بالعلاقة التالية: 𝛽̂وعليه نستطيع حساب  

𝛽̂ =
∑𝑦𝑡𝑥𝑡 − 𝑛𝑥. 𝑦

∑𝑥𝑡
2 − 𝑛𝑥

2 =
252 − 6(4)(10)

106 − 6(16)
= 1.2 

 انطلاقا  من العلاقة التالية:  𝛽̂نستطيع حساب  كما 

𝛽̂ =
∑(𝑦𝑡 − 𝑦)(𝑥𝑡 − 𝑥)

∑(𝑥𝑡 − 𝑥)
2

=
12

10
= 1.2 

 انطلاقا  من العلاقة التالية:  𝛼̂ونستطيع حساب  
𝛼̂ = 𝑦 − 𝛽̂𝑥 = 10 − 1.2(4) = 5.2 

 وعليه يكون لدينا نموذج الانحدار البسيط المقدر التالي:
𝑦𝑡̂ = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑥𝑡 = 5.2 + 1.2𝑥𝑡 
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 الانحدار الخطي المتعدد:-1-2
يتضح مما سبق أن الانحدار الخطي البسيط يركز على دراسة العلاقة بين متغيرين فقط، أحدهما 

ن في الواقع نجد أن العلاقات الاقتصادية أكثر ك، ل 𝑦 والأخر المتغير التابع 𝑥المتغير المستقل
تعقيد من هذا حيث نجد أن أية متغيرة اقتصادية تتأثر بمجموعة من المتغيرات ولذلك سيعجز 

نموذج نموذج الانحدار الخطي البسيط عن التعبير عن هذه العلاقة مما يلزمنا اللجوء الى 
بسيط من خلال التطرق الى مدلوله أولا  ثم سنحلل الانحدار الخطي الالانحدار الخطي المتعدد، 

 نستعرض المعادلة التقديرية له وكيفية تقدير معلماتها
 عرض نموذج الانحدار الخطي المتعدد:-1-2-1

تحت فرضيات  هذا النموذج يدرس تفسير متغير تابع بواسطة جملة من المتغيرات المستقلة
 كلاسيكية معروفة.

𝑥𝑡نريد أن نفسره بجملة من المتغيرات 𝑦𝑡  لنفترض أنه لدينا التابع  = (𝑥1𝑡, 𝑥2𝑡, … , 𝑥𝑘𝑡)  ،
نستطيع عندئذ أن نعبر عن تلك  مستقلةوبافتراض وجود علاقة خطية بين التابع والمتغيرات ال

 :3العلاقة بالمعادلة التالية
𝑦𝑡 = 𝛽1𝑥1𝑡 + 𝛽2𝑥2𝑡 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑡 + 𝑢𝑡 

𝑥1𝑡 حيث: = 1 ∀ 𝑡                                                 

 وعليه تصبح العلاقة كما يلي:

𝑦𝑡 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥2𝑡 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑡 + 𝑢𝑡 

𝛽𝑖 حيث:  , 𝑖 = 1,2, … , 𝑘   معلمات النموذج المراد تقديرها 
                                                           

 .186-133مرجع سابق، ص، الاقتصاد القياسي، حسين علي بخيت وسحر فتح اللهلاع أكثر أنظر: للاط -3 

 .269-257فهم وتحليل البيانات الإحصائية، مرجع سابق، ص SPSSمحمد بلال الزعبي وعباس الطلافحة، النظام الاحصائي -

-Régis Bourbonnais, économétrie, op cit, p47-105. 

 .62-51صمرجع سبق ذكره، ، نظرية الاقتصاد القياسي جمال فروخي، -
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،  »  « 𝑖كدالة في سعر الفائدة  "𝑀𝑡"مثال: حسب النظرية الكينزية يفسر الطلب على النقود

 بافتراض أن العلاقة خطية نستطيع أن نكتب: ، »  « 𝑃𝐼𝐵، الدخل القومي"𝐿𝑡"السيولة النقدية 

𝑀𝑡 = 𝑓( 𝑖 , 𝐿𝑡 , 𝑃𝐼𝐵𝑡 ) 

𝑀𝑡 = 𝛽1 + 𝛽2 𝑖 + 𝛽3 𝐿𝑡 + 𝛽4 𝑃𝐼𝐵𝑡 + 𝑢𝑡 

  تتمثل فرضيات النموذج فيما يلي:
1)  𝐸(𝑢𝑡) = 0                         
2)  𝐸(𝑢𝑡)

2 = 𝑣𝑎𝑟(𝑢𝑡)           
3)   𝐸(𝑢𝑡𝑢𝑠) = 0 , ∀ 𝑡 ≠ 𝑠    
4)                𝑢𝑡~𝑁( 0 , 𝜎

2)    
5)  𝑐𝑜𝑣(𝑥𝑡 , 𝑢𝑡) = 0             

 نستطيع أن نكتب النموذج السابق بالشكل التالي:

𝑦1 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥21 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘1 + 𝑢1 

𝑦2 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥22 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘2 + 𝑢2 

⋮                      ⋱                            ⋮ 

𝑦𝑡 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥2𝑡 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑡 + 𝑢𝑡 

 كما يكتب في شكل مصفوفي كما يلي:

𝑌(𝑇𝑋1) = 𝑋(𝑇𝑋𝑘). 𝐵(𝑘𝑋1) + 𝑈(𝑇𝑋1) 

 أي أن:
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[
 
 
 
 
𝑦1
𝑦2.
..
𝑦𝑡 ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1 𝑥21 𝑥31 . . . 𝑥𝑘1
1 𝑥22 𝑥32 . . . 𝑥𝑘2
.
..
1

.

..
𝑥2𝑡

.

..
𝑥3𝑡

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..
𝑥𝑘𝑡]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝛽1
𝛽2.
..
𝛽𝑘]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑢1
𝑢2.
..
𝑢𝑡 ]
 
 
 
 

 

 
 تقدير معلمات نموذج الانحدار الخطي المتعدد:-1-2-2

, 𝛽1نعني بتقدير هذا النموذج إيجاد قيم المعلمات   𝛽2 , … , 𝛽𝑘 عات بطريقة المرب

 التي تعمل على تدنئة مجموع مربعات البواقي وذلك وفق الخطوات التالية: "𝑂𝐿𝑆"الصغرى

𝑌 = 𝑋. 𝐵̂ + 𝑒 ⇒ 𝑒 = 𝑌 − 𝑋. 𝐵̂ 

𝑀𝐼𝑁∑𝑒𝑡
2 = 𝑀𝐼𝑁 𝑒.́ 𝑒 

𝑒.́ 𝑒 = [𝑒1 𝑒2 . . . 𝑒𝑇] [

𝑒1
𝑒2...
𝑒𝑇

]=∑ 𝑒𝑡
2𝑇

𝑡=1 

𝑒.́ 𝑒 = (𝑌 − 𝑋. 𝐵̂)
′
(𝑌 − 𝑋. 𝐵̂) = (𝑌′ − 𝐵̂′𝑋′)(𝑌 − 𝑋. 𝐵̂) 

𝑒.́ 𝑒 = 𝑌′𝑌 − 𝑌′𝑋𝐵̂ − 𝐵̂′𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ 
𝑒.́ 𝑒 = 𝑌′𝑌 − 2𝐵̂𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ 

𝜕𝑒.́ 𝑒

𝜕𝐵̂
= −2𝑋′𝑌 + 2𝑋′𝑋𝐵̂ = 0 ⇒ (𝑋′𝑋)𝐵̂ = 𝑋′𝑌 

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1(𝑋′𝑌) 

 حيث:

𝑋′𝑋 =

[
 
 
 
 
 
1 1 . . .   . 1

𝑥21
𝑥31

𝑥22
𝑥32

.

.
.
.   

.    .  𝑥2𝑇
  .  .     𝑥3𝑇.

..
𝑥𝑘1

.

..
𝑥𝑘2

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..
𝑥𝑘𝑡 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
1 𝑥21 𝑥31 . . . 𝑥𝑘1
1 𝑥22 𝑥32 . . . 𝑥𝑘2
.
..
1

.

..
𝑥2𝑡

.

..
𝑥3𝑡

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..
𝑥𝑘𝑡 ]
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𝑋′𝑋 =

[
 
 
 
 
 
 
 𝑇       ∑𝑥2𝑇      ∑𝑥3𝑇 . . . ∑𝑥𝑘𝑇

∑𝑥2𝑇     ∑𝑥2𝑇
2   ∑𝑥2𝑇𝑥3𝑇 . . . ∑𝑥2𝑇𝑥𝑘𝑇

.

..

∑𝑥𝑘𝑇
      

.

..

∑𝑥𝑘𝑇𝑥2𝑇

.

..

∑𝑥𝐾𝑇𝑥3𝑇
 

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

∑𝑥𝐾𝑇
2
]
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑋′𝑌 =

[
 
 
 
 
 
1 1 . . .   . 1

𝑥21
𝑥31

𝑥22
𝑥32

.

.
.
.   

.    .  𝑥2𝑇
  .  .     𝑥3𝑇.

..
𝑥𝑘1

.

..
𝑥𝑘2

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..
𝑥𝑘𝑇 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑦1
𝑦2.
..
𝑦𝑇]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 ∑𝑦𝑡      

∑𝑥2𝑡𝑦𝑡
.
..

∑𝑥𝑘𝑡 𝑦𝑡]
 
 
 
 
 
 
 

 

 لمعطيات الجدول التالي: الخطي المتعدد نموذج الانحدار: أوجد مثال

4 2 3 1 4 1 𝑦𝑡 

10 6 5 3 8 1 𝑥1𝑡 

6 4 7 1 8 2 𝑥2𝑡 

 تأخذ الشكل: الخطي المتعددنعلم أن معادلة الانحدار 

𝑦𝑡 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥2𝑡 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑡 + 𝑢𝑡 
 وفي حالتنا هذه:

𝑦1 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥11 + 𝛽3𝑥21 + 𝑢1 
𝑦2 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥12 + 𝛽3𝑥22 + 𝑢2 

⋮                   ⋱                      ⋮ 
𝑦6 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥16 + 𝛽3𝑥26 + 𝑢6 
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 أي أن:

[
 
 
 
 
𝑦1
𝑦2.
..
𝑦6]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1 𝑥11 𝑥21
1 𝑥12 𝑥22
.
.
1

.

.
𝑥16

.

.
𝑥26]

 
 
 
 

[

𝛽1
𝛽2
𝛽3

] +

[
 
 
 
 
𝑢1
𝑢2.
..
𝑢6]
 
 
 
 

 

𝑋′𝑋 = [
1       1    . . 1
𝑥11 𝑥12 . . 𝑥16
𝑥21 𝑥22 . . 𝑥26

]

[
 
 
 
 
1 𝑥11 𝑥21
1 𝑥12 𝑥22
.
.
1

.

.
𝑥16

.

.
𝑥26]

 
 
 
 

 

𝑋′𝑋 =

[
 
 
 
 
 6 ∑𝑥1𝑡 ∑𝑥2𝑡

∑𝑥1𝑡 ∑𝑥1𝑡
2 ∑𝑥1𝑡𝑥2𝑡

∑𝑥2𝑡 ∑𝑥1𝑡𝑥2𝑡 ∑𝑥2𝑡
2
]
 
 
 
 
 

= [
6 33 28
33 235 188
28 188 170

] 

 

𝑋′𝑌 = [
1       1    . . 1
𝑥11 𝑥12 . . 𝑥16
𝑥21 𝑥22 . . 𝑥26

]

[
 
 
 
 
𝑦1
𝑦2.
..
𝑦6]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 ∑𝑦𝑡

∑𝑥1𝑡𝑦𝑡

∑𝑥2𝑡𝑦𝑡]
 
 
 
 
 

= [
15
103
88

] 

 مقدرات النموذج هي:

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1(𝑋′𝑌) 

(𝑋′𝑋)−1 = 5690 [
4606 −346 −376
−346 236 −204
−376 −204 321

] 

(𝑋′𝑋)−1(𝑋′𝑌) = 5690 [
4606 −346 −376
−346 236 −204
−376 −204 321

] [
15
103
88

] = [
0.064
0.205
0.28

] 

𝐵̂ = [

𝛽1̂
𝛽2̂
𝛽3̂

] = [
0.064
0.205
0.28

] 
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 المقدر التالي: متعددوعليه يكون لدينا نموذج الانحدار ال

𝑦𝑡̂ = 𝛽1̂ + 𝛽2̂𝑥1𝑡 + 𝛽3̂𝑥2𝑡 
𝑦𝑡̂ = 0.064 + 0.205𝑥1𝑡 + 0.28𝑥2𝑡 

 الفصل الثاني: تحليل السلاسل الزمنية:

ة، ثم نقوم بتوقع خلال فترة زمنية معين يعتمد تحليل السلاسل الزمنية على تتبع الظاهرة أو المتغير

يها، وسنتطرق الى المستقبل بناءً على القيم المختلفة التي ظهرت في السلسلة وعلى نمط نمو القيم ف

ماذجها ون فةالسلاسل الزمنية وأنواعها المختل تحليل السلاسل الزمنية من خلال عرض تعريف

 لنصل في الأخير الى تحليل مكونات السلاسل الزمنية

:وأنواعها التعريف بالسلاسل الزمنية-2-1  

ب مجموعة نستهل هذا المدخل بعرض تعريف للسلاسل الزمنية ثم نعرج على أنواعها المختلفة حس

 من الاعتبارات

تعريف السلاسل الزمنية:-2-1-1  

ل أو وفصأو ال ينمن الأرقام أو القيم المسجلة حسب الزمن كالسننعني بالسلسلة الزمنية مجموعة 

ن ، والسلسلة الزمنية عبارة علمتغير واحد أو أكثر أو الأيام أو أية وحدة زمنية أخرى روالشه

لبناء  السجل التاريخي لظاهرة ما يتم الاستعانة به لفهم تغيراتها عبر الزمن كما يتم اعتماده

ظاهرة المدروسة.التوقعات المستقبلية لل  

أنواع السلاسل الزمنية:-2-1-2  

يمكن تصنيف السلاسل الزمنية حسب مجموعة من المعايير ممثلة في:   

نوعية قيم السلسلة-               

طبيعة الزمن الذي تحدث فيه السلسلة الزمنية-              

عدد القيم التي تأخذها السلسلة الزمنية عند كل قياس-              
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التغيرات التي تحدث في السلسلة الزمنية عبر الزمن-             

نوعية القيم التي تأخذها: أولاً: تصنيف السلاسل الزمنية حسب  

نية المتصلة تنقسم السلاسل الزمنية حسب نوعية القيم التي تأخذها الى قسمين هما السلاسل الزم 

ة متغيرة خلال لاسل التي نقيس فيها ظاهروغير المتصلة، فالسلسلة الزمنية المتصلة هي تلك الس

عدد  فترة من الزمن مثل اليوم أو الشهر أو السنة كقياس استهلاك الطاقة الكهربائية شهرياً أو

ل التي نقيس المواليد خلال السنة. أما السلسلة الزمنية المتقطعة أو غير المتصلة فهي تلك السلاس

كل  مثل عدد سكان مدينة معينة في اليوم الأول من قيم ظاهرة متغيرة عند لحظة من الزمنفيها 

 سنة.

:طبيعة الزمن الذي تحدث فيه ثانياً: تصنيف السلاسل الزمنية حسب  

ة محدداَ قد يكون الزمن الذي تحدث فيه السلسلة محدد أو غير محدد فإذا كان زمن السلسلة الزمني 

ي للأفراد. أما مسبقاً تسمى السلسلة الزمنية عندئذ سلسلة زمنية غير نقطية مثل معدل الدخل السنو

ة عندئذ منيإذا كانت فترة السلسلة الزمنية غير متوقعة وغير محددة مسبقاً تسمى السلسلة الز

ير أو نجد سلاسل حدوث الأعاص بالسلسلة الزمنية النقطية وكمثال على هذا النوع من السلاسل

 الزلازل أو الكوارث الطبيعية

عدد القيم التي تأخذها: ثالثاً: تصنيف السلاسل الزمنية حسب  

ل الزمنية لاسيمكن تصنيف السلاسل الزمنية حسب عدد القيم التي تأخذها عند كل قياس فنجد الس

شل( وتظهر )الصفر والواحد( أو )النجاح والف الثنائية وهي تلك السلاسل التي تأخذ احدى قيمتين

جد مثل في القياس الاقتصادي كما ن )موجود أو غير موجود( مثل هذه السلاسل في المتغير الأصم

زمنية سلاسل ال. كما نجد أيضاً الهذه السلاسل في الهندسة الكهربائية وبعض المجالات الأخرى

  غير الثنائية وهي تلك السلاسل التي تأخذ أكثر من قيمتين مثل أعداد المواشي

التغيرات التي تحدث فيها عبر الزمن: رابعاً: تصنيف السلاسل الزمنية حسب  

 وفق هذا المعيار يمكن أن نصنف السلاسل الزمنية في الأنواع التالية:
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الدخل  والتي يكون ميل رسمها البياني موجباً مثل سلاسلسلاسل زمنية ذات الاتجاه المتزايد -

 الوطني

ة الأراضي سلاسل زمنية ذات الاتجاه المتناقص والتي يكون ميل رسمها البياني سالباً مثل مساح-

 الزراعية في منطقة معينة والتي هي في تناقص مستمر بسبب انتشار الأبنية عليها

ة الطاقة والتي يكون ميل رسمها البياني صفرياً مثل سلسلسلاسل زمنية ذات الاتجاه الثابت -

 الكهربائية المستهلكة في اضاءة الإشارات الضوئية

ها هذه فنجد أن القيم التي تأخذ تكررة على فترات متباعدةمسلاسل زمنية ذات التغيرات ال-

حة االسب معداتالسلاسل قد تتأثر بأمور فصلية أو سنوية مثل سلسلة مبيعات ملابس و  

مكونات السلاسل الزمنية:-2-2  

مة وهذه تكون السلاسل الزمنية عرضة لنوعين من التغيرات، تغيرات منتظمة وأخرى غير منتظ

ي تلك التغيرات يطلق عليها اسم عناصر أو مكونات السلاسل الزمنية. فالتغيرات المنتظمة ه

الاتجاه العام    التغيرات التي يتكرر حدوثها في السلسلة في مواضع ذات صفات محددة وتتمثل في

تغيرات تغيرات الموسمية أو الفصلية والتغيرات الدورية، أما التغيرات غير المنتظمة أو الوال

التنبؤ بحدوثها  العرضية فهي تلك التغيرات الفجائية التي تحدث في السلسلة الزمنية دون إمكانية

الية:وتسمى بالمركبة العشوائية، وعليه يمكن تفكيك السلسلة الزمنية الى المركبات الت  

مركبة الاتجاه العام-  

المركبة الفصلية)الموسمية(-  

مركبة التغيرات الدورية-  

المركبة العشوائية-  
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مركبة الاتجاه العام:-أ  

ول أن السلسلة نقصد بالاتجاه العام الحركة المنتظمة للسلسلة الزمنية عبر فترة زمنية طويلة، فنق

نقولتتجه نحو التزايد دوماً بمرور الوقت، والزمنية ذات اتجاه عام موجب اذا كانت قيم مشاهداتها   

  بمرورأن السلسلة الزمنية ذات اتجاه عام سالب إذا كانت قيم مشاهداتها تتجه نحو التناقص دوماً 

منحنى )خط مستقيم( أو غير خطي)مثل ال الوقت. ويعبر عن الاتجاه العام رياضياً بشكل خطي 

 الاسي أو منحنى القطع المكافئ(

 

الفصلية)الموسمية(: المركبة-ب  

قصيرة)لا تزيد في نعني بالفصلية هنا تلك التغيرات التي تحدث على السلسلة الزمنية في الفترة ال

الطقس أو  الغالب عن سنة( فهي قد تكون أسبوعية أو شهرية أو فصلية  وهي ناتجة في الغالب عن

المنتوجات  .الخ، فنجد مثلاً أن بعضالتقاليد السائدة في المجتمع أو الاحتفالات والمواسم الدينية..

ي المناطق يكثر عليها الطلب شتاءً ويقل صيفاً أو يكثر عليها الطلب في المناطق الحارة ويقل ف

هر الأقل حرارة حتى داخل البلد الواحد كما نجد أن بعض المنتوجات يكثر عليها الطلب في ش

 رمضان مقارنة بالشهور الأخرى.
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الدورية:مركبة التغيرات -ج  

نتقال من حالة هي تلك التغيرات التي تطرأ على قيم السلسلة الزمنية بصورة منتظمة وتعبر عن الا

رات الى أخرى كالانتقال من حالة الكساد الى حالة الركود في اقتصاد ما، وتكون مدة هذه التغي

لكن ذلك مثلثية( وتتجاوز السنة بينما تكون منحنياتها مشابهة لدوال الجب أو التجب )الدوال ال

 يحدث بسعات وأطوال مختلفة

 

مركبة التغيرات العشوائية:-د  

عن  هي عبارة عن تغيرات غير منتظمة فهي عرضية أو فجائية لا يمكن التنبؤ بها، وتعبر

ا يشار اليها وأسفل بعد استبعاد التغيرات الأخرى والاتجاه العام، وغالباً م تحركات السلسلة لأعلى

ي لم يشر اليها بالتغيرات المتبقية عند دراسة السلاسل الزمنية لكونها تضم ما تبقى من العوامل الت

لنشاط في عناصر السلسلة الثلاثة السابق ذكرها، ومن أمثلة التغيرات العشوائية ما يحدث ل

قعةدي في بلد ما نتيجة الزلازل أو الفيضانات أو الأعاصير أو الحروب غير المتوالاقتصا  



 
 
 
 

20 
 

 

نماذج السلاسل الزمنية:-2-3  

مسجلة في نقصد بنماذج السلاسل الزمنية الصيغة الرياضية التي تربط بين قيم المشاهدات ال

سل الزمنية يجب ية للسلاالسلسلة وقيم المركبات المختلفة لهذه السلسلة، قبل إعطاء النماذج الرياض

:لتاليالاتفاق على الرموز المستخدمة فيها والتي هي كا  

Tدليل الاتجاه العام : 

S)المركبة الفصلية)الموسمية : 

Cدليل المركبة الدورية : 

eدليل المركبة العشوائية : 

Xمشاهدات السلسلة المدروسة : 

والنموذج  يالجمعي والنموذج الجدائيمكن أن نحصي في نماذج السلاسل الزمنية كل من النموذج 

 المختلط ويتم تحديد النموذج الأنسب لسلسلة ما انطلاقاً من الملاحظة البيانية أو الحساب الاحصائي

 تحديد النموذج الأنسب للسلسلة الزمنية بيانياً: -2-3-1

التي تحدث على  يمكن تحديد النموذج الأنسب للسلسلة الزمنية بيانياً بناءً على التغيرات المختلفة

)لهما نفس الميل مهما كان مستوى السلسلة، فإن استطعنا حصر تللك التغيرات بمستقيمين متوازيين

نقول عندئذ أن السلسلة التي بحوزتنا سلسلة جمعية  واحد من الأعلى والأخر من الأسفل ذلك الميل(

سبق الإشارة اليه سابقاً لكن  أو تجميعية، أما اذا كانت تغيرات السلسلة محصورة بين مستقيمين كما

هذين المستقيمين غير متوازيين وإنما يكونان متقاربين في الأول ثم يزداد تباعدهما مع مرور 
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الوقت نقول عندئذ أن السلسلة التي نحن بصددها سلسلة جدائية، والحالة الثالثة التي يمكن أن 

اتها محصورة بين مستقيمين واحد نلاحظها عند تفحص المنحنى البياني لسلسلة ما أن نجد تغير

فل منها لكن هذين المستقيمين يكونان تارة متوازيان وتارة أخرى متقاربان عند أعلاها والأخر أس

 نقول عندئذ أن سلسلتنا الزمنية سلسلة مختلطة بدايتهما ويزداد تباعدهما مع الزمن

 تحديد النموذج الأنسب للسلسلة الزمنية احصائياً: -2-3-2

النموذج الأنسب للسلسلة الزمنية احصائياً من خلال النتائج التي نتوصل اليها بعد  أن نحدديمكن 

 تقدير معلمات المعادلة التالية:

𝛿𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑦𝑖̅ 

 حيث:

    𝑖 = 1, 2 ,3, … , 𝑛مؤشر السنة : 

  𝑗 = 1, 2 ,3, … , 𝑝 مؤشر الفصل أو الشهر حسب معطيات السلسلة : 

𝛿𝑖 = √
1

𝑝
∑ (𝑦𝑖𝑗 − 𝑦𝑖̅)

2𝑝
𝑗=1  ,    𝑦𝑖̅ =

1

𝑝
∑ 𝑦𝑖𝑗
𝑝
𝑗=1   , 𝑏̂ =

𝑐𝑜𝑣(𝛿𝑖 ,𝑦𝑖̅)

𝑣𝑎𝑟(𝑦𝑖̅)
           

   بعد تقدير المعادلة السابقة نصل الى القرار التالي:               

𝑏̂ السلسلة تجميعية اذا كان:    - < 0.05 

0.05 السلسلة مختلطة اذا كان:    - ≤  𝑏̂ ≤ 0.10 

𝑏̂ السلسلة جدائية اذا كان:    - > 0.10 

 : اليك معطيات الجدول التالي:مثال

 4 3 2 1 السنة/الفصل

2013 155 158 163 172 

2014 153 156 162 172 

2015 162 164 173 181 

 : حدد شكل العلاقة بين مركبات هذه السلسلة الزمنيةالمطلوب
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بغية تقدير معلمات المعادلة التي سبق ذكرها نقوم بحساب أعمدة جديدة في الجدول حتى  الحل:

 يسهل علينا حساب المقدرات بعدئذ فكان لدينا الجدول التالي:

 𝑦𝑖̅ 𝛿𝑖 4 3 2 1 السنة/الفصل

2013 155 158 163 172 161.75 6.057 

2014 153 156 162 172 160.75 7.26 

2015 162 164 173 181 170 7.58 

 

𝑏̂ =
𝑐𝑜𝑣(𝛿𝑖  , 𝑦𝑖̅)

𝑣𝑎𝑟(𝑦𝑖̅)
=
∑𝛿𝑖 𝑦𝑖̅ − 𝑛𝛿𝑖̅𝑦̿

∑ 𝑦𝑖̅ − 𝑛𝑦̿
2

= 0.09 

 وعليه نستطيع القول أن السلسلة التي بحوزتنا سلسلة مختلطة

 عرض الصيغة الرياضية لنماذج السلاسل الزمنية:-2-3-3

الجدائي على أن  فيما يلي سنقوم بعرض النموذج الجمعي للسلاسل الزمنية يتلوه عرض النموذج

 يكون النموذج المختلط مزيج بين الشكلين السابقين

 النموذج الجمعي للسلاسل الزمنية:-أ

هي الا ما (t) في أي لحظة زمنية ما )  X  (يفترض هذا النموذج أن قيمة الظاهرة المشاهدة

 بمعنى أن:حاصل جمع مركباتها الأربع 

𝑋𝑡 = 𝑇𝑡 + 𝑆𝑡 + 𝐶𝑡 + 𝑒𝑡 

وتصلح  ( 𝑋𝑡) النموذج تشابه وحدات قياس جميع المركبات ووحد قياس المشاهداتويفترض هذا 

هذه الصيغة عندما نريد تقدير قيم المركبات لا نسبها، كما يفترض هذا النموذج أيضاً أن جميع 

المركبات مستقلة عن بعضها البعض بالإضافة الى أن مجموع قيم المركبة الفصلية يكون معدوماً 
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𝐶𝑡) الدورية منعدمة في السلسلة لسنة، فاذا فرضنا سلفاً أنعلى مدار ا = يمكن كتابة النموذج (0

 عندئذ بالشكل التالي:

𝑋𝑡 = 𝑇𝑡 + 𝑆𝑡 + 𝑒𝑡 

∑𝑆𝑖

𝑝

𝑖=1

=∑𝑆𝑡+𝑖

𝑇

𝑖=1

= 0 ∀𝑡 

 :للسلسلة الزمنية النموذج الجدائي-ب

 جداءهي الا ما (t) في أي لحظة زمنية ما )  X  (يفترض هذا النموذج أن قيمة الظاهرة المشاهدة

 مركباتها الأربع بمعنى أن:

𝑋𝑡 = 𝑇𝑡 × 𝑆𝑡 × 𝐶𝑡 × 𝑒𝑡 

𝑆𝑡ويتم اللجوء الى هذا الشكل في الغالب اذا كانت المركبات , 𝐶𝑡 , 𝑒𝑡    في شكل نسب مئوية وأن

حدوث بعضها يؤثر في الأخر رغم اختلاف مصادر كل منها، فإذا فرصنا مثلاً خلو السلسلة 

𝐶𝑡) الزمنية من التغيرات الدورية  =  نستطيع عندئذ أن نكتب:(0

𝑋𝑡 = 𝑇𝑡 × 𝑆𝑡 × 𝑒𝑡 

∑𝑆𝑖

𝑝

𝑖=1

=∑𝑆𝑡+𝑖

𝑇

𝑖=1

= 𝑝  ∀𝑡 

تحليل مكونات السلاسل الزمنية: -2-4  

ذهمن تحليل السلاسل الزمنية هو كشف مركباتها الأساسية كمرحلة أولى ثم مقارنة هالهدف   

السلاسل انطلاقاً  السلاسل بعد استبعاد تلك المركبات بالإضافة الى محاولة بناء نموذج تنبؤي لتلك 

 من معرفة نوع المركبة التي تحويها السلسلة

كشف مركبات السلسلة الزمنية:-2-4-1  

لمقاييسعن مركبات السلسلة الزمنية اما بيانياً أو احصائياً باستخدام مجموعة من ايمكن الكشف   
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الحرة أو المقاييس الخاضعة لتوزيعات معروفة   

الكشف البياني عن مركبات السلسلة الزمنية:-أ  

لعام بخط يمكن كشف بعض مركبات السلاسل الزمنية بالعين المجردة حيث تظهر مركبة الاتجاه ا

انخفاضات  تناقص أو يتزايد مع الزمن، بينما تظهر المركبة الفصلية في شكل قمم أومستقيم ي

في  تحدث في أوقات محددة مثل زيادة استهلاك المشروبات الباردة في فصل الصيف. إلا أنه

وء الى حالات أخرى يصعب مشاهدة تلك المركبات بيانياً وبالتالي نكون مجبرون عندئذ باللج

ائية لكشف مركبات السلسلة الزمنيةالاختبارات الإحص  

المقاييس الإحصائية لكشف مركبات السلسلة الزمنية:-ب  

نذكر البعض وس المقاييس الإحصائية التي تسمح لنا بكشف مركبات السلسلة الزمنية بعضهناك 

 منها فيما يلي:

ذات يصلح هذا الاختبار لكشف مدى كون السلسلة الزمنية عشوائية أو :  RUNاختبار-1-ب

 اتجاهات ويصاغ هذا الاختبار في الشكل التالي:

{
H0:        سلسلة عشوائية  

H1:  سلسلة  ذات عام اتجاه
 

 ويتم هذا الاختبار على المراحل التالية:

 الوسيط بعد ترتيب السلسلة الزمنية تصاعدياً رتبة تحديد  أولاً:

𝑛إذا كانت البيانات فردية - =
𝑇+1

2
 

𝑛إذا كانت البيانات زوجية   - =
𝑇

2
 

 في السلسلة Nأو القيمة المقابلة للرتبة  md حساب الوسيط ثانياً:

 md=c(n) سلسلة فردية             

=mdسلسلة زوجية              
𝐶(𝑛)+𝐶(𝑛+1)

2
 



 
 
 
 

25 
 

 إعطاء إشارة موجبة للقيم أكبر من الوسيط وسالبة للأخرى في السلسلة الزمنية ثالثاً:

)عدد مرات تغير الإشارة( المجدولة ونتخذ القرار بعدئذ بناءً   Rومقارنته بقيم Rحساب  رابعاً:

𝑅𝑢 إذا كان:H0 على ما يلي: قبول  < 𝑅𝑛 

𝑅𝑢 في العينات الصغيرة < 𝑅 < 𝑅𝑙  :  (n< 20)  

|𝑍|إذا كان :     H0 في العينات الكبيرة قبول  < 𝑍𝛼   
2

 

𝑈𝑅    حيث:  = 𝑛 + 1 , 𝑍 =
𝑅−𝑈𝑅

𝛿𝑅
 , 𝛿𝑅 = √

𝑛(𝑛+1)

2𝑛−1
 

 أكشف مركبة الاتجاه العام في السلسلة التالية:مثال: 

 181 173 164 162 172 162 156 153 172 163 158 155 المشاهدات    

 + + + - + - - - + + - - الاشارة

 181 173 172 172 164 163 162 162 158 156 155 153 الترتيب

 

n =
T

2
=
12

2
= 6 ,md =

[C(6) + C(7)]

2
=
162 + 163

2
= 162.5 

R=6 عدد مرات تغير الإشارة : 

𝑅𝑢 < 𝑅 < 𝑅𝑙    ,𝑅𝑢 = 3 ,   𝑅𝑙 = 12 

      بما يعني أن السلسلة عشوائيةH0 قبول  وبالتالي

لكشف مدى كون السلسلة  ويستخدمعلى معدل الارتباط  هذا الاختبار يعتمد اختبار دانيال:-2-ب

 الزمنية عشوائية أو ذات اتجاهات ويصاغ هذا الاختبار في الشكل التالي:

{
H0:        سلسلة عشوائية  

H1:  سلسلة  ذات عام اتجاه
 

وهو الفرق بين    (𝑑𝑡)إضافة الى الترتيب الزمني ثم حساب𝑅𝑡)  (يتم ترتيب السلسلة تصاعدياً 

التصاعدي ثم تربيعه وجمعه ومن ثمة نكون الاختبار وفق الصيغة الترتيب الزمني والترتيب 

 الرياضية التالية:
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𝛿𝑆 =
1 − 6∑(𝑑𝑡)

2

𝑇(𝑇2 − 1)
 

 ويتخذ القرار كما يلي:

|𝛿𝑆|إذا كان :  H0 قبول  < 𝛿𝛼   
2

>T)  : في العينات الصغيرة      30)  

|𝑍|إذا كان :     H0 في العينات الكبيرة قبول  < 𝑍𝛼   
2

 

𝑈𝑅𝑆    حيث:  = 0 , 𝑍 =
(𝛿𝑆−𝑈𝑅𝑠)

𝛿𝑅𝑠
 , 𝛿𝑅𝑠 =

1

√𝑇−1
 

 باستعمال نفس معطيات المثال السابق قم بالكشف عن الاتجاه العام باستخدام اختبار دانيال مثال:

 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

 181 173 164 162 172 162 156 153 172 163 158 155 المشاهدات    

𝑅𝑡 2 4 7 9 1 3 5 10 5 8 11 12 

𝑑𝑡 -1 -2 -4 -5 4 3 2 -2 4 2 0 0 

(𝑑𝑡)
2 1 4 16 25 16 9 4 4 16 4 0 0 

 

∑(dt)
2=99                                         

𝛿𝑆 =
1−6∑(𝑑𝑡)

2

𝑇(𝑇2−1)
=

1−6(99)

12(144−1)
= 0.65 , 𝛼 = 5% , 𝛿𝛼   

2
= 0.5804  

𝛿𝑠 > 𝛿𝛼   
2

      

 .H0  ض الفرضيةومنه نرف

يستخدم هذا الاختبار عادة للكشف عن الفصلية في السلسلة الزمنية : اختبار الصعود والنزول-3-ب

 وهوالفرق بين قيمة أي مشاهدة وقيمة المشاهدة السابقة لها حيث𝐶𝑡∆ وذلك بحساب 

  ∆𝐶𝑡 =   𝐶𝑡 − 𝐶𝑡−1  فإن كانت إشارة منتظمة∆𝐶𝑡  دل ذلك على وجود الفصلية 

نفس معطيات المثال السابق قم بالكشف عن المركبة الفصلية باستخدام اختبار مثال: باستعمال 

  الصعود والنزول
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t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

𝐶𝑡     155 158 163 172 153 156 162 172 162 164 173 181 

∆𝐶𝑡 - 3 5 9 -19 3 6 10 -10 2 9 8 

 + + + - + + + - + + +  الاشارة

 

 وبالتالي نقول بوجود الفصلية 𝐶𝑡∆ نلاحظ انتظام في إشارة 

: يستخدم هذا الاختبار للكشف عن المركبة الفصلية فقط بعد إزالة  Krustal-Wallisاختبار-4-ب

 ويشكل كما يلي: مركبة الاتجاه العام ان وجدت

{
H0:        سلسلة عشوائية  

H1:  وجود  مركبة فصلية
 

 الصيغة الرياضية التالية:يأخذ هذا الاختبار 

𝐾𝑊 =∑𝑛𝑖(𝑅𝑖 − 𝑅̅)
2~𝜒𝛼 ,   (𝑝−1)

2

𝑚

𝑖=1

 

 12إن كانت شهرية= 4: الدورية إذا كانت فصلية= P حيث

      i: ، دليل السنةm:عدد السنوات 

𝑅𝑖 مجموع رتب المشاهدات للسنة: i  

𝑅̅  الوسط الحسابي: 

𝐾𝑊إذا كان :     H0    نقبل < 𝜒𝛼 ,   (𝑝−1)
2 

  Krustal-Wallisاختبر وجود الفصلية لمعطيات الجدول التالي باستعمال اختبار :مثال

 

 

 2014 2013 2012 السنة

 4 3 2 1 4 3 2 1 4 3 2 1 الفصل

 29 68 12 12 32 64 19 10 21 44 20 14 قيمة المشاهدة
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 2016 2015 السنة

 4 3 2 1 4 3 2 1 الفصل

 50 64 11 6 36 60 18 7 قيمة المشاهدة

 الحل:

 𝐾𝑊 نقوم بوضع أسطر في الجدول من أجل استخدام نتائجها في حساب احصائية

 2014 2013 2012 السنة

 4 3 2 1 4 3 2 1 4 3 2 1 الفصل

 29 68 12 12 32 64 19 10 21 44 20 14 قيمة المشاهدة

 12 20 5 5 3 18 9 3 11 15 10 7 الرتبة

𝑅1 مجموع رتب السنة  = 43 𝑅2 = 43 𝑅3 = 42 

 

 2016 2015 السنة

 4 3 2 1 4 3 2 1 الفصل

 50 64 11 6 36 60 18 7 قيمة المشاهدة

 16 18 4 1 14 17 8 2 الرتبة

𝑅4 مجموع رتب السنة = 41 𝑅5 = 39 

)أربع فصول في السنة  ، (   𝑛𝑖 = 4 

𝑅̅ =
∑𝑅𝑖
𝑚

=
43 + 43 + 42 + 41 + 39

5
= 41.6 

𝐾𝑊 =∑𝑛𝑖(𝑅𝑖 − 𝑅̅)
2 = 4{(43 − 41.6)2 + (43 − 41.6)2

𝑚

𝑖=1

 

+(42 − 41.6)2 + (41 − 41.6)2+(39 − 41.6)2}= 44.8 

𝜒5% ,   3
2 = 7.815 

𝐾𝑊     لأنH0    نرفض الفرضية > 𝜒5% ,3
 وبالتالي نقول بوجود المركبة الفصلية  2

  2015-2013تمثل المعطيات التالية تموين السيارات بالبنزين فصلياً في الفترة  :2مثال
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 4 3 2 1 السنة/الفصل

1047 920 1114 1310 1047 

2014 953 1241 1468 1189 

2015 1002 1343 1571 1314 

 اكشف عن الاتجاه العام احصائياً -1

 اكشف عن الفصلية احصائياً بكل الطرق-2

 الحل:

t 𝑦𝑡  الترتيب

 التصاعدي

 الإشارة

md 

 الرتبة

𝑅𝑡 

𝑑𝑡 (𝑑𝑡)
2 ∆𝑦𝑡 الاشارة 𝑅𝑖 

  ــــــــ ــــــــ 0 0 1 - 920 920 1

 

𝑅1 = 19 

2 1114 953 - 5 -3 9 194 + 

3 1310 1002 - 9 -6 36 196 + 

4 1047 1047 - 4 0 0 -263 - 

5 953 1114 - 2 -3 9 -94 -  

 

𝑅2 = 19 

 

6 1241 1189 - 8 -2 4 288 + 

7 1468 1241 + 6 1 1 227 + 

8 1189 1310 - 3 5 25 -270 - 

10 1343 1343 - 10 0 0 341 + 

11 1571 1468 + 7 4 16 228 + 

12 1341 1571 - 11 1 1 -255 - 

∑(𝑑𝑡)
2 = 110 

 يصلح هذا الاختبار لكشف مدى كون السلسلة الزمنية عشوائية أو ذات اتجاه:  RUNاختبار-أولاً 

 ويصاغ هذا الاختبار في الشكل التالي: عام
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{
H0:        سلسلة عشوائية  

H1:  سلسلة  ذات عام اتجاه
 

n =
T

2
=
12

2
= 6 ,md =

[C(6) + C(7)]

2
=
1241 + 1468

2
= 1354.5 

R=5 عدد مرات تغير الإشارة : 

𝑅𝑢 < 𝑅 < 𝑅𝑙    ,𝑅𝑢 = 3 ,   𝑅𝑙 = 12 

      بما يعني أن السلسلة عشوائيةH0 قبول  وبالتالي

 يصاغ هذا الاختبار في الشكل التالي:: اختبار دانيال-ثانياً 

{
H0:        سلسلة عشوائية  

H1:  سلسلة  ذات عام اتجاه
 

𝛿𝑆 =
1−6∑(𝑑𝑡)

2

𝑇(𝑇2−1)
=
1−6(110)

12(144−1)
= 0.61 , 𝛼 = 5% , 𝛿𝛼   

2
= 0.5804  

𝛿𝑠 > 𝛿𝛼   
2

 

 . بمعنى أن هذه السلسلة الزمنية تحوي اتجاه عامH0  ض الفرضيةومنه نرف

 اختبار الصعود والنزول:-ثالثاً 

والعكس فمن الجدول يهتم هذا الاختبار بعدد مرات صعود ونزول الإشارة من سالب الى موجب 

 نلاحظ انتظام في الإشارة وبالتالي نقول بوجود الفصلية

ويأخذ : يستخدم هذا الاختبار للكشف عن المركبة الفصلية  Krustal-Wallisاختبار -رابعاً 

 الشكل التالي:

{
H0:        سلسلة عشوائية  

H1:  وجود  مركبة فصلية
 

𝑛𝑖  ،  )أربع فصول في السنة ( = 4 

𝑅̅ =
∑𝑅𝑖
𝑚

=
19 + 19 + 40

3
= 26 

𝐾𝑊 =∑𝑛𝑖(𝑅𝑖 − 𝑅̅)
2 = 4{(19 − 26)2 + (19 − 26)2 +

𝑚

𝑖=1

(40 − 26)
2
} = 1176 

𝜒5% ,   3
2 = 7.815 

𝐾𝑊     لأنH0    نرفض الفرضية > 𝜒5% ,3
 وبالتالي نقول بوجود المركبة الفصلية  2
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 معالجة مركبات السلسلة الزمنية:-2-4-2

الفصلية وصولاً الى معالجة التغيرات الدورية سنقوم فيما يلي بمعالجة الاتجاه العام ومعالجة 

 والعشوائية

 معالجة الاتجاه العام:-أ

فإن معادلة  ()أي أن الظاهرة تزيد أو تنقص بمقدار ثابت كل فتر زمنية ذا كان الاتجاه العام خطياً إ

 :الاتجاه العام تأخذ الشكل الخطي التالي

𝑦̂ = 𝑎̂ + 𝑏̂𝑥 

 مقدرات طريقة المربعات الصغرى للمعادلة 𝑏̂و  𝑎̂متغيرة الزمن ،   :𝑥 حيث:

خاصة مع الظواهر الاقتصادية التي تتصف بالتغير على المدى أما اذا كان الاتجاه العام غير خطي 

الطويل فسنستخدم عندئذ معادلة غير خطية مناسبة لقياس منحنى الاتجاه العام ومن أهم هذه الطرق   

 ذ الشكل التالي:أولاً: معادلة التجاه العام الأسي وتأخ

𝑦̂ = 𝑎̂. (𝑏̂)𝑥 

 نأخذ لوغاريتم الطرفين فتصبح لدينا المعادلة التالية: 𝑏̂و  𝑎̂ من أجل الحصول على قيمة 

log 𝑦̂ = log 𝑎̂ + 𝑥 log 𝑏̂ 

log  وبنفس الأسلوب نقدر  𝑎̂  و log 𝑏̂ومن ثمة نجد 𝑎̂  و 𝑏̂  

 ثانياً: معادلة التجاه العام التربيعي وتأخذ الشكل التالي:

𝑦̂ = 𝑎̂ + 𝑏̂𝑥 + 𝑐̂𝑥2 

 نستخدم طريقة المربعات الصغرى 𝑐̂و  𝑏̂و  𝑎̂من أجل الحصول على قيمة  

ثالثاً: معادلة التجاه العام اللوجيستي )يستخدم في تفسير الظواهر الاقتصادية التي يتوقف نموها بعد 

 فترة معينة أي عند الاشباع( ومن بين أشكاله نجد الشكل التالي:

𝑦̂ =
1

(𝑏0̂ + 𝑏1̂ . 𝑏2̂𝑥)
 

 :مواليحدد النموذج الملائم لمعادلة الاتجاه العام لمعطيات الجدول ال مثال:
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 2015 2014 2013 2012 2011 2010 2009 2008 2007 2006 2005 السنة

 560 530 470 380 330 310 300 240 260 250 210 العدد

 

وأن الشكل يوحي من الشكل البياني لهذه السلسلة نلاحظ أن خط التجاه المستقيم لا يكون ملائماً 

 باستخدام النموذج الأسي كالتالي:

𝑦̂ = 𝑎̂. (𝑏̂)𝑥 

 نأخذ لوغاريتم الطرفين فتصبح لدينا المعادلة التالية: 𝑏̂و  𝑎̂من أجل الحصول على قيمة  

log 𝑦̂ = log 𝑎̂ + 𝑥 log 𝑏̂ 

𝑦1 نفرض أن: = log 𝑦̂ ,  𝑎1 = log 𝑎̂ , 𝑏1 = log 𝑏̂ 

 والمعادلة تصبح بالشكل:

𝑦1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑥 

𝑎1̂  ونجد = log 𝑎̂  و  𝑏1̂ = log 𝑏̂ ومن ثمة نجد𝑎̂   و𝑏̂  

𝑏1بعد التقدير نجد:  = 0.04225 , 𝑎1 = 2.267   

 ومنه تكون )نستخدم اللوغاريتم العشري(:

𝑎̂ = 10𝑎1 = 102.267 = 184.927 

𝑏̂ = 10𝑏1 = 100.04225 = 1.1022 

 ومعادلة الاتجاه العام المقدرة هي:

𝑦̂ = 184.927(1.1022)𝑥 

 :المركبة الفصليةمعالجة -ب

 يتم معالجة الفصلية اما بإزالتها من السلسلة ثم ارجاعها بعد التنبؤ وهذا يسهل عمليات الحساب

 أو نموذج بالوت 𝐻𝑜𝑙𝑡 𝑊𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠كثيراً وإما بنمذجة الفصلية مثل نموذج هولت وينترز  

𝐵. 𝐵𝑎𝑙𝑙𝑜𝑡  

المؤشرات الفصلية أو طرق يتم إزالة الفصلية اما بطرق لا تحسب  طرق إزالة الفصلية:-1-ب

 أخرى تحسب المؤشرات الفصلية
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 أولاً: إزالة الفصلية باستخدام الطرق التي لا تحسب المؤشرات الفصلية: 

 𝑃من الطرق المستخدمة لإزالة الفصلية دون حساب مؤشراتها نجد طريقة الفروقات من الدرجة 

𝑤𝑡وتشكيل سلسلة جديدة = ∆𝑝𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−𝑝     ثم نقوم بعد ذلك بتقدير المعادلة التالية 

𝑤𝑡 = 𝑎 + 𝑏. 𝑡 + 𝑒𝑡 

𝑤𝑡̂ لنحصل على : = 𝑎̂ + 𝑏̂. 𝑡  

𝑧𝑡حيث: 𝑧𝑡ثم نبقي التغيرات العشوائية فقط وذلك بحساب  = 𝑤𝑡 −  𝑤𝑡̂  

𝑝)نأخذ مثلاً  𝑃قم بإزالة الفصلية بطريقة الفروقات من الدرجة  مثال: =  على الجدول الموالي(4

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

𝐶𝑡 155 158 163 171 153 156 162 172 162 164 173 181 

𝒘𝒕 = ∆
4𝐶𝑡 9 11 8 9 1 1- 2- 2- ــــــ ــــــ ــــــ ـــــ 

 𝑤𝑡̂ 30.5 28.4 26.3 24.2 22.1 20.0 17.9 15.8 ـــــــ ــــــ ــــــ ـــــ 

 

 بعد التقدير نحصل على

 𝑤𝑡̂ = 5.35 + 2.10𝑡 

 إزالة الفصلية مع حساب مؤشراتها:ثانياً: 

من مميزات هذه الطريقة أنها بسيطة الحساب ولا تفرق بين أشكال العلاقة بين المركبات وتمر 

 بالمراحل التالية:

 وفق الصيغة التالية:  𝑦𝑖̅حساب الوسط الحسابي لمشاهدات كل سنة -

𝑦𝑖̅ =
1

𝑝
∑𝑦𝑖𝑗

𝑝

𝑗=1

 

𝑖 حيث:      = 1, 2 ,3, … , 𝑛مؤشر السنة : 

           𝑗 = 1, 2 ,3, … , 𝑝 مؤشر الفصل : 

 بالصيغة: 𝑦̿حساب الوسط الحسابي العام -
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𝑦̿ =
1

𝑛
∑𝑦𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

 بالصيغة التالية: 𝑠𝑗حساب المؤشرات الفصلية -

𝑠𝑗 =
𝑦𝑗̅
𝑦̿

 

𝑦𝑖𝑗 حساب السلسلة الخالية من الفصلية -
𝑎  بالصيغة: 

𝑦𝑖𝑗
𝑎 =

𝑦𝑖𝑗
𝑠𝑗

 

 التي تعرضنا لها سابقاً أوجد السلسلة الخالية من الفصليةباستعمال بيانات الاستهلاك مثال: 

 𝑦𝑖̅ 4 3 2 1 السنة/الفصل

2013 155 158 163 171 161.75 

2014 153 156 162 172 160.75 

2015 162 164 173 181 170 

𝑦𝑗̅ 156.66 159.33 166 174.66 𝑦̿ = 164.16 

𝑠𝑗 0.95 0.97 1.01 1.06 

𝑦𝑖𝑗 السلسلة الخالية من الفصلية و
𝑎  بالجدول التالي: 

 4 3 2 1 السنة/الفصل

2013 163.15 162.88 161.38 161.32 

2014 161.05 160.82 160.39 162.26 

2015 170.52 169.07 171.28 170.75 

 

وينترز   نموذج هولت من بين الطرق المستخدمة في نمذجة الفصلية نجدنمذجة الفصلية: -2-ب

𝐻𝑜𝑙𝑡 𝑊𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠 أو نموذج بالوت 𝐵. 𝐵𝑎𝑙𝑙𝑜𝑡 أو نموذج بوكس جنكيز  𝐵𝑜𝑥 − 𝑗𝑒𝑛𝑘𝑖𝑛𝑠  

حيث يستخدم هذا النموذج  𝐻𝑜𝑙𝑡 𝑊𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠وينترز   هولتسنقتصر هنا على عرض نموذج و

 ى بالصيغة التالية:ذات اتجاه عام وعشوائية وفصلية ويعطللتمهيد والتنبؤ لسلسلة زمنية 
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𝑦𝑡̃ = 𝛼(𝑦𝑡 − 𝑠𝑡−𝑝) + (1 − 𝛼)(𝑦𝑡−1
~ + 𝑒𝑡−1) 

𝑒𝑡 = 𝛾(𝑦𝑡̃ − 𝑦𝑡−1
~ ) + (1 − 𝛾)𝑒𝑡−1 

𝑠𝑡 = 𝛽(𝑦𝑡 − 𝑦𝑡̃) + (1 − 𝛽)𝑠𝑡−1 

  :اذا كانت السلسلة تجميعية :حيث

𝑦𝑖𝑗
𝑎 = 𝑦𝑡 − 𝑠𝑡−𝑝   ,   𝑧𝑡 = (𝑦𝑡 − 𝑦𝑡̃) 

 أما اذا كانت السلسلة جدائية:

𝑦𝑖𝑗
𝑎 =

𝑦𝑡

𝑠𝑡−𝑝
   ,  𝑧𝑡 =

𝑦𝑡

𝑦𝑡̃
 

البواقي وهي  هناك عدة طرق لمعالجة الدورية نذكر منها طريقةمعالجة التغيرات الدورية: -جـ 

 ذج الجدائي وتمر بالمراحل التالية:وطريقة مبنية على أساس النم

 حساب مركبة الاتجاه العام بإحدى الطرق المناسبة-

 حساب المؤشرات الفصلية-

 )بقسمة قيم الظاهرة على القيم المقدرة لنموذج الاتجاه العام( قيم الظاهرةنستبعد الاتجاه العام من -

 نستبعد أثر الموسم أو الفصل بقسمة ناتج القسمة السابق على المؤشر الموسمي-

يتبقى لنا محصلة التغيرات الدورية والعشوائية ولفصل التغيرات العشوائية نستخدم طريقة -

 ، وسنوضح هذه الطريقة من خلال المثال التالي:المتوسطات المتحركة لفترة قصيرة

، 2014، 2013إذا كنت لديك معطيات الجدول التالي )انتاج سلعة ما خلال السنوات  مثال:

قدر التغيرات الدورية للجدول التالي باعتبار أن طول الفترة ثلاث فصول مع العلم أن ( 2015

𝑦̂)المقدرة للاتجاه العام هي المعادلة  = 18.015 + 2.357𝑡)   :والمؤشرات الفصلية هي 

𝑠1 = 0.4097 , 𝑠2 = 0.8082 , 𝑠3 = 1.9765 , 𝑠4 = 0.8054 

 2015 2014 2013 الفصل/السنة

1 10 12 13 

2 20 30 25 

3 50 80 70 

4 20 30 40 

 

 



 
 
 
 

36 
 

 الحل:

المقدرة  )نعوض بالزمن فقط في المعادلة نحسب أولاً مركبة الاتجاه العام ونشكل القيم الاتجاهية-

 ئج(للاتجاه العام لنحصل على النتا

 نستبعد الاتجاه العام )بقسمة القيم الاتجاهية على القيم الفعلية(-

 نستبعد أثر الموسم بقسمة عناصر السلسلة الخالية من الاتجاه العام على المؤشر الفصلي المقابل -

الباقي هو محصلة التغيرات الدورية والعشوائية ولفصل التغيرات العشوائية نستخدم طريقة -

 المتوسطات المتحركة لفترة قصيرة ولتكن ثلاث فصول 

 كل الخطوات السابقة حصلنا على الجدول التالي: من

 القيم الفصل السنة

 الفعلية

 القيم

 الاتجاهية

 مخلصة من

 اتجاه عام

 مخلصة من

 الفصلية

 المجموع

 المتحرك

 المتوسط

 المتحرك

 

2013 

1 10 20.37 0.49 1.2 ...... ..... 

2 20 22.73 0.88 1.09 3.3 1.1 

3 50 25.085 1.99 1.01 3.01 1 

4 20 27.442 0.73 0.91 2.9 0.97 

 

2014 

1 12 29.798 0.40 0.98 3.04 1.01 

2 30 32.155 0.93 1.15 3.3 1.1 

3 80 34.51 2.32 1.17 3.33 1.11 

4 30 36.87 0.81 1.01 2.99 0.997 

 

2015 

1 13 39.225 0.33 0.81 2.56 0.85 

2 25 41.58 0.60 0.74 2.35 0.78 

3 70 43.94 1.59 0.80 2.61 0.87 

4 40 46.29 0.86 1.07 ...... ..... 

 

بعد استخدام المتوسطات المتحركة حصلنا على العمود الثامن في الجدول السابق الذي يمثل أثر 

مثلاً  2015التغيرات الدورية لكل فصل ونقرأه كما يلي: أثر التغير الدوري للفصل الأول من سنة 

 .(0.15=0.85-1)حيث:  0.15 هو
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 التنبؤ في السلاسل الزمنية:-2-5

في النماذج التي تعمد الى إزالة مركبات السلسلة الزمنية ثم نتلوها بالتنبؤ سنتطرق هنا الى التنبؤ 

 من خلال نماذج التمهيد الأسي

 التنبؤ في السلاسل الزمنية المعتمد على إزالة المركبات:-2-5-1

𝑡) بـ (𝑡) وفق هذه الطريقة سنعوض في معادلة الاتجاه العام الزمن  + فنجد القيمة التنبؤية  (1

ثم نضيف   لمقبلة أو الفصل المقبل أو الشهر المقبل)حسب المعطيات التي تكون بحوزتنا(للسنة ا

، بالرجوع الى مثال النتاج السابق وأردنا التنبؤ بقيمة الإنتاج لهذه القيمة المؤشر الفصلي المناسب

         يكون لدينا 2016لكل فصول سنة 

𝑦̂ 1
2015

= 𝑦̂13 = 18.015 + 2.357(13) = 48.65 

 نحصل على القيم التالية:بعد الحساب 

𝑦̂ 𝑦̂ الزمن الفصل السنة ∗ 𝑠𝑗  

 

2016 

1 13 48.65 19.93 

2 14 51.01 41.22 

3 15 53.37 105.48 

4 16 55.72 44.88 

 التي تأخذ بعين الاعتبار التغيرات الفصلية 2016العمود الأخير يعبر عن تنبؤات سنة 

  نماذج التمهيد الأسي:التنبؤ في السلاسل الزمنية باستعمال -2-5-2

فإذا كانت  هذه الأخيرة،للسلسلة الزمنية مرتبط بنوع المركبة التي تحويها  ؤيكون نموذج التنب

السلسلة الزمنية لا تحوي إلا مركبة اتجاه عام نستعمل أحد نماذج الاتجاه العام مثل نموذج التمهيد 

 تمهيد الأسي الأحادي والثنائي والثلاثيسنتطرق هنا الى نماذج الالأسي الأحادي ...وهكذا، وعليه 

 

 نماذج التمهيد الأسي الأحادي: -أ

 يستخدم هذا النموذج لتمهيد سلسلة زمنية ذات اتجاه عام وهو معطى وفق العلاقة التالية:
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𝑦𝑡̃ = 𝛼∑(1 − 𝛼)𝑟
∞

𝑟=0

𝑦𝑡−𝑟 

𝑦𝑡̃ = 𝛼𝑦𝑡 + 𝛼(1 − 𝛼)𝑦𝑡−1 + 𝛼(1 − 𝛼)
2𝑦𝑡−2 +⋯ 

𝑦𝑡−1
~ = 𝛼𝑦𝑡−1 + 𝛼(1 − 𝛼)𝑦𝑡−2 + 𝛼(1 − 𝛼)

2𝑦𝑡−3 +⋯ 

(1 − 𝛼)𝑦𝑡−1
~ = 𝛼(1 − 𝛼)𝑦𝑡−1 + 𝛼(1 − 𝛼)

2𝑦𝑡−2 + 𝛼(1 − 𝛼)
3𝑦𝑡−3 +⋯ 

𝑦𝑡̃ − (1 − 𝛼)𝑦𝑡−1
~ = 𝛼𝑦𝑡 

𝑦𝑡̃ = 𝛼𝑦𝑡 + (1 − 𝛼)𝑦𝑡−1
~  

 هو:لها  ونموذج التنبؤ

𝑦𝑇+1
𝑇⁄

~ = 𝛼𝑦𝑇 + (1 − 𝛼)𝑦𝑇
𝑇−1⁄

~  

 نماذج التمهيد الأسي الثنائي: -أ

لتين بالمعادوهو معطى وعشوائية يستخدم هذا النموذج لتمهيد سلسلة زمنية ذات اتجاه عام 

 التاليتين:

𝑦𝑡̃ = 𝛼𝑦𝑡 + (1 − 𝛼)𝑦𝑡−1
~ +⋯ 

𝑦𝑡
≈ = 𝛼𝑦𝑡̃ + (1 − 𝛼)𝑦𝑡−1

≈ +⋯ 

𝑡 = 1,2, … , 𝑇 

𝑦𝑇+1
~ = αyT + (1 − α)𝑦𝑇

~ 

𝑦𝑇+1
≈ = α𝑦𝑇

~ + (1 − α)𝑦𝑇
≈ 

 

 (𝑽𝑨𝑹الفصل الثالث: نماذج شعاع الانحدار الخطي) نماذج الـ 

شعاع ماذج حول نالأساسية باستعراض بعض المفاهيم  نماذج شعاع الانحدار الخطيتحليل نستهل 

نماذج  خصائصمختلف كما سنتطرق الى  ،ثم سنعرج على صيغتها الرياضيةالانحدار الخطي 

هذه النماذجلنصل في الأخير الى تقدير  شعاع الانحدار الخطي  
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 3-1-بعض المفاهيم حول نماذج شعاع الانحدار الخطي 4:

يرى بناءً على نظرته التي 1980سنة   christopher sims من طرف  اقترحت هذه النماذج   

رات سواء في المتغيفيها صعوبة معرفة وتحديد المتغير المستقل من المتغير الداخل فرأى أن كل 

ة شعاع الانحدار الخطي من أكثر النماذج مرونة في تحليل السلاسل الزمنيهذا، ويعد نموذج 

ما يساعد في متعددة المتغيرات، حيث يقوم بوصف السلوك الحركي للسلاسل الزمنية الاقتصادية ك

ة عادلة هي عبارشعاع الانحدار الخطي من منظومة من المعادلات وكل منموذج  ، ويتكونالتنبؤ

يرات الداخلية عن متغير داخلي وعلاقته بالارتدادات الزمنية للمتغير الداخلي فضلاً عن بقية المتغ

نحدار شعاع الا الأخرى. هذا يعني أن مجموعة من المتغيرات الزمنية يمكن التعبير عنها بنموذج

متغيرات السابقة والقيم السابقة للالمتغيرات دالة خطية في قيمه كان كل واحد من هذه ذا إالخطي 

 الأخرى في المجموعة.

VAR 3-2 - الـنموذج  شعاع الانحدار الخطي أوالصيغة الرياضية لنماذج  

            ذوشعاع الانحدار الخطي نبدأ بعرض نموذج الرياضية العامة لنماذج قبل تحديد الصيغة 

يمكن تشكيل نموذج الـ  VAR ذا إ 2ذو تأخير      𝑥2𝑡  و  𝑥1𝑡    كانت لدينامتغيرتين فإذا  

   وجدت المعاملات 𝜑𝑖𝑗  و 𝛾𝑖𝑗المتغيرتين  وتكون عندئذ بالشكل التالي5:

𝑥1𝑡  = 𝑢1+𝜑11 𝑥1 𝑡−1+𝜑12 𝑥1 𝑡−2 + 𝜑21 𝑥2 𝑡−1 + 𝜑22 𝑥2 𝑡−2 + 𝑢1𝑡 

𝑥2𝑡  = 𝑢2+𝛾11 𝑥1 𝑡−1+𝛾12 𝑥1 𝑡−2 + 𝛾21 𝑥2 𝑡−1 + 𝛾22 𝑥2 𝑡−2 + 𝑢2𝑡  

بالنموذج التالي: مصفوفياً  كن التعبير عن ذلكيم  

(
𝑥1𝑡
𝑥2𝑡
) = (

𝑢1
𝑢2
) + (

𝜑11 𝜑21
𝛾11 𝛾21

) (
 𝑥1 𝑡−1
𝑥2 𝑡−1

) + (
𝜑12 𝜑22
𝛾12 𝛾22

) (
 𝑥1 𝑡−2
 𝑥2 𝑡−2

) + (
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡

) 

                                                           
4 -ERIC DOR, économétrie, synthèse de cours et exercice corrigés, collection synthex pearson 

éducation, France 2004 p209. 

5-GILBERT COLLETAZ, les processus VAR notes du cours de séries temporelles multivariées, 2016  

p4-33. 
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 وأيضاً:

(
𝑥1𝑡
𝑥2𝑡
) = (

𝑢1
𝑢2
) + (

𝜑11 𝜑21
𝛾11 𝛾21

) (
𝐿 𝑥1 𝑡
𝐿𝑥2 𝑡

) + (
𝜑12 𝜑22
𝛾12 𝛾22

) (
 𝐿2𝑥1 𝑡
𝐿2 𝑥2 𝑡

) + (
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡

) 

(
𝑥1𝑡
𝑥2𝑡
) = (

𝑢1
𝑢2
) + (

𝜑11 𝜑21
𝛾11 𝛾21

) 𝐿 (
 𝑥1 𝑡
𝑥2 𝑡

) + (
𝜑12 𝜑22
𝛾12 𝛾22

) 𝐿2 (
 𝑥1 𝑡
 𝑥2 𝑡

) + (
𝑢1𝑡
𝑢2𝑡

) 

((
1 0
0 1

) − (
𝜑11 𝜑21
𝛾11 𝛾21

) 𝐿 − (
𝜑12 𝜑22
𝛾12 𝛾22

) 𝐿2) (
 𝑥1 𝑡
 𝑥2 𝑡

) = (
𝑢1
𝑢2
) + (

𝑢1𝑡
𝑢2𝑡

) 

𝑋𝑡 = 𝑈 + ∑ 𝜙𝑖𝑋𝑡−𝑖
𝑝
𝑖=1 +𝑈𝑡 

لهذين المتغيرين       VAR يمكن كتابة نموذج الـ    𝑅𝑡 𝐶𝑡   والدخل   اذا اعتبرنا متغيري الاستهلاك  

  بتأخر 2  أي var(2) بالشكل التالي6:

𝐶𝑡  = 𝑈1+𝜌11𝐶 𝑡−1+𝜌12 𝐶 𝑡−2 + 𝜌13 𝑅 𝑡−1 + 𝜌14 𝑅 𝑡−2 + 𝑉1𝑡 

𝑅𝑡  = 𝑈2+𝜌21 𝐶 𝑡−1+𝜌22 𝐶1 𝑡−2 + 𝜌23 𝑅 𝑡−1 + 𝜌24 𝑅 𝑡−2 + 𝑉2𝑡 

:طيع كتابته في شكل مصفوفي بالشكلوعليه نست  

(
𝐶𝑡
𝑅𝑡
) = (

𝑈1
𝑈2
) + (

𝜌11 𝜌13
𝜌21 𝜌23

) (
 𝐶 𝑡−1
𝑅 𝑡−1

) + (
𝜌12 𝜌14
𝜌22 𝜌24

) (
 𝐶 𝑡−2
 𝑅 𝑡−2

) + (
𝑉1𝑡
𝑉2𝑡
) 

التأخير نستطيع أن نكتب:بإدخال معامل   

(
𝐶𝑡
𝑅𝑡
) = (

𝑈1
𝑈2
) + (

𝜌11 𝜌13
𝜌21 𝜌23

) 𝐿 (
 𝐶 𝑡
𝑅 𝑡
) + (

𝜌12 𝜌14
𝜌22 𝜌24

) 𝐿2 (
 𝐶 𝑡
 𝑅 𝑡

) + (
𝑉1𝑡
𝑉2𝑡
) 

((
1 0
0 1

) − (
𝜌11 𝜌13
𝜌21 𝜌23

) 𝐿 − (
𝜌12 𝜌14
𝜌22 𝜌24

) 𝐿2) (
 𝐶 𝑡
𝑅 𝑡
) = (

𝑈1
𝑈2
) + (

𝑉1𝑡
𝑉2𝑡
) 

 

 

                                                           
6 -Taladidia thiombiano, économétries des séries temporelles, cours et exercices corrigés, 

l’Harmathan, paris 2008 p311. 
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بالشكل:  VAR(p) بناءً على هذا نستطيع تعميم هذه الصيغة على نموذج    

𝑌𝑡 = 𝑈 + ∑ 𝜙𝑖𝑌𝑡−𝑖
𝑝
𝑖=1 +𝑉𝑡 

(𝐼𝑛 −∑ 𝜙
𝑖

𝑝

𝑖=1
𝐿𝑖)𝑌𝑡 = 𝑈 + 𝑉𝑡 

𝜙(𝐿)𝑌𝑡 =  𝑈 + 𝑉𝑡 

 بالرجوع الى مثال الاستهلاك والدخل نستطيع أن نجد أن:

                 𝑌𝑡=(
𝐶𝑡
𝑅𝑡
),   𝑈 = (𝑈1

𝑈2
) , 𝜙

1
= (

𝜌11 𝜌13
𝜌21 𝜌23

), 𝜙
2
= (

𝜌12 𝜌14
𝜌22 𝜌24

)   

                      𝐼2 = (
1 0
0 1

) ,  𝑉𝑡 = (
𝑉1
𝑉2
) ,  

                 𝜙(𝐿) = ((1 0
0 1

) − (
𝜌11 𝜌13
𝜌21 𝜌23

) 𝐿 − (
𝜌12 𝜌14
𝜌22 𝜌24

) 𝐿2) 

تأخير بالشكل:   p متغير و  n لـ      VAR(p) وعليه يمكن كتابة    

 𝑌𝑡= 𝑈+𝜙1𝑌𝑡−1+𝜙2𝑌𝑡−2+……..+𝜙𝑃𝑌𝑡−𝑃+𝑉𝑡...(1) 

 حيث:

            𝑌𝑡=

(

 
 

𝑦1𝑡
𝑦2𝑡
..
.
𝑦𝑛𝑡)

 
 

 , 𝑈=

(

 
 

𝑢1
𝑢2
..
.
𝑢𝑛)

 
 

 ,    𝑉𝑡=

(

 
 

𝑉1𝑡
𝑉2𝑡
..
.
𝑉𝑛𝑡)

 
 

 

                     𝜙=(

𝜌
11

𝜌
12 .

𝜌
21

𝜌
22 .

. 𝜌
1𝑛

. 𝜌
2𝑛. .  .

. .
𝜌
𝑛1

𝜌
𝑛2

.

.

  . .
.
.

.
𝜌
𝑛𝑛

)  
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( تصبح كمايلي:1بإدخال معامل التأخير على العلاقة )  

( 𝐼𝑛-𝜙1𝐿-𝜙2𝐿
2-…….-𝜙𝑃𝐿

𝑝)𝑌𝑡 = 𝑈 + 𝑉𝑡 

𝜙(𝐿)𝑌𝑡 = 𝑈 + 𝑉𝑡 

VAR(1) مثال: بالعودة الى المثال السابق   

(
𝐶𝑡
𝑅𝑡
) = (

0.21

0.32
) + (

0.45 0.52
−0.08 1.05

) (
 𝐶 𝑡−1
𝑅 𝑡−1

) + (
𝑈1𝑡
𝑈2𝑡

) 

الناتجة من حساب المحدد التالي:  𝜆𝑖 من أجل دراسة الاستقرارية نبحث عن قيم   

𝑑𝑒𝑡( 𝐼-𝜙1𝜆𝑖-𝜙2𝜆𝑖
2-…….-𝜙𝑃𝜆𝑖

𝑝) = 0 

 وفي حالتنا هذه يكون لدينا:

𝑑𝑒𝑡 ((
1 0
0 1

) − (
0.45 0.52
−0.08 1.05

) 𝜆) = 0 

 وعليه نجد مايلي:

       𝜆1 = 1.02  ,  𝜆2 = 1.92,      𝜆1 > 1  ,      𝜆2 > 1 

.ومنه السلسلة التي بحوزتنا سلسلة مستقرة  

 لدينا العلاقة التالية:

𝜙(𝐿)𝑌𝑡 = 𝑈 + 𝑉𝑡 

 اذا وضعنا:                      

𝑈 = 𝜙0 

 نستطيع عندئذ أن نكتب:

𝜙(𝐿)𝑌𝑡 = 𝜙0 + 𝑉𝑡 

حيث:   𝜙−1(𝐿) مستقراً فإنه يمكن إيجاد   VAR اذا كان نموذج الـ    
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𝜙−1(𝐿) = 𝐼 + 𝜓1𝐿 + 𝜓2𝐿
2 +⋯………… .. 

     k=0,1,2,………..    و   nxn    مصفوفات مربعة بعدها 𝜓𝑘  مع       

lim
𝑘⟶∞

𝜓𝑘 =  وتحقق:    0

 وعليه نستطيع كتابة النموذج كمايلي 7:

𝜙(𝐿)𝑌𝑡 = 𝜙0 + 𝑉𝑡 ⇒ 𝑌𝑡 = 𝜙−1(𝐿)(𝜙0 + 𝑉𝑡) 

= 𝜙0̃+∑ 𝜓𝑖𝑈𝑡−𝑖
∞
𝑖=0    ,  𝜓0 = 𝐼 

𝑌𝑡  همستقراً اذا كان توقع مساره ثابتاً، بالإضافة الى ذلك يجب أن يكون تباينه وتباين     يكون 

مستقراً إذا  VAR المشترك محدودان ومستقلان عن الزمن، بمعنى أننا نقول أن نموذج الـ    

الشروط التالية:   𝑌𝑡   حققت  

𝐸(𝑌𝑡) = 𝜇     , ∀ 𝑡 

𝑉(𝑌𝑡) < ∞      

𝐶𝑂𝑉(𝑌𝑡 , 𝑌𝑡+ℎ) = 𝐸⟦(𝑌𝑡 − 𝜇)(𝑌𝑡−ℎ − 𝜇)′⟧ = 𝜎ℎ , ∀ ℎ > 0     

الـذج ونمخصائص – VAR 3-3 (شعاع الانحدار الخطي)نموذج    

بمجموعة من الخصائص يمكن أن نقسمها الى مجموعة من المحاسن    VAR تتميز نماذج الـ    

ما بعد من      ليتم الرد عليها في الانتقادات التي وجهت لهاومجموعة من السلبيات التي كانت سبب 

وكانت كما يلي:     VAR   طرف مؤيدو نماذج الـ 

المحاسن التالية:    VAR )الـ يمكن أن نحصي لنماذجالمحاسن: -أ  

حيث أنها لا تتطلب التفرقة بين المتغيرات الداخلية والخارجية ،أنها نماذج بسيطة-  

                                                           
7-william H. Green, Econometric analysis, pearson international Edition, United States 2003, p594. 
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عاديةحيث أنه يمكن تقدير كل معادلة على حده بطريقة المربعات الصغرى السهلة التقدير، -  

السلاسل الزمنية أفضل من التنبؤ بنماذج   VAR الـ التنبؤ بنماذج-   

: نوجزها فيما يليلمجموعة من الانتقادات   VAR )الـ نماذجتعرضت  الانتقادات:-ب  

ات فيها ، حيث أن كل المتغيرالاقتصادية ما يعاب على هذه النماذج أنها غير مبنية على النظرية-

املاتها غير يسبب الآخر وباستخدام الطرق الإحصائية يتم استبعاد المتغيرات التي تكون مع

تخدام ذات دلالة إحصائية والإبقاء على المتغيرات التي تكون معاملاتها ذات دلالة وذلك باس

.النظرية الاقتصاديةاختبار السببية من أجل الحصول على نموذج يتوافق مع   

فقدنا درجات صعوبة ترجمة وتفسير النتائج على اعتبار أن استخدام ارتدادات أو تباطؤات عديدة ت-

نتقادات ى هذه الإالحرية بالإضافة الى نقص تفسيرات ذلك في النظرية الاقتصادية. وللتغلب عل

VAR التيفكرة تقدير دوال نبض الاستجابة أو دوال الاستجابة اللحظية   ج ال قدم مؤيدو نماذ   

هذه الدوال تمثل استجابة المتغير التابع في النموذج للصدمات التي تحدث في حد الخطأ، وتختبر  

.ظامنردة فعل المتغيرات للصدمات التي يتعرض لها ال  

الـذج ونمتقدير – VAR 3-4 (شعاع الانحدار الخطي)نموذج   

الـنموذج يمكن كتابة  VAR(p) بالشكل التالي:    

𝑌 = 𝜙𝑊 + 𝑉 

𝑌 = (𝑦1, 𝑦2, …… , 𝑦𝑇) , 𝜙 = (𝜙
1
,𝜙

2
, …… ,𝜙

𝑝
 حيث:  (

𝑉 = (𝑉1, 𝑉2, …… , 𝑦𝑇), 𝑊 = (𝑊1,𝑊2, …… ,𝑊𝑇−1)  

 مقدرات المربعات الصغرى تكون بالشكل:

𝜙̂ = (𝜙1̂, 𝜙2̂, … . . , 𝜙𝑝̂) = 𝑌𝑤′(𝑤𝑤′)
−1 

 « p »       العدد يجب الإشارة هنا أن عملية التقدير تقتضي تحديد رتبة التأخير المناسبة وهي ذلك
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ويؤدي أيضاً الى بواقي تحقق الفرضيات الكلاسيكية، كما  Yنمذجة افضل لـ  عطاءإالذي يسمح ب

p𝑛2)أو  p𝑛2عدد المعلمات الواجب تقديرها هو أن  + 𝑛)  اذا أخذنا بعين الاعتبار الحدود

مع زيادة كل تأخر جديد. عملياً يكفي تحديد حد أعلى لعدد  𝑛2وتزداد هذه المعالم بـ  الساكنة

𝑝من أجل    VAR(p)ثم تقدير نموذج الـ 𝑝𝑚𝑎𝑥  التأخيرات = 1,2,… . . , 𝑝𝑚𝑎𝑥     ويتم في

 والتأخر الأمثل هو ذلك العدد الذي يدنء معياري , AIC HQ ,SCكل مرة حساب بعض المعايير 

AIC و SC .  8اقترحت عدة معايير لذلك نوجزها فيما يليلتحديد التأخير الأقصى: 

عطى هذا : ي final predictor error criterion  (FPEمعيار خطأ التنبؤ النهائي)-(1

 المعيار بالعلاقة التالية:

𝐹𝑃𝐸 = [
𝑁 + 𝑝 − 𝑛

𝑛 − 𝑝𝑛
]
𝑛

𝑑𝑒𝑡Ω(𝑝) 

، للبواقية مصفوفة التباينات المقدر   Ω:   حيث 

: عدد المتغيرات الداخلية  𝑛          

          𝑁: عدد المشاهدات الكلية

التأخير:  𝑝          

𝐾  حتى 𝑝المتعلقة بالقيم المتتالية لـ   FPEنقوم بحساب قيم  =
𝑁

10
 𝑝على الأكثر ثم نأخذ قيمة  

 بمعنى: 𝑃0وهي  FPEالتي تدنء  

𝐹𝑃𝐸(𝑝0) = 𝑀𝐼𝑁𝑝=1
𝐾 𝐹𝑃𝐸(𝑝) 

:  AKAIKE information criterion(AIC)  (AKAIKEمعيار المعلومات لـ)-(2

 يعطى هذا المعيار بالعلاقة التالية:

                                                           

مجلة جامعة دمشق للعلوم الاقتصادية ، في التنبؤ ودراسة العلاقة السببية varاستخدام نماذج الـ ، نقاز ومنذر العوادعثمان  -8 

 .342ص  2012العدد الثاني  28المجلد، والقانونية
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𝐴𝐼𝐶(𝑝) = log(𝑑𝑒𝑡Ω(𝑝)) + 2(
𝑛2𝑝

𝑁
) 

 بمعنى: 𝐴𝐼𝐶لتي تدنء  لمناسبة أي تلك اا 𝑝 التأخير نأخذ قيمة

𝐴𝐼𝐶(𝑝0) = 𝑀𝐼𝑁𝑝=1
𝐾 𝐴𝐼𝐶(𝑝) 

 :  schwartz  information criterion (SC)  (SCHWARTZمعيار المعلومات لـ)-(3

 :9يعطى هذا المعيار بالعلاقة التاليةو 𝐵𝐼𝐶   ويعرف أيضاً بمعيار المعلومات البايزية

𝑆𝐶(𝑝) = log(𝑑𝑒𝑡Ω(𝑝)) +
log𝑁

𝑁
. 𝑝𝑛2 

 بمعنى: 𝑆𝐶لتي تدنء  تلك ا لمناسبة ا 𝑝 التأخير قيمة تكون

𝑆𝐶(𝑝0) = 𝑀𝐼𝑁𝑝=1
𝐾 𝑆𝐶(𝑝) 

:  HANNAN&QUINN information criterion  (HQicمعيار المعلومات لـ)-(4

 يعطى هذا المعيار بالعلاقة التالية:

𝐻𝑄𝑖𝑐(𝑝) = log(𝑑𝑒𝑡Ω(𝑝)) + (2𝑛2. 𝑝. 𝑐
log 𝑁

𝑁
) 

  c = 2مؤشر قوة المعيار وفي التطبيق العملي نأخذه c  حيث 

 بمعنى: 𝐻𝑄𝑖𝑐لتي تدنء  لمناسبة أي تلك اا 𝑝 التأخير نأخذ قيمة

𝐻𝑄𝑖𝑐(𝑝0) = 𝑀𝐼𝑁𝑝=1
𝐾 𝐻𝑄𝑖𝑐(𝑝) 

مختلف بين هذه المعايير لذلك سنأخذ أو   𝑝0مع الإشارة أنه يمكن أن نجد قيم التأخير الأنسب 

 نختار التباطؤ الزمني الذي حصلنا عليه في العدد الأكبر من المعايير.

 

                                                           
9-LARDIC.S et MIGNON.V, économétrie des séries temporelles macro-économiques et financières,              

édition ECONOMICA, paris 2002,  p97. 
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 الفصل الرابع: اختبار السببية ومراحله

ر عن  تهدف الدراسات القياسية في البحوث الاقتصادية الى إيجاد نماذج وصيغ رياضية تعب  

العلاقة بين المتغيرات الاقتصادية المدروسة، تلك العلاقات الرياضية تقتضي منا معرفة العلاقة 

 ( حتى تكون مفسرة للواقع. )ما هو المتغير المؤثر في الآخر السببية

هذا يعني أن  𝑋𝑡و 𝑌𝑡 علاقة سببية بين المتغيرتين  قلنا بوجودإذا مدلول العلاقة السببية: -4-1

 الحالات التالية: أحدهما يؤثر في الآخر بتباطؤ زمني وعليه نكون أمام 

𝑋𝑡 تسبب   𝑌𝑡− 

𝑌𝑡 تسبب   𝑋𝑡 − 

)سببية ثنائية الاتجاه(  𝑌𝑡 تسبب   𝑋𝑡 و    𝑋𝑡 تسبب   𝑌𝑡− 

مستقلان عن بعضهما  𝑋𝑡  −𝑌𝑡 و 

اختبارات لدراسة العلاقة السببية بين المتغيرات سنأتي الى Sims و  Grangerطوركل من 

 تفصيلها في المحاور الموالية

في شرحه للسببية من افتراض أساسي مفاده  Granger ينطلق للسببية:  Grangerاختبار -4-2

تكون مجسدة في ماضي هذين  𝑋𝑡و 𝑌𝑡أن المعلومات الأساسية و الضرورية للتنبؤ بالمتغيرات  

مرتبط بالقيم الحالية والماضية للسلسلة نفسها وكذلك بالقيم الحالية  𝑋𝑡+1 أن ، هذا يعني10السلسلتين

.عند الحديث عن السببية  يجب أن نأخذ  𝑌𝑡ونفس الشيء بالنسبة للمتغيرة  𝑌𝑡والماضية للمتغيرة 

 بالمسلمتين التاليتين:

 السببية لا تطبق الا على متغيرات عشوائية-

 الماضي والحاضر يمكن أن يسبب المستقبل والعكس غير صحيح -

                                                           
10 -GOURIEROUX.C et MONFORT.A, séries temporelles et modèles dynamiques, édition 

ECONOMICA, paris 1990,  p 442-4466. 
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  العلاقة السببية بين ذا أردنا دراسةإ قرانجرحسب  :للسببية  Grangerاختبار مراحل -4-3

 :11الخطوات التاليةأن نقوم بإجراء يجب  𝑋𝑡و 𝑌𝑡 المتغيرتين 

نقوم بتقدير المعادلة التالية بطريقة المربعات الصغرى-1  

𝑌𝑡 = 𝜙1(𝐿)𝑌𝑡 + 𝜙2(𝐿)𝑋𝑡 + 𝜀𝑡 

 حيث:    

𝜙
1
(𝐿) =∑𝜑1𝑖

𝑝

𝑖=1

𝐿𝑖 

𝜙
2
(𝐿) =∑𝜑2𝑖

𝑞

𝑖=1

𝐿𝑖 

  ثم نحسب مجموع مربعات الأخطاء )انحرافات القيم الفعلية عن المقدرة( ونرمز لها بالرمز

SCR1  أو RSS   بمعنىRESIDUAL SUM OF SQUARS  

نقوم بتقدير المعادلة التالية:-2  

𝑌𝑡 = 𝜙1(𝐿)𝑌𝑡 + 𝜀𝑡 

  ثم نحسب مجموع مربعات الأخطاء )انحرافات القيم الفعلية عن المقدرة( ونرمز لها بالرمز

SCR2 

 انطلاقاً من العلاقة التالية:𝐹𝑐 نقوم بتقدير إحصائية الاختبار -3

𝐹𝑐 =

(𝑆𝐶𝑅2 − 𝑆𝐶𝑅1)
𝑝⁄

𝑆𝐶𝑅1(𝑀 − 𝑁)
 

    M=T-max(p,q)            ،N=p+q+2حيث: 
                                                           
11- LARDIC.S et MIGNON.V, OP cit, p 99-101. 
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 T: عدد المشاهدات

التباطؤات الزمنية للمتغيرات الداخلية: عدد  p 

 q : عدد التباطؤات الزمنية للمتغيرات الخارجية

الجدولية ونقبل  𝐹𝛼 المحسوبة مع𝐹𝐶 ثم نقارن  𝑌𝑡 لا تسبب  𝑋𝑡التي تقول أن 𝐻0نضع الفرضية -4

𝐹𝐶         إذا كان:𝐻0  الفرضية  > 𝐹𝛼(p,(M-N))   

 مثال:

( 2012-1989السببية بين التضخم والنمو الاقتصادي في الجزائر للفترة)قمنا بدراسة العلاقة  

رمزنا ينما ب   inf بـ  للتضخمرمزنا حيث  باستخدام احصائيات مصدرها الديوان الوطني للإحصاء

  :12نستطيع عندئذ كتابة ما يلي   croiبـللنمو الاقتصادي 

                 𝐼𝑁𝐹𝑡=∑ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑡−𝑖 +∑ 𝛽𝑗

𝑛
𝑗=1 𝐼𝑁𝐹𝑡−𝑗+𝑈1𝑡……….1   

       𝑐𝑟𝑜𝑖𝑡=∑ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑡−𝑖 +∑ 𝛿𝑗

𝑛
𝑗=1 𝐼𝑁𝐹𝑡−𝑗+𝑈2𝑡……….2 

  العلاقة من النمو الى التضخم: -1

 Lcroiو Linfبالشكل اللوغاريتمي فأصبحت coi و  infأخذنا المتغيرات 

Lcroit−1 و   Linft−2 Linft−1 و  على المتغيرة    Linft قمنا بتقدير المتغيرة-أ  

فكانت لدينا المعادلة التالية:      𝐿𝑐𝑟𝑜𝑖𝑡−2و 

 𝐋𝐢𝐧𝐟𝐭̂=1.60+ 0.04𝐋𝐢𝐧𝐟𝐭−𝟏 +0.16𝐋𝐢𝐧𝐟𝐭−𝟐-0.3𝐋𝐜𝐫𝐨𝐢𝐭−𝟏-0.33𝑳𝒄𝒓𝒐𝒊𝒕−𝟐 

 𝑹𝟐=0.17,𝑹𝟐̅̅̅̅ =-0.12 ,𝑹𝒔𝒔𝒖𝑹 = 𝑺𝑪𝑹𝟏=7.06,F=0.57 

𝐿𝑖𝑛𝑓𝑡−2 فكانت لدينا المعادلة التالية  Linft−1 و  على المتغيرة    𝐿𝑖𝑛𝑓𝑡 قمنا بتقدير    -ب  

                                                           
(، مجلة دراسات اقتصادية، مركز 2012-1989الجزائر، دراسة قياسية للفتر)سعيج عبد الحكيم، التضخم ومؤشرات الأداء الاقتصادي في -11

.2014افريل  23البصيرة للبحوث والاستشارات والخدمات التعليمية، العدد  
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𝐋𝐢𝐧𝐟𝐭̂=0.33+ 0.48𝐋𝐢𝐧𝐟𝐭−𝟏 +0.29𝐋𝐢𝐧𝐟𝐭−𝟐 

𝑹𝟐=0.55,𝑹𝟐̅̅̅̅ =0.55 ,𝑹𝒔𝒔𝑹=𝑆𝐶𝑅2=12.46,F=11.74 

 من الصيغة التالية: 𝐹𝑐نقوم بحساب الإحصائية -ج 

                 𝐹𝑐 𝑭𝒄 = 7.64عند الحساب وجدنا   =
(𝑺𝑪𝑹𝟐−𝑺𝑪𝑹𝟏)

𝒑⁄

𝑺𝑪𝑹𝟏(𝑴−𝑵)
 

∑     بمعنى أن متغيرة النمو   ∝𝒊=𝟎  هذا يعني رفض فرضية العدم  𝑭𝒄 > 𝑭𝒕𝒂𝒃 

تؤثر على التضخم.   

قتصادي من التضخم الى النمو الا العلاقة السببيةمن أجل دراسة  علاقة من التضخم إلى النمو:ال-2

 قمنا بالخطوات التالية:

Linft−1 و   Lcrot−2 Lcrot−1 و  على المتغيرة    Lcrot بتقدير المتغيرةقمنا -أ   

فكانت لدينا المعادلة التالية:  Linft−2و 

 𝐋𝐜𝐫𝐨𝐭̂ =1.41- 0.03𝐋𝐜𝐫𝐨𝐭−𝟏 +0.01𝐋𝐜𝐫𝐨𝐭−𝟐-0.06𝐋𝐢𝐧𝐟𝐭−𝟏-0.16𝑳𝒊𝒏𝒇𝒕−𝟐 

 𝑹𝟐=0.15,𝑹𝟐̅̅̅̅ =-0.15 ,𝑹𝒔𝒔𝒖𝑹=𝑆𝐶𝑅1=3.17,F=0.48 

𝐿𝑐𝑟𝑜𝑡−2 فكان لدينا: Lcrot−1 و  على المتغيرة    𝐿𝑐𝑟𝑜𝑡 قمنا بتقدير المتغيرة-ب   

𝐋𝐜𝐫𝐨𝐭̂ =1.04+ 0.01𝐋𝐜𝐫𝐨𝐭−𝟏 +0.03𝐋𝐜𝐫𝐨𝐭−𝟐 

𝑹𝟐=0.002,𝑹𝟐̅̅̅̅ =-0.15 ,𝑹𝒔𝒔𝑹=𝑆𝐶𝑅2=3.73,F=0.01 

 من الصيغة التالية: 𝐹𝑐نقوم بحساب الإحصائية -ج 

                 𝐹𝑐 =  1.86عند الحساب وجدنا   𝑭𝒄 =
(𝑺𝑪𝑹𝟐−𝑺𝑪𝑹𝟏)

𝒑⁄

𝑺𝑪𝑹𝟏(𝑴−𝑵)
 

∑    الاقتصادي لا بمعنى أن متغيرة النمو   ∝𝒊=𝟎   فرضية العدم قبولهذا يعني  𝑭𝒄 < 𝑭𝒕𝒂𝒃 

.تؤثر على التضخم   
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نمو نحو وجود علاقة سببية بين معدل التضخم ومعدل النمو وهي من الب القولنستطيع من كل هذا 

، بمعنى أن التضخم يسبب النمو بينما العكس غير صحيح.التضخم  

 الفصل الخامس: إستقرارية السلاسل الزمنية

قرة تكون فيها هناك فرق بين السلسلة الزمنية المستقرة وغير المستقرة، فالسلاسل الزمنية المست

 الصدمات مؤقتة بعكس السلاسل غير المستقرة

مدلول الاستقرارية والغاية من دراستها:-5-1  

يجب أن تكون السلاسل مستقرة، فإن لم  VARبغرض اجراء تحليل السلاسل الزمنية بطريقة الـ 

لأن تقدير علاقة انحدار بين عدد من المتغيرات  يتحقق هذا وجب معالجة السلاسل وجعلها مستقرة

، بمعنى أن التغير 13في شكل سلاسل زمنية غير مستقرة يمكن أن يؤدي الى علاقة أو انحدار زائف

في المتغيرات يمكن أن يكون مرده الزمن الذي يؤثر فيها جميعاً مما يجعل تغيراتها متصاحبة، 

 ران أو ارتباط وليست علاقة سببية.وبالتالي فإن العلاقة بينها هي علاقة اقت

ي شكل الفرق، لكن اجراء الانحدار للمتغيرات في فان أحد حلول عدم استقرارية السلاسل هو أخذ 

الطويل  فروق لكل سلسلة ليس بالحل الأمثل لأن هذا الإجراء قد يؤدي الى فقدان خصائص المدى

هذه  القصير والطويل وتكون لنماذج تحافظ على خصائص المدىونتيجة لذلك ظهرت أبحاث 

في فكرة  النماذج مستقرة حتى لو كانت المتغيرات في الأصل غير مستقرة، وتتمثل هذه النماذج

 التكامل المشترك التي سنتطرق اليها في الفصل الموالي.

ان عدم استقرار السلاسل الزمنية يرجع في الغالب الى وجود جذر اختبارات الاستقرارية: -5-2

 (Dickey-Fuller)وهناك عدة اختبارات تختبر وجوده من عدمه منها اختبار ديكي فولرالوحدة 

 وسنستعرض فيما يلي اختبار ديكي فولر واختبار ديكي فولر الموسع

(Dickey-Fuller) ى نموذج الانحدار من الدرجة: هذا الاختبار مبني عل اختبار ديكي فولر   

                                                           
 IRAQI journal for Economicكنعان عبد اللطيف عبد الرزاق وأنسام خالد حسن الجبوري، المجلة العراقية للعلوم الاقتصادية، -12

sciences ، ،154، ص2012، سنة33العددالسنة العاشرة. 
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 الأولى ويعرف بثلاث نماذج نوردها فيما يلي14:

يعطى هذا النموذج بالشكل التالي: )بدون اتجاه عام وبدون ثابت(: النموذج الأول  

∆𝑦𝑡 = (𝜙 − 1)𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡   أو     𝑦𝑡 = 𝜙𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡 

⇒ ∆𝑦𝑡 = Υ𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡 

يعطى هذا النموذج بالشكل التالي: ثابت(: وجود)بدون اتجاه عام وبثاني النموذج ال  

∆𝑦𝑡 = 𝑐 + Υ𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡   أو     𝑦𝑡 = 𝑐 + 𝜙𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡 

يعطى هذا النموذج بالشكل التالي: ثابت(: وجوداتجاه عام وبب)ثالث النموذج ال  

       ∆𝑦𝑡 = 𝑐 + 𝑏𝑡 + Υ𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡 𝑦𝑡     أو    = 𝑐 + 𝑏𝑡 + 𝜙𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡 

 ويشكل الاختبار كما يلي:

{
H0: Υ = 0
H1: Υ < 0

 

الإحصائية المحسوبة أكبر من قيمتها الجدولية نقبل كانت قيمة فإذا  t ثم نقوم بحساب الإحصائية

لكن في هذه الحالة يمكن أن تكون نتائج النماذج الثلاث  فرضية العدم أي أن السلسلة غير مستقرة.

مختلفة ولهذا السبب سننطلق من النموذج الأكثر شمولاً )النموذج الثالث( ونقوم باختبار معنوية 

 لي:موامعلماته وفق الجدول ال

 

 

 

 

                                                           
14-Taladidia thiombiano, op cit, p192-195. 
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 DF: القيم الحرجة للاتجاه العام والثابت في اختبار(1جدول )

3النموذج  2النموذج   حجم  

 العينة

(T) 
 الثابت الثابت الاتجاه العام

%𝟏𝟎 %𝟓 %𝟏 %𝟏𝟎 %𝟓 %𝟏 %𝟏𝟎 %𝟓 %𝟏 

2.38 2.79 3.53 2.73 3.11 3.78 2.17 2.54 3.22 100 

2.38 2.79 3.49 2.73 3.09 3.74 2.16 2.53 3.19 250 

2.38 2.78 3.48 2.72 3.08 3.72 2.16 2.52 3.18 500 

2.38 2.78 3.46 2.72 3.08 3.71 2.16 2.52 3.18 ∞ 

مراحل اختبار استقرارية السلاسل الزمنية:-5-3  

 تمر عملية معرفة كون السلسلة مستقرة أم لا بثلاث مراحل نوجزها فيما يلي15:

 المرحلة الأولى: 

ثم نختبر معنوية معلمة الميل )الاتجاه العام( باستخدام  3في هذه المرحلة نقوم بتقدير النموذج 

 الجدول، فإن كانت غير معنوية نمر للمرحلة الثانية، أما ان كانت معنوية سنختبر عندئذ الفرضية 

H0  وفق قيم الجدول الموالي -فإن كانت– H0  محققة ومقبولة نقول بعدم استقرارية السلسلة، أما

 فهذا يعني أن السلسلة مستقرة H0اذا رفضنا الفرضية 

𝝓لـ  DF( القيم الحرجة لاختبار2جدول رقم ) = 𝟏 

3 النموذج 2 النموذج  1 النموذج  حجم  

ةالعين  %𝟏𝟎 %𝟓 %𝟏 %𝟏𝟎 %𝟓 %𝟏 %𝟏𝟎 %𝟓 %𝟏 

-3.15  -3.45  -4.04  -2.58  -2.89  -3.51  -1.62  -1.95  -2.6  100 

-3.13  -3.43  -3.99  -2.57  -2.88  -3.46  -1.62  -1.95  -2.58  250 

-3.13  -3.42  -3.98  -2.57  -2.87  -3.44  -1.62  -1.95  -2.58  500 

-3.12  -3.41  -3.96  -2.57  -2.86  -3.43  -1.62  -1.95  -2.58  ∞ 

                                                           
15-Taladidia thiombiano, op cit, p200-203. 
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 المرحلة الثانية:

ذا كانت معلمة الاتجاه العام غير معنوية وبالتالي في هذه المرحلة نقوم إنمر الى هذه المرحلة 

فإذا كانت غير معنوية  (،1)باختبار معنوية المعامل الثابت وفق الجدل. نقوم الآن 2بتقدير النموذج 

، (2)وفق الجدول H0نمر للمرحلة الثالثة، أما اذا كانت معنوية فسنقوم عندئذ باختبار فرضية العدم 

نقول أن السلسلة غير مستقرة ونقوم بنفس العملية على سلسلة الفروقات   H0قبلنا الفرضية  فإن

 .نقول عندئذ باستقرارية السلسلة  H0الأولى وهكذا، أما اذا رفضنا الفرضية 

 المرحلة الثالثة:

ونقوم باختبار فرضية  1إذا وجدنا عدم معنوية الثابت نمر الى هذه المرحلة وذلك بتقدير النموذج 

نقول بعدم استقرارية السلسلة ونقوم    H0فإذا قبلنا الفرضية  (،2)باستخدام الجدول  H0العدم 

إذا رفضنا بنفس العملية على سلسلة الفروقات الأولى و......حتى نصل الى سلسلة مستقرة، بينما 

 نقول عندئذ أن السلسلة مستقرة.   H0الفرضية 

 مثال:

لوغاريتم اليد العاملة التي تحمل مؤهل  ، الأولى سلسلةقمنا بدراسة الاستقرارية لسلسلتين زمنيتين

سلسلة لوغاريتم اليد العاملة التي تحمل مؤهل الثانية و   Lopونرمز لها بالرمز  دون الثانوي

( فكانت 2008-1989وذلك لحالة الجزائر خلال الفترة )   Lsوالتي رمزنا لها بالرمز ثانوي

 :16النتائج كما يلي

:Lop   السلسلة استقرارية -

𝜌)على هذه السلسلة نجد أن معامل التأخير DFبتطبيق اختبار  = التباطؤ الأنسب لأنه هو هو (2

𝑇𝑐𝑎𝑙 للنماذج الثلاثة كما أن SCHWARZ و  AKAIKE الذي يدنء اختباري > 𝑇𝑡𝑎𝑏 بما

، حللنا سلسلة الفروقات الأولى للنماذج الثلاث من والسلسلة غير مستقرة𝐻0  الفرضية قبوليعني 

                                                           
(، أطروحة 2008-1982حالة الجزائر للفتر)-على النمو الاقتصادي الإنتاجسعيج عبد الحكيم، أثر التغيرات الكمية والنوعية لعناصر -15

.207-205، ص2013، سنة 3اه في الاقتصاد القياسي، جامعة الجزائردكتور  
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𝜌)اجل = 𝑇𝑐𝑎𝑙فوجدنا في الحالات الثلاث    (2 > 𝑇𝑡𝑎𝑏  وبالتالي قبول الفرضية𝐻0   وسلسلة

𝜌)، نحلل سلسلة الفروقات الثانية للنماذج الثلاث من أجل الفروقات الأولى غير مستقرة = 2)  

𝑇𝑐𝑎𝑙 نجد في الحالات الثلاث ف < 𝑇𝑡𝑎𝑏   وبالتالي قبول الفرضية  𝐻1  بمعنى أن سلسلة الفروقات

 .الثانية مستقرة

  :  Ls لسلسلةااستقرارية -

𝜌) على هذه السلسلة نجد أن معامل التأخير DFبتطبيق اختبار  =  الأنسب لأنه طؤاالتب هو(0

𝑇𝑐𝑎𝑙 للنماذج الثلاثة كما أن SCHWARZ و  AKAIKE يدنء اختباري > 𝑇𝑡𝑎𝑏 بما يعني

، حللنا سلسلة الفروقات الأولى للنماذج الثلاث من والسلسلة غير مستقلة 𝐻0  قبول الفرضية

𝜌)اجل = 𝑇𝑐𝑎𝑙 فوجدنا في الحالات الثلاث     (0 < 𝑇𝑡𝑎𝑏   وبالتالي قبول الفرضية  𝐻1  بمعنى

  .مستقرة الأولىأن سلسلة الفروقات 

 الفصل السادس: التكامل المشترك ونماذج تصحيح الخطأ

وم بعرض سنتطرق فيما يلي الى مدلول التكامل المشترك واختبارات الكشف عنه ثم بعد ذلك نق

 نموذج شعاع تصحيح الخطأ البسيط والمتعدد

المشترك واختبارات الكشف عنه: مدلول التكامل-6-1  

اختبارات الكشف  نستهل تحليل التكامل المشترك الى التطرق لمدلوله ثم نأتي فيما بعد الى عرض 

 للكشف عن التكامل المشتركEngel-Granger  عنه وبصورة أدق اختبار 

 : Cointegration مدلول التكامل المشترك-6-1-1

أول من أشار الى مفهوم التكامل المشترك أو الاندماج   Granger (1969)يعتبر قرانجر 

ثم   1987سنة   Engel-Granger   المشترك ليتم فيما بعد التوسع فيه من طرف قرانجر وأنجل

 johansen 1994,1991  دراسات نذكر منها الدراسة التي قام بها يوهانسن جاءت  بعد ذلك عدة 

 للتكامل المشترك. 1988,
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لمشترك أن تكون السلسلتان المتكاملتان ذات سلوك متشابه بمرور الزمن، وهو ما يعني التكامل ا

التركيبة الخطية بينهما ذات متوسط معدوم وتباين  نية في الأجل الطويل ويجعلزيشكل علاقة توا

 ثابت، كما أشرنا في استقرارية السلاسل الزمنية فإننا نكون عندئذ أمام احدى الحالات التالية:

|𝜙| <  تكون السلسلة مستقرة: 1

|𝜙| >  : تكون السلسلة منفجرة1

|𝜙| =  مستقرة : تكون السلسلة غير1

السلسلة غير المستقرة يتم تحويلها الى سلسلة مستقرة بإجراء الفروقات عليها، فروقات أولى، 

𝑦𝑡 ونكتب   d متكاملة من الرتبة 𝑦𝑡ثانية...وهكذا. نقول أن السلسلة  → 𝐼(𝑑)  إذا كان تحويل

نقول عندئذ (d=0) من الفروقات، فإذا كانت d العدد  اجراء الى سلسلة مستقرة يتطلب𝑦𝑡 السلسلة 

 .مستقرة عند المستوى𝑦𝑡 أن السلسلة 

في سلوك العلاقات الناتجة عن دمج  أن المتغيرات غير الساكنة هي التي تتحكم  Granger يرى 

 متغيرات مستقرة أو ساكنة وأخرى غير ساكنة هذا يعني أن17:

  𝑦𝑡 → 𝐼(1)
  𝑥𝑡 → 𝐼(0)

⇒   𝑦𝑡 − 𝛽𝑥𝑡 → 𝐼(1) 

لتان من نفس بصورة عامة نستطيع القول أن السلسلتين و متكاملتين فيما بينهما إذا كانتا متكام

 الرتبة والتوليفة الخطية بينهما تسمح بالحصول على سلسلة مستقرة، هذا يعني أن:

  𝑦𝑡 → 𝐼(𝑑)
  𝑥𝑡 → 𝐼(𝑑)

⇒   𝜃1𝑦𝑡 + 𝜃2𝑥𝑡 → 𝐼(0) 

,𝜃1 ) وتسمى الثنائية   𝜃2 )عندئذ بشعاع التكامل. 

 من الشكل:𝑦𝑡 و   𝑥𝑡اذا كانت لدينا تركيبة خطية بين

𝜃1𝑦𝑡 + 𝜃2𝑥𝑡 = 𝑢𝑡 

                                                           
17-Regis Bourbonnais, économetrie,2 ieme édition, op cit , p273. 
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 يمكن كتابتها كما يلي:  𝑦𝑡و𝑥𝑡 فإن العلاقة طويلة الأجل بين 

𝑦𝑡 = −
𝜃2
𝜃1
𝑥𝑡 + 𝑈𝑡 

المشترك. التكاملوهو أساس مفهوم   

 حيث(d , b) متكاملتان فيما بينهما من الدرجة  𝑦𝑡 و𝑥𝑡   نقول ان السلسلتان

    d≥ 𝑏 ≥ 𝑦𝑡𝑥𝑡 ونكتب 0 → 𝐶𝐼(𝑑, 𝑏)  إذا كانت كل من 𝑥𝑡 و 𝑦𝑡 متكاملتان من نفس

𝜃1𝑦𝑡 وتوجد توليفة خطية بين السلسلتان تكون مثلاً بالشكل  d الدرجة  + 𝜃2𝑥𝑡  وتكون

 . (d-b)متكاملة من الدرجة

اختبار التكامل المشترك:-6-1-2  

وتتمثل في   𝑦𝑡 و  𝑥𝑡منهجية لاختبار التكامل المشترك بين السلسلتان Engel-Granger قدم  

  التالية: الخطوات

فإن كانتا من نفس الرتبة نمر الى الخطوة الموالية، 𝑦𝑡 و 𝑥𝑡 إيجاد درجة تكامل كل من السلسلتان -

 وإلا نقول بعدم وجود تكامل مشترك بينهما

 من نفس الرتبة نقول بوجود تكامل مشترك بينهما متكاملتان𝑦𝑡 و 𝑥𝑡 كل من السلسلتان  ذا كانت-

 ونقوم بتقدير العلاقة  بينهما للمدى الطويل بالشكل:

𝑦𝑡 = 𝛼 + 𝛽𝑥𝑡 + 𝜀𝑡 

بعد ذلك يتم اختبار استقرارية سلسلة البواقي الناتجة عن التقدير باستعمال  ،و  𝛼̂لنجد قيم  

 : DFاختبار

𝑒𝑡 = 𝑦𝑡 − (𝛼̂ + 𝛽̂𝑥𝑡) → 𝐼(0) 

 متغير يمكن تعميم الصيغة السابقة لتصبح بالشكل التالي:k وفي حالة وجود 

𝑦𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑡 + 𝛽2𝑥2𝑡 +⋯……+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑡 + 𝜀𝑡 
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𝑒𝑡 = 𝑦𝑡 − (𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥1𝑡 + 𝛽2̂𝑥2𝑡 +⋯+ 𝛽𝑘̂𝑥𝑘𝑡) → 𝐼(0) 

ان وجود تكامل مشترك بين السلاسل الزمنية يؤدي الى تقديرات زائفة لمعلمات الانحدار المقدرة، 

وعليه يجب إضافة مقدار الخطأ الى المعادلات وهو ما يسمى نموذج شعاع تصحيح الخطأ 

كما يعرف أيضاً   VECM  Vector Error correction model: المعروف بـ

   Error correction model : ECM. لصيغةبا

 ECM: نموذج شعاع تصحيح الخطأ-6-2

 عرف نموذج شعاع تصحيح الخطأ انتشاراً واسعاً نتيجة لمجموعة من الأسباب يمكن تلخيص 

 أهمها في النقاط التالية:ًً 

هو نموذج مناسب لقياس تصحيح اختلال التوازن في الفترة السابقة-  

تغيرات مشترك يصاغ باستخدام الفروقات الأولى التي تزيل المتجه من الم إذا كان هناك نكامل-

 الداخلة في النموذج وتحل مشكلة الانحدار الزائف

د الخطأ إن حد اختلال خطأ التوازن متغير مستقر، أي أن حالة التكيف في الأجل الطويل تمنع ح-

 من أن يكون كبيرا

 البسيط: نموذج شعاع تصحيح الخطأ-6-2-1

فإنه يمكن بناء وتقدير  𝑦𝑡 و 𝑥𝑡في حالة التأكد من وجود علاقة تكامل مشترك بين متغيرتين 

 باتباع ا لمراحل التالية: ECM نموذج شعاع تصحيح الخطأ البسيط 

في المدى  𝑦𝑡 و 𝑥𝑡 تستعمل طريقة المربعات الصغرى العادية لتقدير العلاقة بينالمرحلة الأولى: 

 الطويل كما يلي:

𝑦𝑡 = 𝛼̂ + 𝛽̂𝑥𝑡 + 𝑒𝑡 

الديناميكية في   طريقة المربعات الصغرى العادية لتقدير العلاقة  نقوم باستعمالالمرحلة الثانية: 

 الأجل القصير والطويل كما يلي:
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∆𝑦𝑡 = 𝛼1∆𝑥𝑡 + 𝛼2𝑒𝑡−1 + 𝑢𝑡 

∆𝑦𝑡 = 𝛼1̂∆𝑥𝑡 + 𝛼2̂(𝑦𝑡−1 − 𝛼̂ − 𝛽̂𝑥𝑡−1) + 𝑢𝑡̂ 

 حيث:

𝛼1̂ تعبرعن العلاقة الموجودة بين المتغيرتين :𝑥𝑡 و 𝑦𝑡في الأجل القصير 

𝛽̂ ةالمتغير استجابة: تعبرعن 𝑦𝑡للمتغير 𝑥𝑡   طويلالأجل الفي 

𝛼2̂ : القوة الدافعة نحو التوازن أو ما يعرف بمعامل التعديل ويمكن أن نميز فيه الحالات
 التالية:

𝜶𝟐 =  %100: تعبر عن تعديل بنسبة 𝟏

𝛼2 =  %50: العودة للتوازن قد تم تعديلها بنسبة 0.5

𝛼2 =  : تعبر عن عدم وجود أي تعديل 0

𝛼2 < يشترط أن يكون معامل التعديل سالباً ومعنويته تختلف عن الصفر و إلا فإنه لا يمكن  :0

 إعطاء تفسير اقتصادي للنموذج، وبالتالي لا يمكن استخدام منهجية التكامل المشترك.

 متغير يمكن بناء نموذج تصحيح الخطأ كما يلي: Kفي حالة وجود 

:طريقة المربعات الصغرى العادية نقوم بتقدير النموذج الكلاسيكي التالياستخدام ب-  

𝑦𝑡 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥1𝑡 + 𝛼2𝑥2𝑡 +⋯+ 𝛼𝑘𝑥𝑘𝑡 + 𝑒𝑡 

 ثم نحسب سلسلة البواقي كما يلي:

𝑒𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝛼0̂ − 𝛼1̂𝑥1𝑡 − 𝛼2̂𝑥2𝑡 −⋯− 𝛼𝑘̂𝑥𝑘𝑡 

 يمكن بعد ذلك استخدام منهجية قرانجر وأنجل لتقدير نموذج تصحيح الخطأ كما يلي:

∆𝑦𝑡 = 𝛽1∆𝑥1𝑡 + 𝛽2∆𝑥2𝑡 +⋯+ 𝛽𝑘∆𝑥𝑘𝑡 + Υ1𝑒𝑡−1 + 𝑢𝑡 

∆𝑦𝑡 = 𝛽1̂∆𝑥1𝑡 + 𝛽2̂∆𝑥2𝑡 +⋯+ 𝛽𝑘̂∆𝑥𝑘𝑡 + +Υ1̂(𝑦𝑡−1 −𝛼0̂ −𝛼1̂𝑥1𝑡−1 −
𝛼2̂𝑥2𝑡−1 −⋯−𝛼𝑘̂𝑥𝑘𝑡) + 𝑢𝑡̂          
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 الدافعة نحو التوازن: القوة Υ1حيث:  

(𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑘)العلاقة في الأجل القصير بين المتغير التابع والمتغيرات المستقلة : 

(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑘)بين المتغير التابع والمتغيرات المستقلة طويل: العلاقة في الأجل ال 

 مثال:

 18معطاة وفق الجدول 𝑦𝑡و  𝑥𝑡لتكن لدينا المتغيرتان  

𝑦𝑡 : تقدير العلاقة بين المتغيرتين من الشكل: المطلوب = 𝑎0̂ + 𝑎1̂𝑥𝑡 + 𝑒𝑡 واختبر وجود

 حالة وجوده قدر نموذج تصحيح الخطأ( التكامل المشترك بينهما )في

 المرحلة الأولى:

نختبر استقرارية السلسلتان فكانت لدينا النتائج المدرجة في الجدول التالي:   

𝑦𝑡 عند المستوى

   tاحصائية

𝑥𝑡 عند المستوى

   tاحصائية

 الاختبار النموذج

0.17 0.81 (1)  DF 

-2.67  -0.05  (2)  DF 

-3.05  -0.82  (3)  DF 

 

المحسوبة مع المجدولة نجد أنها أكبر من المجدولة وبالتالي فإن السلسلتان  𝑡𝜙̂𝑖بمقارنة الإحصائية 

غير مستقرتان عند المستوى، أما سلسلة الفروقات الأولى لكلا السلسلتين كانت مستقرة وعليه فإن 

 .السلسلتان متكاملتان من الرتبة الأولى وبالتالي احتمال أن يكون هناك تكامل مشترك بينهما

ثانية:المرحلة ال  

لي:مواالنموذج البواقي اختبار التكامل المشترك يكون انطلاقاً من تقدير   
                                                           
18-Regis Bourbonnais, économetrie,8 iéme édition, Dunod, paris, 2011 , p302-304. 
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𝑦𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥𝑡 + 𝑒𝑡 

 بعد التقدير نجد: 

𝑦𝑡 =   0.55𝑥𝑡 +    10.38

           
      (6.3)          (41.46)

𝑛 = 30    𝑅2 = 0.58

 

 لسلسلة البواقي كانت وفق الجدول التالي: t∅𝑖̂نختبر استقرارية البواقي لهذا النموذج. إحصائية 

 السلسلة DF اختبار

(2النموذج) (1النموذج)   𝑒𝑡 

-5.30  -5.39  t∅𝑖̂إحصائية  

 وعليه فإن السلسلة مستقرة

 المرحلة الثالثة:

ر السابق نقدر الآن نموذج تصحيح الخطأ. نحسب أولاً البواقي )بتباطؤ واحد( حسب النموذج المقد

 فيكون لدينا:

𝑒𝑡−1 = 𝑦𝑡−1 − 0.55𝑥𝑡−1 − 10.38 

 MCOبعد ذلك نقدر النموذج الموالي بطريقة المربعات الصغرى العادية 

∆𝑦𝑡 = 𝛼1∆𝑥𝑡 + 𝛼2𝑒𝑡−1 + 𝑢𝑡 

 بعد التقدير نجد:

∆𝑦𝑡 =   0.61∆𝑥𝑡 − 1.02𝑒𝑡−1 + 𝑢𝑡̂

           
  (3.09)        (5.22)

𝑛 = 29 ,    𝑅2 = 0.60

 

 سالبة هذا يعني أنه يمكن تطبيق منهجية التكامل المشترك وعليه نستطيع كتابة ما يلي: 𝛼2بمأن 

∆𝑦𝑡 = 0.61∆𝑥𝑡 − 1.02(𝑦𝑡−1 − 0.55𝑥𝑡−1 − 10.38) + 𝑢𝑡̂ 
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𝛼1حيث:  =  في الأجل القصير𝑦𝑡 و   𝑥𝑡العلاقة بين :0.61

𝛽 =  طويلالأجل الفي   𝑥𝑡 للمتغير𝑦𝑡 ةالمتغير استجابة: تعبرعن 0.55−

𝛼2 =  القوة الدافعة نحو التوازن أو ما يعرف بمعامل التعديل : 1.02−

 :ECMلتقدير   Engel-Granger عيوب طريقة أنجل وقرانجر-6-2-2

𝑥𝑡أي أن   𝑥𝑡بدلالة 𝑦𝑡 يعتبر نموذج لأنجل وغرانجر سهل الفهم والتطبيق لكن ما يعيبه أنه يأخذ    

دون أن يقدم تفسير لذلك. بالإضافة الى ذلك إذا كان هناك أكثر من متغيرتين فاحتمال 𝑦𝑡 فسر ي

وجود أكثر من علاقة تكامل واحدة أمر وارد وهو ما لا يستطيع حساب البواقي من علاقة وحيدة 

 تم معالجتها في طريقة يوهانسن للتكامل المشتركالتعامل معه، هذه النقائص 

 للتكامل المشترك )التكامل المشترك في معادلات متعددة(: Johansenطريقة يوهانسن -6-2-3

شعاع فإن هناك إمكانية أن يكون أكثر من  VARإذا كان هناك أكثر من متغيرتين في نموذج الـ 

 من المتغيرات فهناك احتمال وجود العدد   n واحد للتكامل المشترك، وبشكل عام إذا كان العدد

(n-1)  المشترك. حسب يوهانسن نوسع نموذج تصحيح الخطأ للمعادلة الواحدة ن أشعة التكامل م

يمكن كتابة نموذج التكامل المشترك   VAR(p) الى نموذج متعدد المتغيرات. فإذا كان لدينا الـ

 المتعدد بالشكل التالي:

𝑦𝑡 = 𝐴0 + 𝐴1𝑦𝑡−1 + 𝐴2𝑦𝑡−2 +⋯+ 𝐴𝑝𝑦𝑡−𝑝 + 𝜀 

 Kx1شعاع ذو بعد : 𝑦𝑡:  حيث

𝐴0 : شعاع ذو بعدKx1 

𝐴𝑖 : مصفوفة ذات البعدKxK 

 عندئذ نستطيع كتابة الفروقات الأولى بطريقتين أولهما تأخذ الشكل التالي:

∆𝑦𝑡 = 𝐴0 − (𝐴1 − 𝐼)∆𝑦𝑡−1 + (𝐴1 + 𝐴2 − 𝐼)∆𝑦𝑡−2 +⋯

+ (𝐴𝑝−1 +⋯+ 𝐴2 + 𝐴1 − 𝐼)∆𝑦𝑡−𝑝+1 + Π𝑦𝑡−𝑝 + 𝜀 
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 وتكون بالشكل:𝑦𝑡−1  أو بواسطة 

∆𝑦𝑡 = 𝐴0 + 𝛽1∆𝑦𝑡−1 + 𝛽2∆𝑦𝑡−2 +⋯+ 𝛽𝑝−1∆𝑦𝑡−𝑝+1 + Π𝑦𝑡−1 + 𝜀 

 حيث:

𝛽𝑖 = −(𝐴𝑖+1 +⋯+ 𝐴𝑖+𝑝) 

Π =∑𝐴𝑖

𝑝

𝑖=1

− 𝐼 

 : تتضمن معاملات الأجل الطويل Πالمصفوفات  

 𝛽𝑖تتضمن معاملات الأجل القصير :   

𝑟𝑘(Π) أي أن  Πرتبة r لتكن  = 𝑟, (𝑟 = 1,2, . . , 𝑛). 

𝑟 إذا كان - =    𝑉𝐴𝑅فإن النموذج يؤول الى نموذج الـ  0

𝑟إذا كان - = 𝑛  هذا يعني أن كل متغيرات الشعاع𝑦  مستقرة وتتكامل من الدرجة صفر. وبالتالي

 𝑉𝐴𝑅النموذج يؤول الى نموذج الـ

1إذا كانت - ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 − من علاقات التكامل في نموذج شعاع 𝑟 فإن ذلك يعني وجود العدد  1

فيعتبر 𝑉𝐴𝑅 أما استعمال الـ  𝑉𝐸𝐶𝑀تصحيح الخطأ و المنهجية الواجب استعمالها هي منهجية 

 غير دقيق.

 الباب الثاني:

 الفصل السابع: تذكير بالبرمجة الخطية

برمجة الخطية، في هذا الفصل سنقوم بالتعريف بالبرمجة الخطية والخطوات المتبعة لبناء نموذج ال

صة مع استعراض الحالات الخا كما سنتطرق الى مختلف الطرق المستخدمة في حل هذه النماذج
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المقابل  التي يمكن أن تعترض كل طريقة من طرق الحل السابقة، كما سنستعرض مدلول النموذج

 واستخداماته المختلفة

التعريف بالبرمجة الخطية:-7-1  

دودة أسلوب رياضي لتوزيع مجموعة من الموارد والامكانيات المحتعرف البرمجة الخطية بأنها 

ية بنماذج البرمجة الخط على عدد من الحاجات المتنافسة عليها، وذلك من خلال بناء ما يعرف

 والقيام بحلها، وتمر عملية بناء نماذج البرمجة الخطية بالمراحل التالية19:

تحديد المتغيرات الأساسية للنموذج وذلك من خلال حصر عددها والرمز لها كأن نقول أن نموذج -

, 𝑥3معين يحوي ثلاث متغيرات هي  𝑥2 , 𝑥1  

ي تحديد دالة الهدف ومعرفة الهدف المنشود من ورائها، كأن نقول أن دالة الهدف لنموذج معين ه-

مهادالة الربح والهدف منها هو البحث عن تعظي  

وعرضها في  تحديد مختلف القيود الميدانية التي تعترض سعينا الى تعظيم أو تدنية دالة الهدف-

 شكل متراجحات أو معادلات

ف أو القيود افتراض خطية العلاقة بين المتغيرات الأساسية للنموذج سواء تعلق الأمر بدالة الهد -  

كون موجبة ج أي افتراض أن كل المتغيرات تالأخذ بشرط عدم سالبية المتغيرات الأساسية للنموذ -

 أو معدومة

:ولتفصيل مراحل بناء نموذج للبرمجة الخطية نستعرض المثال التالي  

عات : تقوم احدى المؤسسات بإنتاج ثلاثة أنواع من المنتجات والجدول الموالي يلخص سامثال

وساعات العمل  تمر فيها المنتجاتالإنتاج لكل وحدة في كل قسم من الأقسام التشغيلية الثلاثة التي 

 المتاحة في كل قسم وربح الواحدة من المنتجات الثلاثة
                                                           

العمليات، دار المسيرة للتوزيع والطباعة، الطبعة الأولى، عمان، حسين علي مشرقي وزياد عبد الكريم القاضي، بحوث  -19 

 .69-.21، ص1997الأردن، 
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 المنتج/الوقت المستغرق القسم الأول القسم الثاني القسم الثالث الربح/وحدة

40 4 2 2 1 

30 2 5 5 2 

20 2 3 10 3 

 الوقت الكلي المتاح 900 400 600 ...

المسألة شكل نموذج البرمجة الخطية لهذه  

بدأ أولاً بتحديد المتغيرات الأساسية للنموذج والتي هي المتغيرات التالية:ن-  

𝑥1 الكميات المنتجة من السلعة الأولى : 

𝑥2 الكميات المنتجة من السلعة الثانية : 

𝑥3 الكميات المنتجة من السلعة الثالثة : 

تاجها( والهدف هو تعظيم هذا من ان)الربح الذي تجنيه المؤسسة  (𝜋)دالة الهدف هي دالة الربح-

)أخذنا هنا بالعلاقة الخطية بين متغيرات  وعليه تكون لدينا دالة الهدف التالية 𝑀𝐴𝑋(𝜋)  الربح

 :النموذج ونفس الأمر يحدث بالنسبة للقيود(

𝑀𝐴𝑋(𝜋) = 40𝑥1 + 30𝑥2 + 20𝑥3 

متاحة في ساعات العمل التعترض سعينا لتعظيم ربح المؤسسة مجموعة من القيود ممثلة في عدد -

 كل قسم والتي يمكن عرضها في المتراجحات التالية:

2𝑥1قيد عدد ساعات العمل المتاحة في القسم الأول: + 5𝑥2 + 10𝑥3 ≤ 900   

2𝑥1:لثانيقيد عدد ساعات العمل المتاحة في القسم ا + 5𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 400   

4𝑥1:ثالثقيد عدد ساعات العمل المتاحة في القسم ال + 2𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 600   

 نأخذ بشرط عدم سالبية متغيرات النموذج، بما يعني أن كل متغيرات النموذج موجبة أو معدومة -

𝑥3وعليه يكون لدينا: ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0 , 𝑥1 ≥ 0  
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ي المثال للمسألة المطروحة فبعد التطرق للخطوات السابقة يمكننا عرض نموذج البرمجة الخطية 

 السابق في الشكل التالي:

𝑀𝐴𝑋(𝜋) = 40𝑥1 + 30𝑥2 + 20𝑥3 

}    تحت القيود:           

2𝑥1 + 5𝑥2 + 10𝑥3 ≤ 900 
2𝑥1 + 5𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 400
4𝑥1 + 2𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 600
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0 , 𝑥3 ≥ 0 

 

 يمكن حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام مجموعة من طرق حل نماذج البرمجة الخطية:-7-2 
 الطرق نذكر منها ما يلي:

                         طريقة الحل البياني-

  𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥  الطريقة المبسطة للحل-

  𝐵𝑖𝑔 𝑀 الكبرى𝑀 طريقة -

طريقة المرحلتين-  

ن هي طريقة من طرق حل نموذج البرمجة الخطية وتستخدم إذا كاطريقة الحل البياني: -7-2-1

اصة لهاوالحالات الخ، وفيما يلي نستعرض هذه الطريقة عدد متغيرات النموذج لا يتجاوز اثنان  

ذج الخطي : تعتمد هذه الطريقة على التمثيلات البيانية لقيود النموعرض طريقة الحل البياني-أ

بالمراحل التالية:ودالة هدفه وتمر طريقة الحل البياني لهذه   

جعل القيود في شكل معادلات ورسمها بيانياً -  

تحقق متراجحة القيد الفعلية(تحديد منطقة الحل لكل قيد )المنطقة التي تعبر عن -  

تحديد منطقة الحل المشتركة بين القيود-  

دالة الهدف في تحديد النقطة المثلى ضمن المنطقة المشتركة للحل )النقطة التي تحقق أكبر قيمة ل-

بر الحل الأمثل النقطة التي تحقق أقل قيمة لدالة الهدف في حالة التدنية( والتي تعت حالة التعظيم أو

ج البرمجة الخطيةلنموذ  
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أوجد حل نموذج البرمجة الخطية التالي بيانياً  مثال:  

𝑀𝐴𝑋(𝑍) = 𝑥1 + 4𝑥2 

}    تحت القيود:           

𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0 
2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5
𝑥2 ≤ 3

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0   

 

 القيد الأول:

𝑥1 − 𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

 القيد الثاني:

2𝑥1 + 𝑥2 = 5 ⇒ {
𝑥1 = 0 , 𝑥2 = 5 

𝑥2 = 0 , 𝑥1 =
5
2⁄
 

 القيد الثالث:

𝑥2 = 3 ⇒ {
 𝑥2 = 3 
 ∀ 𝑥1

 

وفق الاحداثيات المقترحة وتحديد منطقة حل متراجحات القيود تكون لدينا  ثلاثةبعد رسم القيود ال

, 𝑂المنطقة المشتركة للحل محدودة بالنقاط التالية:  𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷 , 𝐸 :حيث𝑂    :  نقطة بداية

قاطع القيدين : ت D تقاطع القيدين الأول والرابع، :   𝐶تقاطع القيدين الثالث والرابع، :   𝐵المعلم،

 ثاني، وسنختار النقطة المثلى للنموذج بنا ءً على الجدول التالي:وال ولالأ

 

 

 

 

 

قطةالمتغير/الن    𝑂   𝐴   𝐵    𝐶 𝐷 

𝑥1 0 0 1 7

3
 2 

𝑥2 0 3 3 1

3
 0 

𝑍 0 12 13  11

3
 2 
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 المثلى أو الحل الأمثل للنموذج هو:بمأن النموذج يمثل مشكل تعظيم فإن النقطة 

𝑥1 = 1 , 𝑥2 = 3 , 𝑍 = 13 

الحالات الخاصة لطريقة الحل البياني:-ب  

ل بعض ريقة البيانية في حهناك بعض الحالات الخاصة التي يمكن أن تواجهنا عند استخدام الط

لحدود، توفر انماذج البرمجة الخطية ونوجزها في حالة تعذر الحل، حالة القيد الفائض، حالة عدم 

 حالة تعدد الحلول المثلى وحالة الدورانية أو حالة التفسخ

حديد منطقة في هذه الحالة توجد بعض القيود المتعارضة وبالتالي يستحيل تأولاً: حالة تعذر الحل: 

 الحل الأمثل مما يعني عدم وجود حل لنموذج البرمجة الخطية

طية التالي:: أوجد الحل البياني لنموذج البرمجة الخمثال  

𝑀𝐴𝑋(𝑍) = 3𝑥1 + 2𝑥2 

}تحت القيود:                  
2𝑥1 + 𝑥2 ≥ 80
3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 60
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0
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ما يدفعنا للقول نلاحظ أن القيدين متناقضين وبالتالي لا نستطيع إيجاد منطقة حل مشتركة بينهما م

 بأننا في الحالة الخاصة المتمثلة في حالة تعذر الحل

عيد عن القيود في هذه الحالة نجد أن قيد من بين القيود يكون في فضاء ب :لفائضا ثانياً: حالة القيد

تغناء على هذا الأخرى مما يجعله عديم التأثير على المنطقة المشتركة للحل وبالتالي نستطيع الاس

 القيد ونبحث عن الحل الأمثل دون أن يكون لذلك تأثير على قيمة الحل الأمثل للنموذج

:بيانياً  الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية التاليأوجد مثال:   

𝑀𝐼𝑁(𝑍) = 2𝑥1 + 3𝑥2 

}    تحت القيود:           

2𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 60 
3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 60

𝑥1 ≤ 90
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

المنطقة  في هذه الحالة نستطيع أن نستغني عن القيد الثالث )لأنه فائض لا يساهم في تحديد

لالأمثل دون أن يكون لذلك تأثير على قيمة الحل الأمثعن الحل  المشتركة للحل( ونبحث  

التدنية  تحدث هذه الحالة في مشاكل التعظيم ولا تحدث في مشاكل ثالثاً: حالة عدم توفر الحدود:

ة حل المتغيرات يحد المنطقة من الأسفل( وتتمثل في أن تكون  منطق)لأن شرط عدم سالبية 

 النموذج غير محدودة من احدى الجهات

: أوجد الحل البياني للنموذج التالي:ثالم  

𝑀𝐴𝑋(𝑍) = 5𝑥1 + 3𝑥2 

}    تحت القيود:           

𝑥1 ≥ 10 
𝑥1 + 𝑥2 ≥ 15
𝑥2 ≥ 5

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

الة عدم نجد منطقة الحل غير محدودة من الأعلى ودالة الهدف دالة تعظيم وبالتالي نقول أننا في ح

 توفر الحدود 
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أو  موازي لدالة الهدفتحدث هذه الحالة لما يكون قيداً أو أكثر  :لول المثلىالحتعدد اً: حالة رابع

  مطابق لها

: أوجد الحل البياني للنموذج التالي:مثال  

𝑀𝐴𝑋(𝑍) = 3𝑥1 + 15𝑥2 

}تحت القيود:                 
15𝑥1 + 15𝑥2 ≤ 45
6𝑥1 + 30𝑥2 ≤ 60
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

  يدأن للنموذج أكثر من حل أمثل وحوبالتالي نقول  نلاحظ أن القيد الثاني موازي لدالة الهدف

د تحدث هذه الحالة لما يكون الحل الأمثل منطبقاً على أح :الدورانية أو التفسخاً: حالة خامس

 المحورين )قيمة أحد المتغيرين في الحل الأمثل تكون معدومة( 

: أوجد الحل البياني للنموذج التالي:مثال  

𝑀𝐴𝑋(𝑍) = 2𝑥1 + 10𝑥2 

}تحت القيود:                 
𝑥1 + 𝑥2 ≤ 20
3𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 72
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

  و التفسخنا في حالة الدورانية أوبالتالي نقول أن ع على المحور العمودينلاحظ أن الحل الأمثل يق

هي طريقة من طرق حل نموذج البرمجة الخطية :  𝒔𝒊𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  الطريقة المبسطة للحل-7-2-2

 الحل الأمثل وتتبع الخطوات التالية: وتستخدم تقنية الجداول للوصول الى

وذلك بكتابة متراجحات القيود في  تحويل نموذج البرمجة الخطية الى الشكل القياسي أو المعياري-

شكل معادلات بعد إضافة المتغير المساعد المقابل لكل قيد، بالإضافة أننا ننقل الطرف الثاني لدالة 

 ها الثاني صفراً الهدف الى الطرف الأول لتصبح معادلة طرف
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تكون فيه الأسطر بعدد  وذلك بصب محتويات الشكل القياسي في جدول بناء جدول الحل الابتدائي-

 قيود النموذج مضاف اليه سطر أخير يعبر عن دالة الهدف

 (𝑝𝑖𝑣𝑜)الانتقال من جدول الى جدول موالي باستخدام التركيز بواسطة عنصر الارتكاز-

معاملاته كلها   (Z)النهائي وهو الجدول الذي يكون فيه سطر دالة الهدفتحديد جدول الحل -

 موجبة في مشاكل التعظيم وكلها سالبة في مشاكل التدنية

و قيم المتغيرات   (Z)قراءة الحل الأمثل من جدول الحل النهائي وذلك بقراءة قيمة دالة الهدف -

ة(، أما المتغيرات الأساسية التي لم تظهر الأساسية فقط )دون المتغيرات المساعدة أو الاصطناعي

 .في جدول الحل النهائي فتعتبر قيمها معدومة

 من خلال المثال التالي:𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥 سنستعرض خطوات طريقة السامبلاكس 

 مثال: أوجد حل النموذج التالي باستخدام الطريقة المبسطة للحل

𝑀𝐴𝑋(𝑍) = 3𝑥1 + 2𝑥2 

    تحت القيود:           

{
 
 

 
 
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 6 
2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 8
−𝑥1 + 𝑥2 ≤ 1

𝑥2 ≤ 2
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0   

 

 الشكل القياسي للنموذج هو:

{
 
 

 
 

𝑧 − 3𝑥1 − 2𝑥2 = 0
𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑠1 = 6
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑠2 = 6
−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑠3 = 1

𝑥2 + 𝑠4 = 2
𝑥1, 𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4 ≥ 0
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,𝑥1تسمى المتغيرات  𝑥2   بالمتغيرات الأساسية للنموذج، أما المتغيرات𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4   فهي

متغيرات مساعدة كل منها مرتبط بقيد معين وعليه نستطيع تشكيل جدول الحل الابتدائي الذي يأخذ 

 الشكل التالي:

 ⇓ 𝑥1 𝑥2 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 b 

𝑠1 1 2 1 0 0 0 6 

⇐ 𝑠2 2  1 0 1 0 0 8 

𝑠3 −1 1 0 0 1 0 1 

𝑠4 0 1 0 0 0 1 2 

z -3 -2 0 0 0 0 0 

 

دالة  المتغير الداخل هو ذلك المتغير الذي له أقل قيمة سالبة كمعامل في سطرفي مشاكل التعظيم 

أما بالنسبة لمشاكل التدنية فالمتغير الداخل فهو ذلك المتغير الذي له أكبر قيمة موجبة   (Z)الهدف 

بعد ، بينما يتحدد المتغير الخارج  𝑥1وفي حالتنا هذه هو المتغير  (Z)دالة الهدف  كمعامل في سطر

والمتغير الداخل على العناصر المقابلة لها في عمود المتغير الداخل  b قسمة عناصر عمود الثوابت

هو صاحب أقل ناتج موجب أو معدوم عن العملية السابقة)يستثنى من ذلك السطر الذي يكون فيه 

داخل والسطر ، تقاطع العمود ال𝑠2وفي حالتنا هذه هو المتغير ناتج العملية سالباً أو غير محدد(

  (𝑝𝑖𝑣𝑜)عنصر الارتكاز الخارج هو

أول شيء يكتب في الجدول الجديد هو سطر عنصر الارتكاز وهو سطر عمود الارتكاز في 

ول ويسمى السطر الممهد، أما القيم الأخرى في الجد الجدول الأول مقسوم على عنصر الارتكاز

 الجديد فيتم حسابها بناءً على العلاقة التالية:

 )السطر الممهد(x)القيمة المقابلة له في عمود الارتكاز(-السطر الجديد=السطر القديم

 فيكون لدينا ما يلي:
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𝑠1 = (0,1,2,1,0,0,0,6) − 1(0,1,
1

2
, 0,

1

2
, 0,0,4)= (0,0,

3

2
, 1, −

1

2
, 0,0,2) 

 وهكذا بالنسبة لبقية الأسطر فيكون لدينا الجدول الجديد التالي:

 𝑥1 ⇓ 𝑥2 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 b 

⇐ 𝑠1 0 3
2⁄  1 −1

2⁄  0 0 2 

𝑥1 1 1
2⁄  0 1

2⁄  0 0 4 

𝑠3 0 3
2⁄  0 1

2⁄  1 0 5 

𝑠4 0 1 0 0 0 1 2 

z 0 − 1
2⁄  0 3

2⁄  0 0 12 

موجبة أو معدومة وبالتالي لسنا بصدد جدول الحل النهائي، نقوم بنفس   (Z)ليست كل معاملات 

 الخطوات السابقة على هذا الجدول لنحصل على الجدول التالي:

 𝑥1 𝑥2 𝑠1 𝑠2 𝑠3 𝑠4 b 

𝑥2 0 1 2
3⁄  −1

3⁄  0 0 4
3⁄  

𝑥1 1 0 −1
3⁄  2

3⁄  0 0 10
3⁄  

𝑠3 0 0 -1 1 1 0 3 

𝑠4 0 0 −2
3⁄  1

3⁄  0 1 2
3⁄  

z 0 0 1
3⁄  4

3⁄  0 0 38
3⁄  

( هذا يعني أننا بصدد 𝑀𝑎𝑥موجبة أو معدومة وغاية دالة الهدف)تعظيم  (𝑧)بمأن كل معاملات 

𝑧    جدول الحل النهائي والحل الأمثل هو: =
38

3
 , 𝑥2 =

4

3
 , 𝑥1 =

10

3
  

 :𝑩𝒊𝒈 𝑴 الكبرى𝑴 طريقة -3-2-7

)أكبر من أو  تستخدم هذه الطريقة لحل نماذج البرمجة الخطية اذا كانت متراجحات القيود مختلطة

يساوي، أقل من أو يساوي، مساواة(، على أن نضيف للقيود غير الملائمة )أكبر من أو يساوي، 
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، أما دالة الهدف في 𝑅𝑖 في الشكل القياسي للنموذج متغيرات اصطناعية مرتبطة بالقيد  مساواة(

𝑀𝑅1− الشكل القياسي دائماً نضيف لها    −𝑀𝑅2  في حالة التعظيم و.………⋯−

  +𝑀𝑅1 +𝑀𝑅2 +⋯…  في مشاكل التدنية ..

 𝐵𝑖𝑔 𝑀 : أوجد الحل الأمثل للنموذج التالي بطريقةمثال

𝑀𝐼𝑁(𝑍) = 2𝑥1 + 3𝑥2 

}   تحت القيود:           

−2𝑥1 + 3𝑥2 = 3
4𝑥1 + 5𝑥2 ≥ 10
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 5
𝑥1 ,   𝑥2 ≥ 0

 

 الشكل القياسي للنموذج هو:

−2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑅1 = 3 

4𝑥1 + 5𝑥2 − 𝑠2 + 𝑅2 = 10 

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑠3 = 5 

𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 +𝑀𝑅1 +𝑀𝑅2 

𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 +𝑀(3 + 2𝑥1 − 3𝑥2) + 𝑀(10 − 4𝑥1 − 5𝑥2 + 𝑠2) 

𝑧 + (−2 + 2𝑀)𝑥1 + (−3 + 8𝑀)𝑥2 −𝑀𝑠2 = 13𝑀 

 وعليه يكون لدينا الجدول الأول التالي:

 𝑥1 ⇓ 𝑥2 𝑠2 𝑠3 𝑅1 𝑅2 b 

⇐ 𝑅1 -2 3  0 0 1 0 3 

𝑅2 4 5 -1 0 0 1 10 

𝑠3 1 2 0 1 0 0 5 

z -2+2M −3 + 8𝑀 -M 0 0 0 13M 

 باستعمال طريقة تركيز الجداول التي أشرنا اليها سابقاً نجد الجدول الثاني التالي:
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 ⇓ 𝑥1 𝑥2 𝑠2 𝑠3 𝑅1 𝑅2 b 

𝑥2 −2
3⁄  1 0 0 1

3⁄  0 1 

⇐ 𝑅2 22
3⁄  0 -1 0 −5

3⁄  1 5 

𝑠3 7
3⁄  0 0 1 −2

3⁄  0 3 

z -4+22 3⁄ M 0 -M 0 1-8 3⁄ 𝑀 0 3+5M 

دد هذا الجدول ليس جدول الحل النهائي لأن هناك معامل موجب في سطر دالة الهدف وبالتالي نح

التالي:عنصر الارتكاز ونركز الجدول لنحصل على الجدول   

 𝑥1 𝑥2 𝑠2 𝑠3 𝑅1 𝑅2 b 

𝑥2 0 1 −1
11⁄  0 2

11⁄  1
11⁄  16

11⁄  

𝑥1 1 0 −3
22⁄  0 −5

22⁄  3
22⁄  15

22⁄  

𝑠3 0 0 7
22⁄  1 −3

22⁄  −7
22⁄  31

22⁄  

z 0 0 −6
11⁄  0 -M+1 11⁄  6

11⁄ −M 63
11⁄  

 

( هذا يعني أننا بصدد 𝑀𝑖𝑛سالبة أو معدومة وغاية دالة الهدف)تدنية  (𝑧)بمأن كل معاملات 

𝑧    النهائي والحل الأمثل هو:جدول الحل  =
63

11
 , 𝑥2 =

16

11
 , 𝑥1 =

15

22
  

 طريقة المرحلتين:-7-2-4

جموع المتغيرات )مr) ) وتستخدم دالة هدف جديدة   𝐵𝑖𝑔 𝑀تعتبر هذه الطريقة بديلة لطريقة 

 تعظيم(𝑧) الاصطناعية في دالة الهف( التي تعامل على أنها مشكل تدنية حتى وإن كانت الدالة 

𝑟) إذا وصلنا للجدول النهائي للمرحلة الأولى وكان  = نقول أن النموذج قابل للحل ونمر (0

 .للمرحلة الثانية وإلا نقول أن النموذج غير قابل للحل
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الجدول الأول للمرحلة الثانية هو نفس الجدول الأخير للمرحلة الأولى بعد استبعاد أعمدة المتغيرات 

)إن كانت تعظيم تعامل  وتعامل كما هي عليه (𝑧) دالة الهدف الأصلية  الاصطناعية والعودة الى

معاملة مشاكل التعظيم وإلا فإنها تعامل معاملة مشاكل التدنية( وننتقل من جدول الى جدول موالي 

 .الى غاية الوصول الى جدول الحل النهائي وقراءة الحل الأمثل

 ( بطريقة المرحلتين 𝐵𝑖𝑔 𝑀 خدم في طريقةأوجد حل نفس المثال السابق )الذي استمثال:  

𝑀𝐼𝑁(𝑍) = 2𝑥1 + 3𝑥2 

}   تحت القيود:           

−2𝑥1 + 3𝑥2 = 3
4𝑥1 + 5𝑥2 ≥ 10
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 5
𝑥1 ,   𝑥2 ≥ 0

 

 الشكل القياسي للنموذج هو:

−2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑅1 = 3 

4𝑥1 + 5𝑥2 − 𝑠2 + 𝑅2 = 10 

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑠3 = 5 

𝑟 = 𝑅1 + 𝑅2 = 3 + 2𝑥1 − 3𝑥2 + 10 − 4𝑥1 − 5𝑥2 + 𝑠2 

𝑟 = −2𝑥1 − 8𝑥2 + 𝑠2 + 13 

𝑟 + 2𝑥1 + 8𝑥2 − 𝑠2 = 13 

 وعليه يكون لدينا الجدول الأول التالي:

 𝑥1 ⇓ 𝑥2 𝑠2 𝑠3 𝑅1 𝑅2 b 

⇐ 𝑅1 -2 3  0 0 1 0 3 

𝑅2 4 5 -1 0 0 1 10 

𝑠3 1 2 0 1 0 0 5 

𝑟 2 8 -1 0 0 0 13 

الثاني التالي:باستعمال طريقة تركيز الجداول التي أشرنا اليها سابقاً نجد الجدول   
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 ⇓ 𝑥1 𝑥2 𝑠2 𝑠3 𝑅1 𝑅2 b 

𝑥2 −2
3⁄  1 0 0 1

3⁄  0 1 

⇐ 𝑅2 22
3⁄  0 -1 0 −5

3⁄  1 5 

𝑠3 7
3⁄  0 0 1 −2

3⁄  0 3 

𝑟 22
3⁄  0 -1 0 -8 3⁄  0 5 

دد هذا الجدول ليس جدول الحل النهائي لأن هناك معامل موجب في سطر دالة الهدف وبالتالي نح

على الجدول التالي:عنصر الارتكاز ونركز الجدول لنحصل   

 𝑥1 𝑥2 𝑠2 𝑠3 𝑅1 𝑅2 b 

𝑥2 0 1 −1
11⁄  0 2

11⁄  1
11⁄  16

11⁄  

𝑥1 1 0 −3
22⁄  0 −5

22⁄  3
22⁄  15

22⁄  

𝑠3 0 0 7
22⁄  1 −3

22⁄  −7 22⁄  31 22⁄  

𝑟 0 0 0 0 -1 −1 0 

 (𝑟 =  نقول أن النموذج قابل للحل ونمر للمرحلة الثانية (0

 الأول في هذا الجدول نجد:بعد استبعاد المتغيرات الاصطناعية من القيد 

𝑥2 −
1

11
𝑠2 =

16

11
⇒ 𝑥2 =

1

11
𝑠2 +

16

11
 

𝑥1 −
3

22
𝑠2 =

15

22
⇒ 𝑥1 =

3

22
𝑠2 +

15

22
 

 ودالة الهدف تصبح:

𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 = 2(
3

22
𝑠2 +

15

22
) 𝑥1 + 3(

1

11
𝑠2 +

16

11
) =

63

11
+
6

11
𝑠2 

𝑧 −
6

11
𝑠2 =

63

11
 

 والجدول الأول للمرحلة الثالثة هو:
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 𝑥1 𝑥2 𝑠2 𝑠3 b 

𝑥2 0 1 −1
11⁄  0 16

11⁄  

𝑥1 1 0 −3
22⁄  0 15

22⁄  

𝑠3 0 0 7
22⁄  1 31

22⁄  

𝑧 0 0 −6
11⁄  0 63

11⁄  

( هذا يعني أننا بصدد 𝑀𝑖𝑛سالبة أو معدومة وغاية دالة الهدف)تدنية  (𝑧)بمأن كل معاملات 

𝑧    جدول الحل النهائي والحل الأمثل هو: =
63

11
 , 𝑥2 =

16

11
 , 𝑥1 =

15

22
 

 :𝒔𝒊𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙الحالات الخاصة لطريقة السامبلاكس-7-2-5

    𝒔𝒊𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙هناك بعض الحالات الخاصة في حل نماذج البرمجة الخطية بطريقة السامبلاكس

 النقاط التالية: نوجزها في

𝑥2أن يكون أحد المتغيرات سالباً، في هذه الحالة نعوضه بمتغير موجب مثلاً: - ≤  نضع  0

 𝑥2
′ = −𝑥2  حيث يكون 𝑥2

′ ≥  ونقوم بالحل    0

𝑥1 ع:نض  𝑥1 ∀يكون أحد المتغيرات غير محدود مثلاً:أن - =  𝑥1
′ − 𝑥1"   حيث كل من  𝑥1

و      ′

𝑥1"   ون موجبة ونقوم بالحلتك 

عدم وجود أن نصل الى جدول الحل النهائي ويبقى لنا في الأساس متغير اصطناعي، نقول عندئذ ب-
 حل أمثل للنموذج مع إمكانية وجود خطأ في تركيب النموذج

أن تكون كل عناصر عمود الارتكاز سالبة أو معدومة عندها لا نستطيع أن نمر الى الجدول -
 الموالي وبالتالي نقول بعدم محدودية الحل

ار عندئذ ، نختأن يكون متغيرين أو أكثر مرشحين للدخول ومتغيرين أو أكثر مرشحين للخروج-
دموذج يقبل أكثر من حل أمثل وحيأحها لا على التعيين ونقول أننا في حالة الانحلال والن  

   𝒑𝒓𝒐𝒈𝒓𝒂𝒎𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒏𝒐𝒏 𝒍𝒊𝒏é𝒂𝒊𝒓𝒆الفصل الثامن: البرمجة غير الخطية

تعتبر البرمجة الخطية حالة خاصة من أنواع البرمجة وهي الصيغة المبسطة لها وهناك بعض 

، ولذلك وجب أن نأخذ بعين الاعتبار دوال الهدف 20الظواهر تتم برمجتها ببرمجة غير خطية

                                                           
 للاطلاع أكثر أنظر -20 
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خطية مثل  روالقيود غير الخطية وفي هذه الحالة نجد لدينا إما دالة الهدف خطية والقيود غي

 النموذج التالي:

𝑀𝐴𝑋(𝑧) = 3𝑥1 + 5𝑥2
𝑠 𝑐  ⁄ : 𝑥1 ≤ 4

                                 9𝑥1
2 + 5𝑥2

2 ≤ 216
                           𝑥1 ≥ 0,   𝑥2 ≥ 0

 

 كما يبين ذلك الشكل التالي:

 

 

 خطية والقيود خطية مثل النموذج التالي: غيرأو أن تكون دالة الهدف 

𝑀𝐴𝑋(𝑧) = 3𝑥1 − 9𝑥1
2 + 182𝑥2 − 13𝑥2

2

𝑠 𝑐  ⁄ : 𝑥1 ≤ 4
               2𝑥2 ≤ 12

                           
3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8
𝑥1 ≥ 0,   𝑥2 ≥ 0

 

                                                                                                                                                                                                    

-Mohamed Ouriemchi , résolution de problèmes non linéaires par les méthodes de points intérieurs , 

thèse de doctorat de l’université du HAVRE, 2005, p3. 

- J.M.BOUSSARD et J.DAUDIN, la programmation linéaire dans les modèles de production, édition 

Inva et masson, paris, 1988 , p114. 

-MARIE-CHRISTINE PLATEAU, reformulation quadratique convexes pour la programmation 

quadratique thèse de doctorat en informatique, conservatoire nationale des Arts, France, 2006, p17. 
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 كما يبين ذلك الشكل التالي:

 

 

 كما يبين ذلك الشكل التالي: أو أن تكون دالة الهدف غير خطية والقيود غير خطية

 

 

وفيما يلي ’ يظهر أن البحث عن الأمثلية أكثر صعوبة من البرمجة الخطية تالحالا في كل هذه

 عرض 

وبرمجة القطوع   𝒑𝒓𝒐𝒈𝒓𝒂𝒎𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒒𝒖𝒂𝒅𝒓𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 البرمجة التربيعية وشبه المحدودة 

 𝒑𝒓𝒐𝒈𝒓𝒂𝒎𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒉𝒚𝒑𝒆𝒓𝒃𝒐𝒍𝒊𝒒𝒖𝒆ة  الزائد

 :  𝒑𝒓𝒐𝒈𝒓𝒂𝒎𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒒𝒖𝒂𝒅𝒓𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆البرمجة التربيعية وشبه المحدودة -8-1

 نستهل تحليلنا بعرض نموذج البرمجة التربيعية لنشير فيما بعد للبرمجة غير المحدودة

 :  𝒑𝒓𝒐𝒈𝒓𝒂𝒎𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒒𝒖𝒂𝒅𝒓𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆البرمجة التربيعية -8-1-1

 يمكن عرض مشكل البرمجة التربيعية وشبه المحدودة بالشكل التالي:
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𝑀𝐴𝑋(𝑧) =∑𝑐𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+∑∑ℎ𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

      
∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖 ≤ 0

𝑛

𝑖=1

  مع    

∀ 𝑗 = 1,2,… ,𝑚

     

 

لها تكون بالشكل:والصيغة المصفوفية   

𝑀𝐼𝑁(𝑧) = 𝐶𝑋 +
1

2
𝑋𝑇𝐻𝑋

    𝐴𝑋 ≤   مع    0

 

 تسمى المصفوفة الهيسية )مصفوفة المشتقات الجزئية الثانية(. 𝐻حيث أن المصفوفة 

:ليكن لدينا النموذج التربيعي التالي مثال:  

𝑀𝐼𝑁(𝑧) = 3𝑥1 + 7𝑥2 + 5𝑥1
2 + 4𝑥2

2 + 6𝑥1𝑥2
𝑠 𝑐  ⁄ : 3𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 0
              9𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 0

                           

 

 المطلوب: أكتب هذا النموذج بالشكل التربيعي

 يكتب هذا النموذج في شكل مصفوفي كما يلي:

𝑀𝐼𝑁(𝑧) = 𝐶𝑋 +
1

2
𝑋𝑇𝐻𝑋

    𝐴𝑋 ≤   مع    0

 

 حيث:

𝐴 = (
3 4
9 2

) , 𝐻 = (
10 6
6 8

) , 𝐶 = (3 ,7  ) , 𝑋 = (
𝑥1
𝑥2
) 
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𝜕𝑧

𝜕𝑥1
= 3 + 10𝑥1 + 6𝑥2 ,

𝜕2𝑧

𝜕𝑥1
2
= 10  

𝜕𝑧

𝜕𝑥2
= 7 + 8𝑥2 + 6𝑥1 ,

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
2
= 8

𝜕2𝑧

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
= 6

 

𝐻 =

(

 
 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑧

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2𝜕𝑥1

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
2
)

 
 
= (

10 6
6 8

) 

𝑧 = 𝐶𝑋 +
1

2
𝑋𝑇𝐻𝑋 = (3   7  ) (

𝑥1
𝑥2
) +

1

2
(𝑥1  𝑥2) (

10 6
6 8

) (
𝑥1
𝑥2
) 

𝑧 = 3𝑥1 + 7𝑥2 + (5𝑥1 + 3𝑥2  , 3𝑥1 + 4𝑥2) (
𝑥1
𝑥2
) 

𝑧 = 3𝑥1 + 7𝑥2 + 5𝑥1
2 + 3𝑥1𝑥2 + 3𝑥1𝑥2 + 4𝑥2

2 

𝑧 = 3𝑥1 + 7𝑥2 + 5𝑥1
2 + 4𝑥2

2 + 6𝑥1𝑥2 

 تحت القيد:

𝐴𝑋 ≤ 0 ⇒ (
3 4
9 2

) (
𝑥1
𝑥2
) ≤ 0 ⇒ (

3𝑥1 + 4𝑥2
9𝑥1 + 2𝑥2

) ≤ 0 

البرمجة شبه المحدودة:-8-1-2  

البرمجة شبه المحدودة هي حالة خاصة من البرمجة التربيعية تكون فيها المصفوفة الهيسية شبه 

𝑋𝑇𝐻𝑋 محدودة موجبة بمعنى ≥ 0  ∀𝑋 ∈ ℝ  هذا الشرط يسمح بأن تكون الدالة التربيعية

، لأن التحليل هذا )بالنسبة لدالة الهدف او القيود(  وهو قيد ضروري في  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥𝑖𝑡éمحدبة 

التحدب الذي هو ميزة البرمجة التربيعية شبه المحدودة يضمن لنا وجود نقطة مثلى وحيدة. 

  سنعرض هذه البرمجة من خلال المثال الموالي

لنعتبر النموذج التالي: مثال:  

𝑜𝑝𝑡 𝑧 = 𝑥1 + 3𝑥1𝑥2
𝑠 𝑐⁄ : 𝑥1 + 2𝑥2 = 8
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 نستطيع كتابة دالة لاغرونج لهذا النموذج بالشكل التالي:

ℒ(𝑥1, 𝑥2, 𝜆) = 𝑥1 + 3𝑥1𝑥2 + 𝜆(8 − 𝑥1 − 2𝑥2) 

الحل  عن أمثلية الحل لدالة ذات المتغيرتين في ظل وجود قيود الىدالة لاغرونج تحول البحث 

مثلية الأمثل لدالة ذات ثلاث متغيرات دون قيود. ووفق شروط الدرجة الأولى نكون في وضع الأ

 إذا كان مشتق دالة لاغرونج الأول بالنسبة لمختلف متغيراتها معدوم أي أن: 

∇𝑥ℒ(𝑥1, 𝑥2, 𝜆) = 0 

:هذا يعني أن  

{
  
 

  
 
𝜕ℒ

𝜕𝑥1
= 1 + 3𝑥2 − 𝜆 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝑥2
= 3𝑥1 − 2𝜆 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆
= 8 − 𝑥1 − 2𝑥2 = 0

 

 حل جملة المعادلات هذه يوصلنا الى الحل التالي:  

𝑥1
∗ =

26

6
 , 𝑥2

∗ =
11

6
 , 𝜆∗ =

39

6
 

𝑥1)من المفترض أن نمر الى شروط الدرجة الثانية لمعرفة اذا كانت النقطة 
∗, 𝑥2

∗, 𝜆∗)  قيمة

 عظمى أو دنيا

 :𝒑𝒓𝒐𝒈𝒓𝒂𝒎𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒉𝒚𝒑𝒆𝒓𝒃𝒐𝒍𝒊𝒒𝒖𝒆برمجة القطوع الزائدة -8-2

 تعرف هذه النماذج بالشكل التالي21:

                                                           
 للاطلاع أكثر أنظر -21 

- M.FLORIAN et P.ROBILLARD, programmation hyperbolique en variables bivalentes, révue 

française d’Automatique d’informatique et de recherche opérationnelle, tome2, 1971, p7. 

 



 
 
 
 

84 
 

𝑀𝐴𝑋(𝑧) =
𝐶𝑋′ + 𝐶0
𝐷′𝑋 + 𝐷0

𝐴𝑋 ≤ 𝑏
𝑋 ≥ 0

 

 حيث الأشعة المعرفة لهذه الصيغة ذات الأبعاد التالية:

𝐶(𝑛𝑥1), 𝐷(𝑛𝑥1), 𝑏(𝑚𝑥1), 𝐴(𝑚𝑥1),ثابت ∶ 𝐶0,ثابت ∶ 𝐷0 

التي تعتمد على  𝑐ℎ𝑎𝑟𝑚𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑝𝑒𝑟من بين الطرق المستخدمة في حل هذه النماذج نجد طريقة  

القيام بتغييرات على النموذج لجعله خطياً ثم نقوم بحل هذا الأخير ولما نصل الى الحل نعود الى 

 المتغيرات الأصلية للنموذج وذلك من خلال الخطوات التالية:

𝑀𝐴𝑋(𝑧) =
𝐶𝑋′

𝐷′𝑋 + 𝐷0
+

𝐶0
𝐷′𝑋 + 𝐷0

= 𝐶′𝑈 + 𝐶0𝑈0 

𝐴𝑋 ≤ 𝑏 ⇒ 𝐴𝑋𝑈0 ≤ 𝑏𝑈0 ⇒ 𝐴𝑈 ≤ 𝑏𝑈0 , 𝑈 ≥ 0  , 𝑈0 ≥ 0 

𝐷′𝑋 نضع: + 𝐷0 = 1 ⇒ (𝐷′𝑋𝑈0 + 𝐷0𝑈0) = 1 ⇒ (𝐷′𝑈 + 𝐷0𝑈0) = 1 

 والنموذج يصبح بالشكل:

𝑀𝐴𝑋(𝑧) = 𝐶′𝑈 + 𝐶0𝑈0
𝑆 𝐶⁄ : 𝐴𝑈 ≤ 𝑏𝑈0

                              𝐷′𝑋 + 𝐷0 = 1 ,   𝑈0 ≥ 0 , 𝑈 ≥ 0

 

 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑚𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑝𝑒𝑟أوجد حل نموذج زائد القطع التالي بطريقة  مثال:

𝑀𝐴𝑋(𝑧) =
𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 − 2

𝑥1 + 2𝑥2 + 2

            𝑆 𝐶⁄ : 2𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 14
𝑥𝑗 ≥ 0 , ∀𝑗 = 1,2,3

 

 نستطيع كتابة هذا النموذج بالشكل التالي: 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑚𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑝𝑒𝑟باستعمال طريقة 
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𝑀𝐴𝑋(𝑧) = 𝑈1 − 𝑈2 − 2𝑈3 − 2𝑈0
𝑆 𝐶⁄ : 2𝑈1 + 𝑈2 + 2𝑈3 ≤ 14𝑈0

                           𝑈1 + 2𝑈2 + 2𝑈0 = 1 ⇒ {
𝑈1 + 2𝑈2 + 2𝑈0 ≥ 1 
𝑈1 + 2𝑈2 + 2𝑈0 ≤ 1 

 

 والشكل القياسي للنموذج يكون كما يلي:

{

2𝑈1 + 𝑈2 + 2𝑈3 + 𝑈4 − 14𝑈0 = 0
𝑈1 + 2𝑈2 + 2𝑈0 + 𝑈5 = 1

𝑈1 + 2𝑈2 + 2𝑈0 − 𝑈6 + 𝑈100 = 1
 

𝑧 = 𝑈1 − 𝑈2 − 2𝑈3 − 2𝑈0-M𝑈100 

𝑧 = 𝑈1 − 𝑈2 − 2𝑈3 − 2𝑈0-M(1 − 𝑈1 − 2𝑈2 − 2𝑈0 + 𝑈6) 

𝑧 = (1 +𝑀)𝑈1 + (2𝑀 − 1)𝑈2 − 2𝑈3 + (2𝑀 − 2)𝑈0 −𝑀𝑈6 −𝑀 

𝑧 − (1 +𝑀)𝑈1 − (2𝑀 − 1)𝑈2 + 2𝑈3 − (2𝑀 − 2)𝑈0 +𝑀𝑈6 = −𝑀 

 الكبرى كما يلي: Mونحل هذا النموذج بطريقة 

 انطلاقاً من الشكل القياسي للنموذج نستطيع كتابة الجدول الأول التالي:

 𝑈0 𝑈1 ⇓ 𝑈2 𝑈3 𝑈6 b 

𝑈4 -14 2 1 2 0 0 

𝑈5 2 1 2 0 0 1 

⇐ 𝑈100 2 1  2  0 -1 1 

Z 2 -1 1 2 0 0 

M -2 -1 -2 0 1 -1 

منا وعليه ق )لأن هناك معاملات سالبة في سطر دالة الهدف( جدول الحل النهائيهذا الجدول ليس 

حسبنا مكونات الجدول الجديد التي جاءت كما يلي:بتحديد عنصر الارتكاز ومن ثمة   

𝑈4 = (−14,2,1,2,0,0) − 1(1,
1

2
, 1,0, −

1

2
,
1

2
)= (−15,−

5

2
, 0,2,

1

2
, −

1

2
) 

𝑈5 = (2,1,2,0,0,1) − 2(1,
1

2
, 1,0, −

1

2
,
1

2
)= (0,0,0,0,1,0) 

𝑍 = (2,−1,1,2,0,0) − 1(1,
1

2
, 1,0,−

1

2
,
1

2
)= (1,

1

2
, 1,0, −

1

2
, −

1

2
) 
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𝑀 = (−2,−1,−2,0,1,−1) + 2(1,
1

2
, 1,0, −

1

2
,
1

2
)= (0,0,0,0,0,0) 

 𝑈0 ⇓ 𝑈1 𝑈100 𝑈3 𝑈6 b 

𝑈4 -15 -5 2⁄  0 2 1
2⁄  −1 2⁄  

𝑈5 0 0 0 0 1 0 

⇐ 𝑈2 1 1
2⁄  1 0 −1 2⁄  1

2⁄  

Z 1 −3 2⁄  0 2 1
2⁄  −1 2⁄  

M 0 0 0 0 0 0 

ليه وع أيضاً )لأن هناك معاملات سالبة في سطر دالة الهدف(هذا الجدول ليس جدول الحل النهائي 

:قمنا بتحديد عنصر الارتكاز ومن ثمة حسبنا مكونات الجدول الجديد التي جاءت كما يلي  

𝑈4 = (−15,−
5

2
, 0,2,

1

2
, −

1

2
) +

5

2
(2,1,2,0,0, −1)= (−10,0,5,0,−2,2) 

𝑈5 = (0,0,0,0,1,0) − 0(2,1,2,0,0,−1) = (0,0,0,0,1,0) 

𝑍 = (1,
1

2
, 1,0, −

1

2
, −

1

2
) +

3

2
(2,1,2,0,0,−1)= (4,0,3,2,−1,1) 

𝑀 = (0,0,0,0,0,0) − 0(2,1,2,0,0,−1)= (0,0,0,0,0,0) 

 𝑈0 𝑈2 𝑈100 𝑈3 ⇓ 𝑈6 b 

𝑈4 -10 0 5 0 −2 2 

⇐ 𝑈5 0 0 0 0 1  0 

𝑈1 2 1 2 0 -1 1 

Z 4 0 3 2 -1 1 

M 0 0 0 0 0 0 

منا وعليه ق الة الهدف(هذا الجدول ليس جدول الحل النهائي )لأن هناك معاملات سالبة في سطر د

 بتحديد عنصر الارتكاز ومن ثمة حسبنا مكونات الجدول الجديد التي جاءت كما يلي:

𝑈4 = (−10,0,5,0,−2,2) + 2(0,0,0,0,1,0)= (−10,0,5,0,0,2) 

𝑈1 = (2,1,2,0, −1,1) − 1(0,0,0,0,1,0) = (2,1,2,0,0,1) 



 
 
 
 

87 
 

𝑍 = (4,0,3,2,−1,1) + 1(0,0,0,0,1,0)= (4,0,3,2,0,1) 

𝑀 = (0,0,0,0,0,0) − 0(0,0,0,0,1,0)= (0,0,0,0,0,0) 

 𝑈0 𝑈2 𝑈100 𝑈3 𝑈5 b 

𝑈4 -10 0 5 0 0 1 

𝑈6 0 0 0 0 1 0 

𝑈1 2 1 2 0 0 1 

Z 4 0 3 2 0 1 

M 0 0 0 0 0 0 

ومنه الحل الأمثل هذا الجدول هو جدول الحل النهائي )لأن كل معاملات سطر دالة الهدف موجبة( 

𝑈0: هو = 𝑈2 = 𝑈3 = 0 , 𝑈1 = 1 , 𝑍 = 1 

𝑥1بالرجوع الى متغيراتنا نجد: = 1  , 𝑥2 = 𝑥3 = 0 , 𝑍 = 1  

 الفصل التاسع: البرمجة الديناميكية

النموذج  البرمجة الديناميكية هي تلك البرمجة التي تأخذ بالحسبان متغير الزمن وتأثيره على  

المدروس22، وهي بذلك تتيح لنا معرفة وضعية النظام بعد مرور فترة زمنية محددة انطلاقاً من 

 لال عرضمعرفة الوضعية الحالية للنظام، ونستعرض البرمجة الديناميكية في هذا التحليل من خ

.سلاسل ماركوف  

:التعريف بسلاسل ماركوف وصيغتها الرياضية-9-1  

ار التي بنيت نستهل هذا المدخل التحليلي لسلاسل ماركوف بالتعريف بصاحبها أو مكتشفها والأفك

 عليها ثم نعمد فيما بعد الى عرض الضيع والعلاقات الرياضية لها

 

                                                           

 .289-.271حسين علي مشرقي وزياد عبد الكريم القاضي، بحوث العمليات، مرجع سابق، ص -22 
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  : 𝒄𝒉𝒂𝒊𝒏𝒔 𝒅𝒆 𝑴𝑨𝑹𝑲𝑶𝑽التعريف بسلاسل ماركوف-9-1-1

 𝐴.𝑀𝐴𝑅𝐾𝑂𝑉تعود تسمية هذه السلاسل الى اسم مكتشفها وهو العالم الروسي أندريا ماركوف 

، وتعتبر سلاسل ماركوف احدى أدوات البرمجة الديناميكية 1922وتوفي سنة 1856الذي ولد سنة 

اصية ماركوفية أي أن التكهن في بحوث العمليات وتعرف بأنها: "عملية عشوائية تحمل خ

بالمستقبل يكون انطلاقاً من الحاضر فقط دون الحاجة الى معرفة الماضي". وتعتبر سلاسل 

ماركوف لبنة أساسية في نظرية العمليات العشوائية وطبقت في مجالات عدة منها النماذج 

طريقة بمعرفة الحالة التي وعلم الاجتماع والهندسة والإدارة، وتسمح هذه ال الفيزيائية والبيولوجية

 .23يكون عليها النظام خلال فترة زمنية ما

, 𝑥𝑛} تسمى عملية عشوائية ما  𝑛 ∈ 𝑇  }:سلسلة ماركوف إذا حققت ما يلي 

 فضاء هذه الحالة يكون منفصلاً.-

 فضاء المعلمة لهذه الحالة يكون منفصلاً.-

 الى  رجوعمن الحاضر فقط دون ال لمستقبل انطلاقاً تحقق هذه العملية خاصية ماركوف )معرفة ا-

 :24( ويعبر عنها بالصيغة التاليةمعرفة الماضي

p(xn+1 = j xn⁄ = i, xn−1 = in−1, … , x1 = i1) = p(xn+1 = j xn⁄ = i) = pij 

والتي يعبر  تسمى الاحتمالات الانتقالية وتسمى المصفوفة المشكلة من هذه الاحتمالات :𝑝𝑖𝑗حيث: 

𝑝  عنها بالصيغة = [𝑝𝑖𝑗]  

 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑀𝐴𝑅𝐾𝑂𝑉  الانتقالية أو مصفوفة ماركوفبمصفوفة الاحتمالات 

 

                                                           

 .شادي حسن، تحليل ماركوف، جامعة دمشق، كلية الاقتصاد-للاطلاع أكثر أنظر:  -23 

17-JACQUES TEGHE, Recherche opérationnelle, édition  ellipses , paris, 2013, p197. 
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يغة الرياضية لسلاسل ماركوف:صال-9-1-2  

ية لسلسلة نبدأ عرض الصيغة الرياضية لسلاسل ماركوف بتحديد مصفوفة الاحتمالات الانتقال  

تميز ، تبالإضافة الى المسار التقاربي لها ذه الأخيرةماركوف ثم الحديث عن القوة النونية له

 مصفوفة الاحتمالات الانتقالية لسلسلة ماركوف بالخصائص التالية25:

𝑝𝑖𝑗 جميع عناصرها غير معدومة بما يعني أن:- ≥ 0 , ∀ 𝑖, 𝑗𝜖𝑇 

∑أي أن: مجموع عناصر أي سطر في هذه المصفوفة يساوي الواحد- 𝑝𝑖𝑗𝑗𝜖𝑇 = 1 , ∀ 𝑖𝜖𝑇  

 مثال:

أن  اثناء دراسة حالة سقوط الأمطار على مدينة معينة وجدنا أن سلسلة ماركوف بحالتين يمكن

اطراً اليوم الحالي متصف ظاهرة حدوث الأيام الماطرة والجافة وصفاً جيداً، إذا فرضنا أنه إذا كان 

وم التالي يكون أما إذا كان اليوم الحالي جافاً فإن الي 0.8فإن اليوم التالي يكون ماطراً باحتمال 

.0.4ماطراً باحتمال   

لهذه السلسلة مصفوفة الاحتمالات الانتقاليةأوجد  المطلوب:  

𝑝لتكن:  = (
𝑝11 𝑝12
𝑝21 𝑝22

)  

 اً والثاني جاف اً : احتمال أن يكو اليوم الأول جاف𝑝11 حيث: 

 𝑝12ماطراً والثاني  اً : احتمال أن يكو اليوم الأول جاف 

  𝑝21 اً والثاني جاف اً اليوم الأول ماطر: احتمال أن يكو 

𝑝22 اً والثاني ماطر اً : احتمال أن يكو اليوم الأول ماطر 

لتالي:لهذه السلسلة بالشكل ا مصفوفة الاحتمالات الانتقاليةبناءً على معطيات المثال تحدد   

                                                           

 -.501، ص2011عبد الله باشيوة، بحوث العمليات، دار اليازوري العلمية للنشر والتوزيع، عمان، الأردن، لحسن  -25 
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𝑝 = (
0.6 0.4
0.2 0.8

) 

𝑝𝑖𝑗يمكن الحديث أيضاً عن المصفوفة 
(𝑛)  وهي مصفوفة احتمالات الانتقال بعد 𝑛 خطوة، ففي

فهي احتمالات حالة الجو )ماطر، جاف( بعد يومين ويتم حسابها   𝑝(2)المثال السابق اذا حسبنا 

 كما يلي:

𝑝(2) = 𝑝. 𝑝 = [
0.6 0.4
0.2 0.8

] [
0.6 0.4
0.2 0.8

] = [
0.44 0.56
0.28 0.72

] 

وإذا كان اليوم  0.44افاً باحتمال بمعنى أنه إذا كان اليوم الأول جافاً فإنه سيكون بعد يومين ج

   𝑝(𝑛). ويمكن حساب المصفوفة 0.72الأول ماطراً فاحتمال أن يكون ماطراً بعد يومين يقدر بـ 

 باتباع الخطوات التالية:

𝑝 بالشكل التالي:  𝑝: نكتب المصفوفةولاً أ = 𝑄𝐷𝑄−1 

 . p : مصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسي مكون من القيم الذاتية للمصفوفة Dحيث: 

Q عبارة عن مصفوفة يمكن الحصول عليها من الأشعة الذاتية للمصفوفة : p  مصفوفة أعمدتها( .

 (pهي الأشعة الذاتية للمصفوفة 

𝑄−1هي معكوس المصفوفة :Q . 

𝑝(𝑛)  الصيغة التالية:انطلاقاً من   𝑝(𝑛) نحسب المصفوفة ثانياً: = 𝑄 𝐷(𝑛)𝑄−1 

 وسنوضح كيفية حساب هذه المصفوفات من خلال المثال الموالي

 مثال:

 إذا كانت لدينا مصفوفة الاحتمالات الانتقالية لسلسلة ماركوف بالشكل التالي:
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𝑝 =

[
 
 
 0       

1
2⁄      1 2⁄

1
2⁄        0    1 2⁄

1
2⁄        1 2⁄      0]

 
 
 

 

 وعلق على النتائج بعد التطرق للمسار التقاربي لها 𝑝(𝑛)أوجد   المطلوب:

 نقوم أولاً بحساب القيم الذاتية لهذه المصفوفة.

det(𝑝  انطلاقاً من العلاقة التالية: (𝜆)المصفوفة  نستطيع تحديد القيم الذاتية لهذه − 𝜆𝐼) = 0  

 وفي حالتنا هذه يكون لدينا:

𝑝 − 𝜆𝐼 =

[
 
 
 0       

1
2⁄      1 2⁄

1
2⁄        0    1 2⁄

1
2⁄        1 2⁄      0]

 
 
 

− 𝜆 [
1       0     0
0       1     0
0       0     1

] =

[
 
 
 −𝜆       

1
2⁄      1 2⁄

1
2⁄       − 𝜆    1 2⁄

1
2⁄        1 2⁄     − 𝜆]

 
 
 

 

 det(p − λI) = 0 ⇒ ||

−λ       1 2⁄      1 2⁄

1
2⁄       − λ    1 2⁄

1
2⁄        1 2⁄     − λ

|| = (λ − 1)(λ + 1 2⁄ )
2
= 0 

 بحل هذه المعادلة نحصل على

(λ − 1)(λ + 1 2⁄ )
2
= 0 ⇒ {

λ = 1

λ = −1 2⁄
 

𝜆1  : هي pم الذاتية للمصفوفة وبالتالي فإن القي = 1 , 𝜆2 = −
1
2⁄   , 𝜆3 = −

1
2⁄ 

 نقوم بعدئذ بإيجاد الأشعة الذاتية لسلسلة ماركوف بتطبيق العلاقة التالية:

(𝑝 − 𝜆𝐼)𝑉𝑇 = 0 

𝑉حيث:  = (𝑥 , 𝑦 , 𝑧):  ،هو الشعاع الذاتي𝑉𝑇: مقلوب هذا الشعاع 

نجد: انطلاقاً من العلاقة السابقة وبتطبيقها على مثالنا هذا  
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[
 
 
 −𝜆       

1
2⁄      1 2⁄

1
2⁄       − 𝜆    1 2⁄

1
2⁄        1 2⁄     − 𝜆]

 
 
 

[
𝑥
𝑦
𝑧
] = [

0
0
0
] 

:بعد الحساب نحصل على جملة المعادلات التالية  

{
 
 

 
 −𝑥𝜆 +

1

2
𝑦 +

1

2
𝑧 = 0

1

2
𝑥 − 𝜆𝑦 +

1

2
𝑧 = 0

1

2
𝑥 +

1

2
𝑦 − 𝜆𝑧 = 0

 

نقوم بحل جملة المعادلات هذه وذلك بإعطاء القيمة الذاتية في كل مرة قيمة من قيمها الثلاث 

(𝜆1 = 1 , 𝜆2 = −1 2⁄   , 𝜆3 = −1 2⁄  فنجد الأشعة الذاتية التالية:  (

𝑉1 = ( 1, 1 , 1) , 𝑉2 = (−1, 1 ,0) , 𝑉3 = (−1, 0 , 1) 

 بالشكل التالي:Q وعليه نستطيع كتابة مصفوفة الأشعة الذاتية 

𝑄 = [
1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

] 

 فتكون بالشكل: 𝑄−1أما المصفوفة  

𝑄−1 =
1

3
[
   1   1    1
−1   2 −1
−1 −1    2

] 

 p فهي مصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسي مكون من القيم الذاتية للمصفوفة Dأما المصفوفة 

 وتكون بالشكل التالي:

𝐷 =

[
 
 
 
 
1     0    0

0 −
1

2
    0

0 0 −
1

2]
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 :𝑝(𝑛) نقوم فيما يلي بحساب المصفوفة 

𝑝(𝑛) = 𝑄 𝐷(𝑛)𝑄−1 =
1

3
[
1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

]

[
 
 
 
 
(1)𝑛     0    0

0 (−
1

2
)𝑛     0

0 0 (−
1

2
)𝑛]
 
 
 
 

[
   1   1    1
−1   2 −1
−1 −1    2

] 

𝑝(𝑛) =
1

3
[
1 1 1
1 1 1
1 1 1

] +

[
 
 
 2(−

1
2⁄ )
𝑛    (−1 2⁄ )

𝑛+1   (−1 2⁄ )
𝑛+1

(−1 2⁄ )
𝑛+1 2(−1 2⁄ )

𝑛    (−1 2⁄ )
𝑛+1

(−1 2⁄ )
𝑛+1 (−1 2⁄ )

𝑛+1 2(−1 2⁄ )
𝑛
]
 
 
 

 

limهو  𝑝(𝑛) المسلك التقاربي للمصفوفة
𝑛→∞

𝑝(𝑛) :وفي مثالنا هذا نجد أن 

lim
𝑛→∞

(−1 2⁄ )
𝑛 = lim

𝑛→∞
(−1 2⁄ )

𝑛+1 = 1 

 التي بحوزتنا كما يلي: 𝑝(𝑛)وعليه يكون  المسلك التقاربي للمصفوفة 

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑛) =
1

3
[
1 1 1
1 1 1
1 1 1

] 

 :(n)سلاسل ماركوف والتنبؤ بحالة النظام في اللحظة -9-2

  والتيللنظام  يجب أولاً معرفة الوضعية الابتدائية (n)من أجل التنبؤ بحالة النظام في اللحظة 

𝑎𝑗   نعرفها كما يلي:
(0) = 𝑝(𝑥0 = 𝑗)    في المرحلة ونعرف الاحتمال المطلق غير المشروط  

j في اللحظة nبالشكل التالي:  𝑎𝑗
(𝑛) = 𝑝(𝑥𝑛 = 𝑗) يمكننا التنبؤ بحالة النظام في اللحظة .n 

     المعروفة بمعادلة المعادلة بمعرفة الوضعية الابتدائية ومصفوفة الاحتمالات الانتقالية  حسب

»𝑐ℎ𝑎𝑝𝑚𝑎𝑛 − 𝑘𝑜𝑙𝑚𝑜𝑔𝑟𝑜𝑣 « 26ويكون ذلك وفق العلاقة التالية:  

𝑎(𝑛) = 𝑎(0). 𝑝𝑛 

                                                           

17-JACQUES TEGHEM, op cit, p197. 
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 n : وضعية النظام في اللحظة   𝑎(𝑛)حيث: 

𝑎(𝑛): شعاع الاحتمالات الابتدائية 

𝑝: حتمالات الانتقالية لفترة واحدةمصفوفة الإ 

 مثال:

، تريد هذه الشركة   D , C, B تتنافس مع ثلاث شركات أخرى مشابهة Aلدينا شركة سياحية 

دراسة رغبات الزبائن لتتنبأ بنصيبها من طالبي الخدمات السياحية، فأخذت عينة عشوائية من 

شخص( وتم سؤال أفراد هذه العينة عن الشركة  100المسافرين في عطلة نهاية الأسبوع )حجمها 

دمة آخر مرة وعن  الشركة السياحية التي يرغبون بتلقي الخدمة فيها السياحية التي قدمت لهم الخ

 :27في المرة القادمة، وكانت النتائج وفق الجدول التالي

الشركة التي ستقدم الخدمة في  

 المرة القادمة

عدد المصطافين الذين 

 تلقو الخدمة

D C B A الشركة 

350 21 42 63 224 A  الشركة التي

قدمت 

 الخدمة

300 24 30 201 45 B 

200 14 136 20 30 C 

150 99 15 12 24 D 

العدد المتوقع  323 296 223 158 

 للمصطافين

 

𝑎𝑗 نبحث أولاً عن الحالة الابتدائية للنظام )حصة الشركات من المسافرين( أي نبحث عن 
(0)  

 فيكون لدينا:

                                                           

 شادي حسين، تحليل ماركوف، مرجع سبق ذكره ص. -27 
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𝑎1
(0): 𝐴 ∶  

350

1000
% = 0.35 ,  𝑎2

(0): 𝐵 ∶  
300

1000
% = 0.30   

𝑎3
(0): 𝐶 ∶  

200

1000
% = 0.20 ,  𝑎4

(0): 𝐷 ∶  
150

1000
% = 0.15 

 ومنه يكون شعاع الدالة الابتدائية للنظام بالشكل:  

𝑎(0) = (0.35     0.30    0.20   0.15) 

 أما مصفوفة الاحتمالات الانتقالية فهي:

𝑝 = (

𝑝11 𝑝12 𝑝13 𝑝14
𝑝21 𝑝22 𝑝23 𝑝24
𝑝31
𝑝41

𝑝32
𝑝42

𝑝33
𝑝43

𝑝34
𝑝44

) 

 p11 =
224

350
= 0.64 ,  p12 =

63

350
= 0.18 , p13 =

42

350
= 0.12, p14 =

21

350
= 0.06 ∶  حيث 

𝑝21 =
45

300
= 0.15 ,  𝑝22 =

201

300
= 0.67 , 𝑝23 =

30

300
= 0.10, 𝑝24 =

24

300
= 0.08    

𝑝31 =
30

200
= 0.15 ,  𝑝32 =

20

200
= 0.10 , 𝑝33 =

136

200
= 0.68, 𝑝34 =

14

200
= 0.07 

𝑝41 =
24

150
= 0.16 ,  𝑝42 =

12

150
= 0.08 , 𝑝43 =

15

150
= 0.10, 𝑝44 =

99

150
= 0.66 

 وهكذا تكون لدينا المصفوفة التالية:

𝑝 = (

0.64 0.18 0.12 0.06
0.15 0.67 0.10 0.08
0.15
0.16

0.10
0.08

0.68
0.10

0.07
0.66

) 

)المستوى الأول لتحليل  𝑎(1)أما التنبؤ بحصة كل شركة من المسافرين في نهاية الأسبوع الأول 

 فيكون كما يلي:ماركوف( 

 𝑎(1) = 𝑎(0). 𝑝 = (0.35   0.30   0.20  0.15)(

0.64 0.18 0.12 0.06
0.15 0.67 0.10 0.08
0.15
0.16

0.10
0.08

0.68
0.10

0.07
0.66

) 

𝑎(1) = (0.323     0.296    0.223   0.185) 
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 فيكون كما يلي:  𝑎(2)أما التنبؤ بحصة كل شركة من المسافرين في نهاية الأسبوع الثاني 

𝑎(2) = 𝑎(0). 𝑝2 = (0.3198     0.2914    0.2358   0.163) 

منحنيات سلاسل ماركوف:-9-3  

نى تمثيلي أو يمكن تمثيل مصفوفة الاحتمالات الانتقالية لماركوف بمنحنى، هذا المنحنى يسمى منح

:لة التاليةمثمنحنى العبور لسلسلة ماركوف وسنأتي الى تفصيله من خلال الأ  

:1مثال  

منحنى ( وفق Soleil شمس-Pluie ،3طرم-Neige    2 ج لث-1اذا كانت لنا حالة الجو ممثلة في )

 :العبور التالي

 

العبور لهذه الحالة صفوفةأوجد م المطلوب:  

 تكون لدينا الاحتمالات الانتقالية التالية:

p11 = 0.4 ,  p12 = 0.3 , p13 = 0.3   

𝑝21 = 0.2 ,  𝑝22 = 0.6 , 𝑝23 = 0.2    

𝑝31 = 0.1 ,  𝑝32 = 0.1 , 𝑝33 = 0.8  

التالية:وعندئذ تكون لدينا الأشعة   

𝑉1 = ( 0.4 , 0.3 , 0.3) , 𝑉2 = (0.2 , 0.6 , 0.2) , 𝑉3 = (0.1 , 0.1 , 0.8) 

 أما مصفوفة الاحتمالات الانتقالية فتكون بالشكل:
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𝑝 = (
0.4
0.2
0.1

0.3
0.6
0.1

0.3
0.2
0.8
) 

اركوف وكذلك ، أوجد التمثيل البياني لسلسلة مإذا كان لديك مخطط الانتقال العشوائي التالي: 2مثال

الاحتمالات الانتقالية لهامصفوفة   

 

 الاحتمالات الانتقالية التالية لهذا المخطط هي:

p11 = 0 ,  p12 =
1

2
, p13 = 0, p14 =

1

2
    

𝑝21 = 0,  𝑝22 = 0 , 𝑝23 = 1 , 𝑝24 = 0     

𝑝31 =
1

2
 ,  𝑝32 = 0 , 𝑝33 =

1

2
 , 𝑝34 = 0  

𝑝41 = 1 ,  𝑝42 = 0 , 𝑝43 = 0  , 𝑝44 = 0 

 أما مصفوفة الاحتمالات الانتقالية فهي:

𝑝 =

(

 
 
 
0

1

2
0 

1

2
 

0 0 1 0
1

2
 

1

0
0

1

2
0

0 
0 )

 
 
 

 

أعطي التمثيل البياني لمصفوفة الاحتمالات الانتقالية التالية: :3مثال  
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

















4
3

4
1

4
1

4
1

2
1

0

010

3

2

1

321

P 

لسلسلة بفضاء حالة    الاحتمالات الانتقالية لهذه امصفوفة  3,2,1S كون كما هو ي لها التمثيل البيانيو

 الموالي:موضح بالشكل 

 

شر: الأساليب الإحصائية واتخاذ القراراعالالفصل   

ذكر منها في هذا الفصل سنستعرض مجموعة من الأساليب الإحصائية المساعدة في اتخاذ القرار ن

ليب نظرية صفوف الانتظار ونظرية المباريات وشجرة القرار، بالإضافة الى استخدام الأسا

هوم قياس الجودة، لكن قبل هذا لا بأس من أن نعرج على مفتسيير المخزون و الإحصائية في

.الإحصاء واستعمالاته ومختلف مقاييسه  

مفهوم الإحصاء ومقاييسه:-01-1  

س النزعة سنتطرق في هذا المدخل الى مفهوم الإحصاء واستعمالاته المختلفة بالإضافة الى مقايي

 المركزية ومقاييس التشتت

مفهوم الإحصاء واستعمالاته: -01-1-1  

نعني بالإحصاء مجموعة الطرق العلمية التي يمكن استخدامها لجمع المعطيات )البيانات 

 والمعلومات عن الظواهر( وتبويبها وتقييمها والخروج منها باستنتاجات حول مجموع وحدات

ويمكن أن نحصي في الإحصاء نوعان هما المجتمع من خلال اعتماد جزء من هذا المجتمع.  

لومات حيث يعنى الإحصاء الوصفي بطرق جمع المع ،ستدلاليحصاء الاالإحصاء الوصفي والإ

ؤ والتقدير.وتحليلها لتكون بصيغة مفهومة، أما الإحصاء الاستدلالي فيتعامل مع التعميم والتنب   

  1 2 3  

1 

1/2 1/4 

3/4 1/4 1/4 
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ل عملية الإنتاجية والإدارية من خلايستخدم الإحصاء في مجالات عدة منها استخداماته في ال 

اقيل التي التخطيط والبحث عن الوضعيات المثلى وقياس الجودة والنوعية ومعالجة المشاكل والعر

لمختلف العمليات السابق ذكرها تعترض السير الحسن  

أي  نستطيع التعرف على خصائصمقاييس النزعة المركزية ومقاييس التشتت: -01-1-2

لمركزية تلك مقاييس النزعة المركزية ومقاييس التشتت. نعني بمقاييس النزعة امعطيات من خلال 

، أما مقاييس يمالمقاييس التي بواسطتها نتمكن من تحديد موقع النقطة التي تتمحور حولها كافة الق

طيات حول التشتت فيقصد بها المقاييس التي تبحث عن حالة الانتشار التي تكون عليها المع

 المتوسط

هناك عدة أنواع من المتوسطات هي الوسط الحسابي، الوسيط، مقاييس النزعة المركزية: -أ

 المنوال، الوسط الهندسي، الوسط التوافقي

 أولاً: الوسط الحسابي: 

,𝑥1: إذا كان لدينا مجموعة من القيم 𝑥2, … , 𝑥𝑛  وسطها الحسابي هو𝑥̅   :حيث 

𝑥̅ =
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
 : حجم العينة𝑛مع       

4،6،5،4،6أوجد الوسط الحسابي للقيم التالية: : 1مثال  

𝑥̅ =
4 + 6 + 5 + 6 + 4

5
=
25

5
= 5 

𝑥𝑤̅̅ أما إذا كانت القيم غير متساوية من حيث أهميتها يحسب عندئذ   حيث: الوسط الحسابي المرجح̅̅

    𝑥𝑤̅̅̅̅ =
∑𝑥𝑖𝑤𝑖

∑𝑤𝑖
 𝑥𝑖: وزن القيمة 𝑤𝑖مع    

سلعة ما وكمياتها(إذا كان لدينا الجدول التالي )يمثل أسعار : 2مثال  

 



 
 
 
 

100 
 

 السعر 2 0.6 0.2

بةالكمية المطلو 10 60 300  

𝑥1 حيث: = 2 , 𝑥2 = 0.6 , 𝑥3 = 0.6  

𝑤1 = 10 ,𝑤2 = 60 ,𝑤3 = 300          

𝑥𝑤̅̅̅̅ =
∑𝑥𝑖𝑤𝑖
∑𝑤𝑖

=
2 ∗ 10 + 0.6 ∗ 60 + 0.2 ∗ 300

300 + 60 + 10
=
116

370
= 0.313 

 أما إذا كانت المعطيات مبوبة )في شكل فئات( فيكون لدينا عند ئذ:

𝑥̅ =
∑𝑥𝑖𝑓𝑖
∑𝑓𝑖

 

 : مركز الفئة 𝑥𝑖التكرار ،  𝑓𝑖حيث: 

أوجد الوسط الحسابي للمعطيات المبوبة التالية:: 3مثال  

90-73 المجموع  55-72  37-54  19-36  الفئة  01-18 

 𝑓𝑖التكرار 14 11 16 3 6 50

...... 81.5 63.5 45.5 27.5 9.5 𝑥𝑖 

1843 498 190.5 728 302.5 133 𝑥𝑖𝑓𝑖 

𝑥̅ =
∑𝑥𝑖𝑓𝑖
∑𝑓𝑖

=
1843

50
= 36.86 

هو القيمة الوسطية )يتم ترتيب المعلومات تصاعدياً أو تنازلياً( فعندما يكون : 𝑴𝒆ثانياً: الوسيط 

العدد فردياً تكون رتبة الوسيط:
𝑛+1

2
أما إذا كان العدد زوجياً فإن رتبة الوسيط عندئذ تكون   

محصورة بين القيمتين 
𝑛

2
 و  

𝑛+2

2
قيمته محصورة بين القيمتين المقابلتين للقيمتين  وبالتالي تكون 

 السابقتين

75، 80، 86، 91، 94ذا كانت لدينا المعطيات التالية )مرتبة تنازلياً(: مثال: إ  

موقع الوسيط 
𝑛+1

2
=

5+1

2
= 𝑀𝑒وقيمته  3 = 86 
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 2.1، 2.4، 2.4، 2.8، 2.9، 3.2ذا كانت لدينا المعطيات التالية )مرتبة تنازلياً(: إ أما

3فإن رتبة الوسيط عندئذ تكون محصورة بين القيمتين  =
𝑛

2
4 و   =

𝑛+2

2
وبالتالي تكون قيمته  

𝑀𝑒وقيمته:   2.8و 2.4محصورة بين القيمتين =
2.4+2.8

2
= 2.6 

 أما إذا كانت المعطيات مبوبة فيعطى الوسيط عندئذ بالعلاقة التالية:

𝑀𝑒 = 𝑎 +𝑚
∆

𝑛𝑒
 

 وسيطية: الحد الأدنى للفئة ال𝑎 حيث:

       𝑚  :طول الفئة 

      𝑛𝑒   الوسيطية: تكرار الفئة 

 الفرق بين ترتيب الوسيط والتكرار التجميعي الصاعد للفئة السابقة للفئة الوسيطية:  ∆       

 حدد الوسيط للسلسلة المعطاة في الجدول التالي:مثال: 

-90 الفئة 

99 

100-

109 

110-

119 

120-

129 

130-

139 

140-

149 

150-

159 

160-

169 

 المجموع

 80 2 3 7 13 25 16 9 5 تكرار الفئة

 ... 80 78 75 68 55 30 14 5 الصاعدكرار المجمع الت

 

∑ لدينا:  𝑓𝑖 = وحسب عمود التكرار المجمع  41و  40وبالتالي فإن الوسيط يقع بين القيمتين 80

 ( وعليه يكون لدينا:129-120الصاعد فإن تلك القيمة تقع في الفئة )

𝑀𝑒40 = 𝑎 +𝑚
∆

𝑛𝑒
=120+10

40−30

25
= 124 

𝑀𝑒41 = 𝑎 +𝑚
∆

𝑛𝑒
=120+10

41−30

25
= 124.4 

𝑀𝑒 =
𝑀𝑒40 +𝑀𝑒41

2
= 124.2 
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 المنوال هو أكثر القيم تكراراً بين أرقام السلسلة:  𝑴𝑶ثالثاً: المنوال

65، 65، 61، 70، 78، 78، 56، 56، 80، 65، 56، 61، 64إذا كانت لدينا القيم التالية:مثال:   

لأنها تكررت ثلاث مرات 65و 56القيم المنوالية هي:   

يكون لدينا:أما إذا كانت المعطيات مبوبة فيتم تحديد الفئة المنوالية التي يقابلها أكبر تكرار ف  

𝑀𝑂 = 𝐿 +
𝑑1

𝑑1 + 𝑑2
𝐻 

 : الحد الأدنى للفئة المنوالية𝐿 حيث:

       𝑑1  تكرار الفئة السابقة –: تكرار الفئة المنوالية 

      𝑑2   تكرار الفئة اللاحقة –: تكرار الفئة المنوالية 

       𝐻 طول الفئة : 

أوجد المنوال للمعطيات المبوبة المعطاة وفق الجدول التالي:مثال:   

259-230 المجموع  200-229  170-199  140-169  110-139  80-109  الفئات 

 𝑓𝑖التكرارات 26 78 122 34 14 8 282

 فيكون لدينا:

𝐿 =  : الحد الأدنى للفئة المنوالية140

       𝑑1 = 122 − 78 =  تكرار الفئة السابقة –: تكرار الفئة المنوالية  44

      𝑑2 = 122 − 34 =  تكرار الفئة اللاحقة –: تكرار الفئة المنوالية   88

       𝐻 =  : طول الفئة 30

𝑀𝑂 = 𝐿 +
𝑑1

𝑑1+𝑑2
𝐻=140+

44

(44+88)
30 = 150 

 : 𝑯 توافقيرابعاً: الوسط ال

قيمة هو العدد الذي يكون مقلوبه هو الوسط الحسابي لمقلوب تلك القيم، فإذا  𝑛الوسط التوافقي لـ 

, 𝑥1 كانت لدينا القيم التالية: 𝑥2 , … , 𝑥𝑛   
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 : فإن مقلوبها هو           
1

𝑥1
 ,
1

𝑥2
 , … ,

1

𝑥𝑛
   

 هو الوسط التوافقي فإن:𝐻إذا كان 

1

𝐻
=
1

𝑛
[
1

𝑥1
+
1

𝑥2
+ …+

1

𝑥𝑛
 ] 

𝐻 =
𝑛

[
1
𝑥1
+
1
𝑥2
+ …+

1
𝑥𝑛
 ]
=

𝑛

∑
1
𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

 

 حيث: 𝐻𝑝أما الوسط التوافقي المرجح هو

𝐻𝑝 =
∑𝑤𝑖

∑
𝑤𝑖
𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

 

 𝑤𝑖 الترجيح : 

 حيث:𝑄𝑝 والوسط التربيعي المرجح   𝑄كما يمكننا الحديث أيضاً عن الوسط التربيعي

𝑄2 =
1

𝑛
[𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
2] 

𝑄 = √
1

𝑛
[𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
2] 

𝑄𝑝 = √
∑𝑤𝑖 (𝑥𝑖)

2

∑𝑤𝑖
 

 :𝒙𝒈̅̅̅̅هندسيخامساً: الوسط ال

، وعليه فإن الوسط الهندسي  𝑛يعرف الوسط الهندسي بأنه الجذر النوني لمجموعة من القيم عددها

, 𝑥1وقيمها    𝑛لعينة حجمها 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 :هو 

𝑥𝑔̅̅ ̅ = √𝑥1 ∗ 𝑥2 ∗ … .∗ 𝑥𝑛
𝑛  

 وبإدخال اللوغاريتم يصبح لدينا:
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log 𝑥𝑔̅̅ ̅ =
1

𝑛
∑log𝑥𝑖 

في حالة المعطيات المبوبة فيكون لدينا:أما   

𝑥𝑔̅̅ ̅ = √𝑥1
𝑓1 ∗ 𝑥2

𝑓2 ∗ … .∗ 𝑥𝑛
𝑓𝑛

∑𝑓
 

log 𝑥𝑔̅̅ ̅ =
1

∑𝑓𝑖
∑𝑓𝑖 log 𝑥𝑖 

1.2،  1.5،  1.67،  2.0،  1.67أوجد الوسط الهندسي للقيم التالية: مثال:   

𝑥𝑔̅̅ ̅ = √(1.67). (2.0). (1.67). (1.5). (1.2)
5

 

log 𝑥𝑔̅̅ ̅ =
1

5
(log 1.67 + log 2.0 + log 1.67 + log 1.5 + log 1.2) 

log 𝑥𝑔̅̅ ̅ =
1

5
(0.2227 + 0.2227 + 0.301 + 0.1761 + 0.0079) = 0.20202 

𝑥𝑔̅̅ ̅ = 𝑒
0.20202 

مقاييس التشتت:-ب  

وسطهي تلك المقاييس التي تبحث عن حالة الانتشار التي تكون عليها المعطيات حول المت  

 ونذكر منها المدى والانحراف المتوسط والانحراف المعياري ومعامل الاختلاف

يعتبر المدى من أبسط مقاييس التشتت وهو عبارة عن الفرق بين أكبر قيمة :  𝑹أولاً: المدى

 وأصغر قيمة بين المعطيات المعنية فإذا كانت لدينا العينتين التاليتين:

1.11, 1.03, 0.94 , 1.00 , 0.92 ∶ 𝐴 

1.14, 0.91, 0.88 , 1.01 ,1.06 ∶ 𝐵 

𝑅𝐴 = 0.19  , 𝑅𝐵 = 0.26 

عد ترتيب القيم الربيعي وهو المدى بعد استبعاد أثر القيم المتطرفة، فبويمكن الحديث هنا عن المدى 

م المدى نكون أما تصاعدياً إذا استبعدنا الربع الأول والربع الأخير من القيم المرتبة تصاعدياً 

 الربيعي، أما إذا استبعدنا أول عشر وآخر عشر من المعطيات نكون أمام المدى العشري.
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د الأعلى للفئة وبة فإن القيمة التقديرية للمدى تكون عبارة عن الفرق بين الحإذا كانت المعطيات مب

 العليا والحد الأدنى للفئة الدنيا

 :  𝑫𝒎ثانياً: الانحراف المتوسط

 يعبر عن الانحراف المتوسط بالصيغة التالية:

𝐷𝑚 =
∑|𝑥𝑖 − 𝑥̅|

𝑛
 

بالصيغة:أما في حالة المعطيات المبوبة فنعبر عن الانحراف المتوسط عندئذ   

𝐷𝑚 =
∑𝐷𝑖𝑓𝑖
∑𝑓𝑖

 

𝐷𝑖 : حيث: = |𝑥𝑖 − 𝑥̅|قيم الانحرافات عن الوسط الحسابي 

    𝑥𝑖 مراكز الفئات : 

118، 127، 112، 108، 113أوجد الانحراف المتوسط للقيم التالية:  :1مثال  

𝑥̅ =
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
=
578

5
= 115.6 

𝐷𝑚 =
|118 − 115.6| + |127 − 115.6| + |112 − 115.6| + |108 − 115.6| + |113 − 115.6|

5
 

𝐷𝑚 =
2.4 + 11.4 + 3.6 + 7.6 + 2.6

5
=
27.6

5
= 5.52 

الي:مواأوجد الانحراف المتوسط لمعطيات الجدول ال :2مثال  
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𝐷𝑖𝑓𝑖 𝐷𝑖 𝑓𝑖𝑥𝑖 التكرار 

𝑓𝑖 

ةمركز الفئ  

𝑥𝑖 

 الفئة

 

266.14 38.02 56 7 8 2-14  

225.18 25.02 189 9 21 15-27  

144.24 12.02 408 12 34 28-40  

13.72 0.98 658 14 47 41-53  

125.82 13.98 540 9 60 54-66  

215.84 26.98 584 8 73 67-79  

279.86 39.98 602 7 86 80-92  

∑𝐷𝑖𝑓𝑖 = 1270.8 ....... ∑𝑓𝑖𝑥𝑖 = 3037 ∑𝑓𝑖 = 66 ....... ....... 

 

𝑥̅ =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖
∑𝑓𝑖

=
3037

66
= 46.01 

𝐷𝑚 =
∑𝐷𝑖𝑓𝑖
∑𝑓𝑖

=
1270.8

66
= 19.25 

بوبة لنصل بإيجاد الانحراف المعياري في حالة المعطيات غير الم سنبدأثالثاً: الانحراف المعياري: 

 الى حساب هذا الأخير في حالة المعطيات المبوبة

 في حالة المجتمع حيث:𝛿2  في حالة العينة وبـ  𝑆2 : يرمز لمربعه بـحالة المعطيات غير المبوبة-

𝑆2 =
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2

𝑛 − 1
  ,   𝛿2 =

∑(𝑥𝑖 − 𝑈)
2

𝑁
 

 فنجد:𝛿2  و    𝑆2ومن أجل إيجاد الانحراف المعياري يأخذ الجذر التربيعي لكل من 

𝑆 = √
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2

𝑛 − 1
  ,   𝛿 = √

∑(𝑥𝑖 − 𝑈)
2

𝑁
 

7، 3، 12، 8، 5أوجد الانحراف المعياري للقيم التالية: مثال:   
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𝑥̅ =
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
=
35

5
= 7 

(𝑥𝑖 − 𝑥̅) ∶ −2 , 1 , 5 , −4 , 0 /(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 ∶ 4 , 1 , 25 ,16 , 0 

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 = 46   , 𝑆 = √

∑(𝑥𝑖−𝑥̅)
2

𝑛−1
= √

46

4
= √11.5 = 3.39     

في هذه الحالة يمكن حساب الانحراف المعياري بالصيغة:حالة المعطيات المبوبة: -  

𝑆 =
√∑𝑓𝑖𝑥𝑖

2 (∑𝑓𝑖𝑥𝑖)
2

𝑛
𝑛 − 1

 

𝑛حيث: = ∑𝑓𝑖  

أوجد الانحراف المعياري لتكرارات الجدول الموالي: مثال:  

𝑥𝑖
2𝑓𝑖 𝑥𝑖

2 𝑓𝑖𝑥𝑖 التكرار 

𝑓𝑖 

ةمركز الفئ  

𝑥𝑖 

 الفئة

 

2916 729 108 4 27 22-32  

2664 1444 228 6 38 33-43  

24010 2401 490 10 49 44-54  

32400 3600 540 9 60 55-65  

20164 5041 284 4 71 66-76  

∑𝑥𝑖
2𝑓𝑖 = 88154 ....... ∑𝑓𝑖𝑥𝑖 = 1650 ∑𝑓𝑖 = 33 ....... ....... 

𝑆 =
√∑𝑓𝑖𝑥𝑖

2 (∑𝑓𝑖𝑥𝑖)
2

𝑛
𝑛 − 1

= 13.29 

 : (𝑽) رابعاً: معامل الاختلاف

أو أكثر عند  يعتبر معامل الاختلاف مقياساً مناسباً لمقارنة مقدار التشتت أو الاختلاف لمجموعتين  
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تين:اختلاف الوسط الحسابي واختلاف الوحدات القياسية ويعطى بإحدى الصيغتين التالي  

𝑉 =
𝑆

𝑥̅
∗ 100   , 𝑉 =

𝛿

𝑈
∗ 100 

حراف في مصنعي انتاج الأحذية خلال فترة شهر ومقدار الانكان معدل انتاج العامل الواحد مثال: 

 المعياري كما يلي:

   𝐴:   𝑆𝐴=1500   ,   𝑥̅𝐴=500المعمل 

   𝐵:   𝑆𝐵=1400   ,   𝑥̅𝐵=400المعمل 

 𝐵  من أكبر  𝐴فهل هذا يعني أن مقدار التشتت في

𝑉𝐴 =
𝑆𝐴
𝑥̅𝐴
∗ 100 =

1500

500
∗ 100 = 300    

𝑉𝐵 =
𝑆𝐵
𝑥̅𝐵
∗ 100 =

1400

400
∗ 100 = 350 

 𝐵  من رصغأ  𝐴في من النتائج يتبين لنا أن تشتت معدل انتاج العامل

أوجد أي من الدولتين المعبر عنهما في الجدول أقل تشتتاً في توزيع الدخول: 2مثال  

 الوحدة القياسية متوسط الدخل الانحراف المعياري

 )عملة الدولة(

 الدولة

 𝐴 باون 1300 850

 𝐵 دينار 2100 1100

𝑉𝐴 =
𝛿𝐴
𝑈𝐴
∗ 100 =

850

1300
∗ 100 = 65.38 

𝑉𝐵 =
𝛿𝐵
𝑈𝐵

∗ 100 =
1100

2100
∗ 100 = 52.38 

هي أكثر 𝐵 وبالتالي فإن   𝐴 هو أقل من 𝐵 في نستطيع القول أن التشتت النسبي في توزيع الدخل

 عدالة في توزيع الدخل على أفراد المجتمع
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الانتظار:نظرية صفوف -01-2  

كالمات ترجع بدايات هذه الطريقة الى المهندس الذي اهتم بدراسة وتحليل مشكلة الازدحام في الم

ل الى وتهدف الى التقليل من وقت وتكلفة الانتظار، وسنتطرق في هذا المدخ 1959الهاتفية سنة 

 مفهوم نظرية صفوف الانتظار والنموذج الرياضي لها

:الانتظارمفهوم نظرية صفوف -01-2-1  

مختلفة من تعرف طريقة صفوف الانتظار بأنها أسلوب يستخدم في معالجة مشاكل نظم الانتظار ال

فة التأخير في حيث احتمالية وصول الزبائن المستفيدين من الخدمة وطريقة تقديم الخدمة وفترة وكل

 الانتظار، وتسمح نظرية صفوف الانتظار بالإجابة على أسئلة متخذ القرار التالية28:

لانتظارما هو معدل وقت انتظار الزبائن في خط ا-  

ما هو معدل وقت تقديم الخدمة للزبون-  

ما هو متوسط عدد الزبائن في خط الانتظار-  

ما هو متوسط عدد الزبائن في النظام-  

ما هو احتمال وجود عدد معين من الزبائن في النظام-  

النموذج الرياضي لصفوف الانتظار:-01-2-2  

وأسلوب  تظهر النماذج الرياضية لصفوف الانتظار في عدة أشكال وذلك راجع لنوع نظام الانتظار

 وصول الوحدات وطريقة تقديم الخدمة، وسنركز هنا على النموذجين التاليين:

نموذج صف انتظار واحد ومركز خدمة واحد بمرحلة واحدة -  

 نموذج صف انتظار واحد وأكثر من مركز واحد للخدمة -

                                                           
 للاطلاع أكثر أنظر: -28 

 .259، ص2010للنشر والتوزيع، الأردن،  حسين محمود الجناني، الأحدث في بحوث العمليات، دار الحامد-

 .447، ص2004الأعمال، مؤسسة الوراق للنشر، الأردن،  إدارةمحمود العبيدي ومؤيد عبد الحسين الفضل، بحوث العمليات وتطبيقاتها في -

 266-.247حسين علي مشرقي وزياد عبد الكريم القاضي، بحوث العمليات، مرجع سابق، ص-
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قبل استعراض النموذجين المشار اليهما أعلاه نتطرق الى مجموعة من الرموز المستخدمة في هذه 

 النماذج وهي كما يلي:

𝑁 عدد الوحدات في النظام : 

𝜆 )معدل الوصول )معدل الوحدات الواصلة للنظام خلال وحدة زمنية : 

 𝑢 : ل وحدة زمنية(معدل الخدمة )معدل عدد الوحدات التي تحصل على الخدمة خلا 

𝑃𝑛 احتمال وجود العدد :(n)   من الوحدات في النظام 

𝑃0 )احتمال عدم وجود وحدات في النظام )معامل عدم الاستخدام : 

𝑃 احتمال وجود العدد : (n)   )من الوحدات في النظام خلال فترة زمنية )معامل الاستخدام 

  𝐿𝑠عدد الوحدات المتوقع في النظام : 

  𝐿𝑄 :عدد الوحدات المتوقع في خط الانتظار 

𝑊𝑠 الزمن الذي تستغرقه الوحدة في النظام : 

𝑊𝑄 الزمن الذي تستغرقه الوحدة في خط الانتظار : 

𝐾 عدد قنوات الخدمة : 

نموذج صف انتظار واحد وقناة خدمة واحدة:-أ  

.𝑀.𝑀)يرمز لهذا النموذج بالرمز  ومن أهم شروطه ما يلي: (1

 خلال وحدة زمنية(𝜆) بمقدار (𝑝𝑜𝑖𝑠𝑜𝑛) معدل وصول الوحدات يتبع توزيع بواصون -1

 خلال وحدة زمنية(𝑢) بمقدار   (𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙)معدل تقديم الخدمة يتبع التوزيع الأسي-2

𝑢 معدل الخدمة أكبر من معدل الوصول-3 > 𝜆   

 أولاً  طريقة تقديم الخدمة هي الواصل أولاً يخدم-4

 طاقة النظام غير محدودة-5

 عدد طالبي الخدمة غير محدود-6

 يستخدم هذا النموذج مجموعة من العلاقات لتحليل النظام نوجزها فيما يلي:

𝑃:معامل الاستخدام-1 =
𝜆

𝑢
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𝑃0  :معامل عدم الاستخدام-2 = 1 − 𝑃  

𝑃𝑛  :من الوحدات في النظام   (n)احتمال وجود العدد-3 = (
𝜆

𝑢
)𝑛. 𝑃0   

𝐿𝑠 :عدد الوحدات المتوقع في النظام-4 =
𝜆

𝑢−𝜆
   

𝐿𝑄 :عدد الوحدات المتوقع في خط الانتظار-5 =
𝜆2

𝑢(𝑢−𝜆)
   

𝑊𝑠 :متوسط الوقت الذي تستغرقه الوحدة في النظام-6 =
1

𝑢−𝜆
   

𝑊𝑄 :متوسط الوقت الذي تستغرقه الوحدة في خط الانتظار-7 =
𝜆

𝑢(𝑢−𝜆)
   

 النموذج من خلال المثال التالي:نستعرض هذا 

من أجل بيع تذاكر لقاء كرة القدم خصصت إدارة الملعب شباك واحد لهذا الغرض وكان  مثال:

 زبون/ساعة24زبون/ساعة ومعدل الخدمة 15معدل وصول الزبائن 

 ما هو احتمال أن يكون الشباك شاغرا؟ً-1: المطلوب

ما هو متوسط عدد الزبائن في الشباك وفي خط الانتظار؟-2              

ما هو متوسط الوقت الذي يستغرقه الزبون في خط الانتظار؟-3              

ما هو متوسط الوقت الذي يستغرقه الزبون في النظام؟-4              

ما هو احتمال وجود ثلاث زبائن في الشباك؟ -5              

 الحل:

𝜆احتمال أن يكون الشباك شاغراً: لدينا: -1 = ,  كم/سا 15 𝑢 =       كم/سا  24

𝑃 =
𝜆

𝑢
=
15

24
=
5

8
= 0.62   , 𝑃0 = 1 − 𝑃 = 1 −

5

8
=
3

8
= 0.38 

:متوسط عدد الزبائن في الشباك-2  

𝐿𝑠 =
𝜆

𝑢 − 𝜆
=

15

24 − 15
=
15

9
=
5

3
= 1.66 

  :متوسط عدد الزبائن في خط الانتظار

𝐿𝑄 =
𝜆2

𝑢(𝑢 − 𝜆)
=
(15)2

24 ∗ 9
= 1.04 

:متوسط الوقت الذي يستغرقه الزبون في خط الانتظار-3  
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𝑊𝑄 =
𝜆

𝑢(𝑢 − 𝜆)
=

15

24 ∗ 9
=

5

8 ∗ 9
= 0.069 

:متوسط الوقت الذي يستغرقه الزبون في النظام-4  

𝑊𝑠 =
1

𝑢 − 𝜆
=
1

9
= 0.11 

 احتمال وجود ثلاث زبائن في الشباك:-5

𝑃3 = (
𝜆

𝑢
)3. 𝑃0 = (

15

24
)3 ∗

3

8
= 0.24 ∗ 0.38 = 0.09 

وقنوات متعددة:نموذج صف انتظار واحد -ب  

قناة خدمة وحيدة أي قناتين فأكثر من القنوات التي تقدم نفس يفترض هذا النظام وجود أكثر من 

 الخدمة للزبائن ويفترض هذا النموذج ما يلي:

 معدل الوصول يتبع قانون بواصون-

 معدل أوقات الخدمة يتبع القانون الأسي-

 من يأتي أولاً يخدم أولاً -

-  𝐾 الخدمة : عدد قنوات 

 وتستخدم في هذا النموذج العلاقات الرياضية التالية:

𝑃 معامل الاستخدام:-1 =
𝜆

𝐾.𝑢
   

𝑃0احتمال عدم وجود وحدات في النظام:-2 = ∑
[𝜆 𝑢⁄ ]

𝑛

𝑛!
𝐾−1
𝑛=0 +

[𝜆 𝑢⁄ ]
𝐾

𝐾!(1−𝜆 𝑢⁄ )
   

      من الوحدات في النظام: (𝑛) احتمال وجود العدد -3

𝑃𝑛 =
[𝜆 𝑢⁄ ]

𝑛

𝑛!
𝑃0  ,    من أجل 𝑛 ≤ 𝐾 

𝑃𝑛 =
[𝜆 𝑢⁄ ]

𝑛

𝑘!𝐾𝑛−𝐾
𝑃0  ,    من أجل 𝑛 > 𝐾 

 

𝐿𝑄 معدل عدد الوحدات في خط الانتظار:-4 =
𝑃0[

𝜆
𝑢⁄ ]
𝐾

𝑘!(1−𝑃)2
𝑃   

𝐿𝑠 :معدل عدد الوحدات في النظام-5 = 𝐿𝑄 +
𝜆

𝑢
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𝑊𝑄 :معدل الوقت الذي تستغرقه الوحدة في خط الانتظار-6 =
𝐿𝑄

𝑢
    

𝑊𝑠 في النظام:معدل الوقت الذي تستغرقه الوحدة -7 = 𝑊𝑄 +
𝜆

𝑢
    

 سنوضح هذا النموذج من خلال المثال التالي:

 18الوصول في احدى محطات البنزين يتبع توزيع بواصون بمتوسط قدره  إذا كان معدل مثال:

دقائق للسيارة  10سيارة في الساعة وأن وقت تقديم الخدمة يتبع التوزيع الأسي بمتوسط قدره 

 ع مضخات للوقودالواحدة وأن هناك أرب

 أجب عن الأسئلة التالية: المطلوب:

 ؟    𝑃0ما هو احتمال حالة التوازن-1 

𝑛ما هو احتمال وجود -2 < 𝐾 من العناصر في النظام )عدد القنوات أكبر من عدد العناصر(؟ 

 ما هو متوسط عدد الزبائن في خط الانتظار؟-3

 الحل:

𝐾لدينا:        = 4  , 𝑢 =
60

6
= ,  سيارة /سا 10 𝜆 =  سيارة /سا 18

𝐾 ∗ 𝑢 > 𝜆    , 6 ∗ 4 >  محققة  18

  : من الجدول القيمة المقابلة لـ   𝑃0احتمال حالة التوازن-1
𝜆

𝑢∗𝜆
=

18

24
= هي:   4وعدد القنوات 0.75

𝑃0ومنه: 0.0355 = 0.355   

𝑛احتمال وجود  -2 < 𝐾  من العناصر في النظام )عدد القنوات أكبر من عدد العناصر( في هذه

 الحالة يكون لدينا ما يلي:

𝑃𝑛 =
[𝜆 𝑢⁄ ]

𝑛

𝑛!
𝑃0 

𝑃1 =
[18 6⁄ ]

1

1!
0.0355 = 0.113 

𝑃2 =
[18 6⁄ ]

2

2!
0.0355 = 0.159 

𝑃3 =
[18 6⁄ ]

3

3!
0.0355 = 0.159 

 متوسط عدد الزبائن في خط الانتظار:-3
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𝐿𝑄 =
𝑃0[
𝜆
𝑢⁄ ]
𝐾

𝑘! (1 − 𝑃)2
𝑃 =

0.0355[18 6⁄ ]
4
(
18
24
)

4! (1 −
18
24
)2

=   سيارة 1.52

 
 :)المباريات( نظرية الألعاب-10-3

( وفي 1921خلال الحرب العالمية الأولى )𝐸𝑚𝑖𝑙𝑒 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙 ظهرت هذه النظرية على يد الفرنسي 

بتطوير هذه النظرية، وسنتطرق الى هذه النظرية من 𝑉𝑜𝑛 𝑁𝑒𝑢𝑚𝑜𝑛𝑛 ( قام الهولندي 1928سنة )

والعلاقات الرياضية لكل من اللاعب الأول  مدلولها والتعريف بمصفوفة الدفعخلال عرض 

 الثانيو

 مدلول نظرية الألعاب )المباريات(:-10-3-1

تعني كلمة مباراة المنافسة النشطة بين جهتين أو أكثر وفقاً لقاعدة محددة مسبقاً، وتستخدم في 

على مجموعة من  نظرية الألعابوتقوم ، 29المنافسة بين الشركات في تحديد أسعار المنتجات

الافتراضات هي أن الهدف الإنساني هو تحقيق أقصى عائد أو أدنى خسارة، وأن الإنسان يتصرف 

 من واقع المنطق والعقلانية، وأن الشخص الآخر في الطرف المنافس ينتهج نفس هذه القواعد.

ت في حالة المراهنات والمنافسة ونظرية المباريات أو الألعاب عبارة عن دراسة للاستراتيجيا

أو أكثر يسمى كل منهما )سواء كانوا فردين أو شركتين أو دولتين( والمواجهة بين طرفين 

باللاعب، وأمامهم فرص لاختيار بدائل متاحة لهم، حيث أن كل بديل يؤثر على قيمة ما يحققه 

ف يحاول الحاق أكبر ونتيجة ذلك يحدث تعارض في الأهداف وكل طراللاعب الأخر من عائد، 

 .خسارة بالطرف الثاني، كما أن كل طرف حر في اختيار الاستراتيجية التي تناسبه

 ان حالة المنافسة والصراع بين اللاعبين تؤدي الى تشكيل ما يعرف بمصفوفة الدفع

 مصفوفة الدفع وقواعد اختزالها:-10-3-2

 مقدار ما يدفعه اللاعب الثاني للاعب الأول فيبأنها 𝑝𝑎𝑦 𝑜𝑓𝑓 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 تعرف مصفوفة الدفع 

                                                           
 أنظر:للاطلاع أكثر  -29 

 .322، ص2008دلال صادق وحميد ناصر القتال، بحوث العمليات، دار اليازوري للنشر والتوزيع، الأردن، -
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 :30حالة فوز هذا الأخير باستراتيجية معينة وتأخذ الصيغة التالية 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] = [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛
] 

𝑗 حيث: = 1 ,2 , … , 𝑛   , 𝑖 = 1 , 2 , … ,𝑚  

عبارة عن قرارات اللاعب الأول هي عبارة عن أسطر مصفوفة الدفع وقرارات اللاعب الثاني 

يمكن اختزال مصفوفة الدفع بعدد الأسطر أو عدد الأعمدة، مع العلم أن المصفوفة أعمدتها، و

 المختزلة تعبر عن تطلعات اللاعب الأول والثاني

الاختزال بعدد الأسطر: إذا كان سطر في المصفوفة جميع عناصره أكبر أو يساوي عناصر سطر -

 الآخر آخر فيمكن عندئذ استبعاد عناصر السطر

الاختزال بعدد الأعمدة: إذا كان عمود في المصفوفة جميع عناصره أصغر أو يساوي عناصر -

 عمود آخر فيمكن عندئذ استبعاد العمود الآخر

 اختزل مصفوفة الدفع التالية الى أقل حجم ممكن مثال:

 

 

 

 

مسيطرالاختزال بعدد الأسطر 

ستبعد

⇐ (
6
3

2
4

8
5

2 3 4
)  (

6 2 8
3 4 5

) ⇐ 

 ⇐الاختزال بعدد الأعمدة 
مسيطر        مستبعد

(
6   2       8
3    4      5

)
  (

6 2
3 4

) ⇐ 

 

                                                           
 للاطلاع أكثر أنظر: -30 

 .320الأعمال، مرجع سابق، ص إدارةمحمود العبيدي ومؤيد عبد الحسين الفضل، بحوث العمليات وتطبيقاتها في  -

 

  ثانياللاعب ال

𝑦3 𝑦2 𝑦1  اللاعب 
 𝑥1 6 2 8 ولالأ

5 4 3 𝑥2 
4 3 2 𝑥3 
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 العلاقات الرياضية للاعب الأول والثاني:-10-3-3

 : مصفوفة الدفع  ،  [𝑎𝑖𝑗]: اللاعب الثاني  ، 𝑝2 : اللاعب الأول ،   𝑝1: نفترض

  𝑉1 قيمة الربح للاعب الأول : ، 𝑉2قيمة الربح للاعب الثاني : 

 وفيما يلي العلاقات الرياضية لكل من اللاعب الأول والثاني

 فإن : 𝑎𝑖𝑗اللاعب الأول: إذا كانت لدينا مصفوفة الدفع 

 بمعنى: ،يسعى الى تدنية العوائد التي يحصل عليها اللاعب الأول  (𝑗)اللاعب الثاني-

Min
𝑗
(𝑎𝑖𝑗) 

 بمعنى: تعظيم أقل ربح يمكن أن يحصل عليه،  يسعى الى  (𝑖)لأولاللاعب ا-

Max
𝑖
Min
𝑗
(𝑎𝑖𝑗) 

 قيمة اللعبة أو المنافسة للاعب الأول هي:

𝑉1 = Max
𝑖
Min
𝑗
(𝑎𝑖𝑗) 

 فإن : 𝑎𝑖𝑗اللاعب الثاني: إذا كانت لدينا مصفوفة الدفع 

 يسعى الى تعظيم العوائد التي يمكن أن يحصل عليها،  بمعنى:  (𝑖)اللاعب الأول-

Max
𝑖
(𝑎𝑖𝑗) 

 يسعى الى تدنية أكبر عائد يمكن أن يحصل عليه اللاعب الأول، بمعنى:  (𝑗)اللاعب الثاني-

Min
𝑗
Max
𝑖
(𝑎𝑖𝑗) 

 الأول هي: الثانيقيمة اللعبة أو المنافسة 
𝑉2 = Min

𝑗
Max
𝑖
(𝑎𝑖𝑗) 

متنافستان )لاعبان( تسعيان الى طرح ثلاث أنواع من المنتوجات في السوق وفق مثال: منشأتان 
 مصفوفة الدفع التالية:

 

 

 

 

  𝑉2 و𝑉1 حدد  المطلوب:

  𝑝2 ثانياللاعب ال

𝑦3 𝑦2 𝑦1  اللاعب 
 ولالأ

𝑝1 
0 6 12 𝑥1 
-4 -12 8 𝑥2 

-12 -16 8 𝑥3 
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𝑉1 = Max
𝑖
Min
𝑗
(𝑎𝑖𝑗) = 0 

𝑉2 = Min
𝑗
Max
𝑖
(𝑎𝑖𝑗) = 0 

 يمكن أن نحصي في حالات الألعاب الأنواع التالية:

اللعب على أساس نقطة الالتقاء: وتحوي استراتيجية وحيدة لكل لاعب من اللاعبين وتتميز -أ

𝑉1بالصيغة:  = 𝑉2 

اللعب على أساس الاستراتيجيات المختلطة: وتتميز باحتوائها على أكثر من استراتيجية وتحوي -ب

 الاستراتيجيات التالية:

 الثاني ويعبر عنها بالصيغة التالية:خسارة أولاً: اللعب على أساس أن ربح الأول هو 

𝑉1 + 𝑉2 = 0 ⇒ 𝑉1 = −𝑉2 

 ثانياً: اللعب على أساس أن ربح الأول لا يساوي ربح الثاني ويعبر عنها بالصيغة التالية:

𝑉1 ≠ 𝑉2 

 لمصفوفات الدفع التالية مع تحديد العلاقة بينهما 𝑉2 و𝑉1 أوجد  مثال:

 

 

 

 

 

𝑉1 = 𝑉2 = 0 
 
 
 
 

  𝑝2 ثانياللاعب ال

𝑀𝑖𝑛 𝑦3 𝑦2 𝑦1  اللاعب 
 ولالأ

𝑝1 
0 0 6 12 𝑥1 

-12 -4 -12 8 𝑥2 
-16 -12 -16 8 𝑥3 

…. 0 6 12 𝑀𝑎𝑥 

 المصفوفة الأولى 𝑝2 ثانياللاعب ال

𝑀𝑖𝑛 𝑦3 𝑦2 𝑦1  اللاعب 
 الأول

𝑝1 
0 0 6 12 𝑥1 

-12 -4 -12 8 𝑥2 
-16 -12 -16 8 𝑥3 

…. 0 6 12 𝑀𝑎𝑥 
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𝑉1 = Max
𝑖
Min
𝑗
(𝑎𝑖𝑗) = −2 

𝑉2 = Min
𝑗
Max
𝑖
(𝑎𝑖𝑗) =  2 

𝑉1 = −𝑉2 

 

 

 

 

 

𝑉1 = Max
𝑖
Min
𝑗
(𝑎𝑖𝑗) = −1 

𝑉2 = Min
𝑗
Max
𝑖
(𝑎𝑖𝑗) =  2 

𝑉1 ≠ 𝑉2 

 
 شجرة القرار:-10-4

الكثير من  للعناصر المرتبطة بمشكلة القرار يحويبياني  بأنها تمثيلشجرة القرارات  عرفت

وسنستعرض شجرة القرار من خلال عرض الأفعال أو البدائل الممكنة ومن حالات الطبيعة 

 مكونات شجرة القرار وكيفية استخدامها

 مكونات شجرة القرار:عرض -10-4-1

حيث تشير المربعات في هذه  ،وتتشكل شجرة القرار من مربعات ودوائر وأسهم تصل بينها 

الشجرة إلى المواقع التي يتخذ فيها القرار أما العقد الدائرية فتشير إلى المواقع التي تظهر فيها 

المتوقعة لحالات  حالات الطبيعة وهناك أسهم تصل بين المربعات ويوضع عليها الاحتمالات

 المصفوفة الثانية 𝑝2 الثانياللاعب 

𝑀𝑖𝑛 𝑦3 𝑦2 𝑦1  اللاعب 
 ولالأ

𝑝1 
-4 10 3 -4 𝑥1 
-3 -3 -3 2 𝑥2 
-2 8 5 -2 𝑥3 

…. 10 5 2 𝑀𝑎𝑥 

 المصفوفة الثالثة 𝑝2اللاعب الثاني 

𝑀𝑖𝑛 𝑦3 𝑦2 𝑦1  اللاعب 
 ولالأ

𝑝1 
-2 10 3 -2 𝑥1 
-3 0 -3 2 𝑥2 
-1 8 5 -1 𝑥3 

…. 10 5 2 𝑀𝑎𝑥 
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الطبيعة أما القيم النهائية المعروفة بالعوائد ) نتائج القرار ( توضع في نهاية الأسهم المعبرة عن كل 

 .31نتيجة نحصل عليها من كل حالة من حالات الطبيعة

 المواقع التي يتم اتخاذ قرار فيها          

 العقد الدائرية هي التي تظهر فيها حالات الطبيعة   

 سهم يوضع عليه الاحتمالات المتوقعة لحالات الطبيعة  

R      العائد المتوقع من كل بديل يوضع في نهاية السهم 

وعليه نجد شجرة القرار )مثلاً شجرة القرار للاختيار بين انشاء مصنع كبير أو مصنع صغير( 

 تأخذ الشكل التالي: 

 

 استخدام شجرة القرار:-10-4-2

القرارات عندما يكون هناك صعوبة أمام متخذ القرار ببناء جدول النتائج الشرطية تستخدم شجرة 

شجرة القرار بعرض  تسمحو ،سواء كان معبراً عن هذه النتائج بالأرباح أو الخسائر أو المنفعة

بالمرور التراجعي، أي تقييم البدائل المختلفة وتحليلها واستخراج البديل الأفضل باستخدام ما يسمى 

البدائل باستخدام معيار  القيمة المالية المتوقعة في نهاية الشجرة وصولاً الى عقدة القرار في بداية 

                                                           
 الأردن  . دار المسيرة -القرارات الإدارية ) مدخل كمي في الإدارة ( . عمان حسن علي مشرقي . نظرية  - 31



 
 
 
 

120 
 

الشجرة وأثناء التراجع يتم اسقاط البديل الذي لا يملك فرصة للمنافسة في المرحلة اللاحقة ووضع 

 رصة للمنافسة علامة على مساره لتمييز البدائل التي تمتلك ف

 مثال:

 2003شركة صناعية لديها بديلين في بداية عام  

  و.ن( مليون  4البديل الأول تكلفته ) -

  و.نمليون  11) البديل الثاني تكلفته )-

 

 لدى الشركة البدائل التالية :   2004في بداية عام 

لبديل كما هو  أو تطوره أما تبقي ا 2003في حال اختيار البديل الأول وكان الطلب مرتفعا خلال 

 . و.ن( مليون  ( 4بتكلفة قدرها 

فإما تبقي البديل كما هو أو تخفض طاقته الإنتاجية بتكلفة  2003أما إذا كان الطلب منخفضا خلال 

 . و.ن( مليون  ( 1

إما أن تبقي البديل كما هو أو  2003في حال اختيار البديل الثاني وكان الطلب منخفضا خلال 

  و.ن.(مليون  ( 1تخفض طاقته الإنتاجية بتكلفة 

 . و.ن(مليون  ( 3أما إذا كان الطلب مرتفعا فإما تبقي البديل كما هو عليه أو تطوره بتكلفة 

 قدرت العوائد على النحو الوارد في الجدول المرافق :وقد 

 

  

     

 

 

 

 

البديل 
 الثاني 

 الطلب

 مرتفع  منخفض 

 8 6 دون تعديل

 10 8 بعد التطوير

بعد 
 التخفيض

7 9 

 الطلب البديل الأول

 منخفض  مرتفع 

 3 4 دون تعديل

بعد 
 التخفيض

5 4 

 5 7 بعد التطوير
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(  ومنخفضاً باحتمال  0.5باحتمال قدره)  2003تتوقع الشركة أن الطلب سيكون مرتفعاً خلال 

( .خبرة الشركة أثبتت إذا كان الطلب مرتفعاً في العام الحالي سيكون كذلك في العام 0.5 قدره ) 

(وإذا كان الطلب منخفضاً في العام  0.4( ومنخفضاً باحتمال قدره ) 0.6التالي باحتمال قدره) 

 ( ( 0.3(ومرتفعاً باحتمال قدره   0.7الحالي سيكون كذلك في العام التالي باحتمال قدره )

 ب:المطلو

 . 2004مساعدة الشركة باختيار البديل المناسب مع العلم أن الشركة تنهي عملها في نهاية 

 : الحل

 نبدأ برسم عقدة القرار ثم تفرع بعدد البدائل ثم من كل بديل نرسم عقدة الحالات الطبيعية

  فكانت لدينا شجرة القرار التالية:
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أخر عقدة إلى أول عقدة بالترتيب أي من اليمين نحسب كل عقدة على حدة وذلك من النهاية أ من 

 م الأعلى ) الأعظمي  (إلى اليسار ونبدأ بالحساب من النقطة ذات الرق

R15 = ( 0.3 * 8 ) + ( 0.7 * 6 ) = 6.6  

R14 =   ( 0.3 * 9 ) + ( 0.7 * 7 ) = 7.6 

R13 =   ( 0.6 * 8 ) + ( 0.4 * 6 ) = 7.2 

R12 =   ( 0.6 * 10 ) + ( 0.4 * 8 ) = 9.2 

R11 =   ( 0.3 * 4 ) + ( 0.7 * 3 ) = 3.3 

R10 =   ( 0.3 * 5 ) + ( 0.7 * 4 ) = 4.3 

R9 =   ( 0.6 * 4 ) + ( 0.4 * 3 ) = 3.6 

R8 =   ( 0.6 * 7 ) + ( 0.4 * 5 ) = 6.2 

 : الاحتمال * النتائج ونأخذ مجموع حالات الطبيعةعند الدائرة

                                              7.6 – 1 = 6.6  

  R7              نختار أحد البديلين  

                                6.6   –  0 = 6.6 

  

                                                      7.2 – 0 = 7.2 

  

  R6    نختار هذا البديل         

                                 9.2 –  3 = 6.2  

 

                                      3.3 – 0 = 3.3 

 R5    نختار أحد البديلين  

                                    4.3 –  1 = 3.3 

 

 



 
 
 
 

123 
 

                                  3.6 – 0 = 3.6 

 R4    نختار هذا البديل 
           

                                  6.2 –  4 = 2.2 

R3 =  (6.6 + 6 ) * 0.5  +  (7.2 + 8  ) * 0.5  = 13.9 

R2 =  (3.3 + 3 ) * 0.5  +  (3.6 + 4 ) * 0.5  = 6.95 

 

 

                                   13.9 – 11 = 2.9 

  R1    نختار هذا البديل  

                                 6.95 – 4 = 2.95 

( لأنه يحقق عائد اكبر ومقداره مليون  4  أي الشركة تقوم باختيار البديل الأول ذو التكلفة )

 . و.ن  مليون  2.95

 نماذج تسيير المخزون:-10-5

 التخزين هو ادخار الفائض عن الحاجة من المنتوج وتتمثل المخزونات في المواد الأولية أو

يجب اتخاذها ، لكل هذه المخزونات تكلفة وقرارات مناسبة ةتامالالصنع أو نصف  ةتام اتمنتوجال 

، وهذا يتأتى من استخدام النماذج فهااهدأالمؤسسة في تحقيق  حتى تساعد)متى وكم نخزن( 

 الرياضية لتسيير المخزون

 هدف نماذج تسيير المخزون:-10-5-1

 التقليل أو تدنية المخاطر المتعلقة بانقطاع التموين الذي يؤدي  تهدف نماذج تسيير المخزون الى

مثل للمخزون يجب معرفة ما أبدوره الى توقف دورة الإنتاج، ولذلك فإنه من أجل ضمان تسيير 

 عدد مرات التموين-يلي: 

 أزمنة التسليم-      

 )كما يبين ذلك الشكلين التاليين(مستويات مخزون الأمان-      
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 لتسيير المخزون𝑊𝑖𝑙𝑠𝑜𝑛 وسنقتصر هنا على نموذج  

 

 لتسيير المخزون:𝑾𝒊𝒍𝒔𝒐𝒏 نموذج  -10-5-2

 يعتمد هذا النموذج على الفرضيات الثلاثة الأساسية التالية:

 الكمية المطلوبة ثابتة-

 الزمن مقسم الى فترات )أجزاء ثابتة(-

 لا يوجد انقطاع في التخزين-

 الإجابة عن السؤال: متى ؟ وكم؟يبحث النموذج عن 

 + التخزين وعليه فإن: الشراء = نعلم أن: التموين

 (𝐶𝑠) + تكلفة التخزين (𝐶𝑎)تكلفة الشراء =(𝐶𝑇) تكلفة التموين

كما أن (Q) وتحوي كل طلبية الكمية   (𝑁)خلال فترة محددة  عددها تقوم المؤسسة بعدة طلبيات 

 وعليه نستطيع أن نكتب: (D)هواجمالي الطلبيات خلال السنة 

𝐷 = 𝑄 ∗ 𝑁 ⇒ 𝑁 =
𝐷

𝑄
⇒ 𝑄 =

𝐷

𝑁
 

 :نعبر عن تكلفة الشراء بالصيغةتكلفة طلبية واحدة نستطيع عندئذ أن  (𝑐𝑎)فإذا كانت: 
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𝐶𝑎 = 𝑐𝑎 ∗ 𝑁 = 𝑐𝑎 ∗
𝐷

𝑄
 

) وإذا كانت: 
𝑄

2
نسبة التخزين، نستطيع عندئذ أن (%𝑡) سعر الوحدة و  (𝑢𝑥)متوسط المخزون و(

 تكلفة التخزين بالصيغة:نعبر عن 

𝐶𝑠 = (
𝑄

2
) ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% = (

𝐷

2𝑁
) ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% 

𝐶𝑇      :ينموتكلفة الت نعلم أن = 𝐶𝑠 + 𝐶𝑎  

𝐶𝑇بدلالة عدد الطلبيات:       = (
𝐷

2𝑁
) ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% + 𝑐𝑎 ∗ 𝑁 

𝐶𝑇بدلالة الحجم الاقتصادي:     = (
𝑄

2
) ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% + 𝑐𝑎 ∗

𝐷

𝑄
 

)المشتقة الأولى بالنسبة للمتغير تكون ين موالتي تدنئ تكاليف الت ∗𝑁 و ∗𝑄نبحث عن قيمتي 

 معدومة( فيكون لدينا ما يلي:

𝐶𝑇: بدلالة عدد الطلبيات = (
𝐷

2𝑁
) ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% + 𝑐𝑎 ∗ 𝑁 

𝜕𝐶𝑇
𝜕𝑁

= 0 ⇒ 𝑐𝑎 − (
𝐷

2𝑁2
) ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% = 0 ⇒ 2𝑁2𝑐𝑎 = 𝐷 ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% 

𝑁∗ = √
𝐷 ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡%

2𝑐𝑎
 

𝐶𝑇:    بدلالة الحجم الاقتصادي = (
𝑄

2
) ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% + 𝑐𝑎 ∗

𝐷

𝑄
 

𝜕𝐶𝑇
𝜕𝑄

= 0 ⇒
𝑢𝑥 ∗ 𝑡%

2
−
𝐷 ∗ 𝑐𝑎
𝑄2

= 0 ⇒ 2𝐷 ∗ 𝑐𝑎 = 𝑄
2 ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% 

𝑄∗ = √
2𝐷 ∗ 𝑐𝑎
𝑢𝑥 ∗ 𝑡%

 

، المؤسسة تحتاج الى كمية (a)باستخدام مواد أولية  (𝐵): مؤسسة إنتاجية تقوم بإنتاج منتوجمثال

  دج ونسبة التخزين هي30. إذا علمت أن تكلفة طلبية واحدة هي    (a)وحدة يومياً من 100تقدر بـ 

𝑡 = 20% 

 حدد معادلات التكاليف-

مع العلم أن المؤسسة تعمل لمدة   ∗𝑄والكمية الاقتصادية المثلى  ∗𝑁أحسب عدد الطلبيات الأمثل-

 يوم 300
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 الحل:

 تحديد المعادلات:-1

𝐶𝑎 = 𝑐𝑎 ∗ 𝑁 = 30𝑁 

𝐶𝑠 = (
𝐷

2𝑁
) ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡% =

(300 ∗ 100)0.2

2𝑁
=
3000

𝑁
 

𝐶𝑇 = 𝐶𝑠 + 𝐶𝑎 = 30𝑁 +
3000

𝑁
 

 ∗𝑄والكمية الاقتصادية المثلى  ∗𝑁الطلبيات الأمثلحساب عدد -2

𝑁∗ = √
𝐷 ∗ 𝑢𝑥 ∗ 𝑡%

2𝑐𝑎
= √

300 ∗ 100 ∗ 0.2

2 ∗ 30
= √

6000

60
= 10 

𝑄∗ =
𝐷

𝑁∗
=
30000

10
= 3000 

 

 الأساليب الإحصائية لقياس الجودة:-10-6

هناك مجموعة من الأساليب الإحصائية لقياس الجودة وهي تشمل في الأساس جانبين هما 

   وتعرف بـ وعينة أو خطة المعاينة 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙𝑒 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑡𝑠مخططات أو خرائط السيطرة 

 𝐴𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑆𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 د من الحدوضوكلاهما يهدف الى الـتأكد من توفر النوعية القياسية

 .الاقتصادية الممكنة

هي عبارة عن شكل بياني يتكون من ثلاث أعمدة أفقية )خط الحد مخططات السيطرة: -10-6-1

.𝑈"الأعلى للسيطرة 𝐶. 𝐿"   القياس-، الخط المركزي-  "𝐶. 𝐿" خط الحد الأدنى للسيطرة ، 

"𝐿. 𝐶. 𝐿"  كما (، يتم أخذ عينات من الوحدات المنتجة بصورة دورية وتعيينها على الرسم البياني(

لمعرفة إذا كان هناك تباين في العينات لأن وقوع عينة خارج هذه يبين ذلك المنحنيين المواليين( 

 الحدود سيؤدي الى رفضها.
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 أمام الحالتين التاليتين:سنتطرق في عملية قياس الجودة الى اختبار الفروض ونكون عندئذ 

يمكن أن نرفض فرضية أن عملية الإنتاج هي تحت السيطرة بينما كان يجب قبولها فعندئذ نقع -

وينتج عن ذلك البحث عن مشكل غير موجود  (𝛼) أمام خطأ من النوع الأول ويرمز له بالرمز

 أصلاً وهو ما يؤدي بنا الى زيادة التكلفة وتضييع الوقت.

قبلنا فرضية أن عملية الإنتاج هي تحت السيطرة بينما كان يجب رفضها فعندئذ نقع أمام أما إذا -

وينتج عن ذلك إغفال وجود مشكلة، وكحل لهذا   (𝛽)خطأ من النوع الثاني ويرمز له بالرمز

كحدي سيطرة، وفيما يلي نقوم بعرض (3𝛿)  الاشكال نختار الموازنة بين النوعين وذلك باستخدام 

 لسيطرة باستخدام الوسط الحسابي.مخطط ا

 : عدد العينات𝑘 : حجم كل عينة،  𝑛 ،  : العينة𝑗:الخاصية،  𝑖لنأخذ:  
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𝑥𝑗̅ =
∑ 𝑥𝑖𝑗
𝑛
𝑖=1

𝑛
 

𝛿𝑗
2 =

∑ (𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑗̅)
2𝑛

𝑖=1

𝑛 − 1
 و التباين          

𝑥̿ =
∑ 𝑥𝑗̅
𝑘
𝑗=1

𝑘
      ∶  الوسطو الحسابي للعينات هو

𝛿̅ =
√
(𝛿1

2 + 𝛿2
2 +⋯+ 𝛿𝑘

2)
𝑘
⁄

𝑛
 

 
 تكون لدينا الأعمدة الثلاث المشكلة لمخطط السيطرة عند المستويات التالية:وعليه 

C.L = 𝑥̿ 

U.C.L = 𝑥̿ + 3𝛿̅ 
L.C.L = 𝑥̿ − 3𝛿̅ 

 مخطط السيطرة باستخدام الوسط الحسابي نعطي الشكل التالي: وكمثال على

 

𝐾)عينة من الأشرطة   12شركة لصناعة أشرطة الحاسوب اختارت عشوائياً :مثال = وكل  (12

𝑛)  4عينة حجمها  =  :وتم قياس الصرف الكهربائي لكل شريط وتدوينها في الجدول الموالي(4

 العينات الوحدات

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

𝑖 = 1 9.9 9.1 9.6 11.4 9.9 10.3 11.2 10.5 8.5 11.0 10.5 7.8 

𝑖 = 2 9.9 9.8 9.4 9.4 10.6 9.8 11.1 9.5 10.3 9.8 12.2 10.7 

𝑖 = 3 11.0 9.9 10.7 9.2 9.6 9.7 9.6 9.6 8.3 10.4 10.3 10.1 

𝑖 = 4 9.8 11.2 9.9 7.9 10.0 9.9 10.0 10.6 8.3 8.9 13.3 10.1 

𝑥𝑗̅ 10.1 10.0 9.9 9.47 10.0 9.93 10.4 9.32 9.32 10.0 11.5 9.65 

𝛿̅ 0.32 0.77 0.32 2.02 0.18 0.07 0.64 0.34 1.15 0.80 2.05 1.58 
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 بعد الحسابات نجد: 

C.L = 𝑥̿ = 10.05 

U.C.L = 𝑥̿ + 3𝛿̅ = 11.43 

L.C.L = 𝑥̿ − 3𝛿̅ = 8.67 

 

هي طريقة احتمالية تعتمد على تحديد حجم العينة التي يتم سحبها من عينة القبول: -10-6-2

وتصنيف وحداتها الى وحدات الإنتاج الكلي بحيث تكون ممثلة لخصائص المجتمع، ويتم أخذ عينة 

بالعدد المقبول لعدد الوحدات الصالحة، فإذا  (𝑎)صالحة وأخرى غير صالحة، ويحدد عدد القبول 

كان عدد الوحدات غير الصالحة أكبر من عدد الوحدات الصالحة ترفض الصفقة. كلما زادت نسبة 

 حيث:يبين ذلك المنحنى الموالي(كما ) {𝑃(𝑥)} ينقص احتمال القبول(𝑃)  الوحدات غير الصالحة 

𝑃(𝑥) = 𝐶𝑥
𝑛𝑃𝑥𝑄𝑛−2 

  𝑛حجم العينة: 

  𝑃عدد الوحدات غير الصالحة : 

𝑥 = 0,1,… , 𝑛        

  𝑄 = 1 − 𝑃  
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 الخاتمة

( البنى الرياضية العامة 1947يل الاقتصادي" عام أساسيات التحل "كتابه في (بول سامويلسونحدد 
في عدة مجالات اقتصادية، وعن طريقها يتم تحليل المسائل والقضايا الاقتصادية بطريقة كمية 

وبعد ذلك استخدمت مجموعة من التقنيات الكمية بهدف تمكين  ،ومعادلات للتعبير عنها بنظريات
مجموعة من الأدوات أو متخذ القرار من الوصول الى القرار الأنسب، وتتمثل هذه التقنيات في 

الطرق التي تستخدم من قبل متخذ القرار لمعالجة مشكلة معينة، أو لترشيد القرار الإداري المتخذ 
ول الى البديل الأمثل في حدود الإمكانيات المتاحة، وذلك بناء  بخصوص حالة معينة بهدف الوص

 على بيانات تفصيلية ودراسة دقيقة للمخرجات وتقدير مخاطر كل البدائل المتاحة.

ومفاهيم عامة حول  عرضنا فيه تحليل الانحدار في بابين، الباب الأول هذه المحاضرات لقد جاءت
نماذج شعاع الانحدار الخطي واستخداماته في دراسة كما استعرضنا  السلاسل الزمنية واستقراريتها،

 العلاقة السببية بين المتغيرات، بالإضافة الى مدلول التكامل المشترك ونماذج تصحيح الخطأ. أما
الباب الثاني فقد خصص لعرض بعض نماذج بحوث العمليات ممثلة في التذكير بنموذج البرمجة 

، وهي كلها مفاهيم يستعين بها الطالب في فهم طية والتربيعية والديناميكيةوالبرمجة غير الخ الخطية
كما تطرقنا في هذا الباب أيضا  الى مجموعة من الأساليب  ،التحاليل المعمقة في تخصصه

المساعدة في اتخاذ القرار ممثلة في نظرية صفوف الانتظار ونظرية الألعاب وشجرة القرار 
 .المخزون والأساليب الإحصائية لقياس الجودة بالإضافة الى نماذج تسيير

دارة الأعمال والمحاسبة  اليومنشاهده  ان ما ما هو والاعلام الآلي من تطور في العلوم والاقتصاد وا 
استخدام الأساليب كما أن ستخدام المفاهيم والتحاليل الرياضية في مختلف هذه الميادين، لانتيجة  الا

اعتمدت على البرامج الخطية وبحوث العمليات والتي تعتمد بدورها على الرياضية الحديثة التي 
الابتكارات في من كثير الوالمصفوفات والاحتمالات ساعد الإنسان في الكشف عن المحددات 

 .مختلف المجالات العلمية

 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D9%88%D9%84_%D8%B3%D8%A7%D9%85%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%B3%D9%88%D9%86
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D9%88%D9%84_%D8%B3%D8%A7%D9%85%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%B3%D9%88%D9%86
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%83%D8%AA%D8%A7%D8%A8
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%83%D8%AA%D8%A7%D8%A8
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9
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