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RésuméRésuméRésuméRésumé    

L’objectif de cette thèse est la synthèse d’un observateur de vitesse adap-

tatif pour des systèmes mécaniques avec des contraintes non holonomes en 

présence des forces de frottement inconnues et des perturbations cons-

tantes. Après avoir rappelé quelques concepts fondamentaux sur la stabili-

té, l’observabilité des systèmes dynamiques et les principales techniques 

d’observation existantes pour les systèmes mécaniques, nous nous sommes 

intéressés à la synthèse des observateurs par la technique d’immersion et 

invariance (I&I) qui donne un observateur global avec une convergence 

exponentielle. Dans un premier temps, nous avons passé en revue les diffé-

rents observateurs de type I&I qui existent dans la littérature. Dans ce 

contexte, nous avons remarqué certaines limitations liées aux ces observa-

teurs telle que, l’absence de frottement et de perturbations dans les mo-

dèles dynamiques et l’exigence d’une solution explicite de certaines équa-

tions aux dérivées partielles qui ne peuvent être dérivées a priori. Ensuite, 

nous avons proposé une conception qui évite la solution des équations aux 

dérivées partielles et assure la convergence globale pour les systèmes méca-

niques avec k-contraintes non holonomes. L’observateur est totalement 

constructif et donné par des expressions explicites. Les résultats de la si-

mulation témoignent de l’efficacité et des caractéristiques robustes de 

l’observateur développé. 

MoMoMoMots clés : ts clés : ts clés : ts clés : observateur adaptatif, immersion et invariance, système méca-

nique, perturbations inconnues, forces de frottement. 
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AbstractAbstractAbstractAbstract    

This thesis presents an adaptive speed observer for general port-

Hamiltonian mechanical systems with non-holonomic constraints in the 

presence of unknown friction forces and constant disturbances. Unlike the 

observers recently reported in literature which designed either under the 

assumptions of no friction and the absence of disturbances or for a specific 

class of mechanical systems with the requirement of an explicit solution of 

certain Partial Differential Equations (PDEs) which cannot be derived a 

priori, this observer proposes a design that obviate the solution of PDEs 

and ensures global convergence for general mechanical systems with k-non-

holonomic constraints. The observer is totally constructive and given by 

explicit expressions. The simulation results testify to the effectiveness and 

the robust features of the developed observer. 

Key words:Key words:Key words:Key words: adaptive observer, immersion and invariance, mechanical sys-

tem, unknown disturbances, friction forces. 
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    ملخص

 المزود ھاميلتون النمط وفق المكتوبة العامة الميكانيكية للنظم تكيفي سرعة مقدر ا
طروحة ھذه تقدم

 وا.ضطرابات مجھولة احتكاك قوى وجود ظل في و تكاملي الغير النوع من قيود وجود مع بمخارج

 عدم افتراضات إطار في إما تعمل التي المجال ھذا في انتاجھا تم التي المقدرات عكس على. المستمرة

 متطلبات مع الميكانيكية ا
نظمة من محدودة و معينة فئة تخص أو اضطرابات وغياب احتكاك وجود

 يقترح ، مسبقًا اشتقاقھا يمكن . التي) PDEs( الجزئية التفاضلية المعاد.ت لبعض صريح حل وجود

 العامة الميكانيكية ل?نظمة العالمي التقارب ويضمن PDE المعالجات حل يتجنب تصميمًا المراقب ھذا

 معاد.ت خBل من تكتب واجزاؤه بالكامل بناء ھو المراقب. تكاملي الغير النوع من قيود وجود مع

  .المقدم للمراقب القوية والسمات الفعالية على المحاكاة نتائج تشھد. صريحة

 ، المجھولة ا.ضطرابات ، الميكانيكي النظام ، والمثابرة الغمر ، التكيفية المراقبة: : : : المفتاحية    الكلمات

  .ا.حتكاك قوى
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Introduction généraleIntroduction généraleIntroduction généraleIntroduction générale    
    

  Une bonne maîtrise d’un procédé passe en général par une bonne infor-

mation sur ce procédé. Les variables directement mesurées ne couvrant 

généralement pas la totalité des grandeurs susceptibles de décrire le com-

portement du procédé (les états), on peut se poser le problème de recons-

truction de l’information non directement mesurée au moyen de celle dis-

ponible : c’est le rôle de l’observateur, ou estimateur d’état. Le principe est 

le suivant : Le procédé étant modélisé comme un système dynamique sou-

mis à l’action de grandeurs externes (entrées) faisant varier un ensemble 

de grandeurs mesurées (sorties), l’observateur consiste en un système dy-

namique auxiliaire dont les entrées sont les entrée-sorties mesurées du pro-

cédé, et les sorties sont supposées donner une estimation de son état in-

terne [1]. 

La connaissance de l’état à chaque instant est indispensable pour la syn-

thèse d’une commande ou le diagnostic et la détection des défauts des pro-

cédés industriels. Par ailleurs, en considérant des contraintes économiques 

et technologiques ou même de faisabilité, on a intérêt à minimiser le 

nombre de capteurs pour réduire le coût d’instrumentation et de mainte-

nance. L’exploitation des capteurs logiciels pour la conduite des procédés 

industriels se trouve, dans ces conditions nécessaires. 

Un capteur logiciel peut être décrit comme étant l’association d’un capteur 

physique à un algorithme (appelé observateur) permettant de délivrer, à 

partir des mesures fournies par le capteur physique et des entrées appli-
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quées au système, des estimations en ligne des différentes variables d’état 

[2].La synthèse de tels capteurs logiciels retient l’attention de nombreux 

chercheur depuis plus de quatre décennies. Dans un premier temps la re-

cherche s’est orientée de façon naturelle vers l’estimation de l’état des sys-

tèmes linéaires. La synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires est 

complètement caractérisée par des conditions nécessaires et suffisantes bien 

établies. En effet, les premiers travaux sur les observateurs, publiés vers les 

années soixante par Kalman [3] et Luenberger [4], s’intéressent aux sys-

tèmes linéaires invariants au cours de temps. 

Cependant, la plupart des procédés industriels possèdent des comporte-

ments non linéaires ce qui a incité les chercheurs à développer des observa-

teurs non linéaires. 

L’extension directe de ces résultats au cas non linéaire est obtenue à l’aide 

d’une linéarisation locale à l’ordre un de la dynamique du système : c’est la 

philosophie du filtre de Kalman étendu [5]. L’inconvénient majeur de ce 

type d’observateurs est la difficulté de résoudre l’équation dynamique de 

Ricatti dont il fait appel ainsi que sa stabilité n’est pas prouvée ce qui rend 

cette méthode inexploitable. 

Jusqu’à l’heure actuelle, il n’existe pas une méthode générale qui caracté-

rise la synthèse des observateurs non linéaires, mais on parle des différents 

algorithmes présents dans la littérature.  

Dans un premier temps, les chercheurs ont proposé la synthèse d’un obser-

vateur pour une classe des systèmes non linéaires dont le système d’erreur 

est linéarisable par injection de sortie ou à l’aide des transformations d’état 

qui rendent les non linéarités du système dépendantes uniquement des en-
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trées et des sorties mesurables du système [6-8]. Le défaut majeur de cette 

approche réside dans le fait que ces transformations ne sont pas toujours 

réalisables et que structurellement la non-linéarité peut dépendre de l’état 

du système indépendamment de la base choisie. Leur application est donc 

réservée à une classe réduite de systèmes non linéaires. 

Une autre approche est apparue, vers les années quatre-vingt-dix, qui con-

siste à bien exploiter les techniques des inégalités matricielles (LMI : Li-

near Matrix Inequalities) [9, 10]. Cette méthode consiste à synthétiser le 

gain de l’observateur en résolvant un système LMIs, c’est le cas par 

exemple de l’observateur de Luenberger généralisé. Mais, l’inconvénient 

majeur de cette méthode est la relative difficulté de trouver une solution 

pour le système LMIs considéré. 

Les observateurs à grand gain sont des observateurs non linéaires qui 

prennent en compte la non stationnarité et la non linéarité des procédés 

industriels et qui assurent, en même temps, une bonne estimation de l’état 

réel avec un réglage aisé du vecteur gain. Ils ont été introduits, en premier 

lieu, par Doyle et Stein dans [11, 12]. La caractéristique principale de cet 

observateur réside dans la facilité de son implémentation et de son réglage 

facile assuré à l’aide d’un seul paramètre de synthèse. Les premiers travaux 

sur les observateurs à grand gain dans les systèmes non linéaires sont ap-

parus à la fin des années 80 dans les travaux de Saberi [13, 14], Tornambe , 

et Khalil [15]. Deux articles clés, publiés en 1992, marquent le début de 

deux écoles de recherche sur les observateurs à grand gain. Les travaux de 

Gauthier, Hammouri et Othman [16] ont ouvert une ligne de travail qui 

est illustrée par [17-22]. Cette ligne de recherche couvrait une large classe 
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de systèmes non linéaires et obtenait des résultats globaux dans des condi-

tions de croissance globale. D’autre part, les travaux d’Esfandiari et Khalil 

[23] ont attiré l’attention sur le phénomène de pic comme caractéristique 

importante des observateurs à grand gain. Bien que ce phénomène ait été 

observé auparavant dans la littérature [24, 25]. L'article [23] a montré que 

l'interaction du pic avec les non-linéarités pourrait induire un temps 

d'échappement fini (finite escape). En particulier, il a montré qu’en l'ab-

sence de conditions de croissance globale, les observateurs à grand gain 

pourraient déstabiliser le système en boucle fermée si le gain d'observateur 

est suffisamment élevé. Il proposait une solution apparemment simple au 

problème. Il a suggéré que le contrôle soit conçu comme une fonction glo-

balement bornée des estimations d’états, de manière à saturer pendant la 

période de pic. Étant donné que l'observateur est beaucoup plus rapide que 

la dynamique en boucle fermée sous le retour d'état, la période de pic est 

très courte par rapport à l'échelle temporelle des variables de l'installation, 

qui restent très proches de leurs valeurs initiales. Teel et Praly [26, 27] 

s’appuient sur les idées d’Esfandiari et Khalil [23] et sur des travaux de 

Tornambe [28] pour prouver le premier principe de séparation non linéaire 

et développer un ensemble d'outils de stabilisation semi-globale des sys-

tèmes non linéaires. Leurs travaux ont attiré l'attention sur Esfandiari et 

Khalil [23], et peu après, de nombreux chercheurs en commande non li-

néaire ont commencé à utiliser des observateurs à grand gain [29-33]. Ces 

articles ont étudié une large classe de problèmes de commande non li-

néaires, notamment la stabilisation, la régulation, le suivi de trajectoire et 

la commande adaptative. Les travaux de Khalil et ses collègues [34-36] ont 
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démontré le principe de séparation qui ajoute une nouvelle dimension au 

résultat de Teel et Praly [26, 27]; notamment, la combinaison 

d’observateur rapide avec une saturation de commande permet au contrô-

leur de rétroaction de sortie de récupérer les trajectoires du contrôleur de 

rétroaction lorsque le gain de l’observateur est suffisamment élevé. 

Les observateurs à mode glissants qui étaient largement étudiés et appli-

qués [37-39]. Leurs difficultés de mise en œuvre ont justifié d’une part 

l’apparition de différentes variantes concernant le choix de la fonction ma-

thématique utilisée en d’autre part une extension aux ordres supérieurs.  

Il existe, dans la littérature, d’autres approches qui n’appartiennent pas à 

aux travaux cités ci-dessus telles l’observateur par intervalle [40, 41], et 

l’approche qui utilise des outils de l’algèbre différentielle [42]. 

Contexte du travailContexte du travailContexte du travailContexte du travail    

Au cours des dernières décennies, une grande partie des activités de re-

cherche en automatique s’est focalisée sur le problème de l’observation de 

vitesse des systèmes mécaniques. Ceci est motivé par le fait que 

l’estimation de vitesse est une étape importante voir indispensable pour la 

synthèse de lois de commande stabilisante, pour le suivi de trajectoire ou le 

diagnostic et la supervision des systèmes (pour plus de détails voir les 

livres [43, 44]). Plusieurs méthodes ont été développées pour la synthèse 

des observateurs à partir des techniques de passivité [45], de grand gain  

[29, 36, 46], de mode glissant [37-39], et de symétrie [47]. La technique 

d'immersion et d'invariance (I&I) est une nouvelle technique rapportée 

pour la première fois en [48] et développé dans [43, 49, 50]. Dans 

l’approche (I&I), la conception de l'observateur consiste à modifier le 
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problème pour rendre attractive une variété invariante sélectionnée de 

manière appropriée, définie dans l'espace d’état étendu du système et de 

l’observateur. Dans [51], l’approche d’immersion et d’invariance a été com-

biné avec la technique de mise à l’échelle dynamique « dynamic scaling » 

[29, 32, 52-54] pour concevoir le premier observateur global à convergence 

exponentielle pour les systèmes mécaniques à � degré de liberté (sans con-

trainte). 

Cet observateur a été plus tard généralisé à des systèmes mécaniques avec 

des contraintes non-holonomes dans [55]. Il présente une solution au pro-

blème de l’observation de vitesse sans supposition sur les bornes des états 

du système, en exigeant seulement que le système soit « forward com-

plete » c.-à-d., les trajectoires existent pour toujours. Cet observateur a 

inspiré d’autre recherche a utilisé la même méthode [56-58]. Notant que 

malgré la bonne convergence de ces observateurs, ils souffrent de certaines 

limitations tels que la dimension très élevée [55], il nécessite une solution 

de certaines équations aux dérivées partielles (EDP)[55, 57], qui ne peu-

vent pas être dérivées explicitement a priori, les modelés ne tient pas 

compte les perturbations externes et les forces de frottement [55, 56], 

l’observateur est applicable sur une classe réduite de systèmes mécaniques 

[57]. C’est dans ce cadre se situe les travaux de cette thèse. 

Objectifs du travail de thèseObjectifs du travail de thèseObjectifs du travail de thèseObjectifs du travail de thèse    

Les principaux objectifs de cette thèse sont : 
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1. Développement d’une forme Hamiltonien à ports (pH) pour les 

systèmes mécaniques avec contrainte non holonome et en présence 

des perturbations et des forces de frottement. 

2. Proposition d’un observateur pour les systèmes mécaniques géné-

raux écrits sous la forme pH, en se basant sur la méthode 

d’immersion et d’invariance et en tenant compte des perturbations 

externes et des forces de frottement. 

3. Le développement d’une méthode de conception constructive qui 

évite la résolution des équations aux dérivées partielles (EDP) dif-

ficile à résoudre et exprime l’observateur avec des expressions ex-

plicites. 

4. L’application d’observateur conçu aux classes des systèmes méca-

niques sous contrainte non holonome. 

Structure du mémoireStructure du mémoireStructure du mémoireStructure du mémoire    

Outre cette introduction qui fait office à la fois de motivation et de présen-

tation générale du problème, le manuscrit se compose de quatre chapitres 

organisés comme suit : 

Le chapitre 1chapitre 1chapitre 1chapitre 1 présente un préliminaire mathématique indispensable à 

toute stratégie d’observation et qui nécessite la compréhension. L’étude de 

ces notions se limite aux définitions de stabilité (asymptotique, exponen-

tielle ou au sens de Lyapunov) et d’observabilité. Nous présentons ensuite 

un état de l’art sur les différentes méthodes existantes concernant la con-

ception d’observateurs pour les systèmes non linéaires. Effectivement, il 

n’existe pas de méthodologie unique pour la conception pour ces systèmes, 
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selon certaines propriétés, certaines approches conviennent mieux que 

d’autres. 

Dans le chapitre 2chapitre 2chapitre 2chapitre 2, on s’intéresse à la modélisation des systèmes méca-

niques. La première partie est consacrée à la présentation des systèmes 

Lagrangiens. On explique, le concept de sous actionnement, et les types de 

contraintes. La deuxième partie est consacrée à la présentation des sys-

tèmes Hamiltoniens. On présentera, ensuite en détail le formalisme Hamil-

tonien à ports. Les conditions nécessaires et suffisantes pour linéariser ce 

type de système par un changement de coordonnées partiel seront présen-

tées. Une caractérisation et une classification complètes des systèmes mé-

caniques qui satisfont ces conditions seront exposées. Dans la dernière par-

tie de ce chapitre, on s’intéresse à écrire les systèmes mécaniques sous con-

traintes de type non holonomes et en présence des perturbations externes 

et des forces de frottement sous le formalisme Hamiltonien à ports et en-

suite prouver que ce système admet une représentation d’espace d’état 

simplifiée.     

Dans la première partie du chapitre 3chapitre 3chapitre 3chapitre 3 on présente en détail la méthode 

d’immersion et d’invariance (I&I) qui sera par la suite utilisé pour la con-

ception d’observateur. Après une définition, nous montrons les différentes 

applications de cette méthode (stabilisation, commande adaptative, con-

ception d’observateur). La deuxième partie est consacrée au développe-

ment d’un observateur global à convergence exponentielle. A la fin de cette 

partie nous présentons les différentes limitations et inconvénients de ces 

observateurs.       
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Un observateur de vitesse adaptatif est proposé dans le chapitre 4chapitre 4chapitre 4chapitre 4. Cet 

observateur donne des solutions aux limitations présentées dans la fin de 

chapitre 3, en construisant un observateur pour les systèmes mécaniques 

généraux (contient les systèmes à k contraintes non-holonomes) en pré-

sence de force de frottement et de perturbations inconnues. Nous démon-

trons par la méthode de Lyapunov la convergence exponentielle de 

l’observateur. 

Dans la deuxième partie nous avons proposé une application de cet obser-

vateur pour l’estimation de la vitesse du système non holonome connu « 

Chaplygin Sleigh » en présence de forces de frottement inconnues et de 

différentes valeurs de perturbations. 

Nous terminons évidemment le manuscrit par une conclusion générale et 

proposer quelques perspectives de recherches futures. 
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1111     
Chapitre Chapitre Chapitre Chapitre 1111        
 

Observation des systèmes non lObservation des systèmes non lObservation des systèmes non lObservation des systèmes non li-i-i-i-

néairesnéairesnéairesnéaires    : un état de l’art: un état de l’art: un état de l’art: un état de l’art    
 

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de présenter quelques rappels 

mathématiques indispensables à toute stratégie d’observation et nécessaire  

à la compréhension de ce mémoire. L’étude de ces notions se limite aux 

définitions de stabilité (asymptotique, exponentielle ou au sens de Lyapu-

nov) et d’observabilité. Nous présentons ensuite un état de l’art sur les 

différentes méthodes existantes concernant la conception d’observateurs 

pour les systèmes non linéaires. 

1.11.11.11.1 Sur la stabilité dSur la stabilité dSur la stabilité dSur la stabilité des systèmes dynamiqueses systèmes dynamiqueses systèmes dynamiqueses systèmes dynamiques    

Dans cette partie, nous rappelons quelques concepts fondamentaux sur la 

stabilité des systèmes dynamiques continus. Par définition, l’analyse de la 

stabilité d’un système dynamique revient à étudier son comportement (sa 

trajectoire) lorsque son état initial est proche d’un point d’équilibre. Cette 

opération devient particulièrement délicate lorsque le modèle est non li-

néaire. De nombreux artifices sont donnés dans la littérature [59, 60]. Nous 

présentons ici les principales définitions de stabilité asymptotique, de stabi-

lité exponentielle et de stabilité (exponentielle) au sens de Lyapunov. 
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Considérons la classe des systèmes non linéaires décrits par l’équation dy-

namique : 

                                   $(̇3) = 1($(3), 3) 
                                   $(30) = $0                                          (1.1) 
où $(3) ∈ ℝ�  et 1 ∶ ℝ� ×ℝ+ → ℝ�  continue. Nous désignons par $9  un 
point d’équilibre de (1.1) tel que 1($9, 3) =  0, ∀ 3 ≥ 30, et par $(3, 30, $0) 
la solution à l’instant 3 ≥ 30 du système (1.1) initialisée en $0 à l’instant 30.   
Comme le contenu de ce mémoire ne concerne que la stabilité d’une erreur 

d’estimation, alors nous supposons que le système (1.1) possède un point 

d’équilibre unique  $9 = 0. Ceci nous mène à présenter les définitions de la 

stabilité du système (1.1) autour de l’origine. 

Définition 1.1 (Stabilité Définition 1.1 (Stabilité Définition 1.1 (Stabilité Définition 1.1 (Stabilité [1, 61, 62][1, 61, 62][1, 61, 62][1, 61, 62]))))    ::::    On dit que l’origine est un point 

d’équilibre stable au sens de Lyapunov pour (1.1) si toute trajectoire 

initialisée dans un voisinage de $9 = 0 à 30 en reste suffisamment proche 

pour tout 3 > 30, autrement dit si, pour tout < > 0 et 30 > 0, il existe un 
scalaire positif =(<, 30) tel que : 
                     ‖$0‖ < =(<, 30)⟹ ‖$(3, 30, $0)‖ < <   ∀ 3 > 30           (1.2) 
On dit que l'origine est instable dans le cas contraire. 

Définition 1.Définition 1.Définition 1.Définition 1.2 (Attractivité 2 (Attractivité 2 (Attractivité 2 (Attractivité [1, 61, 62][1, 61, 62][1, 61, 62][1, 61, 62]):):):):    On dit que l'origine est un point 

d'équilibre attractif pour (1.1) s’il existe un scalaire strictement positif 

?(30) tel que : 
                     ‖$0‖ < ?(30)⟹ limC→∞$(3, 30, $0) = 0   ∀ 3 > 30          (1.3) 
Lorsque ?(30) = ∞, on dit que l’origine est globalement attractive. Le 

concept d’attractivité signifie simplement que toute trajectoire du système 

convergera bien, après un certain temps et de possibles larges excursions, 

vers son état d’équilibre. On remarque qu’un système attractif n’est pas 
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nécessairement stable au sens de la définition 1.1. On introduit alors la 

notion de stabilité asymptotique qui garantit que l’état du système 

converge vers son état d'équilibre sans trop s'en éloigner. 

Définition 1.3 (Stabilité asymptotique Définition 1.3 (Stabilité asymptotique Définition 1.3 (Stabilité asymptotique Définition 1.3 (Stabilité asymptotique [1, 63][1, 63][1, 63][1, 63]):):):):    On dit que l’origine est 

un point d’équilibre asymptotiquement (resp. globalement 

asymptotiquement) stable si elle est stable et attractive (resp. globalement 

attractive). 

Dans les définitions précédentes, si les bornes = et ? ne dépendent pas de 
l'instant initial 30, on parlera de stabilité uniforme, d’attractivité uniforme 

et stabilité asymptotique (globale) uniforme. En remplaçant la convergence 

asymptotique dans (1.3) par une convergence exponentielle, on obtient une 

propriété plus forte que la stabilité asymptotique : 

Définition 1.4 (Stabilité exponentielle Définition 1.4 (Stabilité exponentielle Définition 1.4 (Stabilité exponentielle Définition 1.4 (Stabilité exponentielle [1, 63][1, 63][1, 63][1, 63]):):):):    On dit que l’origine est 

un point d’équilibre localement exponentiellement stable pour (1.1) s’il 

existe des constantes E et F strictement positives telles que : 

       ‖$(3, 30, $0)‖ < E exp(−F(3 − 30))  ∀ 3 > 30 M3 ∀ $9 ∈ ℬ#          (1.4) 
Lorsque ℬ# = ℝ�, on dit que l’origine est globalement exponentiellement 

stable. 

L’utilisation des définitions précédentes, pour démontrer la stabilité du 

système (1.1) autour de l’un de ses points d’équilibre, requiert la résolution 

explicite de l’équation différentielle $(̇3) = 1($(3), 3). Ce calcul est très 
difficile voire impossible dans la plupart des cas. La théorie de Lyapunov 

(méthode directe) sur la stabilité permet de s’affranchir de ce dernier 

calcul. Cette méthode consiste à définir une fonction particulière avec des 

propriétés appropriées dont l'existence garantit le type de stabilité désiré. 
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Définition 1.5Définition 1.5Définition 1.5Définition 1.5    :::: Soit O ($. 3):ℝ� ×ℝ+ → ℝ+  une fonction continue. O  est 
dite propre définie positive si: 

  Q.   ∀ 3 ∈ ℝ+, ∀ $ ∈ ℝR, $ ≠ 0   O ($, 3) > 0. 
 QQ.   ∀ 3 ∈ ℝ+, O ($, 3) = 0⟹ $ = 0. 
QQQ.   ∀ 3 ∈ ℝ+ ,   lim‖T‖→∞O = ∞. 
Définition 1.6 (Fonction de Lyapunov Définition 1.6 (Fonction de Lyapunov Définition 1.6 (Fonction de Lyapunov Définition 1.6 (Fonction de Lyapunov [1, 63][1, 63][1, 63][1, 63]):):):):    Une fonction O ($, 3) de 
classe +1 est une fonction de Lyapunov locale (resp. globale) au sens large 
pour le système (1.1) si elle est propre définie positive et s’il existe un 

voisinage de l’origine U0 tel que ∀ $ ∈ U0 (resp. $ ∈ ℝ�: 
Ȯ ($, 3) = VO ($, 3)V3 + (VO ($, 3)V$ )Y 1($, 3) ≤ 0 

Si Ȯ ($, 3) < 0, alors O  est appelée fonction de Lyapunov au sens strict 

pour (1.1). 

Définition 1.7 (Méthode directe de Lyapunov Définition 1.7 (Méthode directe de Lyapunov Définition 1.7 (Méthode directe de Lyapunov Définition 1.7 (Méthode directe de Lyapunov [1, 63][1, 63][1, 63][1, 63]):):):):    Si le système (1.1) 

admet une fonction de Lyapunov locale au sens large (resp. au sens strict) 

alors l’origine est un point d’équilibre localement stable (resp. 

asymptotiquement stable). 

Ce résultat peut être validé globalement ∀$ ∈ ℝ�. 
Définition 1.8 (Stabilité exponentielle Définition 1.8 (Stabilité exponentielle Définition 1.8 (Stabilité exponentielle Définition 1.8 (Stabilité exponentielle [1, 63][1, 63][1, 63][1, 63]):):):):    L’origine de (1.1) est 

localement exponentiellement stable s’il existe des constantes E. F. [ >
0. � ≥ 0 et une fonction O ($, 3):  U0 ×ℝ+ → ℝ+  de classe +1  telles que, 
∀$ ∈ U0: 
 Q.    E‖$‖\ ≤  O ($, 3) ≤ F‖$‖\ 
QQ.    O ̇ ($, 3) ≤ −[O ($, 3) 
Si U0 = ℝ� , on dit que l’origine de (1.1) est globalement 

exponentiellement stable. 
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Définition 1.9 (Théorème inverse Définition 1.9 (Théorème inverse Définition 1.9 (Théorème inverse Définition 1.9 (Théorème inverse [1, 6[1, 6[1, 6[1, 63]3]3]3])))): : : : Tout système de classe +1 
localement (respectivement globalement) asymptotiquement stable admet 

une fonction de Lyapunov locale (respectivement globale) au sens strict. 

1.21.21.21.2 Sur l’observabilité des systèmes Sur l’observabilité des systèmes Sur l’observabilité des systèmes Sur l’observabilité des systèmes 
dynamiquesdynamiquesdynamiquesdynamiques    

Préalablement à toute stratégie d’observation d’un système dynamique, il 

est nécessaire de s’assurer que l’état de ce dernier est effectivement obser-

vable à partir des informations antérieures sur l’entrée et la sortie. L’étude 

de l’observabilité du système apporte une solution à ce problème. A la dif-

férence des systèmes linéaires, l’observabilité des systèmes non linéaire est 

intrinsèquement liée aux entrées et aux conditions initiales. Lorsqu’un sys-

tème non linéaire est observable, il se peut qu’il possède des entrées qui le 

rendent inobservable (entrées singulières) et annihilent toute stratégie 

d’observation. Dans cette section, après un rappel de quelques concepts 

fondamentaux sur l’observabilité, nous introduirons les notions d’entrées 

universelles et de systèmes uniformément observables, qui permettent 

d’éviter les problèmes de singularité liés aux entrées. 

Considérons le système non linéaire autonome :  

                                   $̇ = 1($, ])                                         
                                   ^ = ℎ($)                                             (1.5) 
où  ] ∈ ℝ`, ^ ∈ ℝ\  et $ ∈ ℝR . Pour tout entrée ] ∈ ℝ`  constante, 

1a($) = 1($, ])  constitue un champ de vecteur +∞  sur ℝR  et les 

ℎb. Q = 1.… . � composantes de ℎ sont des fonctions +∞ sur ℝR. 
Dénotons $(3, 30, $0) la solution à l’instant 3 du système (1.5), soumis à la 

commande ] et issue de la condition initiale $0 à l’instant 30. 
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Dans le domaine non linéaire, il existe plusieurs façons de définir la notion 

d’observabilité.  

Définition 1.11 (Définition 1.11 (Définition 1.11 (Définition 1.11 (Indiscernabilité Indiscernabilité Indiscernabilité Indiscernabilité [62][62][62][62])))): Deux états distincts $0, $0̅ ∈ ℝR 
sont dits indistinguables si, pour tout 3 ∈ ]30, � [, � < ∞ et pour toute 

entrée admissible ] ∶ [30, 3] ⟼ ℝ` , les trajectoires ℎ($(3, 30, $0))  et 

ℎ($(3, 30, $0̅)), respectivement associées à $0 et $0̅, sont identiques sur leur 
domaine de définition commun. Dans le cas contraire, $0 et $0̅ sont dits 
distinguables. 

Définition 1.12 (ObservabilitéDéfinition 1.12 (ObservabilitéDéfinition 1.12 (ObservabilitéDéfinition 1.12 (Observabilité    [62][62][62][62]):):):):    Le système dynamique (1.5) est dit 

observable en $0 ∈ ℝR si l'ensemble des états indistinguables de $0 ne con-
tient que $0. Si cette propriété est vraie pour tout $ ∈ ℝR, le système est 

dit observable. 

Ce dernier concept constitue un concept global d’observabilité, pour lequel 

il est parfois nécessaire d'engendrer des trajectoires ℎ($(3, 30, $0))  et 
ℎ($(3, 30, $0̅)) suffisamment éloignées de $0. En limitant les différentes tra-

jectoires dans un voisinage de $0, nous définissons la notion d’observabilité 
locale. 

Définition 1.13 (Observabilité localeDéfinition 1.13 (Observabilité localeDéfinition 1.13 (Observabilité localeDéfinition 1.13 (Observabilité locale    [62][62][62][62])))): Le système dynamique (1.5) 

est dit localement observable en un point $0 ∈ ℝR s’il existe un voisinage 
UT0  de $, tel que pour tout $0̅ ∈ UT0 , $0 et $0̅ sont distinguables, les tra-
jectoires ℎ($(3, 30, $0)) et ℎ($(3, 30, $0̅)) restant dans UT0 . 
Si cette propriété est vraie pour tout $ ∈ ℝR, le système est dit localement 

observable. 
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Les auteurs dans [62, 64] ont montré que, lorsqu’il s’agit de différencier un 

état initial de ses voisins, il est possible d’affaiblir la propriété 

d’observabilité locale. 

Définition 1.14 (Observabilité locale faibleDéfinition 1.14 (Observabilité locale faibleDéfinition 1.14 (Observabilité locale faibleDéfinition 1.14 (Observabilité locale faible [64][64][64][64])))): Le système dynamique 

(1.5) est dit localement faiblement observable en un point $0 ∈ ℝR si, pour 
chaque voisinage UT0  de $0, il existe un voisinage ŨT0  de $0 contenu dans 
UT0  tel que l’ensemble des états dans ŨT0qui sont indistinguables de $0, 
pour toute trajectoire ℎ($(3, 30, $0̅)) ∈ UT0  avec $0 ∈ UT0 , ne contient que 
$0.  
Le système dynamique (1.5) est dit localement faiblement observable s’il 

est localement faiblement observable en $ pour tout $ ∈ ℝR. 
L’observabilité locale faible signifie simplement que tous les états suffi-

samment proches de $0 sont distinguables, les différentes trajectoires asso-
ciées restant dans un voisinage de $0. 
Vérifier l’observabilité de (1.5) par l’intermédiaire des définitions précé-

dentes, demande la résolution explicite de l’équation différentielle 

$̇ = 1($, ]). On a noté que ce calcul est très difficile voire impossible. Il est 

possible d’éviter ce problème en introduisant une condition de rang simi-

laire au cas LTI. Cette condition est évidement de nature locale, et 

s’appuie sur le fait que le comportement de la fonction de sortie ℎ, dans un 
proche voisinage d’un point normal ($0, 30), est defini par la fonction elle-
meme et ses derivées successives au point ($0, 30) (théorème de Taylor). 

Autrement dit, il suffit de tester l’injectivité d’une application particulière 

entre les conditions initiales et les dérivées successives de la sortie. On dé-

finit alors le concept d’espace d’observation. 
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Définition 1.15 (Espace d’observationDéfinition 1.15 (Espace d’observationDéfinition 1.15 (Espace d’observationDéfinition 1.15 (Espace d’observation    [65][65][65][65])))): : : : L’espace d’observation j(ℎ) 
du système non linéaire (1.5) est le plus petit sous-espace vectoriel conte-

nant les observations ℎb et fermé par différentiation de Lie le long de tous 

les elements de ℱ = {1a(. ), ] ∈ ℝ`}  c.-à-d. tous les champs de vecteurs 

correspondants à des entrées constantes : 

j(ℎ)($) = n�o�{ℒ.qrℒ.qr−1 …ℒ.q1ℎb(3)1 ≤ Q ≤ �, t ≥ 1, ]1,… , ]u
∈ ℝ`, $ ∈ ℝR}                                                     (1.6) 

où ℒ.q1ℎx(3) est la dérivée de Lie de la fonction ℎb le long du champ de 

vecteurs 1ay . 
Définition 1.16 (Observabilité au sens du rangDéfinition 1.16 (Observabilité au sens du rangDéfinition 1.16 (Observabilité au sens du rangDéfinition 1.16 (Observabilité au sens du rang    [65][65][65][65])))): : : : Le système dyna-

mique (1.5) est dit observable au sens du rang en $0 ∈ ℝR si : 
                                   dimdj(ℎ)($0) = �                                (1.7) 
où dj(ℎ)($0) = {d|($0), | ∈ j(ℎ)}. 
Le système (1.5) est observable au sens de rang s’il l’est pour tout $ ∈ ℝR. 
Si le système (1.5) est observable au sens du rang en $0, alors il est loca-
lement faiblement observable de $0 [62]. 
Pour les systèmes LTI, l’observabilité ne dépend ni des entrées appliquées 

au systèmes, ni des conditions initiales : l’observabilité locale implique 

l’observabilité globale. 

Dans la partie suivante, nous intéressons à l’étude de l’observabilité des 

systèmes linéaire temps variant (LTV) pour lesquels il est utile 

d’introduire le concept grammien d’observabilité. 

Considérons le système : 

                                   $(̇3) = }(3)$(3) + ~(3)](3)                     
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                                   ^(3) = �(3)$(3)                                    (1.8) 
Définition 1.17 (Observabilité complèteDéfinition 1.17 (Observabilité complèteDéfinition 1.17 (Observabilité complèteDéfinition 1.17 (Observabilité complète    [65][65][65][65])))): : : : Le système (1.8) est dit 

complètement observable s’il existe � > 0  et 30 > 0  tels que pour tout 
3 ≥ 30 , le grammien d’observabilité :  

              ��(3, 3 + � ) = ∫ �Y (�, 3)�Y (�)�(�)�(�, 3)��C+Y
C

             (1.9) 

est défini positif. �(�, 3) représente la matrice de transition du système 

homogène associé à (1.8) : 

                                   ��� �(�, 3) = }(�)�(�, 3)                        (1.10)                                    �(3, 3) = �R                                        (1.11) 
Physiquement, le grammien d’observabilité ��(3, 3 + � )  quantifie 

l’information fournie par la sortie sur l’internalle de temps [3, 3 + � ]. On 

remarque que la condition d’observabilité complete n’est pas suffisante 

pour estimer l’état de (1.8). En effet, ��(3, 3 + � ) peut être défini positif 
tout en s’approchant de zéro. Dans ce cas, l’information fournie par la sor-

tie n’est plus suffisante pour reconstruire l’état du système. Nous sommes 

alors amenés à introduire la notion d’observabilité complète uniforme. 

Définition 1.18 (Observabilité complète uniformeDéfinition 1.18 (Observabilité complète uniformeDéfinition 1.18 (Observabilité complète uniformeDéfinition 1.18 (Observabilité complète uniforme    [66][66][66][66]))))    ::::    Le système 

(1.8) est dit complètement uniformément observable s’il existe � > 0, ? >
0 et 30 > 0 tels que pour tout 3 ≥ 30:   
                                   ��(3, 3 + � ) ≥ ?�R > 0                        (1.12) 
Entrées Entrées Entrées Entrées universelles et systèmes uniformément observablesuniverselles et systèmes uniformément observablesuniverselles et systèmes uniformément observablesuniverselles et systèmes uniformément observables    [65][65][65][65]    ::::        

L’étude de l’observabilité des systèmes non linéaires, comme nous l’avons 

présentée précédemment, ne fait pas apparaitre le rôle des entrées. En effet, 

alors que l’observabilité des systèmes LTI et LTV ne dépend pas des en-
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trées, ce n’est plus le cas pour les systèmes non linéaires. Il existe des en-

trées particulières rendant ces systèmes inobservables. L’exemple suivant 

illustre cette propriété : 

Exemple 1.1Exemple 1.1Exemple 1.1Exemple 1.1 Considérons un système bilinéaire de la forme : 

                                   $1̇ = ]$2          $ ∈ ℝ2, ] ∈ ℝ, ^ ∈ ℝ                                      $2̇ = 0                                              ^ = $1 
Il est clair que ce système est observable pour toute entrée ](3) = t, t ∈
ℤ − {0}. Cependant l’entrée ](3) = 0 ne pourra distinguer deux états dis-
tincts $ = ($1, $2)Y  et  $̅ = ($1̅, $2̅)Y  tels que $1 ≠ $1̅ et $2 ≠ $2̅, les sor-
ties ℎ($(3, 30, $0)) et ℎ($(3, 30, $0̅)) etant identiques pour tout 3 ≥ 0. 
Il convient, dès lors, de réaliser une certaine « classification » des entrées. 

Pour cela, nous introduisons les notions d’entrées universelles et singulières. 

Définition 1.19 (Entrée universelleDéfinition 1.19 (Entrée universelleDéfinition 1.19 (Entrée universelleDéfinition 1.19 (Entrée universelle    [65][65][65][65]))))::::    Une entrée est dite universelle 

pour le système (1.5) sur un intervalle de temps [30, � ] si, pour tout couple 
d’états initiaux distincts $0  et $0̅ , il existe 3 ∈ [30, � ]  tel que 

ℎ($(3, 30, $0)) ≠ ℎ($(3, 30, $0̅)). Une entrée universelle distingue les états $0 
et $0̅. 
Tout entrée d’un système LTI est une entrée universelle. 

Définition 1.20 (Entrée singulièreDéfinition 1.20 (Entrée singulièreDéfinition 1.20 (Entrée singulièreDéfinition 1.20 (Entrée singulière    [65][65][65][65]))))::::    Toute entrée non universelle est 

dite singulière.    

L’étude de l’universalité des entrées permet d’établir une classe particuliè-

rement intéressante de systèmes observables sur l’ensemble des entrées 

admissibles : les systèmes uniformément observables. 
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Définition 1.23 Définition 1.23 Définition 1.23 Définition 1.23 (Observabilité uniforme(Observabilité uniforme(Observabilité uniforme(Observabilité uniforme    [65][65][65][65]):):):):    Un système est dit uni-

formément observable ou observable pour toute entrée si, pour tout 

3 ∈ [30, � ], toute entrée admissible ] ∶ [30, � ] → ℝ`, est une entrée univer-
selle sur [30, � ]. 
Définition 1.24 (Observabilité uniforme localeDéfinition 1.24 (Observabilité uniforme localeDéfinition 1.24 (Observabilité uniforme localeDéfinition 1.24 (Observabilité uniforme locale    [65][65][65][65]):):):):    Un système est dit 

localement uniformément observable si, pour tout $ ∈ Ω ⊂ ℝR, il existe un 
voisinage UT de $ tel que le système restreint à ce voisinage est uniformé-

ment observable. 

1.31.31.31.3 Observateurs Observateurs Observateurs Observateurs d’état des systèmes non d’état des systèmes non d’état des systèmes non d’état des systèmes non 
linéaireslinéaireslinéaireslinéaires    

Cette section consiste en une introduction au problème d’observation 

d’état des systèmes non linéaires. Nous présentons le principe d’estimation 

d’état, quelques définitions sur la notion d’observabilité et un état de l’art 

sur les différentes techniques de conception d’observateurs pour les sys-

tèmes non linéaires. 

1.3.1.1.3.1.1.3.1.1.3.1. Principe d’estimation d’étatPrincipe d’estimation d’étatPrincipe d’estimation d’étatPrincipe d’estimation d’état    

Un observateur consiste en un système dynamique auxiliaire (j) dont les 
entrées sont les entrées/sorties mesurées d’un système (�), et les sorties 
sont supposées donner une estimation de son état, selon le schéma décrit 

sur la Figure 1.1., nous utilisons la notation unifiée suivante pour décrire 

un système dynamique (�) : 
                                   $(̇3) = 1($, ])                                    
                                   ^ = ℎ($, ])                                        (1.13) 
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Définition 1.3.1.Définition 1.3.1.Définition 1.3.1.Définition 1.3.1. Le système dynamique (j) décrit par les équations : 
                                   � ̇ = Φ(�, ], ^)                                   
                                   $̂ = Ψ(�, ], ^)                                     (1.14) 
� ∈ ℝ�, est un observateur asymptotique local pour le système (�) si les 
deux conditions suivantes sont vérifiées : 

1.     $(0) = $(̂0) ⟹ $(3) = $(̂3) ∀ 3 ≥ 0. 
2. Il existe un voisinage ouvert Ω ⊆ ℜRde l’origine tel que : 

$(0) − $(̂0) ∈ Ω⟹ ‖$(3) − $(̂3)‖⟶ 0 �]o�� 3 → +∞ 

Si ‖$(3) − $(̂3)‖ tend exponentiellement vers zéro, le système (j) est dit 
observateur exponentiel de (�). 
Lorsque Ω = ℝR, le système (j) est dit observateur global de (�). 
La condition 2 signifie que l’erreur d’estimation doit être asymptotique-

ment stable. Un système pour lequel un observateur de la forme (1.12) 

existe et tel que la condition 2 soit satisfaite est dit détectable. 

Quant à la condition 1, elle signifie que si l’observateur (j) et le système 

(�) possèdent tous les deux le même état initial, alors l’état estimé de (j) 
devrait être égal à l’état réel du système (�) à tout instant. 
Si l’état estimé $ ̂est égal à �, alors (1.14) peut être remplacée par : 

                                   $̂̇ = Φ($,̂ ], ^)                                   (1.15) 
La condition 1 peut être exprimée par : 

$̂ = $⟹ $̇ = $̂ ̇
ce qui est équivalent à 

$̂ = $⟹ Φ($,̂ ], ^) = 1($,̂ ]) 
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Figure 1. 1 Principe d’estimation d’état 

Par conséquent, sans perte de généralité, (1.15) peut se réécrire comme 

suit : 

 $̂̇ = 1($,̂ ]) + κ($,̂ ], ^) 
où  
                                   $̂ = $⟹ κ($,̂ ], ^) = 0                        (1.16) 
Une fonction � qui contient le facteur $ − $ ̂satisfait (1.16), mais puisque 

$ n’est pas mesuré, ceci n’est pas possible. Cependant, $̂ = $⟹ ℎ($,̂ ]) =
ℎ($, ]) = ^ , donc nous pouvons prendre une fonction � de la forme : 

κ($,̂ ], ^) = �($,̂ ], ^)(^ − ^)̂ 
où ^̂ = ℎ($,̂ ]). 
L’observateur peut donc s’exprimer comme suit : 

                                    $̂̇ = 1($,̂ ]) + �($,̂ ], ^)(^ − ^)̂            
                                   ^ ̂ = ℎ($,̂ ])                                        (1.17) 
    

�    � ∶  é���    
� : ����é�       : ¡¢��£�     

¤    ¥ ∶  é���    

�̂     
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Observateur d’ordre réduitObservateur d’ordre réduitObservateur d’ordre réduitObservateur d’ordre réduit    

Pour les systèmes sans couplage direct entre l’entrée et la sortie, i.e. : 

^ = ℎ($), il est possible de trouver une transformation d’état de façon à ce 

que les sorties forment une partie du nouveau vecteur d’état. En supposant 

que la jacobienne de l’application de sortie  ¦ℎ(T)¦T  soit de plein rang �, il est 
toujours possible de trouver une matrice constante �  de dimension 

(� − �) × � telle que la transformation 

[¨̂] = Θ($) = [ �$ℎ($)] 
soit localement inversible (voir [67]). Le système transformé s’écrit : 

¨ ̇ = «(¨, ^, ]) 
^̇ = ?(¨, ^, ]) 
^ = �[¨  ^]Y  

où 

                                   «(¨, ^, ]) = �1($, ])|T=Θ−1([®  ¯]° ) 
                                   ?(¨, ^, ]) = Vℎ($, ])V$ 1($, ])|T=Θ−1([®  ¯]° ) 
et 

� = [0\×(R−\)  �\] 
L’observateur d’ordre réduit joue un rôle important. En effet, puisque ^ est 
mesuré, il n’est pas besoin d’être estimé, ce qui réduit la dimension du vec-

teur d’état estimé de � à � − �. 
1.3.2.1.3.2.1.3.2.1.3.2. Les différents types d’observateursLes différents types d’observateursLes différents types d’observateursLes différents types d’observateurs    

Initialement les systèmes abordés ont été les systèmes linéaires, pour les-

quels les observateurs de Kalman et Luenberger ont donné de bons résul-
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tats. Le filtre de Kalman est utilisé dans le cas des systèmes stochastiques 

en minimisant la matrice de covariance de l’erreur d’estimation, et 

l’observateur de Luenberger a été utilisé pour les systèmes linéaires déter-

ministes. Dans le cas des systèmes non linéaires, l’observation d’état est un 

peu plus délicate et il n’existe pas, à l’heure actuelle, de méthode univer-

selle pour la synthèse d’observateurs. Les approches envisageables sont soit 

une extension des algorithmes linéaires, soit des algorithmes non linéaires 

spécifiques. Dans le premier cas, l’extension est basée sur une linéarisation 

du modèle autour d’un point de fonctionnement. Pour le cas d’algorithmes 

non linéaires spécifiques, les nombreuses recherches menées sur ce sujet 

(voir [68, 69]) ont donné naissance à de nombreux algorithmes 

d’observation. Nous présenterons ces algorithmes dans la suite de ce cha-

pitre. 

1. Méthodes de transformations non linéaires : Cette technique fait 

appel à un changement de coordonnées afin de transformer un sys-

tème non linéaire en un système linéaire. Une fois qu’une telle 

transformation est faite, l’utilisation d’un observateur de type 

Luenberger suffira pour estimer l’état du système transformé, et 

donc l’état du système original en utilisant le changement de coor-

données inverse. 

2. Observateurs étendus : Dans ce cas, le calcul du gain de 

l’observateur se fait à partir du modèle linéarisé autour d’un point 

de fonctionnement. C’est par exemple le cas du filtre de Kalman 

étendu et l’observateur de Luenberger étendu. 
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3. Observateurs à grand gain : Ce type d’observateurs est utilisé en 

général pour les systèmes lipschitziens. Son nom est dû au fait que 

le gain de l’observateur choisi est suffisamment grand pour compen-

ser la non-linéarité du système. 

Ci-après, nous présentons un peu plus en détails ces méthodes. 

1.3.2.1.1.3.2.1.1.3.2.1.1.3.2.1. Méthodes de transformations non linéairesMéthodes de transformations non linéairesMéthodes de transformations non linéairesMéthodes de transformations non linéaires    

Cette technique consiste à transformer, à l’aide d’un changement de coor-

données, un système non linéaire en un système linéaire modulo une injec-

tion de sortie. Une fois qu’un tel changement de coordonnées est obtenu, 

l’utilisation d’un observateur de type Luenberger (corrigé par l’injection de 

sortie) suffira pour estimer l’état du système transformé, et donc l’état du 

système non linéaire original en utilisant le changement de coordonnées 

inverse. L’un des premiers travaux réalisés dans ce domaine est proposé 

dans [6], où le système autonome de la forme 

                                   $̇ = 1($)                                          
                                   ^ = ℎ($)                                           (1.18) 
est transformé, par un changement de coordonnées non linéaire � = ³($), 
en un système linéaire sous la forme canonique observable suivante : 

                                   � ̇ = }´� + µ(^)                                 (1.19o)                                    ^ = �´�                                           (1.19¶) 
où }´ et �´ sont sous la forme duale de Brunovsky, i.e. : 

}´ = [0R−1 �R−10 0R−1Y ] , �´ = [1 0R−1Y ] 
L’observateur de Luenberger correspondant à (1.19) est donné par : 
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                                   � ̂̇ = }´� ̂+ µ(^) + �(^ − �´�)̂                (1.20) 
dont la dynamique de l’erreur < = � − � ̂est linéaire et s’écrit : 
                                   < ̇ = (}´ −��´)<                                (1.21) 
Le calcul du gain � se fait par un placement de pôles. 

Ce travail a été étendu dans [7] au cas des systèmes à sorties multiples et 

la transformation non linéaire a été généralisée comme suit : 

                                   � = Φ($)                                           (1.22) 
                                   ¹ = Ψ($)                                           (1.23) 
où ¹ est la transformation de la sortie ^ à l’aide du changement de coor-

données non linéaire º(. ). Les conditions sous lesquelles une telle trans-
formation existe ont été établies. Cependant, trois problèmes sont liés à 

cette approche : 

1. La classe des systèmes pour lesquels une telle transformation existe 

est très restreinte ; 

2. La procédure d’obtention d’une telle transformation est très compli-

quée ; 

3. Dans le cas des systèmes avec entrées (systèmes commandés), le 

système transformé contient toutes les dérivées des entrées. 

Dans [70], le système : 

                                   $̇ = 1($, ])                                       
                                   ^ = ℎ($, ])                                        (1.24) 
a été considéré. Dans ce cas, le système transformé sous forme canonique 

généralisée est défini par : 

                                   � ̇ = }´� + µ(^. ]′)                               (1.25)                                    ¹ = �´�                                            (1.26) 
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Où ]′ = [] ]̇…](R)]Y  . La transformation non linéaire utilisée est : 

                                   � = Φ($, ]′)                                        
                                   ¹ = Ψ($, ]′)                                       
En supposant que les dérivées de l’entrée ] sont disponibles, la structure 
de l’observateur suggéré est : 

                                   � ̂̇ = }´� ̂+ µ(^, ]′) + �(¹ − ¹)̂               (1.27)                                    ¹ ̂ = �´� ̂                                           (1.28) 
La dynamique de l’erreur est donnée par (1.21). 

D’autres généralisations aux systèmes à sorties multiples ont été proposées 

dans [8, 71, 72]. Un algorithme simplifié permettant de calculer la trans-

formation convenable, pour le cas des systèmes autonomes, a été conçu 

dans [73]. Des conditions nécessaires et suffisantes d’existence de la trans-

formation pour les systèmes mono-sortie ont été données dans [74]. Ces 

résultats ont été généralisés dans [75] aux systèmes à sorties multiples, et 

un algorithme de calcul du changement de variables a été donné. Une des 

raisons pour laquelle la classe des systèmes qui peuvent être transformés 

sous forme linéaire observable est restreinte est due au fait que la sortie 

doit être linéaire comme dans (1.19b) et (1.26b). Cette condition est re-

laxée dans [76] pour la classe des systèmes autonomes mono-sortie. L’idée 

est de transformer le système (1.18), en utilisant le changement de va-

riables � = ³($), en : 
                                   � ̇ = }� + ¼^                                     
                                   ^ = ?(�)                                           (1.29) 
où ?(�) = ℎ($)|T=Θ−1(½). L’observateur s’écrit : 
                                   � ̂̇ = }� ̂+ ¼^                                      (1.30) 



      Chapitre 1. Observation des systèmes non linéaires : un état de l’art  
 

 

28 
 

et la dynamique de l’erreur < = � − � ̂est 
                                   < ̇ = }<                                             (1.31) 
La transformation Φ est choisie de façon à obtenir une matrice A avec des 

propriétés souhaitables. Afin de surmonter la difficulté d’obtention de la 

transformation convenable, indépendamment des travaux précédents, une 

nouvelle approche a été présentée dans [77] pour la classe des systèmes non 

linéaires autonomes et mono-sortie. Une méthode constructive basée sur 

des techniques de synthèse linéaires a été proposée. Les conditions néces-

saires et suffisantes d’existence de la forme canonique ont été énoncées 

dans [78]. Plusieurs extensions de cette approche au cas des systèmes non 

linéaires commandés et multi-sorties sont données dans [79, 80]. 

1.3.2.2.1.3.2.2.1.3.2.2.1.3.2.2. Observateurs étendusObservateurs étendusObservateurs étendusObservateurs étendus    

Il est possible d’étendre quelques techniques linéaires à des systèmes non 

linéaires, ceci en calculant le gain de l’observateur à partir du modèle li-

néarisé autour d’un point de fonctionnement. C’est par exemple le cas du 

filtre de Kalman étendu et l’observateur de Luenberger étendu que nous 

citons un peu plus en détail dans la suite. 

A)A)A)A) Filtre de Kalman Etendu (EKF)Filtre de Kalman Etendu (EKF)Filtre de Kalman Etendu (EKF)Filtre de Kalman Etendu (EKF)    

Le filtre de Kalman étendu est l’une des techniques d’estimation les plus 

populaires et largement étudiées dans le domaine d’estimation d’état des 

systèmes dynamiques non linéaires. Ce filtre étendu consiste à utiliser les 

équations du filtre de Kalman standard au modèle non linéaire linéarisé 

par la formule de Taylor au premier ordre. 
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Ce filtre étendu a été appliqué avec succès sur différents types de procédés 

non linéaires. Malheureusement, les preuves de stabilité et de convergence 

établies dans le cas des systèmes linéaires, ne peuvent être étendues de 

manière générale au cas des systèmes non linéaires. Dans un environne-

ment déterministe, une preuve de la convergence du filtre de Kalman éten-

du a été établie dans [81] pour la classe des systèmes non linéaires à temps 

discret. Cependant, cette convergence n’est que locale. L’analyse de la con-

vergence de cet estimateur reste, à l’heure actuelle, un problème ouvert. 

Les nombreuses recherches qui ont été menées sur ce sujet ont donné nais-

sance à de nombreuses publications et ouvrages [82, 83]. Avant 

d’introduire le fameux filtre de Kalman étendu, nous avons besoin de pré-

senter l’estimateur de Kalman standard pour les systèmes linéaires à temps 

variant (LTV). 

Cas des systèmes LTV à temps continuCas des systèmes LTV à temps continuCas des systèmes LTV à temps continuCas des systèmes LTV à temps continu : Pour le système LTV de la 

forme 

                                   $̇ = }(3)$ + ~(3)] + ¹1(3)                                                       ^ = �(3)$ + ¹2(3)                               (1.32) 
L’estimateur de Kalman standard est donné par : 

                $̂̇ = }(3)$̂ + ~(3)] + ¾�Y (3)�−1(^ − �(3)$)̂               (1.33) 
où ¾  est la solution symétrique et définie positive de l’équation de Riccati 

suivante : 

                ¾̇ = }¾ + ¾}Y +¿− ¾�Y�−1�¾                          (1.34) 
Le filtre de Kalman étendu [84] est une extension directe du filtre de Kal-

man standard en remplaçant les matrices d’état et de sortie, },� du sys-
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tème linéaire (1.32) par les jacobiennes des non-linéarités du système en 

question. 

Considérons le système non linéaire suivant : 

                                   $̇ = 1($, ]) + ¹(3)                               
                                   ^ = ℎ($, ]) + À(3)                               (1.35) 
L’EKF s’exprime de la manière suivante : 

         $̇ = 1($,̂ ]) + ¾Á($,̂ ])�−1(^ − ℎ($,̂ ]))                            
        ¾̇ = Â($,̂ ])¾ + ¾Â($,̂ ])Y +¿− ¾Á($,̂ ])Y�−1Á($,̂ ])¾       (1.36) 
où 

                                   Â ($,̂ ]) = V1V$ ($,̂ ])                              (1.37) 
                                   Á($,̂ ]) = VℎV$ ($,̂ ])                              (1.38) 

B)B)B)B) Observateur de Luenberger étenduObservateur de Luenberger étenduObservateur de Luenberger étenduObservateur de Luenberger étendu    

L’observateur de Luenberger étendu intervient, soit au niveau du système 

original avec un gain constant, soit par le biais d’un changement de coor-

données avec un gain dépendant de l’état à estimer. Dans le premier cas, 

un modèle linéarisé est nécessaire, et le gain de l’observateur est calculé 

par placement de pôles. Ce type d’observateur ne peut être utilisé que 

lorsque l’on est sûr que l’état restera au voisinage de l’état d’équilibre. 

Pour cette raison, cette méthode n’est pas très utilisée, parce que son utili-

sation peut être compromise par les instabilités qui peuvent se révéler si 

l’on s’éloigne du point de fonctionnement. Dans le deuxième cas, comme 

nous l’avons mentionné précédemment, les méthodes de changement de 

coordonnées ne concernent qu’une classe restreinte de systèmes non li-
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néaires. En effet, beaucoup d’approches utilisant les changements de coor-

données nécessitent l’intégration d’un ensemble d’équations aux dérivées 

partielles non linéaires, ce qui est souvent très délicat à réaliser. De ce fait, 

l’utilisation de solutions approchées est envisageable. 

1.3.2.3.1.3.2.3.1.3.2.3.1.3.2.3. Observateurs basés sur les fonctions de Observateurs basés sur les fonctions de Observateurs basés sur les fonctions de Observateurs basés sur les fonctions de 

Lyapunov : observateurs de ThauLyapunov : observateurs de ThauLyapunov : observateurs de ThauLyapunov : observateurs de Thau        

Une méthode directe de conception d’observateur est d’utiliser un retour 

de sortie linéaire. Cette approche, introduite initialement dans [85], 

s’applique sur la classe des systèmes non linéaires s’écrivant sous la forme 

suivante : 

                                   $̇ = }$ + �($, ])                               
                                   ^ = �$                                             (1.39) 
où $ ∈ ℝR , ] ∈ ℝ`  et ^ ∈ ℝ\  représentent respectivement les vecteurs 

d’état, des entrées et des sorties du système. La paire (},�) est détectable 
et la non-linéarité, « satisfait la propriété de Lipschitz par rapport à $ : 
      ‖�($, ]) − �($,̂ ])‖ ≤ [Ã‖$ − $‖̂,   ∀ $, $̂ ∈ ℝR M3 ∀ ] ∈ ℝ`      (1.40) 
où [Ã est la constante de Lipschitz de la fonction «. 
Ce type d’observateurs est relativement classique en observation des sys-

tèmes non linéaires. Son nom est dû au fait que le gain de l’observateur 

choisi est suffisamment grand pour compenser la non linéarité du système. 

L’observateur de type Luenberger correspondant à (1.39) est de la forme : 

                         $̂̇ = }$̂ + �($,̂ ]) + �(^ − �$)̂                        (1.41) 
La dynamique de l’erreur d’estimation $̃ = $ − $̂  est donnée par 

l’équation : 
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                         $̃̇ = (} −��)$̃ + �($, ]) − �($,̂ ])                   (1.42) 
L’objectif est de déterminer sous quelles conditions le gain � peut garantir 

la stabilité de l’erreur d’estimation < en zéro. 
La méthode de Thau [85] fournit une condition suffisante de stabilité 

asymptotique de l’erreur d’estimation (1.42). Le résultat de cette méthode 

est donné par le théorème suivant : 

Théorème 1.1.Théorème 1.1.Théorème 1.1.Théorème 1.1. ([9, 85]) Considérons le système (1.39) et l’observateur 
(1.41). Si le gain d’observation � est choisi tel que : 

                                   [ < µ`bR(¿)2µ`ÄT(¾ )                                   (1.43) 
où µ`bR(�) et µ`ÄT(�) désignent respectivement les valeurs propres mini-

male et maximale de la matrice carrée �, 
les matrices ¾ = ¾ Y > 0  et ¿ = ¿Y > 0  désignent les solutions de 

l’équation de Lyapunov : 

                   (} −��)Y¾ + ¾(} −��) + ¿ = 0                      (1.44) 
alors l’erreur d’estimation (1.42) est exponentiellement stable. 

La preuve de ce théorème est basée sur l’utilisation de la fonction de Lya-

punov standard : 

                                   O = O ($)̃ = $Ỹ¾$ ̃                             (1.45) 
Pour plus de détails sur la preuve du Théorème 1.1, nous invitons le lec-

teur à consulter [85]. 

Il a été démontré dans [86] que le rapport ÅÆÇÈ(É)2ÅÆÊË(�) est maximal si ¿ = �R. 
Le problème est donc réduit à choisir un gain � qui satisfait 

                                    [ < 12µ`ÄT(¾)                                  (1.46) 
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où 

                   (} −��)Y¾ + ¾(} −��) = −�R                        (1.47) 
1.3.2.4.1.3.2.4.1.3.2.4.1.3.2.4. Observateurs à grand gainObservateurs à grand gainObservateurs à grand gainObservateurs à grand gain    

L’approche de Thau n’est pas une méthode de synthèse systématique. Elle 

permet seulement de vérifier la convergence de l’observateur (1.41), a pos-

teriori. En effet, le choix des matrices ¾ ,¿ et � qui satisfont l’inégalité 

(1.43) n’est pas direct. Par exemple, le placement des valeurs propres de 

(} −��) dans le demi-plan gauche n’implique pas que la condition (1.43) 

est satisfaite. Il n’existe aucune relation spécifique entre les valeurs propres 

de (} −��) et µ`ÄT, ceci a été prouvé dans [87] par un simple exemple 

numérique. 

Ce type d’observateurs a été largement étudié dans la littérature par de 

nombreux chercheurs spécialistes dans le domaine de l’observation d’état. 

Une méthode constructive a été proposée par Raghavan dans [87], où une 

solution explicite et systématique du choix du gain de l’observateur est 

établie. Cette solution est illustrée dans le théorème suivant : 

Théorème 1.2.Théorème 1.2.Théorème 1.2.Théorème 1.2. ([87]) Considérons le système(1.39) et l’observateur(1.41). 

S’il existe petit valeur Ì > 0 tel que l’équation de Riccati 
            }¾ + ¾}Y + ¾ ([2�R − 1Ì �Y�)¾ + �R + Ì�R = 0            (1.48) 
admette une solution ¾  symétrique définie positive, alors le gain 

                                   � = 12Ì¾�Y                                       (1.49) 
stabilise asymptotiquement la dynamique de l’erreur d’estimation (1.42). 
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Cependant, cet algorithme n’est pas efficace pour toutes les paires (}, �) 
observables et malheureusement ne donne pas d’informations sur les condi-

tions que doit vérifier la matrice (} −��) afin d’assurer la stabilité de 
l’erreur d’estimation. Nous avons vu que le placement des valeurs propres 

de (} −��) dans le demi-plan gauche est certainement insuffisant. 

Dans [88], l’auteur a suggéré une procédure de conception liée directement 

à la matrice (} −��). Dans cette procédure, le choix du gain K tel que 

                                    �`bR(} −��) > [                            (1.50) 
assure l’inégalité (1.45). Les valeurs singulières de (} −��) jouent, en 
effet, un rôle sur la convergence de l’observateur. Malheureusement, ce 

résultat est en général incorrect. Ceci a été démontré par un contre-

exemple dans [9]. 

L’inexactitude du résultat précédent est intuitivement compréhensible. En 

effet, les valeurs singulières d’une matrice déterminent si cette matrice est 

proche d’être singulière. Une matrice pourrait être proche d’être singulière, 

mais ses valeurs propres restent proches de l’axe imaginaire. Cette distinc-

tion a été clarifiée après la nouvelle méthode proposée dans [9]. En effet, 

dans [9], Rajamani a établi un nouveau résultat permettant de corriger le 

précédent. Ce résultat est résumé dans le théorème suivant qui fournit des 

conditions nécessaires et suffisantes que doit vérifier la matrice (} −��) 
afin de justifier la convergence de l’observateur. 

ThéorèThéorèThéorèThéorème 1.3.7. me 1.3.7. me 1.3.7. me 1.3.7. ([9]) Considérons le système (1.39) et l’observateur (1.41), 

avec (}, �) observable et « satisfait (1.40). Alors, l’erreur d’estimation est 

asymptotiquement stable si le gain � peut être choisi tel que (} −��) 
soit stable et : 
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                         minÐ≥0 (�`bR(} −�� − ÑÒ�R)) ≥ [                      (1.51) 
où Ñ est tel que Ñ2 = −1. 
La démonstration complète de ce théorème est donnée dans [9]. 

D’autres méthodes de synthèse d’observateurs ont été développées spécia-

lement pour la classe des systèmes uniformément observables [16, 89]. Ces 

méthodes utilisent un changement de variables pour se ramener à un sys-

tème de la forme (1.39). Une fois le système transformé, l’utilisation d’un 

observateur à grand gain est systématique. Ce type d’observateurs a été 

appliqué à une classe de systèmes biologiques et à des procédés biotechno-

logiques dans [89, 90]. 

1.3.2.5.1.3.2.5.1.3.2.5.1.3.2.5. Observateurs à mode glissantObservateurs à mode glissantObservateurs à mode glissantObservateurs à mode glissant    

Toutes les approches présentées jusqu’ici considèrent que le modèle dyna-

mique du processus à surveiller est parfaitement connu. Une des classes les 

plus connues des observateurs robustes contre les incertitudes paramé-

triques et les erreurs de modélisation est celle des observateurs qui se ba-

sent sur la théorie des systèmes à structure variable ou sur la théorie des 

modes glissants [91-94]. 

Pour un système de la forme : 

                                   $̇ = 1($, ])                                       
                                   ^ = ℎ($)                                           (1.52) 
où $ ∈ ℝR , ] ∈ ℝ`  et ^ ∈ ℝ\  représentent respectivement les vecteurs 

d’état, des entrées et des sorties du système. 1 et ℎ sont des champs de 

vecteurs supposés suffisamment continûment dérivables sur. L’entrée u est 

localement bornée et mesurable. 
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Une structure d’observateur à mode glissant (figure 2.3) est décrite par : 

                                   $̂̇ = 1($,̂ ]) − ΛnQÔ�(^ − ^)̂                   
                                   ^ ̂ = ℎ($)̂                                           (1.53) 
 

Dans ce cas, � = M¯ = ^ − ^ ̂est dite surface de glissement. 

Λ est la matrice de gain de dimension (� − �). 
On remarque que l’observateur obtenu est une copie du modèle du système 

plus un terme de correction Λ proportionnel à la fonction nQÔ� appliquée à 
l’erreur de sortie qui établit la convergence de $ ̂vers $. 
La fonction nQÔ�($) est définie par : 

nQÔ�($) = {  1    nQ   $ > 0  0    nQ   $ = 0−1    nQ   $ < 0 
Le choix de ce type d’observateur s’explique par les bonnes propriétés qui 

peuvent être satisfaites et qui se manifestent par : 

− La convergence en temps fini vers une surface de glissement � nulle 
et l’évolution de ^(3) selon une dynamique d’ordre(� − �).  

L’attractivité de cette surface est assurée par des conditions appelées con-

ditions de glissement [92]. 

− La possibilité de la réduction de dimension du système 

d’observation à (� − �). 
− L’équivalence de la fonction nQÔ� à un grand gain au voisinage de 

l’origine assure une robustesse contre les erreurs de modèle et les 

perturbations externes. 

Les dynamiques concernées pour les observateurs à mode glissant sont 

celles des erreurs d’observation MT = $ − $.̂ A partir de leurs valeurs  
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Figure 1. 2 Structure d’un observateur à mode glissant 

Initiales M(0), ces erreurs convergent vers les valeurs d’équilibre en deux 
étapes : 

− Au début, la trajectoire des erreurs d’observation évolue vers la sur-

face de glissement sur laquelle les erreurs de sortie M¯ = ^ − ^ ̂sont 
nulles. Cette é tape est connue sous l’appellation de « mode 

d’atteinte ». 

− Ensuite, la trajectoire des erreurs d’observation glisse sur la surface 

de glissement avec des dynamiques imposées de manière à annuler 

toutes les erreurs d’observation. Ce mode est appelé « mode de glis-

sement ». Durant cette étape, le gain de correction agit de manière 

à satisfaire la condition d’invariance suivante � ̇ = 0 et � = 0. 
Plus de détails pour la synthèse d’un observateur à mode glissant sont 

clairement donnés dans [91].  

1.3.2.6.1.3.2.6.1.3.2.6.1.3.2.6. Observateurs adaptatifsObservateurs adaptatifsObservateurs adaptatifsObservateurs adaptatifs    

Parfois les paramètres du système varient au cours du temps ou bien ils 

sont inconnus. Nous avons donc besoin d’estimer simultanément les para-
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mètres inconnus et l’état. L’idée est de combiner la connaissance du sys-

tème physique avec des données expérimentales mesurables [94], [95], [118] 

ce qui permet de concevoir des observateurs adaptatifs. 

Les premières études sur ces observateurs adaptatifs sont développées pour 

les systèmes linéaires par Kreisselmeir [95], Luders et Narendra [96], depuis 

les années 70 où l’observateur proposé assimile l’erreur de sortie avec adap-

tation des paramètres.  

Un travail élaboré par Bastin et Gevers [97] présente un observateur adap-

tatif non linéaire pour des systèmes mono-entrée/mono-sortie en utilisant 

les mêmes concepts développés par Luders et Narendra [96].  

Nous considérons les systèmes non linéaires décrits par : 

 

                                   $̇ = 1($, ], Ö)                                      
                                   ^ = ℎ($)                                           (1.54) 
où $ ∈ ℝR  représente le vecteur d’état, ] ∈ ℝ`  est l’entrée mesurée, 

^ ∈ ℝ\  est la sortie mesurée et θ = [θ1,… , θu]Y ∈ ℝu  est le vecteur de 
paramètres inconnus. 

Dans ce cas, l’observateur adaptatif qui estime simultanément l’état et les 

paramètres d’un système est de la forme : 

                                   $̂̇ = 1(̂$,̂ ], Ö,̂ ^,Á)                             (1.55) 
                                   ^ ̂ = Ù(̂$,̂ ], Ö,̂ ^, ¾ )                               (1.56) 
avec Ö ̂est l’estimé de θ, 1  ̂et Ù ̂sont deux fonctions non linéaires et Á et ¾  
représentent les matrices des gains d’ajustement. 
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1.41.41.41.4 ConclusionConclusionConclusionConclusion    

Ce chapitre a été consacré d’une part à quelques rappels sur des concepts 

relatifs à la stabilité (stabilité au sens de Lyapunov) et à l’observabilité 

(rappels sur quelques définitions sur la notion d’observabilité et formula-

tion du principe d’estimation d’état). D’autre part, nous avons présenté un 

état de l’art qui regroupe la plupart des techniques de conception 

d’observateurs pour les systèmes non linéaires à temps discret et à temps 

continu. Pour cette classe générale de systèmes, nous avons vu qu’il 

n’existe pas, à l’heure actuelle, de méthode universelle pour la synthèse 

d’observateurs. Les approches développées à ce jour sont soit une ap-

proximation des algorithmes linéaires (linéarisation autour d’un point de 

fonctionnement), soit des algorithmes non linéaires spécifiques pour cer-

taines classes de systèmes. 
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2222     
Chapitre Chapitre Chapitre Chapitre 2222     
    

Modélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniques    

 
Dans ce chapitre, on s’intéresse à la modélisation des systèmes mécaniques. 

La première partie est consacrée à la présentation des systèmes Lagran-

giens. On explique, le concept de sous actionnement, et les types de con-

traintes. La deuxième partie est consacrée à la présentation des système 

Hamiltoniens. On parlera, ensuite en détail de formalisme Hamiltonien à 

ports. Les conditions nécessaires et suffisantes pour linéariser ce type de 

système par un changement de coordonnées partiel seront présentées. Une 

caractérisation et une classification complètes des systèmes mécaniques qui 

satisfont ces conditions seront exposées. 

2.12.12.12.1 Systèmes LagrangiensSystèmes LagrangiensSystèmes LagrangiensSystèmes Lagrangiens    

La méthode Lagrangienne, issue du calcul variationel, a comme idée prin-

cipale la définition des fonctions d’énergie en termes de coordonnées et 

vitesses généralisées, ce qui mène à la définition d’une fonction appelée 

Lagrangienne. La dynamique d’un système mécanique Lagrangien et défi-

nie par l’ensemble d’équations différentielles appelé équation d’Euler-

Lagrange : 

                           ��3(V¼V� ̇ (�, �)̇) − V¼V� (�, �)̇ = ~(�)]                  (2.1) 
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Où � ∈ ℝR représente le vecteur des coordonnées généralisées pour un sys-
tème avec n degré de liberté et � ̇le vecteur des vitesses généralisées cor-
respondant. ] ∈ ℝ` est le vecteur des forces externes et ~ ∈ ℝR×` est la 
matrice correspondante qui répartit les forces sur le système (elle lie les 

entrées externes aux coordonnées généralisées). 

La fonction Lagrangienne ¼(�, �)̇ est définie, pour les systèmes mécaniques 

simples, comme étant la différence entre l’énergie cinétique Ü´(�, �)̇  et 
l’énergie potentielle O (�). 
                              ¼(�, �)̇ = Ü´(�, �)̇ − O (�)                            (2.2) 
Pour les systèmes mécaniques, l’énergie cinétique est donnée par 

                              Ü´(�, �)̇ = 12 �ẎÝ(�)� ̇                                (2.3) 
avec Ý(�) = ÝY (�) > 0 ∈ ℝR×R   est la matrice d’inertie généralisée. 

L’énergie potentielle est inférieurement bornée, c.à.d. il existe un  Þ ∈ ℝ tel 
que O (�) > Þ pour tout  � ∈ ℝR. 
L’avantage de ce formalisme est que la forme des équations d’Euler-

Lagrange est invariante, de plus, ce formalisme permet d’obtenir directe-

ment les équations d’évolution des systèmes mécaniques en fonction des 

forces appliquées. 

Les équations du mouvement dérivent de l’équation (2.1) sont données 

par : 

 ∑(Ýux(�)�ẍ)x
+∑(�bxu(�)�ḃ�ẋ)b.x

+ Ôu(�) = MuY~(]), t = 1,… , �  (2.4) 
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où  Mu est la tbé`9 base standard de ℝR , Ôu(�) = ∇ärO (�), Ýux sont les 
éléments de la matrice d’inertie et �bxu sont les symboles de Christoffel de 

première espèce définis par : 

                     �bxu(�) = 12{åäyÝbu +åäÇÝxu −åärÝbx}              (2.5) 
L’écriture de la formule 2.4 sous une forme vectorielle donne : 

                     Ý(�)� ̈+ �(�, �)̇� ̇+ Ô(�) = ~(�)]                           (2.6) 
où Ý(�) est la matrice d’inertie et �(�, �)̇ est une matrice composée des 

éléments :  

                              �bx(�, �)̇ =∑(�bxu(�)�u̇)R
u=1

                           (2.7) 

�(�, �)̇� ̇contient deux types d’éléments : ceux qui font intervenir les pro-

duits �ḃ�ẋ pour Q = Ñ, ils sont appelés forces Centrifuges et ceux qui corres-
pondent aux indices Q ≠ Ñ, ils sont les forces de Coriolis. Le vecteur Ô(�) 
represente les forces de gravité [98]. 

La relation entre la matrice d’inertie Ý  et la matrice des forces de Coriolis 

et de Centrifuges � est donnée par les deux propriétés ci-dessous 
                           Ý̇(�) = �(�, �)̇ + �Y (�, �)̇                              (2.8) 
                           åä = {12 �ẎÝ(�)�}̇ = (Ý̇ − �)� ̇                    (2.9) 

2.22.22.22.2     Systèmes mécaniques complétement Systèmes mécaniques complétement Systèmes mécaniques complétement Systèmes mécaniques complétement 
actionnésactionnésactionnésactionnés    

Considérons le système (2.6). Ce système mécanique est dit complètement 

actionné si le nombre des entrées de commande est égale au nombre de 

degrés de liberté (�o�Ô(~) = � = ê) ou, autrement dit, ~(�) est une ma-
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trice carrée inversible. Par conséquent, les systèmes mécaniques compléte-

ment actionnés sont linéarisable par retour d’état statique et n’admettent 

pas une dynamique des zéros [99]. Ceci peut être montré en appliquant la 

commande suivante : 

                           ] = ~−1(�)[Ý(�)¹ + �(�, �)̇� ̇+ Ô(�)]              (2.10) 
en redéfinissant les variables $1 = �, $2 = � ̇on obtient : 
                                                      $1̇ = � ̇                                                                           $2̇ = � ̈                      
qui représente clairement un système en (vecteur) double intégrateurs, 

c’est pourquoi la plupart des problèmes mécaniques complétement action-

nés peuvent être réduit à des problèmes équivalents pour des systèmes li-

néaires où on peut appliquer les concepts de l’automatique linéaire clas-

sique, ce qui signifie que la commande des systèmes mécaniques complète-

ment actionnés et sans perturbation ne pose pas des défis en termes de 

commande. 

2.32.32.32.3 Systèmes mécaniques sous actionnésSystèmes mécaniques sous actionnésSystèmes mécaniques sous actionnésSystèmes mécaniques sous actionnés    

Un système mécanique contrôlé associé au vecteur de configuration � ∈ ℝR 
et au lagrangien ¼(�, �)̇ satisfaisant les équations d’Euler-Lagrange (2.1) 
est appelé un système mécanique sous actionnée si (�o�Ô(~) = ê < �). 
Un système mécanique est dit sous actionné s’il admet moins d’actionneurs 

que de degrés de liberté. En d’autres termes, les systèmes sous actionnés 

sont des systèmes mécaniques avec moins d’entrées de commande indépen-

dantes que de degrés de liberté à contrôler de sorte que les entrées généra-
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lisées ne peuvent pas commander les accélérations instantanées dans toutes 

les directions ([100],[101]). 

Un système mécanique peut être sous actionné de plusieurs façons, la plus 

évidente est celle due à la dynamique du système associé par exemples : 

avions, hélicoptères, bateaux, sous-marins, systèmes de locomotion sans 

roues ; ou encore par conception dans le but de réduire le poids de cer-

taines applications pratiques telles que les satellites et les robots à articula-

tions flexibles. Le sous actionnement peut provenir aussi d’une panne 

d’actionneur en cours de fonctionnement ou encore imposé artificiellement 

pour générer des systèmes complexes pour un ordre pas très élevé, c’est le 

cas du pendule inversé. 

Pour certains systèmes sous actionnés, le manque d’actionneurs est souvent 

interprété comme des contraintes sur l’accélération c’est à dire comme des 

contraintes non holonomes du second ordre. 

2.42.42.42.4 Systèmes mécaniques avec contrSystèmes mécaniques avec contrSystèmes mécaniques avec contrSystèmes mécaniques avec contraintes aintes aintes aintes 
cinématiques cinématiques cinématiques cinématiques     

Considérons un système mécanique avec � degrés de liberté, décrit locale-
ment par � configurations � = (�1, . . . , �R) associé au Lagrangien ¼(�, �)̇  
qui satisfait les équations d’Euler-Lagrange (2.1), avec l’énergie cinétique 

exprimé en (2.3). Supposons maintenant qu’il y a des contraintes sur les 

vitesses généralisées  �,̇ décrit comme 

                                  }Y (�)� ̇= 0                                         (2.11) 
avec }(�) une matrice t$�  de �o�Ô t (il y a t contraints cinématiques 

indépendants). Classiquement, les contraints (2.11) sont appelés holonome 
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s’il est possible de trouver une nouvelle configuration des coordonnés 

� ̅= (�1̅, . . . , �R̅) tels que les contraints sont d’une manière équivalente ex-

primée en : 

                           � ̅Ṙ−u+1 = � ̅Ṙ−u+2 = ⋯ = � ̅Ṙ = 0                       (2.12) 
Dans ce cas, il est possible d’éliminer la configuration �R̅−u+1,… , �R̅ , 
puisque les contraints cinématiques (2.12) sont équivalents aux contraints 

géométriques 

                           �R̅−u+1 = ÞR−u+1,… , �R̅ = ÞR                          (2.13) 
Pour certaines contraints ÞR−u+1,… , ÞR déterminée par des conditions ini-

tiales.  

Ensuite le système réduit à un système sans contraintes (unconstrained) 

dans le reste de la configuration (�1̅,… , �R̅−u).  
S’il n’est pas possible de trouver des coordonnées � ̅de telle sorte que (2.12) 
soit vérifié (c.-à-d., si nous ne sommes pas capables d’intégrer les con-

traints cinématiques comme ci-dessus), alors, les contraints sont appelés 

non holonome. 

Les équations du mouvement pour le système mécanique avec Lagrangien 

¼(�, �)̇ et contraints (2.11) sont donnés par des équations Euler-Lagrange 
[102] : 

             ��3(V¼V�)̇ − V¼V� = }(�)µ + ~(�)],    µ ∈ ℝu, ] ∈ ℝ`          (2.14) 
             }Y (�)� ̇= 0                                                              (2.15) 
où ~(�)] sont les forces extérieures (commandes) appliqué au système, 

pour certaines matrice ~(�) de dimension � $ ê. }(�)µ sont les forces de 
contraint. Les multiplicateurs de Lagrange µ(3) sont uniquement détermi-



                                 
    ChapitreChapitreChapitreChapitre 2. Modélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniques 

 
 

46 
 

nés par l’exigence que les contraints }Y (�)� ̇= 0 doivent être satisfaits 
pour tous t. 

2.52.52.52.5 Méthode Hamiltonienne  Méthode Hamiltonienne  Méthode Hamiltonienne  Méthode Hamiltonienne      

Dans la formalisation Hamiltonienne, les équations d’Euler-Lagrange sont 

écrites en fonction de la position et de la quantité de mouvement générali-

sée au lieu de la position et de la vitesse généralisée. Le vecteur des mo-

ments généralisés � = (�1, �2, … , �R)Y  est défini pour tout Lagrangien ¼ 
comme : 

                                   � = V¼(�, �)̇V� ̇                                       (2.16) 
où bien � = Ý� ̇
De plus, dans la méthode Hamiltonienne, on définit par transformation de 

Legendre de ¼(�, �)̇ une fonction d’énergie totale Á(�, �) qui, pour les sys-
tèmes mécaniques, est égale à la somme des énergies cinétique et poten-

tielle du système : 

                           Á(�, �) = 12 �YÝ−1(�)� + O                           (2.17) 
Le vecteur d’état dans la formulation Hamiltonienne est : 

                           (�1, �2,… , �R, �1, �2, … , �R)Y                           (2.18) 
Les � équations différentielles de second ordre (2.1) se transforment en 2� 
équations différentielles de premier ordre : 

                               
⎩{{⎨
{{⎧ � ̇= VÁ(�, �)V� = Ý−1�
�̇ = −VÁ(�, �)V� + ~]                               (2.19) 
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L’équation (2.19) peut s’écrit sous forme matricielle comme 

                           (� ̇�̇) = [ 0R �R−�R 0R]⎝⎜
⎜⎜⎛
VÁV�VÁV� ⎠⎟
⎟⎟⎞+ [0R~]]                 (2.20) 

où on note �R la matrice identité d’ordre � et 0R la matrice nulle d’ordre �. 
Les systèmes dont la dynamique est écrite par l’équation (2.19) sont appe-

lés systèmes Hamiltoniens. La fonction d’énergie totale Á(�, �) est appelé 
fonction Hamiltonienne. 

Un avantage principal de (2.20) par rapport à (2.1) c’est que cette repré-

sentation constitue immédiatement un espace d'état standard, avec des 

variables d’état (�, �)  (en physique généralement appelées variables de 

phase). De plus, ces variables sont des variables conjuguées et 

l’Hamiltonien Á peut être directement lié à l'énergie du système. 

2.62.62.62.6     Modèle Hamiltonien à portModèle Hamiltonien à portModèle Hamiltonien à portModèle Hamiltonien à portssss    

Historiquement, l’approche Hamiltonienne a ses racines dans la mécanique 

analytique et part du principe de moindre action, via les équations d’Euler-

Lagrange et la Transformation de Legendre, vers les équations Hamilto-

niennes du mouvement. D’un autre côté, l’approche réseau provient de 

l’ingénierie électrique et constitue la pierre angulaire de la théorie des sys-

tèmes. Alors qu’une grande partie de l’analyse des systèmes physiques a 

été effectuée dans le cadre Lagrangien et Hamiltonien, le point de vue de la 

modélisation de réseau prévaut dans la modélisation et la simulation de 

systèmes physiques (complexes). Le cadre des systèmes Hamiltoniens à 

ports combine les deux points de vue, en associant à la structure 



                                 
    ChapitreChapitreChapitreChapitre 2. Modélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniques 

 
 

48 
 

d’interconnexion (structure de jonction généralisée en terminologie de bond 

graph) du modèle de réseau une structure géométrique donnée par une 

structure de Dirac. Ceci est en contraste avec les équations classiques du 

mouvement Hamiltonien où la structure géométrique est fondamentale-

ment déterminée par la géométrie de l’espace de phase donné comme le 

cotangent de la configuration variété. 

La dynamique Hamiltonienne est alors définie par rapport à cette structure 

de Dirac et l’Hamiltonien donné par l'énergie totale stockée. De plus, les 

systèmes Hamiltoniens à ports sont des systèmes dynamiques ouverts, qui 

interagissent avec leur environnement via les ports. Les effets résistifs sont 

inclus en terminant certains de ces ports sur des éléments dissipant 

d’énergie. 

Les structures de Dirac englobent les structures géométriques classique-

ment utilisées dans la géométrisation de la mécanique (structures de Pois-

son et structures pré-symplectiques), et permettent de décrire la structure 

géométrique de systèmes dynamiques à contraintes algébriques. De plus, 

les structures de Dirac permettent d'étendre la description Hamiltonienne 

des systèmes à paramètres distribués pour inclure des conditions aux li-

mites variables, conduisant à des systèmes Hamiltoniens à ports avec des 

paramètres distribués et des ports bornés. 

2.6.1.2.6.1.2.6.1.2.6.1. DDDDeseseses    les les les les équations Hamiltoniennes classiques aux équations Hamiltoniennes classiques aux équations Hamiltoniennes classiques aux équations Hamiltoniennes classiques aux 

systèmes Hamiltoniens à portsystèmes Hamiltoniens à portsystèmes Hamiltoniens à portsystèmes Hamiltoniens à portssss    
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Considérons les équations Hamiltoniennes standard pour les systèmes mé-

canique données en (2.19). On dérive immédiatement le bilan énergétique 

suivant : 

    ��3Á(�, �) = V
YÁ(�, �)V� � ̇+ VYÁ(�, �)V� �̇ = VYÁ(�, �)V� ] = �Ẏ]       (2.21) 

exprimant que l’augmentation d’énergie du système est égale au travail 

fourni (conservation d’énergie). Cela motive à définir la sortie du système 

comme ^ = � ̇(le vecteur des vitesses généralisées). 
Le système (2.19) est un exemple de systeme Hamiltonien à entrée-sortie 

localisé qui plus généralement donné sous la forme suivante[103] : 

                           � ̇ =   VÁV� (�, �)          (�, �) = (�1, . . . , �R, �1, . . . , �R)   
                           �̇ =  − VÁV� (�, �) + ~(�)]           ] ∈ ℝ`    
                           ^ = ~Y (�) VÁV� (�, �) = ~Y (�)� ̇     ^ ∈ ℝ`        (2.22) 
avec ~(�)] désignant les forces généralisées résultant de l’entrée ] ∈ ℝ`.  
L’espace d’état de (2.22) avec les coordonnées locales (�, �) est souvent 
appelé espace de phase. Si ê < � dans ce cas on parle d’un système sous-

actionné, si ê = t et la matrice ~(�) est inversible partout (comme en 

(2.19)), alors le système Hamiltonien est appelé complètement actionné.   

A cause de la forme des équations de sortie ^ = ~Y (�)� ̇ nous obtenons 
encore le bilan énergétique (2.21) : 

                           �Á�3 (�(3), �(3)) = ^Y (3)](3)                            (2.23) 
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Une généralisation consiste à considérer les systèmes décrits dans les coor-

données locales comme 

                           $̇ =  ö($) VÁV$ ($) + ~($)]        $ ∈ ÷, ] ∈ ℝ`      
                           ^ = ÔY ($) VÁV$ ($)                    ^ ∈ ℝ`          (2.24) 
Ici ö($) est une matrice � × � avec des entrées dépendent de $, qui est 
supposé être antisymétrique, c'est-à-dire : 

                                      ö($) = −öY ($)                               (2.25) 
et $ = ($1, . . . , $R) sont des coordonnées locales pour une variété ÷ de 

dimension �. en raison de (2.25) nous calculons :  
     Á($(31)) =   Á($(30)) +∫ ]Y (3)^(3)�3C1

C0
    ∀30, 31, ∀](. )          (2.26) 

Qui montre que (2.24) est conservative si Á > 0. Nous appelons (2.24) 
avec ö  satisfaisant (2.25) un système Hamiltonien à ports (pH) avec une 

matrice de structure  ö($) et un Hamiltonien Á( voir [104],[105]). Notant 

que (2.22) est un cas particulier de (2.24) avec $ = (�, �), et ö($) (étant 
donné par la matrice constante asymétrique) et Ô($)  seront donnée par : 
                           ö = [ 0 �u−�u 0 ] ,    Ô = [ 0~(�)]                      (2.27) 
Dans nombreux exemples la matrice de structure ö  satisfaire les conditions 
« d’intégrabilité »  

      ∑ [öøx($) VöbuV$ø ($) + öøb($)
VöuxV$ø ($) + öøu($) 

VöxbV$ø ($)]
R
ø=1 = 0,   

                  Q, Ñ, t = 1,… , �                                                    (2.28) 
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Dans ce cas, nous pouvons trouver par la théorème de Darboux  autour de 

n’importe quel point $0 où  le rang de la matrice ö($) est constante, coor-
donnés locales suivants [106] : 

              $̃ = (�, �, n) = (�1, . . . , �u, �1, . . . , �u, n1, . . . , nø)               (2.29) 
avec le �o�Ô(ö) = 2t  et � = 2t + Ù , ö  dans ces coordonnées prend la 
forme : 

                                 ö = [ 0 �u 0−�u 0 00 0 0]                               (2.30) 

Les coordonnées (�, �, n) sont appelés coordonnées canoniques, et ö  satis-
faisant (2.25) et (2.28) est appelé matrice de structure de Poisson. Dans ce 

coordonnés canoniques, les équations (2.22) prennent la forme [103] : 

                                  � ̇ =   VÁV� (�, �, n) + Ôä(�, �, n)]                      
                                  �̇ =  − VÁV� (�, �, n) + Ô\(�, �, n)]                   
                                  n ̇ = Ô�(�, �, n)] 
              ^ = ÔäY (�, �, n) VÁV� (�, �, n) + Ô\Y (�, �, n) VÁV� (�, �, n) 
                     +Ô�Y (�, �, n) VÁVn (�, �, n)                                       (2.31) 
Qui est, à part l’apparition du variable ssss, très proche de la forme Hamilto-

nien standard (2.22). En particulier, si Ô� = 0, alors, les variables n sont 
simplement un ensemble additionnel des paramètres constantes. 

 

2.6.2.2.6.2.2.6.2.2.6.2. DDDDeseseses    la la la la modélisation de réseau basée sur les ports modélisation de réseau basée sur les ports modélisation de réseau basée sur les ports modélisation de réseau basée sur les ports 

aux systèmes Hamiltoniens à portaux systèmes Hamiltoniens à portaux systèmes Hamiltoniens à portaux systèmes Hamiltoniens à portssss        
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Dans cette sous-section, nous adoptons un point de vue différent en insis-

tant sur la façon dont les systèmes Hamiltoniens à ports découlent direc-

tement des modèles de réseaux physiques basés sur les ports. 

Dans les modèles de réseau de systèmes physiques complexes, le système 

global est considéré comme l’interconnexion d’éléments stockant l'énergie 

via des lois d’interconnexion de base (bilan) comme la troisième loi de 

Newton ou les lois de Kirchhoff, ainsi que des éléments conservateurs 

d’énergie comme les transformateurs, des paires cinématiques et des con-

traintes idéales, ensemble avec des éléments dissipateurs d'énergie 

([107],[108]). Le point de départ de la théorie des systèmes Hamiltoniens à 

ports est de formaliser les lois d’interconnexion de base avec les éléments 

de conservation de l'énergie par une structure géométrique, et de définir 

l’Hamiltonien comme l’énergie totale stockée dans le système. . . .  

Exemple 2.1 (circuits LCTG).Exemple 2.1 (circuits LCTG).Exemple 2.1 (circuits LCTG).Exemple 2.1 (circuits LCTG). Considérons un circuit LC contrôlé (voir 

la figure 2.1) composé de deux inductances d'énergie magnétique Á1(«1), 
Á2(«2) («1et «2  étant les liaisons de flux magnétiques) et un condensa-

teur d’énergie électrique Á3(¿) (¿ étant la charge). Si les éléments sont 

linéaires alors Á1(«1)= 12�1 «12 , Á2(«2)= 12ü2 «22  and  Á3(¿)= 12�¿2 . De 

plus, soit O = ] désigne une source de tension. En utilisant les lois de Kir-

chhoff, on obtient les équations dynamiques suivantes : 
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Figure 2. 1 Circuit LC 

              ⎣⎢
⎡ ¿̇«̇1«̇2⎦⎥

⎤ = [ 0 1 −1−1 0 01 0 0 ]
⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡VÁV¿VÁV«1VÁV«2⎦

⎥⎥
⎥⎥
⎥⎤+ [001]]                        (2.32) 

               ^ = VÁV«1    (courant à travers la source de tension)        (2.33) 
avec Á(¿, «1, «2) ≔ Á1(«1) + Á2(«2) + Á3(¿)  est l’énergie totale. 
Clairement (par le théorème de Tellegen[109]) la matrice ö  est antisymé-

trique. 

De cette manière, chaque circuit LC avec des éléments indépendants peut 

être modélisé comme un système Hamiltonien à ports. De même, tout cir-

cuit LCTG avec des éléments indépendants peut être modélisé comme un 

système Hamiltonien à ports, avec ö  maintenant déterminé par les lois de 

Kirchhoff et les relations constitutives des transformateurs �  et des gyra-
teurs �. 
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2.6.3.2.6.3.2.6.3.2.6.3. Structures de Dirac et systèmes HamiltoniensStructures de Dirac et systèmes HamiltoniensStructures de Dirac et systèmes HamiltoniensStructures de Dirac et systèmes Hamiltoniens    à à à à 

portportportportssss    implicites implicites implicites implicites     

D’un point de vue général de la modélisation, les systèmes physiques sont, 

au moins en première instance, souvent décrits comme un ensemble mixte 

d'équations différentielles et algébriques. Ceci provient du fait que dans la 

modélisation de réseau, le système concerné est considéré comme obtenu à 

partir de sous-systèmes plus simples d'interconnectés. Ces interconnexions 

donnent généralement lieu à des contraintes algébriques entre les variables 

d’espace d'état des sous-systèmes ; conduisant ainsi à des systèmes impli-

cites. Par conséquent, il est important d’étendre le cadre des systèmes 

Hamiltoniens à ports au contexte des systèmes implicites ; c'est-à-dire, des 

systèmes avec des contraintes algébriques. 

Structures de DiracStructures de DiracStructures de DiracStructures de Dirac    

Afin de donner la définition d'un système Hamiltonien à ports implicite, 

nous introduisons la notion de structure de Dirac, formalisant le concept 

d’une interconnexion de conservation de puissance, et généralisant la no-

tion de matrice de structure ö($) telle que rencontrée auparavant.    
Soit ℱ un espace linéaire de dimension ℓ, et notons son dual (l’espace des 
fonctions linéaires sur  ℱ) par ℱ∗. L’espace produit ℱ×ℱ∗ est considéré 
comme l’espace des variables de puissance, avec une puissance définie par : 

                           ¾ = 〈1∗|1〉,    (1, 1∗) ∈  ℱ×ℱ∗                    (2.34) 
où 〈1∗|1〉  indique le produit de la dualité. Souvent, nous appelons ℱ  

l’espace des flux 1 , et ℱ∗ l’espace des efforts M, avec la puissance d’un élé-
ment (1, M) ∈  ℱ×ℱ∗ noté 〈M|1〉 
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Il existe sur ℱ×ℱ∗  la forme bilinéaire symétrique canonique définie 

comme  

                           〈(11, M1), (12, M2)〉ℱ×ℱ∗ ≔ 〈M1|12〉+ 〈M2|11〉        (2.35) 
Pour 1b ∈ ℱ, Mb ∈ ℱ∗, Q = 1,2. 
Définition 2.1Définition 2.1Définition 2.1Définition 2.1 ([110, 111]). Une structure de Dirac constante sur ℱ est un 

sous-espace linéaire � ⊂ ℱ×ℱ∗ tel que : 
                                        � = �⊥                                       (2.36) 
où  ⊥ désigne le complément orthogonal par rapport à la forme bilinéaire 

〈. 〉ℱ×ℱ∗  

Il s’ensuit immédiatement que la dimension de toute structure de Dirac �  

sur un espace linéaire de dimension ℓ  est égale à ℓ . De plus, soit 

(1, M) ∈ � = �⊥. Puis par (2.35) : 

                           0 = 〈(1, M), (1, M)〉ℱ×ℱ∗ = 2〈M|1〉                     (2.37) 
Pour tout (1, M) ∈ � on obtient 〈M|1〉 = 0. Ainsi, une structure de Dirac � 

sur ℱ définit une relation de conservation de puissance entre les variables 

de puissance (1, M) ∈  ℱ ×ℱ∗, qui de plus a une dimension maximale. 

2.6.4.2.6.4.2.6.4.2.6.4. Définition géométrique d’un système Hamiltonien Définition géométrique d’un système Hamiltonien Définition géométrique d’un système Hamiltonien Définition géométrique d’un système Hamiltonien 

à portà portà portà portssss        

Pour la formulation port-hamiltonienne (voir aussi Golo et al. (2003)), les 

éléments stockant l'énergie seront regroupés dans un seul objet désigné par 

S ('stockage'), et de même les éléments dissipant l'énergie sont regroupés 

dans un seul objet noté R ('résistif'). Enfin, l'interconnexion de tous les 

éléments d'acheminement d'énergie peut être considérée comme une struc-
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ture d'acheminement d'énergie unique 4 désignée par D (à formaliser par 

la notion géométrique de structure de Dirac). 

En général, un système Hamiltonien à ports peut être représenté comme 

sur la figure 2.2. Premièrement, il y a deux ports internes. L’un, noté �, 
correspond au stockage d’énergie et l’autre, noté ℛ, correspond à une dis-

sipation d’énergie interne (éléments résistifs). Deuxièmement, deux ports 

externes sont distingués. Le port externe désigné par + est le port acces-
sible pour l’action du contrôleur. La présence de sources peut également 

être incluse dans ce port. Le port externe noté ℐ est le port d’interaction, 
définissant l'interaction du système avec (le reste de) son environnement. 

Enfin, l’interconnexion de tous les éléments d’acheminement d’énergie peut 

être considérée comme une structure d’acheminement d’énergie unique dé-

signée par � qui est formalisé par la notion géométrique de structure de 

Dirac (on l’appelle la structure de jonction généralisée dans la terminologie 

des graphes de liaison« Bond Graph », (voir les références [112-114], pour 

plus de détails sur la relation entre la théorie des graphes des liaisons et la 

formulation pH). 

a.a.a.a. Port de stockage dPort de stockage dPort de stockage dPort de stockage d’’’’énergieénergieénergieénergie  

Les variables de port associées au port de stockage interne seront désignées 

par (1�, M�). Ils sont interconnectés au stockage d'énergie du système qui 

est défini par une variété d'espace d'état ÷ de dimension finie avec des 

coordonnées $, ainsi qu'une fonction Hamiltonienne Á:÷ → ℝ désignant 

l'énergie. Les variables d’écoulement du stockage d’énergie sont données 

par le taux $ ̇des variables d'énergie $. De plus, les variables d’effort du 

stockage 
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d’énergie sont données par les variables de co-énergie ¦�¦T ($), résultant en 
bilan d'énergie : 

                           ��3Á = ⟨VÁV$ ($)∣$⟩̇ = VYÁV$ ($)$ ̇                   (2.38) 

 

Figure 2.2 Système Hamiltonien à ports 

 (Nous adoptons ici la convention que ¦�¦T ($) désigne le vecteur colonne des 
dérivées partielles de Á.) 

L'interconnexion des éléments de stockage d’énergie avec le port de stock-

age de la structure de Dirac est réalisée en réglant 

                           1� = −$ ̇                                                  (2.39) 
                           M� = VÁV$ ($)                                              (2.40) 
Par conséquent, le bilan énergétique (2.38) peut aussi être écrit comme : 

                ��3Á = ⟨VÁV$ ($)∣$⟩̇ = VYÁV$ ($)$̇ = −M�Y 1�                  (2.41) 
b.b.b.b. Port résistifPort résistifPort résistifPort résistif    
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 Le deuxième port interne correspond à la dissipation d’énergie interne 

(due au frottement, à la résistance, etc.), et ses variables de port sont no-

tées (1�, M�). 
Ces variables de port sont terminées sur une relation statique résistive ℛ. 

En général, une relation statique résistive sera de la forme : 

                                   �(1�, M�) = 0                                    (2.42) 
avec la propriété que pour tous (1�, M�) satisfaisant (2.42) : 
                                   〈M�|1�〉 ≤ 0                                       (2.43) 
Dans de nombreux cas, nous pouvons nous limiter à des relations linéaires 

résistives. Cela signifie que les variables de port résistives (1�, M�) satisfont 
les relations linéaires de la forme : 

                                   �.  1� +�9 M� = 0                             (2.44) 
L’inégalité (2.43) correspond aux matrices carrées �.  et  �9 vérifiant les 
propriétés de symétrie et de définition semi-positive : 

                                   �.  �9Y = �9Y 1�  ≥ 0                           (2.45) 
avec la condition de dimensionnalité �o�Ô[�.  ∣�9] = �Qê 1�. 
Sans la présence de ports externes supplémentaires, la structure de Dirac 

du système Hamiltonien à ports vérifie le bilan de puissance 1� M�Y +
M�Y 1�  = 0 qui conduit à : 
                            ��3Á = −1� M�Y = M�Y 1� ≤ 0                          (2.46) 
Un cas particulier important de relations résistives entre 1� et M� se pro-
duit lorsque les relations résistives peuvent être exprimées sous forme 
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d’application entrée-sortie 1� = −Â(M�) , où la caractéristique résistive  
Â ∶ ℝ`! → ℝ`! satisfait : 

                                   M�Y Â(M�) ≥ 0,    M� ∈ ℝ`!                     (2.47) 
Pour les éléments résistifs linéaires, il s’agit de 1� = −�̃M�, pour une ma-

trice symétrique semi-définie positive �̃ = �̃Y ≥ 0. 
c.c.c.c. Ports externesPorts externesPorts externesPorts externes    

 Maintenant, considérons en détail les ports externes au système. Nous 

distinguons deux types de ports externes. L’un est le contrôle le port +, 
avec des variables de port (1� , M´) , qui sont les variables de ports acces-
sibles pour l’action du contrôleur. L’autre type de port externe est le port 

d’interaction ℐ, qui désigne l’interaction du système Hamiltonien à ports 

avec son environnement. Les variables de port correspondant au port 

d’interaction sont notées (1# , M#). En tenant compte des deux ports ex-

ternes, le bilan de puissance s’étend à : 

                           1� M�Y + M�Y 1� + 1� M�Y + 1#  M#Y = 0                 (2.48) 
où par (2.46) s’étend à : 

                           ��3Á = M�Y 1� + 1� M�Y + 1#  M#Y                         (2.49) 
d.d.d.d. Dynamique Hamiltonienne à portDynamique Hamiltonienne à portDynamique Hamiltonienne à portDynamique Hamiltonienne à portssss 

Le système Hamiltonien à ports avec l’espace d’état ÷, le Hamiltonien Á 

correspondant au port de stockage d’énergie �, le port résistif ℛ, le port de 

contrôle +, le port d’interconnexion ℐ et la structure de Dirac � seront 

succinctement Σ = (÷,Á,ℛ, +,ℐ,�). La dynamique du système Hamilto-

nien à ports est spécifiée en considérant les contraintes sur les différentes 

variables de port imposées par la structure de Dirac, c’est-à-dire : 
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                           (1�, M�, 1�, M�, 1� , M� , 1# , M#) ∈ �                   (2.50) 
et substituer dans ces relations les égalités 1� = −$,̇ M� = ¦�¦T ($) . Cela 
conduit à la dynamique implicitement définie par : 

     (−$(̇3), VÁV$ ($(3)), 1�(3), M�(3), 1�(3), M�(3), 1#(3), M#(3)) ∈ �    (2.51) 

avec 1�, M� satisfaisant pour tout 3 la relation résistive (2.42): 
                                   �(1�, M�) = 0                                    (2.51) 
Dans de nombreux cas, la dynamique (2.50) va contraindre les états $, en 
fonction des valeurs des variables de port externes (1� , M�) et (1# , M#). Ain-
si, dans une représentation équationnelle, les systèmes Hamiltoniens à 

ports consisteront généralement en un ensemble mixte d’équations différen-

tielles et algébriques (EDA). 

2.6.5.2.6.5.2.6.5.2.6.5. Propriétés des systèmes Hamiltonien à portPropriétés des systèmes Hamiltonien à portPropriétés des systèmes Hamiltonien à portPropriétés des systèmes Hamiltonien à portssss    

� ConservativeConservativeConservativeConservative    ::::    

Les systèmes Hamiltoniens à ports (2.22) sont définis par la variété ÷ doté 

d’un triple (ö, Ô,Á) . La paire (ö($), Ô($)) , $ ∈ ÷  capte la structure 

d’interconnexion du système, avec Ô($) module en particulier les ports du 

système. En outre, Á:÷ → ℝ définit l’énergie stockée du système. 

Comme nous l’avons vu précédemment, une propriété fondamentale des 

systèmes pH est la propriété de bilan énergétique (energy-balancing) : 

                                   �Á�3 ($(3)) = ]Y (3)^(3)                          (2.52) 
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Physiquement, cet correspond au fait que la structure d’interconnexion 

interne est la conservation de puissance (en raison de l’antisymétrique de 

ö($)), tandis que ] et ^ sont les variables de puissance de port définis par 
Ô($),  et donc ]Y ^  est la puissance extérieure fournie. 
Par conséquent, comme conclu avant, les systèmes pH (2.22) sont conser-

vatives si le Hamiltonien Á est non-négatif. Dans ce cas, ils partagent tous 

les propriétés des systèmes conservatives. 

Inversement, on peut se demander quel propriété additionnelle les systèmes 

pH peut avoir (avec Á ≥ 0) comparant avec les systèmes conservatifs ? 

Premièrement, on peut voir que les systèmes linéaires :  

                                   $̇ = }$ + ~]                 
                                   ^ = �$                                             (2.53) 
qui sont conservatifs par rapport à une fonction de stockage quadratique 

12$Y¿$ , avec ¿ = ¿Y > 0. Ils sont des systèmes pH par rapport au Ha-

miltonien 12$Y¿$ et la matrice de structure constante ö  (à déterminer par 

la suite). Le système (2.53) étant conservatif par rapport à la fonction de 

stockage 12$Y¿$ revient aux égalités : 
                                   }Y¿+¿} = 0                                          
                                   ~Y¿ = �                                         (2.54) 
Déféminisant ö ≔ }¿−1, il s’ensuit que ö  est antisymétrique, tandis que 

(2.53) peut être écrit comme un système pH : 

                                   $̇ = ö¿$ + ~]                                
                                   ^ = ~Y¿$                                        (2.55) 
Le même résultat peut être obtenir pour les systèmes linéaires conservatifs 

avec ¿ ≥ 0 satisfaisant tM�¿ ⊂ tM�}.  
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Pour les systèmes non linéaires : 

                                   $̇ = 1($) + Ô($)]                            
                                   ^ = ℎ($)                                           (2.56) 
La situation est plus complexe. En fait, (2.55) est conservatif par rapport à 

la fonction de stockage Á, si : 

                                   ÁT($)1($) = 0                                   (2.57) 
                                   ÔY ($) VÁV$ ($) = ℎ($)                            (2.58) 
Néanmoins, l’équation (2.57) n’implique pas nécessairement qu’il existe 

une matrice antisymétrique ö($) tel que 1($) =  ö($) ¦�¦T ($). Donc, pas 

tous les systèmes (2.56) peuvent être réécrite comme un système pH : 

                                   $̇ =   ö($) VÁV$ ($) + Ô($)]                     
                                   ^ =  ÔY ($) VÁV$ ($)                              (2.59) 
Donc certainement dans le cas non linéaire la notion des systèmes pH est 

plus fort qu’un simple système conservatif. En outre, à partir de la matrice 

de structure ö($)  d’un système pH on peut directement extrait des infor-

mations utiles sur les propriétés dynamiques de système. Puisque la ma-

trice de structure est directement liée à la modélisation de système (captu-

rer la structure d’interconnexion), cette information a généralement une 

interprétation physique directe. 

 

 

� Préservation du volumePréservation du volumePréservation du volumePréservation du volume    ::::    
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Une seconde propriété de la dynamique des systèmes pH est reliée à la ma-

trice de structure ö($) et à ces conditions d’intégrabilité (2.28) est la pré-
servation de volume. En effet, nous supposons tous d’abord que rang 

ö($) = dim (÷), et que (2.28) est satisfait, ce qui implique l’existence des 

coordonnées locales (�, �) tel que : 
                                   ö = [ 0 �u−�u 0 ]                                  (2.60) 
Définir la divergence d’un ensemble des équations différentielles : 

                           $ḃ = %b($1,… , $R).     Q = 1,… , �                  (2.61) 
en un ensembles des coordonnées locales $1, … , $R comme [115] : 

                                   �Q¹(%)($) =  ∑V%bV$b ($)
R
b=1

                    (2.62) 

Notant les trajectoires solution de (2.61) à partir de $(0) = $0  par 
$(3, $0) = %C($0), 3 ≥ 0. Il est evident que les applications  %C:ℝR → ℝR  
sont préservateurs de volume, qui est : 

                  �M3(V%C
V$ ($)) = 1    pour tous  $ ∈ ℝR, 3 ≥ 0         (2.63) 

Si et seulement si �Q¹(%)($) =  0, pour tous $ ∈ ℝR. Maintenant, revenant 

au dynamique Hamiltonien autonome pour  ] = 0 : 

                                   $̇ =   ö($) VÁV$ ($)                               (2.64) 



                                 
    ChapitreChapitreChapitreChapitre 2. Modélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniquesModélisation des systèmes mécaniques 

 
 

64 
 

pour ö  donnée par (2.60), il résulte que la divergence de (2.62) sur les 
coordonnés-(�. �) est partout zéro, et donc, la solution de (2.64) préserve le 
volume standard dans l’espace- (�. �) (l’espace de phase). 
Dans le cas où rang ö($) = 2t < dim÷  et il existe des coordonnés locales 

(�, �, n) comme en (2.30), alors la dynamique Hamiltonien autonome (2.64) 

préserve le volume standard sur l’espace-(�, �, n), avec une propriété addi-
tionnelle que sur n’importe quel niveau d’ensemble 

                                   n1 = Þ1,… , nø = Þø                               (2.65) 
 (qui est invariant) le volume en les coordonnés-(�, �) est préservé. 

2.72.72.72.7     Forme HamiltonienneForme HamiltonienneForme HamiltonienneForme Hamiltonienne    àààà    portportportportssss    des systèmes des systèmes des systèmes des systèmes 
mécaniques avec contraintes non holonome mécaniques avec contraintes non holonome mécaniques avec contraintes non holonome mécaniques avec contraintes non holonome     

Utilisant la définition de moment généralisé (2.16). Les équations d’Euler-

Lagrange (2.14) et sous les contraints (2.15) transforment en équations 

suivantes [103] :    

                           � ̇ =   VÁV� (�, �)                                            
                           �̇ =  − VÁV� (�, �) + }(�)µ + ~(�)]                    
                           ^ = ~Y (�) VÁV� (�, �)                                            
                           0 = }Y (�) VÁV� (�, �)                                     (2.66) 
L’espace d’état sous contraint est donné comme un sous-ensemble de 

l’espace de phase : 

                           ÷´ ≔ {(�, �) ∣ }Y (�) VÁV� (�, �) = 0}              (2.67)  
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Nous éliminons les forces de contraint    }(�)µ  de la manière suivante. 

Puisque rang }(�) = t,  il existe une matrice locale �(�)  de dimension 

� × (� − t)  et de rang � − t tel que [116] : 
                                       }Y (�)�(�) = 0                               (2.68) 
Maintenant, définissant �̃ = (�̃1, �̃2) = (�1̃,… , �R̃−u, �R̃−u+1,… , �R̃) comme : 

                            �̃1 ≔ �Y (�)�,   �̃1 ∈ ℝR−u                            (2.69) 
                            �̃2 ≔ }Y (�)�,    �̃2 ∈ ℝu                              (2.70) 
Il est facilement vérifié que (�, �) → (�, �̃1, �̃2) est un changement de coor-

donné. En effet, par (2.68) les lignes de �Y (�) sont orthogonaux pour les 
ligne de  }Y (�). Dans les nouveaux coordonnés le système Hamiltonien 

sous contraints (2.66) prend la forme [116] : (* désignant des éléments non 

spécifiés) 

⎣⎢
⎡ � ̇�̃̇1�̃̇2⎦⎥

⎤ = [ 0R �(�) ∗−�Y (�) (−pY [�b. �x](�))b.x ∗∗ ∗ ∗]
⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡VÁ̃V�VÁ̃V�̃1VÁ̃V�̃2⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎤
+ [ 00}Y (�)}(�)] µ

+ [ 0~´(�)~̅̅̅̅(�) ]]                                                       (2.71) 

}Y (�) VÁV� = }Y (�)}(�) VÁ̃V�̃2 = 0                                                (2.72) 
avec Á̃(�,  �̃) est le Hamiltonien Á exprimé dans les nouveaux coordonnés 

(�, �̃) . ici �b  représente le i-ème colonne de �(�), Q = 1, . . . , � − t , et 
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[�b, �x] est le crochet de Lie de �b et �x dans les coordonnés locals  � don-
nés comme ([59],[103]) : 

                           [�b, �x](�) = V�xV� (�)�b − V�bV� (�)�x                  (2.73) 
avec 

¦�y¦ä , ¦�Ç¦ä   représentent  les matrices Jacobien de dimension � × �. 
Comme  µ  simplement influe sur la dynamique- �̃2 , et les contraintes 
}Y (�) ¦�¦\ (�. �) = 0 sont de manière équivalente proposée par ¦�̃¦\̃2 (�. �̃) = 0, 
la dynamique sous contraints est déterminée par la dynamique de � et �̃1 
(qui servent comme des coordonnées pour l’espace d’état sous contraints 

÷´) : 

                    [ � ̇�̃̇1] = ö´(�, �̃1) ⎣⎢
⎢⎡
VÁ´V� (�. �̃1)VÁ´V�̃1 (�. �̃1)⎦⎥

⎥⎤+ [ 0~´(�)] ]              (2.74) 

où Á´(�, �̃1) est égal à Á̃(�, �̃) avec �̃2  satisfaisant ¦�̃¦\̃2 = 0 et la matrice 

antisymétrique ö´(�, �̃1) est donnée comme la partie supérieur-gauche de la 

matrice de structure dans (2.71), comme suit : 

                   ö´(�, �̃1) = [ 0R �(̃�)−�Ỹ (�) (−pY [�b̃, �x̃](�))b,x]              (2.75) 

où � est exprimée en fonction de �. , �̃, avec �̃2 éliminé de ¦�̃¦\̃2 = 0. 
En outre, dans les coordonnées �, �̃ la sortie est donnée sous la forme : 

                           ^ = [~Ý (�) ~̅̅̅̅Y (�)]
⎣⎢
⎢⎡
VÁ̃V�̃1VÁ̃V�̃2⎦⎥

⎥⎤                           (2.76) 

qui réduit sur l’espace d’état sous contraint ÷´ à : 
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                                ^ = ~Ý (�) VÁ̃V�̃1 (�, �̃1)                              (2.77) 
En résumant, (2.74) et (2.77) définir un système Hamiltonien à ports sur 

÷´, avec un Hamiltonien Á´ donné par l’énergie total sous contraint, et 
avec la matrice de structure ö´ donnée par (2.75). 
La matrice ö´ satisfait (2.28) si et seulement si les contraintes (2.15) sont 

holonomes (voir [116]). En effet, si les contraintes sont holonomes, alors les 

coordonnées n comme dans (2.29) peuvent être considérées comme égales 

aux fonctions de contrainte intégrées �R̅−u+1,… , �R̅ de (2.13), et la matrice 

Ô� comme dans (2.31) est zéro.  

2.82.82.82.8     Linéarisation partielle d’un systèmeLinéarisation partielle d’un systèmeLinéarisation partielle d’un systèmeLinéarisation partielle d’un système    
mécanique mécanique mécanique mécanique     

 Les systèmes de d’Euler-Lagrange ou les systèmes Hamiltoniens impli-

quant certains vecteurs de position et de vitesse généralisés, ont motivé 

beaucoup de travail au cours des dernières décennies soit pour la régula-

tion, ou le suivi. Ces études ont abouti à diverses solutions locales et même 

globales pour des problèmes de contrôle, d’observation, ou de contrôle basé 

sur un observateur. Le point est que dans la pratique, l’utilisation de la 

mesure de la vitesse n’est généralement pas souhaitable. Ceci a motivé la 

recherche ultérieure pour des schémas de contrôle sans mesure de vitesse. 

On peut alors penser soit à rechercher directement un retour de sortie 

comme dans [117], soit à utiliser une estimation de la vitesse via un obser-

vateur [118], mais avec la difficulté que, en général, pour les systèmes non 

linéaires, des conceptions séparées d’observateurs stables et de contrôleurs 
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n’assurent pas la stabilité de leur combinaison (pas de principe de sépara-

tion). 

Pour cela, il est vu nécessaire de trouver un changement de coordonné qui 

rend linéaire les états non mesurables. Ce qui a l’avantage d’amener le 

problème à un problème linéaire. En conséquence, les propriétés des sys-

tèmes linéaires telles que le contrôle global (exponentiel), l'estimation glo-

bale (exponentielle) et le principe de séparation bien connu peuvent être 

récupérées. Les premiers résultats dans ce contexte est donné en [119] pour 

un système mécanique avec un degré de liberté, puis, une étude détaillé de 

ce type des systèmes est donnée en [120]. Dans cette partie on fait un ré-

sumé de cette classe des systèmes qui sera par la suite utilisé dans la con-

ception de notre observateur.   

Un système mécanique simple à � dégrée de liberté est décrit par le modèle 

Hamiltonien suivant [120] : 

                           (� ̇�̇) = [ 0R �R−�R 0R]⎝⎜
⎜⎜⎛
VÁV�VÁV� ⎠⎟
⎟⎟⎞+ [ 0R~(�)] ]              (2.78) 

où � et � = Ý� ̇sont les positions et les quantités du mouvement générali-

sées, respectivement,  ] ∈  ℝ` est l’entrée et ~ ∈ ℝ`    est la matrice 

d’entrée avec �o�Ô(�) = ê < �. 
L’énergie totale du système (2.78) en boucle ouverte est donnée par : 

                            Á(�, �) = 12 �YÝ−1(�)� + O (�)                     (2.79) 
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A ce stade, le vecteur d’état, la matrice d’entrée, les matrices 

d’interconnexion et d’amortissement de l’équation (2.24), sont respective-

ment donnés comme suit : 

      $ = [��] ;   ö($) = [ 0R �R−�R 0R] ;   �($) = 0;   Ô($) = [ 0�(�)]       (2.80) 
Les systèmes mécaniques modélisés par le formalisme pH (équation (2.20)) 

peuvent être linéarisés en état non mesurable via un changement de coor-

données de la forme : 

                                 (�,1 ) = (�,ΨY (�)�)                              (2.81) 
avec Ψ:ℝR → ℝR×R  est une matrice de rang plein. 

La classe des systèmes qui satisfont ce changement de coordonnée (entiè-

rement déterminé par la matrice d’inertie Ý) est appelée « de l’anglais : 

Partially Linearizable via coordinate change) (PLvCC). Comme illustré 

dans ([121], [122], [119], [54] et [120]), la réalisation de la linéarité en 1  

simplifie le problème de conception de l’observateur ainsi que celui de la 

commande. Avant d’entrer dans les détails de la caractérisation des 

PLvCC, nous jugeons utile d’expliciter les notations qui seront utilisées 

ultérieurement. Pour toute matrice } ∈ ℝR×R: }b ∈ ℝR est la i ième colonne, 

}b ∈ ℝR  la i ième ligne, }bx ∈ ℝR est la ij ième élément. Mb.  Q ∈ �̅. , �̅ =
{1,… , �} sont les vecteurs de la base euclidienne,  }b = }Mb, }b = MbY} et 
}bx = MbY}Mx. 

2.8.1.2.8.1.2.8.1.2.8.1. Caractérisation des systèmes PLvCC     Caractérisation des systèmes PLvCC     Caractérisation des systèmes PLvCC     Caractérisation des systèmes PLvCC         

Dans cette section, on identifie la classe des systèmes mécaniques pour 
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laquelle un changement de coordonnées de la forme (�,1 ) =
(�,ΨY (�)�) avec Ψ  de rang plein, rend le système linéaire en 1 . On utili-

sera pour ce faire la proposition 2.2. 

Proposition 2.2Proposition 2.2Proposition 2.2Proposition 2.2 [120] : 

Soit  Ψ  une matrice de rang plein, d’ordre �. La dynamique de (2.78)    ex-

primée dans les coordonnées (�,1 ) où 1 = ΨY (�)� est linéaire en 1  si est 

seulement si pour tous  Q ∈ �̅, �̅ = {1,… , �}, on a : 
                                   ~(b)(�) + ~(b)Y (�) = 0                            (2.82) 
où les matrices ~(b) sont définies comme suit : 

 ~(b)(�) =∑{[Ψb,Ψx]ΨxY (ÝΨΨY )−1 + 12ΨbxΨ∇äy(ΨYÝΨ)−1ΨY}
R
x=1

  (2.83) 

où   [Ψb, Ψx]  est le crochet de lie. Sous la condition (2.82) ; le système 

(2.78) devient : 

                     1 ̇ = −ºY (∇äO −�]), � ̇ = (ΨYÝ)−11            (2.84)    
Comme on le constate, l’équation pour � ̇de (2.84) découle de la définition 
de 1 . Pour ce qui est de 1 ̇ , il peut être exprimé comme suit : 

            1 ̇ = º̇Y � + ΨY �̇ = −23(ä,\) −ΨY (∇äO (�) −�(�)])         (2.85)    
où 23(ä.\) est défini par : 

             23(ä,\) = ΨY∇ä {12 �YÝ−1(�)�} − º̇Y �                         (2.86)    
On montrera que chaque élément de vecteur 23(ä,\) est une forme quadra-

tique en �, c’est-à-dire : 
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                                23(ä,\) =∑Mb�Y~b�R
b=1

                             (2.87) 

qui sera nul pour tous les � si et seulement si la condition (2.82) est satis-

faite. 

Pour montrer cela, on calcule d’abord : 

∇ä {12 �YÝ−1(�)�} = ∇ä {12 �Yº(ΨMΨY )−1ΨY �} 
                          = 12∑Mb{2�Y (åäÇº)(ΨMΨY )−1ºY �R

b=1
 

                                       +�YºåäÇ((ºÝºY )−1)ºY �} 
                          =∑Mb{�Y (åäÇº)º−1Ý−1�R

b=1
   

                                     + 12 �YºåäÇ((ºÝºY )−1)ºY �} 
En remplaçant (2.88) dans (2.86), on obtient : 

               23(ä,\) = −Ψ̇Y � +∑Mb{(ΨY Mb)(�YåäÇº)º−1Ý−1�R
b=1

 

                             + 12 (ΨY Mb)�YºåäÇ((ºÝºY )−1)ºY�}             (2.89) 
Pour continuer les calculs, on utilisera les deux lemmes suivants : 

Lemme 2.1 Lemme 2.1 Lemme 2.1 Lemme 2.1 [120][120][120][120]    :::: Soit º(�)  une matrice de rang plein, d’ordre �. La 
matrice ö  d’ordre � est définie comme suit : 

                   ö =∑{(�YåäÇº)Y (ºMbY ) − (ΨY Mb)(�YåäÇº)}
R
x=1

         (2.90) 

Le jk ième   élément de la matrice ö  est donné par : 
                                    öxu = −�Y [ºx, ºu]                              (2.91) 
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où  [ºx, ºu] est le crochet de Lie des vecteurs colonnes.   
Lemme 2.2 Lemme 2.2 Lemme 2.2 Lemme 2.2 [120][120][120][120]    :::: Soit les matrices öb̅  d’ordre � définies comme suit : 

                           öb̅ =∑[ºx, ºu]ºxY (ΨΨY )−1Ý−1,   Q ∈ �̅R
x=1

         (2.92) 

Alors : 

              ∑(ΨY Mb)(�YåäÇº)º−1Ý−1� − º̇Y � =∑Mb(�Yöb̅�)R
b=1

R
b=1

      (2.93) 

L’équation (2.89) devient : 

   23 =∑{Mb (�Yöb̅�) + 12 (ΨY Mb)[�YåäÇº((ΨYÝΨ)−1)ºY �]}
R
b=1

      (2.94) 
En utilisant la définition de ~(b) donnée par (2.83) on obtient : 
                                    23 =∑Mb�Y~(b)�R

b=1
                            (2.95) 

Si la matrice d’inertie Ý  satisfait la condition (2.82) pour une matrice º  
de rang plein, alors le système mécanique (2.78) devient linéaire en ¾  et il 
est dit PLvCC. La classe de Ý  pour laquelle il existe une telle matrice º   
est notée par ������ . Donc Ý ∈ �\ø�´´ si est seulement s’il existe º  tel 
que la condition (2.82) est satisfaite. 

Pour une matrice º   générale, de rang plein, qui ne satisfait pas la condi-
tion (2.82), on pourra utiliser le lemme 2.3 ci-dessous. Ce lemme peut aussi 

être utilisé pour une matrice   qui satisfait la condition (2.82). 

Lemme 2.3 Lemme 2.3 Lemme 2.3 Lemme 2.3 [120][120][120][120]    :::: Pour une matrice générale º  de rang plein, la dyna-
mique transformée dans les coordonnées (�.1 ) est donnée par : 
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                   ( � ̇1 ̇ ) = [ 0 º−ºY ö](∇ä Á̅̅̅̅∇� Á̅̅̅̅)+ [ 0ºY~]]                   (2.96) 

avec la nouvelle fonction d’énergie étant : 

                   Á̅̅̅̅(�,1 ) = 121 Y (ºYÝº)−1(�)1 + O (�)                   (2.97) 
Et le jk ième   élément de la matrice antisymétrique ö  est donné par : 
                                    öxu(�, �) = −�Y [ºx, ºu]                       (2.98) 
En résumé, la classe des systèmes mécaniques qui peuvent être rendu par-

tiellement linéaire via un changement de coordonnées est l’ensemble des 

systèmes mécaniques qui appartiennent à ������. Dans la prochaine sec-

tion, on donne l’interprétation physique de l’ensemble ������ . 
2.8.2.2.8.2.2.8.2.2.8.2. Etude de l’ensemble Etude de l’ensemble Etude de l’ensemble Etude de l’ensemble ���	

     

Une question naturelle qui se pose à ce stade est la suivante : pour quel 

type de matrices d’inertie Ý  la condition (2.82) est satisfaite ? Fournir 

une réponse complète correspond à la détermination de toutes les solutions 

des EDPs (2.82), (2.83) dont l’inconnue est la fonction º . Cette tâche 
semble difficile. Cependant, il s’avère que cet ensemble contient des sous-

ensembles intéressants qui ont une interprétation physique claire. Certains 

de ces sous-ensembles ont été étudiés dans la littérature, qu’on va mainte-

nant passer brièvement en revue dans cette section 
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2.8.2.1.2.8.2.1.2.8.2.1.2.8.2.1. Définitions des sousDéfinitions des sousDéfinitions des sousDéfinitions des sous----ensembles de l’ensemble ensembles de l’ensemble ensembles de l’ensemble ensembles de l’ensemble 

���	

     
Pour obtenir une meilleure compréhension de la condition (2.82), on pré-

sentera quatre ensembles (voir la figure 2.3) qui sont en réalité des sous-

ensembles de ������ 
Avant de présenter ces ensembles, il nous semble important d’introduire la 

définition 2.3, qui est largement utilisée par la suite. 

Définition 2.3Définition 2.3Définition 2.3Définition 2.3 [120][120][120][120] : La matrice �  de rang plein est une factorisation de 
Ý−1 si : 
                                    Ý−1(�) = �(�)� Y (�)                          (2.99) 
La définition 2.4 ci-dessous présente les quatre ensembles de ������ 
Définition 2.4Définition 2.4Définition 2.4Définition 2.4 [120][120][120][120] : Les ensembles ��# . �9��. �9��  et �Y  sont définis 
comme suit : 

(i) Inertie constante  

              ��# ≔ {Ý ∈ ℝ�R×R ∣ Ýbx = Þ:�n3o�3M. Q, Ñ ∈ �̅}             (2.100) 
(ii) Symboles de Christoffel nuls 

              �9�� ≔ {Ý ∈ ℝ�R×R ∣ �bx = Þ:�n3o�3M. Q, Ñ ∈ �̅}           (2.101) 
avec �bxu sont les symboles de Christoffel de première espace définis dans 

(2.5) pour une matrice d’inertie donnée : 

                            �bxu(�) = 12{VÝbuV�x +
VÝxuV�b −

VÝbxV�u }            (2.102) 
(iii)  Symboles de Riemann nuls 

               �9�� = {Ý ∈ ℝ�R×R ∣ �bxøu = Þ:�n3o�3M. Q, Ñ, Ù, t ∈ �̅}    (1.103) 
avec �bxøu sont les symboles de Riemann définis comme suite 
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Figure 2.3 Les ensembles des matrices d’inertie 

                 �bxøu = 12 [∇äyä=
2 Ýbu +∇äÇär2 Ýxø −∇äyär2 Ýbø −∇äÇä=

2 Ýxu] 
                            + ∑ (Ý−1)Ä>[�xøÄ�bu> −�bøÄ�xu>]R

Ä.>=1
             (2.104) 

avec (Ý−1)Ä> est l’élément  ab ième de la matrice d’inertie inverse Ý−1. 
(iv) Condition d’antisymétrie 

              �Y ≔ {Ý ∈ ℝ�R×R ∣ Ý−1 admet une factorisation T tel que  

    ∑(Ý−1)Ä>[�b, �x]�xYR
x=1

= −[∑(Ý−1)Ä>[�b, �x]�xYR
x=1

]Y , Q ∈ �̅}   (2.105) 

La proposition 2.3 ci-dessous explicite les différents liens entre les quatre 

sous-ensembles de l’ensemble ������ comme le montre la figure 2.3    

Proposition 2.3 Proposition 2.3 Proposition 2.3 Proposition 2.3 [120][120][120][120]    : : : : Les ensembles des matrices d’inertie dans la défi-

nition 2.4    satisfont : 

                 ��# = �9�� ⊂ �9�� ⊂ �Y ⊆ ������                      (2.106) 
Où l’inclusion �9�� ⊂ �9��   est stricte pour tout � > 1, et l’inclusion 
�9�� ⊂ �Y  est stricte pour tout � > 2. 
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Une propriété importante de l’ensemble �9�� , est que les symboles de 

Riemann donnés par (2.104), pour une matrice d’inertie Ý  sont nuls si et 

seulement si la matrice Ý  admet une factorisation  Ý−1 = �� Y  de telle 
sorte que les crochets de lie des colonnes de la matrice �  sont égale à zéro 
([123],[122]). Donc : 

�bxøu = 0.    Q. Ñ. Ù. t ∈ �̅  ⟺ Ý−1 admet une factorisation �  tel que : 
                                    [�b. �x] = 0.  Q. Ñ ∈ �̅                         (2.107) 
Exemple 2.2Exemple 2.2Exemple 2.2Exemple 2.2    Pendule inversé [120] : 

Soit le système pendule inversé qui a été introduit précédemment. On 

montre que sa matrice d’inertie appartient à l’ensemble �9��  mais ses 

symboles de Christoffel ne sont pas nuls. En effet, considérons la matrice 

d’inertie donnée par (2.22) :  

                         ÝÄ = [1 ¶Þ:n(�1), ¶Þ:n(�1)  ê3]Y                     (2.108) 
Pour toute matrice donnée Ý  positive définie, il est toujours possible de 

trouver une factorisation triangulaire inférieure de Cholesky, unique, �  de 
Ý−1 satisfait (2.80) et de telle sorte que ses éléments diagonaux sont posi-

tifs [124] 

Pour la matrice d’inertie (2.22), on a : 

                       � =
⎣⎢
⎢⎢
⎡ √ê3√ê3 − ¶2Þ:n2�1 0

−¶Þ:n�1√ê3√ê3 − ¶2Þ:n2�1
1√ê3⎦

⎥⎥⎥
⎤                (2.109) 
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Il est facile de vérifier que  [�1, �2] = 0 . Ainsi, à partir de (2.87), la ma-

trice d’inertie (2.22) a des symboles de Riemann nuls, donc Ý ∈ �9��. 
Ensuite, en calculant les symboles de Christoffel pour ÝÄ  on obtient 
�112 = −¶nQ�(�1), tandis que le reste des symboles sont tous nuls, donc 

ÝÄ ∉ �9��. Ainsi, l’inclusion  �9�� ⊂ �9��  est stricte. 

2.8.2.2.2.8.2.2.2.8.2.2.2.8.2.2. Interprétation physique des ensembles Interprétation physique des ensembles Interprétation physique des ensembles Interprétation physique des ensembles 

�F
G , �FHG , �I     

Dans cette section, on détermine les classes des systèmes physiques, pour 

lesquelles la matrice d’inertie appartient aux ensembles de la proposition 

2.3 

La condition (2.82) est satisfaite si et seulement si 23  défini dans (2.85), 
est nul. 

Soit 2̃3   une fonction vectorielle définie comme suit : 

                                    2̃3 (�, �) = 23 (�,Ý(�)�)̇                   (2.110) 
La relation entre 23 , défini en (2.85), avec les matrices Ý  et � dans le 
modelé d’Euler Lagrange (2.6), en utilisant (2.86) est donnée comme suit : 

2̃3 (�, �) = ΨY∇ä {12 �ẎÝ�}̇ − Ψ̇YÝ� ̇= [ΨY� − ��3 (ΨYÝ)] � ̇     (2.111) 
Où, pour obtenir la deuxième identité, on utilise l’équation (2.9).... 

� L’ensemble L’ensemble L’ensemble L’ensemble �F
G    
L’ensemble �9��   est interpréter dans la proposition 2.4 ci-dessous 
Proposition 2.4 Proposition 2.4 Proposition 2.4 Proposition 2.4 [120][120][120][120]    : : : :     

Les énoncés suivants sont équivalents 
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(i) Ý ∈ �9�� 
(ii) La condition (2.63) est vérifiée pour toute matrice Ψ constante 
(iii) Les forces de Coriolis et de centrifuge �(�, �)̇� ̇  sont nulles. De 

plus, si Ý ∈ �9��  et en prenant Ψ = Ý−1 ; le système (2.84) 

devient : 

                   � ̇ = 1 ,     1 ̇ = −Ý−1 (V¿V� O −�])                    (2.112) 
� L’ensemble L’ensemble L’ensemble L’ensemble �FHG    

L’ensemble �9�� est interpréter dans la proposition 2.5 suivante : 
Proposition 2.5 Proposition 2.5 Proposition 2.5 Proposition 2.5 [120][120][120][120]    :::: Les énoncés suivants sont équivalents   

(i) Ý ∈ �9��  
(ii) Il existe une matrice �  qui est une factorisation de Ý−1, tel que, 

Ý−1 = �� Y  et une fonction ¿: ℝR ⟶ℝR tel que : 
                                    V¿V� (�) = �−1(�)                               (2.113) 

�  L’ensemble L’ensemble L’ensemble L’ensemble �I     

L’ensemble �Y  est interpréter dans la proposition 2.6 ci-dessous 
Proposition 2.6 Proposition 2.6 Proposition 2.6 Proposition 2.6 [120][120][120][120]    :::: 

Pour toute matrice � , qui est une factorisation de Ý−1, les énoncés sui-
vants sont équivalents : 

(i) Ý ∈ �Y  
(ii) La condition (2.63) est vérifiée avec º = � , donc 2Y = 0. 

De plus, si Ý ∈ �Y , le système (2.84) prend la forme suivante : 

                      � ̇ = �1 ,     1 ̇ = −�−1 (V¿V� O −�])                (2.114) 
� EnsembleEnsembleEnsembleEnsemble ������ 
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Dans cette section, on présentera l’exemple du système de « jambe robo-

tique ». Ce système appartient à ������. On présentera aussi le système 

« bille sur rail » et on montre qu’il n’appartient pas à ������. 
Exemple 2.3Exemple 2.3Exemple 2.3Exemple 2.3     système pied robotique (robotic leg) [120] : 

Soit le système « pied robotique » de la figure 2.4. Ce système est consti-

tué d’un corps rigide qui est fixé à un point sur le sol en son centre de 

masse. Le corps peut tourner autour de ce point fixe et a un moment 

d’inertie � autour de l’axe de rotation. Le corps possède un pied extensible 
sans masse, qui est fixé au point fixe du sol. Le pied est lié à une masse ê 

en son  

extrémité. La coordonnée ψ  représente l’angle du corps, Ö  représente 
l’angle formé par le pied extensible avec l’axe horizontale fixe et � désigne 
l’extension de pied qui est supposée être strictement positif (voir figure 

2.4). ?1 représente le couple agissant sur le point de rotation qui com-

mande l’angle entre le corps et le pied et ?2 représente la force qui com-

mande l’extension de pied 

 

Ce système possède trois degrés de liberté � = (�, Ö, |). Sa matrice d’inertie 

est  

                                    Ý = [ê 0 00 ê�12 00 0 �]                         (2.115) 
où �1 > < > 0.     
Tout d’abord, les seuls symboles de Christoffel non nuls pour Ý  sont  

�122 = −�221 = ê�1 ce qui implique que Ý ∉ �9��. En outre, le système 

de Riemann �1212 = ê ≠ 0 implique que Ý ∉ �9��. 
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Après calcul, on a : 

        Ψ(�1, �2) =
⎣⎢
⎢⎡

sin(�2)        sin(�2) 01�1 cos(�2) + t 1�1 cos(�2) 0
0 0 1⎦

⎥⎥⎤ , t ≠ 0         (2.116) 
La matrice Ψ(�1, �2)  est définie. De rang plein pour tout � ∈ {�1 > < >
0, �2 ≠ QK, et assure que 23 = 0 pour l’inertie la matrice (2.115).   

 

Figure 2.4 pied robotique 

Il convient de souligner que (2.116) a été obtenue en résolvant les EDPs 

(2.82) et (2.83) pour la matrice d’inertie (2.105). Dans ce cas on a 

Ý ∈ ������ 
Exemple 2.4Exemple 2.4Exemple 2.4Exemple 2.4     Bille sur rail [120] : 

Soit le système bille sur rail.  Ce système est constitué d’une bille dont la 

position le long de la barre est décrite par la coordonnée �1, l’angle formé 

par la barre avec l’axe horizontal est représenté par �2, u est le couple qui 
agit sur la barre et contrôle sa position angulaire. La matrice d’inertie de 

système est Ý = �QoÔ{1, ¼2 + �12}, où ¼ > 0 est la longueur de la barre, et 
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� ∈ {|�1| ≤ ¼}. Les EDPs (2.63) et (2.64) pour le système bille sur rail 

sont : 

∇ä1Ψ11 = 0; ∇ä2Ψ11 + (¼2 + �12)∇ä1Ψ21; ∇ä2Ψ21 = −�1¼2 + �12Ψ11    (2.117) 
La première et la troisième EDP de (2.96) implique : 

                          Ψ21(�1, �2) = �1¼2 + �12 Ψ̃21(�2) + t                   (2.118) 
Où  Ψ11(�2) = −∇ä2Ψ̃21(�2) . Ensuite, en utilisant (2.118) avec la deu-
xième EDP de (2.117) on a l’équation différentielle ordinaire (EDO) : 

                                    ∇2Ψ̃21(�2) = ¼2 − �12¼2 + �12 Ψ̃21(�2)              (2.119) 
qui n’admette pas de solution. Par conséquent Ý ∉ ������ . 

2.92.92.92.9     Forme pH des systèmes non holonome en Forme pH des systèmes non holonome en Forme pH des systèmes non holonome en Forme pH des systèmes non holonome en 
présence des perturbations et présence des perturbations et présence des perturbations et présence des perturbations et frottements   frottements   frottements   frottements       

Dans cette section nous allons développer une représentation d’état pour 

un système mécanique non holonome en présence des frottements internes 

ℜ  et des perturbations externes � . Alors, le système (2.66) écrit sous 

l’espace d’état (2.67) devient :  

                           � ̇ =   VÁV� (�, �)                                            
                           �̇ =  − VÁV� (�, �) − VÁV� (�, �)ℜ + }(�)µ + ~(�)] + � 
                           ^ = ~Y (�) VÁV� (�, �)                                            
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                           0 = }Y (�) VÁV� (�, �)                                    (2.120) 
Le système est soumis à deux perturbations différentes : 

• Perturbations constantes inconnues � = Þ:Ù(�b) ∈ ℝR 
• Frottement de Coulomb capturé par : 

                             ℜ = �QoÔ{�1, �2,… , �R} ∈ ℝR×R                  (2.121) 
avec �b ≥ 0, Q ∈ �̅ est inconnu. 
Suivant la même procédure dans la section 2.7, La forme port-

hamiltonienne du système (2.120) restreinte à l’espace contraint (2.67) 

prend la forme [103]: 

     [� ̇�̃̇] = [ 0 �(̃�)−�Ỹ (�) ö(�, �̃) − ℜ]åÁ´(�, �̃) + [ 0~´(�)] ] + [0�]     (2.122) 
avec 

                             Á´(�, �̃) = 12 �̃Y Ý̃−1(�)�̃ + N(�)                  (2.123) 
où �̃ = �Ỹ (�)� .  
Lemme 2.4.Lemme 2.4.Lemme 2.4.Lemme 2.4. La matrice d’inertie Ý̃  est semi-définie positive, s’écrit [55]  : 

           Ý̃(�) = {ê11(�) − ê12(�)ê22(�)−1ê12Y (�)}−1                (2.124) 
La preuve de la Lemme 2.4 est détaillée dans l’annexe B.1. 

avec �:̃ ℝR → ℝR×(R−u)  étant l’annihilateur à droite de }Y , ~´: ℝR →
ℝ(R−u)×` est la matrice d’entrée contrainte de ~. Le (ij) ème élément de 

ö: ℝR ×ℝR−u → ℝ(R−u)×(R−u) est donné par öbx(�, �̃) = −�Y [�b̃, �x̃], avec 
�b̃ étant la i ème colonne de �  ̃, et [�b̃, �x̃] est le crochet de Lie standard 
(voir équation (2.73)).  
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Rappelant que [�b̃, �x̃] = −[�x̃, �b̃] nous concluons que ö  est asymétrique. 

Suivant les résultats de la section 2.8, Le système écrit sous la forme pH 

(2.122) peut être linéarisé en états non mesurable via un changement de 

coordonnées (2.81) de la forme suivante [120] : 

                                 (^, $) = (�, � (�)�̃)                               (2.124) 
avec � (�):ℝR → ℝR×R est une matrice définie positive, le racine carrée de 

la matrice d’inertie inverse [55, 120] : 

                                 Ý̃−1(�) = � Y (�)� (�)                           (2.125) 
Le système (2.122) s’écrit comme : 

[^̇$]̇ = [ 0 ��̃ Y (^)−�(^)�Ỹ � −O ]åP (^, $) + [ 0� Y (^)~´] ] + [ 0� Y (^)�] (2.126) 

avec la nouvelle fonction Hamiltonienne  P :ℝR ×ℝR → ℝ est : 

                                 P (^, $) = 12 |$|2 + N(^)                        (2.127) 
Nous définissons les applications ¼:ℝR → ℝR×(R−u) et Â:ℝR ×ℝ` → ℝR−u 
comme suit : 

                  ¼ = �(̃^)� Y (^)                                                  (2.128) 
                  Â = �(^)[~´(^)] − �Ỹ (^)åN]                             (2.129) 
Notant que, puisque � et ] sont mesurables, ces applications sont connues. 

Lemme 2.Lemme 2.Lemme 2.Lemme 2.5555.... Le système (2.126) admet une représentation d’espace d'état 

de la forme : 
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                  ^ ̇ = ¼(^)$                                                         (2.130) 
                  $̇ = �(^, $)$ + Â(^, $, ]) −O(^)$ + �(^)�              (2.131) 
La matrice de forces gyroscopiques �    est : 
      � = �ö� Y +∑[((å¯Ç�)�−1$) (¼Y Mb)Y − (¼Y Mb) ((å¯Ç�)�−1$)Y ]

R
b=1

 

                                                                                        (2.132) 
et la matrice de frottement est : 

                                 O = � Y (^)ℜ�(^)                                (2.133) 
avec Mb le i ème vecteur de base de ℝR−u. De plus, � vérifie les propriétés 
suivantes 

(i)    � est asymétrique, c’est-à-dire, � + �Y = 0. 
(ii)   �  est linéaire dans le second argument, c’est-à-dire, 

�(^, o1$, o2$)̅ = o1$�(^, $) + o2$�̅(^, $)̅ , pour tous ^ ∈ ℝR, $ ∈
ℝR−u, $̅ ∈ ℝR−u, o1 ∈ ℝ et o2 ∈ ℝ. 

(iii)  Il existe une application �:̅ℝR ×ℝR−u → ℝ(R−u)×(R−u).  tel que 
�(^, $)$̅ = �(̅^, $)̅$, pour tous ^ ∈ ℝR, $ ∈ ℝR−uet $̅ ∈ ℝR−u. 

La preuve de la Lemme 2.5 est détaillée dans l’annexe B.2 

2.102.102.102.10     conclusionconclusionconclusionconclusion    

Dans ce chapitre, la modélisation des systèmes mécaniques par les ap-

proches énergétiques a été abordé, le modèle Hamiltonien à ports (pH) a 

été développer. L’avantage d’utiliser ce modèle réside dans le fait que cette 

structure fournit des renseignements énergétiques essentiels à la synthèse 
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du système bouclé. Ainsi, tandis que la propriété positive semi définie de la 

matrice d’amortissement indique que les termes appartenant à cette ma-

trice sont des termes associés à la dissipation. 

On a aussi présenté les simplifications des modelés d’Euler-Lagrange et pH, 

qui facilitent le calcul de la commande et la conception d’observateur.  
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3333     
ChapitreChapitreChapitreChapitre    3333    

La méthode I&ILa méthode I&ILa méthode I&ILa méthode I&I    : observation : observation : observation : observation stabilstabilstabilstabili-i-i-i-

sationsationsationsation    et commandeet commandeet commandeet commande    

Dans ce chapitre, Nous présentons une méthodologie pour concevoir les 

commandes adaptatives pour les systèmes non linéaires (incertains), appe-

lés Immersion et l’invariance (I&I) ([48],[43],[49],[125]).  Elles s’appuient 

sur les notions d’immersion des systèmes et des variétés invariantes, qui 

sont des outils classiques de la théorie non linéaire et de la commande non 

linéaire, mais exploités dans une nouvelle perspective. L’idée de base con-

siste à immerger la dynamique d’un système dans un autre système cible 

(éventuellement d’ordre inferieur) et qui reflète le comportement désiré. 

Les principales caractéristiques de I&I sont comme suit. 

• Il réduit le problème de conception du contrôleur à d'autres sous-

problèmes qui, dans certains cas, pourraient être plus faciles à ré-

soudre. 

• Il diffère de la plupart des méthodologies de conception de contrô-

leur existantes parce qu’il ne nécessite pas, en principe, la connais-

sance d’une fonction de Lyapunov (contrôle). 

• Il est bien adapté aux situations où un contrôleur de stabilisation 

pour un modèle nominal réduit et connu, et nous voudrions le ro-

bustifier par rapport à la dynamique d’ordre supérieur. Ceci est réa-
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lisé en concevant une loi de contrôle qui immerge asymptotique-

ment la dynamique complète du système dans les modèles à ordre 

réduit. 

• Dans les problèmes de contrôle adaptatif, la méthode rapporte des 

schémas stabilisateurs qui neutralisent l’effet des paramètres incer-

tains en adoptant une perspective de robustesse. C’est contraire-

ment à certaines des modèles adaptatifs existants qui (s’appuyant 

sur certaines conditions d'appariement « matching conditions ») 

traitent ces termes comme des perturbations à rejeter. La méthode 

I&I n’invoque pas l’équivalence de certitude, ni exige une paramé-

trisation linéaire. En outre, il fournit une procédure pour ajouter 

des termes croisés entre les estimations des paramètres et les états 

de système dans la fonction de Lyapunov. 

• Il fournit un cadre naturel pour la formulation et la solution de la 

conception des observateurs et des problèmes de stabilisation ro-

bustes du retour de sortie avec l’observation de l’état et l’estimation 

des paramètres traités dans un réglage unifié. 

• Il permet de formuler et de résoudre le problème de la conception 

de contrôleurs non-linéaires (proportionnel-intégrale) pour une 

classe de systèmes encombrement définis, d’ordre réduit 

3.13.13.13.1     Bref état de l’art de la méthode I&IBref état de l’art de la méthode I&IBref état de l’art de la méthode I&IBref état de l’art de la méthode I&I    

Le concept d’invariance a été largement utilisé dans la théorie du contrôle. 

Le développement de la théorie du contrôle géométrique linéaire et non 

linéaire (voir [59],[60] pour une introduction complète) a montré que les 
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sous-espaces invariants, et leurs contreparties non linéaires, invariantes, 

jouent un rôle fondamental dans la résolution de nombreux problèmes de 

conception. Des variétés invariantes lentes et rapides, qui apparaissent na-

turellement dans des systèmes singulièrement perturbés, ont été utilisées 

pour la stabilisation [126] et l’analyse de systèmes d’adaptation lents [127]. 

La notion de variétés invariantes est également cruciale dans la conception 

des lois de contrôle de stabilisation pour les classes de systèmes non li-

néaires. Plus précisément, la théorie de la variété centrale [128] a joué un 

rôle dans la conception de lois de contrôle de stabilisation pour des sys-

tèmes avec approximation linéaire non contrôlable (voir, par exemple 

[129]), alors que le concept de la dynamique nulle (zero dynamics) et la 

notion fortement liée l’annulation du variété ont été exploitées dans plu-

sieurs méthodes de stabilisation locales et globales, y compris le contrôle 

basé sur la passivité [130], le backstepping [131] et le "forwarding"  [132]. 

La notion d’immersion a aussi une longue tradition dans la théorie du con-

trôle. Son idée de base est de "transformer" le système considéré en un sys-

tème avec des propriétés prédéfinies. Par exemple, le problème classique de 

l’immersion d’un système non linéaire générique dans un système linéaire 

et contrôlable au moyen d’un retour d’état statique ou dynamique a été 

étudié de manière approfondie, voir [59, 60] pour plus de détails. 

L’observation d’état est traditionnellement formulée en termes d’immersion 

système [76]. Plus récemment, l’immersion a été utilisée dans la théorie des 

régulateurs non linéaires pour dériver des conditions nécessaires et suffi-

santes pour une régulation robuste. 
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En particulier, dans [133, 134], il est montré qu’une régulation robuste est 

réalisable à condition que l’exo-système puisse être immergé dans un sys-

tème linéaire et observable. Enfin, dans [135], il est montré qu'un système 

dynamique (éventuellement de dimension infinie) a un équilibre stable s’il 

peut être immergé dans un autre système dynamique avec un équilibre 

stable au moyen d’une application de préservation de la stabilité. 

Les méthodes de conception basées sur Lyapunov sont en quelque sort duel 

à l’approche d’immersion et d’Invariance. En fait, dans la conception de 

Lyapunov on cherche une fonction O ($), qui est définie positive (et propre, 
si la stabilité globale est recherchée) et telle que le système Ȯ = E(O ), 
pour une fonction E(·), a un équilibre (globalement) asymptotiquement 

stable à zéro. Notons que la fonction O : $ → �, où � est un intervalle de 
l’axe réel, est une submersion et que la "dynamique de la cible", à savoir la 

dynamique de la fonction de Lyapunov, est unidimensionnel, voir la figure 

3.1. 

La reformulation I&I du problème de stabilisation est implicite dans le 

contrôle du mode glissant, où la dynamique cible est la dynamique du sys-

tème sur la variété glissante, rendue attractive par une loi de contrôle dis-

continue, alors que R($) est l’équivalent dit contrôle [136]. 
La stabilisation par I&I est également liée aux méthodes de stabilisation 

par passivité, (voir [130, 137] et l’article récapitulative [138]). Dans le con-

trôle basé sur la passivité, la stabilisation est obtenue en trouvant une 
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Figure 3. 1 Submersion des méthodes basées sur Lyapunov 

sortie telle que le système est passif (avec une fonction de stockage appro-

priée, par exemple, avec un minimum à l’équilibre à stabiliser).  

Si le système n'est pas passif en boucle ouverte, il est nécessaire de trouver 

un signal de sortie dont le degré relatif est égal à un et dont les dyna-

miques des zéros associée sont (faiblement) en phase minimale. Comme 

montré dans [139], sous des hypothèses appropriées, il y a des conditions 

nécessaires et suffisantes pour que le système soit équivalent à un système 

passif. 

3.23.23.23.2     Notion d’immersion et invarianceNotion d’immersion et invarianceNotion d’immersion et invarianceNotion d’immersion et invariance    

Dans cette section, nous donnons la définition de la variété invariante [140] 

et de l'immersion du système [141]. 

Soit un système autonome : 

                                    $̇ = 1($)                                                  
                                    ^ = ℎ($)                                            (3.1) 
où $ ∈ ℝR est le vecteur d’état et ^ ∈ ℝ` est le vecteur de sortie. 
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Définition 3.1Définition 3.1Définition 3.1Définition 3.1 [43]  La variété ℳ = {$ ∈ ℝR n($)⁄ = 0}, où n($) est lisse, 
est dite (positivement) invariante pour le système $̇ = 1($) si : 
                        n($(0)) = 0⟹ n($(3)) = 0,   ∀3 ≥ 0                  (3.2) 
Soit le système cible (auxiliaire) : 

                                    ¨ ̇ = E(¨) 
                                    U = F(¨)                                            (3.3) 
où ¨ ∈ ℝ\ est le vecteur d’etat (� < �) et U ∈ ℝ`  est le vecteur de sortie. 
Définition 3.2Définition 3.2Définition 3.2Définition 3.2 [43] Le système (3.3) est dit immergé dans le système (3.1) 

s’il existe une application lisse K: ℝ\ → ℝR qui satisfait : 

                                    $(0) = K(¨(0))                                    (3.4) 
et 

                 F(¨1) ≠ F(¨2)⟹ ℎ(K(¨1)) ≠ ℎ(K(¨2))                         (3.5)  
tel que 

                                     1(K(¨)) = ¦V(®)¦® E(¨)                            (3.6) 
et  

                                    ℎ(K(¨)) = F(¨)                                   (3.7) 
pour tous ¨ ∈ ℝ\ 
en d’autre termes, un système  Σ2  est dite immergé dans un système  Σ1 
si l’application entrée-sortie de  Σ1 est une restriction de l’application en-
trée-sortie de Σ2, c.-à-d. toute reponse de sortie generée par   Σ1  est aussi 
une reponse de sortie  Σ1  pour un ensemble de conditions initiales données 

[142, 143]. 
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Dans les sections suivantes, on va montrer comment ces deux notions ont 

été combinées dans la méthodologie d’immersion et d’invariance (I&I) qui 

est utilisée pour la conception de la commande et de l’observateur. 

Dans ce qui suit, on illustre l’approche I&I avec le problème fondamental 

de la stabilisation par retour d’état d’un point d’équilibre d’un système 

non linéaire. 

3.33.33.33.3     Principe de stPrincipe de stPrincipe de stPrincipe de stabilisation par I&Iabilisation par I&Iabilisation par I&Iabilisation par I&I    
Nous illustrons l’approche I&I avec le problème fondamental de la stabili-

sation, par rétroaction d’état, d’un point d’équilibre d’un système non li-

néaire. Le problème de stabilisation par rétroaction d’état est choisi pour 

faciliter la présentation mais, comme cela apparaîtra clairement, l’approche 

est applicable à une large classe de problèmes de contrôle, notamment le 

suivi, l’estimation des paramètres et des états et la stabilisation par retour 

de sortie. 

Considérons le système : 

                                    $̇ = 1($) + Ô($)]                                (3.8) 
avec $ ∈ ℝR et ] ∈ ℝ`, et le problème de trouver, si possible, une loi de 

contrôle de retour d’état ] = R($) telle que le système en boucle fermée ait 

un équilibre (globalement) asymptotiquement stable à la origine. Ce pro-

blème peut être résolu en considérant le problème de la recherche d’un sys-

tème dynamique cible : 

                                    ¨ ̇ = E(¨)                                            (3.9) 
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avec ¨ ∈ ℝ\. et � < �, qui a un équilibre (globalement) asymptotiquement 

stable à l’origine, un application lisse $ = K(¨), et une loi de contrôle R($) 
telle que : 

                                    K(¨(0)) = $(0)                                  (3.10) 
                                    K(0) = 0                                          (3.11) 
et 

                           1(K(¨)) + Ô(K(¨))¹(K(¨)) = VKV¨ E(¨)               (3.12) 
 

 

Si les conditions ci-dessus sont vérifiées, alors toute trajectoire $(3) du sys-
tème en boucle fermée : 

                                    $̇ = 1($) + Ô($)¹($)                           (3.13) 
est l’image à travers l’application K(·) d’une trajectoire ¨(3) du système 

cible (3.9), comme illustré à la figure 3.2. Des (3.11) et le fait que 

l’équilibre à zéro du système cible est asymptotiquement stable, cela im-

plique que $(3) converge vers l’origine. Ainsi, le problème de stabilisation 

de l’équilibre à zéro du système (3.8) peut être refondu en tant que pro-

blème de résolution de l’équation aux dérivées partielles (3.12) avec les 

conditions aux limites (3.10) et (3.11). 

Une interprétation géométrique de (3.10) - (3.12) est la suivante : Consi-

dérons le système en boucle fermée (3.13) et une variété dans l’espace 

d’états à n-dimensions, défini par : 

                           ℳ = {$ ∈ ℝR ∣ $ = K(¨), ¨ ∈ ℝ\}              (3.14) 
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Figure 3.2 Illustration graphique de la correspondance entre les trajectoires 

du système à contrôler et le système cible pour � = 2 et � = 3. 
et tels que (3.10) et (3.11) vérifiée. De (3.12), la variété ℳ est invariante 

avec la dynamique interne (3.9), donc toutes les trajectoires $(3) qui com-

mencent sur la variété restent là et convergent asymptotiquement vers le 

point K(0), qui est l’origine par (3.11). De plus, la condition (3.10) garantit 

que l’état initial de (3.13) repose sur ℳ. 

La formulation ci-dessus est impraticable pour deux raisons. Tout d’abord, 

à partir de (3.10) et (3.12), l’application K(·) et le contrôle R(·) dépendent, 
en général, des conditions initiales. Deuxièmement, il peut être impossible 

de trouver, pour tout $(0) ∈ ℝR , une application K(¨) telle que (3.10), 
(3.11) et (3.12) soient vérifiées. 

Ces obstacles peuvent être éliminés en déterminant une solution de (3.11) 

et (3.12) seulement et en modifiant la loi de contrôle ] = R($) de sorte que, 
pour toutes les conditions initiales, les trajectoires du système (3.13) res-

tent bornées et asymptotiquement converger vers la variété $ = K(¨),  
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Figure 3.3 Illustration graphique de l'approche I&I. 

c’est-à-dire que ℳ devient attractive. L’attractivité de la variété ℳ peut 

être exprimée en termes de distance : 

                                    |¨| = �Qn3($,ℳ)                                (3.15) 
qui devrait être conduit à zéro. Notez que la distance |¨| n’est pas défini de 
façon unique. Ceci fournit un degré de liberté supplémentaire dans la con-

ception du contrôle. 

Une illustration graphique de l’approche I&I pour � = 2 et � = 3 est don-
née à la figure 3.3. Observez que l’application K(·) trace une trajectoire sur 
l'espace ¨ vers une trajectoire sur l’espace $, qui est limitée à la variété ℳ 

contenant l’origine.   

De plus, toutes les trajectoires commençant en dehors de ℳ (c’est-à-dire 

avec |¨| ≠ 0) convergent vers l’origine. 
Le problème consiste donc à trouver une variété rendue invariante et at-

tractive, avec la dynamique interne comme une copie de la dynamique en 

boucle fermée désirée et à concevoir une loi de commande qui oriente l’état 

du système suffisamment proche de cette variété. 
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Les conditions suffisantes pour la construction de la loi de commande par 

retour d’état globalement asymptotiquement stabilisante pour les systèmes 

non linéaires sont résumées dans le théorème suivant : 

Théorème 3.1Théorème 3.1Théorème 3.1Théorème 3.1 [43] Soit le système  $̇ = 1($) + Ô($)], avec l’etat $ ∈ ℝR , 
l’entrée ] ∈ ℝ` et $∗ ∈ ℝR un point d’equilibre à etre stabiliser. Suppo-
sons qu’il existe des applications dérivables E: ℝ\ → ℝ\;  K: ℝ\ →
ℝR;  �: ℝR → ℝR−\;  Þ: ℝ\ → ℝ`  et ¹: ℝR×(R−\) → ℝ`  avec � < � , telles 
que les hypotheses suivantes soient verifiées : 

H.1) le système cible 

                                    ¨ ̇ = E(¨)                                          (3.16) 
avec l’état ¨ ∈ ℝ\, a un équilibre globalement asymptotiquement stable à 

¨∗ ∈ ℝ\  et : 
                                    $∗ = K(¨∗)                                        (3.17) 
H.2) (Conditions d’immersion).  

Pour tous ¨ ∈ ℝ\ 
                    1(K(¨)) + Ô(K(¨))Þ(K(¨)) = VK(¨)V¨ E(¨)                   (3.18) 
H.3) (Variété implicite).  

L’égalité suivante est satisfaite : 

ℳ = {$ ∈ ℝR �($)⁄ = 0} = {$ ∈ ℝR $⁄ = K(¨), ¨ ∈ ℝ\} 
H.4) (Attractivité de la variété et trajectoire bornées).  

Toutes les trajectoires du système :  
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                              � ̇ = V�V$ [1($) + Ô($)¹($, �)]                         (3.19)                               $̇ = 1($) + Ô($)¹($, �)                              (3.20) 
sont bornées et satisfont : 

                                    limC→∞ �(3) = 0                                     (3.21) 
alors $∗ est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable du 

système en boucle fermée : 

$̇ = 1($) + Ô($)|($, �($)) 
Les observations suivantes concernant les hypothèses : 

1. Dans les applications du théorème 3.1, le système cible est défini à 

priori. Par conséquent, la condition H.1 est automatiquement satis-

faite. (Voir la Remarque 4 dans [48]). 

2. Étant donné le système cible (3.18) de la condition H.2 définit une 

équation différentielle partielle dans l’application inconnu K, où Þ 
est un paramètre libre. Notez que, si la linéarisation de (3.8) (où 

$ = $∗ ) est contrôlable (et que toutes les fonctions sont localement 

analytiques), il a été montré dans [144], en utilisant le théorème de 

Lyapunov auxiliaire et dans certaines conditions de non-résonance, 

que nous pouvons toujours trouver tel que la solution existe locale-

ment. Néanmoins, trouver la solution à cette équation est en géné-

ral une tâche difficile. Malgré ce fait, nous allons montrès dans la 

section suivante, qu’une sélection appropriée de la dynamique de la 

cible, c’est-à-dire suivant les considérations physiques et théoriques 

du système, simplifie ce problème. Dans [48], ils ont prouvé que, 
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dans le contexte du contrôle adaptatif, le choix du candidat poten-

tiel en dynamique de cible naturelle permet d’éviter cette tâche. 

3. Une remarque importante est que, les «fonctions de base» �($) sont 
pas définies de manière unique, leur choix offre un degré de liberté 

alternatif pour la vérification de H.4, ce qui devient ainsi un pro-

blème de stabilisation non standard. Cette idée centrale est large-

ment utilisée dans le contrôle adaptatif. 

4. La condition de convergence (3.21) peut être détendue, c’est-à-dire 

qu’il suffit de prouver la convergence asymptotique de[48] : 

limC→∞ Ô($)(|($, �) − |($, 0)) = 0 
3.43.43.43.4     Les applications de Les applications de Les applications de Les applications de la méthode I&Ila méthode I&Ila méthode I&Ila méthode I&I    

A partir de la discussion dans la section précédente il est évident que la 

méthode I&I nécessite la sélection d’un système dynamique cible. Pour les 

systèmes non linéaires générale la dynamique cible classique est linéaire. 

Pour les systèmes physique le choix de la dynamique cible linéaire n’est 

pas nécessairement le plus approprié, parce que, d’une part, une concep-

tion applicable doivent respecter les contraintes imposées par la structure 

physique et, d’autre part, il est bien connu que la plupart des systèmes 

physiques sont pas linéarisable par feedback.   

Dans la partie suivante nous présentons une série des problèmes de con-

trôle pour lesquels il est possible de définir certains dynamiques cible natu-

rel et par conséquent, exploiter la formulation de I&I. les problèmes sont 

identifiés à travers des exemples représentatifs. 

 

3.4.1.3.4.1.3.4.1.3.4.1. Robustification des lois de commande Robustification des lois de commande Robustification des lois de commande Robustification des lois de commande     
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Dans de nombreux cas d’intérêt pratique, il est possible de concevoir une 

loi de commande pour une version d’ordre réduit d’un modèle donné. Par 

exemple, pour les systèmes admettant lente/rapide décomposition qui ap-

parait généralement dans des applications où la dynamique des actionneurs 

où la haute fréquence modes doivent prendre en considération. Il est par-

fois possible de résoudre le problème de contrôle de sous-système lente. 

Une sélection physiquement raisonnable de la dynamique cible est le der-

nier sous-système mis en boucle fermé avec un contrôleur stabilisateur. 

Dans ce cas, l’application de la méthode I&I peut être interpréter comme 

une procédure de robustification, contre les dynamiques d’ordre supérieure, 

un contrôleur dérivé d’un modèle d’ordre inferieur. Finalement, il est clair 

que la définition d’un système cible, qui n’est pas unique, permet de captu-

rer aussi les objectifs de performance. Nous illustrons maintenant cette 

application de I&I avec un exemple physique.                 

Example 3.1 (Système de lévitation magnétiExample 3.1 (Système de lévitation magnétiExample 3.1 (Système de lévitation magnétiExample 3.1 (Système de lévitation magnétique)que)que)que)    [43][43][43][43]. . . .  

Considérons un système de lévitation magnétique se compose d’une bille à 

fer dans un champ magnétique verticale crée par un seul électroaimant 

(voir Figure). Adoptant les hypothèses de modélisation standard pour le 

couplage électromagnétique on obtient le modelé (avec le domaine de vali-

dité −∞ < ¨1 < 1) : 
                                      ¨1̇ = 1̀ ¨2                                      
                                    ¨2̇ = 12t ¨32 −êÔ                        
                                    ¨3̇ = −1t�2(1 − ¨1)¨3 +À                     (3.9) 
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Figure 3.4 Schéma de système de lévitation magnétique 

Où le vecteur d’état ¨ se compose de la position de la balle et sa vitesse et 

le flux dans l’inductance, À est le voltage appliqué à l’électroaimant,  ê 

est la masse de la bille, Ô est : 
l’accélération gravitationnelle, �2 est la résistance de la bobine, et t est 
constante positif qui dépond au nombre de tours de la bobine.   

Dans les applications à faible puissance il est typique à négliger la dyna-

mique de l’actionneur, par conséquent, on suppose que À est une variable 
manipulée. En les applications de moyenne a haute puissance, le voltage À 
est générée en utilisant un redresseur qui comprend une capacité. La dy-

namique de cet actionneur peut être décrit par le circuit RC représenté 

dans la Figure 3.4, où le voltage de contrôle actuel est ], tandis que �1 et 
C modèle the parasite résistance et capacité, respectivement. Le modèle du 

système de lévitation de balle, y compris la dynamique d’actionneur est 

donné par les équations : 
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                          $1̇ = 1ê$2 
                          $2̇ = 12t $32 −êÔ                                      
                          $3̇ = − 1t�2(1 − $1)$3 + $4                  
                          $4̇ = − 1�t (1 − $1)$3 − 1�1� $4 + 1�1� ]           (3.10) 
où $1 = ¨1, $2 = ¨2, $3 = ¨3 et, on a ajouté le coordonné  $4 = À, qui re-
présente la tension à travers la capacité. Notant que, (3.9) est le modèle 

lent de (3.10), en prenant le constant de temps �1� comme le petit para-

mètre. 

3.4.2.3.4.2.3.4.2.3.4.2. Systèmes Systèmes Systèmes Systèmes mécaniques sous actionnésmécaniques sous actionnésmécaniques sous actionnésmécaniques sous actionnés    

Pour les systèmes mécaniques sous actionnés un sensible système cible est 

la partie sous actionnée du mécanisme, éventuellement avec une loi de 

commande par retour d’état. Dans cette situation la définition du système 

cible, qui n’est pas unique et donne un degré de liberté pour la conception. 

Example 3.2 (Le système chariot et pendule inversé)Example 3.2 (Le système chariot et pendule inversé)Example 3.2 (Le système chariot et pendule inversé)Example 3.2 (Le système chariot et pendule inversé) [43][43][43][43]. . . .  

Considérons le système chariot et pendule inversé, représenté sur la Figure, 

et supposons qu’une étape de linéarisation partielle par feedback a été ap-

pliquée. Après la normalisation sa donne le modèle : 

                          $1̇ = $2                           $2̇ = sin($1) − ] Þ:n($1)                           $3̇ = ]                                                       (3.11) 
Où ($1, $2)  ∈  �1 × ℝ sont les angles de pendule (par rapport à la posi-
tion verticale) et sa vitesse, $3 ∈ ℝ est la vitesse du chariot, et ] ∈ ℝ est 
l’entrée. 
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Figure 3.5 Le système chariot et pendule inversé et la dynamique cible. 

L’équilibre à être stabilisé est la position verticale vers le haut du pendule 

avec le chariot arrêté, qui correspond à $∗ = 0. 
L’idée clé est d’immerger le système de troisième ordre dans un système 

simple de deuxième ordre, dont l’énergie potentielle et les fonctions  

d’amortissements sont laissés à être conçus (voir Figure 3.5). En consé-

quent, nous définissons les dynamiques cible comme :   

                                    ¨1̇ = ¨2 
                                    ¨2̇ = O ′(¨1) − �(¨1, ¨2)¨2                     (3.12) 
qui sont les équations d’un pendule (complètement actionné) avec une 

fonction d’énergie Á(¨1, ¨2) = 12 ¨22 + O (¨1)  et, une fonction 

d’amortissement �(·), éventuellement non linéaire. Pour généralité nous 
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avons définis comme une fonction de ¨1 et ¨2. Pour s’assurer que le sys-
tème cible a un équilibre localement asymptotiquement stable à l’origine, 

nous précisons que la fonction d’énergie potentiel O (¨1) satisfait O ′(0) = 0 
et O ′′(0) > 0, et la fonction d’amortissement est tel que �(0, 0) > 0. 

3.4.3.3.4.3.3.4.3.3.4.3. Systèmes en une structure spécialeSystèmes en une structure spécialeSystèmes en une structure spécialeSystèmes en une structure spéciale    

I&I est également applicable aux deux classes de systèmes ayant une struc-

ture spéciale qui ont attiré une grande attention dans les recherches :  sys-

tèmes sous forme feedback et feedforward.  

Example 3.3 (Système en forme feedback)Example 3.3 (Système en forme feedback)Example 3.3 (Système en forme feedback)Example 3.3 (Système en forme feedback) [43][43][43][43]....    

 Considérons la classe de systèmes en feedback forme décrit par 

l’équations : 

                                    $1̇ = 1($1, $2)                                                                          $2̇ = ]                                             (3.13) 
avec $ = Þ:Ù($1, $2) ∈ ℝR ×ℝR , ] ∈ ℝ  et 1(0, 0) = 0 , où le système 

$1̇ = 1($1, 0) ayant un équilibre globalement asymptotiquement stable à 

l’origine. Un choix sensible pour la dynamique cible est donc donné par :  

                                    ¨ ̇ = 1(¨, 0)                                        (3.14) 
et ce implique que l’application K(. ) = Þ:Ù(K1(. ),K2(. ))  est telle que 

$1 = $1(¨) = K1(¨) = ¨. 
3.4.4.3.4.4.3.4.4.3.4.4. Commande adaptativeCommande adaptativeCommande adaptativeCommande adaptative    

En commande adaptative un candidat naturel pour le dynamique cible est 

placé dans la boucle fermée avec un contrôleur à paramètres connus stabi-
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lisé. Il est important de noter que, même que les dynamiques cible ne sont 

pas connus (car ils dépendent de paramètres inconnus), l’approche I&I est 

encore applicable   

Example 3.4 (Conception d’un contrôleur adaptatif)Example 3.4 (Conception d’un contrôleur adaptatif)Example 3.4 (Conception d’un contrôleur adaptatif)Example 3.4 (Conception d’un contrôleur adaptatif)    [43][43][43][43]. . . .     

Considérons le système non linéaire à premier ordre : 

                                    $1̇ = Ö$2 + ]                                    (3.15) 
où Ö ∈ ℝ est un paramètre constant inconnu. Noter que si Ö est connu, le 
zéro équilibre de système (3.15) serait globalement asymptotiquement sta-

bilisé par un loi de control : 

                                    ] = −t$ − Ö$2                                  (3.16) 
avec t > 0. Le correspondent contrôleur à equivalent certain est donnée 
par : 

                                    ] = −t$ − Ö$̂2                                  (3.17) 
                                    Ö ̂̇ = À                                              (3.18) 
où À est une loi d’adaptation, qui est généralement choisi pour annuler 

tous les termes à paramètre dépendants du dérivé temporelle de la fonction 

de Lyapunov : 

                          O ($, Ö)̂ = 12$2 + 12[ (Ö ̂− Ö)2                           (3.19) 
avec [ > 0, qui est donnée par : 
                          O ̇ ($, Ö)̂ = −t$2 − (Ö ̂− Ö)$3 + 1[ (Ö ̂− Ö)À         (3.20) 
Choisissant À = [$3 rendre Ȯ($, Ö)̂ = −t$2. Ce établit les limites de $ et 
Ö,̂ et la convergence de $ à zéro (voir Théorème A.2 dans [43]). Toutefois, 
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pas de conclusion sur le comportement de l’erreur d’estimation (Ö ̂− Ö), 
sauf qu’il converge vers une valeur constante. 

Le problème de la commande adaptative peut être placé dans le cadre de 

I&I en considérant le système augmenté : 

                                    $̇  = Ö$2 + ] 
                                    Ö ̂̇ = À                                              (3.21) 
avec les entrées de commande ] et À, et le système cible : 

                                    ¨ ̇ = −t¨                                           (3.22) 
Qui est obtenue en appliquant le contrôleur à paramètre connu (3.16) au 

système (3.15). Notant que la sélection de la dynamique cible impose que 

l’application K(. ) = Þ:Ù(K1(. ),K2(. ))  devrait être telle sorte que  

K1(¨) = ¨. 
3.4.5.3.4.5.3.4.5.3.4.5. Contrôleur PI non linaire Contrôleur PI non linaire Contrôleur PI non linaire Contrôleur PI non linaire     

L’approche I&I permet à construire un contrôleur non linaire PI avec gains 

qui sont des fonctions non linéaires des signaux mesurables, ainsi que, évi-

ter l’étape de re-réglage qui est nécessaire dans le contrôle PI classique. 

Nous présentons d’idée basique avec un exemple simple. 

Example 3.6 (Systèmes avec incertitude Example 3.6 (Systèmes avec incertitude Example 3.6 (Systèmes avec incertitude Example 3.6 (Systèmes avec incertitude assortieassortieassortieassortie)))) [43][43][43][43]. . . .     

Considérons un système scalaire simple : 

                                    ^ ̇ = «(^) + ]                                     (3.23) 
où «(^) est une fonction continue inconnue qui varie dans l’intervalle 
«` < «(^) < «X . L’objectif de la commande est de conduire l’état de sys-
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tème à zéro. Pour cela, nous choisissons une structure de commande non 

linéaire PI de la forme : 

                                    F#̇ = À#(^)                                     ] = ¹(F� (^) + F# , ^)                           (3.24) 
où les fonctions F� (·), À#(·) et R(·) sont à définir. Notant que PI linéaire 
Classique correspond à la sélection : 

                                    F� (^) = t� ^                                     À#(^) = t#^                                     ] = −F� (^) − F#                                (3.25) 
Où les constante positifs t�  et t# sont les gains de réglage proportionnel et 
intégral 

On choisit la dynamique cible d’être ¨ ̇ = −µ¨, avec µ > 0. Définir le si-

gnal : 

                                    � = F� (^) + F#                                  (3.26) 
et fermant la boucle avec un contrôleur non linéaire PI (3.24), nous pou-

vons écrire le système dynamique en forme perturbé comme : 

                          ^ ̇ = −µ^ + [«(^) + ¹(�. ^) + µ^]                      (3.27) 
L’objectif de la commande est donc de garder toutes les trajectoires bor-

nées et rendre les termes entre parenthèse asymptotiquement à zéro, qui 

est dans le langage de I&I équivaut à faire une variété : 

                  ℳ = {(^, �) ∈ ℝ×ℝ: «(^) + ¹(�, ^) + µ^ = 0}           (3.28) 
Attractive et invariante. Le problème est donc de trouver les fonctions 

F� (·), À#(·) et R(·) tel que, pour chaque ^, il existe (au moins un) � ̅̄  tel 
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que (0. � ̅̄ ) ∈ ℳ et � converge asymptotiquement vers � ̅̄ . Notant que dans 
la variété ℳ la dynamique de système coïncide avec la dynamique cible. 

Considérons maintenant la dynamique de �, qui est décrit par l’équation : 
                          � ̇ = À#(^) + VF�V^ [«(^) + ¹(�, ^)]                      (3.29) 
et suppose que ℳ  est non vide. Pour assurer que � ̅̄  est un équilibre de la 
dynamique de �, il est suffisant de choisir le paramètre intégral du contrô-

leur non linéaire PI comme : 

                                    À#(^) = VF�V^ µ^                                 (3.30) 
qui rend :  

                                    � ̇ = VF�V^ [«(^) + ¹(�, ^) + µ^]                (3.31) 
pour compléter la description du contrôleur non linéaire PI, les fonctions 

F� (^)  

et R(�, ^) doivent être d’une sorte que toutes les trajectoires de la boucle 
fermé du système (3.27), (3.31) converge à un équilibre (^, �) = (0, � ̅̄ ). 

3.53.53.53.5     Principe d’observation en utilisant I&IPrincipe d’observation en utilisant I&IPrincipe d’observation en utilisant I&IPrincipe d’observation en utilisant I&I    

L’observateur est conçu d’après le concept général d’I&I, mais avec une 

vision différente du système cible et de la variété invariante[43, 49]. 

Considérons le système dynamique non linéaire variant dans le temps, dé-

crits par des équations de la forme : 

                                    $̇ = 11($, ^, 3)                                     ^ ̇ = 12($, ^, 3)                                    (3.32) 



      Chapitre 3. La méthode I&I : observation stabilisation et commande 
 

108 
 

Où $ ∈ ℝR est la partie non mesurée de l’état (à estimer) et  ^ ∈ ℝ\ est la 
partie mesurée de l’etat. Les vecteurs 11 et 12 sont supposé (forward com-

plete) c.-à-d. les trajectoires commençant à l’instant 30 sont definis pour 
tous 3 ≥ 30.   
Avant de définir l’observateur pour le système (3.32), on introduit la défi-

nition d’une application inversible à gauche. 

Définition 3.3Définition 3.3Définition 3.3Définition 3.3 [43, 49] : Une application «($, ^): ℝø ×ℝ` → ℝ\ est inver-
sible à gauche (par rapport à $) s’il existe une application «�: ℝ\ ×ℝ` →
ℝø de telle sorte que, «�( «($, ^)) = $ pour tous les $ ∈ ℝø et ^ ∈ ℝ` 
L’observateur pour le système (3.32) est défini comme suit 

Définition 3.4Définition 3.4Définition 3.4Définition 3.4 [43, 49] Le système dynamique : 

                                    ¨ ̇ = E(¨, ^, 3)                                     (3.33) 
avec  ¨ ∈ ℝ\. � ≥ � est un observateur pour le système (3.32), s’il existe 

des applications F: ℝ\ ×ℝ` ×ℝ→ ℝ\ et �: ℝR ×ℝ` ×ℝ→ ℝ\ qui sont 
inversibles par rapport à leur premier argument et telle que la variété : 

      ℳ = {($, ^, ¨, 3) ∈ ℝR ×ℝ` ×ℝ\ ×ℝ F(¨, ^, 3) = �($, ^, 3)⁄ }    (3.34) 
Ait les propriétés suivantes : 

(i) toutes les trajectoires du système étendu (3.32)-(3.33) initialisées 

sur la variété ℳ restent sur celle-ci pour tout temps futur, c’est-à-

dire ℳ est positive invariante. 

(ii) Toutes les trajectoires du système étendu (3.32)-(3.33) initialisées 

dans un voisinage de ℳ convergent asymptotiquement vers ℳ, 

c’est-à-dire, ℳ est attractive 
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La définition ci-dessus implique qu’un estimé asymptotique de l’état $ est 
donné par : 

$̂ = ��(F(¨, ^, 3), ^, 3) 
où ��  est l’inverse à gauche de � (c-à-d par rapport au premier argument). 

Ainsi l’erreur de l’estimation $̂ − $ est nulle sur la variété ℳ. En outre, si 

la propriété (ii) est vérifiée pour tout ($(30), ^(30), ¨(30)) alors (3.33) est 
un observateur global pour le système (3.32). Il est à noter que, l’ordre de 

la dynamique de l’observateur est réduit par rapport à celui de système, ce 

qui simplifie sa conception. 

Le théorème suivant décrit la construction de l’observateur d’ordre réduit. 

Théorème 3.2Théorème 3.2Théorème 3.2Théorème 3.2 [43, 49] : Soit le système (3.32) et (3.33) et supposons qu’il 

existe des applications �1, F(¨, ^, 3) ∶  ℝ\ ×ℝ` ×ℝ→ ℝ\  et 

�($, ^, 3): ℝR ×ℝ\ ×ℝ→ ℝ\ avec l’inverse par rapport au premier argu-

ment ��: ℝ\ ×ℝ` ×ℝ→ ℝR  tel que les hypothèses suivantes soient véri-
fiées : 

A. Quels que soient ^, ¨ et 3 on a  F(¨, ^, 3) est inversible par rapport au 
premier argument ¨ et le déterminent : 

                                    det(VFV¨) ≠ 0                                    (3.35) 
B. Le système : 

           � ̇ = VFV^ {12($,̂ ^, 3) − 12($, ^, 3)} + V�V^∣
T=T̂

12($,̂ ^, 3) − V�V^ 12($, ^, 3) 
                  +V�V$∣T=T̂ 11($,̂ ^, 3) −

V�V$ 11($, ^, 3) + V�V3 ∣T=T̂ −
V�V3       (3.36) 
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avec $̂ = ��(�($, ^, 3) + �), présente un équilibre (globalement) asympto-

tiquement stable à � = 0, uniformément dans $, ^, et 3  
Alors le système (3.33) avec :  

  E(¨, ^, 3) =  −(VFV¨)
−1 (VFV^ 12($,̂ ^, 3) + VFV3 − V�V^∣

T=T̂
12($,̂ ^, 3)

− V�V$∣T=T̂ 11($,̂ ^, 3) +
V�V3 ∣T=T̂)                                (3.37) 

Où  $̂ = ��(F(¨, ^), ^, 3)   est un observateur (global) pour le système 

(3.32). 

En pratique, � = F − � traduit la dynamique d’éloignement de la variété. 

La synthèse de l’observateur revient donc à la recherche de fonctions F, � 
et �� qui satisfont le théorème 3.2. Ces fonctions associées à celles de  

11($, ^, 3) et  12($, ^, 3)  decrivent le modele du procédé permettent de dé-

finir le modèle dynamique de l’observateur donnée par les relations (3.33) 

et (3.37). Le choix des fonctions F et � n’est pas unique, des formes parti-

culières peuvent être utilisées.  

3.63.63.63.6     Conception d’observateur globale par I&I Conception d’observateur globale par I&I Conception d’observateur globale par I&I Conception d’observateur globale par I&I 
pour la classe des systèmes mécanique sous pour la classe des systèmes mécanique sous pour la classe des systèmes mécanique sous pour la classe des systèmes mécanique sous 
contraintes non contraintes non contraintes non contraintes non holonomes holonomes holonomes holonomes     

Dans cette section, on va présenter l’observateur global à convergence 

exponentielle pour les systèmes mécaniques sous contrainte de type non 

holonome développé par Astolfi et al. dans [55] , en utilisant la méthode 

I&I introduite dans la section précédente, en procédant de la même ma-

nière, on définit un observateur pour les systèmes mécaniques à n degrés 
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de liberté avec des contraintes non-holonomes décrites sous forme Lagran-

gienne par [59, 145] : 

            Ý(�)� ̈+ �(�, �)̇� ̇+ ∇N(�) = �(�)] + �(�)µ                  (3.38) 
            �Y (�)� ̇= 0                                                              (3.39) 
où �(3) ∈ ℝRet �(̇3) ∈ ℝR  sont des positions et des vitesses généralisées, 
respectivement, ](3) ∈ ℝ` est l’entrée de commande, �(�)µ sont les forces 
de contrainte avec �: ℝR → ℝR×u, rank (�) = t, et µ(3) ∈ ℝu , �: ℝR →
ℝR×` est la matrice d’entrée, Ý: ℝR → ℝR×R, Ý =ÝY > 0 est la matrice 

de masse, et Ý: ℝR → ℝ est la fonction d'énergie potentielle �(�, �)̇� ̇est 
le vecteur de Coriolis et des forces centrifuges avec l’élément (Qt) de la 
matrice �: ℝR ×ℝR → ℝR×R  défini par �bu(�, �)̇ = �bxu(�)�ẋ  où les 

�bxu: ℝR → ℝ  sont les symboles Christoffel du premier type définis 

comme : 

                     �bxu(�) = 12{VÝbuV�x +
VÝxuV�b −

VÝbxV�u }                    (3.40) 

le système (3.38), (3.39) peut être écrit sous forme Hamiltonien à ports 

avec les moments généralisés � = Ý(�)� ̇[59] : 
         [� ̇�̇] = [ 0 �−� 0] [åäÁ(�. �)å�Á(�. �)] + [

0�(�)] ] + [ 0�(�)] µ              (3.41) 
          �Y (�)å�Á(�. �) = 0                                                    (3.42) 
avec le Hamiltonien est : 

                            Á(�. �) = 12 �YÝ−1(�)� + N(�)                    (3.43) 
Le système (3), (4), restreint à l’espace contraint, peut être représenté sous 

la forme : 
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         [� ̇�̃̇] = [ 0 �(̃�)−�Ỹ (�) ö(�. �̃)](
åäÁ´(�. �̃)å�Á´(�. �̃)) + [

0�´] ]               (3.44) 
avec  

                                    �̃ = �Ỹ (�)�                                       (3.45) 
et 

                            Á´(�. �̃) = 12 �̃Y Ý̃−1(�)�̃ + N(�)                    (3.46) 
avec �:̃ ℝR → ℝR×(R−u)  étant l'annihilateur à droite de �Y  �´: ℝR →
ℝ(R−u)×`  . Le (QÑ)  ième élément de ö: ℝR ×ℝR−u → ℝ(R−u)×(R−u)  donné 
par öbx(�, �̃) = −�Y [�b̃, �x̃], avec �b̃ étant la ième colonne de � ,̃ et [�b̃, �x̃] 
nous concluons que ö  est asymétrique. 

La matrice d’inertie Ý̃  positive semi définie et écrite comme [55] : 

             Ý̃(�) = {ê11(�) − ê12(�)ê22(�)−1ê12Y (�)}−1                (3.47) 
3.6.1.3.6.1.3.6.1.3.6.1. Représentation HamiltonienReprésentation HamiltonienReprésentation HamiltonienReprésentation Hamiltonien    à ports à ports à ports à ports appropriée appropriée appropriée appropriée     

Afin de trouver une représentation pH appropriée, nous utilisons le chan-

gement de coordonnées suivant [120] : 

                                    (^, $) → (�, � (�)�̃)                             (3.48) 
avec � (�):ℝR → ℝR×R est une matrice définie positive, complètement défi-

nie, racine carrée de la matrice d’inertie inverse [146] : 

                                    Ý̌−1(�) = � Y (�)� (�)                          (3.49) 
On définit les applications ¼:ℝR → ℝR×(R−u). et Â:ℝR ×ℝ` → ℝR−u 
comme suit : 

              ¼(�) = �(̃�)� Y (�)                                                    (3.50) 
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              Â(�, ]) = �(�)[�´(�)] − �Ỹ∇N(�)]                            (3.51) 
Le système (3.44), (3.46) admet une représentation d'espace d’état de la 

forme : 

              ^ ̇ = ¼(^)$                                                              (3.52) 
              $̇ = �($, ^)$ + Â(^, ])                                              (3.53) 
avec 

� = �ö� +∑[((åäÇ�)�−1¾)(� (�)�Ỹ Mb)Y − (� (�)�Ỹ Mb)((åäÇ�)�−1¾)Y ]R
b=1

 

                                                                                         (3.54) 
avec Mb le (Q)-ème vecteur de base de ℝR−u. De plus, � vérifie les mêmes 

propriétés dans la Lemme 2.1. 

3.6.2.3.6.2.3.6.2.3.6.2. Conception de l’observateur Conception de l’observateur Conception de l’observateur Conception de l’observateur     

L’observateur est construit en quatre étapes [43] : 

1. Suivant la procédure de I&I [125], il ont définis la variété (dans 

l’espace d’état étendu du système et l’observateur) qui devrait être 

rendu attractive et invariante d’une façon que la partie non mesu-

rable d’état peut être reconstruit à partir de la fonction qui définit 

la variété. Comme c’est bien connu, pour atteindre cet objectif une 

équation différentielle partielle (EDP) devrait, en principe, être ré-

solus. 

2. Pour éviter la nécessité de résoudre la EDP une technique 

d’approximation proposé dans [54] est adopté. L’utilisation de cette 
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technique ajoute des erreurs dans la dynamique d’erreur 

d’observateur. 

3. Ils ont introduit comme dans [54] une dynamique d’échelle (dyna-

mic scaling) qui domine – dans la fonction de Lyapunov- l’effet des 

termes de perturbations, prouvant que l’erreur d’observateur con-

verge vers zéro. 

4. Pour prouver que le facteur de la dynamique d’échelle est borné et, 

par conséquent, l’erreur d’observateur actuelle est convergée expo-

nentiellement à zéro, des termes grand-gain sont introduit dans la 

dynamique d’observateur à nouveau pour dominer les termes des 

signes indéfinis dans l’analyse de la fonction de Lyapunov. 

Etape 1. (Définition dEtape 1. (Définition dEtape 1. (Définition dEtape 1. (Définition de la variété)e la variété)e la variété)e la variété)    

Pour le système (3.52), (3.53) la variété la variété suivante est proposée : 

       ℳ ≔ {(^, $, ¨, ^,̂ $)̂ ¨ − $ + F(^, ^,̂ $)̂ = 0⁄ }  ⊂ ℝ5R−3u            (3.55) 
où  ¨ ∈ ℝR−u, ^ ̂ ∈ ℝR−u, $ ∈ ℝR sont une partie de l’état d’observateur, la 
dynamique qui sera définit, et l’application F: ℝ3R−2u → ℝR−u  est à défi-
nir. 

Pour prouver que la variété ℳ est attractive et invariante il est montré 

que le coordonnée d’éloignement de la variété :  

                            � = ¨ − $ + F(^, ^,̂ $)̂                               (3.56) 
Le norme qui détermine la distance de l’état à la variété ℳ telle que : 

(C1) �(0) = 0 ⇒ �(3) = 0, pour tous 3 ≥ 0 (invariance); 
(C2) �(3) asymptotiquement (exponentiellement) converge à zéro (attracti-

vité). 
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Notant que, si �(3) → 0, une estimation asymptotique de $ est donnée par 
¨ + F. 
Pour obtenir la dynamique de � dériver (3.56), donne : 
              � ̇ = ¨ ̇− �(^, $)$ − Â +∇¯F^̇ + ∇¯̂F^̂̇ + ∇T̂F$̂ ̇              (3.57) 
Soit : 

  ¨ ̇ = Â −∇¯̂F^̂̇ − ∇T̂F$̂̇ + �(^. ¨ + F)(¨ + F) − ∇¯F¼(^)(¨ + F)      (3.58)   
où  ^̂ ̇et $̂ ̇sont à définir. Remplaçant (3.58) dans l’équation de �,̇ et invo-
quant les propriétés (ii) et (iii) de Lemme 3.1, donne : 

              � ̇ = �(^, $)� + �(̅^, ¨ + F)� − ∇¯F¼(^)�                       (3.59) 
À partir de (3.59), il est clair que la condition (C1) ci-dessus est satisfait. 

D’autre part, la condition (C2) serait satisfaite si nous pouvons trouver 

une fonction F résolvant la EDP suivante : 

              ∇¯F = [t1� + �(̅^, ¨ + F)]¼#(^)                                  (3.60) 
avec t1 > 0, où ¼# : ℝR → ℝ(R−u)×R est l’inversion à gauche à rang plein de 
la matrice ¼. En effet, dans ce cas, la dynamique-z réduit à � ̇ = (� − t1)�, 
qui, invoquant l’antisymétrie de �, assurant la propriété de convergence 
exponentielle désiré. Malheureusement, la solution de EDP (3.60) est une 

tâche délicate, il n’est pas connu si une solution existe.  

Par conséquent, dans l’étape suivante on cherche “ approximation de son 

solution”. 

EEEEtape 2. (‘‘ Solution approximative’’ de la EDP)tape 2. (‘‘ Solution approximative’’ de la EDP)tape 2. (‘‘ Solution approximative’’ de la EDP)tape 2. (‘‘ Solution approximative’’ de la EDP)    
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Définissons la ‘‘∇¯F’’ comme : 

              Á(^, ¨ + F) ≔ [t1� + �(̅^, ¨ + F)]¼#(^)                        (3.61) 
Et notant les (� − t) × � colonnes de la matrice par Áb: ℝR ×ℝR−u →
ℝR−u  pour Q = 1. . . . . �, alors : 
              Á(^, ¨ + F) = [Á1(^, ¨ + F) ∣ ⋯ ∣ ÁR(^, ¨ + F)]               (3.62) 
Maintenant, suivant la même procédure que [50], définissons : 

F(^, ^,̂ $)̂ ≔  ∫ Á1([n, ^1,… , ^R], $)̂�n¯1
0

+⋯+∫ ÁR([^1,… , ^R, n], $)̂�n¯È
0

 

                                                                                        (3.63) 
À partir de la définition de l’application F, et ajoutant et soustrayant 
Á(^, ¨ + F), nous avons que ∇¯F peut s’écrit comme : 

     ∇¯F(^, ^,̂ $)̂ = Á(^, ¨ + F) − {Á(^, ¨ + F) 
                        −[Á1([n, ^1,… , ^R]. $)̂…ÁR([^1,… , ^R, n], $)̂]}      (3.64) 
Notant que toutes les fonctions sont lisses, et le terme entre parenthèses 

égale à zéro si ^̂ = ^  et $̂ = ¨ + F. Par conséquent, il existe des applica-
tions  

∆¯: ℝR ×ℝR−u ×ℝR → ℝ(R−u)×R  et  ∆T: ℝR ×ℝR−u ×ℝR−u → ℝ(R−u)×R 
tel que : 

         ∇¯F(^, ^,̂ $)̂ = Á(^, ¨ + F) −∆¯(^, $,̂ M¯) −∆T(^, $,̂ MT)        (3.65) 
avec 

                            M¯ = ^̂ − ^,      MT = $̂ − (¨ + F)                   (3.66) 
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et 

                            ∆¯(^, $,̂ 0) = 0, ∆T(^, $,̂ 0) = 0                (3.67) 
pour tous ^ ∈ ℝR, ^ ̂  ∈ ℝR, $̂  ∈ ℝR−u. Remplaçant (3.62) et (3.65) dans 

(3.59) donne : 

              � ̇ = (� − t1)� + (∆¯ +∆T)¼(^)�                                (3.68) 
Rappelant que � est antisymétrique et t1 > 0, il est clair que les applica-
tions ∆¯ et ∆T jouent le rôle des perturbations que nous allons essayer de 
dominer avec la dynamique d’échelle dans la prochaine étape de conception. 

Etape Etape Etape Etape 3 (3 (3 (3 (Dynamique d’échelleDynamique d’échelleDynamique d’échelleDynamique d’échelle) ) ) )     

Définissons la coordonnée d’éloignement de la variété  

                                    ? = 1� �                                            (3.69) 
avec r est le facteur de dynamique d’échelle à définir. Dérivant (3.69), et 

utilisant (3.68), donne : 

              ?̇ = 1� � ̇− �̇� ? = (� − t1)? + (∆¯ +∆T)¼(^)? − �̇� ?          (3.70) 
Considérons la fonction :  

                                    O1(?) = 12 |?|2                                    (3.71) 
Et notant que son dérivé par rapport au temps est : 

              O1̇(?) ≤ −(t12 + �̇� − 1t1 (∥∆¯¼∥2 + ‖∆T¼‖2)) |?|2           (3.72) 
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où ‖. ‖ est le norme euclidien , nous avons appliqués l’inégalité de Young 

(avec le facteur t1) pour avoir le deuxième borne. Soit : 

              � ̇ = −t14 (� − 1) + �t1 (∥∆¯¼∥2 + ‖∆T¼‖2),     �(0) ≥ 1      (3.73) 
Notant que l’ensemble {� ∈ ℝr ≥ 1} est invariant pour la dynamique 

(3.73). Remplaçant (3.73) dans (3.72) donne : 

              O1̇(?) ≤ −(t12 − t14 � − 1� ) |?|2 ≤ O1̇(?) ≤ −t14 |?|2          (3.74) 
Où la propriété #−1# ≤ 1  a été utilisé pour obtenir la deuxième borne. De 

(3.74) nous concluons que ?(3) converge vers zéro exponentiellement. 

Etape 4 (Injection de grand gain)Etape 4 (Injection de grand gain)Etape 4 (Injection de grand gain)Etape 4 (Injection de grand gain)    

D’après (3.69) et l’analyse précédente, il est clair que �(3) → 0 si nous 
pouvons prouver que � ∈ ℒ∞ qui est la propriété établie dans cette étape. 

La procédure est divisée en deux parties.  

Premièrement, nous supposons la fonction :    

              O2(?, M¯, MT) = O1(?) + 12 (∣M¯∣2 + |MT|2)                         (3.75) 
Une fonction de Lyapunov stricte. Puis, le dérivé de la fonction :  

              O3(?, M¯, MT, �) = O2(?, M¯, MT) + 12 �2                             (3.76) 
Doit être non positive assurer que le facteur � est borné. Dans les deux 

étapes les objectifs sont atteints en ajoutant via une sélection convenable 

de la dynamique d’observateur, des termes quadratiques négatifs en 

?. M¯. MT dans le dérive de la fonction de Lyapunov. 
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Nous rappelons que M¯  et MT sont des quantités mesurables, défini dans 

(3.66). Soit : 

                            ^ ̂̇ = ¼(^)(¨ + F) − |1(^, �)M¯                        (3.77) 
avec |1: ℝR ×ℝ+ → ℝ+ est une fonction gain à définir. Les dynamiques 

d’erreur obtenu en combinant (3.52) est (3.77), sont : 

                            M ̇̄ = ¼� − |1M¯                                         (3.78) 
Maintenant, on choisit : 

              $̂̇ = Â + �(^, ¨ + F)(¨ + F) − |2(^, �)MT                        (3.79) 
avec |2: ℝR ×ℝ+ → ℝ+ est une fonction gain à définir. D’après (3.58) Les 

dynamiques d’erreur pour MT devient : 
                            MṪ = ∇¯F¼� − |2MT                                    (3.80) 
En utilisant (3.74), (3.78) et (3.80), rend : 

O2̇ ≤ −(t14 − 1) |?|2 − (|1 − �
2
2 ‖¼‖2) ∣M¯∣2 − (|2 − �22 ∥∇¯F∥2‖¼‖2) |MT|2 

                                                                                         (3.81) 
Choisissant : 

                            |1 = t2 + |3 + �22 ‖¼‖2                                (3.82) 
                            |2 = t3 + |4 + �22 ∥∇¯F∥2‖¼‖2                       (3.83) 
avec t2 > 0, t3 > 0 et |3, |4: ℝR ×ℝ+ → ℝ+ à définir.  
Nous concluons que : 
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                            O2̇ ≤ −(t14 − 2) |?|2 − t2∣M¯∣2 − t3|MT|2          (3.84) 
choisissant t1 > 2, établit que ?, M¯, MT ∈ ℒ2 ∩ℒ∞ et l’origine de le sous-

système (non autonome) d’état ?, M¯, MT est globalement uniformément ex-

ponentiellement stable. 

la sélection de |3 et |4 est fait pour garantir que � ∈ ℒ∞. L’équation (3.67) 

assure l’existence des applications ∆̅̅̅̅̅¯: ℝR ×ℝR−u ×ℝR → ℝ(R−u)×R  et 

∆̅̅̅̅̅T: ℝR ×ℝR−u ×ℝR−u → ℝ(R−u)×R tel que : 

                            ∥∆¯(^. $.̂ M¯)∥ ≤ ∥∆̅̅̅̅̅¯(^. $.̂ M¯)∥∣M¯∣                  (3.85) 
                            ‖∆T(^. $.̂ MT)‖ ≤ ∥∆̅̅̅̅̅T(^. $.̂ MT)∥|MT|                  (3.86) 
Calculant le dérive de O3, remplaçant (3.82) et (3.83) dans (3.81), et utili-

sant les bornes (3.85) et (3.86) pour avoir : 

           O3̇ ≤ −(t14 − 1) |?|2 − (|3 − �
2
t1 ∥∆̅̅̅̅̅¯∥2‖¼‖2) ∣M¯∣2

− (|4 − �2t1 ∥∆̅̅̅̅̅T∥2‖¼‖2) |MT|2                                  (3.87) 
Posant  t1 > 4, |3 = #2u1 ∥∆̅̅̅̅̅¯∥2‖¼‖2 , |4 = #2u1 ∥∆̅̅̅̅̅T∥2‖¼‖2  assure que O3̇ ≤ 0, 
qui garantit que � ∈ ℒ∞. 

Notant que (3.71) et (3.74) implique : 

                            |?(3)| ≤ |?(0)|M−r18 C                                     (3.88)  
donc 

                  |�(3)| ≤ �(3)�(0) |�(0)|M−u18 C ≤ n]�C≥0 {�(3)} |�(0)|M−
u18 C           (3.89) 
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Alors, les équations (3.79), (3.77), (3.73) et (3.58) forment un observateur 

de vitesse globalement exponentiellement convergent pour le système mé-

canique (3.38), (3.39), avec l’estimation asymptotique de � ̇est : 
                            � ̂̇ = [c(�)�Y (�)]

−1 [?0]                                     (3.90) 
et 

                            c(^) ≔ �Ỹ (^)Ý−1(^)                                (3.91) 
Cet observateur présente une solution au problème de l’observation de 

vitesse sans suppositions sur les bornes des états du système, en exigeant 

seulement que le système soit « forward complete » c.-à-d., les trajectoires 

existent pour toujours. Malgré ces propriétés de convergence il a trois in-

convénients majeurs à la conception. Tout d’abord, l’observateur résultant 

a une dimension assez élevée, 3� − 2t + 1. Deuxièmement, il nécessite la 

solution de certaines intégrales (3.60), qui ne peuvent pas être dérivées 

explicitement a priori, et peuvent même être calculées numériquement (la 

solution approximative dans l’étape 2). Troisièmement, toutes les dérivées 

partielles de ces intégrales sont requises dans l’implantation, ce qui ajoute 

à la complexité déjà élevée de l’observateur. Alors que les solutions à ces 

intégrales et les dérivées partielles peuvent être calculées numériquement 

en temps réel, cela augmente considérablement la charge de calcul de 

l’observateur. 

3.73.73.73.7     CCCConclusiononclusiononclusiononclusion    

La première partie de chapitre a été consacrée à présenter en détail la mé-

thode d’immersion et d’invariance (I&I) qui sera par la suite utilisé pour la 
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conception d’observateur a convergence exponentielle. Après une définition, 

nous avons montrés les différentes applications de cette méthode (stabilisa-

tion, commande adaptative, conception d’observateur). La deuxième partie 

a été dédiée au développement d’un observateur global à convergence ex-

ponentielle existe déjà sur la littérature. Dans la fin de cette partie nous 

avons présenté les différentes limitations et inconvénients de ces observa-

teurs. 

Dans le chapitre suivant, nous allons développer un observateur global à 

convergence exponentielle qui donne une solution aux ces limitations de 

l’observateur Astolfi et al. Dans [43].    
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4444 Chapitre Chapitre Chapitre Chapitre 4444        
 

ObservateurObservateurObservateurObservateur    de vitesse de vitesse de vitesse de vitesse adaptatifadaptatifadaptatifadaptatif    de de de de 

type type type type I&I pour les I&I pour les I&I pour les I&I pour les systèmes mécaniques systèmes mécaniques systèmes mécaniques systèmes mécaniques 

non holonomenon holonomenon holonomenon holonome    

 

4.14.14.14.1 IntroductionIntroductionIntroductionIntroduction    

Le problème d’observation de vitesse pour les systèmes mécaniques avec 

seulement les mesures de position a attiré une attention particulière de 

plusieurs chercheurs tout au long des dernières années (voir [43, 44]). Plu-

sieurs méthodes ont été développées pour la synthèse des observateurs à 

partir des techniques de passivité, de grand gain, de mode glissant, et de 

symétrie [37, 45-47]. L’approche d’immersion et d’invariance [43, 48] a été 

combiné avec  la technique de mise à l'échelle dynamique « dynamic sca-

ling » dans [51] pour concevoir le premier observateur global à conver-

gence exponentielle pour les systèmes mécaniques à � degré de liberté 
(sans contrainte). Cet observateur a été plus tard généralisé à des systèmes 

mécaniques avec des contraintes non-holonomes dans [55]. Il présente une 

solution au problème de l’observation de vitesse sans suppositions sur les 

bornes des états du système, en exigeant seulement que le système soit 

« forward complete » c.-à-d., les trajectoires existent pour toujours. Il y a 

trois inconvénients majeurs à la conception de [55]. Tout d'abord, 
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l’observateur résultant a une dimension assez élevée,  3� − 2t + 1; où � est 
la dimension de la vitesse non mesurée, et t est le nombre de contraintes. 

Deuxièmement, il nécessite la solution de certaines intégrales qui ne peu-

vent pas être dérivées explicitement a priori, et peuvent même être calcu-

lées numériquement. Troisièmement, toutes les dérivées partielles de ces 

intégrales sont requises dans l’implantation, ce qui ajoute à la complexité 

déjà élevée de l’observateur. Alors que les solutions à ces intégrales et les 

dérivées partielles peuvent être calculées numériquement en temps réel, 

cela augmente considérablement la charge de calcul de l’observateur. 

Le premier inconvénient a été résolu  dans [56] . l’observateur est d’ordre 

2� − t + 2, un tiers des états d’observateur utilisés dans [55] a été éliminés. 

Ces deux observateurs s’appuient sur les hypothèses d’absence de frotte-

ment et des perturbations. L’observateur dans [55] a été modifié pour tenir 

compte de la présence de frottements de Coulomb connus dans [147], et il 

a été utilisé pour concevoir un contrôleur de poursuite uniformément expo-

nentiellement global utilisant uniquement le retour de position pour les 

systèmes mécaniques (sans contraintes non holonomes). 

Récemment, un observateur adaptatif assurant une convergence globale en 

présence de perturbations et de coefficients de frottements inconnus a été 

présenté dans [57]. Cet observateur présente deux inconvénients, il est li-

mité à des systèmes mécaniques sans contraints avec des symboles de Rie-

mann (ZRS) [59, 120, 123] (voir la section 3.5) et il nécessite aussi la solu-

tion explicite de certaines équations aux dérivées partielles (EDP) qui ne 

peuvent pas être dérivées a priori et peuvent même être impossibles à ré-

soudre. Cette exigence restreint l’applicabilité pratique de cet observateur. 
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Un observateur de vitesse adaptatif est proposé dans ce chapitre. Premiè-

rement, il surmonte la limitation des observateurs [55, 56] en construisant 

un observateur pour les systèmes mécaniques en présence de force de frot-

tement et de perturbations inconnues. Deuxièmement, comparant à [57], le 

modèle mécanique considéré dans l’observateur proposé est plus général 

qui contient les systèmes à t contraintes non-holonomes et non restreint 

aux systèmes avec des symboles de Riemann (ZRS). En outre, la concep-

tion remède le deuxième inconvénient et évite la résolution des EDP. L'ob-

servateur est totalement constructif et donné par des expressions explicites. 

Au meilleur de nos connaissances, le résultat présenté ici est le premier 

observateur adaptatif constructif qui rejette les perturbations et estime 

certains coefficients de frottement inconnus dans des systèmes mécaniques 

non holonomes et garantit une convergence globale. 

4.24.24.24.2 Formulation dynamique du systèmeFormulation dynamique du systèmeFormulation dynamique du systèmeFormulation dynamique du système    

Nous considérons les systèmes qui peuvent être transformés sous la forme : 

                  ^ ̇ = ¼(^)$                                                            (4.1) 
                  $̇ = �(^, $)$ + Â(^, $, ]) −O(^)$ + �(^)�                 (4.2) 
où ^ ∈ ℝR est mesuré, $ ∈ ℝR−u est non mesuré. Avec � > t, et ] ∈ ℝ` 
est tel que ^, $ existe pour tous les temps (le système est «forward com-

plete»). Nous exigeons les éléments de �(^, $) ∈ ℝ(R−u)×(R−u)  et ¼(^) ∈
ℝR×(R−u) soient continuellement différentiable et ¼ est inversible à gauche. 
O  est la matrice de frottement comme dans (2.133). De plus, Les applica-

tions �( , �) et Â(^, $, ]) doivent satisfaire les propriétés suivantes : 
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(P1).  �(^, $)    est asymétrique c’est-à-dire �(^, $) = −�Y (^, $) 
(P2).  �( , �)) est linéaire dans le second argument, c’est-à-dire 

�(^, E1$ + E2$)̅ = E1�(^, $) + E2�( , $)̅    
pour tout ^, $, $̅ ∈ ℝR, et E1, E2 ∈ ℝ. 
(P3).  Il existe Þd < ∞ pour que : 

[Â (^, $, ]) − Â(^, $,̅ ])]($ − $)̅ ≤ Þd ‖$ − $‖̅2 
pour tout ^ ∈ ℝR, $, $̅ ∈ ℝR−u et ] ∈ ℝ`. 
Nous avons prouvés dans le chapitre 2 que les systèmes mécaniques avec t 
contraintes non holonomes écrient sous une représentation Hamiltonienne 

à ports (pH) peuvent transformer sous la forme (4.1),(4.2). Pour plus de 

détails voir section 2.8 et Lemme 2.1. 

Remarque 1 :Remarque 1 :Remarque 1 :Remarque 1 :  

Le modèle considéré dans ce travail présente une formulation générale du 

système mécanique sous contraints. La dérivation d’observateur pour le cas 

des systèmes sans contraints de [57] est obtenue comme un cas particulier 

en prenant t = 0. 
Remarque 2 :Remarque 2 :Remarque 2 :Remarque 2 :  

Comme on le verra dans la construction de l’observateur ci-dessous, la fac-

torisation de Cholesky de la matrice d’inertie Ý  peut être un choix appro-

prié. Cette propriété donne plus de simplicité dans la conception de 

l’observateur et évite la recherche d’autre factorisation comme dans [57]. 

4.34.34.34.3 Conception d’observateur adaptatifConception d’observateur adaptatifConception d’observateur adaptatifConception d’observateur adaptatif    

Dans cette section, nous concevons un observateur de vitesse adaptatif 

constructif à la classe de systèmes mécaniques avec t contraintes non ho-
lonomes.  
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Hypothèse sur le frottementHypothèse sur le frottementHypothèse sur le frottementHypothèse sur le frottement    ::::    

Nous considérons la même décomposition des coefficients de frottement 

imposés dans [57], les coefficients de frottement sont regroupés dans un 

vecteur � = Þ:Ù(�b) ∈ ℝR avec les vecteurs de coefficients inconnus et con-
nus dans �a ∈ ℝ� et �u ∈ ℝR−� respectivement, avec n < � est le nombre 

de coefficients inconnus. Nous définissons également un ensemble d’entiers 

� ⊂ �̅ contenant les indices des coefficients inconnus de vecteur de frotte-
ment �. 
Nous définissons également une matrice � ∈ ℝR telle que : 
                                      �Y � = �a                                        (4.3) 
La matrice � vérifie que �o�Ô{�} = n et pour Ñ ∈ t (�)x = Mux. 
Hypothèse 4.1 Hypothèse 4.1 Hypothèse 4.1 Hypothèse 4.1 [57][57][57][57]::::    

La i-ième ligne du facteur � (�) est indépendante de � pour Q ∈ �. 
Lemme 4.1Lemme 4.1Lemme 4.1Lemme 4.1 : Comme conséquence de l’hypothèse 1, il existe des matrices 

constantes ex ∈ ℝR×�. Ñ ∈ �̅ telles que, pour tous les vecteurs � = Þ:Ù(�b) ∈
ℝR nous avons : 

                                 �a(^)� =∑(ebR
x=1

�b)�a                              (4.4) 
                                 ex =∑¼bMxR

b=1
MbY�,     Ñ ∈ �̅                      (4.5) 

avec des matrices constantes ¼b ∈ ℝR×R définies comme suit : 

                                 ¼b ≔ � Y (^)Mb MbY� (^),    Q ∈ �̅                   (4.6) 
La preuve de la Lemme 4.1 est détaillée dans l’annexe B.3. 
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Nous définissons les estimations de ^, $, � et �a comme ^̂ ∈ ℝR,$̂ ∈ ℝR−u, 
� ̂∈ ℝR−u et �â ∈ ℝ� respectivement, et leurs erreurs d’estimation corres-

pondantes comme ^̃  =  ^ − ^,̂ $̃ = $ − $,̂ � ̃= � − � ̂et �ã = �a − �â. 
on définit aussi � = ‖$‖̂2, = = ∥�∥̂2 et f = ‖�â‖2 et soit  �̂, = ̂et f̂ leurs es-
timations, avec �̃ = � − �̂ , = ̃ = = − = ̂ et f̃ = f− f̂   leurs erreurs 

d’estimation correspondantes respectivement. 

Proposition 1Proposition 1Proposition 1Proposition 1    

Considérons le système (4.1), (4.2) où la matrice de frottement O vérifie 

l’hypothèse 1 et suppose que ] est complet en avant « forward complete ». 

Il existe des applications lisses }: ℝ2R−u+4 ×ℝR ×ℝ` → ℝ2R−u+4 , 

~: ℝR → ℝ(R−u)×(2R−u+4) et une matrice complète g : ℝR → ℝ(R−u)×R  telle 
que l’interconnexion de (4.1), (4.2) avec : 

                                 ḟ = }($,̂ ^,̂ �̂, =,̂ f̂, �, ])                           (4.7) 
                                 ? = ~(^)f                                            (4.8) 
s’assure que : 

                                 limC→∞ MhC[g(�)�(̇3) − ?(3)] = 0                     (4.9) 
Pour certains E > 0  et pour toutes les conditions initiales 

(�(0), �(̇0),f(0)) ∈ ℝR ×ℝR ×ℝ2R−u+4. 
Ceci implique que l’observateur (4.7)-(4.8) est un observateur globalement 

exponentiellement convergent pour le système mécanique (4.1),(4.2) en 

présence des perturbations d’entrée et des forces de frottement inconnues. 

Preuve :Preuve :Preuve :Preuve :    
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Pour concevoir l’observateur, considérons d’abord les estimations comme 

suit : 

                                 $̂ = ¨ + �T(�̂, ^)̂^                                 (4.10) 
                                 ^ ̂̇ = ¼(^)$̂ + �¯(^, ^,̂ �̂, �)^ ̃                    (4.11) 
                                 � ̂= Ö + �i(=,̂ ^)̂^                                 (4.12) 
                                 �â = «+�#q(f̂, ^)̂^                              (4.13) 
Soit Þ�(^): ℝR → ℝ+ une fonction continuellement différentiable satisfai-

sant : 

                                 Þ�(^) ≥ sup‖T ‖=1‖�(^. $)‖                           (4.14) 
a.a.a.a. La dynamique de La dynamique de La dynamique de La dynamique de �̃::::    

Nous étudions d’abord le comportement dynamique de $. De (4.10) et (4.1) 

on obtient : 

          $̂̇ = ¨ ̇+ V�TV^̂ ^ ̂̇̂ + V�TV�̂ �̇̂^ + �T¼(^)$                              (4.15) 
si nous choisissons ¨ ̇comme : 

         ¨ ̇ = �(^, $)̂$̂ + Â(^, $,̂ ]) − �T¼(^)$̂ − V�TV^̂ ^ ̂̇̂ − V�TV�̂ �̇̂^
−∑(ebR

b=1
$b̃)�ã −�(^)$̂ + � (�)� ̃                             (4.16) 

L’équation (4.15) devient :  

    $̂̇ = �(^, $)̂$̂ + Â(^, $,̂ ]) + �T¼(^)$̃ −∑(ebR
b=1

$b̃)�ã −�(^)$̂ + � (�)� ̃ 
                                                                                        (4.17) 
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En utilisant la définition de � et (4.17), la dérivée temporelle � est écrit 
comme suite : 

  �̇ = 2$Ŷ [Â(^, $,̂ ]) + �T¼(^)$̃ −∑(ebR
b=1

$b̃)�ã −�(^)$̂ + � (�)�]̃  (4.18) 
La dynamique de l’estimation d'erreur �̃ est : 
                  �̇̃ = 2[$Ŷ�T¼(^)$̃ − tj�̃] + 2∆1                             (4.19) 
où nous choisissons �̇̂ comme : 

     �̇̂ = ¾�:Ñĵ (2 [$ŶÂ −∑(ebR
b=1

$b̃)�ã −�$̂ + $Ŷ�� ̃+ tj�̃]) , �̂(30) ≥ 0 
                                                                                         (4.20) 
et 

∆1= ($ŶÂ(^, $,̂ ]) − $Ŷ∑(ebR
b=1

$b̃)�ã − $Ŷ�(^)$̂ + $Ŷ� (�)� ̃+ tj�̃) 

         −¾�:Ñĵ ([$ŶÂ(^, $,̂ ]) − $Ŷ∑(ebR
b=1

$b̃)�ã − $Ŷ�(^)$̂ + $Ŷ�(�)� ̃
+ tj�̃])                                                           (4.21) 

où l’opérateur de projection est défini comme dans [131] (voir Appendix A). 

Soit Oj(�̃) = 14 ‖�̃‖2, puis : 
                  Oj̇(�̃) = �̃[$Ŷ�T¼(^)$̃ − tj�̃] +∆1�̃                      (4.22) 
L’opérateur de projection ayant la propriété suivante (voir Appendix A) : 

                  [� − ¾�:Ñĵ(�)]�̃ ≤ 0, ∀� ≥ 0, �̂ ≥ −ε.                  (4.23) 
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en utilisant la propriété de projection ci-dessus, nous pouvons conclure que 

∆1�̃ ≤ 0, alors : 
                  Oj̇(�̃) ≤ $Ŷ�T¼(^)$�̃̃ − tj�̃2                                 (4.24) 
avec tj est une fonction positive. 
Maintenant, par (4.2) et (4.17), la dérivée temporelle de $̃ est donnée 
comme : 

$̃̇ =  �(^, $)$ − �(^, $)̂$̂ + Â(^, $, ]) − Â(^, $,̂ ]) − �T¼(^)$̃ − �a(^)$̃
+∑(ebR

b=1
$b̃)�ã + �(�)� ̂

La soustraction des deux premiers termes peut s’écrire comme : 

          �(^, $)$ − �(^, $)̂$̂ = �(^, $)$̃ + �(^, $)̃$ ̂                       (4.25) 
nous avons de (4.19) que �a(^)$̃ = ∑ (ebRb=1 $b̃)�a. 
Enfin, la dynamique de $ ̃ est : 
          $̃̇ =  �(^, $)$̃ + �(^, $)̃$̂ + Â(^, $, ]) − Â(^, $,̂ ]) − �T¼(^)$̃

−∑(ebR
b=1

$b̃)�â −�u(^)$̃ + � (�)� ̂                            (4.26) 

Le premier terme disparaîtra en raison de l’asymétrique de �(^, $), tandis 
que Â(^, $, ]) − Â(^, $,̂ ]) est un terme borné utilisant la condition de sec-

teur (P3). Les termes de la force de frottement et les perturbations seront 

éliminés à la fonction de Lyapunov. �(^, $)̃$ ̂est le terme qui devrait être 

borné. 

En utilisant la définition de � et (4.14), nous obtenons : 
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                  ‖�(^, $)̃$‖̂ ≤ Þ�(^)‖$‖̃‖$‖̂ ≤ Þ�(^)‖$‖̃√1 + �              (4.27) 
Bien que : 

Þ�(^) − Þ�(^)̂ ≤ ‖Þ�(^) − Þ�(^)̂‖ et √1 + � −√1 + �̂ ≤ ∥√1 + � −√1 + �̂∥ 
Alors 

    ‖�(^. $)̃$‖̂ ≤ Þ�(^)̂‖$‖̃√1 + �̂ + ‖Þ�(^) − Þ�(^)̂‖‖$‖̃√1 + �̂+∆j(^, �, �̂)‖$‖̃                                                  (4.28) 
Avec 

                  ∆j(^, �, �̂) = Þ�(^)∥√� + 1 −√1 + �̂∥                     (4.29) 
On note que � + 1 > 0 et �̂ + 1 > 0 en raison de l'opérateur de projection. 
Le premier terme de (4.26) peut être dominé par �T, mais les deux der-

niers termes à besoin de l’utilisation de la technique de mise à l'échelle 

dynamique. 

Considérons la variable d’erreur mise à l’échelle : 

                                          ? = 1p $ ̃                                     (4.30) 
où �(3) ≥ Þ#est un facteur d'échelle à définir. Le comportement dynamique 

de ? est donné par : 
         ?̇  = �(^, $)? + �(^, ?)$̂ + 1p [Â (^, $, ]) − Â(^, $,̂ ])] − �T¼(^)?

− p ̇p ? + 1p � (�)� ̂− 1p ∑(ebR
b=1

$b̃)�â −�u(^)?                (4.31) 

Soit Oq(?) = 12 ‖?‖2, en utilisant (4.31), on obtient : 
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         Oq̇(?) = ?Y (�(^, $)? − �u(^)? + �(^, ?)$̂
+ 1p [Â (^, $, ]) − Â(^, $,̂ ])] − �T¼(^)? − p ̇p ? + 1p � (�)� ̂
− 1p ∑(ebR

b=1
$b̃)�â)                                                (4.32) 

Basé sur (P2) et (P3) et en utilisant quelques limites de base, Oq̇ devient : 

         Oq̇(?)  ≤ ‖�(^, ?)$‖̂‖?‖ − ‖�u(^)‖‖?‖2 + Þd ‖?‖2 −�T¼(^)̂?Y?
− p ̇p ‖?‖2 − ‖�T(¼(^) − ¼(^)̂)‖‖?‖2 + 1p � (�)�?̂
− 1p ∑(ebR

b=1
$b̃)�â?                                                 (4.33) 

Nous pouvons écrire : 

                       ?Y�u(^)? ≤ ‖�u(^)‖‖?‖2 ≤ Þ#r‖� (^)‖2‖?‖2            (4.34) 
avec Þ#r = max (�u).  
En utilisant (4.28) nous avons : 

         Oq̇ ≤ Þ�(^)̂√1 + �̂‖?‖2+Þd ‖?‖2 −�T¼(^)̂?Y? + (∆¯ +∆j − p ̇p )‖?‖2
+ 1p � (�)�?̂ − 1p ∑(ebR

b=1
$b̃)�â? 

où on choisit ∆¯ comme: 

   ∆¯(^, �, �̂) = ‖Þ�(^) − Þ�(^)̂‖√1 + �̂ + ‖�T(¼(^) − ¼(^)̂)‖ + Þ#r‖� (^)‖2                                                                                        (4.35) 
Maintenant, en utilisant les faits que ∆¯≤ <¯ + ∆̅̅̅̅̅¯‖^‖̃  et  ∆j≤ <j +
∆̅̅̅̅̅j‖�̃‖ , Oq̇ devient : 
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          Oq̇ ≤ (Þ�(^)̂√1 + �̂ + <¯ + <j + Þd )‖?‖2 −�T¼(^)̂?Y? + rp � (�)�?̂
− 1p ∑(ebR

b=1
$b̃)�â? 

Où nous choisissons,  

            p ̇ = − t̅T2 (p − Þs ) + �(∆̅̅̅̅̅¯‖^‖̃ + ∆̅̅̅̅̅j‖�̃‖)                           (4.36) 
avec s−´!s ≤ 1, et �T comme : 

         �T(�̂, ^)̂ = [t̅T + Þ�(^)̂√1 + �̂ + <¯ + <j + Þd ]¼+(^)̂           (4.37) 
Finalement, nous obtenons : 

          Oq̇ ≤ − t̅T2 ‖?‖2 + 1p � (�)�?̂ − 1p ∑(ebR
b=1

$b̃)�â?                      (4.38) 
b.b.b.b. La dynamique deLa dynamique deLa dynamique deLa dynamique de     ̃ ::::    

Comme deuxième étape, nous calculons la dynamique de ^ ̃ qui s’écrit de 
(4.1) et (4.11) comme suit : 

          ^ ̃̇ =  ¼(^)$̃ − �¯(^, ^,̂ �̂, �)^ ̃                                          (4.39) 
Soit O¯(^)̃ = 12 ‖^‖̃2,  par la définition de ^ ̃et en utilisant (4.39) la dérivée 
temporelle de O¯ est : 
          O ̇̄ (^)̃ = ^Ỹ�¯(^, ^,̂ �̂, �)^ ̃ + ^Ỹ¼(^)$ ̃                               (4.40) 

c.c.c.c. La dynaLa dynaLa dynaLa dynamique de mique de mique de mique de t ̃::::    
Maintenant, en utilisant (4.12) la dérivée temporelle de �  ̂est donnée 
comme suit : 
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          � ̂̇= Ö ̇+ V�iV^̂ ^ ̂̇̂ + V�iV= ̂ = ̂̇̂ + �i(=,̂ ^)̂¼(^)$                        (4.41) 
en choisissant Ö ̇par : 
          Ö ̇ = −V�iV^̂ ^ ̇̂ − V�iV= ̂ = ̂̇̂ − �i(=,̂ ^)̂¼(^)$ ̂                         (4.42) 

� ̂ ̇devient : 
          � ̂̇= �i(=.̂ ^)̂¼(^)$ ̃                                                      (4.43) 
En utilisant la définition de = et (4.43), la dérivée temporelle de = est : 
          = ̇ = 2�Ŷ [�i(=,̂ ^)̂¼(^)$]̃                                               (4.44) 
La dynamique de l’estimation d'erreur = ̃est : 
          = ̃̇ = 2�Ŷ�i(=,̂ ^)̂¼(^)$̃ − = ̂ ̇                                           (4.45) 
Par conséquent, nous choisissons = ̂ ̇comme : 

          = ̂̇ = ¾�:Ñu(̂[2�Ŷ�i(=,̂ ^)̂¼(^)$̃ + 2tu=]̃), =(̂30) ≥ 0         (4.46) 
Rendre = ̃ ̇: 
 = ̃̇ = 2[(�Ŷ�i(=,̂ ^)̂¼(^)$̃ + tu=)̃ − ¾�:Ñu(̂�Ŷ�i(=,̂ ^)̂¼(^)$̃ + tu=)̃]− 2tu= ̃
                                                                                         (4.47) 
Soit Ou(=)̃ = 14 ∥=∥̃2, et notant que ∆u= ̃ ≤ 0, nous obtenons : 
                       Ou̇(=)̃ ≤ �Ŷ�i(=,̂ ^)̂¼(^)$̃ − tu=2̃                       (4.48) 
avec tu > 0. 
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d.d.d.d. La dynamique de La dynamique de La dynamique de La dynamique de ṽ ::::    
Finalement, nous calculons la dérivée temporelle de �a en utilisant (4.13) 
et (4.1) : 

          � ̂ȧ = «̇ + V�#qV^̂ ^ ̂̇̂ + V�#qVf̂ ḟ̂^ + �#q(f̂, ^)̂¼(^)$                  (4.49) 
on choisit «̇ comme: 

          «̇ = −V�#qV^̂ ^ ̂̇̂ − V�#qVf̂ ḟ̂^ − �#q(f̂, ^)̂¼(^)$ ̂                     (4.50) 
Alors : 

                                 � ̂ȧ = �#q(f̂, ^)̂¼(^)$ ̃                             (4.51) 
En utilisant la définition de f et (4.51), la dérivée temporelle f est : 
                                 ḟ = 2�âY [�#q(f̂, ^)̂¼(^)$]̃                        (4.52) 
On a : 

                                 ḟ̃  = 2�âY�#q(f̂. ^)̂¼(^)$̃ − ḟ̂                   (4.53) 
En choisissant  ḟ̂ comme : 

          ḟ̂ = ¾�:Ñŵ([2�âY�#q(f̂, ^)̂¼(^)$̃ + 2twf̃]), =(̂30) ≥ 0             (4.54) 
On obtient : 

      = ̃̇ = 2[(�âY�#q(f̂, ^)̂¼(^)$̃ + twf̃) − ¾�:Ñu (̂�âY�#q(f̂, ^)̂¼(^)$̃ + twf̃)]
− 2twf̃                                                              (4.55) 

Définir Ow(f̃) = 14 ‖f̃‖2, en utilisant la propriété de projection (4.23), Oẇ 
peut s’ecrit comme : 
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                           Oẇ(f̃) ≤ �âY�#q(f̂, ^)̂¼(^)$̃ − twf̃2                  (4.56) 
avec tw > 0.  

e.e.e.e. Fonction de LyapunovFonction de LyapunovFonction de LyapunovFonction de Lyapunov    

Dans cette partie, nous présentons une fonction de Lyapunov pour 

?, �̃, ^,̃ =,̃ f̃ et (� − Þx ). La fonction de Lyapunov est : 
O (?, �̃, ^,̃ =,̃ f̃ , (� − Þx )) = 12 (|?|2 + |�̃|2 + |^|̃2 + ∣=∣̃2 + |f̃|2 + (� − Þx )2) 
                                                                                        (4.57) 
En utilisant (4.24), (4.38), (4.42), (4.48) et (4.56), Ȯ  s'écrit : 
   O ̇ ≤ − t̅T2 ‖?‖2 − ^Ỹ�¯(^, ^,̂ �̂, �)^ ̃ + ^Ỹ¼(^)�? + $Ŷ�T¼(^)�?�̃ − tj�̃2

− tu=2̃ − twf̃2 + � ̇(� − Þx ) + �Ŷ (1� � (�) + �i(=,̂ ^)̂¼(^)�) ?
+ �âY (�#q(f̂, ^)̂¼(^)� − 1�∑(ebR

b=1
$b̃)) ?                    (4.58) 

Les fonctions �#q(f̂, ^)̂ et �i(=,̂ ^)̂ sont choisies pour éliminer les termes 

croisés apparaissant dans les deux derniers termes de Ȯ : 
                                 �#q(f̂, ^)̂ = ( 1�2∑(ebR

b=1
$b̃))¼+(^)̂           (4.59) 

                                 �i(=,̂ ^)̂ = −( 1�2 � (^))¼+(^)̂               (4.60) 

où  ¼+ désigne l’inverse gauche de ¼, et défini comme ¼+ = (¼Y¼)−1¼Y . 
En utilisant l'inégalité de Young, Ȯ  s’écrit : 
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         O ̇ ≤ − t̅T2 ‖?‖2 −�¯‖^‖̃2 + 2t̅T �2‖^‖̃2‖¼(^)‖2 +
2t̅T �̃2�2‖$Ŷ�T¼(^)‖2

− tj‖�̃‖2 − tu=2̃ − twf̃2 + � ̇(� − Þx )                         (4.61) 
Ensuite, nous définissons �¯ et �j comme : 

                 �¯ = [t̅¯ + 2t̅T �2(‖¼(^)‖2 + ∆̅̅̅̅̅2̄)] �R×R                      (4.62) 
                �j = [t̅j + 2t̅T �2(‖$Ŷ�T¼(^)‖2 + ∆̅̅̅̅̅j2)]                     (4.63) 
Nous devrions assurer que ∆¯ et ∆j existe. Pour cela, nous définissons ∆̅̅̅̅̅¯ 
et ∆̅̅̅̅̅jcomme : 

                                 ∆̅̅̅̅̅¯=
⎩{{
⎨{
{⎧ ∆¯‖^‖̃ ∆¯> <¯

∆¯∥∆¯ − <¯∥+ ‖^‖̃ MÙnM              (4.64) 

                                 ∆̅̅̅̅̅j=
⎩{{⎨
{{⎧ ∆j‖�̃‖ ∆j> <j

∆j‖∆j − <j‖ + ‖�̃‖ MÙnM             (4.65) 

Nous pouvons maintenant écrire Ȯ  comme : 

Ȯ ≤ − t̅T4 ‖?‖2 − t̅¯‖^‖̃2 − 2t̅T �z ∆̅̅̅̅̅2̄‖^‖̃2 − t̅j�̃2 − 2t̅T �̃2�z ∆̅̅̅̅̅j2 − t̅u=2̃ − t̅wf̃2 
En posant : 

                                 µ = êQ�(t̅T4 , t̅¯, t̅j, t̅u, t̅w)                   (4.66) 
Nous obtenons : 

                                 O ̇ ≤ −µO                                            (4.67) 
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pour une constante positive µ, qui assure que tous les signaux sont bornés 
et (4.9) vérifiée. Alors l'observateur est globalement asymptotiquement 

convergent. 

La preuve de la proposition 1 est complétée en sélectionnant l’état 

d’observateur comme ḟ = }($,̂ ^,̂ �̂, =,̂ f̂, � , ])  et en définissant 

}($,̂ ^,̂ �̂, =,̂ f̂, � , ]) à partir de (4.17), (4.11), (4.20), (4.46), (4.54), (4.36) 
et ~(^) via (4.10)-(4.13). 

4.44.44.44.4 Exemple de simulationExemple de simulationExemple de simulationExemple de simulation    

Nous considérons dans cette section le système non holonome bien connu le 

traîneau de Chaplygin « Chaplygin Sleigh » (voir la figure 4.1). Il consiste 

en un corps rigide qui se déplace dans un plan et est soutenu en trois 

points. L’un d’eux est un couteau et ne peut pas glisser latéralement, une 

contrainte qui ne permet aucun mouvement perpendiculaire à son bord, et 

les deux autres peuvent glisser librement. Supposons que le traîneau soit 

symétrique, ce qui signifie que le centre de gravité est situé sur la ligne 

déterminée par la lame de couteau, à une distance o  du point de 

tact($, ^). 
Pour analyser le système, utilisez un système de coordonnées {$^ fixé 
dans le plan et un système de coordonnées }¨? fixé dans le corps, son ori-
gine étant située au point d’appui du tranchant de la lame et l’axe }¨ pas-
sant par le centre de la masse � du corps rigide. 
Le mouvement est décrit par les coordonnées de position � = [$, ^, Ö]; où $ 
et ^ désignent les coordonnées cartésiennes du point de contact du tran-
chant avec le sol et Ö indique est l’angle entre les ensembles d’axes fixes et 
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mobiles (l’orientation). La masse ê  et le moment d’inertie autour du 

centre de masse est �0. ($� , ^�) désigne la position du centre de masse. 

La contrainte du tranchant est : 

^Þ̇:nÖ − $ṅQ�Ö = 0 
Le Lagrangien est donné par : 

         ¼ = 12ê($�̇2 + ^�̇2 ) + 12 �0Ö2̇ 
            = 12ê($2̇ − 2oÖ$̇ṅQ�Ö + ^2̇ + 2oÖ ̇̂ Þ̇:nÖ + o2Ö2̇) + 12 �0Ö2̇ 
La dynamique du système est régie par (4.1), (4.2), où la matrice d’inertie 

Ý  et la matrice de contraintes } sont données par [145, 148] : 
   Ý(�) = [ ê 0 −êonQ�Ö0 ê êoÞ:nÖ−êonQ�Ö êoÞ:nÖ �0 +êo2] , }(�) = [−nQ�ÖÞ:nÖ0 ]       

N(�) = 0 en supposant que le corps se déplace sur un plan horizontal, 
c'est-à-dire que ] = 0, d'où Â = 0.  
En suivant la procédure de [55], on peut écrire la matrice Ý̃  et sa factori-

sation de Cholesky comme suit : 

                  Ý̃ = [ê 00 �0 +êo2] , � = [√ê 00 √�0 +êo2]             
En utilisant le changement de coordonnées sur l'espace contraint donne :  

^ = [�1, �2, �3], $ = [ �1̃√ê, �2̃√�0 +êo2] 
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Figure 4.1 Le système traîneau de Chaplygin « Chaplygin Sleigh »    

La matrice ¼ et la matrice asymétrique � sont écrit par : 
 

¼(�) =
⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡cos(^3)√ê 0

sin(^3)√ê 0
0 1√�0 +êo2⎦

⎥⎥
⎥⎥
⎥⎤
 

�(^. $) =
⎣⎢
⎢⎡ 0 o√ê�0 +êo2 $2
− o√ê�0 +êo2 $2 0 ⎦⎥

⎥⎤ 

En suivant les étapes de la section précédente, nous trouvons d’abord Þ� 
qui vérifie (4.13) donc Þ� ≥ ∣ Ä√`#0+`Ä2∣ . 
Maintenant, pour implanter (4.15) nous devrions calculer �T, ¦|Ë¦¯̂ , ¦|Ë¦ĵ .  

De (4.37) nous avons : 
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�T = [t̅T + Þ�√1 + �̂ + <¯ + <j
+ Þd ] [Þ:n(^3)√ê nQ�(^3)√ê 00 0 √�0 +êo2] 

Nous pouvons voir que ¦|Ë¦¯1̂ = ¦|Ë¦¯2̂ = 0 et ¦|Ë¦ĵ = 0, alors : 
   V�TV^3̂ = [t̅T + Þ�√1 + �̂ + <¯ + <j + Þd ] [−nQ�(^3)√ê Þ:n(^3)√ê 00 0 0] 
Nous considérons les coefficients de frottement comme � = Þ:Ù(�1, �2) et le 
paramètre de frottement �1 comme inconnu, de (4.19) il est clair que : 

� = [10] 
Ensuite, de (4.4) et (4.5) nous obtenons : 

e1 = [ê0 ] , ¼1 = [ê 00 0]  
Des simulations ont été effectuées pour démontrer les propriétés de l'ob-

servateur. La comparaison avec l'observateur présenté dans [2] est égale-

ment effectuée, le raisonnement derrière cette comparaison est que les deux 

observateurs reconstituent le signal de vitesse en utilisant les mesures de 

position pour la même classe de systèmes (systèmes mécaniques sous  con-

traints non-holonomes) et utilisent la même méthode I&I. La différence est 

que l'observateur dans [2] ne considère pas les forces de frottement et les  

perturbations externes. Toutes les conditions initiales, les forces de frotte-

ment et les valeurs de perturbations sont données dans le tableau 1 (nous 

considérons les mêmes conditions initiales des états que dans [2]). 
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^(0) = (1.3.1.5) �(0) = 3, �̂ = ‖$(̂0)‖2 
$(0) = (5.10) t̅T = 2, t̅¯ = 1, t̅j = 1 
^(̂0) = (2.5.5) tu = 0.5, tw = 2.5 
$(̂0) = (1.2) <j = <¯ = 0.01 
�2 = 0.2 �1 = 1, �2 = 0.5 

Tableau 1. Conditions initiales, gains et paramètres de réglage. 

La figure 4.2 montre le comportement transitoire des vitesses � ̇du système 

perturbé et leurs estimations � ̇.̂ La figure 4.3 montre l'erreur d'estimation 

de l'observateur proposé, on peut voir que les estimations convergentes 

vers les valeurs attendues comme prédit par la théorie. L’estimation de la 

vitesse de l’observateur proposée dans [2] et ses erreurs d’estimation sont 

présentées aux figures 4.4-5. En comparant avec les figures 4.2-3, nous 

pouvons voir que la performance transitoire de l’observateur proposé est 

presque identique à celle de l'observateur dans [2], ce qui confirme que 

l’observateur proposé peut présenter une bonne performance transitoire 

malgré la présence des perturbations et des forces de frottement. La figure 

6 montre l'erreur d'estimation des perturbations �b̃ et la force de frotte-
ment �1̃, on observe que les paramètres estimés convergent vers leur vraie 

valeur. Le comportement transitoire de � et son estimation �̂  ainsi que le 
facteur d'échelle dynamique �  sont donnés dans la figure 7. Comme prévu 

en théorie, l’estimation �̂ converge rapidement vers les valeurs réelles � 
aussi, le facteur d’échelle dynamique reste borné.  Pour illustrer les per-

formances de l’observateur en présence de bruit de mesure, un bruit blanc 

d’amplitude 0,01 rad est ajouté au signal de position. La figure 8 montre 

que l'estimation n’est pas affectée par la présence de bruit aléatoire dans la 

mesure de sortie. Afin d’illustrer la robustesse de l’observateur adaptatif, 
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nous modifions les valeurs de perturbations (avec �1 = �2). Nous pouvons 
voir sur la figure 9 que l’observateur peut accommoder aux différentes va-

leurs de perturbations et converger vers les valeurs attendues avec une 

bonne performance transitoire. 

 

 

 

Figure 4.2 Comportement transitoire de la vitesse � ̇et son estimation  � ̇ ̂
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Figure 4.3 Erreur d'estimation de vitesse 

 

Figure 4.4 Comportement transitoire de la vitesse � ̇et son estimation � ̇ ̂ de 
l’observateur en [55] 



 Chapitre 4. Observateur I&I pour les systèmes mécaniques non holonome  

146 
 

 

Figure 4.5 Erreur d'estimation de vitesse de l’observateur en [55] 

 

 

Figure 4.6 Comportement transitoire des perturbations � ̃et de frottement 

�1̃ 
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Figure 4.7 Comportement transitoire de � et son estimation �̂ avec le fac-
teur d’échelle dynamique �  

 

Figure 4.8 Comportement transitoire de la vitesse � ̇et son estimation � ̇ ̂
avec bruit 
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Figure 4.9 Comportement transitoire de la vitesse � ̇et son estimation � ̇ ̂
avec diffèrent valeur de perturbations �1. 

4.54.54.54.5 Conclusion Conclusion Conclusion Conclusion     

Un observateur de vitesse adaptatif pour les systèmes mécaniques pertur-

bés avec des contraintes non holonomes a été présenté. L’observateur pro-

posé présente plusieurs avantages, notamment la présence de perturbations 

constantes et de forces de friction dans le modèle. Une autre caractéris-

tique intéressante est qu'elle ne nécessite aucune solution de l’EDP qui 

limite l'applicabilité pratique de certains observateurs. L'observateur est 

totalement constructif et donné par des expressions explicites. La méthode 

de Lyapunov a été utilisée pour prouver la convergence globale de l'obser-

vateur proposé. La robustesse de l'observateur a été démontrée par 

l’estimation de la vitesse du système « Chaplygin Sleigh » en présence de 

forces de frottement inconnues et de différentes valeurs de perturbations.  
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5555     
Conclusion générale et perspectivesConclusion générale et perspectivesConclusion générale et perspectivesConclusion générale et perspectives  
 

Ce mémoire est le résultat d'un travail de recherche dédié à la synthèse 

d’estimateurs de l'état des systèmes mécaniques sous contraints. Afin de 

situer au mieux notre apport par rapport aux travaux existants, un état de 

l’art sur la théorie d’observation non linéaire a tout d’abord été proposé. 

Les contributions personnelles présentées par la suite abordent le problème 

de la synthèse et de l’analyse de la convergence d'observateur de type im-

mersion et invariance (I&I) pour les systèmes mécaniques sous contraintes. 

L’analyse des systèmes non linéaires tant au niveau de la commande que 

de l’observation posent de nombreux problèmes qui n'apparaissent pas 

dans le cas linéaire, nous avons été amenés, dans un premier chapitre, à 

présenter quelques rappels sur les principales définitions se rapportant à la 

stabilité et à l’observabilité des systèmes non linéaires, en insistant sur la 

notion d’observabilité qui, contrairement aux systèmes linéaires, dépend 

intrinsèquement des entrées du système. Les concepts d'entrés universels et 

de systèmes uniformément observables ont été introduits. Une deuxième 

partie de ce chapitre a été consacrée à une revue bibliographique sur les 

différentes approches existantes pour la synthèse d'observateurs des sys-

tèmes non linéaires, une classification des différentes méthodes a été     

réalisée. 

L’une des contributions de notre travail de recherche, a été présentée dans 

le chapitre 3, qui réside dans l’utilisation du formalisme Hamiltonien à 
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ports pour les systèmes mécaniques sous contraintes de type non holo-

nomes et en présence des perturbations externes et des forces de frotte-

ment. 

Un observateur de vitesse adaptatif a été proposé dans le chapitre 4. Dans 

un premier temps, nous avons proposé une représentation port-

Hamiltonienne appropriée pour cette classe des systèmes via un change-

ment de coordonnée, nous avons aussi prouvé que ce système admet une 

certaine représentation d’espace d’état. Ensuite, nous avons proposé une 

conception qui évite la solution des équations aux dérivées partielles et 

assure la convergence globale pour les systèmes mécaniques avec k-

contraintes non holonomes. L’observateur est totalement constructif et 

donné par des expressions explicites. Nous avons démontré la convergence 

exponentielle de l’observateur par la méthode de Lyapunov. 

Nous avons appliqué cet observateur pour l’estimation de la vitesse du sys-

tème non holonome connu « Chaplygin Sleigh » en présence de forces de 

frottement inconnues et de différentes valeurs de perturbations. 

Les résultats développés dans cette thèse ouvrent le chemin vers de futurs 

travaux. Ainsi nous pouvons envisager, par rapport aux résultats obtenus 

dans ce travail, plusieurs perspectives. Tout d’abord, il s’agit d’utiliser cet 

observateur pour développer une loi de commande et de suivi de trajectoire 

adaptative pour cette classe des systèmes mécaniques. On travaille actuel-

lement à développer une loi de commande adaptative avec retour de sortie, 

il apparait que cet observateur peut être utilisé avec des lois de commande 

classiques simples telles que PD+ proposé dans [149] et Slotine and Li 

proposé dans [150]. Une autre perspective immédiate de notre travail est 
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d’étendre cette méthode de conception    à une autre grande classe de con-

traintes, qui sont affines dans les vitesses, appelées contraintes non holo-

nomes affines où }Y (�)� ̇= �(�), tel qu’un bateau sur une rivière courante 
avec le courant variable, une boule sur une table tournante avec une vi-

tesse angulaire invariable, un bras mécanique sous-actionné …etc. Les tra-

vaux de Kai dans [151-154]  donnent une bonne définition des contraintes 

affines avec une explication par une méthode de représentation géomé-

trique et déduit aussi une condition nécessaire et suffisante pour une non 

holonomicité complète des contraintes affines, ainsi qu’un point très impor-

tant qui est une représentation Hamiltonienne de ce type des contraintes 

qui sera à notre avis un point de départ pour la conception des observa-

teurs et des lois de commandes. Quelques lois de commandes sont déjà 

présentées [155, 156].       

  Une autre perspective aussi importante est, l’étude de la possibilité de 

concevoir un observateur adaptatif pour une classe des systèmes méca-

niques avec des incertitudes dans la matrice de masse. Il apparait possible 

que l’opérateur de projection utilisé ici peut être utilisé pour assurer la 

positivité de la matrice de masse estimée. La technique d’observateur re-

tardé utilisé dans [157] devrait être possible de garantir la robustesse et le 

taux de convergence minimal réglable pour les erreurs d’état et 

d’estimation. 
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6666     
AnnexesAnnexesAnnexesAnnexes    

    

Annexe A Annexe A Annexe A Annexe A     

Quelques rappels mathématiquesQuelques rappels mathématiquesQuelques rappels mathématiquesQuelques rappels mathématiques    

A.1 A.1 A.1 A.1 Théorie des matricesThéorie des matricesThéorie des matricesThéorie des matrices    

Définition A.1.1 (MatriDéfinition A.1.1 (MatriDéfinition A.1.1 (MatriDéfinition A.1.1 (Matrice symétrique)ce symétrique)ce symétrique)ce symétrique) Une matrice A est symétrique si 

                                             } = }Y                                   (}. 1) 
Définition A.1.2 Définition A.1.2 Définition A.1.2 Définition A.1.2 Une matrice symétrique } ∈ ℝR×R est dite : 

1. Définie positive       } > 0   ssi $Y}$ > 0 pour tous $ ∈ ℝR, $ ≠ 0. 
2. Semi-définie positive } ≥ 0   ssi $Y}$ ≥ 0 pour tous $ ∈ ℝR, $ ≠ 0. 
3. Définie négative       } < 0   ssi $Y}$ < 0 pour tous $ ∈ ℝR, $ ≠ 0. 
4. Semi-définie négative } ≤ 0  ssi $Y}$ ≤ 0 pour tous $ ∈ ℝR, $ ≠ 0. 

A.2 A.2 A.2 A.2 ForwardForwardForwardForward----CompletenessCompletenessCompletenessCompleteness    

Definition Definition Definition Definition AAAA.2 .2 .2 .2 (Forward-completeness) un système :   

                                       $̇ = 1($, ])                                    (}. 2) 
avec un champ vectoriel localement Lipschitz �:	ℝ� × ℝ → ℝ�, est dit être 

complet vers l'avant si, pour chaque condition initiale		(0) = � et chaque 

entrée mesurable localement essentiellement bornée, la solution correspon-
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dante est définie pour tout  � ≥ 0.  c'est-à-dire que l'intervalle maximal 

d'existence des solutions est �`ÄT = +∞. 

ThéorèmeThéorèmeThéorèmeThéorème    AAAA....2222. . . . [158][158][158][158]    : : : : Le système (A.2) est complet vers l’avant si et 

seulement s’il existe une fonction lisse non radiée, valablement non bornée 

�:ℝ� →	ℝ� et une fonction � de classe }∞telle que : 

                         VO ($)V$ 1($, ]) ≤ O ($) + �(|]|)                          (}. 3) 

A.3 Inegalité de YoungA.3 Inegalité de YoungA.3 Inegalité de YoungA.3 Inegalité de Young        

Pour chaque vecteur $, ^ ∈ ℝ� � et un scalaire : ∈ ℝ+: 

                         $Y ^ ≤ :\� |$|\ + 1�:ä |^|ä,     � = �� − 1                (}. 4) 

A.A.A.A.4444    Operateur de projectionOperateur de projectionOperateur de projectionOperateur de projection            

Considérons l’ensemble convexe suivant : 

                         Π = {Ö ̂ ∈ ℝ\�(Ö)̂ ≤ <}                                (}. 5) 
où la fonction convexe �:ℝ\ → ℝ est lisse. 

L’opérateur de projection est défini par :  

    ¾�:Ñ{�} = ⎩{⎨
{⎧ �,                                       ∇� ̂�Y � ≤ 0

(� − Þ(Ö)̂Γ ∇� ̂�∇� ̂�Y
∇� ̂�YΓ∇� ̂�) �,      ∇� ̂�Y � > 0          (}. 6) 

avec : 

    Þ(Ö)̂ = êQ�{1,�(Ö)̂< }.                                                      (}. 7) 
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Lemme A.Lemme A.Lemme A.Lemme A.4444.1111 Les propriétés de l’opérateur de projection (A.6) sont : 

(i) L’application ¾�:Ñ est localement Lipschitz dans ses arguments 

�, Ö,̂� . 

(ii) ¾�:Ñ{�}Y�−1¾�:Ñ{�} ≤ �Y�−1x   ∀Ö ̂ ∈ Π. 
(iii) Soit Γ(t), �(3) continuellement différentiable et 

                        Ö ̂̇ = ¾�:Ñ{�},   ∀Ö ̂ ∈ Π 

Alors, dans son domaine de définition, la solution Ö ̂(̇3) reste en Π 

(iv) −ÖỸ�−1¾�:Ñ{�} ≤ ÖỸ�−1�  ∀Ö,̂ Ö ∈ Π. 
PreuvePreuvePreuvePreuve    ::::    

Pour la première propriété (i), la preuve est long mais simple (voir [159] 

pour plus de détails). 

Pour la propriété (ii), nous avons de (A.1) que ¾�:Ñ{�} = �  pour 
∇� ̂�Y � ≤ 0 et (ii) tient trivialement avec l’égalité. Sinon, un calcul direct 

donne : 

    ¾�:Ñ{�}Y�−1¾�:Ñ{�}
= �Y�−1x − 2Þ(Ö)̂ (∇� ̂�Y �)2∇� ̂�YΓ∇� ̂�+ Þ(Ö)̂

2 |∇� ̂�∇� ̂�Y |Γ2(∇� ̂�YΓ∇� ̂�)2 

                  = �Y�−1� − Þ(Ö)̂ (2 − Þ(Ö)̂) (∇� ̂�Y �)2∇� ̂�YΓ∇� ̂� 

                  ≤ �Y�−1�                                                          (}. 8) 
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où la dernière inégalité suit en notant que Þ(Ö)̂ ∈ [0,1]. 
Pour la propriété (iii), En utilisant la définition de l’opérateur de 

projection (A.6), nous obtenons : 

∇� ̂�Y¾�:Ñ{�} = {∇� ̂�Y �,                                ∇� ̂�Y � ≤ 0
(1 − Þ(Ö)̂)∇� ̂�Y �,                  ∇� ̂�Y � > 0     (}. 9) 

qui, vu le fait que Þ(Ö)̂ ∈ [0,1] implique que : 

                         ∇� ̂�Y¾�:Ñ{�} ≤ 0                                       (}. 10) 
C’est-à-dire que le vecteur ¾�:Ñ{�} pointe soit à l’intérieur de Π�, ou est 
tangent à l’hyperplan de VΠ�  à Ö ̂. Comme Ö(̂0) ∈ Π� , il s’ensuit que 
Ö(̂3) ∈ Π� tant que la solution existe. 
La propriété (iv) détient trivialement avec l’égalité. Pour Ö ̂ ∈ Π�, depuis 
Ö ∈ Π et � est une fonction convexe, nous avons : 

                         (Ö − Ö)̂Y∇� ̂� ≤ 0,     Ö ̂ ∈ Π�                          (}. 11) 
Avec (A.11), nous calculons maintenant : 

Ö�̃−1¾�:Ñ{�} = �Y�−1� +
⎩{⎨
{⎧0                                     ∇� ̂�Y � ≤ 0
Þ(Ö)̂ (ÖỸ∇� ̂�)(∇� ̂�Y �)

∇� ̂�YΓ∇� ̂� , ∇� ̂�Y � > 0 
                  = Ö�̃−1�                                                           (}. 12) 
Ce qui termine la preuve du lemme. 

A.A.A.A.5555    Algebre de LieAlgebre de LieAlgebre de LieAlgebre de Lie    

On appelle dérivée de Lie de la fonction ℎ le long du champ de vecteur 1 
la fonction : 
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ℒ.ℎ($) = 〈dℎ, 1〉 =∑ VℎV$b 1b($)
R
b=1

 

La k-ième itération de cette dérivée de Lie le long du même champ de vec-

teur s’écrit : 

                                       ℒ.uℎ = ℒ.u−1ℎℒ.uℎ                          (}. 14) 
                                       ℒ.1ℎ = ℒ.ℎ 
                                       ℒ.0ℎ = ℎ 
On définit le crochet de Lie de deux champs de vecteurs 1 et Ô par : 
                                      [1, Ô](T) = ad.� = V1V$ Ô − VÔV$ 1             (}. 15) 
 La k-ième itération de ce crochet s’écrit : 

                                       ad.uÔ = [1, ad.u−1Ô]                         (}. 16) 
                                       ad.1Ô = ad.Ô 
                                       ad.0Ô = Ô 
La relation suivante, appelée formule de Leibniz, est vérifiée : 

                       ℒ[.,�]ℎ = 〈dℎ, [1, Ô]〉 = ℒ.ℒ�ℎ − ℒ�ℒ.ℎ             (}. 17) 
On démontre également que : 

                               dℒ.ℎ($) = ℒ.dℎ($)                               (}. 18) 
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Annexe BAnnexe BAnnexe BAnnexe B    

PreuvePreuvePreuvePreuvessss    des Lemmesdes Lemmesdes Lemmesdes Lemmes    

B.1 Preuve B.1 Preuve B.1 Preuve B.1 Preuve ddddu u u u Lemme 2.4Lemme 2.4Lemme 2.4Lemme 2.4    

PreuvePreuvePreuvePreuve    :::: Puisque la matrice �  ̃est un annihilateur a rang complet de }Y , 
la matrice ���(�) }(�)� de dimension � × �  est de rang plein, donc elle est 

inversible. Considérez les coordonnées : 

                                       [ �̃�̃´] = [�Ỹ (�)}Y (�)] �                            (~. 1) 
où  �̃ ∈ ℝR−u , �̃´ ∈ ℝu. La fonction Hamiltonienne  

La fonction Hamiltonienne, lorsqu’elle est exprimée dans les nouvelles 

coordonnées (�, ��, ��Þ) prend la forme [59] : 

                          Á´(�, �̃, �̃´) = 12 [ �̃�̃´]
Y Ý̃−1 [ �̃�̃´] + N(�)             (~. 2) 

Où la matrice Ý̃−1 est donnée comme : 

              [�Ỹ (�)}Y (�)]
−Y Ý̃−1(�) [�Ỹ (�)}Y (�)]

−1 = [ê11(�) ê12(�)ê12Y (�) ê22(�)]        (~. 3) 
Avec ê11 ∈ ℝ(R−u)×(R−u), ê12 ∈ ℝ(R−u)×u et ê22 ∈ ℝu×u est symétrique et 

défini positive. De plus, sur l'espace de contrainte  ÷´ (2.67), le Hamilto-

nien satisfait la condition suivante : 

                                       ∇\̃�Á´ = 0                                     (~. 4) 
Les équations (B.2)-(B-4) donnent : 

                             �̃´ = ê22(�)ê12−1(�)�̃                                  (~. 5) 
En substituant (B.5) dans (B.2) on obtient (2.123) où : 
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                Ý̃−1(�) = ê11(�) − ê12(�)ê22(�)−1ê12Y (�)                (~. 6) 
La matrice de (B.6) est le complément de Schur [160] de la matrice définie 

positive dans (B.3) et est donc également défini positif. Ce qui termine la 

preuve du lemme. 

B.B.B.B.2222    Preuve du Lemme 2.Preuve du Lemme 2.Preuve du Lemme 2.Preuve du Lemme 2.5555    

PreuvePreuvePreuvePreuve    :::: Nous obtenons (2.130) en différenciant par le temps ^  dans 
(2.124) et en utilisant (2.126). 

L’équation (2.131) est écrite comme suite : 

         $̇ = �̇�̃ − ��Ỹåä (12 �̃Y Ý̃−1�̃) − ��ỸåN + �ö� Y$ + �~´] 
            = �̇�̃ − ¼Yåä(12 �̃Y Ý̃−1�̃) + Â + �ö� Y$                       (~. 7)  
Notant que : 

         � ̇�̃ =∑(åäÇ�)(MbY �)̇�̃
R
b=1

=∑(åäÇ�)�̃(MbY�Ý̃̃−1�̃)R
b=1

 

              =∑(åäÇ�)�−1$(MbY¼$)
R
b=1

                                        (~. 8) 

         åä {12 �̃Y Ý̃−1�̃} = åä {12 �̃Y� Y��̃} =∑Mb{(åäÇ�)�̃}Y$
R
b=1

 

                                =∑Mb{(åäÇ�)�−1$}Y$R
b=1

                      (~. 9) 

En remplaçant (A.4) et (A.5) dans (A.3) et en utilisant (2.132), on obtient 

(2.131). 
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Les propriétés (ii) et (iii) de � vient directement de sa définition (2.132) et 

la propriété bien connue de la linéarité en � ̇de ö  [161]. La propriété (i) est 
prouvée comme suite : 

� + �Y = �ö� Y
+∑[((å¯Ç�)�−1$) (¼Y Mb)Y − (¼Y Mb) ((å¯Ç�)�−1$)Y ]

R
b=1

+ � YöY�
+∑[(¼Y Mb) ((å¯Ç�)�−1$)Y − ((å¯Ç�)�−1$) (¼Y Mb)Y ]

R
b=1

 

         = � (ö + öY )� Y
+∑[((å¯Ç�)�−1$) (¼Y Mb)Y − (¼Y Mb) ((å¯Ç�)�−1$)Y ]

R
b=1

+∑[(¼Y Mb) ((å¯Ç�)�−1$)Y − ((å¯Ç�)�−1$) (¼Y Mb)Y ]
R
b=1

 

         = � (ö + öY )� Y
+∑[((å¯Ç�)�−1$) (¼Y Mb)Y − (¼Y Mb) ((å¯Ç�)�−1$)Y ]

R
b=1

−∑[((å¯Ç�)�−1$) (¼Y Mb)Y − (¼Y Mb) ((å¯Ç�)�−1$)Y ]
R
b=1

 

         = 0 
La première partie s’annule due à la propriété asymétrique de ö . Ce qui 
termine la preuve de la lemme. 

B.3 Preuve du Lemme 4.1B.3 Preuve du Lemme 4.1B.3 Preuve du Lemme 4.1B.3 Preuve du Lemme 4.1    

PreuvePreuvePreuvePreuve    : : : : D’après (4.3), on peut écrit : 

                                 ℜa =∑MbMbY (MbY��a)R
b=1

                          (B. 10) 
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En utilisant la définition de �a(^), nous obtenons : 
 

           �a(^)� = � Y (^) [∑MbMbY (MbY��a)R
b=1

]� (^)�        
                     =∑� Y (^)MbMbY�(^)�MbY��aR

b=1
 

                     =∑[∑� Y (^)MbMbY� (^)R
x=1

] Mx�xMbY��aR
b=1

                (B. 11) 
Par conséquent, on obtient (4.4) par échange des sommes et la définition : 

                                 ex ≔ ∑� Y (^)MbMbY�(^)R
b=1

MxMbY�      
                                      =∑¼bMxR

b=1
MbY�,     Ñ ∈ �̅                  (B. 12) 

 avec des matrices constantes ¼b ∈ ℝR×R définies comme suit : 

                                 ¼b ≔ � Y (^)Mb MbY� (^),    Q ∈ �̅                (B. 13) 
Il ne reste plus qu’à prouver que les matrices ex et ¼b sont constant. À 
cette fin, nous nous référons à (4.5) et notons que, au vu de l’hypothèse 4.1, 

le terme MbY� (^) est constant pour Q ∈ � alors que le terme MbY� est un vec-
teur 1 × n zéro pour Q ∉ �. Ce qui termine la preuve du lemme. 
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