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Abstract

The aim of this work is to show the relation between the partial differential
equations of the second order and the stochastic processes of diffusion, and present
some results obtained recently on the partial derivative equations by probabilistic
methods.

These results provide a probabilistic method that we allow to avoid the complication
of numerical methods and written the solution as expectation of functional of
diffusion process. This work is presented in five chapters:

The chapter |, present the basic mathematics tools, the Brownian motion and the
stochastic process solution of stochastic differential equation (SDE) well-known with
noun of diffusion process i.e. that their future is not depending of any other state
excepting the present state, is key notion of this study. We introduce a new character
of integral, is the stochastic integral says Itd integral that allow to give a sense to the
differential of Brownian motion, the important notion upon rest the SDE theories.

In the chapter Il, we give the generality of partial differential equations (PDE) of
second order and explain the method of finite difference method this method is used
in case where the resolution by the analytic method is impossible.

In the chapter Ill, we exhibit the profound relation existed between the notion of
partial differential equations and stochastic differential equations through the certain
theory (Feynman-Kac), the generalization of this theory given a probabilistic
interpretation of PDEs.

The chapter 1V is an application which we help to comprehend the notions of the
president chapter, we start by simulating the trajectory of Brownian motion, and
next, we simulate the diffusion process and resolve a PDE by the probabilistic
method.

The chapter V, it is an application in finance, where we applied the Black and

Scholes formula by different methods.
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INTRODUCTION :

Le but de ce travail est de montrer le lien entre les équations aux dérivées
partielles du second ordre et les processus stochastiques de diffusion ainsi
que de présenter quelques résultats obtenus récemment sur les équations
aux dérivées partielles par des méthodes probabilistes.

Ces résultats fournissent une méthode probabiliste qui nous permet
d’éviter les complications des méthodes numériques et écrire la solution
comme l'espérance d’une fonctionnelle d’'un processus de diffusion. Ce travail
est présenté en cing chapitres :

Le chapitre I, présente les outils mathématiques de base ([5], [9], [11], [12],
[16], [17], [19], [26], [29], [31], [37], [38], [40], [42], [45], [48], [51]) entre
autres le mouvement Brownien et les processus stochastiques solution
d’équations différentielles stochastiques (EDS) connu sous le nom de
processus de diffusion qui sont markoviens i.e. que leur état futur ne dépend
que de leur état présent, notion clé de cette étude. Nous introduisons un
nouveau type d’intégrale qui est I'intégrale stochastique dite d’It6 qui permet
de donner un sens a la différentielle d'un mouvement brownien, notion
importante sur laquelle repose la théorie des EDS.

Dans le chapitre |1, on donne des généralités sur les équations aux dérivées

partielles (EDP) de second ordre; ensuite nous présentons une méthode
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numeérique pour la résolution des EDP : la méthode des différences finies ([3],
[4], [10], [18], [23], [32], [54]), méthode utilisée dans les cas ou la résolution
par les méthodes analytique est impossible. Dans ce cas la solution trouvée
est une solution approchée.

Dans le chapitre I11, Nous exhibons le lien profond existant entre la notion
des équations aux dérivées partielles (EDP) et celle des EDS a travers des
théorémes, en particulier, ceux dit de Feynman-Kac ([6], [9], [15], [16], [23],
[24], [35], [40], [49], [52]). La généralisation des ces théorémes nous permet
de donner une interprétation probabiliste des EDPs, et par conséquent, une
solution approchée sous forme d’une espérance d’une fonctionnelle.

Le chapitre IV, est une application des notions introduites dans les
chapitres I, Il et Ill. Nous commencons par simuler les trajectoires du
mouvement Brownien, ensuite, la simulation de la diffusion par la méthode
d’Euler ([2], [4], [28]) et enfin a la plus important dans ce travail, qui est
I'interprétation probabiliste des EDPs. Dans cette partie, on choisit une EDP
(parabolique) que nous pouvons résoudre analytiquement, pour ensuite la
résoudre par la méthode des différences finies, et on compare la solution
donnée par les méthodes utilisées ([1], [13], [25], [26], [30], [34], [35], [50]).

Dans le chapitre V, nous abordons |'application en finance. On s’intéresse
particulierement a I’évaluation d’options dans le modele de Black et Scholes
([29], [41], [43], [44], [46], [53]). On illustre les différentes méthodes pour
obtenir la valeur de l'option, c’est a dire, la méthode de Monte Carlo,

Binomiale et le passage par I'EDP de Black et scholes (parabolique).




CHAPITRE | :

Mouvement brownien et

calcul stochastique

0. Introduction:

Le mouvement brownien est associé a I'analyse de mouvements dont |’évolution
au cours du temps est si désordonnée qu’il semble difficile de la prévoir, méme pour
un temps tres court, tel le mouvement d’une particule microscopique en suspension

dans un liquide et soumise a I'agitation thermique.

Celui-ci joue un réle central dans la théorie des processus aléatoires, d’'une part
parce que, dans de nombreux problémes appliqués, le mouvement brownien sert a
modeéliser les erreurs ou les perturbations aléatoires, et d’autre part parce que le
mouvement brownien ou les processus de diffusion qui en découlent permettent de

construire des modeles simples sur lesquels des calculs peuvent étre faits.



Chapitre I Mouvement brownien et calcul stochastique

Le calcul stochastique, ou calcul d’1t6, du nom d’un des pionniers en ce domaine, est
en fait un calcul d’intégrale par rapport au mouvement brownien. Ce dernier étant
une fonction qui n’est pas a variation finie, cette notion d’intégrale n’est pas usuelle
et sa définition en est probabiliste. Elle permet en particulier de définir la notion
d’équation différentielle stochastique qui est une équation obtenue par la
perturbation aléatoire d’'une équation différentielle ordinaire. Les solutions de ces
équations définissent de nouveaux processus, appelés processus de diffusion, et qui
sont a la base du calcul probabiliste moderne. Ces processus sont souvent
markoviens, au sens ou leur comportement futur, conditionnellement au passé, ne
dépend en fait que de I'état présent. Cette propriété, dite de Markov, est souvent
vérifiée dans la réalité, en particulier, en physique, dans les réseaux de
télécommunication, ou en mathématiques financieres. Ainsi, les processus de
diffusion sont précieux dans la modélisation de nombreux phénomeénes aléatoires.
On verra par ailleurs qu’il existe des liens importants entre leur loi et certaines
équations aux dérivées partielles. Ces liens sont a la base de beaucoup de

développements récents liant des résultats d’analyse et des résultats probabilistes.

1. Processus aléatoires :

Définition 1:

On appelle processus aléatoire X = (X;).s, une famille de variables aléatoires
indexée par R,, toutes ces variables étant définies sur le méme espace de

probabilité (2, A, P). On suppose ici que chaque X, est a valeurs réelles.

On peut également voir le processus comme une variable aléatoire X définie sur

(2, A, P) et a valeurs dans I'ensemble des fonctions de t — X, de R, dans R .

La théorie moderne des probabilités repose sur les résultats fondamentaux de
Kolmogorov qui permettent, en particulier, de construire sur cet espace de fonctions
une tribu qui rend I'application X mesurable (et permet donc de parler de variable

aléatoire). Kolmogorov montre également que la loi de cette variable est caractérisée
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Chapitre I ‘ Mouvement brownien et calcul stochastique

par ses lois marginales de dimension finie, définies comme étant les lois des k-uplets

(th, - th) , pour tous temps (tq, ..., t;).
Définition 2:

Les variables aléatoires X; — X, ,t >s > 0, sont appelées accroissements du

processus (X;).
Définition 3:
On dit qu’un Processus X; est a accroissements indépendants et stationnaires si :
(Indépendance): X, — X, LFX=0(X,,0<s<t), Vt >s=> 0
(Stationnarité) : X; — X;~ Xips — Xy, VE >52> 0

Pour de tels processus, donner la loi de X;, ¢ — X,,,Vt > 0, ainsi que celle de X, suffit

a caractériser entierement le processus.
2. Processus gaussien :
Définition 4:

Le processus X est un processus gaussien si chaque famille finie (th, ...,th) est un

vecteur aléatoire gaussien.

Notons par m(t) = E(X;) la « fonction » moyenne du processus, et par
C(s,t) = cov(X;, X,) la fonction de covariance, les deux fonctions metC
déterminent compléetement la loi de toute famille finie(th, ...,th), et donc aussi la
loi  du processusX, On a de maniere évidenteC(s,t) =C(t,s),

réciproguement, on a le théoreme suivant.

Théoréme 1:

Soit une fonction m de R, a valeurs réelles, et une fonction C de R, X R a valeurs
réelles, on suppose de plus que C est de type positif, c’est-a-dire que pour tous réels

positifs (tq, ..., ty):

5 |



Chapitre I Mouvement brownien et calcul stochastique

Z C(te t)tet, = 0
k,l

Alors, il existe un processus gaussien (X;), unique (en loi), tel que :
vt e R,, m(t) = E(X,)
Vt,seR,,  C(st)=E ((Xt —m(t)) (X, — m(s)))

Ce théoreme est une conséquence du théoreme fondamental de Kolmogorov sur la

construction des processus aléatoires.

Supposons maintenant que X soit un processus gaussien a trajectoires continues,

au sens ou, pour tout w, 'application t — X,(w) est continue. On peut alors définir

I'intégrale : Y, = fOtXt(a)) ds

et obtenir ainsi un nouveau processus Y. Puisque la limite de toute suite de lois
normales est encore une loi normale (cela se prouve en utilisant la fonction
caractéristique), on vérifie, en utilisant une approximation de Riemann de l'intégrale
ci-dessus, que Y est encore un processus gaussien. Par un calcul on peut montrer que

sa fonction moyenne m’ et sa fonction de covariance C' sont données par :

m’(t) = f tm(s)ds
0

C'(t,s) = js duftC(u, v)dv

3. Mouvement brownien :

3.1. Construction du mouvement brownien :

Le mouvement brownien, ou processus de Wiener, joue un réle fondamental dans
de nombreux domaines. Il fut introduit pour la premiére fois en 1827 par le botaniste
Robert Brown en observant des mouvements de grains de pollen dans un liquide.

Ensuit par Louis Bachelier en 1900 pour des applications a la finance et a de nouveau,

6 |



Chapitre I Mouvement brownien et calcul stochastique

a ’heure actuelle, un r6le important en mathématiques financieres. Il fut redécouvert
peu apres Bachelier par Einstein, et est devenu depuis un des outils majeurs de la
modélisation en physique. On le note: W = (W;);so ou B = (B:)sso , Il peut étre
construit de différentes manieres. Les définitions les plus usuelles du mouvement
brownien sont les suivantes :

Définition 5 : un processus gaussien

Le mouvement brownien est un processus gaussien centré (E(W,) = 0) pour
tout t, de covariance C(s,t) = min (s,t) .

Définition 6 : un processus a accroissements indépendants stationnaires

Le mouvement brownien est un processus a accroissements indépendants et
stationnaires. Plus précisément, pour tous s,t =0, la variable W,,; — W, est
indépendante des variables (W,:r < t), W, = 0, et de plus la loi de I'accroissement
W;,s — W, est la loi normale V" (0, s). Elle ne dépend donc que de s.

Commentons les équivalences entre ces deux définitions. Si W est un processus
gaussien centré de covariance C(s,t) = min (s,t), ses accroissements ont de
maniere évidente la distribution souhaitée. Puisque, pour r < t:
E((Wis = WoW,) = EWeysW,) — E((W W) =0, la  variable Wz — W, est
indépendante des variables (W,.:r < t), par les propriétés des vecteurs gaussiens. Le
processus W est donc un processus gaussien a accroissements indépendants et
stationnaires. Si, réciproguement, le processus W satisfait les propriétés de la
définition 2, il est presque immédiat de vérifier que c’est un processus gaussien
possédant les caractéristiques voulues.

Il existe une troisieme approche classique du mouvement brownien, qui consiste a
I'obtenir comme limite de marches aléatoires. Ce résultat fondamental est donné
par le théoréme de Donsker et est, en fait, au niveau des processus, une version du
théoreme usuel de la limite centrale.

Théoréeme 2 :
Soit une suite (X,,),so de variables aléatoires réelles indépendantes, identiquement

distribuées, avec E(X,,) = 0 et E(X,*) =1 .Soit S, = Y1<i<n X; avec S, =0.

7]
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. 1 . L. .
Les processus des sommes normalisées Y/* = ﬁS[nt] (ou [nt] désigne la partie

entiere de nt ) convergent en loi, en tant que processus, vers le mouvement

brownien.

3.2. Régularité des trajectoires du mouvement brownien :

Ainsi défini, le mouvement brownien n’a pas spécialement de régularité, en tant que
fonction du temps a valeurs réelles. On va voir que, dans certains cas, le modele
mathématique permet de construire un processus « équivalent » au processus initial,
et qui possede une propriété de continuité presque slre.

Définition 7 :

Deux processus X et X', définis sur le méme espace de probabilité, sont dits des
modifications I'un de I'autre si pour tout t, X = X' presque s(irement.

Le critere suivant, appelé critere de Kolmogorov, montre que sous certaines
conditions, un processus peut avoir une modification qui est presque sirement
continue, au sens ou, pour presque tout w, la trajectoire t — X;(w) est continue.
Théoreme 3:

Si un processus X est tel qu’il existe trois constantes strictement positives «a, 3, C
avec, pourtoust et h:

E(|Xt+h - tha) < Ch'*F (1.1
alors X admet une modification presque sirement a trajectoires continues.

Dans le cas du mouvement brownien, la variable aléatoire W, , —W; est
gaussienne centrée de variance h, donc:

E(|Wt+h - Wt|4) < 3h?

Le critere de Kolmogorov s’applique et on obtient :
Théoréeme 4:

Il existe un processus W = (W,);so presque sirement a trajectoires continues, a
accroissements indépendants et stationnaires, et tel que, pour toutt, la variable

aléatoire W, est gaussienne centrée et de variance t.
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Cette propriété peut également se comprendre grace au théoreme 1 de Donsker.
Choisissons des variables X,,, qui prennent seulement deux valeurs -1 et1, avec
probabilité 1/2 pour chacune d’entre elles. Dans ce cas, les processus discontinus Y™
ont des sauts de taille +1/+/n, qui convergent, uniformément sur tout intervalle de
temps borné, vers 0. On peut donc s’attendre a ce que, a la limite, le processus W
soit continu.

Dans la suite, nous considérons toujours des mouvements browniens ayant des
trajectoires continues et qui sont nuls au temps 0. On appelle souvent un tel
processus un mouvement brownien standard.

En affinant le critere de Kolmogorov, on peut également montrer que les
trajectoires du mouvement brownien sont héldériennes d’ordre a, poura < 1/2,
c’est-a-dire que, presque sirement |W,, — W,| < C|h|%, pour une constante C. En
dehors de ces résultats de continuité, les propriétés de régularité du mouvement
brownien sont tres mauvaises. On montre par exemple que :

Proposition 1:

Les trajectoires t +— W, sont presque sirement nulle part dérivables, et qu’elles
sont méme a variation infinie sur chaque intervalle de longueur positive. Cela signifie
donc gqu’il n’y a pas de mesure  pu,(dx) telle que W, (w) = u, ([0, t[). Pour cette
raison, on ne pourra pas définir 'intégrale [ f(s)dW,(w) qui serait I'intégrale de

Stieltjes de la fonction f par rapport a la mesure (non existante) u,, (ds).

3.3. Mouvement brownien standard :
Définition 8:
Un mouvement brownien standard (abrégé M.B.S.) est un processus aléatoire a
temps continu(W,, t € R,) tel que:
i) Wy, =0p.s,
ii) (W,) est a accroissements indépendants et stationnaires

iii) W)~nN(0,t), vVt > 0.




Chapitre I Mouvement brownien et calcul stochastique

Cette définition permet de démontrer la propriété que (IW,) est a trajectoires
continues.
Remarque :
De cette définition, il suit que pourt =s >0, W, — W~W,_~N(0,t —s)
c'estadire:
EW,=W)=0 et E(W,-W)?)=t-s.

. . 17
En appliquant la loi des grands nombres, on trouve encore queTt—>0 p.s,

lorsque t — oo. De plus, on a %~N(O,1), pour tout t > 0.

3.4. Transformations du mouvement brownien standard :
Soit W un mouvement brownien standard. Alors les cing processus ci-dessous sont

également des mouvements browniens standards :

1) Wt(l) = —W, (propriété de symétrie du mouvement brownien).

2)soit T € R, fixé: Wt(z) = Wir — Wr, t € R, (stationnarité).

3)soit T € R, fixé: Wt(3) = Wr; — Wy_;, t € [0,T] (renversement du temps).
1

4) soit a > 0 fixé : Wt(4) = 7z Warr t € R, (loi d'échelle).

5) Wt(s) =tWit>0et Wt(s): = 0 (inversion du temps).
t

3.5. Semi-groupe du mouvement brownien :

Définissons tout d’abord la notion de filtration, qui modélise I'évolution de
I'information au cours du temps.

Soit un processus X = (X;)s0 SUr un espace de probabilité (12, A, P). Nous notons
F; la tribu engendrée par les variables aléatoires X pour s < t, qui est la plus petite
tribu rendant toutes ces variables mesurables. Nous avons F; C A, et également
F,cFesis <t.

Définition 9 :
1) La famille croissante F = (F,);»o est appelée la filtration engendrée par le

processus X, et est aussi notée FX = (F);».

10
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2) Plus généralement, une filtration est une famille F = (F;);so de tribus de A
satisfaisant F; c F; sis < t.
Propriété de Markov :

Considérons un mouvement brownien W sur (£2,A,P), et la filtration F =
(F)eso qu’il engendre. Puisqu’il est a accroissements indépendants, la variable

Y =W, —W; est indépendante de la tribuF;, on a pour chaque fonction f

borélienne bornée sur R :

E(f(Wt+s)\Tt) = E(f(Wt + Y)\Tt)

1
~ JR27s

Cette formule montre que conditionnellement a F¢, la loi de W, ne dépend pas

e /25 f(W, + x)dx (1.2)

de tout le passé (c’est-a-dire de toutes les variables W, pour r < t), mais seulement
de la valeur « présente » W, du processus. On dira que le mouvement brownien est
un processus de Markov.

Définition 10:

Un processus (X;), est un processus de Markov si, étant donné la filtration (F¥),
engendrée par le processus, celui-ci vérifie la propriété de Markov, a savoir que pour
tous s,t = 0 et pour toute fonction f borélienne bornée sur R :

E(f (Xes\FF) = E(f (Xes)\Xp) (1.3)

Dans le cas du mouvement brownien, les variables W, pour v >t d’une part, et les
variables W, pour r <t d’autre part, sont indépendantes, conditionnellement a la
valeur de W;. De plus, la loi de W, ; sachant F; dépend bien sir de s, mais pas de t.
On dit que le mouvement brownien est un processus de Markov homogéne en
temps.

Définition 11 :

Un processus (X;); est un processus de Markov homogéne en temps si pour

tous s,t = 0 et pour toute fonction f borélienne bornée sur R, il existe une fonction

borélienne hg telle que :

E(f(Wt+s)\TtX) = hg (Xt) (1.4)

11
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Si X = (X:)¢s0 est un processus de Markov, son évolution est décrite par une

famille (Ps,t(x,dy))oqqde probabilités de transition de R versR, (ou plus

généralement de (E,E) vers (E,E) si X prend ses valeurs dans I|'espace
mesurable (E,E) . La probabilité Pg.(x,) représente la loi conditionnelle de X,
quand X; = x .

Grace a la propriété de Markov et a la relation E(E(X\B)\C) = E(X\C), on
montre la propriété de semi-groupe. Pour0 <r <s<t:

Pri(x,A) = [, Pry(x,,dY) Py (7, 4) (L5)
qui s’écrit plus rapidement P, = P, ;Ps, .Observons que P; ;(x, dy) est la mesure de
Dirac 8,,(dy) au point x.

Dans le cas ou X est un processus de Markov homogene, la probabilité de transition
P, dépend seulement de la différence t - s. En écrivant P, = Py, = Py¢,+ pour
tout t , on définit alors le semi-groupe de transition.

Définition 12 :
Soit X un processus de Markov homogene. On appelle semi-groupe de transition de
X lafamille (P,);s, d’opérateurs positifs linéaires :
P;:¢p € L”(R%) — P,¢p € L7(RY)
Pp() = EQUONG =) = | 9P dy)
qui satisfait P,1 = 1 et la propriété de semi-groupe :
P, = Id, Piog=P,oP, Vs t=0 (1.6)

Dans le cas du mouvement brownien, qui est un processus de Markov homogene, le

semi-groupe (P,);so est donné par:

a2
P, dy) = fmexp (— 237 dy (1.7)

2t

comme le montre immédiatement la formule (1.2).
En utilisant les relations (1.2) et (1.7), on obtient facilement les propriétés :

EWN\F) =W, ; EWAF)=W+t—s (1.8)

12
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3.6. Mouvement brownien multidimensionnel :
Définition 13:

Un mouvement brownien d-dimensionnel est une collection W = (W'), ;<4 de d-
mouvements browniens a valeurs réelles W' = (Wti)tzo, qui sont indépendants
entre eux.

Ce processus est encore un processus de Markov homogene (et méme un

processus a accroissements indépendants). Son semi-groupe vaut alors :

1 ly — x|I?
P(x,dy) = ————7exp <—T dy
(\/Znt)

ol x et y appartiennent a RY, ||-||désigne la norme euclidienne sur R%, et dy la
mesure de Lebesgue sur R.
4. Martingales et temps d’arrét :
4.1 Martingales :
Nous allons maintenant définir et étudier en détails une classe fondamentale de
processus, qui vérifient la propriété de la relation (1.3).
Définition 14:
Soit(Q, A, P) un espace de probabilité, muni d’une filtration[F = (F;) (0.
e Un processus a valeurs réelles M = (M,) s, est une F-martingale si :
a) il est adapté a la filtration(F,).so, c€ qui veut dire que pour tout t, M, est F,-
mesurable ;
b) chaque variable M, est intégrable, et :
s<t= M; = E(M\F,) (1.9
e On dit que M est une F-surmartingale (resp. une F-sousmartingale) si I'égalité ci-
dessus est remplacée par :
Mg = E(M\F,) (resp.M; < E(M\F,)) (1.10)
En particulier, I'espérance E(M,) d’une martingale, (resp. d’une surmartingale,
sousmartingale), est une fonction constante du temps (resp. décroissante,

croissante). De maniére évidente, une martingale est un processus qui est a la fois

13
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une surmartingale et une sous-martingale et si M est une surmartingale, alors —M est
une sous-martingale.
Remarque 1:

Le mot « martingale » vient du monde des jeux, et a été donné initialement a la
suite d’'une mauvaise interprétation des « martingales » soi-disant trouvées par les
joueurs pour gagner a coup sir.

En fait, le sens mathématique de ce terme, appliqué a un jeu, est le suivant.
Supposons que la variable M;, égale au gain du joueur s’il arréte de jouer au temps t,
soit une martingale. L'espérance « conditionnelle » du gain du joueur, si celui-ci
arréte de jouer en un temps t strictement supérieur a s, et sachant le passé jusqu’au
temps s, est alors égale au gain M, qu’il obtiendrait s’il arrétait de jouer au temps s.
Ainsi, le jeu est équitable en espérance ou, en d’autres mots, le joueur maximisera la
moyenne de ses gains en ne jouant pas du tout !

Exemples :
Soit W = (W;)tso un mouvement brownien, et F = (F,);sola filtration qu'il
engendre.
Exemple 1 : le processus W est une [F -martingale. En effet, W, ,—W;est centré et
indépendant de F, , et donc E(W,,,—W\F;) = 0.
Exemple 2 : le processus M, = W2 — t est une F -martingale. En effet :
Myps— My = (Weys=We)? + 2(Wyps—W,) — s
Exemple 3:soit A € R. Le processus Mt’1 = exp (AWt — %Zt) est une [F- martingale.

En effet:
/12
1\/11,{1+s/1\/1t)L = exp (A(Wtﬂi_wt) - ?S>
2.2
le fait que si U est une variable N'(0,02), alors E(exp(AU)) = exp ATJ

4.2. Comportement d’'une martingale a l'infini :
Soit M une surmartingale ou une sous-martingale pour la filtration [F. On peut

montrer qu’il existe une « version » de M pour laquelle toutes les trajectoires sont
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continues a droite et ont des limites a gauche. Nous ne considérerons dorénavant
que de telles versions. En fait, presque toutes les surmartingales et sousmartingales
gue nous rencontrerons dans ce travail auront des trajectoires continues.
Nous allons énoncer une propriété remarquable des martingales.

Proposition :
Si M est une martingale satisfaisant :

supger, E(|M]) < 400 (1.11)
alors t » M,(w) admet, pour presque tout w, une limite (qui peut étre infinie)
quand t » +o0, et cette limite est notéet —» M (w).

Observons que cette propriété ne s’applique pas a I'exemple 1 ci-dessus, pour

lequel E(|W,|) = \/m, ni pour I'exemple 2, pour lequel E(|M,|) = ct pour une
constante ¢ > 0, tandis qu’il s’applique pour I'exemple 3, puisque E(|M{1|) =
E(M}) = 1.

Une importante question est alors de savoir quand cette égalité (1.9) reste vraie
pour s = oo . La réponse (non triviale) est la suivante.
Théoréme 5:

M, = E(M \F,) & M, » M, dans I (1.12)

Ces propriétés sont, comme on |'a vu grace a I'exemple 3, strictement plus fortes que
la relation (1.11). Elles sont en fait équivalentes au fait que M est une martingale
uniformément intégrable, au sens suivant.
Définition 15:
La famille des variables aléatoires (M;):-, est uniformément intégrable si :

lim sup ¢t E(IM;|1y,15q) = 0 (1.13)

A=+ teRr,
Inégalité de Doob :
L'inégalité suivante est fondamentale et spécifique aux martingales. Elle donne un
controle en norme LP du supremum d’une martingale, sur un intervalle de temps fini,

en fonction de la valeur absolue de sa valeur terminale.
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Théoréme 6:

Soit M une martingale nulle en 0. On note. M; = sup|M,|.
S<t

Alors, pour tout entierp > 1,

B < (72 QM)

4.3 Temps d’arrét :
Cette notion joue un role trés important en théorie des probabilités.
Définition 16:

Soit F une filtration. Une application T : 2 ~ [0,00] est un temps d’arrét
si{T <t} € F.pourtoutt = 0.

Un temps d’arrét est donc un temps aléatoire, tel que sur chaque ensemble
{w:T(w) < t}, 'application w — T(w) dépend seulement de ce qui s’est passé avant
le temps t.

Un joueur honnéte, qui ne peut pas anticiper sur les événements futurs, peut
décider d’arréter le jeu au temps aléatoire T uniquement si T est un temps d’arrét.
Un exemple trivial de temps d’arrét est donné par T(w) = t pour tout w.

En dehors des temps constants, I'exemple fondamental de temps d’arrét est le
temps d’atteinte d’'un ensemble borélien A par un processus X a trajectoires
continues a droite et adapté a la filtration IF. On définit plus précisément :

T =inf(t=0; X, €A)
(avec la convention que I'infimum de I’ensemble vide vaut+o).

Le fait que le temps d’atteinte de I'ensemble A est un temps d’arrét est difficile a
prouver pour un borélien A arbitraire, mais facile a prouver quand A est un ensemble
ouvert. En effet, dans ce cas :

{T <t} ={X, €A}V (Ureqnioq X, € A})

ce qui permet de conclure.
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Considérons X et A comme ci-dessus et S un temps d’arrét. Un nouvel exemple de
temps d’arrétestT = inf(t:t > S; X; € A). Ce temps est le temps d’atteinte de A
par X, aprés le temps S.

En revanche, le dernier temps avant un temps fixé s ol un processus adapté X visite
un ensemble borélien A, défini parT = sup(t:t > s; X; € A) (ou le supremum de
I’'ensemble vide est égal a 0) n’est pas un temps d’arrét. En effet, T est mesurable,
mais la valeur de T(w) dépend de tout ce qui s’est passé pour le processus X entre

les temps 0 et s.

4.4. Tribu du passé d’un temps d’arrét :
Définition 17:

Soit T un temps d’arrét. On appelle tribu du passé T, la tribu notée F; égale a
I’'ensemble de tous les événements A € A telsque A N {T < t} € F, pour tout t.

Il est facile de voir que F est une tribu, et cette notation est cohérente avec la
notation F; car si T est identiquement égal a ¢, il est clair que F = F;. La tribu F;
est appelée tribu du passé de T, car elle peut étre interprétée comme suit : A € Fy si,
qguand on s’arréte au temps T, on sait si A est réalisé ou non.

Voici quelques propriétés simples. Ci-dessous, S, T, (R,), désignent des temps
d’arrét, et la filtration FF est supposée vérifier que F; =Ng; F.

{U<t}e F, ,vt = U est un temps d’arrét.
S<T =>F; cFr
(S<T}eFsnFp, {SS<T}EFsnNFr
R = inf,(R,) estuntempsd’arrétet Fr =N, Fg_
R = sup,(R,) estuntemps d’arrét.
Théoreme d’arrét :
Soit M une martingale. La propriété (1.9) peut facilement étre étendue aux temps
d’arrét bornés.
Théoreme 7:
Si S etT sont deux temps d’arrétetsia € R, alors :

Mg = E(M;\Fs) surl’ensemble {S < T < a} (1.14)
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En particulier, si T est un temps d’arrét qui est borné, on a :

E(M7) = E(M,) (1.15)

Quand M, désigne de nouveau le gain d’un joueur au tempst, la propriété (1.15)
peut étre interprété comme suit. Quelle que soit la stratégie non anticipante que le
joueur choisit pour arréter le jeu, et s’il doit finir de jouer avant un temps
déterministe donné (aussi grand que soit ce temps), alors la valeur espérée de son
gain est constante et égale a son capital initial.

Observons que la relation (1.14) est, en général, fausse sur 'ensemble{S < T}, et de
méme (1.15) est fausse si T n’est pas borné.

Par exemple si M = W est un mouvement brownien et si T = inf(t: M, = 1),
alors E(M,) =0< E(M;) =1 Dans ce cas, le temps aléatoire T est presque
sGrement fini, mais n’est pas borné et a méme une espérance infinie.

En revanche, dans le cas d’'une martingale uniformément intégrable, tout se passe
bien.

Théoreme 8:

Si M est une martingale uniformément intégrable, alors la relation (1.14) est
satisfaite sur {S < T}, et (1.15) a lieu pour tout temps d’arrét T.

Remarquons que I'on peut considérer des temps d’arrét qui peuvent prendre la
valeur infinie, pourvu que I'on pose M, = M, sur 'ensemble{ T = oo}.

Une autre propriété importante, en lien avec la propriété (1.14), concerne le
processus arrété au temps T, défini par M] = Mopin(e1)-

On peut facilement déduire de (1.14) que si M est une martingale et T un temps
d’arrét, alors :

MTest une martingale.
Définition 18:
Si M est une martingale et T un temps d’arrét par rapport a la méme filtration, on

appelle martingale arrétée au temps T la martingale M”.
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5. Intégrales stochastiques :

On a vu que le mouvement brownien est a variation infinie, et que I'on ne peut
donc pas définir une intégrale de Stieltjes qui lui serait associée. On va toutefois voir
qu’il est possible de définir une intégrale d’une autre nature, définie dans un sens

guadratique.

5.1. Variation quadratique :

Soit X un processus a valeurs réelles. On appelle « variation quadratique
approximée » de X au niveau n le processus suivant :

VX n)e = 2 Koy = X)) (1.16)
ou [nt]est la partie entiére de nt.

Si X est un processus continu et a variation finie, au sens ou X est la différence de
deux processus Y et Z dont les trajectoires sont croissantes et de valeurs finies, il est
facile de vérifier que V (X, n), tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

Supposons maintenant que X =W soit un mouvement brownien. Chaque

accroissement W, —W;_1y;, a wune loi normaleN(0,1/n), et donc

EWV(W,n),) = 1 on en déduit que E(V(W,n),) tend vers t quand n tend vers

n

I'infini. Il est alors naturel et facile de prouver que V(W,n), converge vers t dans 1.
Au vu de ce résultat, nous disons que la variation quadratique du mouvement
brownien est (W,W), =t. Cela montre en particulier que les trajectoires du
mouvement brownien ont une variation infinie sur les intervalles finis.

On considére maintenant plus généralement une martingale continue M.

Définition 19 :

La martingale continue M est dite de carré intégrable si pour chaque t, M, € IL2.

On peut alors, grace au résultat suivant, définir la variation quadratique de M.
Proposition 20:

Soit M une martingale continue de carré intégrable. La variable aléatoire

V(M,n), converge dansl!, quand n tend vers linfini, vers une variable
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(M, M), notée ({(M,M),);>,. Le processus est croissant, continu, et est appelé la
variation quadratique de M. De plus, il vérifie que :

MZ —(M,M), estune martingale (1.17)
En fait, (M, M), est I'unique processus croissant, continu et adapté, nul en 0, tel que
I'on ait (1.17).
Remarque 2 :
Onadonc:

(W, W), =t; W2 —t estune martingale.

En fait ceci est caractéristique du mouvement brownien d’apres le théoreme de Paul
Lévy suivant.
Théoreme 9 :

Toute martingale M continue de carré intégrable, et telle que M? —t soit encore
une martingale, est un mouvement brownien.

L'application M +— (M, M), se comporte comme une forme quadratique, ce qui
explique la notation. Si a, b sont des réels, par la caractérisation ci-dessus, on obtient
facilement que (aM,bM) = ab{M, M). On peut lui associer une sorte de « produit
scalaire », en posant, pour chaque paire M, N de martingales de carré intégrable et

continues :
(M,N)=i((M+N,M+N)—(M—N,M—N)) (1.18)

formule qui pourrait étre comparée a la formule :

(.3 = 7 (e + I = e = 1)
pour le produit scalaire usuel et la norme euclidienne dans R9.
Observons que MN — (M, N) est une martingale, et (M, N) est I'unique processus Y
continu, adapté, nul en 0, et a variation finie, tel que MN — Y soit une martingale.

En particulier, si W = (W),.;<4 est un mouvement brownien d-dimensionnel, on a :

(WLWIY, = 89t (1.19)
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ou 6Y =1sii = j et §Y = 0sinon. C'est évident sii = j, et pouri # j le fait
que (W', WJ7) = 0 vient du fait que le produit W!W/ est une martingale, comme
produit de deux martingales indépendantes.
En fait, cette propriété caractérise le mouvement brownien. En effet, on peut
énoncer le théoreme de Paul Lévy suivant.
Théoréme 10:
Toute martingale M d-dimensionnelle, continue, de carré intégrable, telle que :

(M, M), = 8¢,

est un mouvement brownien d-dimensionnel.

5.2. Intégrales stochastiques :

Nous souhaitons maintenant donner un sens a lI'intégrale fot H,dW, quand W est un
mouvement brownien et H = (H;);so un processus, dont nous préciserons ces
propriétés dans ce paragraphe.

Nous nous limiterons essentiellement a des intégrants H qui sont continus en la
variable t. L'idée est alors d’obtenir fot H,dW, comme limite de sommes de Riemann:

1CH ), = {2 Hoy (Wi = W) (1.20)
n n

La variable Wi, —W;_1)/, @ une taille d’ordre 1/+/n, car elle est centrée et de
variance 1/n, et donc H(i—l)/n(Wi/n — W(i—l)/n) est également d’ordre 1/+/n . La
taille de I(H,n); devrait donc étre \Jn. Mais, dans ce cas, les variables I(H,n); ne
pourront en général pas converger ; cela est cohérent avec le fait que les trajectoires
de W sont a variation infinie.

Pourtant, une sorte de « miracle » a lieu, quand on suppose de plus que le processus
H est adapté a la filtration du mouvement brownien. Par simplicité, on supposera
aussi que ce processus H est borné par une constante, mais cette hypothese peut
étre allégée.

Dans ce cas, la variable

Y(n,i) = H(i_l)/n(Wi/n - W(i—l)/n)
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satisfait E(Y (n, i) /g:(i—l)/n) =0

et E(Y(,0)?/Fi_1ym) = Hi_1ym »m < C*/n, detelle sorte que
[nt]

I(H,n), = z Y(n,i)

est centrée, de variance :

[nt]

Z E(Y(n,D)?) < C%t

Il n"est alors pas totalement déraisonnable de penser que la suite I(H,n); converge
et, effectivement, on peut montrer le théoréme suivant.

Théoreme 11:

Soit H un processus borné, continu et adapté a la filtration du mouvement brownien.

Alors la suite :

[nt]

I(H,n), = Z H(i—l)/n(VVi/n - W(i—l)/n)

i=1

converge dans IL? , quand n tend vers 'infini, vers une limite, notée :

t
f H dW,
0

et appelée I'intégrale stochastique de H par rapport a W sur l'intervalle [0, t].
Remarque 3:
1. Si H n’est pas adapté, les sommes de Riemann ne convergent pas en général.
2. On observe que la relation (1.20) est une forme particuliere de somme de
Riemann.
Si on remplace
Hi—1yn(Wim = Weizay/m)
par Heniy(Wijn = Wizaym)
avec (i—1)/n<t(n,i)<i/n comme il est possible de le faire pour les

approximations par les sommes de Riemann pour les intégrales usuelles, la suite
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associée I(H,n); ne converge pas nécessairement et, si elle converge, la limite peut
N Y t
étre différente de | HydW.
3. La terminologie « intégrale stochastique » permet d’insister sur le fait que cette
intégrale n’est pas une intégrale de Stieltjes usuelle, prise séparément pour chaque
valeur de w, mais une limite dans LL? .

: CEr e es t _— . :
4. |l est possible de définir I'intégrale fo H.dW, pour des intégrants H bornés qui ne

sont pas continus en temps. Mais, dans ce cas, I'adaptation de H a la filtration n’est
pas suffisante et il faut supposer plus de mesurabilité. (La propriété requise s’appelle

la mesurabilité progressive).

5. 1l est aussi possible de définir I'intégrale fot H.dW, pour des intégrants continus
non bornés H, ou méme pour des intégrants non bornés satisfaisants la mesurabilité
progressive mais, dans ce cas, on doit supposer que l'intégrale fot Hszds est finie

pour tout t.

5.2.1 Propriétés de l'intégrale stochastique :

Les propriétés d’adaptation sont ici implicitement définies par rapport a la filtration
du mouvement brownien W.

Théoreme 12:

Soit H et K des processus bornés, continus et adaptés.

1. Pour tous réels a, 3,
t t t
f (aH; + BK)dW, = af HgdWs + .BJ KsdW;
0 0 0

2. Le processus M défini par M, = fot H,dW, est une martingale continue de
carré intégrable, nulle en 0.
3. Si,deplus, N, = fot K, dW,,ona:
(M,N), = [ HK.ds (1.21)

En particulier, on a I'isométrie fondamentale, donnée par la formule suivante :

E ((f(f HSdWS)Z) = E(fot H2ds ) (1.22)
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5.2.2. Extension de l'intégrale stochastique :

Si I'on souhaite définir I'intégrale stochastique d’un processus continu adapté H par
rapport a une martingale M de la forme M, = fot K dW,, il suffit de poser :

Jy HedM, = [, (Hy Ks)dW, (1.23)

Plus généralement, on peut définir I'intégrale stochastique d’un processus continu

adapté H par rapport a une martingale continue M, dés que (fot Hszd (M, N)S) < oo

Cette intégrale, encore notée par fot H,dM,, est obtenue comme limite des sommes

de Riemann (1.20) ou M remplace W. Si M, = fot K,dW,, on retrouve le processus

défini par la relation (1.23).
Nous avons les propriétés suivantes :
Proposition 2 :

Soit M, M’ des martingales continues, H et K des processus continus, adaptés a FY,
et H' continu et adapté a FM' .
1.Hw fot H,dM.et M fot H,dM; sont linéaires.
2.5iN, = [ HydM, alors | K;dN; = [ HK,dM .
3.Si N, = [, HidM et N/ = [ H.dM}, ona:
(N,N')e = [, HiHyd(M, M), (1.24)

En particulier, la formule ci-dessous généralise (1.22) :

E ((fot HSdMS)Z) = E(f, Hd (M, M), ) (1.25)
4. Si H est borné, le processus N défini par N; = fOtHSdMS est une martingale

continue nulle en 0. Si H n’est pas borné, le manque possible d’intégrabilité en fait
ce qu’on appelle une « martingale locale », mais nous ne développerons pas ce point

dans cette partie.
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5.3. Formule d’It6 :
Quand t +— x(t) est une fonction réelle, continue et a variation finie, la formule
d’intégration par parties implique que pour toute fonction f continliment dérivable,

ona:

F(x®) = F(x(0) + f; £ (x())dx(s) (1.26)

et il existe également une version multidimensionnelle de cette formule.

Celle-ci devient fausse quand la fonction x est remplacée par un mouvement
brownien W, ou par une martingale continue M.

En effet, si la relation (1.26) était vraie, en prenant f(x) = x?, on obtiendrait

W2 = Zfot W,dW; et, puisque le processus défini par l'intégrale stochastique est
encore une martingale, on pourrait en déduire que W/ est une martingale. Or, on a
VU au paragraphe précédent que la variation quadratique de W au point t est égale
at, et donc le processus W2 —t est aussi une martingale. Par différence, le
« processus » t devrait alors étre une martingale, ce qui est évidemment faux.
Ainsi la relation (1.26) est fausse pour le mouvement brownien. Pour obtenir une
formule juste, on doit ajouter un terme de plus (appelé quelque fois terme de
correction d’Itd) et supposer plus de régularité sur f.
Théoreme 13:

Considérons une martingale continue X, de variation quadratique ( X, X). Soit f est

une fonction de classe C?, alorson a:

FQX) = F(X0) + J, £1(X) dXg +5 [ (X) d(X, X, (127)
ou f'' estla dérivée seconde de f.
Cette formule est connue sous le nom de « formule d’lIt6 » et est extrémement
utile.
La formule d’'Itd appliquée au mouvement brownien X = Wet a donne
WE=t+ Zfot W,dW, et on retrouve bien la propriété que W2 —t est une

martingale.
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Cette formule n’est pas suffisante pour les applications. On a souvent besoin de
considérer des processus de la forme plus générale suivante.
Définition 21 :

Un processus X de la forme X =M + A , ou M est une martingale continue et A
un processus adapté, continu et localement a variation finie (a variation finie sur tout
compact de R, ), est appelé une semi-martingale continue.

En regroupant I'équation (1.26) pour A et (1.27) pour M, on obtient pour f de
classe C? une version de la formule d’Itd pour les semi-martingales.

Théoréeme 14:

Soit X = M + A une semi-martingale, et f une fonction de classe C?.0na:

t t 1 t
FO) = FO) + [ £ da+ [ Frixam+o [ Fraamm, (1.2
0 0 0

Donnons également la forme « multidimensionnelle » de la formule d’It6.
Théoremel5:
Soit X = (X"),<;<4 des semi-martingales de décompositions X* = M* + A' , ou les
M'! sont des martingales continues et les A!des processus adaptés, continus et

localement & variation finie. Soit f une fonction de classe C? sur R%, dont les

dérivées partielles des premier et second ordres sont notéesf/ et f
respectivement.

On a:
FO6) = FXo) + S £ O daS + f £/ (%) dn) (1.29)
T I 9 (e AT IV VT N
Remarque 4 :

Par abus de notation, on écrit souvent cette équation sous une forme différentielle,

bien que ce soit purement formel :

d
. . 1 o
AL OOl = ) fX(dAE +dMi) +3 i (XDAME M), (130)

ij=1
Observons que ces formules impliquent en particulier que le processus f(X), image

d’une semi-martingale X par une fonction f de classe C?, est encore une
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semi-martingale, et que sa décomposition en somme d’'une martingale et d'un
processus localement a variation finie, les deux continus et adaptés, est donnée
directement par (1.29). L’intégrale stochastique par rapport a M est la partie
martingale, et le processus a variation finie est formé de la somme des autres termes.
Exemple 1:
Considérons deux semi-martingales continues X et Y avec:

X, =M, + A Y = N; + C;
M et N étant les parties martingales. En prenant f(x,y) = xy, on obtient

immédiatement :

t t

Y, dxs+f X.dY, + (M,N),

0

Xth- == XOYO + f

0

Exemple 2 :
2
Appliquons (1.28) pourd = 2,et X} =W,, X? =tetf(x,y) = exp (Ax — %y) On

2
aMi =W, Al =0,M} =0, AZ =t,etfy =Af, fj{ =2*f, f{ =—"f On
obtient ainsi :
/12 t AZ
M} = exp <AWt —?t> =1+ f exp </1WS —?s> dW;
0

et on retrouve le fait que Mt’1 est une martingale, comme on |'avait déja.
Exemple 3:

Plus généralement, si H est un processus borné, continu, adapté, on définit :

t 1 t
Zt=exp<f HSdWS——j Hsds>
0 2Jo

et on montre par la formule d’Itdé que Z est solution de I'équation :
Zy=1+ [ ZHdW; t > 0
Cette équation est un exemple d’équation différentielle stochastique, équation que
I’on étudiera au paragraphe des EDS.
Exemple 4 :
Un deuxieme exemple d’équation différentielle stochastique, appelé le modele non

homogeéne de Black et Scholes, utilisé en finance, est donné par I'équation formelle:
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dS, = S;u(t)dt + S,o(t)dW,,S, = 1 (1.31)
Les fonctions u et g sont a valeurs réelles, aveca(t) > 0, W est un mouvement
brownien, et S est le processus « inconnu ». C’est une équation linéaire, qui peut étre
résolue explicitement. La solution est de la forme S; = exp(M; + A;), ou M est une
martingale continue et A un processus adapté, continu et localement a variation
finie. Pour trouver M et A, on applique la formule d’Itd (1.30) a la fonction f(x,y) =

e**Y , ce quidonne:

dS; = S;dM; + S;dA; + %Std(M,M)t
En identifiant avec (1.31), on obtient dM; = a(t)dW,, d’'ou M, = fot o(t)dW,. On en
déduit que (M, M), = [ a(s)ds, d'oli dA, +50(t)2dt = u(t)dt et

A, = fot (,u(s)—%a(s)z) ds Finalement une solution de (1.31) est donnée par :
t t 1
S, = exp <j a(s)dW, +j (u(s)—za(s)z) ds>
0 0

6. Equations différentielles stochastiques :

6.1. Introduction :

De maniere informelle, on appelle équation différentielle stochastique une
équation différentielle ordinaire perturbée par un terme stochastique. Plus
précisément, c’est une équation du type suivant :

dX, = b(t,X)dt + o(t, X,)dW,, X, = x,, (1.32)

Dans cette équation, dW; est la « différentielle » d’'un mouvement brownien W, et
b, o sont les coefficients de I'’équation (ce sont des fonctions de R, X R dans R), et
Xy € R est la valeur initiale. Tous ces termes sont donnés. La notation (1.32) est la
plus usuelle, mais elle n’a pas de sens (car la différentielle dW; n’a pas de sens). Le
sens mathématique sera donné sous forme d’une équation intégrale.

Définition 22 :
Rechercher une « solution » de I’équation (1.32) consistera a rechercher un processus

X = (X;)ss0 satisfaisant I'équation intégrale :
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X, = [ b(s,X;)ds + [, o (s, X)W, (1.33)
ou la seconde intégrale est une intégrale stochastique.

L’équation (1.32) ou I'équation (1.33) étaient jusqu’a présent unidimensionnelles.
On peut également définir une équation d-dimensionnelle de la maniére suivante. Le
processus inconnu X = (X");<;<q est une famille de processus a valeurs réelles X' =
(Xti)tzo, la condition initiale x, = (x0)1<;<q appartient aR%, le mouvement
brownien W = (Wi)lsiSq est g-dimensionnel, et les coefficients ont les dimensions
appropriées, soith = (b")1<i<q €t 0 = (0%)14icq1<j<q, OU les coefficients b et g%/
sont des fonctions de R, X R% dans R. On écrit encore I'équation sous les formes
(1.32) ou (1.33), mais cela signifie maintenant que 'on a :

X' =xlo+ [[bi(s,X)ds + T, [T oW (s, X)dWS i =1,...,d (1.34)
Définition 23 :

Quand les coefficients b et o ne dépendent pas du temps et sont seulement des
fonctions définies sur R¢, on dit que I’équation est homogeéne.

Le coefficient b est appelé le coefficient de dérive, tandis que ¢ est le coefficient de
diffusion. Un processus qui résout I’équation (1.32), ou de maniere équivalente
(1.34), est appelé processus de diffusion ou, plus simplement, une diffusion. On

notera par EDS le terme « équation différentielle stochastique ».

6.2. Solutions d’une équation différentielle stochastique :

Notre premiere tache est de donner un sens précis au mot « solution » de I’équation
différentielle stochastique (1.33).

Définition 24 :

Soit un mouvement brownien W = (Wi)lsiSq g-dimensionnel sur un espace de
probabilité (2, A, P) , et F = (F,);s0 la filtration qu’il engendre. Les coefficients b et
g, de méme que la condition initiale x, € R, sont donnés. Nous appelons solution
forte de (1.34) tout processus d-dimensionnel X = (X%);.;<4, continu, adapté a la

filtration, et tel que (1.34) a lieu.
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Observons que l'adaptation de X est nécessaire pour que l'intégrale stochastique
dans (1.34) ait un sens.
Remarque 5:

Il existe une autre notion de solution, qui en un sens est plus naturelle, bien que
moins intuitive. Plus précisément, nous appelons solution faible de I'EDS (1.34) la loi
d’un processus X qui résout I'’équation (dans un certain espace de probabilité muni
d’'un mouvement brownien). On peut montrer que si I'on a unicité de la solution
forte, alors, on a unicité de la solution faible.

Le premier probléme a résoudre concerne I'existence et I'unicité d’une solution.

Considérons tout d’abord le cas d’'une équation différentielle ordinaire, de la forme:

dX, = b(t, X )dt , X, = x, (1.35)
ou le coefficient b et la condition initiale x, sont donnés.

Bien slr, un tel probleme est purement déterministe. Un résultat classique énonce
que (1.35) admet une et une seule solution dés que :

Ib(t,x) — bWl < Cllx —yll, b0 <C (1.36)
ou C est une constante, et ||-||est la norme euclidienne dans R<.

La premiere condition dans (1.36) est appelée condition de Lipschitz. Revenons
maintenant a I'EDS (1.34). On peut prouver essentiellement le méme résultat.
Théoréeme 16 :

Sous les hypotheéses de la définition 24 et si, de plus, les coefficients b et ¢ satisfont,

pourtoust,x,y:

1b(t,x) — b(E, Y + [o(t,x) — o, W < Cllx — yll
(1.37)
b, O + [lot, 0| = C
(ou ||| désigne la norme euclidienne dans R% ou R et C une constante positive),

alors pour tout T > 0, il existe une et une seule solution forte X dans I'espace :

L = {Xcontinus, adaptés; E (supIIXtIIZ) < 00}

t<T

Remarque 6 :
1) L'unicité est comprise au sens presque s(r : si X et X' sont deux solutions fortes,

alors, en dehors d’un ensemble de P-mesure nulle, on a X; = X/ pour tout t.
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2) Le fait que I'on obtienne une solution dans un espace de type L? n’est pas
surprenant : c’est en effet dans ce cadre que I'on a développé le calcul stochastique.
Nous avons déja rencontré, I'EDS non homogene linéaire suivante :

dX; = u(t)X.dt + c(t) X, dW,, X, =1 (1.38)
ou u et g sont des fonctions continues bornées sur R, . Elle a une solution explicite

donnée par :

X, = exp <j0ta(s)dWs + jot (,u(s)—%a(s)z) ds>

on aicid = q = 1 et les coefficients b(t,X;) =u(lt)x et o(t,x)=o0a(t)x
satisfont a (1.37). Le théoreme implique alors que la solution explicite est I'unique
solution forte de cette équation.

Quand u(t) = u et o(t) = o sont constants, la solution est appelée «mouvement
brownien géométrique avec drift ».

Comme pour les équations différentielles ordinaires, les hypothéses (1.37) de
lipschitzianité et de bornitude sont suffisantes, mais pas nécessaires, pour obtenir
I’existence et I'unicité de la solution. Par exemple, on a le résultat plus fort suivant,
spécifique a la dimension 1.

Théoreme 17 :
Dans le cas d’une EDS unidimensionnelle, sion a :

|b(t,x) = b(t,y)| + |lo(t,x) —o(t,¥)|* < Clx — y]
(1.39)
|b(t,0)| + |o(t,0)]| < C

alors il existe une unique solution forte.

Ici, o n’est plus lipschitzienne, mais seulement holdérienne de rapport 1/2.
Remarque 7 :

Tres souvent, on considére des EDS homogenes. Pourtant, en pratique
(spécialement en finance), les EDS non homogénes sont utiles. Dans ce cas,
I’hypothese (1.37) est un peu restrictive, car souvent, les coefficients « explosent »
quand le temps tend vers l'infini. Il est alors utile de savoir que I'existence et I'unicité

sont préservées, quand (1.37) est remplacée par :
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Ib(t,x) = b(t, Wl + llo(t, x) — (€, I < Cellx =y

Ib(t, 0l + llo(t, 0)Il < C,
ou t — C; est une fonction croissante a valeurs finies.
Processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

Le mouvement brownien a été construit pour modéliser le déplacement d’une
particule microscopique, en suspension dans un liquide, soumise a [I’agitation
thermique. Une critique importante faite a cette modélisation est que les
accroissements sont indépendants et ne dépendent pas de la vitesse de la particule
au début de chaque période. Un modele plus sophistiqué, tenant compte de la
vitesse de la particule, conduit alors au processus suivant.

Définition 25 :

On appelle processus d’Ornstein-Uhlenbeck le processus X a valeurs réelles,
solution de I'EDS :

dX; = —bX dt + cdW; , X, = x, (1.40)
ouxy €ER,bERetc>0.

Les coefficients de cette équation satisfont (1.37), donc il y a une solution et une
seule. On peut montrer a I'aide du calcul stochastique que X ala forme explicite :

X, = xpe P + ¢ [T e P qW, (1.41)

Nous observons que X; est égal a [lintégrale stochastique d’une fonction
déterministe par rapport a un mouvement brownien. Nous en déduisons que X; est
une variable aléatoire gaussienne, comme limite (a une constante additive prés) des
approximations de Riemann de l'intégrale stochastique, qui sont gaussiennes. On en
déduit méme que le processus X est gaussien. Il est facile de calculer sa fonction

moyenne m(t) et sa fonction de covariance C(s,t) qui, pour s < t, valent :

2
m(t) = xpe™", C(s,t) = — (e7P(=9) — e7b(1+9)) (1.42)
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Modéle de Vasicek :

Ce modele, introduit par Vasicek en 1977, sert a modéliser un taux de placement a
court terme. Ce taux fluctue suivant I'EDS décrite ci-dessous, qui généralise la
précédente. Ici, x, ER ,b,b' € Retc > 0:

dX, = (—bX, + b)dt + cdW, , X, = x, (1.43)

Les coefficients de cette équation satisfont (1.37), donc il y a une solution et une

seule. De nouveau, on peut trouver une forme explicite pour la solution :

bl bl t
Xe=—+ (xo — 3) e bt + cj- e b= d, (1.44)
0

et, par le méme argument que pour le processus de Ornstein-Uhlenbeck, nous
voyons que cette unique solution forte X est un processus gaussien.

Remarque 8 :

Une caractéristigue commune aux exemples précédents est que les coefficients
dépendent linéairement de X, ou n’en dépendent pas du tout. C’est pourquoi on
peut trouver une solution explicite. Dans le cas de coefficients plus généraux, il n’y a
en général pas de solution explicite, comme pour une équation différentielle

ordinaire.
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CHAPITRE 11 :

Généralités sur les EDPs et |a

meéthode des difféerences finie

0. Introduction:

Le métier d’ingénieur est toujours besoin d’utilisation des logiciels de modélisation.
Ces logiciels résolvent des équations telles que les équations aux dérivées partielles,
mais la résolution ici est faite par une méthode discréte. Donc ces équations
différentielles ne peuvent en général pas étre résolues de fagon exacte. Elles sont
résolues de fagcon approchée, a I'aide des méthodes numériques.

Les méthodes numériques ne donnent pas la solution véritable du probleme que
I’on cherche a résoudre. Des méthodes numériques mal employées peuvent conduire
a des résultats totalement faux, Il est indispensable pour un ingénieur de posséder
des notions de base sur les méthodes numériques utilisé pour résoudre son
probleme.

Dans ce chapitre on présente une méthode numérique pour la résolution des EDPs,
La méthode des différences finies.
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1. Généralité sur les équations aux dérivées partielles :

1.1. Définitions :

e Equation aux dérivées partielles :

Une équation aux dérivées partielles fait intervenir plusieurs variables indépen-
dantes (temps et espace pour les équations de l'ingénieur), ainsi que les dérivées
partielles de la variable dépendante (c.-a-d. la solution recherchée) par rapport a ces

variables indépendantes.

Exemple : I'équation de convection (parfois appelée advection)
—4+u—=0 (2.1)

est une EDP, la variable dépendent est C , les variables indépendantes sont le temps
t et I'espace x. La grandeur u (homogene a une vitesse) peut (ou non)étre fonction

det,xetC.
e Ordre d’une EDP:

L'ordre d’une EDP est défini exactement de la méme fagon que pour une EDO : c’est

I"ordre le plus élevé parmi toutes les dérivées partielles de I’'EDP.

Exemple : I'EDP (2.1) est une EDP d’ordre 1 (par rapport a t ou x ). En revanche, 'EDP
suivant :

ac ac 2%C

E‘FU&%‘Dﬁ:O (22)

est une EDP d’ordre 2 car sa dérivée partielle d’ordre le plus élevé est une dérivée

seconde(en l'occurrence par rapport a x).
e EDP linéaires, quasi-linéaires et non- linéaires :

EDP linéaire : est une EDP qui ne fait intervenir que des combinaisons linéaires des

dérivées partiales de la variable dépendante.
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Exemple : 'équation suivante est linéaire :

azU+ZB o°u +C62U+F(XY
0X? 0XoY Y2 T

ou au) _ 2.3)

X’ oy
ou les coefficients A, B et C sont dépend de X et Y (connues), F est une fonction

lineaire et U est la fonction inconnue (a déterminer).

EDP quasi-linéaire: est une équation linéaire par rapport aux dérivées partielles

d’ordres supérieurs.

Exemple : 'équation précédente (2.3) est quasi-linéaire si les coefficients A, B et C

sont en fonction de U et/ou de X,Y et F peut étre non linéaire.

EDP non-linéaire : est une EDP ou I'une des dérivées partielles intervient comme

argument d’une fonction non-linéaire.

Exemple : I'équation suivante:

6 (ZY) 4 ¢ (20 +C(au)+c(ay)_0 (2.4)
o\ ox2 1\ ay2 2\ox 3\ay/ — '

est non-linéaire si au moins des fonctions C,(x) et C;(x) n’est pas linéaire par

rapport a x.

1.2. Conditions initiales et conditions aux limites :
Contrairement aux EDOs, les conditions initiales ne suffisent pas a assurer 'unicité
de solution. Il faut également fournir des conditions aux limites. Pour certains types

d’équations (ex. EDPs elliptiques), le concept de condition initiale n’a pas de sens.

Les conditions initiales et les conditions aux limites se distinguent de la maniere

suivante :

e Une condition initiale s’appligue pour une valeur donnée (et unique) d’une
variable indépendante. A partir de cette condition initiale, il est possible de

déduire la solution pour toutes les autres valeurs de la variable indépendante.
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¢ Une condition aux limites est appliquée en tout point de la frontiere du domaine
sur lequel on souhaite résoudre I’équation (et non en un point unique). Il n’est pas
possible de déterminer la solution en partant simplement d’un seul point de la
limite de domaine et en progressant a l'intérieur de celui-ci, car la solution est

également conditionnée par sa valeur en tous les autres points de la frontiere.

1.3. Classification des EDPs du second ordre :

Les EDPs du second ordre représente une classe importante des EDPs du monde de
I'ingénierie, on traite dans quel suit des EDPs second ordre quasi-linéaires de la forme
générale :

02U 02U 02U ou

au
aXZ+BaX6Y+CaYZ+Dﬁ+EW+F—O (2.5)

ou A,B,C,D,F sont des fonctions deX,YetU. XetY sont les variables

indépendantes (ce pourrait étre t,x,y etc) de I'EDP et U la variable dépendante.

Selon la valeur des coefficients A, B et C, 'EDP est dite hyperbolique, parabolique ou

elliptique.
EDPs hyperbolique :

Une EDP du type (2.5) est dite hyperbolique si son discriminant A= B2 — 4AC est

strictement positif.

Exemple : I'’équation suivante est du type hyperbolique :

02U 92U
2__ =0 (2.6)

dat2 0x?

En effet, I'’équation (2.5) peut étre mise sous la forme (2.6) en posant X =t Y =
x, A=1,C=—-1%etB=D=E=F=0. |l est facile de vérifier que

A= B? — 4AC > 0. A noter que 1 est homogéne a une vitesse.

37



Chapitre 11 Généralité sur les EDPs et la méthode des différences finie

EDPs paraboliques :

Une EDP du type (2.5) est dite paraboliques si son discriminant A= B2 — 4AC est

nul.
Exemple : 'équation suivante est du type paraboliques :

ou_%u_, >0 2.7)
ot “oxz_ Y '

En effet, I'équation (2.5) peut étre mise sous la forme (2.7) en posant X =t, Y =

x, D=1 C=v,etA=B =E =F = 0.0n vérifieraque A= B2 — 4AC = 0.
EDPs elliptique :

Une EDP du type (2.5) est dite elliptique si son discriminant A= B? — 4AC est

strictement négatif.
Exemple : I'équation suivante est du type elliptique :

90U U _

7z T 3y " Q (2.8)

En effet, I'’équation (2.5) peut étre mise sous la forme (2.8) en posant X =t,Y =

x,A=C=1,etB=D=E =F =0, on peut vérifier que A= B> —4AC < 0.
e Une aide mnémotechnique :

L'« astuce > suivante peut etre utilisé pour déterminer la nature d’'une EDP du
seconde ordre: il suffit, dans |’équation originale, de remplacer les dérivées
dPU/0 XP (p = 1,2) par XP et dPU/0YP (p = 1,2) par YPet le second membre par

une constante. Ainsi (2.5) devient :

AX?+BXY +Y?+ DX+ EX + F = Cst (2.9)
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L’équation (2.9) est I'équation d’une courbe conique dans le plan(X,Y). Si cette
courbe est une ellipse, 'EDP est elliptique ; si la courbe est une parabole, 'EDP est

parabolique ; enfin, si la courbe est une hyperbole 'EDP est hyperbolique.
Exemple : en appliquant la méthode ci-dessus a I'équation(2.6), on obtient :

T? — 12X? = Cst (2.10)
qui est I’équation d’une courbe hyperbolique dans le plan(X, T).

1.4. EDPs du second d’ordre a plusieurs variables indépendantes:

Le principe de classification des EDPs reste le méme quand on se trouve en présence
de 3(ou 4) variable indépendantes. Par exemple, 'EDP (2.6) peut étre généralisée a
deux dimensions d’espace :

02U 5 02U 02U

- _ 32 —
TR (2.11)

ou et /1?, sont les vitesses de propagation des ondes les directions x et y (elles sont
égales dans un milieu isotrope). En utilisant la transformation exposée dans le

paragraphe précédent. On obtient :
T? — A,ZCXZ—Af,YZ = Cst (2.12)

1.5. Besoins en termes de conditions initiales et aux limites :

e EDPs hyperboliques :

Les EDPs hyperbolique abordées dans ce chapitre comprendrons en général une
variable de temps et une (ou deux) d’espace. Elles seront de la forme (2.6). On
cherche une solution de (2.6) en tout point d’un domaine de calcul Q = [x;, x,] et
pour des dates t = 0. Pour pouvoir déterminer la solution de (2.6) de fagon unique, il

faut connaitre :

e lavaleurde U en tout point du domaine de calcul a t = 0 (condition initiale) ;

e lavaleurde U atout date t = 0 aux limites du domaine (condition aux limites) ;

39 |



Chapitre 11 Généralité sur les EDPs et la méthode des différences finie

Comme il y a des EDPs hyperbolique n’ont besoin que d’une condition a la limite.
e EDPs paraboliques :

La plupart des EDPs paraboliques de I'ingénieur sont d’ordre 1 par rapport au temps
et d’'ordre 2 par rapport a une (ou plusieurs) dimension(s) d’espace. C'est le cas de
I’équation (2.7). Les conditions aux limites nécessaires a I'existence et I'unicité de la

solution sont les mémes pour que les EDPs hyperboliques.
e EDPs elliptique:

Les EDPs elliptiques étudiées dans ce qui suit impliquent 2 dimensions de I'espace
et aucune de temps. Cela signifie que la solution ne dépend pas du temps. Dans ce

cas, seules des conditions aux limites sont nécessaires.

2. Méthode des différences finies pour les EDP paraboliques :

Dans ce paragraphe nous avons aborderons la résolution numérique de problémes
d’équations aux dérivées partielles d’évolution par la méthode des différences finies.
Nous étudierons un type de problemes d’évolution du premier ordre en temps,
dénommés également problemes paraboliques.

Les équations intervenant dans ces problemes sont constituées pour partie d’'une
combinaison de dérivées partielles par rapport a la variable temporelle dont nous
détaillerons le traitement numérique et pour partie d’'une combinaison de dérivées
partielles par rapport a la variable spatiale ; le probleme pouvant étre posé dans un
domaine, monodimensionnel, bidimensionnel ou tridimensionnel; pour simplifier
I’exposé nous considérerons que le domaine est le segment [0, 1], le cas bi et

tridimensionnel ne présentant pas de difficultés majeures.

2.1. Probléemes du premier ordre en temps : équation de la chaleur :
e Position du probleme :
On considére une barre métallique de longueur unité ; on suppose que cette barre

est soumise a un apport de chaleur f (x,t) par unité de longueur et de temps et
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que, de plus, la température u (x,t ) de la barre est maintenue a zéro a chacune de
ses extrémités. On désigne par C la capacité thermique et par K le coefficient de
diffusion de chaleur ; rappelons que le coefficient de diffusion de chaleur exprime
gu’en tous les points de la barre les températures ont tendance a s’uniformiser. En
supposant que la dimension transversale de la barre est négligeable par rapport a sa
dimension longitudinale, la modélisation de ce probleme conduit a déterminer
u (x,t) en chaque point x € [0,1] et pour tout instant t € [0,T ], T représentant
I’horizon d’intégration, solution de I’équation de la chaleur :

(Caug;’t)-l_kazgi};’t)=f(x't)' Y Ton[ e €10.7]

u(0,t) =u(1,t) =0, t €[0,T]
u(x,0) = uy(x), x €[0,1]

avec uy(x) température initiale de la barre.
Remarque :

Les conditions aux limites de type Dirichlet homogénes u (0,t) = u(1,t) =0
correspondent, évidemment, au fait que les extrémités de la barre sont maintenues a
une température nulle.

Remarque:

Dans le cas d’'un matériel non homogene, le probléme précédent est remplacé par :

c(x)%—%(k(x)¥>=f(x,t), x €10,1[; t €]0,T]

u(0,t) =u(1,t) =0, t €[0,T]
u(x,0) = uy(x), x €[0,1]

Dans la suite, on supposera pour simplifier que C = 1,K = a (constante positive) ;
on ne considérera de plus que les conditions aux limites de Dirichlet homogenes, ce

qui conduira a la formulation du probleme modele suivant :

ou(x,t) 02u(x,t)
a5 —=f(1), x€lol], t€]oT]

u(0,t) =u(1,t) =0, t€[0,T]
u(x,0) = uy(x), x €[0,1]
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2.2.1. Schémas numériques de discrétisation par différences finies :
La discrétisation du probléme précédent consiste a remplacer par une technique
appropriée le probleme continu par un systeme linéaire algébrique. L’approximation

s’effectue par la maniére suivante:
o . 1
— on divise l'intervalle [0, 1] en (n + 1) intervalles de longueur h = —

— on divise l'intervalle [0, T ] en M intervalles de temps k, telsque T = Mk.
On posex; = ih, pouri € {1,2,...,n},t,, = mk pour m € {0,1,...,M}; on
écrit le probléme modéle au point (x;,t,, )avec 1 <i<netm = 0:
ou 0%u
<E - aﬁ) Gy tm) = f(xi, )

ou(x;, 32u(x;, . .y . . . .
On remplace u(’;‘ttm)et u;z‘ztm) par des quotients différentiels faisant intervenir

les valeurs de u aux points x;, 0 < i <n+ 1, etauxinstantst,,, m=0.
Exemple : on écrira :

62u(xi, tm) — u(xi+1l tm) - Zu(xir tm) + u(xi—li tm)

2
92 2 + 0(h?)
au(xi! tm) u(xir tm+1) - U(Xi, tm)
5t = p + 0(k)
et on obtient ainsi :
( u(xil tm+1) - u(xi' tm)
k
u(x;iq, ty) — 2ulx;, t,,) + ulx;_4, t,,)
| e e o = Mt

1<i<n et m=0

U,(Xo,tm) = u(xn+1rtm) = 0
Vou(x;, 0) = up(x;)

Cette écriture permet de définir les schémas numériques définissant
u™ = u(x;, ty), en traitant de maniére particuliére le terme temporel. La fagon la
plus générale de définir les schémas aux différences finies est de considérer une

combinaison convexe de I’équation de la chaleur aux instants t,, et t,,,1 ; plus
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précisément, soit 8 € [0,1] un nombre réel ; écrivons I'approximation de (1 - 6)
fois le probleme modele considéré a linstant t,,, et de 6 le méme probleme a

I'instant t,,,,1, ce qui permet de définir le & — schéma suivant :

(U™t — " . (1_6)11{’11—2u{"+u{'_‘1+9u{'+‘{1—2u{”+1+u{’_‘{1
k h? h2

< =Q@-o+of™t, 1<i<n et m=0
ul=ub,, =0, p=metp=m+1

L u) =uy(ih)

avecfip = f(xl-,tp), pourp =moup =m+1

Pour & = 0, le schéma précédent définit un schéma explicite, c’est-a-dire que les
valeurs u;" étant connues (par la condition initiale lorsque m = 0, et pour m > 0

par le calcul de l'itéré en temps précédent), les valeurs sont u{”“ déterminées par la

récurrence :
u™t = k™ Ul + el 2u+ult),  1<i<n et m =0
m __ m —_
Uy = Ups1 = 0
w] = ug(ih)
k
aveca = —.
hZ

Si I'on définit les vecteurs de dimension n par :
F™ = (kff™, ..., kf;™)*
um =@l .., umt
et la matrice B de dimension n par:

2 -1
-1 2

-1 2 -1
-1 2

le schéma explicite s’écrit matriciellement :
Umtl = Fm 4 (] — aB)U™
Pour 8 # 0, le schéma précédent définit un schéma implicite, c’est-a-dire qu’a

chaque pas de temps, en supposant connu le vecteur U™ (toujours par la condition
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initiale lorsque m = 0 et pour m > 0 par le calcul de l'itéré en temps précédent), le
vecteur U™t est obtenu en résolvant le systéme linéaire suivant:
(I-abB) U™ =1 -0F™+0F™1 + (I —a(1—-6)B)U™

Notons immédiatement que, pour 8 €]0, 1], la matrice (I — a8B) est inversible ;
dans le cas du probleme monodimensionnel en espace, la résolution de ce systeme
s’effectue par une simple adaptation de la méthode de Gauss, (pour I'adaptation de
cet algorithme au cas des matrices tridiagonales). Pour des valeurs particulieres du
parameétre 6, on retrouve des schémas numériques particuliers ; ainsi pour 8 = 1, on
obtient le schéma purement implicite qui s’écrit matriciellement :

(I —aB)U™+1 = pmtl 4 ym

alors que pour 8 = 0,5, on obtient le schéma implicite de Crank-Nicolson:

(1- %B) ymt = %(Fm + P + (1 —%B) ym

Remarque :
Il existe d’autres types de schémas numériques pour résoudre le probleme modele,

par exemple le schéma saute-mouton défini par :

m+1 m m m m
(Wi =~ —Y Uipq = 2U; + Uiy m .
— =f" 1<i<n et m=0
2k h? Ji
Ug' = Uny1 =0
up = uy(ih)

C’est un schéma a trois niveaux explicite qui, bien que plus précis que les schémas
précédents, n’est pas intéressant sur le plan numérique car il est instable, c’est-a-dire
sensible a la propagation des erreurs systématiques d’approximation, de chute ou de

troncature. Citons également le schéma explicite a trois niveaux proposé par Du Fort

et Frankel:
(Wl el
2k 4 h? =/
{ 1<i<n et m=0
L uyt = ugid =
up = uy(ih)

ainsi que le schéma rétrograde implicite, également a trois niveaux, suivant :
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13 .. - 1 ulitt = 2ul +uyt

AV L % =
1<i<net m=0

ugtt =upl =0

u) = uy(ih)

2.2.2. Erreur de troncature, consistance et ordre d’un schéma :

Pour chacun des schémas précédents, on remplace dans le schéma le terme ul, par
u(x;, t,;,) et 'on définit I'erreur de troncature, notée, comme la différence entre le
premier et le second membre de ces quantités. Ainsi pour le 8 — schéma considéré

au paragraphe précédent, on a I’expression suivante de I’erreur de troncature :

ulx; ,t —Zu x-,t +ux'—;t
+0 ( i+1 m+1) ( ;lzm+1) ( -1 m+1)> — (1—6)f(xi; tm) _Hf(xi; tm)

Remarque :

On définit I'erreur de troncature associée au schéma saute-mouton, au schéma
rétrograde et au schéma de Du Fort et Frankel de maniere analogue.

On adapte a la situation des problemes d’évolution les notions d’erreur de
troncature, de consistance et d’ordre de schéma comme suit :
Définition 1 : On appelle erreur de troncature E, la quantité définie par :

E=Max{E"\1<i<n1<m<M}

Définition 2 :

Un schéma numérique est consistantsi E — 0 lorsqueh — Oetk — 0.
Définition 3 :

Un schéma est précis a 'ordre p en espace et a I'ordre g en temps, s’il existe une
constante C’, indépendante de h et k telle que |E| < C'(h? + k%)

On a le résultat suivant:
Théoreme 1:

On suppose que la solution du probleme modeéle est suffisamment réguliére ; alors

pourd € [0,1],8 # 0,5, le B-schéma est d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en
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temps. Pour8 = 0,5, le schéma de Crank-Nicolson est d’ordre 2 en espace et en
temps.
Remarque : Il résulte du résultat précédent que le schéma explicite et le schéma
purement implicite sont d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps.
Remarque:

On vérifie que le schéma saute-mouton et le schéma rétrograde sont d’ordre 2 en

espace et en temps. L'étude du schéma de Du Fort et Frankel est plus délicate; en
. . . k
effet, ce dernier n’est consistant que si le rapport P Olorsque h - Oetk — 0.

De plus, si 'on veut que le schéma de Du Fort et Frankel soit d’ordre 2 en espace, il

faut prendre k = 0(h?).

2.2.3. Stabilité des schémas numériques :

La stabilité d’'un schéma numérique pour l'approximation de la solution d’une
équation aux dérivées partielles est une question importante et, apparemment,
nouvelle ; lorsque le pas de discrétisation tendait vers zéro, le systeme linéaire
pouvait devenir mal conditionné, c’est-a-dire que la solution calculée du systéme
discret pouvait étre dénaturée ; en effet, la question qui se pose peut étre formulée
de la fagcon suivante : compte tenu d’une part des erreurs systématiques introduites
lors de la construction du schéma d’approximation et d’autre part compte tenu
également de la mauvaise représentation des nombres en machine qui induisent des
erreurs d’arrondi ou de troncature, est-ce que I'erreur va rester bornée et tendre vers
zéro lorsque les parametres de discrétisation h et k vont tendre vers zéro ?

Il existe de nombreuses méthodes pour étudier la stabilité d’'un schéma numérique ;
nous en étudierons deux, connues sous le nom de :

— méthode matricielle ;

— méthode de Fourier ou méthode du coefficient d’amplification.

La méthode matricielle: consiste a considérer qu’un schéma est stable si,
lorsqu’une erreur est introduite sur les conditions initiales (par exemple, erreur
d’arrondi ou de troncature), I'erreur sur la solution calculée a un instant fixé t n’est

pas amplifiée ; I'idéal est, bien entendu, qu’elle ne soit pas amplifiée du tout et que
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sup; m (lui™ — u(x;, t,)|) reste borné quels que soient h et k. L'étude de la stabilité
d’un schéma revient donc en fait a celle de I'amplification d’une perturbation sur la
condition initiale U°; on va vérifier que I'erreur sur la solution cherchée satisfait le
schéma numérique homogene associé, ce qui va permettre de dégager des criteres
de stabilité. A ce stade, on peut donc donner la définition intuitive suivante de la
stabilité :

Définition :

Un schéma numérique est stable si la solution du schéma homogene associé est
bornée en tout point x; et t,, quels que soient h et k.

Pour illustrer cette approche intuitive, considérons le 8 — schéma dont la formulation
est la suivante :
(I—-abB) U™ =1 -0)F"+0F™1 + (I —a(1—-6)B)U™
et soit U™ |a solution exacte du schéma numérique et V™*1 celle du schéma
perturbé : on peut traduire I'imprécision par la relation suivante :
ym=Um+e™"vm =0
avec €™ erreur au pas m.
En remplacant U™*! par V™*1 dans le schéma précédent, on obtient :
(I —abB)e™ = (I —a(l —0)B)e™

et on vérifie ainsi que le terme d’erreur est solution du schéma numérique homogene
associé. Cette relation peut encore s’écrire :

el = —-abB) (I —a(l —0)B)e™ = Pe™ = ... = pm+1g0
avecP = (I —afB) (I — a(1 — 0)B).

Le schéma numérique sera donc stable si la norme de la matrice P™reste bornée
lorsque m — oo. La matrice B étant symétrique, on vérifie aisément que la matrice P
est normale (c’est-a-dire que P'P = PP! ) ; on peut alors exprimer la relation
précédente dans la base des vecteurs propres de la matrice P ; soit 4 la matrice des
valeurs propres de la matrice P. La relation e™*1 = P10 gécrit  alors
gmtl = AMH1e0 oy gM*1 est "écriture de €™*! dans la base des vecteurs propres, et

une condition suffisante de stabilité est donc :
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lue(P) | <1,VEk €{1,...,n}
avec Uy (P) valeurs propres de la matrice P, c’est-a-dire les coefficients diagonaux de
la matrice A.

On vérifie facilement que :

1—a(l-0)1,(B)
1+ a6, (B)

Uy (P) = ,Vk €{1,...,n}

avec A,(B) valeurs propres de la matrice B; on vérifie alors que la

condition - 1<y, (P)<1, Vk € {1,...,n}, se traduit par la condition suivante :

ak 1

=
=W =2010-20)

,0 €10,1]

qui représente donc la condition de stabilité. On peut résumer I'étude précédente
par le théoréme suivant :
Théoréeme 2:

Le 8-schéma est inconditionnellement stablesi® = 0,5;si60 < 0,5, ce schéma est

stable si:

ak 1
AQ=-5< 7=
h? — 2(1 —26)
Corollaire 1:
Le schéma purement implicite (8 = 1) et le schéma de Crank-Nicolson (6 = 0,5)
sont inconditionnellement stables. Le schéma purement explicite (8 = 0) est stable
a condition que :

ak

ﬁﬁ

a =

N =

Remarque :

Le schéma saute-mouton est instable ; le schéma de Du Fort et Frankel et le schéma
rétrograde sont inconditionnellement stables.

La méthode matricielle présentée ci-dessus est applicable dans le cas ou la matrice B
est symétrique. Or il existe des situations olU cette matrice ne vérifie pas cette
condition ; c’est le cas par exemple du probléme de convection-diffusion d’évolution.

Dans ce cas, le calcul du coefficient d’amplification permet de s’affranchir de cette
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contrainte et fournit une méthode d’analyse plus générale de la stabilité. La
définition de la stabilité étant inchangée, considérons toujours le 6-schéma
homogene :

u™t —u —a[(1 - 0) W, — 2u™ +ul™,)
+O(utt —2u™t UM =01<i<n et m =20

que l'on peut encore formellement écrire en repassant a la variable d’espace
continue x et en mettant dans le premier membre les termes a l'instant discret
(m + 1) et dans le second membre ceux a I'instant discret m :

U™ (x) — af (U™ (x + h) — 2u™ 1 (x) + U™ (x — h))

=um(x) +a(l—0) (u?f{l(x + h) = 2u™ 1 (x) + u™t (x - h)) , m >0
Considérons la transformée de Fourier du schéma ainsi écrit ; on rappelle que cette

transformation est définie par :

() = %r f ju(x)exp(—jsfx) dx, j2=-1

On vérifie aisément par un calcul direct que :

1 (*®
— u(x + h)exp(—jéx) dx = ii(&)exp(+jéx
=] e Wexp(—jex) dx = A@)exp(kj0)
et le schéma discret en temps s’écrit alors :

am (&) = c(OHa™ ()

ou c(§) est le coefficient d’amplification défini par :

_ 1+ 2a(1—0)(cos(éh) — 1)
c§) = 1—2af(cos(éh) — 1)

11— 4a(1 - 6)sin? (‘;—h)

1+ 4afsin? (%)

asin? (%)

1 + afsin? (%)

Comme précédemment, une condition suffisante de stabilité est donnée par

=1-

—1<c(¢)< 1 ; oron aévidemmentc(§) < 1; la vérification de la seconde

inégalité conduit a la condition suivante :
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_ak< 1 oel
T hz2 T 2(1-20)"

qui correspond a la condition obtenue par la méthode matricielle ; on retrouve donc

a 0,1]

les résultats obtenus et énoncés dans le théoreme 2 et le corollaire 1.

2.2.4. Convergence des schémas :

Soit e™, le vecteur erreur au temps discret m et défini par :
e™ = (ef", ...,el", ..., emt

avec:

em

=u" —u(x;, ty), 1<i<nm=0

Définition :

Un schéma numeérique est convergent si :

lu™ — u(x;, t,)| = Olorsque h - Oetk — 0,Vi €{1,...,n},Yym > 0.
Considérons le 8- schéma ; en considérant d’une part I'écriture du schéma et

d’autre part celle de I'erreur de troncature et en soustrayant membre a membre, on

vérifie aisément que les composantes de I'erreur satisfont le schéma numérique, avec

un second membre égal a —E[™, soit :

( e{”“—ei’”_a(l_e)eﬂl—2e{”+ei"_11
k h?
emtl — 2eMtl 4 pmtl
; +6 = l ——=-E", 1<i<n et
n2 i
el =el. =0, p=metp=m+1
L el =0

soit matriciellement :
(I—abB)e™t=E™ + (I —a(1—0)B)e™
ol les composantes du vecteur E™sont égales a I'erreur de troncature, au signe pres ;

m+1 il vient :

en multipliant scalairement par e
((I — aBB)e™*t1, emtly = (E™, e™*t1) + ((I — a(1 — 0)B)e™, e™*1),vym >0
Or, la matrice(I — a8B) étant symétrique définie positive, on peut minorer le second
membre; si, de plus, on note par p , la norme matricielle de (I — a(1 — 6)B) , on

obtient finalement :

lle™l, < BIE™l, + plle™]l,, vm =0
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avec [ inverse de la plus petite valeur propre de la matrice (I — a6B).
En posante™ = ||e™]|,,Vm = 0, on obtient finalement :
T < BIE™|, + pE™,Vm =0

Supposons, de plus, que le schéma vérifie la condition de stabilité, ce qui a pour
conséquence que la quantité €™ = ||e™||,, Vm = 0, est borné. Pour pouvoir obtenir
une majoration de la norme de |'erreur, on utilise le lemme suivant dont le résultat
s’obtient par récurrence :
Lemme 1: Sil'on a une suite qui vérifie la relation de récurrence :

T < pEM 45, =0,vm =0,p# 1

alors :

_ o, P71
EM<pe’+6——|E™||,,ym =0
p—1
En appliquant ce résultat a notre situation, compte tenu du fait que€® =0, on

obtient :

m _

T = fle™|l, < B, vm >0

p—1

Si, de plus, le schéma numérique est consistant, |'inégalité précédente nous permet
de vérifier qu’il est convergent. On peut donc énoncer le résultat suivant :
Théoréme 3 : Si le B - schéma est stable et consistant alors il est convergent.
Le résultat précédent exprime que la stabilité et la consistance constituent une
condition suffisante pour la convergence. En fait le théoreme de Lax( le théoréme de
Lax prévoit que dans un probleme bien posé, et avec un schéma numérique
consistant, la stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour Ia
convergence), nous donne le résultat suivant :
Théoréeme 4 :
La stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour qu’un schéma numérique

soit convergent vers la solution du probleme, si ce dernier est discrétisé par un

schéma consistant.
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CHAPITRE 111 :

Interprétation probabiliste des
EDPs

0. Introduction :

Le but de ce chapitre est de montrer les liens qui peuvent exister entre la théorie
des processus stochastiques et les équations aux dérivées partielles (EDP). Les
processus stochastiques utilisés sont des processus possédant la propriété de
Markov. L’idée principale est de montrer que l'espérance mathématique de
fonctionnelles de ces processus fournit une représentation probabiliste de solutions
de certaines équations. Nous donnons les outils nécessaires pour cette présentation :
les processus de diffusions obtenues comme solutions d’équations différentielles
stochastiques a partir du processus de Wiener. Ces diffusions nous permettent, de
représenter les solutions d’EDP du second ordre, Nous exprimons ici les solutions
d’EDP du second ordre paraboliques avec divers types de conditions aux bords,
comme espérances de fonctionnelles de processus de Markov correctement choisis.
Nous étudions d’abord I'exemple le plus simple des dérivées partielles linéaires,
I’équation de la chaleur, ensuite les techniques de martingales, de martingales
exponentielles qui conduisent a la généralisation connue sous le nom d’équations de

Feynman-Kac.
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1. Générateur infinitésimal :

Il est fondamental pour beaucoup d’applications que nous pouvons associer un

operateur différentiel de second ordre A a une diffusion d’Itd X, ; la relation de base
entre A et X; est que A est le générateur de la diffusion d’It6 X;.
Définition 1:

Soit {X,} une diffusion d’It6 homogéne dans R", le générateur infinitésimal A de X,
est définie par:

i =y BUEN 1@

L'ensemble des fonctions ( f: R® - R ) telle que la limite existe en x est noté
par D4(x), ou la notation : 'ensemble des fonctions pour qui la limite existe pour
tout x € R™.

Pour montre la relation entre A et les coefficients o et b on a le théoréme suivant :
Théoréme 1:
Soit X; la diffusion d’It6 homogene:

dX; = b(X)dt + o( X,)dW,

Si f € CZ(R™) alors f € Dy et

(x) (3.1)

af 1 r 2
AFG) = ) b G- +3 ) (00T 5
l L]
Proposition 1:
Soit X; la diffusion d’It6 non homogene:
dX; = b(t,X)dt + o(t, X,)dW;
Si f € Cy*(R* x R™) alors f € Dy, et

of

2

Af(t, %) = Zb (6205, (63 +5 Z(GOT)U(LL )5 f (t ) (32)

Exemples 1:
1. Le mouvement brownien de dimension n et bien s{r la solution de I'EDS :

dx, = dw,
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c'est a dire nous avons b = 0 et 0 = I, la matrice identité; donc le générateur de
W, est :
1 0%f

Af =5 i o if = f(x1, . xp) €CG(RM)

. 1 .
i.e. A= EA’ ou A est le laplacien.

X1

. ) la solution de
2

2. Soit W le Mouvement Brownien a une dimension et soit X = (

I"EDS :

dXZ = th, Xz(O) = Xy

Le. dX = bdt + adW, ;X(0) = ().

Avec b = ((1)) ando = ((1)), le générateur A de X est donné par:

of 10%f
Af =5t 2952

Remarque : tous les espaces cités dans ce chapitre sont définis dans I'annexe A.

2. Interprétation probabiliste des EDP:

2.1 Equation de la chaleur :

Nous allons présenter quelques rapports entre les diffusions et les équations aux
dérivées partielles. Grace a la formule d’Ito, il est possible de donner une
interprétation probabiliste a certaines équations aux dérivées partielles, ce qui
permet ainsi de prouver I'existence de solutions.

L’'exemple le plus simple est celui de I'équation de la chaleur en dimension 1.
Considérons une barre métallique infinie, assimilée a I'axe réel. Cette barre est
chauffée et on note f(x) sa température a l'instantt = 0 et pour la position x sur
la barre. Soit u(t, x), la température de la barre au temps t et a la position x. Avec un
choix approprié d’unités, donc la fonction u est solution de I’équation de la chaleur
en dimension 1:

0%u

- (3.3)

Ju
ot

N| -
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avec la condition initiale, u(0,x) = f(x), x € R que I'on suppose continue. On a
alors le théoreme suivant :
Théoreme2 :
1) Siu est une fonction continue sur [0, o[de classe C1'? sur [0, [ X R et solution
de (3.3), alors :
u(t,x) = E(f(W)
= [*7 Fp(t; x,y)dy

ouy +— p(t; x,y) est la densité du mouvement brownien issu de x au temps t.

,V(t,x) € [0,00] X R (3.4)

Cela entraine donc l'unicité d’une telle solution.

2) Supposons qu'’il existe a > 0 tel que la fonction f vérifie fRe‘“xZIf(x)l dx < oo,
alors, pour tout0 <t < i, la fonction u définie par (3.4) est dérivable a tous

ordres et est solution de (3.3).
Cette fonction u est donc 'unique solution de I’équation de la chaleur (3.3), qui soit
une fonction continue et de classe C12 sur [0, o[ X R.
Preuve:

La preuve de la deuxieme assertion utilise la formule explicite de la densité p et
consiste juste en une vérification des dérivations sous le sighe somme.

Le plus intéressant est la preuve de la premiere assertion, qui va pouvoir s’étendre a
des cas plus généraux. L'interprétation probabiliste introduit un retournement du
temps. Soit T un réel fixé. Pour montrer l'unicité de la solution u, on applique la
formule d’It6 a la fonction (t,x) — u(T — t, x) et au mouvement brownien W issu
de x.

On obtient alors :
u(T —t,W,) = u(T,x) + M,
ou M est une martingale nulle en 0.
Le terme a variation finie s’annule, du fait que u est solution de (3.3). En prenant
I'espérance dans chaque terme de cette égalité, au tempst =T, on obtient

finalement que :

u(T,x) = Ex(u(0,Wy)) = E.(f(Wp))

54



Chapitre III Interprétation probabiliste des EDPs

De ce théoreme, on déduit également une solution de I'’équation de la chaleur
rétrograde, pour T > O fixé, donnée par:

ov ,0%v
E-FEW: 0 (35)

avec la condition terminale, v(T,x) = f(x), x ER
Si nous sommes dans les conditions précédentes, I'unique solution de classe C1? de

(3.5) est donnée par:

v(t,x) = u(T — t,x) = E(f(Wr_,))

2.2. Formule de Feynman-Kac multidimensionnelle:
On va généraliser I'approche précédente a d’autres équations paraboliques. Plus
précisément, nous allons tout d’abord donner une représentation probabiliste de la
solution d’'une équation rétrograde, apparaissant classiqguement en mathématiques
financieres. Pour T > 0 fixé, introduisons |’équation :

v
—E+kv=%Av+g ,(t,x) €[0,T) x R¢

v(T,x) = f(x) ,xERY

(3.6)

pour des fonctions k:R? - [0,+»), g:R%X[0,+0) >R etf:R4 >R , les
fonctions k, g et f étant supposées continues et bornées. Une solution v est dite
solution du probléme de Cauchy pour I'équation rétrograde (3.6) avec potentiel k et
lagrangien g. Elle admet la représentation probabiliste suivante.
Théoréeme 3:

Supposons que v soit une fonction continue sur[0,T) X R% de classe

C12 sur [0,T) X R4, solution de (3.6). Alors v admet la représentation probabiliste :

v(t6,%) = Ex |[f(Wr-exp{~f] "k (Wy)ds}

Tt u (3.7)
+[, g(t+u, W,)exp{— Jo K (W,)ds} du];O <t<T,x€ R4

ou P, est la loi du mouvement brownien W issu de x, et E, désigne I'espérance
sous P,.
Ce théoréme donne en particulier un résultat d’unicité pour les solutions de (3.6),

continues sur [0,T] X R ¢ et de classe C*? sur [0,T) X R <.
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Remarque:

Si on n’est pas sous des hypothéses qui assurent I'existence d’une solution de
classe C¥? au probléme de Cauchy, alors la fonction définie par le terme de droite de
(3.7) peut ne pas étre de classe C2.

Les hypothéses sur les fonctions k, g et f peuvent étre allégées. Il faut qu’elles
assurent I'existence des termes stochastiques qu’on introduit dans la démonstration.

Un ensemble de conditions suffisantes pour que la solution v de classe C1? existe
et soit a croissance polynomiale est donné dans Friedman [16]. Si on a ellipticité
uniforme de la matrice de diffusion, bornitude dea = oo™, b, k, holdérianité
dea, b, k et g, et croissance polynomiale de f et g, alors on a existence d’une telle
fonction v, et ainsi existence, unicité, et une forme explicite de la solution v par le
théoreme précédent.

On déduit alors du théoréme 2 une représentation d’une solution de classe C? de

I’équation suivante :

ou
E+kv=%Au+g ,(t,x) € (0,0) x R¢ (3.8)

vérifiant la condition initiale :
u(0,x) = f(x) ,xERY
Corollaire 1:
Supposons que f:R4 >R, k:RY—[0,+o) et g:R%x[0,+) > R sont
continues bornées et que la fonction u, continue sur [0, +) X R a et de classe C1?

sur [0,0) X R %, est solution de (3.8). Alors u admet la représentation stochastique :

u(t,x) = B, [f(Wexp{— [, k (W.)ds]

) ) (3.9)
+ [, 9t - H,Wg)exp{— Jy k(WS)ds}dH];O <t<owx€ R4

2.3. Probleme de Cauchy pour des opérateurs généraux :
On regarde ici la situation la plus générale que I'on peut obtenir par cette approche.
On considére un temps arbitraire T > 0 , des fonctions k(t,x): R% — [0, +00),
g(t,x):R%x [0,+0) - Ret f(x): R - R continues et telles qu’il existe L > 0 et

A > 0avec:

56 |



Chapitre III ’ Interprétation probabiliste des EDPs

lf (x2)] < L(l + ||x||2’1) oubien f(x) =0 ;x €:R? (3.10)
lg(t,x)| < L(1 + ||x]|*}) ou bien g(t,x) =0 ;x ERLG,0<t<T '

On note A; I'opérateur défini par la relation (3.2), b et ¢ satisfaisant les hypotheses
de lipschitzianité et de croissance linéaire, et soit X le processus solution de
I’équation différentielle stochastique (1.33) associée. On note E;, I'espérance sous
laquelle X; = x. On a alors une forme générale du théoreme de Feynman-Kac.
Théoreme 4 :

Sous les hypothéses précédentes, soit v une fonction continue sur [0.T] X R% et de

classe Ct2 sur [0,T) X R 4 satisfaisant au probléme de Cauchy :

v 1 4

at (3.11)
v(T,x) = f(x) ,XxERY
et a la condition de puissance polynomiale :
gg&);lv(t, x)| < M(1+ ||x]|**) ;x €:R? (3.12)
pour M > 0 et u = 0. Alors v admet la représentation probabiliste :
v(t, %) = By [f(X)exp (=[] k (5,X,)ds} 1)

+ftTg(u,Xu)exp{— ftuk (s, X,)ds} du] ;0<t<T,x€e R4
Comme dans le cas précédent, la preuve repose sur la formule d’It6 appliquée a la

semi-martingale :

v(t, x)exp {— fsk (u, Xu)du} ;S E [t T

2.4. Interprétation des EDP de type elliptique :
Soit b de R%dans R%t o de R® dans les matrices d X d mesurables et bornées
telles qu’il existe K > 0 tel que :
Ib(x) = bl + llo(x) = sl < kllx — yll, vx,y € R?
Les normes étant les mémes qu’au théoréme 16 (chap. I). On suppose que la
matricea = oo vérifie :
da > 0/ (a(x)y,y) = allyll?

et que a est a dérivées bornées.
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W étant un P-F;- processus de Wiener, on dénote par X* la diffusion solution de

I’'EDS :

t t
X =x+ | b(X¥ds +J o(XX)dW, ,t >0
0 0

dont le générateur L s’écrit :
d

d d
= %ZZ%( @) 1) > a5

i=1 ]:1 i=1

avec

d
day;
@) = b0 - ) =@
i=1

Pour une fonction ¢ de R dans R continue, bornée et négative, on définit :

L=L+cl

a) Probleme elliptique sans frontiéere :
Supposons de plus que c¢(x) < —f <0 avec B assez grand pour qu’il existe
6 > 0telque:
(—=Lu,u) > 0||ul|? (3.14)
pour tout u dans HY(R%), L étant considéré comme un opérateur de H'(R%)
dansH™1(R%).
Pour f continue bornée sur R%et de carré intégrable, on considére I’équation :
Lu(x) = —f(x),x € R? (3.15)

La solution de ce probleme admet une représentation probabiliste suivante :

t

u(x) =E oof(X,?‘)exp {j c (sz)ds} dt,Vx € R4 (3.16)

b) Probléeme elliptique avec condition de Dirichlet :
Soit D un ouvert borné de R¢, a frontiére dD assez réguliere (C? par exemple). La
condition de coercivité (1.14) devient :

(—Lu,u) 2 Ollullf (3.17)
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pour tout u de H3(D) (nulle au bord). L’inégalité (3.17) n’étant demandée que sur D,
on peut encore affaiblir les hypotheses surc en incluant notamment le cas
L = Aetc = 0.0ndénote par 7, le temps d’atteinte du fermé D¢:

T, = inf{t > 0: X} ¢ D} (3.18)
Pour f continue surD = D U dD, on considére le probléeme :

{Zu(x) =—f(x), x€D

3.19
u(x) =0, x € 0D ( )
dont I'unique solution u dans Hj (D) admet la représentation probabiliste suivante, 3

I'aide de la diffusion X7 :

u(x) =E ffxf(th)exp {ftc (X;‘)ds} dt,vx € D (3.20)

Cette formule se démontre comme (3.16) en remplagant T par le temps d’arrét 7,
dont on montre que son espérance est finie. Si, au lieu de la condition de (3.19), nous
considérons la condition inhomogéne u(x) = ¢(x) pour x € dD, il suffit d’ajouter le

terme:

t

E|¢(X)exp { f c (X;‘)ds}]

a (3.20), pour obtenir la solution de (3.19) avec cette nouvelle condition au bord.

2.5. Interprétation des EDP de type parabolique :

On se replace ici dans le cadre des diffusions a coefficients dépendant du temps,
c’est-a-dire que 'on se donne deux applications, b de R, X R? dans R% et ¢ de
R, X R% dans les matricesd X d, que nous supposerons bornées donc vérifiée
(aveca = ooT);ilexiste K > 0 tel que pour tout t € R, et tout x,y € R%:

( IbGe DI+ oGl < K201+ 1) (3.21)
Ib(t,x) — bV + llot, x) — a(t, )| < Kllx —yll

nous supposerons de plus que les dérivées spatiales de a sont bornées. A tout (¢, x)
de R, X R%, on associe le processus {X;"*, s > t} solution de :

{dXst’x = b(s,X¥)ds + o(s, XF)dw,, s>t
X =x

PourT > 0 fixé, on se donnec, u et f tels que :
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c € C,([0,T] X RY), c(t,x) <0
7 € L2(RY) N C,(RY)
f € L2([0,T] x RY) N C,([0,T] x R%)
Le générateur de (sz’t) est donné par:
d d d
LO=7Y Y (a0 )+ a0~
B 2 £ 4 axi aij X ax] £ b X axl‘
i=1 j=1 =1

aaij
o, (t,x)

d
Avec a;(t,x) = b;(t,x) — z
i=1

on définit L(t) par :
L(t) = L(t) + c(t, x)I

a. Probléeme parabolique sans frontiére :
On considére I'équation parabolique rétrograde (avec donnée finale en T ) sur R :

Ju .
E+L(t)u=—f, 0<t<T

u(T,x) = u(x), x € R

(3.22)

Ce probleme a une unique solution :
u dans L?([0,T]: HX(RY)) n ¢([0,T]: L*(R%)) qui se représente de la maniere
suivante :
u(t,x) =E ftTf(s,XSt'x)exp{f: c(0,X;7)d6} ds
; . t (3.23)
+E [ﬁ(XT'x)exp {ft c(s, Xs‘x)ds}]

La démonstration se fait encore en appliquant la formule d’Itd a:

Y, = u(t, X )expi | c(6,X5)do
( 6
t

entres =t et s =T, en prenant I'espérance et en utilisant (3.22).

Dans le cas homogene, ou les coefficients (b, g, c, f ) ne dépendent pas de t, on peut

poserv (t,x) = u (T - t,x);ilrésulte de (3.23) avect = 0 que:
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v(T,x) =E fOTf(s, Xso'x)exp{fos c(6,Xy%)do}ds

(3.24)
+E [ﬁ(X?'x)exp {fOT c(s, Xso'x)ds}]
qui donne la solution au point (T, x ) du probléme :
v _ =
——=L{)v+f,t>0
ot = L) ~ ! (3.25)
v(0,x) = u(x)

Dans le cas f = 0, cette formule est appelée formule de Feynman-Kac énoncé
précédemment ; dans le cas du mouvement brownien, en tombe dans I'exemple de

I’équation de la chaleur.

b. Probléeme parabolique avec condition de Dirichlet :
Soit D un ouvert borné de R4 3 frontiére dD de classe C2 .Avec les données du

paragraphe précédent, on s’intéresse au probléme :

9] -
8—1;+L(t)u= -f, dans [0,T] X D

u(t,x) =0, sur [0,T] x D
u(T,x) = u(x), dans D

(3.26)

Ce probleme a une unique solution u dans :
L2([0,T]: H{ (D)) n e([0, T]: L*(D))
En utilisant le processus (sz't,s > t)défini précédemment, on introduit le temps
d’arrét 7, , défini par :
T, = inf{s > 0:X;* ¢ D}

u(t, x) admet alors la représentation :

u(t,x) = E ftrt'xATf(s, Xst'x)exp{f: c(0,x5%)do}ds
+E [H{Tt’xsT}ﬂ(X;'x)exp {ftT c(8, ng)de}] (3.27)
pour tout (t,x) € [0,T] X D.
Cette formule se démontre comme (3.16) en appliquant ce coup-ci la formule d’Ito,

des =t as = 1., AT,a s pour une suite (u,) réguliére convergente vers u.
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On peut ainsi considérer le probleme non homogéene ou la deuxieme condition de
(3.26) est remplacée par u (t,x) = ¢ (t,x ) sur [0,T ] X aD ; il faut alors ajouter a

(3.27) le terme :

Tt,

" (e,xg'x)de}]

A nouveau, si (b,0,c,f,¢) ne dépendent pas det, on peut poser v (t,x) =

E H{Tt,x<T}¢(Tt,x;X-ﬁZ;)exp {f
t

u (T-t,x ) pour obtenir une représentation de la solution de :

d -
a—Z=L(t)v+f sur [0,T] X D

avec les conditions v = ¢ sur ]0,T] x dD etv(0,x) = u(x) dans D.

3. Discrétisation de probléme :

On a vu dans la partie précédente de ce chapitre que l'interprétation des EDPs
conduit a écrire la solution sous forme E[f(X.)] avec la quantité f(X.(w)) dépend
de temps t et du hasard w. Le processus X est une diffusion, il n’est alors pas
possible de calculer exactement E[f(X.)] et 'on a naturellement recours a la
simulation numérique. Tout d’abord une discrétisation temporelle de la dynamique
de X permit de générer une variable aléatoire X, dont la loi est proche de celle de X,.
On applique ensuite la méthode de Monte Carlo : la moyenne arithmétique de N

copies indépendantes de la variable f(X,) converge vers E[f(X,)].

3.1. Le schéma d’Euler :

La méthode d’Euler qui représente la premiere étape dans la simulation, permet de
donner une variable aléatoire X qui est proche en loi de X, ol X = (X¥) est le
processus de Markov solution de I'’équation différentielle stochastique.

Soit T un horizon de temps fini, on peut sans perte de généralité prendreT = 1; on
cherche a estimer la loi de X7 = X{* qui en général n’est pas connue. Pour ce faire on
approche X*par son schéma d’Euler d’ordren > 1, disons X™* défini de la facon

suivante: on considére la subdivision réguliere
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Yan={0=tl <<t} <th =1} de lintervalle [0,1] c.-a-d. t} = k/n et on
pose X§ = x, et pourtoutk = {0,1...,n— 1} ett € [t}}, t;},1]

X = X0+ b (X)) (e — ) + o (X7 ) (W, — wip)
Le schéma d’Euler est simulable. C’est une petite perturbation X*que I'on peut
expliquer de la fagon suivante :
e On part ala date 0 de la valeur vraie x.
e Surl'intervalle[0, t]'], on gele les coefficients de I'EDS en leurs valeurs exactes

b(x) et o(x) & gauche de cet intervalle et on calcule la valeur X" en t]' de la

solution de cette nouvelle petite EDS.
e Surlintervalle[t], t}], on gele les coefficients de I'EDS en leurs valeurs exactes

b()?%{x) et a()?gix) a gauche de cet intervalle et on calcule la valeur )?g{x en tl de

la solution de cette nouvelle petite EDS.
e Etainsi de suite...

De plus on a les variable aléatoire Win — Win sont mutuellement indépendantes et

de méme loi gaussienne centrée de variance t;,,; — t;;.

3.2. La méthode de Monte Carlo :

On voit que les EDPs peuvent étre interprétés a I'aide de processus de Markov bien
choisis : on interprete u a l'aide du générateur infinitésimal du semi-groupe de
transition d’un processus de Markov (X;,t = 0). Les motivations de cette démarche
peuvent étre d’ordre théorique et/ou numérique. En effet, en particulier lorsque
(X;, t = 0) est solution d'une équation différentielle stochastique, le calcul
stochastique permet parfois d’obtenir des résultats d’existence, d’unicité ou de
régularité de la solution de I'EDP.

D’autre part, des que I'on peut écrire la solution de I'EDP sous la forme d’une
espérance du type u(t) = EF(X) avec F fonctionnelle sur I'espace des trajectoires
de X entre 0 et t, on peut chercher a développer une méthode de Monte-Carlo pour
approcher u(t) méme si on ne sait pas simuler des trajectoires exactes de X : il suffit

de construire un processus proche (en loi) de X, comme on a vu dans la paragraphe
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précédente (schéma d’Euler), en simuler un grand nombre de trajectoires entre
0 et t, évaluer la fonctionnelle F le long de chaque trajectoire simulée et enfin
moyenner toutes les valeurs obtenues.

Donnons un exemple élémentaire. Considérons I'équation de la chaleur :

Ju
E(t,x) = vAu(t, x), v(t,x) € ]0,T] x R® (3.28)

avec pour condition initiale u(0,) = uy(-) une fonction mesurable bornée. Le
parametre v est strictement positif et est appelé « parametre de viscosité » en
mécanique des fluides ou « volatilité » en finance.
On vérifie facilement d’apres qui précédent que la fonction :

v(t,x) € 10,T] x R%,  u(t,x) = Euy(x + V2vW,)
ot (W,) est un mouvement brownien standard a valeurs dans R%, satisfait (3.28)
ainsi que lim;_,o u(t,x) = uy(x) en tout point de continuité de u,. Par application

de la loi des grands nombres, on peut donc approcher u(t, x) par:

= gl + V2Vig (@)

ou les {g;(w)} forment une famille de variables aléatoires gaussiennes
indépendantes, a valeurs dans R%, centrées et de matrice de covariance Id rd - Cet
algorithme est tres simple a mettre en ceuvre : on sait effectuer des tirages gaussiens
indépendants a l'aide d’appels a un générateur de nombres pseudo-aléatoires
uniformément répartis. La vitesse de convergence est décrite par des théoremes-
limite tels que le théoreme de limite centrale, la loi du logarithme itéré, I'inégalité de
Berry-Essen : la convergence est d’ordre 1/+/N, elle est donc lente. Toutefois, le co(t
de l'algorithme croit seulement linéairement avec la dimension d de I'espace
puisqu’on simule Nd trajectoires d’un mouvement brownien unidimensionnel
standard, et ce co(t est indépendant du parametre v.

Typiguement, les méthodes de Monte-Carlo pour des équations aux dérivées

partielles elliptiques ou paraboliques peuvent permettre de traiter des problemes
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extrémes, en tres grande dimension ou avec de tres faibles viscosités, lorsqu’il serait
difficile, ou extrémement colteux, d’utiliser des algorithmes classiques.

A l'aide de schéma d’Euler on peut écrire :
N

1 _
u(t )~ ) up (X (@)

i=1
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CHAPITRE IV :

Application

0. Introduction :

On applique dans ce chapitre quelques formules et méthodes citées dans les trois
chapitres précédents. Cette application repose sur la simulation numérique. Pour
commencer nous abordons la simulation des trajectoires de mouvement brownien
qui est la base des autres simulations stochastiques de notre travail. Il faut discrétisé
le probleme, cette discrétisation se faisant au niveau des variables, par exemple sur la

variable de temps pour le mouvement Brownien.

Apres la simulation du mouvement Brownien, on proceéde a la simulation de
processus de diffusion, que I'on utilise dans notre probleme principal concernent

I'interprétation probabiliste des EDPs.
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1. Discrétisation du mouvement brownien :

Le mouvement Brownien standard est une variable aléatoire W (t) qui dépend

continument de temps (t € [0, T]) et satisfait les quartes conditions connues(Chap1).

Pour la computation proposée il est utile de considérer le mouvement Brownien
discrétisé, ou W (t) est spécifie aux valeurs discrétes de t; ainsi nous donnons
At =T/N pour un certain entier positive N et soit W; une notation de W (t;)

avect; = jAt.

La premiére condition est W, = 0 avec une probabilité 1, la 2°™ et la 3°" sont

données par :
W, =W,_, +AW;, j=12,..,N,
ou AW, est une variable aléatoire indépendante de VAtN (0,1).

Le programme (PROG1) en MATLAB nous donne la simulation d’une trajectoire du
Mouvement Brownien standard sur l'intervalle [0,1] avec N = 1000 ; le résultat de
la simulation est illustré dans la figure (Fig.01) qui représente 1000 points (tj ,Bj) en

les joignant par interpolation linéaire:

1 (PROG l:simulation de Mouvement Brownien Standard

& - T=1; N=1000;

3 - dt = T/N: %:discrétisation de temps

q - diwil) = 0O: % la premiére condition

5 - W1} = dWwi1);

g - for 3 = 2:H

T - dWi{j) = =grtidt) *randn;

= Wil) = Wij-11 + dWij): %la Zem =t la ZJem condition

= ernd

10 - ploc([0:Ac:T] ,[Q,W] ,'£-")3desziner le graphe de W en fonction de «©

Remarque : tous les algorithmes des programmes (en MATLAB) cités dans ce chapitre

sont donnés dans I'annexe B.
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1.4 T T T

simulation d'une trajectoire d'un mouvement brownien ‘
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Fig O1:

Dans la figure (Fig.2) on donne la représentation d’une trajectoire de mouvement

Brownien dans deux dimensions. On voit ici que le point de trajectoire marche

aléatoirement dans tous les sens du plan.

simulation d'une trajectoire d'un mouvement brownien dans 2D ‘

_0.4

-0.6 -

2.5

Fig 02:

Ry

69



Chapitre IV Application

Avec les mémes démarches suivies dans la simulation d’une trajectoire d’un

mouvement Brownien on peut simuler M trajectoires, le programme (PROG2) sur

MATLAB, nous a donné la simulation de M = 1000 trajectoires, le résultat est illustré

dans la figure(Fig.03) :

L e = S I L )

= P
= O

W(1)

(PROG Z:simulation de M trajectoire du mouvement brownien standard
randn('state' [ 535)

T = 1: M =1000;

dr = T/M; zdiscrétisation du tewmns

t=[dc:de:T] ;

for i=1:M diWl(i,1)=0; end %premiére condition

dll = sgrt(2) fagro(dt) *frandn (M, M) ;

W = cuwsuwn (dA) r32em et Jem condition

ploc{t,W,'b'l% dessiner le graphe de W en fonction de ©
xlabhel('t','Font3ize',16)
vlahel [('W(L) ', 'Font3ize' 16, ' Fotation' ,0)

A i\
SLNEL
W

| | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Fig.03: 1000 trajectoires de mouvement Brownien t
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2. Discrétisation d’un processus de diffusion:

2.1. Schéma d’Euler- Maruyama :
Une des simples méthodes de discrétisation de processus de diffusion est
I"'approximation d’Euler, appelée parfois Euler- Maruyama. On considére un

processus de diffusion X = {X,,t, < t < T} satisfait 'EDS :
dX, = a(t, X, )dt + b(t, X,)dW, 4.1)
dans [ to, T] avec la valeur initiale X, = X,

Pour une discrétisation t, =1, <+ <ty =T de lintervalle de temps |ty T],
I"approximation d’Euler est un processus stochastique continuY = {Y(t),t, <t < T}

qui satisfait le schéma itératif :
Yorr = Yo 4 a(tn, V) (Tnar—T0) + (10, V) Wy —W3) (4.2)
pourn = 0,1,2..., N — 1 avec la valeur initiale Y, = X,;, ou nous avons écrit :
Y, =Y(tn)

Pour la valeur de I'approximation de temps de la discrétisation t,, nous écrirons
aussi: A, = T,,1 — T, pour le n*™¢ pas de temps et appelé § = max, A, le pas de
temps maximale. Pour ce paragraphe on considere un temps de discrétisation
équidistant t,, = t, + ndé avec § = A,= A= (T — t,)/N pour N entier assez grand
pour que A€ [0,1].

Quand le coefficient de diffusion est identiquement égale a zéro, l'itératif de
schéma (4.2) réduit au schéma d’Euler déterministe pour I'équation différentielle

ordinaire (EDO) :

dx

— =a(t,x 4.3

T (¢, x) (4.3)
La séquence {Y,,n = 1,2.,...,N} des valeurs de I'approximation d’Euler (4.2) aux

instants de temps discrétisé (7)s = {t,,n = 1,2, ..., N} peut avoir le méme schéma
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simulé dans le cas déterministe, la différence principale est que nous avons besoin a

générer le pas aléatoire :

AW, =W, ,— W, (4.4)

n+1 n

pourn =0,1,2..,N —1 de mouvement brownien W , on sait que ces pas sont des
variables aléatoires gaussiens indépendants avec un moyenne E(AW,) =0 et de
variance E(AW,?) = A,, donc on peut utiliser des nombres pseudo-aléatoires pour

les incréments de mouvement brownien.

Pour simplifier nous écrivons : f = f(t,,Y,) pour une fonction définie sur Rt x R%
etn =0,1,2...,N — 1, alors nous pouvons écrire le schéma d’Euler (4.2) dans la

forme abrévié :

{Ynﬂ =Y, +al, + bAW, (45)

YO = XO
La structure récurrente de schéma d’Euler qui évalue les valeurs approximatives du
processus de diffusion aux instants de discrétisation est toujours la clé du Succes

d’implémentation par ordinateur.

2.2. Exemple de discrétisation d’un processus de diffusion:
Nous illustrons I'aspect de simulation pour approximer le processus de diffusion, en
examinant un simple exemple avec simple coefficient, on considére le processus

X = {X;, t = 0} qui satisfait I'EDS linéaire :
dX, = aX.dt + bX,dW, (4.6)

Pourt € [0,T] avec X, € R la valeur initiale, c’est un processus de diffusion avec

drift a(t, x) = ax et un coefficient de diffusion b(t,x) = bx .

On peut avoir la solution exacte de cette EDS explicitement :

X, = X,exp [(a — 1/2 b2> t + bW, (4.7)
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Pourt € [0,T] et W = {W,,t = 0} un Mouvement Brownien, connaitre la solution
de (4.6) explicitement donne la possibilité de comparer I'approximation d’Euler avec

celle de la solution exacte, et calculer |'erreur.

Pour simuler la trajectoire de I'approximation d’Euler pour un temps de
discrétisation, nous simplement donnons la valeur initiale Y, = X, et procéder par

récurrence la prochaine valeur :
Yoe1 =Y, +a¥, A, + bY, AW,

pour n = 1,2, ..., accorder au schéma d’Euler avec drift et diffusion. Ici AW, est la
distribution gaussienne N(0,4,) du mouvement brownien W sur le

subintervalle 7, <t < 7,,41.

Pour la comparaison, nous pouvons utiliser (4.7) pour déterminer la valeur de la

solution exacte pour un méme échantillon de mouvement brownien, obtenu :

n
X, = Xoexp [(a — 1/2 b2>1n + bz. Wi_, ‘
l

Une application numérique de cet exemple en prenant l'intervalle de temps [0,1],
le pas A= 1072 et pour le processus de diffusiona =0.5, b =0.5et X, =1. A
travers le programme (PROG3) nous avons le résultat de la simulation de la solution
exacte et la solution approximée par la méthode d’Euler de I'EDS (4.6). Le résultat est
illustré dans la figure (Fig.04), ou on peut voir que la trajectoire de solution

approximée approche celle de la solution exacte.
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(PROGI 12imalation de solution exacte et par EM pour ED3I linéiare
*EM la méthode d'Euler-Maruyama

ED3 est di = a*X dt + b*X dw, X(0) = X=zero,

ol a = 1.5, b = 1 et X=sero = 1.

le schéma de Discrétisation de mouvemant Brownian sur [0O,1].

B

on utilise un pas de temps pour Euler-Maruyama égale a R¥do.
randn('=state', 1000)

a = 0.5 h = 0.5; EZgero = 1; %les paraméetres

T = 1; N = 100; dt = 1/N:

dll = =sgrt(dt) *randnil,N): = incréments Brownien

W = cumsum (dll) ; % Discrétisation de mouvement Erownien

¥ex = Ezero*exp((a-0.5%h 21 % ([do:dt:T])+a*W) ;3 1la solution exact

plot ([0:dt:T], [E2ero,Xex], 'm-"1, hold on
FE =4; Dt = R¥dte; L = N/4; % L paz de tewmps pour EM Dt = R¥dc
Eem = zero=s(1,L):

Xap Xzero;

for 3 = 1:L

W = sum(dW(RE*{j-1)+1:R*3)1 )

Xap = Zap + Do¥a¥*iap + bh¥Zap*W; 3solution approximer

Xem(]) = Xap:

end

plot ([0:Dt:T], [X=ero,Xemwm] , 'rt——%']1, hold off

¥1lakhel('t','Fontiize',16)
vlabel('X(t)','Font3ize', 16, 'Botation', 0, 'Horizontaldlignment' ,'right')

solution exacte
—+ — solution approximée

(0]

1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 t 1

Fig.04:solution exacte et approximée d'un processus de diffusion
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3. Application a I'interprétation probabiliste des EDPs :

Dans cette partie on applique la méthode probabiliste sur quelques exemples des
EDPs paraboliques, Pour voir I'efficacité de la méthode on applique en paralléle a ces
EDPs une méthode déterministe (différences finies), on veut dire par efficacité, est-
ce-que la méthode nous a donné une approximation acceptable de la solution ? On

commence par poser le premier probleme :

3.1. Probléme N°=1 (équation de la chaleur):

On prend comme premier probleme a traiter I’équation de la chaleur. Nous
choisissons un probleme que nous savons résoudre analytiguement et par
différences finies pour essayer par une comparaison de voir l'efficacité et les

avantages de la méthode probabiliste.

L’équation s’écrit comme suit :

du(x,t)  0%u(xt)
at 7 ox?
u(x,0) = f(x)

dans D = [0,T] x [0, x] (4.8)

avec :

— domaine D = [0,0.1] X [0,1] et a = 1.
— condition initiale f(x) = sinmx .

u(0,t) =0
u(l,t) =0

(4.9)
— conditions aux limites {

On sait résoudre cette équation analytiquement et la solution (exacte) est :
u(x, t) = sin(nx)exp(—m?t)

La figure (Fig.05) présente la solution analytique u(x, t) en fonction de t et x:
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u(x,t)

0 o
Fig.05:solution analytique en fonction de x et de t

3.1.1. lllustration numérique du probléme par méthode déterministe (la méthode
des différences finies) :

Cherchons I'approximation numérique de la solution u(x, t) qui satisfait I’équation
(4.8) avec la condition initiale et les conditions aux limites (4.9). La méthode des
différences finies nous permet de donner cette approximation; on commence par
discrétiser le probleme. On divise le domaine de I'espace [O, xf] a M subintervalles,
chacun de longueur Ax = x;/M, et on divise le domaine de temps [0,T] a N
subintervalles, chacun de durée At = T /M, en utilisant la méthode d’Euler explicite
(chap. Il) on obtient :

k k. k k+1_ .k
Uiy, — 2u; +uj_ Uy

= L 4.10
Ax? At ( )

avec u{‘ ~ u(x;, ty), la méthode explicite nous permet de résoudre le probleme par

itération :
At

uktt = r(u{‘+1 + u{‘_l) + (1 -2r)uf, avec r= a5
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On a d’apres le chapitre Il que ce schéma est consistent, donc il suffit de choisir At

et Ax pour que la condition de stabilité soit vérifiée, de cette facon on obtient un

. . I 1
schéma convergent. La condition de stabilité dans ce cas est que r < >

Le programme (PROG.4) fournit une fonction qui calcule la solution a tous les points

(tx, x;) explicitement, avec condition initiale et condition aux limites quelconques

noté dans le programme par f(x) , bx, et bx; :

1 $PROGY:régudre l'équation a*u xx = u t for O <= x <= xf, 0 <= £ <= T
2 % Condition initiale @ u(x,01 = £ix)

3 ¥ Conditions aux liwites @ u(0d,t) = bx0O(t), u(xf,t) = bxf(t)

4 M = # de subinterwvalle au long de l'axis x

5 ¥ N = # de subintervalle au long de l'axis t

5] function [u,x,t] = chaleur expia,xL, T, L, bx0, b, M, )

T - dx = xf/M; X = [0:M] Fdx:

5 - dt = T/N; £t = [0:N]*dt;

9 - for i = 1:M + 1, uii,1) = £{=xii)1: end

10 - for n = 1:N + 1, u([l1 M + 1],n) = [bx0itin)); hbhxfitin)1]; end

11 - r = a*dt/dx/dx, rl = 1 - 2%r;% r<1/2Z condition de stahilite

12 - for k = 1:N4

13 - for i1 = 2:H1

14 - uii,k+1) = r*¥{ufi + 1,k + ufi-1,ki) + ri*uii,k); %itération de =solution
15 - end

16 — end

Le programme (PROG.5) définit les fonctions : condition initiale et conditions aux

limites (4.9), le pas de discrétisation At et Ax. Il suffit de

exemple M = 20, N = 300, doncr = 0.133, et on trouve la solution :

(PROGS:zolution de l'equation de la chaleur
- a =1; iparametre

o

- f = inline{'sin(pi*=)','x'); % condition initiale
xf = 1; M =20; T = 0.1; I =299;
- [ul,x,t] = heat expia,xL, T, L bx0 bt M M)

L R B R iy Y R
|

- ¥label('t')sylakbel('x')1} 2lakbel('u','rotation' 0] ;

donner

- b0 = inline('0'); bxf = inline('0'); % conditions aux limites

- clf: meshit,x,ul):; killustratinn graphigque de la solution

par
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La figure (Fig.06) donne lillustration graphique de la solution approximée en
fonction de t et x, par une premieére comparaison on voit la grande ressemblance
entre la figure (Fig.05) et (Fig.06) :

On continue la comparaison par le calcul de I'erreur de troncature :
E=Max{Ef,1<i<M,1<k<N}
E =1.4797 x 107*

u(x,t)

.
.

S s

o =
. 04 /0.2 0.0

\\\\\\\\\\ 6

0.

0
Fig.06:solution approximée par la méthode des difference finies

Puisque on connait la solution exacte de I'équation (4.8), alors on peut calculer le
vecteur erreur défini par :
e; = (e}, ...ef, ..., eiN)t
avec :
ef = uf —ulx,t)|, 1<i<M, 1<k<N
ot u(x;, t;,) est la solution analytique (exacte) au point (x;, ) et ufest la solution

approximée par la méthode des différences finies au méme point.
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solut

=0.5

finies pour x

x 10

0.5

Fig.08: L'erreur de la méthode pour x

Chapitre IV ’

La figure (Fig.07) illustre la solution exacte et approximée au long de 'axe t et pour

un point d’espace fixé x = 0.5. On remarque que les deux graphes sont presque

confondus ce qui veut signifier que I'erreur est acceptable ; ce que montre la figure

(Fig.08) qui illustre le vecteur d’erreur e(t, x) pour x = 0.5.

|

|

|

1

1

05 . . .
Fig.07:solution exacte et approximeée par la méthode des différences

1.5

@xe
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On calcule I'erreur quadratique pour x; = 1/2 par:

1 N
ed d=\/ﬁzk_1(eik)2 (4.11)

dans ce cas e?%%4 = 1,1699 x 10~*

La Table.1 donne 'erreur maximum (troncature) et le temps (TE) d’exécution de
programme pour des résolutions différentes de I'équation (4.8) par la méthode des

différences finies en changeant les valeurs de N et M (toujours pour x = 0.5):

N 90 600 1000 2000 8000 1.8x10*
M |20 20 50 100 200 300
At |0.0013 |[1.66x10°* |[10® 5x10” 1.25x10° |5.5x10°
Ax |0.05 0.05 0.02 0.01 0.005 0.0033
r 0.44 0.066 0.25 0.5 0.5 0.5
emar | 0.0013 |4.54x10" |6.05x10° |6.05x10° |1.51x10° |6.72x10°
TE(s) |0.031 |0.25 0.656 4.82 144.7 1076.53
Table.1

On constate de cette table que : chaque fois qu’on diminue la valeur de Ax il faut
diminuer la valeur de At pour obtenir la stabilité de solution, cette situation
provoque un systeme linéaire de grand dimension qui nécessite un temps

d’exécution plus grand, mais I’erreur devient plus petite.

3.1.2. lllustration numérique du probléme par la méthode probabiliste :

On passe par suite a I'application de la deuxieme méthode sur le méme probléme,
donc on s’intéresse a l'interprétation probabiliste de la solution de I'équation (4.8)
pourt € [0,T], ce probléeme est traité dans le chapitre Ill, et par 'application de la
formule de Feynman-Kac on peut écrire la solution sous forme :

u(x,t) = Ex[f(X)] (4.12)

ou le processus stochastique sous-jacent (X,) est la solution de :

Xe=x+[VZdW, 0<t<T (4.13)
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La solution numérique est obtenue par la simulation de Monte-Carlo ; I'application

de schéma d’Euler donne une solution approximée de I’équation (4.13). On simule N

trajectoires de cette solution, et par la fonction de condition initiale on calcule les

valeurs f(X;), en moyennant ces valeurs on trouve :

N

1
u(x, t) =~ Nz sin(mXk)

k=1

L'illustration graphique de cette solution est donnée par la figure (Fig.09) :

u(x,t)

0O o

Fig.09: solution approximée par la méthode probabiliste

Le programme (PROG.6) donne la solution approximé par la méthode probabiliste,

ou le processus (XX) est discrétisé avec méme pas de temps utilisé 3 la premiére

méthode (D.F), c.-a-d. on prend n = 300 etdonc At =T/n =1/300.

La figure (Fig.10) illustre la solution probabiliste et la solution exacte au long de I'axe

de temps et pour un point d’espace fixé x = 0.5, on peut voir que la solution

probabiliste approche de la solution exacte avec des perturbations.
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u(t,x)

(PROGE:s0lution probabiliste

- randn('state' 851 ,T = 0.1; N =300; dt = T/MN;t=[dt:dtc:T]:

- Xzero=0.5 ,,n=300

- for i=1:N dW{l,i)=0; end

dil = sgrt(dt) *randnin,N) ;

- W = cumsum (dW,2) ; fdiscrétisation de M.E

- for i=1l:n

- for j=1:M

- XZii, N =zinipi*(Xzerot+sgre (2) *Wii, J11): 3M trajectoire de XC

LT W I T W B~ S S
|

=
O
|

end

=
=
1

end
u=mean(x) ; ploti{t,u), xlabeli('t') :;yvlabeli{'uix, L)', 'roctation' O]

fury
-2
|

solution probabiliste
solution exacte

Fig.10:solution exacte et probabiliste pour x=0.5
On calcule 'erreur de troncature :
E = Max{E*,1 < k < N}
E =0.0227
L'erreur de troncature de cette méthode est plus grande que celle de la premiere.
Ceci provient de I'ordre de convergence de la méthode de Monte Carlo.

Le vecteur d’erreur est donné par la formule :

e (x;, t) = |uex(xi: tx) — Uprob (%, tk)'
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Chapitre IV

Application

oU U, est la solution exacte et u,,.,, est la solution par la méthode probabiliste.

La figure (Fig.11) illustre le vecteur e(x, t) pour une valeur de x fixé comme dans la

premiére méthode x = 0.5.

0.025 I I I I I I I I I
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
0.02} - SN - S e B [ R b R -
| | | | | | | | |
| \ | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
0.015----- - ---- F-m--f-a--r-t-Fr----- R R il (R R —
| | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | ( | | | |
| | | | I | | | |
| | [ | 1 | | | | l
0.01—----- 4 - - e - - L] B I === H--- [ - - -
| | " | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | I | | | |
| | | | | | |
| | | | | | I I
0.005 |4 |- 4ot ] I YA A T T
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | [ |
| | | | | [ | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
O | | | | | | | | |
(0] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Fig.11l:lI'erreur de la méthode probabiliste pour x=0.5

On calcule I'erreur quadratique : e?42¢ = 0.0098

On remarque que l'erreur quadratique est supérieure que celle de la premiere

méthode. Ce qui signifie que la solution approximée par méthode des différences

finies est meilleure que celle de la méthode probabiliste.

On peut affaiblir la valeur d’erreur par I'augmentation de la valeur de N (le nombre

des trajectoires). La Table.2 donne I'erreur maximale des résultats de simulation de

solution pour des valeurs différentes de N (toujours pour x = 0.5) :

N 500 1000 2000 8000 10000
€max 0.0110 |0.0131 | 0.0098 | 0.0089 | 0.0065
TE (s) 0.141 0.734 |3.313 |215.21 |330.82

Table.2
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D’apres la Table.2 on constate que la convergence de cette méthode est tres lente.
Mais le temps d’exécution de programme est inferieur a celle de la premiere
méthode, car dans la méthode probabiliste on peut trouver la solution pour un x fixé
directement, contrairement a la premiere méthode il faut trouver toute la solution
(c’est a dire la matrice u(t, x)) et en suite extraire la solution pour un x fixé.
Interprétation des résultats :

Malgré que I'approximation de la solution par la méthode des différences finies soit
meilleure que celle de la méthode probabiliste, on peut dire que la méthode
probabiliste donne une approximation acceptable de la solution.

Puisque la méthode est basée sur la simulation de Monte Carlo, la convergence de la
méthode est lente, et l"approximation sera faible de celles des méthodes
déterministes.

L'utilisation de cette méthode est avantagée dans le cas de résolution des EDPs ou
la résolution par les méthodes déterministes implique une résolution des systemes

linéaires a grandes dimensions.

3.2. Probleme N° 2 :

On prend comme deuxiéme probleme I'équation aux dérivées partielles suivante:

On peut résoudre cette équation analytiguement et la solution (exacte) est :
u(x, t) = x%exp(—t/2)

La figure (Fig.12) illustre la solution en fonction de x et ¢ :

(ou 1 _ 0%u 1 du 1

— —x2 —_—x — — = =
15 (x,t) + 5% 5 (x,t) X5 (x,t) + 2u(x, t)=0 ,dans D =[0,T] xR (4.14)
[ ulx,0) = f(x)

(— domaine D = [0,1] x [0,1] .

B e _ .2

condition initiale f(x) = x*. (4.15)
_ conditi limit {u(O,t) =0
| — conditions aux limites u(l,t) = exp (—t/2)
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u(x,t)

.
_
.
.
%/
.
.
%%
//

Fig.12:solution analytique(exacte) en fonction de x et t

3.2.1. lllustration numérique de probléme par la méthode des différences finies :
Cherchons I'approximation de la solution par la méthode des différences finies, en
utilisant la méthode explicite (chap. Il). On obtient le schéma suivant :
uf*t = (nB; — nA)uf, + (1 - %At —nB; + rzAi) uf — Al

avec 1, = At/Ax,r, = At/Ax?, B; = —%xi,Ai = %xiz.

On donne dans le programme (PROG.7) une fonction qui fait cette discrétisation et

donne la solution approximée, la figure (Fig.13) représente cette solution en fonction

de x et t.
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1 3PROG O07:30lution de 1'éguation de la chaleur

& function [u,t,x] = chal 2Z2(xf,T,it0,bx0,bxt, N, N,AE)

3 % résoudre u t+B*u H+A%u ®Xx = a¥u t pour 0 <= x <= xf, 0 <= t <= T
4 % Condition initiale: uix,0) = itOi(x)

5 ¥ Conditions aux liwmites: u(ld,t) = bx0(t), ufxf,t) = bxfit)

& 5 M= # de subintervalle d'axe X

7 ¥ N = # de subintervalle d'axe t

8- di = x£f/M; x = [0:M]'*dx;

9 - dt = T/N; t = [0:N]*dt;
10 - for i = 1:M + 1, u(i,1l) = itO(x({i)]: end
11 - for = 1:N 4+ 1, u([1 M + 1],k) = [bxOicik)): bxfi(cik))]: end
12 - rl = dtfdx; ri = dt/dx"2
13 - for kK = 1:N
14 - for i = 2:H
15 - uli, k+1) = ({rl1*Bix(i))-r2*Aix(i)))*u(i-1, k) +(1-0.5%de-c1*B(=x(i))...
1a FE2FESFA(N (L)) ufil, k) —r2¥A(xi1)) *uii+l, k) );
17 - end
15 - end

1 (Declaration des donnés

Z - Ah=inline{'0O.5%x"2','x"]

3 - E=inline ('-0.5%x','x' ] $parametre

4 - itd = inline('x"2','=®x"'")1; % condition initiale

5 - hx0 = inline('0'); bxf = inline('exp(-t/2)','t');: % conditions aux limites
& - xf =1; M =10:; T =1; N =100;

= [ul,t,x] = chal 2{xf, T,it0,bx0,bxEf, M N, 4, B):

5 - clf; meshit,x,ul):

9 - *xlakbel('t'l;ylabel ('x'); =2label'u'}):

Pour étudier I'erreur de la méthode, on fixe un point d’espace, comme dans le
premier probléme pour x = 0.5, la figure (Fig.14) illustre la solution exacte et la
solution approximée par la méthode des différences finies, et la figure (Fig.15)
illustre I'erreur commise par la méthode, d’apres cette erreur on déduit que

I’approximation est bonne, avec une erreur maximale e,,,, = 1.5169 x 107
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éthode des différences finies

of

Fig.13:solution approximée par la

on approximée
on exacte
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1

09 t

0.8

0.7

0.3 0.4

0.2
Fig.14:solution exacte et approximée par la méthode des différences finies pour x

=0.5
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0.6 0.7 0.8 0.9

0.5

0.2 0.3 0.4

0.1
Fig.15:le vecteur erreur pour x

=0.5

3.2.2. lllustration numérique de probléme par la méthode probabiliste :

La formule de Feynman-Kac permet de représenter la solution de probleme :

E, [exp (—%t)f(Xt)] , te[0,T] (16)

u(x, t)

avec f(x) = x? et le processus sous-jacent:

t
Xsdt+JXdes . Xo=x
0

1
2

Xe = Xo —

Le programme (PROG.8) donne l'approximation de la solution en passant par la

méthode de Monte Carlo :
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1 (PROG OS:solution probabiliste

2 - T =1; N =100; dt = T/N;n=10000;

g |= t=[dt:dt:T] ;5discrétisation de temps

4 - randni'state' ,54):;

5 - for k=1:n

6 - Xil,k)=0.5;%initialisation de processus

7= fil, K =E(1,k)“Z%expi(-t{1)/2);

g - end

9 - for j=1l:n

10 - for i=2:N

11 - dW (i, j)==sgrt (dt) *randn;

12 - Eli,31=¥{i-1,3)-0.5*E(i-1,3) *de+Z(i-1,3)*dW (i, j) % 1le processus
13 - fli,j1=Xii,j)"2%expi-ti(i1sz2):

14 - end

15 - end

16 - u=mean(f'); :l'approximation par Monte Carlo

17 - plotit,u), xlabhel('t');yvlabel('u(x, ) ', 'rotation' 0] ;

La figure (Fig.16) représente la solution exacte et la solution approximée par la
méthode probabiliste et la figure (Fig.17) représente I'erreur commise par cette
méthode, avec N = 100 trajectoires.

L'erreur maximale e,,,, = 0.0094, mais pour la plupart des points, I'erreur est
inferieure a 0.005, avec une erreur absolue maximale égale a 5.9%, qui laisse une
bonne approximation.

Interprétation des résultats :

Dans le deuxieme probleme l'importance de la méthode probabiliste est bien
apparue, car l'application de la méthode des différences finies sur cet exemple est
difficile a cause des coefficients non constant, c'est-a-dire, dépendent de la variable
de l'espace, cette dépendance rend la solution non stable parfois, la méthode
probabiliste grace a la formule Feynman-Kac nous donne une bonne représentation
de la solution, et plus on augmente le nombre des trajectoires dans la méthode de

Monte Carlo on obtient une solution plus précise avec une erreur faible.
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Fig.17: le vecteur erreur de la méthode
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CHAPITRE V :

Application en finance

0. Introduction :

Une option est un produit financier qui donne le droit a son acheteur d’effectuer
une opération portant sur un sous-jacent (qui peut étre une action, une obligation,
une cargaison de pétrole) avant la date d’échéance.

1. Modeéle du prix de I’actif:

La théorie des modeles de Black et scholes pour un actif est un processus

stochastique (EDS):

dSt == MStdt + O-Stth
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(PROG:simulation de 100 échantillon d'un actif

- T=1; N = 100; Dt = T/N:

mi = 0.1; sigma = 0.3 3zero = 1;

- 3 = Szero*cunmprodiexp | (mu-sigma™2) *Dt+sigma*sgre (Do) *randn (M, ) ) »;
- plot (3]

L I A
|

La figure (Figl) illustre ces échantillons d’un actif, avec u = 0.1 et 0 = 0.3.

A la date d’échéancet =T, le prix de I'actif est une variable aléatoire donné par la

densité :

—(log(x/Sy) — (u—0?/2)T)*
eXp( r )

xoV2nT

f(x) = ,pour x > 0

avec f(x) = 0 pour x < 0, pour confirmer on donne la figure (Fig.02), qui illustre
I’histogramme ol on prend la valeur finale de I'actif S(T) pour 10* échantillons, et la

courbe présente la densité f(x).

2.4

S(t)

Fig.01:100 trajectoire d'un actif
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Fig 02:histogramme & la date d'échéance

0. Formule de Black et Scholes :

La formule de Black-Scholes permet de calculer la valeur théorique d'une option a

partir des cinq données suivantes :

S¢: la valeur actuelle de I'action sous-jacente.

t : le temps qui reste a I'option avant son échéance T.

K: le prix d'exercice fixé par I'option.

T : le taux d'intérét sans risque.

o : la volatilité du prix de I'action.

Le prix théorique d'une option d'achat (call), qui donne le droit mais pas |'obligation

d'acheter l'actif S a la valeur K a la date T, est caractérisé par son payoff :

Sy — K)t = max(S; — K;0)
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Le prix de l'option est donné par |'espérance sous probabilité risque neutre du payoff

terminal actualisé :

C = E(payoff xe™)

De plus, pour employer le modéle du prix de I'actif, Black et scholes imposent un
nombre de supposition de simplification aux options de marché, alors ils utilisent la
formule suivante pour les valeurs de I'option européenne au temps t et le prix d’actif

S:
C(S,t) = SN(dy)) — Ke " TDN(d,)

ou

N =

_log(S/KO) + (r+502) (-0

d, =
o (T —t)
d,=d; — o (T —t)

et V() est une fonction de la distribution de loi normale V'(0.1) :

2

N(x) = “2ds

1 X
— j e
V2 ) _ o

Le parameétre r dans la formule est le taux d’intérét. Si le prix d’actif aujourd’hui
(temps zéro) est S,la valeur de black et scholes call option est C(S,,0). Le

programme (PROG2) fourni une fonction qui donne la valeur de I'option a la date t et

le prix de 'actif S.
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1 PROGE2: 1la formule de EBlack-2choles pour un call Eurnpéed
2 function C = bsf(3,t, K, r,=sigqma, T)

3 - 3 =2; £t =0 K= 1; r = 0.05; =igma = 0.25; T = 3;

4 - tau = T-t:

5 - if tau = 0O

6 - dl = {(logi(3/K) + (r + 0.5%z3igma™2) *tau) /s (sigma*sogrt (taul ) :
7= dz = dl - sigma¥sgrtitau) !

= N1l = 0.5% (1l+erf(dl/agrt(Z))1):3%1la fonction de la loi normale MO, 1)
9 - Nz = 0.5%([1l+erfid2/sqrciz))]):

10 - C = 3*N1-K¥*exp (—-r*tau) *NZ:

11 - else

1z - Co= max(3-K,0);

13 - end

Il donne la valeur de call C = 1.1447 pourt = 0, quand on change les valeurs de t

on obtient autres valeurs de call par exemple :
t=1-C=1.0972 ;t=15-C=1.0731.....
a. La méthode de Monte Carlo :

Une propriété plus utilisée pour obtenir la valeur de I'option de Black et Scholes est
d’estimer la moyenne de payoff, sous la condition de risque u = r, autrement dit,
nous pouvons reproduire la valeur de 'option par fixer u = r dans le modele de
I'actif et computer la moyenne de payoff de tous les trajectoires de I'actif, dans la
pratique, ceci peut étre faire par la simulation de Monte Carlo (moyenner le payoff
sur un grand nombre des trajectoires de l'actif). Pour le call européen on a
seulement besoin de connaitre le prix de 'actif a '’échéance, ainsi on peut prendre

At = T a chaque échantillon, et on donne le programme (PROG3) :

(PROG3: wvaluation de Monte Carlo pour un call Europeen
- 3 =2y E=1; £ = 0.05; =zigma = 0.25; T = 3; M = leg;

- randn('state’, 100)

- 31 = S¥exp((r-0.5%3igma™2)*T + sigmwa*sgqrt (T) *randn(M, 1)) :
Pi = exp(—r*T) *max (3i-E,0);

- Prmoy = mean (FPi)

- Pwvar =std(Pi)

- L = 1.96%Pvar/sgrtc (M)

- conft = [Pmoy — L, Prooy + L]

0w m -1 & ok W
|

Ici, P; est le payoff dui®™®trajectoire de I'actif. La moyenne totale P,,, est
I’estimation de Monte Carlo de la valeur de I'option. La variance P,,, est utilisée pour

donner 'intervalle de confiance a 95% suivant :
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[Pmoy — 196 X P,p,. /M ; Pmoy + 1.96 X Pvar/M]
Apres I'exécution on trouve :

Poy = 1.1453 avec l'intervalle de confiance égal [1.1435 ; 1.1471]

On rappelle qu’on a trouvé avec ces parametres dans la premiere méthode
qgue C = 1.1447 est approché a la valeur trouvée dans la deuxieme méthode. La
figure (Fig03) montre comment I'approximation de la méthode de Monte Carlo varie
avec le nombre d’échantillon M, ici on prendS = 10, K = 9,r =0.06, 0 =
0.1 et T =1, les croix dans la figure représentent I'approximation de Monte Carlo et
les lignes horizontales représentent l'intervalle de confiance de cette approximation,

la valeur de Black et Scholes est représenté par la ligne verticale discontinu.

[

10 F T T T T T T T T T
&
10°E o 4
F V. ]
===
nombres I
des 4 N
trajectoire 10 F e E
N
—_—
10° L i
101 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2

I"'approximation du call

Fig O03:I"approximation et I'intervalle de confiance d'une option européenne(call) par
la méthode de Monte Carlo

b. La méthode Binomiale :

On commence par simplifier le modele du prix de I'actif, on discrétise I'intervalle de
temps de fagon équidistante 0=t <t <---<ty=T avect; =iAt.

Donnons le prix de I'actif au temps zéro t,, on pose que le prix de I'actif au temps t;
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fait un mouvement vers le bas avec dS, ou un mouvement vers le haut avec uS,, ou
d <1etu>1,alors au temps t, les mémes mouvements bas/haut sont faits avec
les trois possibilités d2S,, duS, ou u?S,, et on continue cette restriction, au temps

t; = iAt on obtient i + 1 possibilités donné par: S} = d""u"S,, 0 <n < M.

Ala date d’échéance t; = t), = T,ilya M + 1 possibilités du prix de I'actif {SM}M_ .
Soit {CM}M_, correspond aux payoffs a la date d’échéance pour une option d’un call

européen, Nous savons que:
CY = max(S¥ - K,0), 0<n<M

La méthode binomiale procede par une marche arriére sur l'intervalle de temps. La
valeur de I'option C. correspond au prix de l'actif S: a la date t; est déterminée

comme la moyenne de deux prix d’actif S:*'et Si*1 autemps t;,;. La formule est :
Ci=e™(pSHL + (1 —p)Sitt) ,0<sn<i, 0<i<M-1

Le parametre p est considéré comme la probabilité d’'un mouvement vers le haut du
prix de l'actif, cette formule permet de marcher en arriere vers le temps zéro et
déterminer la valeur de I'option C. Il faut choisit les paramétres de la méthode telle
qgue le modele binomial de l'actif s’accorde avec la version de Black et Scholes
guand At — 0. Une fois At soit fixé, on aboutit a deux équation pour les trois
parametres restants, et par conséquence plusieurs possibilités des solutions, le choix

par exemple est :
erAt_d
d=A—+A%>—-1, u=A++A%*-1, p=ﬁ,

ou A= l(e—rAt _ e(r+02)At).
2

Le programme (PROG4) donne la valeur de I'option par la méthode binomiale, avec
les mémes parameétres utilisés dans les méthodes précédentes, la valeur
approximative de l'option W = 1.1448 s’accorde avec la valeur de Black et

Scholes C = 1.1447 .
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1 2PROGY: 1a wméthode hinomiale pour le call européenii
2 %%%%3%% les paramétres de la métohde 33335355 s%iii:
3 - S8=Z; E=1; r==0.05; segwa=0.2Z5; T=3; M=Z5a; dt =T/M:
4 — L=0,25% (exp(—r*dt) +exp i (r+zegqma™2) *dL) )2

5 - d=li-sgqrtibhtE2-1); u=i+sgrtibht2-1):;

6 — p=lexplr*dt)-d)] /s u-d):

7 L L L L L L L L L L L L L L L L R L L R L L LR R LR
=l 31a waleur de l'option au temps T

9 - W=max(3%d." ([M:-1:0]"').*%u."~([0:M]")-E, 0

10 = EBE={l-p) *eyve (M+1, M+l +p*diag(ones (M, 11,11 ;

11 - D=zparse(B):

12 Rretracer pour obhtenir la wvaleur de 1'option au temps =ero
13 - for i=M:-1:1

14 - W=B({1l:i,1:i4+1) *W;:

15 - end

1 - M=exp(-r*T)1 *U;

c. EDP de Black et Scholes :

La formule de Black et Scholes pour la valeur d’'une option européenne (call)
intervient comme la solution d’une équation aux dérivées partielles (EDP). L'EDP est
d’une forme parabolique avec les conditions de Dirichlet, soit T =T — t la marche

temps vers la date d’échéance, alors I'EDP prend la forme suivante:

0C 1 2290 0C 5.1
ot 2°° 952 s TTM T 1)

avec condition initiale :
C(S,0) = max(5(0) — K,0)
et conditions aux limites :
c(0,7)=0, C(S,T)~ S — Ke™™ , pour S grand
danslintervalle S > 0et0 <7 <T.

On suit la méme procédure du chapitre 1V, pour résoudre cette EDP par les deux

méthodes (différences finies et probabiliste) :
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i. Différences finies pour I'EDP de Black et Scholes :

On subdivise lintervalle de S, 0 < S < L, et on utilise le maillage de différences
finies {jh,ik} avec les pas h = L/Ng et k = T/N,, la méthode explicite nous permet
d’écrire I'’équation (5.1) par:

I/ji+1 _ V'i 1 (V

i i i
200U’ =2l 4 V)

hZ

i
Loy .

. 1 -
r(]h)HT] +rVi=0
Avec Vji ~ C(jh, ik)
ou par la formule matricielle :

V*l = FV' + p', powr0 < i < N, — 1,

ou F € RWs=Dx(Ws=1) est tridiagonale et p'e€ RWs™D est déterminé par les

conditions aux limites.

Le programme (PROGS5) donne les valeurs de call VV a la date t et au prix S, avec les

parametres T =1, L =10, K = 4,r = 0.03, ¢ = 0.5.

1 FPROF O5:1'EDP de EBlack et Scholes

2 function [u,t,x] = chal expd(L,T,C50,C0c,C3c, M, N, 4L, B);

3 L Condition initial: u(x,0) = C30[x)

g % Condition aux limites: u(0,t) = COc(t), wuiL,t) = C3Itit)

g ¥ M = # de subintervalle d'axis =

=) T N = # de subintervals d'axi=s t

T = dx = L/M: = = [0:M] *dx:

8- dt = T/N; t = [0:N]~*dt:

9 - for 1 = 1:M + 1, u(i,1) = C30(=x(i))s end

10 - for Kk = 1:N + 1, u([1 M + 1].k) = [COcicik)): Ca3ci=x(i),cik)1]:; end
11 - ri = dc/dx; rz = dc/dux"Z

1z - for kK = 1:N4

13 - for 1 = 2:H1

19 - Uii,k+1)] =((-r1¥Bi(=x (1)) +r2%a{x(1]))%ufi-1,k]+...

15 (1-0.03*de-2*r2*h (= (1)) *u(i, K1+ (r1*EB(=x (1)) *r2*a(x(1))) *u{i+l, k) ;
16 — end

17 - encl
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1 tdeclaration des donnés

2 - A=inline('0.5%0.,25%x"2','x'1%%%

3 = BEinline('0.03%%','x'1%3%%3%%33coefficients

4 - 280 = inline('max(x-4,0)',"'x"1; % condition initial

G- COt = inline ('0") ;5555555555535 %5%5%%

6 - C3t = inline('w-exp(-t/2)"','x','t') % condition aux limite
7 - L =10; M =10; T =1; N =30;

g - [ul,t,x] = chal exp3(L,T,C30,C0c,C5c, M, M, A B):

9 - glf; meshit,x,ul);
10 - xlshel('t');vlabeli'x'); =zlakbel('V'):

La figure (Fig.4) illustre le résultat de ce programme :

) | I

S e NN
4 ‘4/44‘:‘"///77:/ i \I\
L - - | : = // // |
sty 20 f
e~ = @ @ 2@ S
o %%%%///////////////////// T
- -  __ __ @ @@ S
- - @@ @&~

0 —é//—/:ijig‘%%/ 6
- 2
1

Fig.04:valeurs d'une option européenne(call) par la méthode
des différences finies

ii. Méthode probabiliste ’'EDP de Black et Scholes :

L'interprétation probabiliste de I'EDP de Black et Scholes peut donner la valeur de
I'option avec les mémes parameétres précédents, le programme (PROGS6) fait cette

interprétation. On donne premierement le processus sous-jacent :

t t

rS(s)ds+f oS(s)dW;
0

S(t) =S5, +f

0

et la solution sera :
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C(S,t) =E((S®) —K,0)"exp (r(T —1)))

Les valeurs sont données dans la figure (Fig.05):

L R n U B R B S L

L L R T o o e e o
=] ;N & @ MNP OWom-];m e @M PO

yPROGG:valeurs d'une option par la méthode probsbiliste
clf,clear

r=0.03;sicwa=0.5;T =1; W =30; dt = T/N:

t=[dt:dt:T] ;3zero=[0.3333:0.3333:10] s3discrétizsation de temps
randn('state!', 54)

for kK=1:30

for i=1:N

3(l,1i,k)=8eeroik);%5initialisation de processus
Cil,i,Kl=wax(3(1,1i,k1-4,0)%exp(r*(T-Li{l))):

end
for j=1:N
for i=Z:N
dil{i,j)==sgqrt (dt] *randn:
Sii,3,k1=5(i-1,3,kK)+r*53(i-1,7,k) *de+sicma+*3 (i-1, 3, k) *dW (i, )
Cii,j,kKi=ma= (3(1i,],k)-4,0) fexpir*(T-c(i))):
end
end
end

V=mean(C,2); %1l'approxiwation par HMonte Carlo
for k=1:30

for j=1:N

Vi, k1= V3.1, k) :

end
end
s=[0.3333:0.3333:107:
[¥1,Ti]=weshgridi=,t):
mesh (X1, T1,V1)
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Fig.05:valeurs d'une option européenne (call) par la méthode probabiliste
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CONCLUSION

Dans ce travail nous présentons une des utilités du mouvement Brownien, qui est
I'interprétation probabiliste des EDPs. A partir des propriétés qui sont concrétisées
soit dans la notion de mouvement brownien soit par la généralisation de cette
notion ou on trouve la notion de processus stochastique de diffusion, la formule de
Feynman-Kac nous permet de donner la représentation de la solution cherchée.

Pour bien présenter l'utilité de la méthode probabiliste on fait une application sur
un exemple d’EDP parabolique qui nous savons résoudre analytiquement et par la
méthode des différences finies, la comparaison fait entre les solutions
approximatives de chagque méthode et la solution exacte montre qu’on peut adopter
la méthode probabiliste comme une méthode de résolution, mais les avantages de
cette méthode apparus dans les différents cas ou on veut résoudre un probleme en
dimension élevée (par exemple supérieure a 4) les méthode classique conduisent a
I'invention de systéemes linéaires d’une taille telle qu’elles deviennent impraticable, et

la méthode probabiliste est souvent utilisée.

De méme, la méthode probabiliste est souvent préférable lorsque I'on cherche les
valeurs de la solution en certains points du domaine de calcul seulement : le cas des
calculs de prix d’option en finance est typique puisque I'on ne s’intéresse qu’a une ou

a quelques valeurs des prix.
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ANNEXE

A. Principaux espaces fonctionnels :

1. Espaces de fonctions « réguliéres » (au moins continues)

Soit £2 un ouvert de R™, K un compact de R™. Les fonctions sont ici a valeurs

réelles ou complexes.

Cc(2) Espace des fonctions continues sur 2. Muni de la famille de
semi- normes : pg (1) = sup,exlu(x)| pour tout
compact K c (2, c’est un espace de Fréchet.

Cp(2) Espace des fonctions continues bornées sur (). C'est un

espace de Banach pour la norme : ||u|| = sup,exl|u(x)].

Co(2) Espace des fonctions continues sur (2 et tendant vers zéro
au bord de 2. C'est un espace de Banach pour la norme
précédente.

C.(2) Espace des fonctions continues sur £ a support compact
dans (.

ck(2),k eN Espace des fonctions de classe C¥, ou encore espace des

fonctions dont toutes les dérivées d’ordre < k existent et
sont continues. C'est un espace de Fréchet pour la famille
de semi-normes :

Ju o
ullx = sup sup [=—
K |p|sk xek 0xP
had €0)) espace des fonctions infiniment dérivables ; espace de
Fréchet, avec les semi-normes :
Ifllex = suplD* f(x)], a€N"LKcCQ
XEK

C’(2) =D(2) espace des fonctions infiniment dérivables a support
compact. Une suite (f,) deD(R) tend vers zéro
dans D(£2) si U supp f;, = K est borné et :

sup|D* fi,.(x)| = 0, Va € N"

XEK
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2. Espaces de fonctions intégrables :
Soit p un réel,p = 0, et encore 2 ouvert de R™.
Les fonctions considérées étant a valeurs réelles ou complexes, on note :

LP(2) I'espace des (classes de) fonctions mesurables sur (2 telles que la
fonctionx € 2 — |f(x)|P soit intégrable sur 2 . C’'est un espace
de Banach pour la norme :

1/p
11l = [ f If(x)l”dx]

3. Espaces de Sobolev :
Soitm € N, p € [1,+[, s € R.on note :

H™(N) I'ensemble des fonctions f telles que feLP(2) avec
D*f € LP() ,Va € N vérifiant |a| = (a; + -+ a,, < m),
avec, bien sar, D% fdéfini au sens des distributions.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(9= ). | D - DTgE ax

|a|lsm
H'(2) I’adhérence D(£2) de dans H™(12).
H™™(2) I'espace dual de HJ*(2). C'est un espace de Hilbert pour la

norme duale.
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B. Algorithmes :

Algorithme 01 : simulation d’un mouvement brownien
Variables  {Déclaration des donné}

[to, T] : tableau des {réels L'intervalle de temps}

N : entier {la taille de trajectoire}.
Début

dt =T /N {Discrétisé I'intervalle de temps}
Wy, =0 {Initialisation de trajectoire}
Pour i = 1 jusqu’a N {La boucle de simulation}

Simuler dW (i) par la loi N(0,1)
W) =W(i—1)++dt dwW (@)

Finpour
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Algorithme 02: simulation de M trajectoire d’'un mouvement brownien
Variable {Déclaration des donné}

[to, T] : tableau des réels {I'intervalle de temps}

N : entier {la taille de trajectoire}
M : entier {nombre des trajectoires}
Début

dt = T /N {Discrétisé l'intervalle de temps}
Wy(i) = 0pour 1 < i < M {lInitialisation des trajectoires}
{ La boucle de simulation}
Pourj = 2 jusqua N
Pouri =1 jusqu'a M
Simuler dW (i, j) par la loi N(0,1)
Wi, j) = W(i,j — 1) + Vdt dw (i, )

Finpour

Finpour

Fin.
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Algorithme 03: simulation d’une diffusion

Variable

[to, T] : tableau des réels {I'intervalle de temps}

N : entier {la taille de trajectoire}
a,b,X,:réels {Constantes}
Début
dt =T/N {Discrétisé I'intervalle de temps}

{La boucle de simulation de la solution exacte X,,}
Xeox(1) = X,y A{Initialisation de trajectoire}
Pour j =1 jusqu’a N
Simuler dW (j) par la loi N(0,1)
W3G) =W —1) +Vdtdw(j)

Xex() = Xoexp [(a = 2b) + (bW ()]

Finpour

{La boucle de simulation de la solution approximée par la méthode
d’Euler-Maruyama X, }

Xapp(1) = X, {Initialisation de trajectoire}

Pour j =1 jusqu'a N
Xapp () = Xapp (G — 1) + a Xgpp G — DAt + bX g,  — DW ()

Finpour
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Algorithme 4 : résolution d’une EDP parabolique (équation de la chaleur)

par la méthode des différences finies

Variable {Déclaration des donné}

[to, T] : tableau des réels {lI'intervalle de temps}
[xo,xf] : tableau des réels {lI'intervalle de I'espace}
M ,N :entier {la taille de trajectoire}

f : fonction {Condition initiale; fonction de }.

b,, bxf : fonction {Conditions aux limites ; fonction de t }

a : réel {constant}
Début
dt =T/N {Discrétisé I'intervalle de temps}

dx = x¢/M {Discrétisé 'intervalle de temps par}

. d - _
si(r= ad—xt2 < % ) alors {Condition de stabilité}

{La boucle de la solution aux points (t,, x(i)) avec (i) € [xo,xf] }
Pouri=1jusquaM + 1
| u(tox(®) = f(x(@)
Finpour.
{La boucle de la solution aux points(t(k), x,) et (t(k), xf) }
Pour k =1 jusqu’aN + 1
u(t(k), xo) = by (t(k))
u(t(k), x) = by, (t(k)
Fin.
{La boucle de la solution aux points(t(k), x(i)) }
Pour k = 1jusqu’a N
Pouri = 2 jusqu’a M
u(t(k), x() = r [u(t(k), x( + 1)) + u(t(k), x(i — 1))]
+(1 = 2r)u(t(k), x(i))

Finpour
Finpour
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Algorithme 5 : résolution d’une EDP parabolique (équation de la chaleur)

par la méthode probabiliste.

Variable

[to, T] : tableau des réels {I'intervalle de temps}

n : entier {la taille de trajectoire}
X : réel {La valeur initiale}
N :entier {La taille de trajectoire}.

Début

dt =T/N {Discrétisé I'intervalle de temps}
algorithme 1 {Simulation de mouvement Brownien}
{La boucle de simulation de la solution au point (t(k), x,) }
Pour k =1 jusqu’a N
Pour i =1 jusqu’an
‘ X(t(k), 1) = sin(m (xo + V2 W (k, 1))
Finpour
Finpour

Pour k =1 jusqu’a N

| u(t(k),xy) = % L1 X(t(k),i) {L'approximation de Monte Carlo}
Finpour
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