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Abstract 

 

  The  aim  of  this  work  is  to  show  the  relation  between  the  partial  differential 

equations of the second order and the stochastic processes of diffusion, and present 

some  results  obtained  recently  on  the  partial  derivative  equations  by  probabilistic 

methods. 

  These results provide a probabilistic method that we allow to avoid the complication 

of  numerical  methods  and  written  the  solution  as  expectation  of  functional  of 

diffusion process. This work is presented in five chapters: 

  The chapter I, present  the basic mathematics tools,  the Brownian motion and  the 

stochastic process solution of stochastic differential equation (SDE) well‐known with 

noun of diffusion process  i.e.  that    their  future  is not depending of any other state  

excepting the present state, is key notion of this study. We introduce a new character 

of integral, is the stochastic integral says Itô integral that allow to give a sense to the 

differential of Brownian motion, the important notion upon rest the SDE theories. 

  In  the  chapter  II, we  give  the generality of partial differential equations  (PDE) of 

second order and explain the method of finite difference method this method is used 

in case where the resolution by the analytic method is impossible. 

  In the chapter III, we exhibit the profound relation existed between the notion of 

partial differential equations and stochastic differential equations through the certain 

theory  (Feynman‐Kac),  the  generalization  of  this  theory  given  a  probabilistic 

interpretation of PDEs. 

 The chapter IV  is an application which we help  to comprehend  the notions of  the 

president  chapter, we  start  by  simulating  the  trajectory  of  Brownian motion,  and 

next,  we  simulate  the  diffusion  process  and  resolve  a  PDE  by  the  probabilistic 

method.  

  The  chapter  V,  it  is  an  application  in  finance,  where  we  applied  the  Black  and 

Scholes formula by different methods.          



 

 

 ملخص

 

العلاقة الموجودة بين معادلات المشتقات الجزئية من الدرجة الثانية  إظهار إلىنهدف من خلال هذا العمل 

بالإضافة إلى التطرق إلى بعض النتائج المتعلقة بمعادلات المشتقات الجزئية و حلها  ,نشرلل العشوائيةوالعمليات 

  .بطرق احتمالية

: ة فصولخمس إلىينقسم هذا العمل  ,مشاآلهاالنتائج تمكننا من تجنب استعمال الطرق الرقمية للحل وتجنب  هذه  

و من بينها حرآة , نتطرق من خلال الفصل الأول إلى إبراز الأساسيات الرياضية التي نحتاجها في هذه الدراسة 

 العشوائيةسمى أيضا العمليات ي ذيوال,وائيةو السير العشوائي الذي هو حل للمعادلة التفاضلية العش البرونيان

.ونيانالبرحرآة  إلىالذي يمكننا من إعطاء معنى للتفاضل بالنسبة   ايتوآما نتطرق إلى تكامل , للنشر  

ثم نشرح , من خلال الفصل الثاني إلى عموميات حول معادلات المشتقات الجزئية من الدرجة الثانية نتطرق 

.لهذه المعادلات حل تقريبيوالتي تعطينا , لحل هذه المعادلات و هي طريقة الفروق المنتهيةإحدى الطرق الرقمية   

مشتقات الجزئية والمعادلات التفاضلية العشوائية موجودة بين معادلات البين العلاقة العميقة الن في الفصل الثالث  

تعميم هذه النظرية يمكننا من إعطاء ترجمة , يسافايمن آخاصة تلك التي تحمل اسم  وبصفة من خلال نظريات

.تقريبي وبالتالي حل احتمالية  لمعادلات المشتقات الجزئية  

  البرونياننبدؤ هذا التطبيق بتمثيل مسار حرآة و,الفصل الرابع هو عبارة عن تطبيق لما جاء في الفصول السابقة

, ثم ننتقل إلى الجزء الأهم لهذا العمل,ايلر تمثيل مسار للمعادلة التفاضلية العشوائية وذلك بإتباع طريقة إلىثم ننتقل 

لتسهيل التطبيق نختار معادلة المشتقات الجزئية التي يمكننا , وهو الترجمة الاحتمالية لمعادلات المشتقات الجزئية

ثم نحلها بطريقة الفروق المنتهية ونقارن النتائج المتحصل عليها من ,)معادلة قطع مكافئ(حلها بالطرق التحليلية 

.طرق المستعملةخلال ال  

ئج المتحصل عليها في الفصول الفصل الخامس و الأخير هو تطبيق في النظام المالي وذلك باستعمال النتا

التي تمكننا من خلال تقديم مختلف الطرق ,بلاك شولزحيث نرآز الدراسة على تقييم الخيارات في نموذج ,السابقة

المرور بمعادلة المشتقات  الأخير طريقةوفي  بينوميالريقة وط مونتي آارلوأي طريقة ,من إيجاد قيمة الخيارات

       .لبلاك شولزالجزئية 
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INTRODUCTION : 

 

 

 

   Le but de ce travail est de montrer  le  lien entre  les équations aux dérivées 

partielles  du  second  ordre  et  les  processus  stochastiques  de  diffusion  ainsi 

que  de  présenter  quelques  résultats  obtenus  récemment  sur  les  équations 

aux dérivées partielles par des méthodes probabilistes.  

    Ces  résultats  fournissent  une  méthode  probabiliste  qui  nous  permet 

d’éviter  les  complications  des méthodes  numériques  et    écrire  la  solution 

comme l’espérance d’une fonctionnelle d’un processus de diffusion. Ce travail 

est présenté en cinq chapitres :   

   Le chapitre I,  présente les outils mathématiques de base ([5], [9], [11], [12], 

[16],  [17],  [19],  [26],  [29],  [31],  [37],  [38],  [40],  [42],  [45],  [48],  [51])  entre 

autres    le  mouvement  Brownien  et  les  processus  stochastiques  solution 

d’équations  différentielles  stochastiques  (EDS)    connu  sous  le  nom  de 

processus de diffusion qui sont markoviens i.e. que leur  état futur ne dépend 

que de  leur état présent,   notion clé   de cette étude. Nous  introduisons   un 

nouveau type d’intégrale qui est l’intégrale stochastique dite d’Itô qui permet 

de  donner  un  sens  à  la  différentielle  d’un mouvement  brownien,    notion  

importante  sur laquelle  repose la théorie des EDS.  

   Dans le chapitre II, on donne des généralités sur les équations aux dérivées 

partielles  (EDP)  de  second  ordre ;  ensuite  nous  présentons  une  méthode 
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numérique pour la résolution des EDP : la méthode des différences finies ([3], 

[4], [10], [18], [23], [32], [54]), méthode utilisée dans  les cas où  la résolution 

par  les   méthodes analytique est  impossible. Dans ce cas  la solution trouvée 

est une solution approchée.   

   Dans le chapitre III, Nous exhibons le lien profond existant  entre la notion 

des équations aux dérivées   partielles  (EDP)   et celle des EDS   à  travers des 

théorèmes, en particulier, ceux dit de Feynman‐Kac ([6], [9], [15], [16], [23]  , 

[24], [35], [40], [49], [52]). La généralisation des ces théorèmes nous permet 

de donner une  interprétation probabiliste   des EDPs, et par conséquent, une 

solution approchée sous forme d’une espérance d’une fonctionnelle. 

    Le  chapitre  IV,  est  une  application  des  notions  introduites  dans  les 

chapitres  I,  II et  III.  Nous  commençons  par  simuler  les  trajectoires  du 

mouvement Brownien, ensuite,  la  simulation de  la diffusion par  la méthode 

d’Euler  ([2],  [4],  [28])  et  enfin  à  la  plus  important  dans  ce  travail,  qui  est 

l’interprétation probabiliste des EDPs. Dans cette partie, on choisit une EDP 

(parabolique)  que  nous  pouvons  résoudre  analytiquement,  pour  ensuite  la 

résoudre par  la méthode des différences  finies,  et on  compare    la  solution 

donnée par les méthodes utilisées ([1], [13], [25], [26], [30], [34], [35], [50]).   

  Dans  le  chapitre V, nous  abordons  l’application en  finance. On  s’intéresse 

particulièrement à  l’évaluation d’options dans  le modèle de Black et Scholes 

([29],  [41],  [43],  [44],  [46],  [53]). On  illustre  les  différentes méthodes  pour 

obtenir  la  valeur  de  l’option,  c’est  à  dire,  la  méthode  de  Monte  Carlo, 

Binomiale et le passage par l’EDP de Black et scholes (parabolique).   
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CHAPITRE  I : 

Mouvement brownien et 

calcul stochastique 

 

 

 

0. Introduction : 

     Le mouvement brownien est associé à  l’analyse de mouvements dont  l’évolution 

au cours du temps est si désordonnée qu’il semble difficile de la prévoir, même pour 

un temps très court, tel le mouvement d’une particule microscopique en suspension 

dans un liquide et soumise à l’agitation thermique. 

   Celui‐ci  joue  un  rôle  central  dans  la  théorie  des  processus  aléatoires,  d’une  part 

parce que, dans de nombreux problèmes appliqués,  le mouvement brownien sert à 

modéliser  les  erreurs  ou  les  perturbations  aléatoires,  et  d’autre  part  parce  que  le 

mouvement brownien ou les processus de diffusion qui en découlent permettent de 

construire des modèles simples sur lesquels des calculs peuvent être faits. 
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  Le calcul stochastique, ou calcul d’Itô, du nom d’un des pionniers en ce domaine, est 

en  fait un calcul d’intégrale par  rapport au mouvement brownien. Ce dernier étant 

une fonction qui n’est pas à variation finie, cette notion d’intégrale n’est pas usuelle 

et  sa  définition  en  est  probabiliste.  Elle  permet  en  particulier  de  définir  la  notion 

d’équation  différentielle  stochastique  qui  est  une  équation  obtenue  par  la 

perturbation  aléatoire  d’une  équation  différentielle  ordinaire.  Les  solutions  de  ces 

équations définissent de nouveaux processus, appelés processus de diffusion, et qui 

sont  à  la  base  du  calcul  probabiliste  moderne.  Ces  processus  sont  souvent 

markoviens, au  sens où  leur comportement  futur, conditionnellement au passé, ne 

dépend en  fait que de  l’état présent. Cette propriété, dite de Markov, est  souvent 

vérifiée  dans  la  réalité,  en  particulier,  en  physique,  dans  les  réseaux  de 

télécommunication,  ou  en  mathématiques  financières.  Ainsi,  les  processus  de 

diffusion  sont précieux dans  la modélisation de nombreux phénomènes  aléatoires.    

On  verra  par  ailleurs  qu’il  existe  des  liens  importants  entre  leur  loi  et  certaines 

équations  aux  dérivées  partielles.  Ces  liens  sont  à  la  base  de  beaucoup  de 

développements récents liant des résultats d’analyse et des résultats probabilistes. 

1. Processus aléatoires : 

Définition 1: 

  On  appelle  processus  aléatoire      une  famille  de  variables  aléatoires 

indexée  par ,  toutes  ces  variables  étant  définies  sur  le  même  espace  de 

probabilité , , . On suppose ici que chaque  est à valeurs réelles.  

  On  peut  également  voir  le  processus  comme  une  variable  aléatoire   définie  sur  

, ,  et à valeurs dans l’ensemble des fonctions de   de   dans  . 

   La  théorie  moderne  des  probabilités  repose  sur  les  résultats  fondamentaux  de 

Kolmogorov qui permettent, en particulier, de construire sur cet espace de fonctions 

une  tribu qui  rend  l’application   mesurable  (et permet donc de parler de variable 

aléatoire). Kolmogorov montre également que la loi de cette variable est caractérisée 
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par ses lois marginales de dimension finie, définies comme étant les lois des k‐uplets  

, … ,  , pour tous temps , … , . 

Définition 2: 

 Les  variables  aléatoires   ,   0,  sont  appelées  accroissements  du 

processus . 

Définition 3: 

  On dit qu’un Processus   est à accroissements indépendants et stationnaires si : 

(Indépendance):  , 0 ,       0  

(Stationnarité) :  ~ ,        0 

Pour de tels processus, donner la loi de , 0, ainsi que celle de   suffit 

à caractériser entièrement le processus. 

2. Processus gaussien : 

Définition 4: 

   Le processus   est un processus gaussien si chaque famille finie  , … ,  est un 

vecteur aléatoire gaussien. 

  Notons  par      la  «  fonction  »  moyenne  du  processus,  et  par 

, , )  la  fonction  de  covariance,  les  deux  fonctions   et   

déterminent complètement  la  loi de toute famille finie , … , , et donc aussi  la 

loi  du  processus ,  On  a  de  manière  évidente  , , ,                         

réciproquement, on a le théorème suivant. 

Théorème 1: 

Soit une fonction   de   à valeurs réelles, et une fonction   de    à valeurs 

réelles, on suppose de plus que   est de type positif, c’est‐à‐dire que pour tous réels 

positifs  , … , : 
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,
,

0 

Alors, il existe un processus gaussien   unique (en loi), tel que : 

,  

 , ,          ,  

Ce théorème est une conséquence du théorème fondamental de Kolmogorov sur  la 

construction des processus aléatoires. 

   Supposons maintenant que    soit un processus gaussien à  trajectoires continues, 

au sens où, pour tout  , l’application  est continue. On peut alors définir 

l’intégrale :                                      

et  obtenir  ainsi  un  nouveau  processus .  Puisque  la  limite  de  toute  suite  de  lois 

normales  est  encore  une  loi  normale  (cela  se  prouve  en  utilisant  la  fonction 

caractéristique), on vérifie, en utilisant une approximation de Riemann de l’intégrale 

ci‐dessus, que   est encore un processus gaussien. Par un calcul on peut montrer que 

sa fonction moyenne  ’ et sa fonction de covariance   sont données par : 

’   

’ , ,  

3. Mouvement  brownien :                              

 3.1. Construction du mouvement brownien : 

    Le mouvement brownien, ou processus de Wiener, joue un rôle fondamental dans 

de nombreux domaines. Il fut introduit pour la première fois en 1827 par le botaniste 

Robert Brown en observant des mouvements de grains de pollen   dans un  liquide. 

Ensuit par Louis Bachelier en 1900 pour des applications à la finance et a de nouveau, 
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à l’heure actuelle, un rôle important en mathématiques financières. Il fut redécouvert 

peu après Bachelier par Einstein, et est devenu depuis un des outils majeurs de  la 

modélisation en physique. On  le note :     ou   ,  Il peut être 

construit  de  différentes manières.  Les  définitions  les  plus  usuelles  du mouvement 

brownien sont les suivantes : 

Définition 5 : un processus gaussien 

    Le  mouvement  brownien  est  un  processus  gaussien  centré    ( 0)  pour 

tout  , de covariance   ,  ,   . 

Définition 6 : un processus à accroissements indépendants stationnaires 

   Le  mouvement  brownien  est  un  processus  à  accroissements  indépendants  et 

stationnaires.  Plus  précisément,  pour  tous  , 0,  la  variable     est 

indépendante des variables  : , 0, et de plus  la  loi de  l’accroissement 

 est la loi normale   0, . Elle ne dépend donc  que de s. 

      Commentons  les équivalences entre ces deux définitions. Si    est un processus 

gaussien  centré  de  covariance ,  , ,  ses  accroissements  ont  de 

manière  évidente  la  distribution  souhaitée.  Puisque,  pour      :                         

0,  la  variable   est 

indépendante des variables : , par les propriétés des vecteurs gaussiens. Le 

processus    est  donc  un  processus  gaussien  à  accroissements  indépendants  et 

stationnaires.  Si,  réciproquement,  le  processus   satisfait  les  propriétés  de  la 

définition  2,  il  est  presque  immédiat  de  vérifier  que  c’est  un  processus  gaussien 

possédant les caractéristiques voulues. 

   Il existe une troisième approche classique du mouvement brownien, qui consiste à 

l’obtenir  comme  limite de marches  aléatoires. Ce  résultat  fondamental  est donné 

par  le théorème de Donsker et est, en fait, au niveau des processus, une version du 

théorème usuel de la limite centrale. 

Théorème 2 : 

   Soit une suite   de variables aléatoires réelles indépendantes, identiquement 

distribuées, avec  0  et  1  . Soit   ∑    avec   0 . 
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    Les processus des  sommes normalisées   
√

    (où   désigne  la partie 

entière  de       )  convergent  en  loi,  en  tant  que  processus,  vers  le  mouvement 

brownien. 

3.2. Régularité des trajectoires du mouvement brownien : 

  Ainsi défini, le mouvement brownien n’a pas spécialement de régularité, en tant que 

fonction  du  temps  à  valeurs  réelles. On  va  voir  que,  dans  certains  cas,  le modèle 

mathématique permet de construire un processus « équivalent » au processus initial, 

et qui possède une propriété de continuité presque sûre. 

Définition 7 : 

   Deux processus   et , définis  sur  le même espace de probabilité,  sont dits des 

modifications l’un de l’autre si pour tout    ,    presque sûrement. 

    Le  critère  suivant,  appelé  critère  de  Kolmogorov,  montre  que  sous  certaines 

conditions,  un  processus  peut  avoir  une  modification  qui  est  presque  sûrement 

continue, au sens où, pour presque tout , la trajectoire   est continue. 

Théorème 3: 

  Si un processus   est  tel qu’il  existe  trois  constantes  strictement positives  , ,  

avec, pour tous    et   : 

                                      | |                                                         1.1                 

alors    admet une modification presque sûrement à trajectoires continues. 

  Dans  le  cas  du  mouvement  brownien,  la  variable  aléatoire    est 

gaussienne centrée de variance , donc : 

| | 3  

  Le critère de Kolmogorov s’applique et on obtient : 

Théorème 4: 

    Il existe un processus     presque sûrement à trajectoires continues, à 

accroissements  indépendants  et  stationnaires,  et  tel  que,  pour  tout ,  la  variable 

aléatoire   est gaussienne centrée et de variance . 
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  Cette propriété peut également  se  comprendre grâce au  théorème 1 de Donsker. 

Choisissons  des  variables  ,  qui  prennent  seulement  deux  valeurs – 1  et 1,  avec 

probabilité 1/2 pour chacune d’entre elles. Dans ce cas, les processus discontinus    

ont des sauts de taille  1 √⁄ , qui convergent, uniformément sur tout  intervalle de 

temps borné, vers 0. On peut donc s’attendre à ce que, à  la  limite,  le processus  

soit continu. 

   Dans  la  suite,  nous  considérons  toujours  des mouvements  browniens  ayant  des 

trajectoires  continues  et  qui  sont  nuls  au  temps  0.  On  appelle  souvent  un  tel 

processus un mouvement brownien standard. 

    En  affinant    le  critère  de  Kolmogorov,  on  peut  également  montrer  que  les 

trajectoires  du mouvement  brownien  sont  höldériennes  d’ordre ,  pour 1 2⁄ , 

c’est‐à‐dire que, presque sûrement  | | | | , pour une constante  . En 

dehors  de  ces  résultats  de  continuité,  les  propriétés  de  régularité  du mouvement 

brownien sont très mauvaises. On montre par exemple que : 

Proposition 1 : 

      Les trajectoires     sont presque sûrement nulle part dérivables, et qu’elles 

sont même à variation infinie sur chaque intervalle de longueur positive. Cela signifie 

donc qu’il n’y a pas de mesure             telle que 0, . Pour cette 

raison, on ne pourra pas définir  l’intégrale       qui  serait  l’intégrale de 

Stieltjes de la fonction   par rapport à la mesure (non existante) . 

3.3. Mouvement brownien standard : 

Définition 8:  

  Un mouvement  brownien  standard  (abrégé M.B.S.)  est  un  processus  aléatoire  à 

temps continu ,  tel que : 

i)  0 . , 

ii)  est à accroissements indépendants et stationnaires 

iii) ~ 0, ,   0. 
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Cette  définition  permet  de  démontrer  la  propriété que   est  à    trajectoires 

continues. 

Remarque : 

    De  cette  définition,  il  suit  que  pour   0, ~ ~ 0,          

c’est à dire : 

0        et     . 

En  appliquant  la  loi  des  grands  nombres,  on  trouve  encore  que 0  . , 

lorsque ∞. De plus, on a  
√

~ 0,1 , pour tout    0. 

 3.4. Transformations du mouvement brownien standard : 

Soit     un mouvement brownien standard. Alors  les cinq processus ci‐dessous sont 

également des mouvements browniens standards : 

1)   (propriété de symétrie du mouvement brownien). 

2) soit   fixé :  ,  (stationnarité). 

3) soit   fixé :  , 0,  (renversement du temps). 

4) soit  0 fixé : 
√

,  (loi d'échelle). 

5)  , 0 et  : 0 (inversion du temps). 

3.5. Semi‐groupe du mouvement brownien : 

    Définissons  tout  d’abord  la  notion  de  filtration,  qui  modélise  l’évolution  de 

l’information au cours du temps. 

   Soit un processus   sur un espace de probabilité , , . Nous notons 

 la tribu engendrée par les variables aléatoires   pour , qui est la plus petite 

tribu rendant toutes ces variables mesurables. Nous avons  , et également  

 si . 

Définition 9 : 

1)  La  famille  croissante   est  appelée  la    filtration  engendrée  par  le 

processus , et est aussi notée . 
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2)  Plus  généralement,  une  filtration  est  une  famille    de  tribus  de   

satisfaisant    si . 

Propriété de Markov : 

     Considérons  un  mouvement  brownien      sur  , , ,  et  la  filtration   

  qu’il  engendre.  Puisqu’il  est  à  accroissements  indépendants,  la  variable   

    est  indépendante  de  la  tribu ,  on  a  pour  chaque  fonction   

borélienne bornée sur   : 

                         \ \              

 

                                                  
√

⁄ 
                                    1.2       

     Cette formule montre que conditionnellement à , la loi de    ne dépend pas 

de tout  le passé (c’est‐à‐dire de toutes  les variables  pour ), mais seulement 

de la valeur « présente »   du processus. On dira que le mouvement brownien est 

un processus de Markov. 

Définition 10: 

   Un processus   est un processus de Markov si, étant donné  la filtration   

engendrée par le processus, celui‐ci vérifie la propriété de Markov, à savoir que pour 

tous  , 0 et pour toute fonction   borélienne bornée sur   : 

                                \ \                                            1.3                      

   Dans le cas du mouvement brownien, les variables   pour     d’une part, et les 

variables   pour   d’autre part,  sont  indépendantes,  conditionnellement  à  la 

valeur de . De plus, la loi de   sachant    dépend bien sûr de s, mais pas de t. 

On  dit  que  le mouvement  brownien  est  un  processus  de Markov  homogène  en 

temps. 

Définition 11 :  

    Un  processus     est  un  processus  de Markov  homogène  en  temps  si  pour 

tous , 0 et pour toute fonction   borélienne bornée sur , il existe une fonction 

borélienne    telle que : 

\                                                         1.4                  
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    Si     est  un  processus  de Markov,  son  évolution  est  décrite  par  une 

famille  , , de  probabilités  de  transition  de      vers ,  (ou  plus 

généralement  de  ,   vers    ,     si    prend  ses  valeurs  dans  l’espace 

mesurable ,   .  La  probabilité  , ,·   représente  la  loi  conditionnelle  de     

quand  . 

    Grâce  à  la  propriété  de  Markov  et  à  la  relation    X\ \   \ ,  on 

montre la propriété de semi‐groupe. Pour 0   : 

, , , , ,
 

, ,                                              1.5                

qui s’écrit plus rapidement  , , ,  .Observons que  , ,  est la mesure de 

Dirac    au point  . 

   Dans le cas ou   est un processus de Markov homogène, la probabilité de transition 

,   dépend seulement de  la différence   –  .   En écrivant    , ,      pour 

tout    , on définit alors le semi‐groupe de transition. 

Définition 12 : 

  Soit   un processus de Markov homogène. On appelle semi‐groupe de transition de 

  la famille    d’opérateurs positifs linéaires : 

: ∞ ∞  

 \ ,
 

 

qui satisfait  1 1 et la propriété de semi‐groupe : 

,         ,       , 0                                    1.6                      

   Dans le cas du mouvement brownien, qui est un processus de Markov homogène, le 

semi‐groupe    est donné par : 

,
√

                                          1.7                

comme le montre immédiatement la formule (1.2). 

En utilisant les relations (1.2) et (1.7), on obtient facilement les propriétés : 

\      ;     \                        1.8    
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3.6.  Mouvement brownien multidimensionnel : 

Définition 13: 

    Un mouvement brownien d‐dimensionnel est une collection   de d‐

mouvements  browniens  à  valeurs  réelles   ,  qui  sont  indépendants 

entre eux. 

    Ce  processus  est  encore  un  processus  de  Markov  homogène  (et  même  un 

processus à accroissements indépendants). Son semi‐groupe vaut alors :  

,
1

√2
⁄ 2

 

où    et    appartiennent  à ,  · désigne  la  norme  euclidienne  sur  ,  et    la 

mesure de Lebesgue sur  . 

4. Martingales et temps d’arrêt : 

4.1 Martingales : 

Nous  allons maintenant  définir  et  étudier  en  détails  une  classe  fondamentale  de 

processus, qui vérifient la propriété de la relation (1.3). 

Définition 14: 

Soit Ω, ,  un espace de probabilité, muni d’une filtration . 

 Un processus à valeurs réelles  est une  ‐martingale si : 

a) il est adapté à  la  filtration ,  ce qui  veut dire que pour  tout ,   est  ‐

mesurable ; 

b) chaque variable   est intégrable, et : 

\                                                            1.9   

 On dit que   est une  ‐surmartingale (resp. une  ‐sousmartingale) si l’égalité ci‐

dessus est remplacée par : 

\     resp. \                                    1.10       

En  particulier,  l’espérance    d’une  martingale,  (resp.  d’une  surmartingale,      

sousmartingale),  est  une  fonction  constante  du  temps  (resp.  décroissante, 

croissante). De manière évidente, une martingale est un processus qui est à  la  fois 
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une surmartingale et une sous‐martingale et si   est une surmartingale, alors   est 

une sous‐martingale. 

Remarque 1 : 

  Le mot « martingale » vient du monde des  jeux, et a été donné  initialement à  la 

suite d’une mauvaise  interprétation des « martingales »  soi‐disant  trouvées par  les 

joueurs pour gagner à coup sûr. 

  En  fait,  le  sens  mathématique  de  ce  terme,  appliqué  à  un  jeu,  est  le  suivant. 

Supposons que la variable , égale au gain du joueur s’il arrête de jouer au temps t, 

soit  une martingale.  L’espérance  «  conditionnelle  »  du  gain  du  joueur,  si  celui‐ci 

arrête de jouer en un temps t strictement supérieur à s, et sachant le passé jusqu’au 

temps s, est alors égale au gain   qu’il obtiendrait s’il arrêtait de jouer au temps s.           

Ainsi, le jeu est équitable en espérance ou, en d’autres mots, le joueur maximisera la 

moyenne de ses gains en ne jouant pas du tout ! 

Exemples : 

Soit   un  mouvement  brownien,  et   la  filtration  qu’il 

engendre. 

Exemple 1  :  le processus   est une    ‐martingale. En effet, est centré et 

indépendant de  , et donc  \ 0. 

Exemple 2 : le processus  est une   ‐martingale. En effet : 

  2  

Exemple 3 : soit   . Le processus  est une ‐ martingale. 

En effet : 

/
2

 

le fait que si   est une variable 0, , alors  . 

4.2. Comportement d’une martingale à l’infini : 

   Soit   une  surmartingale  ou  une  sous‐martingale  pour  la  filtration .  On  peut 

montrer qu’il existe une « version » de   pour  laquelle  toutes  les  trajectoires sont 
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continues à droite et ont des  limites à gauche. Nous ne considérerons dorénavant 

que de telles versions. En fait, presque toutes  les surmartingales et sousmartingales 

que nous rencontrerons dans ce travail auront des trajectoires continues. 

  Nous allons énoncer une propriété remarquable des martingales. 

Proposition : 

Si   est une martingale satisfaisant : 

sup | | ∞                                                                1.11       

alors   admet,  pour  presque  tout ,  une  limite  (qui  peut  être  infinie) 

quand ∞ , et cette limite est notée . 

      Observons  que  cette  propriété  ne  s’applique  pas  à  l’exemple  1  ci‐dessus,  pour 

lequel | | 2 ⁄ , ni pour  l’exemple 2, pour  lequel  | |    pour une 

constante 0, tandis  qu’il  s’applique  pour  l’exemple  3,  puisque  

1. 

  Une  importante question  est  alors de  savoir quand  cette  égalité  (1.9)  reste  vraie 

pour ∞ . La réponse (non triviale) est la suivante. 

Théorème 5: 

 \  dans                                          1.12  

 Ces propriétés sont, comme on l’a vu grâce à l’exemple 3, strictement plus fortes que 

la  relation  (1.11). Elles  sont en  fait équivalentes au  fait que   est une martingale 

uniformément intégrable, au sens suivant. 

Définition 15: 

La famille des variables aléatoires  est uniformément intégrable si : 

lim sup | |1| | 0                                          1.13  

Inégalité de Doob : 

L’inégalité  suivante  est  fondamentale  et  spécifique  aux martingales.  Elle donne un 

contrôle en norme   du supremum d’une martingale, sur un intervalle de temps fini, 

en fonction de la valeur absolue de sa valeur terminale. 
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Théorème 6: 

  Soit   une martingale nulle en 0. On note. sup| |. 

Alors, pour tout entier   1, 

 
1

| |  

 

4.3 Temps d’arrêt : 

Cette notion joue un rôle très important en théorie des probabilités. 

Définition 16: 

  Soit    une  filtration.  Une  application  0, ∞   est  un  temps  d’arrêt 

si  pour tout 0. 

  Un temps d’arrêt est donc un temps aléatoire, tel que sur chaque ensemble 

: , l’application   dépend seulement de ce qui s’est passé avant 

le temps . 

  Un  joueur  honnête,  qui  ne  peut  pas  anticiper  sur  les  événements  futurs,  peut 

décider d’arrêter le jeu au temps aléatoire   uniquement si   est un temps d’arrêt. 

Un exemple trivial de temps d’arrêt est donné par  pour tout . 

 En  dehors  des  temps  constants,  l’exemple  fondamental  de  temps  d’arrêt  est  le 

temps  d’atteinte  d’un  ensemble  borélien  A  par  un  processus    à  trajectoires 

continues à droite et adapté à la filtration  . On définit plus précisément : 

  0 ;    

(avec la convention que l’infimum de l’ensemble vide vaut ∞). 

  Le  fait que  le  temps d’atteinte de  l’ensemble   est un  temps d’arrêt est difficile à 

prouver pour un borélien   arbitraire, mais facile à prouver quand   est un ensemble 

ouvert. En effet, dans ce cas : 

 ,   

ce qui permet de conclure. 
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Considérons   et   comme ci‐dessus et   un temps d’arrêt. Un nouvel exemple de 

temps d’arrêt est   :  ;   . Ce temps est le temps d’atteinte de   

par , après le temps S. 

  En revanche, le dernier temps avant un temps fixé   où un processus adapté   visite 

un ensemble borélien , défini par  sup :  ;     (où  le supremum de 

l’ensemble vide est égal à 0) n’est pas un temps d’arrêt. En effet,   est mesurable, 

mais  la valeur de  dépend de tout ce qui s’est passé pour  le processus   entre 

les temps 0  . 

4.4. Tribu du passé d’un temps d’arrêt : 

Définition 17: 

    Soit   un  temps  d’arrêt. On  appelle  tribu du passé ,  la  tribu  notée    égale  à 

l’ensemble de tous les événements    tels que   pour tout  . 

   Il est  facile de  voir que   est une  tribu, et  cette notation est  cohérente avec  la 

notation  car si   est  identiquement égal à ,  il est clair que  . La tribu   

est appelée tribu du passé de , car elle peut être interprétée comme suit :   si, 

quand on s’arrête au temps , on sait si   est réalisé ou non. 

   Voici  quelques  propriétés  simples.  Ci‐dessous,  , ,    désignent  des  temps 

d’arrêt, et la filtration  est supposée vérifier que  . 

   ,  est un temps d’arrêt. 

   

,    

inf   est un temps d’arrêt et  

sup   est un temps d’arrêt. 

Théorème d’arrêt : 

Soit   une martingale.  La propriété  (1.9) peut  facilement être étendue aux  temps 

d’arrêt bornés. 

Théorème 7: 

  Si    et   sont deux temps d’arrêt et si , alors : 

\  sur l’ensemble                                          1.14   
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  En particulier, si   est un temps d’arrêt qui est borné, on a : 

                                                        1.15  

  Quand   désigne de nouveau  le gain d’un  joueur au  temps  ,  la propriété  (1.15) 

peut être  interprété comme suit. Quelle que soit  la stratégie non anticipante que  le 

joueur  choisit  pour  arrêter  le  jeu,  et  s’il  doit  finir  de  jouer  avant  un  temps 

déterministe donné  (aussi grand que soit ce  temps), alors  la valeur espérée de son 

gain est constante et égale à son capital initial. 

  Observons que la relation (1.14) est, en général, fausse sur l’ensemble , et de 

même (1.15) est fausse si   n’est pas borné.  

  Par  exemple  si    est  un  mouvement  brownien  et  si    inf : 1 , 

alors 0 1  Dans  ce  cas,  le  temps  aléatoire   est  presque 

sûrement fini, mais n’est pas borné et a même une espérance infinie. 

  En revanche, dans  le cas d’une martingale uniformément  intégrable, tout se passe 

bien. 

Théorème 8: 

   Si    est  une  martingale  uniformément  intégrable,  alors  la  relation  (1.14)  est 

satisfaite sur , et (1.15) a lieu pour tout temps d’arrêt . 

  Remarquons  que  l’on  peut  considérer  des  temps  d’arrêt  qui  peuvent  prendre  la 

valeur infinie, pourvu que l’on pose   sur l’ensemble  ∞ . 

  Une  autre  propriété  importante,  en  lien  avec  la  propriété  (1.14),  concerne  le 

processus arrêté au temps , défini par , . 

  On peut  facilement déduire de  (1.14) que  si   est une martingale et   un  temps 

d’arrêt, alors : 

est une martingale. 

Définition 18: 

  Si   est une martingale et   un temps d’arrêt par rapport à  la même filtration, on 

appelle martingale arrêtée au temps    la martingale . 
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5. Intégrales stochastiques : 

   On a  vu que  le mouvement brownien est à  variation  infinie, et que  l’on ne peut 

donc pas définir une intégrale de Stieltjes qui lui serait associée. On va toutefois voir 

qu’il est possible de définir une  intégrale d’une autre nature, définie dans un  sens 

quadratique. 

5.1. Variation quadratique : 

  Soit    un  processus  à  valeurs  réelles.  On  appelle  «  variation  quadratique 

approximée » de   au niveau   le processus suivant : 

, ∑ / /                                               1.16   

où  est la partie entière de . 

  Si   est un processus continu et à variation finie, au sens où    est la différence de 

deux processus   et  dont les trajectoires sont croissantes et de valeurs finies, il est 

facile de vérifier que  ,  tend vers 0 quand n tend vers l’infini. 

  Supposons  maintenant  que    soit  un  mouvement  brownien.  Chaque 

accroissement      / /   a  une  loi  normale 0, 1⁄ ,  et  donc 

 , . On en déduit que  ,  tend vers  quand     tend vers 

l’infini. Il est alors naturel et facile de prouver que ,  converge vers   dans . 

Au  vu  de  ce  résultat,  nous  disons  que  la  variation  quadratique  du  mouvement 

brownien  est , .  Cela  montre  en  particulier  que  les  trajectoires  du 

mouvement brownien ont une variation infinie sur les intervalles finis. 

On considère maintenant plus généralement une martingale continue  . 

Définition 19 : 

La martingale continue   est dite de carré intégrable si pour chaque  ,   . 

On peut alors, grâce au résultat suivant, définir la variation quadratique de . 

Proposition 20:  

Soit      une  martingale  continue  de  carré  intégrable.  La  variable  aléatoire 

 ,  converge  dans ,  quand    tend  vers  l’infini,  vers  une  variable 
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 ,  notée  , .  Le  processus  est  croissant,  continu,  et  est  appelé  la 

variation quadratique de . De plus, il vérifie que :  

 ,     est une martingale                                            1.17  

En fait,  ,  est l’unique processus croissant, continu et adapté, nul en 0, tel que 

l’on ait (1.17). 

Remarque 2 : 

On a donc : 

 ,  ;     est une martingale. 

En fait ceci est caractéristique du mouvement brownien d’après le théorème de Paul 

Lévy suivant. 

Théorème 9 : 

  Toute martingale   continue de carré intégrable, et telle  que     soit encore 

une martingale, est un mouvement brownien. 

  L’application   ,  se  comporte  comme  une  forme  quadratique,  ce  qui 

explique la notation. Si  ,  sont des réels, par la caractérisation ci‐dessus, on obtient 

facilement que , , . On peut  lui  associer une  sorte de  « produit 

scalaire », en posant, pour chaque paire  ,  de martingales de carré  intégrable et 

continues : 

, , ,                               1.18    

formule qui pourrait être comparée à la formule : 

,
1
4

 

pour le produit scalaire usuel et la norme euclidienne dans . 

  Observons que ,  est une martingale, et  ,  est l’unique processus   

continu, adapté, nul en 0, et à variation finie, tel que   soit une martingale. 

En particulier, si   est un mouvement brownien d‐dimensionnel, on a : 

 ,                                                                   1.19      
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où  1  si      et  0 sinon.  C’est  évident  si   ,  et  pour     le  fait 

que , 0  vient  du  fait  que  le  produit    est  une martingale,  comme 

produit de deux martingales indépendantes. 

En  fait,  cette  propriété  caractérise  le  mouvement  brownien.  En  effet,  on  peut 

énoncer le théorème de Paul Lévy suivant. 

Théorème 10: 

Toute martingale   d‐dimensionnelle, continue, de carré intégrable, telle que : 

 , , 

est un mouvement brownien d‐dimensionnel. 

5.2. Intégrales stochastiques : 

  Nous souhaitons maintenant donner un sens à l’intégrale   quand   est un 

mouvement  brownien  et    un  processus,  dont  nous  préciserons  ces 

propriétés dans ce paragraphe. 

   Nous nous  limiterons essentiellement  à des  intégrants   qui  sont  continus en  la 

variable . L’idée est alors d’obtenir   comme limite de sommes de Riemann: 

, ∑ ⁄
                                                1.20     

 La  variable  / /  a  une  taille  d’ordre 1/√ ,  car  elle  est  centrée  et  de 

variance 1/ ,  et  donc  ⁄
 

/ /  est  également  d’ordre 1/√   .  La 

taille de ,  devrait donc être √ . Mais, dans  ce  cas,  les  variables  ,  ne 

pourront en général pas converger ; cela est cohérent avec le fait que les trajectoires 

de   sont à variation infinie. 

  Pourtant, une sorte de « miracle » a lieu, quand on suppose de plus que le processus 

 est adapté à  la  filtration du mouvement brownien. Par  simplicité, on  supposera 

aussi que  ce processus   est borné par une  constante, mais  cette hypothèse peut 

être allégée. 

  Dans ce cas, la variable 

, ⁄
 

/ /  
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satisfait  ,  / ⁄ 0 

et   , / ⁄ ⁄      , ⁄ ,  de telle sorte que 

 , ,  

est  centrée, de variance : 

,  

Il n’est alors pas totalement déraisonnable de penser que  la suite  ,  converge 

et, effectivement, on peut montrer le théorème suivant. 

Théorème 11: 

Soit   un processus borné, continu et adapté à la filtration du mouvement brownien. 

Alors la suite : 

, ⁄
 

/ /  

converge dans  , quand  tend vers l’infini, vers une limite, notée : 

 

et appelée l’intégrale stochastique de   par rapport à   sur l’intervalle 0, . 

Remarque 3 : 

1. Si   n’est pas adapté, les sommes de Riemann ne convergent pas en général. 

2.  On  observe  que  la  relation  (1.20)  est  une  forme  particulière  de  somme  de 

Riemann. 

Si on remplace 

⁄
 

/ /  

par                                               ,
 

/ /  , 

avec    1 ⁄ , /     comme  il  est  possible  de  le  faire  pour  les 

approximations  par  les  sommes  de  Riemann  pour  les  intégrales  usuelles,  la  suite 
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associée  ,  ne converge pas nécessairement et, si elle converge, la limite peut 

être différente de . 

3. La  terminologie «  intégrale  stochastique » permet d’insister  sur  le  fait que cette 

intégrale n’est pas une  intégrale de Stieltjes usuelle, prise séparément pour chaque 

valeur de , mais une limite dans  . 

4. Il est possible de définir  l’intégrale   pour des intégrants   bornés qui ne 

sont pas continus en temps. Mais, dans ce cas,  l’adaptation de   à la filtration n’est 

pas suffisante et il faut supposer plus de mesurabilité. (La propriété requise s’appelle 

la mesurabilité progressive). 

 5.  Il est aussi possible de définir  l’intégrale   pour des  intégrants  continus 

non bornés , ou même pour des intégrants non bornés satisfaisants la mesurabilité 

progressive mais, dans  ce  cas, on doit  supposer que  l’intégrale      est  finie 

pour tout  . 

5.2.1  Propriétés de l’intégrale stochastique : 

Les propriétés d’adaptation sont  ici  implicitement définies par rapport à  la filtration 

du mouvement brownien . 

Théorème 12: 

Soit   et   des processus bornés, continus et adaptés. 

1. Pour tous réels  , , 

   

2. Le processus   défini par    est une martingale continue de 

carré intégrable, nulle en 0. 

3.  Si, de plus,   , on a : 

,                                                1.21    

    En particulier, on a l’isométrie fondamentale, donnée par la formule suivante : 

                                            1.22    
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5.2.2. Extension de l’intégrale stochastique : 

  Si l’on souhaite définir l’intégrale stochastique d’un processus continu adapté   par 

rapport à une martingale   de la forme  , il suffit de poser : 

                                                1.23   

 Plus généralement, on peut définir  l’intégrale  stochastique d’un processus  continu 

adapté   par rapport à une martingale continue , dès que  , ∞   

Cette  intégrale, encore notée par , est obtenue comme  limite des sommes 

de Riemann  (1.20) où   remplace .   Si   , on retrouve  le processus 

défini par la relation (1.23). 

Nous avons les propriétés suivantes : 

Proposition 2 : 

 Soit  ,  des martingales continues,   et   des processus continus, adaptés à  , 

et   continu et adapté à  . 

1.  et    sont linéaires. 

2. Si , alors  . 

3. Si   et , on a : 

, ,                                          1.24    

En particulier, la formule ci‐dessous généralise (1.22) : 

,                               1.25      

4.  Si      est  borné,    le  processus     défini  par   est  une martingale 

continue nulle en 0. Si     n’est pas borné,  le manque possible d’intégrabilité en fait 

ce qu’on appelle une « martingale locale », mais nous ne développerons pas ce point 

dans cette partie. 



Chapitre I                                                                 Mouvement brownien et calcul stochastique 
 

25   
 

5.3. Formule d’Itô : 

  Quand     est une  fonction  réelle,  continue et à variation  finie,  la  formule 

d’intégration par parties  implique que pour toute fonction   continûment dérivable,    

on a : 

0                                            1.26    

et il existe également une version multidimensionnelle de cette formule. 

  Celle‐ci  devient  fausse  quand  la  fonction    est  remplacée  par  un  mouvement 

brownien , ou par une martingale continue . 

  En effet, si la relation (1.26) était vraie, en prenant  , on obtiendrait 

  2   et,  puisque  le  processus  défini  par  l’intégrale  stochastique  est 

encore une martingale, on pourrait en déduire que   est une martingale.     Or, on a 

vu au paragraphe précédent que  la variation quadratique de   au point   est égale 

à ,  et  donc  le  processus     est  aussi  une  martingale.  Par  différence,  le                

« processus »   devrait alors être une martingale, ce qui est évidemment faux. 

Ainsi  la  relation  (1.26)  est  fausse  pour  le mouvement  brownien.  Pour  obtenir  une 

formule  juste,  on  doit  ajouter  un  terme  de  plus  (appelé  quelque  fois  terme  de 

correction d’Itô) et supposer plus de régularité sur . 

Théorème 13: 

  Considérons une martingale continue , de variation quadratique  , . Soit   est 

une fonction de classe , alors on a : 

,                        1.27      

où    est la dérivée seconde de . 

   Cette  formule  est  connue  sous  le nom de  «  formule d’Itô  »  et  est  extrêmement 

utile. 

   La  formule  d’Itô  appliquée  au  mouvement  brownien     et  à  donne             

2   et  on  retrouve  bien  la  propriété  que    est  une 

martingale. 
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   Cette  formule n’est pas  suffisante pour  les  applications. On  a  souvent besoin de 

considérer des processus de la forme plus générale suivante. 

Définition 21 : 

   Un processus  de la forme     , où     est une martingale continue et   

un processus adapté, continu et localement à variation finie (à variation finie sur tout 

compact de  ), est appelé une semi‐martingale continue. 

   En  regroupant  l’équation  (1.26)  pour    et  (1.27)  pour ,  on  obtient  pour    de 

classe   une version de la formule d’Itô pour les semi‐martingales. 

Théorème 14: 

  Soit     une semi‐martingale, et  une fonction de classe  . On a: 

1
2

,      1.28  

  Donnons également la forme « multidimensionnelle » de la formule d’Itô. 

Théorème15:  

Soit   des  semi‐martingales de décompositions      , où  les 

 sont  des  martingales  continues  et  les    des  processus  adaptés,  continus  et 

localement  à  variation  finie.  Soit    une  fonction  de  classe    sur ,  dont  les 

dérivées  partielles  des  premier  et  second  ordres  sont  notées   et    

respectivement.  

On a: 

∑                              

                                                                          1
2 ∑ ,,

       1.29  

Remarque 4 :  

  Par abus de notation, on écrit souvent cette équation sous une forme différentielle, 

bien que ce soit purement formel : 

,

1
2

,          1.30  

Observons que ces formules  impliquent en particulier que  le processus ,  image 

d’une  semi‐martingale   par  une  fonction   de  classe ,  est  encore  une               
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semi‐martingale,  et  que  sa  décomposition  en  somme  d’une  martingale  et  d’un 

processus  localement  à  variation  finie,  les  deux  continus  et  adaptés,  est  donnée 

directement  par  (1.29).  L’intégrale  stochastique  par  rapport  à   est  la  partie 

martingale, et le processus à variation finie est formé de la somme des autres termes. 

Exemple 1 : 

Considérons deux semi‐martingales continues   et   avec : 

;          

 et  étant les parties martingales. En prenant , , on obtient 

immédiatement : 

 ,  

Exemple 2 : 

Appliquons (1.28) pour   2, et ,   et , . On 

a , 0, 0,  , et  ,   ,    On 

obtient ainsi : 

2
1

2
 

et on retrouve le fait que   est une martingale, comme on l’avait déjà. 

Exemple 3: 

   Plus généralement, si   est un processus borné, continu, adapté, on définit : 

1
2

 

et on montre par la formule d’Itô que   est solution de l’équation : 

1 ;  0 

  Cette équation est un exemple d’équation différentielle stochastique, équation que 

l’on étudiera au paragraphe des EDS. 

Exemple 4 :  

    Un deuxième exemple d’équation différentielle stochastique, appelé le modèle non 

homogène de Black et Scholes, utilisé en finance, est donné par l’équation formelle: 
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 , 1                                       1.31                

Les  fonctions    et   sont  à  valeurs  réelles,  avec 0,    est  un mouvement 

brownien, et   est le processus « inconnu ». C’est une équation linéaire, qui peut être 

résolue explicitement. La solution est de  la forme , où   est une 

martingale  continue  et   un  processus  adapté,  continu  et  localement  à  variation 

finie. Pour trouver  et , on applique la formule d’Itô (1.30) à la fonction ,

 , ce qui donne : 

1
2

,  

 En identifiant avec (1.31), on obtient , d’où . On en 

déduit que  , , d’où    et                    

  Finalement une solution de (1.31) est donnée par : 

1
2

 

6. Equations différentielles stochastiques : 

6.1. Introduction : 

  De  manière  informelle,  on  appelle  équation  différentielle  stochastique  une 

équation  différentielle  ordinaire  perturbée  par  un  terme  stochastique.  Plus 

précisément, c’est une équation du type suivant : 

 , , ,    ,                                  1.32   

  Dans cette équation,   est la « différentielle » d’un mouvement brownien , et 

,  sont  les coefficients de  l’équation (ce sont des fonctions de   dans ), et 

   est  la valeur initiale. Tous ces termes sont donnés. La notation (1.32) est  la 

plus usuelle, mais elle n’a  pas de sens (car  la différentielle   n’a pas de sens). Le 

sens mathématique sera donné sous forme d’une équation intégrale. 

Définition 22 : 

Rechercher une « solution » de l’équation (1.32) consistera à rechercher un processus 

 satisfaisant l’équation intégrale : 
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, ,                                  1.33             

où la seconde intégrale est une intégrale stochastique. 

  L’équation  (1.32) ou  l’équation  (1.33)  étaient  jusqu’à présent unidimensionnelles. 

On peut également définir une équation d‐dimensionnelle de la manière suivante. Le 

processus inconnu  est une famille de processus à valeurs réelles 

,  la  condition  initiale   appartient  à  ,  le  mouvement 

brownien  est q‐dimensionnel, et  les coefficients ont  les dimensions 

appropriées, soit  et  ,
, , où  les coefficients   et  ,  

sont des  fonctions de    dans . On écrit encore  l’équation sous  les  formes 

(1.32) ou (1.33), mais cela signifie maintenant que l’on a : 

, ∑ , ,  , 1, … . ,     (1.34) 

Définition 23 : 

  Quand  les  coefficients   et   ne dépendent pas du  temps et  sont  seulement des 

fonctions définies sur   , on dit que l’équation est homogène. 

   Le coefficient   est appelé le coefficient de dérive, tandis que   est le coefficient de 

diffusion.  Un  processus  qui  résout  l’équation  (1.32),  ou  de  manière  équivalente 

(1.34),  est  appelé  processus  de  diffusion  ou,  plus  simplement,  une  diffusion.  On 

notera par EDS le terme « équation différentielle stochastique ». 

6.2. Solutions d’une équation différentielle stochastique : 

Notre première tâche est de donner un sens précis au mot « solution » de l’équation 

différentielle stochastique (1.33). 

Définition 24 : 

Soit  un  mouvement  brownien   q‐dimensionnel  sur  un  espace  de 

probabilité , ,  , et   la filtration qu’il engendre. Les coefficients   et 

 , de même que la  condition initiale  , sont donnés. Nous appelons solution 

forte  de  (1.34)  tout  processus  d‐dimensionnel ,  continu,  adapté  à  la 

filtration, et tel que (1.34) a lieu. 
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  Observons que  l’adaptation de   est nécessaire pour que  l’intégrale  stochastique 

dans (1.34) ait un sens. 

Remarque 5 : 

  Il existe une autre notion de  solution, qui en un  sens est plus naturelle, bien que 

moins intuitive. Plus précisément, nous appelons solution faible de l’EDS (1.34) la loi 

d’un processus   qui résout    l’équation (dans un certain espace de probabilité muni 

d’un mouvement  brownien). On  peut montrer  que  si  l’on  a  unicité  de  la  solution 

forte, alors, on a unicité de la solution faible. 

  Le premier problème à résoudre concerne l’existence et l’unicité d’une solution. 

  Considérons tout d’abord le cas d’une équation différentielle ordinaire, de la forme: 

,   ,                                                      1.35    

où le coefficient b et la condition initiale   sont donnés.  

  Bien sûr, un tel problème est purement déterministe. Un résultat classique énonce 

que (1.35) admet une et une seule solution dès que : 

, ,  , , 0                          1.36     

où   est une constante, et  · est la norme euclidienne dans  . 

   La  première  condition  dans  (1.36)  est  appelée  condition  de  Lipschitz.  Revenons 

maintenant à l’EDS (1.34). On peut prouver essentiellement le même résultat. 

Théorème 16 : 

  Sous les hypothèses de la définition 24 et si, de plus, les coefficients   et   satisfont, 

pour tous  , ,  : 

, , , ,
 

, 0 , 0
                        1.37   

(où  ·   désigne la norme euclidienne dans    ou   et   une constante positive), 

alors pour tout    0, il existe une et une seule solution forte   dans l’espace : 

, é ; sup ∞   

Remarque 6 : 

1) L’unicité est comprise au sens presque sûr : si   et   sont deux solutions fortes, 

alors, en dehors d’un ensemble de P‐mesure nulle, on a   pour tout . 
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2)  Le  fait  que  l’on  obtienne  une  solution  dans  un  espace  de  type     n’est  pas 

surprenant : c’est en effet dans ce cadre que l’on a développé le calcul stochastique. 

Nous avons déjà rencontré,  l’EDS non homogène linéaire suivante : 

,   1                                         1.38    

où   et   sont des fonctions continues bornées sur   . Elle a une solution explicite 

donnée par : 

1
2

 

on  a  ici      1  et  les  coefficients    ,     et      ,  

satisfont à  (1.37). Le  théorème  implique alors que    la solution explicite est  l’unique 

solution forte de cette équation. 

  Quand   et     sont constants,  la solution est appelée «mouvement 

brownien géométrique avec drift ». 

  Comme  pour  les  équations  différentielles  ordinaires,  les  hypothèses  (1.37)  de 

lipschitzianité  et  de  bornitude  sont  suffisantes, mais  pas  nécessaires,  pour  obtenir 

l’existence et  l’unicité de  la solution. Par exemple, on a  le résultat plus fort suivant, 

spécifique à la dimension 1. 

Théorème 17 : 

  Dans le cas d’une EDS unidimensionnelle, si on a : 

| , , | | , , | | |
 

| , 0 | | , 0 |
                       1.39   

alors il existe une unique solution forte. 

  Ici,   n’est plus lipschitzienne, mais seulement höldérienne de rapport 1/2. 

Remarque 7 : 

  Très  souvent,  on  considère  des  EDS  homogènes.  Pourtant,  en  pratique 

(spécialement  en  finance),  les  EDS  non  homogènes  sont  utiles.  Dans  ce  cas, 

l’hypothèse  (1.37) est un peu  restrictive, car souvent,  les coefficients « explosent » 

quand le temps tend vers l’infini. Il est alors utile de savoir que l’existence et l’unicité 

sont préservées, quand (1.37) est remplacée par : 
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, , , ,
 

, 0 , 0
 

où   est une fonction croissante à valeurs finies. 

Processus d’Ornstein‐Uhlenbeck : 

  Le  mouvement  brownien  a  été  construit  pour  modéliser  le  déplacement  d’une 

particule  microscopique,  en  suspension  dans  un  liquide,  soumise  à  l’agitation 

thermique.  Une  critique  importante  faite  à  cette  modélisation  est  que  les 

accroissements sont  indépendants et ne dépendent pas de  la vitesse de  la particule 

au  début  de  chaque  période.  Un  modèle  plus  sophistiqué,  tenant  compte  de  la 

vitesse de la particule, conduit alors au processus suivant. 

Définition 25 : 

  On appelle processus d’Ornstein‐Uhlenbeck le  processus   à valeurs réelles, 

solution de l’EDS :  

  ,                                             1.40   

où  ,   et 0. 

  Les coefficients de cette équation  satisfont  (1.37), donc  il y a une  solution et une 

seule. On peut montrer à l’aide du calcul stochastique que   a la forme explicite : 

                                          1.41      

 Nous  observons  que   est  égal  à  l’intégrale  stochastique  d’une  fonction 

déterministe par rapport à un mouvement brownien. Nous en déduisons que   est 

une variable aléatoire gaussienne, comme limite (à une constante additive près) des 

approximations de Riemann de l’intégrale stochastique, qui sont gaussiennes. On en 

déduit même  que  le  processus    est  gaussien.  Il  est  facile  de  calculer  sa  fonction 

moyenne   et sa fonction de covariance ,  qui, pour  , valent : 

 , ,                        1.42     
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 Modèle de Vasicek : 

   Ce modèle, introduit par Vasicek en 1977, sert à modéliser un taux de placement à 

court  terme.  Ce  taux  fluctue  suivant  l’EDS  décrite  ci‐dessous,  qui  généralise  la 

précédente. Ici,    ,  ,  et  0 : 

  ,                                     1.43     

  Les coefficients de cette équation  satisfont  (1.37), donc  il y a une  solution et une 

seule. De nouveau, on peut trouver une forme explicite pour la solution : 

                             1.44  

et,  par  le  même  argument  que  pour  le  processus  de  Ornstein‐Uhlenbeck,  nous 

voyons que cette unique solution forte   est un processus gaussien. 

Remarque 8 : 

 Une  caractéristique  commune  aux  exemples  précédents  est  que  les  coefficients 

dépendent  linéairement  de ,  ou  n’en  dépendent  pas  du  tout.  C’est  pourquoi  on 

peut trouver une solution explicite. Dans le cas de coefficients plus généraux, il n’y a 

en  général  pas  de  solution  explicite,  comme  pour  une  équation  différentielle 

ordinaire. 
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CHAPITRE II : 

  Généralités sur les EDPs et la 

méthode des différences finie 

 

0. Introduction : 

  Le métier d’ingénieur est toujours besoin  d’utilisation des logiciels de modélisation. 

Ces logiciels résolvent des équations telles que les équations aux dérivées partielles, 

mais  la  résolution  ici  est  faite  par  une  méthode  discrète.  Donc  ces  équations 

différentielles ne peuvent en  général pas être  résolues de  façon exacte.  Elles  sont 

résolues de façon approchée, à l’aide des méthodes numériques. 

  Les méthodes numériques ne donnent pas  la  solution  véritable du problème que 

l’on cherche à résoudre. Des méthodes numériques mal employées peuvent conduire 

à des  résultats  totalement  faux,  Il est  indispensable pour un  ingénieur de posséder 

des  notions  de  base  sur  les  méthodes  numériques  utilisé  pour  résoudre  son 

problème. 

  Dans ce chapitre on présente une méthode numérique pour la résolution des EDPs, 

La méthode des différences finies.     
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1. Généralité sur les équations aux dérivées  partielles : 

1.1. Définitions : 

 Equation aux dérivées  partielles :  

  Une  équation  aux  dérivées    partielles fait  intervenir  plusieurs  variables  indépen‐

dantes  (temps  et  espace  pour  les  équations  de  l’ingénieur),  ainsi  que  les  dérivées 

partielles de la variable dépendante (c.‐à‐d.  la solution recherchée) par rapport à ces 

variables indépendantes. 

Exemple : l’équation de convection (parfois appelée advection) 

0                                                                        2.1  

est une EDP, la variable dépendent est   , les variables indépendantes sont le temps 

  et  l’espace  . La grandeur   (homogène à une vitesse) peut (ou non)être fonction 

de   ,     . 

 Ordre d’une EDP :  

  L’ordre d’une EDP est défini exactement de la même façon que pour une EDO : c’est 

l’ordre  le plus élevé parmi toutes les dérivées partielles de l’EDP. 

Exemple : l’EDP (2.1) est une EDP d’ordre 1 (par rapport à   ou   ). En revanche, l’EDP 

suivant :  

0                                                2.2  

est une EDP d’ordre   2 car sa dérivée partielle d’ordre  le plus élevé est une dérivée 

seconde(en l’occurrence par rapport à  ). 

 EDP linéaires, quasi‐linéaires et non‐ linéaires : 

EDP  linéaire : est une EDP qui ne fait intervenir que des combinaisons linéaires des 

dérivées partiales de la variable dépendante. 
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Exemple : l’équation suivante est linéaire : 

2 , , , 0                         2.3   

où  les  coefficients  ,       sont dépend de    et    (connues),   est une  fonction 

lineaire et   est la fonction inconnue (à déterminer).  

EDP    quasi‐linéaire :  est  une  équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  partielles 

d’ordres supérieurs. 

Exemple :  l’équation précédente  2.3  est quasi‐linéaire si  les  coefficients  ,      

sont en fonction de   et/ou  de   ,  et   peut être non linéaire. 

EDP   non‐linéaire :  est une  EDP où  l’une des dérivées partielles  intervient  comme 

argument d’une fonction non‐linéaire. 

Exemple : l’équation suivante: 

0                              2.4   

est non‐linéaire si au moins  des fonctions        n’est pas linéaire par 

rapport à  . 

1.2. Conditions initiales et conditions aux limites : 

  Contrairement aux EDOs,  les conditions  initiales ne suffisent pas à assurer  l’unicité 

de solution.  Il faut également fournir des conditions aux  limites. Pour certains types 

d’équations (ex. EDPs elliptiques), le concept de condition initiale n’a pas de sens. 

Les  conditions  initiales  et  les  conditions  aux  limites  se  distinguent  de  la manière 

suivante : 

 Une  condition  initiale  s’applique  pour  une  valeur  donnée  (et  unique)  d’une 

variable  indépendante.  A  partir  de  cette  condition  initiale,  il  est  possible  de 

déduire la solution pour toutes les autres valeurs de la variable indépendante.  
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 Une condition aux limites est appliquée en tout point de la frontière du domaine 

sur lequel on souhaite résoudre l’équation (et non en un point unique). Il n’est pas 

possible de déterminer  la  solution en partant  simplement d’un  seul point de  la 

limite de domaine et en progressant à  l’intérieur de  celui‐ci,  car  la  solution est 

également conditionnée par sa valeur en tous les autres points de la frontière.  

1.3. Classification des EDPs du second ordre :   

  Les EDPs  du second ordre représente une classe importante des EDPs du monde de 

l’ingénierie, on traite dans quel suit des EDPs second ordre quasi‐linéaires de la forme 

générale : 

0                          2.5  

où   , , , ,   sont  des  fonctions  de  ,     .        sont  les  variables 

indépendantes  (ce  pourrait  être  , ,   )  de  l’EDP  et    la  variable  dépendante. 

Selon la valeur des coefficients   ,     , l’EDP est dite hyperbolique, parabolique ou 

elliptique.  

EDPs  hyperbolique : 

  Une EDP du  type  (2.5) est dite hyperbolique si son discriminant ∆ 4  est 

strictement positif. 

Exemple : l’équation suivante est du type hyperbolique :  

0                                                         2.6  

   En effet, l’équation (2.5) peut être mise sous  la forme (2.6) en posant      ,

, 1, ,   0.  Il  est  facile  de  vérifier  que                         

∆ 4 0.  A noter que    est homogène à une vitesse. 
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 EDPs  paraboliques : 

  Une EDP du type (2.5) est dite paraboliques si son discriminant ∆ 4  est 

nul. 

Exemple : l’équation suivante est du type paraboliques :  

0, 0                                             2.7  

     En effet, l’équation (2.5) peut être mise sous la forme (2.7) en posant    ,

 , 1, ,   0. On vérifiera que  ∆ 4 0. 

 EDPs  elliptique : 

  Une  EDP  du  type  (2.5)  est  dite  elliptique  si  son  discriminant  ∆ 4   est 

strictement négatif. 

Exemple : l’équation suivante est du type elliptique :  

                                                        2.8  

     En effet, l’équation (2.5) peut être mise sous la forme (2.8) en posant    ,

 , 1,   0, on peut vérifier que  ∆ 4 0.  

 Une aide mnémotechnique : 

   L’ astuce  suivante peut etre utilisé pour déterminer  la   nature d’une EDP du 

seconde  ordre :  il  suffit,  dans  l’équation  originale,  de  remplacer  les  dérivées 

⁄   1,2  par   et  ⁄   1,2  par  et le second membre par 

une constante. Ainsi (2.5) devient : 

                                          2.9  
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  L’équation  2.9  est l’équation d’une courbe conique dans le plan , . Si cette 

courbe est une ellipse, l’EDP est elliptique ; si la courbe est une parabole, l’EDP est 

parabolique ; enfin, si la courbe est une hyperbole l’EDP est hyperbolique. 

Exemple : en appliquant la méthode ci‐dessus à l’équation 2.6 , on obtient : 

                                                               2.10  

qui est l’équation d’une courbe hyperbolique dans le plan , . 

1.4. EDPs du second d’ordre à plusieurs variables indépendantes: 

  Le principe de classification des EDPs reste le même quand on se trouve en présence 

de 3(ou 4) variable  indépendantes. Par exemple,  l’EDP  (2.6) peut être généralisée à 

deux dimensions d’espace : 

0                                                 2.11  

où       sont les vitesses de propagation des ondes les directions   et   (elles sont 

égales  dans  un  milieu  isotrope).  En  utilisant  la  transformation  exposée  dans  le 

paragraphe précédent. On obtient : 

                                                       2.12  

1.5. Besoins en termes de conditions initiales et aux limites : 

 EDPs  hyperboliques : 

  Les  EDPs  hyperbolique  abordées  dans  ce  chapitre  comprendrons  en  général  une 

variable  de  temps    et  une  (ou  deux)  d’espace.  Elles  seront  de  la  forme  (2.6). On 

cherche une  solution de  (2.6) en  tout point d’un domaine de calcul Ω ,  et 

pour des dates  0. Pour pouvoir déterminer la solution de (2.6) de façon unique, il 

faut connaître : 

 la valeur de    en tout point du domaine de calcul à   0 (condition initiale) ; 

 la valeur de   à tout date  0 aux limites du domaine (condition aux limites) ; 



Chapitre II                                    Généralité sur les EDPs et la méthode des différences finie 

 

40   
 

  Comme il y a des EDPs hyperbolique n’ont besoin que d’une condition à la limite. 

 EDPs  paraboliques :   

  La plupart des EDPs  paraboliques de l’ingénieur sont d’ordre 1 par rapport au temps 

et d’ordre 2   par rapport à une (ou plusieurs) dimension(s) d’espace. C’est  le cas de 

l’équation (2.7). Les conditions aux  limites nécessaires à  l’existence et  l’unicité de  la 

solution sont les mêmes pour que les EDPs hyperboliques. 

 EDPs  elliptique :  

  Les EDPs  elliptiques étudiées dans ce qui suit impliquent 2 dimensions de l’espace 

et aucune de temps. Cela signifie que la solution ne dépend pas du temps. Dans ce 

cas, seules des conditions aux limites sont nécessaires. 

2. Méthode des différences finies pour les EDP paraboliques : 

  Dans ce paragraphe nous avons aborderons  la résolution numérique de problèmes 

d’équations aux dérivées partielles d’évolution par la méthode des différences finies. 

Nous  étudierons  un  type  de  problèmes  d’évolution  du  premier  ordre  en  temps, 

dénommés également problèmes paraboliques.  

  Les équations  intervenant dans  ces problèmes  sont  constituées pour partie d’une 

combinaison  de  dérivées  partielles  par  rapport  à  la  variable  temporelle  dont  nous 

détaillerons  le  traitement numérique et pour partie d’une combinaison de dérivées 

partielles par rapport à  la variable spatiale ;  le problème pouvant être posé dans un 

domaine ,  monodimensionnel,  bidimensionnel  ou  tridimensionnel;  pour  simplifier 

l’exposé  nous  considérerons  que  le  domaine  est  le  segment  [0,  1],  le  cas  bi  et 

tridimensionnel ne présentant pas de difficultés majeures. 

2.1. Problèmes du premier ordre en temps : équation de la chaleur : 

 Position du problème : 

  On considère une barre métallique de  longueur unité ; on suppose que cette barre 

est  soumise à un apport de  chaleur    ,    par unité de  longueur et de  temps et 



Chapitre II                                    Généralité sur les EDPs et la méthode des différences finie 

 

41   
 

que, de plus, la température    ,    de la barre est maintenue à zéro à chacune de 

ses  extrémités. On désigne par    la  capacité  thermique  et par    le  coefficient de 

diffusion de  chaleur  ;  rappelons que  le  coefficient de diffusion de  chaleur exprime 

qu’en tous  les points de  la barre  les températures ont tendance à s’uniformiser. En 

supposant que la dimension transversale de la barre est négligeable par rapport à sa 

dimension  longitudinale,  la  modélisation  de  ce  problème  conduit  à  déterminer 

  ,    en chaque point     0, 1  et pour tout  instant      0,   ,    représentant 

l’horizon d’intégration, solution de l’équation de la chaleur : 

, ,
, , 0,1  ; 0,

  0, 1, 0,    0,                                                    
   , 0 ,    0,1                                                               

 

avec   température initiale de la barre. 

Remarque : 

   Les  conditions  aux  limites  de  type  Dirichlet  homogènes    0,       1,   0 

correspondent, évidemment, au fait que les extrémités de la barre sont maintenues à 

une température nulle. 

Remarque :  

  Dans le cas d’un matériel non homogène, le problème précédent est remplacé par : 

, ,
, , 0,1  ;   0,

0, 1, 0,    0,                                                                         
, 0 ,    0,1                                                                                    

 

   Dans la suite, on supposera pour simplifier que   1,  (constante positive) ; 

on ne considérera de plus que  les conditions aux  limites de Dirichlet homogènes, ce 

qui conduira à la formulation du problème modèle suivant : 

, ,
, , 0,1 , 0,

0, 1, 0,    0,                                                    
, 0 ,    0,1                                                             
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2.2.1. Schémas numériques de discrétisation par différences finies : 

   La discrétisation du problème précédent  consiste  à  remplacer par une  technique 

appropriée le problème continu par un système linéaire algébrique. L’approximation 

s’effectue par la manière suivante: 

— on divise l’intervalle  0, 1  en     1  intervalles de longueur  . 

— on divise l’intervalle  0,    en   intervalles de temps  , tels que      . 

  On  pose      ,  pour       1 , 2 , . . . ,   ,        pour      0, 1, . . . ,  ;  on 

écrit le problème modèle au point  ,    avec  1      0: 

, ,  

 On  remplace   
,

et 
,

   par des quotients différentiels  faisant  intervenir 

les valeurs de    aux points  , 0 1, et aux instants   , 0 . 

Exemple : on écrira : 

, , 2 , ,
O  

 

, , ,
O  

et on obtient ainsi : 

 
, ,

                                                                                           

           
, 2 , ,

O ,   ,

                                                                               1           0
 

, , 0                                                                            
, 0                                                                                            

 

    Cette  écriture  permet  de  définir  les  schémas  numériques  définissant                         

  , , en  traitant de manière   particulière  le  terme  temporel. La  façon  la 

plus  générale  de  définir  les  schémas  aux  différences  finies  est  de  considérer  une 

combinaison  convexe  de  l’équation  de  la  chaleur  aux  instants    et    ;  plus 
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précisément,  soit      0, 1  un nombre  réel  ; écrivons  l’approximation de  1 –    

fois  le  problème modèle  considéré  à  l’instant      et  de      le même  problème  à 

l’instant  , ce qui permet de définir le  é  suivant : 

  1
2 2

                         

                             
                                      1    ,            1           0

0,        1                                                                                  
                                                                                                                                 

 

avec  , , pour   ou  1 

  Pour  0,  le  schéma précédent définit un  schéma explicite,  c’est‐à‐dire que  les 

valeurs   étant  connues  (par  la  condition  initiale  lorsque  0, et pour     0 

par le calcul de l’itéré en temps précédent), les valeurs sont   déterminées par la 

récurrence : 

2 , 1           0
0                                                                                                      
                                                                                                          

 

avec  . 

Si l’on définit les vecteurs de dimension   par : 

, … ,  

, … ,  

et la matrice    de dimension   par : 

    2 1      
1 2           
           

 
         
    1 2 1
      1 2

 

le schéma explicite s’écrit matriciellement : 

 

   Pour  0,  le  schéma  précédent  définit  un  schéma  implicite,  c’est‐à‐dire  qu’à 

chaque pas de temps, en supposant connu  le vecteur    (toujours par  la condition 
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initiale lorsque  0 et pour  0 par le calcul de l’itéré en temps précédent), le 

vecteur   est obtenu en résolvant le système linéaire suivant: 

1 1  

   Notons  immédiatement que, pour  0, 1 ,  la matrice   est  inversible  ; 

dans  le cas du problème monodimensionnel en espace,  la résolution de ce système 

s’effectue par une simple adaptation de  la méthode de Gauss, (pour  l’adaptation de 

cet algorithme au cas des matrices  tridiagonales). Pour des valeurs particulières du 

paramètre  , on retrouve des schémas numériques particuliers ; ainsi pour  1, on 

obtient le schéma purement implicite qui  s’écrit matriciellement : 

 

alors que pour   0,5, on obtient le schéma implicite de Crank‐Nicolson: 

2
1
2 2

 

Remarque : 

   Il existe d’autres types de schémas numériques pour résoudre le problème modèle, 

par exemple le schéma saute‐mouton défini par : 

 
2

2
      1           0

0                                                                                            
                                                                                                 

 

  C’est un schéma à trois niveaux explicite qui, bien que plus précis que  les schémas 

précédents, n’est pas intéressant sur le plan numérique car il est instable, c’est‐à‐dire 

sensible à la propagation des erreurs systématiques d’approximation, de chute ou de 

troncature. Citons également le schéma explicite à trois niveaux proposé par Du Fort 

et Frankel: 

 
2

                        

                                                                                      1           0
0                                                                                         

                                                                                                

 

ainsi que le schéma rétrograde implicite, également à trois niveaux, suivant : 
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1
 
3
2

2
1
2

2
      

                                                                                      1           0
0                                                                                   

                                                                                               

 

2.2.2. Erreur de troncature, consistance et ordre d’un schéma : 

  Pour chacun des schémas précédents, on remplace dans le schéma le terme   par 

,  et  l’on définit  l’erreur de  troncature, notée, comme  la différence entre  le 

premier et  le second membre de ces quantités. Ainsi pour  le   schéma considéré 

au paragraphe précédent, on a l’expression suivante de l’erreur de troncature : 

 
, ,

    1
, 2 , ,

                        

                          

 
, 2 , ,

   1 , ,            
 

Remarque : 

   On  définit  l’erreur  de  troncature  associée  au  schéma  saute‐mouton,  au  schéma 

rétrograde et au schéma de Du Fort et Frankel de manière analogue. 

  On  adapte  à  la  situation  des  problèmes  d’évolution  les  notions  d’erreur  de 

troncature, de consistance et d’ordre de schéma comme suit : 

Définition 1 : On appelle erreur de troncature  , la quantité définie par : 

, 1 , 1  

Définition 2 :  

  Un schéma numérique est consistant si     0 lorsque     0       0. 

Définition 3 : 

  Un schéma est précis à  l’ordre   en espace et à  l’ordre   en  temps, s’il existe une 

constante  , indépendante de   et   telle que | |          

  On a le résultat suivant: 

Théorème 1 : 

  On suppose que  la solution du problème modèle est suffisamment régulière ; alors 

pour      0, 1 ,     0,5,  le  ‐schéma  est  d’ordre  2  en  espace  et  d’ordre  1  en 
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temps. Pour     0,5,  le  schéma de   Crank‐Nicolson est d’ordre 2 en espace et en 

temps. 

Remarque : Il résulte du résultat précédent que le schéma explicite et le schéma 

purement implicite sont d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps. 

Remarque : 

  On vérifie que  le schéma saute‐mouton et  le schéma rétrograde sont d’ordre 2 en 

espace et en  temps. L’étude du schéma de Du Fort et Frankel est plus délicate; en 

effet, ce dernier n’est consistant que si le rapport       0 lorsque      0       0.   

De plus, si l’on veut que  le schéma de Du Fort et Frankel soit d’ordre 2 en espace,  il 

faut prendre      . 

2.2.3. Stabilité des schémas numériques : 

  La  stabilité  d’un  schéma  numérique  pour  l’approximation  de  la  solution  d’une 

équation  aux  dérivées  partielles  est  une  question  importante  et,  apparemment, 

nouvelle  ;  lorsque  le  pas  de  discrétisation  tendait  vers  zéro,  le  système  linéaire 

pouvait  devenir mal  conditionné,  c’est‐à‐dire  que  la  solution  calculée  du  système 

discret pouvait être dénaturée ; en effet, la question qui se pose peut être formulée 

de la façon suivante : compte tenu d’une part des erreurs systématiques introduites 

lors  de  la  construction  du  schéma  d’approximation  et  d’autre  part  compte  tenu 

également de la mauvaise représentation des nombres en machine qui induisent des 

erreurs d’arrondi ou de troncature, est‐ce que l’erreur va rester bornée et tendre vers 

zéro lorsque les paramètres de discrétisation       vont tendre vers zéro ?  

Il existe de nombreuses méthodes pour étudier la stabilité d’un schéma numérique ; 

nous en étudierons deux, connues sous le nom de : 

— méthode matricielle ; 

— méthode de Fourier ou méthode du coefficient d’amplification. 

  La  méthode  matricielle :  consiste  à  considérer  qu’un  schéma  est  stable  si, 

lorsqu’une  erreur  est  introduite  sur  les  conditions  initiales  (par  exemple,  erreur 

d’arrondi ou de troncature),  l’erreur sur  la solution calculée à un  instant fixé   n’est 

pas amplifiée ;  l’idéal est, bien entendu, qu’elle ne soit pas amplifiée du tout et que 
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, | , |  reste borné quels que soient      . L’étude de  la stabilité 

d’un schéma revient donc en fait à celle de  l’amplification d’une perturbation sur  la 

condition  initiale  ; on va vérifier que  l’erreur sur  la solution cherchée satisfait  le 

schéma numérique homogène associé, ce qui va permettre de dégager des critères 

de  stabilité. À  ce  stade, on peut donc donner  la définition  intuitive  suivante de  la 

stabilité : 

Définition : 

 Un  schéma  numérique  est  stable  si  la  solution  du  schéma  homogène  associé  est 

bornée en tout point       quels que soient      . 

Pour illustrer cette approche intuitive, considérons le   – schéma dont la formulation 

est la suivante : 

1 1  

et  soit    la  solution  exacte  du  schéma  numérique  et    celle  du  schéma 

perturbé : on peut traduire l’imprécision par la relation suivante : 

, 0 

avec   erreur au pas  . 

En remplaçant   par   dans le schéma précédent, on obtient : 

1  

et on vérifie ainsi que le terme d’erreur est solution du schéma numérique homogène 

associé. Cette relation peut encore s’écrire : 

                   1                          

avec  1 . 

  Le  schéma numérique  sera donc  stable  si  la norme de  la matrice  reste bornée 

lorsque     ∞. La matrice   étant symétrique, on vérifie aisément que la matrice   

est  normale  (c’est‐à‐dire  que           )  ;  on  peut  alors  exprimer  la  relation 

précédente dans la base des vecteurs propres de la matrice   ; soit   la matrice des 

valeurs  propres  de  la  matrice  .  La  relation   , s’écrit  alors          

∆ ,  où   est l’écriture de   dans la base des vecteurs propres, et 

une condition suffisante de stabilité est donc : 



Chapitre II                                    Généralité sur les EDPs et la méthode des différences finie 

 

48   
 

|  | 1,     1, . . . ,    

avec    valeurs propres de la matrice  , c’est‐à‐dire les coefficients diagonaux de 

la matrice  . 

On vérifie facilement que : 

1 1
1

,     1, . . . ,    

avec      valeurs  propres  de  la  matrice  ;   on  vérifie  alors  que  la 

condition    –  1 1,          1, . . . ,   , se traduit par la condition suivante : 

1
2 1 2

 , 0,1  

qui représente donc la condition de stabilité. On peut résumer l’étude précédente 

par le théorème suivant : 

Théorème 2 : 

  Le  ‐schéma est inconditionnellement stable si     0,5 ; si     0,5, ce schéma est 

stable si : 

1
2 1 2

 

Corollaire 1 : 

   Le schéma purement  implicite   1  et  le schéma de Crank‐Nicolson   0,5  

sont inconditionnellement stables. Le schéma purement explicite   0  est stable 

à condition que : 

1
2
 

 

Remarque : 

  Le schéma saute‐mouton est instable ; le schéma de Du Fort et Frankel et le schéma 

rétrograde sont inconditionnellement stables. 

  La méthode matricielle présentée ci‐dessus est applicable dans le cas où la matrice B 

est  symétrique.  Or  il  existe  des  situations  où  cette  matrice  ne  vérifie  pas  cette 

condition ; c’est le cas par exemple du problème de convection‐diffusion d’évolution.         

Dans ce cas,  le calcul du coefficient d’amplification permet de s’affranchir de cette 
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contrainte  et  fournit  une  méthode  d’analyse  plus  générale  de  la  stabilité.  La 

définition  de  la  stabilité  étant  inchangée,  considérons  toujours  le  ‐schéma 

homogène : 

1 2                                                   
                  2 0,1           0

 

que  l’on  peut  encore  formellement  écrire  en  repassant  à  la  variable  d’espace 

continue   et  en mettant  dans  le  premier membre  les  termes  à  l’instant  discret 

 1  et dans le second membre ceux à l’instant discret   : 

2                                                        

                        1 2   ,   0 
 

  Considérons la transformée de Fourier du schéma ainsi écrit ; on rappelle que cette 

transformation est définie par : 

1

√2
,     1 

  On vérifie aisément par un calcul direct que : 

1

√2
 

et le schéma discret en temps s’écrit alors : 

 

où   est le coefficient d’amplification défini par : 

1 2 1 1
1 2 1

1 4 1 2

1 4 2

1 2

1 2

 

  Comme  précédemment,    une  condition  suffisante  de  stabilité  est  donnée  par 

    1   1    ;  or  on  a  évidemment    1;  la  vérification  de  la  seconde 

inégalité conduit à la condition suivante : 



Chapitre II                                    Généralité sur les EDPs et la méthode des différences finie 

 

50   
 

1
2 1 2

 , 0,1  

qui correspond à la condition obtenue par la méthode matricielle ; on retrouve donc 

les résultats obtenus et énoncés dans le théorème 2 et le corollaire 1. 

2.2.4. Convergence des schémas : 

Soit    , le vecteur erreur au temps discret   et défini par : 

, … , , … ,  

avec : 

, , 1 , 0 

Définition : 

Un schéma numérique est convergent si : 

| , | 0 lorsque      0       0 ,   1, … , , 0. 

    Considérons  le  ‐  schéma  ;  en  considérant  d’une  part  l’écriture  du  schéma  et 

d’autre part celle de l’erreur de troncature et en soustrayant membre à membre, on 

vérifie aisément que les composantes de l’erreur satisfont le schéma numérique, avec 

un second membre égal à  , soit : 

1
2

                                                                                        

                                                      
2

, 1           0

0,        1                                                                                               
0                                                                                                                                                        

 

soit matriciellement : 

1  

où les composantes du vecteur  sont égales à l’erreur de troncature, au signe près ; 

en multipliant scalairement par  , il vient : 

, , 1 , ,   0 

Or, la matrice  étant symétrique définie positive, on peut minorer le second 

membre;  si, de plus, on note par    ,  la norme matricielle de  1   , on 

obtient finalement : 

,   0 
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avec   inverse de la plus petite valeur propre de la matrice  . 

En posant  ,   0, on obtient finalement : 

    ,   0 

   Supposons, de plus, que  le  schéma vérifie  la  condition de  stabilité, ce qui a pour 

conséquence que la quantité  ,   0, est borné. Pour pouvoir obtenir 

une majoration de  la norme de  l’erreur, on utilise  le  lemme suivant dont  le résultat 

s’obtient par récurrence : 

Lemme 1 : Si l’on a une suite qui vérifie la relation de récurrence : 

    ,   0,   0, 1 

alors : 

   
1
1

,   0 

  En  appliquant  ce  résultat  à  notre  situation,  compte  tenu  du  fait  que  0  ,  on 

obtient : 

 
1
1
,   0 

Si, de plus,  le schéma numérique est consistant,  l’inégalité précédente nous permet 

de vérifier qu’il est convergent. On peut donc énoncer le résultat suivant : 

Théorème 3 : Si le θ ‐ schéma est stable et consistant alors il est convergent. 

 Le  résultat  précédent  exprime  que  la  stabilité  et  la  consistance  constituent  une 

condition suffisante pour la convergence. En fait le théorème de Lax( le théorème de 

Lax  prévoit  que  dans  un  problème  bien  posé,  et  avec  un  schéma  numérique 

consistant,  la  stabilité  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la 

convergence), nous donne le résultat suivant : 

Théorème 4 :  

La stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour qu’un schéma numérique 

soit  convergent  vers  la  solution  du  problème,  si  ce  dernier  est  discrétisé  par  un 

schéma consistant. 
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CHAPITRE III : 

Interprétation probabiliste des 

EDPs 

 

0. Introduction : 

   Le but de ce chapitre est de montrer  les  liens qui peuvent exister entre  la théorie 

des  processus  stochastiques  et  les  équations  aux  dérivées  partielles  (EDP).  Les 

processus  stochastiques  utilisés  sont  des  processus  possédant  la  propriété  de 

Markov.  L’idée  principale  est  de  montrer  que  l’espérance  mathématique  de 

fonctionnelles de ces processus fournit une représentation probabiliste de solutions 

de certaines équations. Nous donnons les outils nécessaires pour cette présentation : 

les  processus  de  diffusions  obtenues  comme  solutions  d’équations  différentielles 

stochastiques à partir du processus de Wiener. Ces diffusions nous permettent, de 

représenter  les  solutions  d’EDP  du  second  ordre, Nous  exprimons  ici  les  solutions 

d’EDP  du  second  ordre  paraboliques  avec  divers  types  de  conditions  aux  bords, 

comme espérances de fonctionnelles de processus de Markov correctement choisis. 

 Nous  étudions  d’abord  l’exemple  le  plus  simple  des  dérivées  partielles  linéaires, 

l’équation  de  la  chaleur,  ensuite  les  techniques  de  martingales,  de  martingales 

exponentielles qui conduisent à la généralisation connue sous le nom d’équations de 

Feynman‐Kac. 
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1. Générateur infinitésimal : 

   Il  est  fondamental  pour  beaucoup  d’applications  que  nous  pouvons  associer  un 

operateur différentiel de second ordre   à une diffusion d’Itô   ; la relation de base 

entre   et   est que   est le générateur de la diffusion d’Itô  . 

Définition 1: 

  Soit   une diffusion d’Itô homogène dans  , le générateur infinitésimal   de   

est définie par : 

lim    ,    

 L’ensemble  des  fonctions  (  :       )  telle  que  la  limite  existe  en    est  noté 

par  , ou  la notation :  l’ensemble des  fonctions pour qui  la  limite  existe pour 

tout    . 

   Pour montre la relation entre    et les coefficients       on a le théorème suivant : 

 Théorème 1: 

Soit   la diffusion d’Itô homogène: 

       

Si   alors    et 

1
2 ,

,

                         3.1  

Proposition 1: 

Soit   la diffusion d’Itô non homogène: 

    ,   ,  

Si  ,  alors   et 

, , ,
1
2 , ,

,

,            3.2  

Exemples 1: 

1. Le mouvement brownien de dimension   et bien sûr la solution de l’EDS : 
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 c'est à dire  nous avons  0 et   la matrice identité; donc le générateur de  

 est : 

1
2

          ; , …  

i.e.    ∆, ou ∆ est le laplacien.  

2. Soit   le Mouvement Brownien à une dimension et soit    la solution de 

l’EDS : 

  ; 0    
 ;    0

 

i.e.     ; 0 . 

Avec   and  , le générateur   de   est donné par : 

1
2

 

Remarque : tous les espaces cités dans ce chapitre sont définis dans l’annexe A.  

2. Interprétation probabiliste des EDP: 

2.1 Equation de la chaleur : 

  Nous  allons présenter quelques  rapports entre  les diffusions et  les équations  aux 

dérivées  partielles.  Grâce  à  la  formule  d’Itô,  il  est  possible  de  donner  une 

interprétation  probabiliste  à  certaines  équations  aux  dérivées  partielles,  ce  qui 

permet ainsi de prouver l’existence de solutions. 

   L’exemple  le  plus  simple  est  celui  de  l’équation  de  la  chaleur  en  dimension  1. 

Considérons  une  barre  métallique  infinie,  assimilée  à  l’axe  réel.  Cette  barre  est 

chauffée et on note    sa température à l’instant     0  et pour la position   sur 

la barre. Soit  , , la température de la barre au temps t et à la position  . Avec un 

choix approprié d’unités, donc la fonction    est solution de l’équation de la chaleur 

en dimension 1 : 

                                                                    3.3  
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avec  la  condition  initiale,  0, , que  l’on  suppose  continue. On  a 

alors le théorème suivant : 

Théorème2 : 

1) Si   est une fonction continue sur   0,∞ de classe  ,   sur  0,∞    et solution 

de (3.3), alors :                                           

,                   

              ; ,
     , , 0,∞                             3.4  

   où  ; ,  est la densité du mouvement brownien issu de   au temps  . 

Cela entraîne donc l’unicité d’une telle solution. 

2) Supposons qu’il existe   0 tel que la fonction   vérifie   | | 
∞, 

alors,  pour  tout 0 ,  la fonction   définie  par  (3.4)  est  dérivable  à  tous 

ordres et est solution de (3.3). 

Cette fonction   est donc l’unique solution de l’équation de la chaleur (3.3), qui soit 

une fonction continue et de classe  ,  sur  0,∞   . 

Preuve : 

  La preuve de  la deuxième  assertion utilise  la  formule  explicite de  la densité    et 

consiste juste en une vérification des dérivations sous le signe somme. 

  Le plus intéressant est la preuve de la première assertion, qui va pouvoir s’étendre à 

des  cas  plus  généraux.  L’interprétation  probabiliste  introduit  un  retournement  du 

temps.  Soit      un  réel  fixé.  Pour montrer  l’unicité  de  la  solution  ,  on  applique  la 

formule d’Itô à  la fonction  , ,  et au mouvement brownien    issu 

de  . 

On obtient alors : 

, ,  

où   est une martingale nulle en 0. 

Le  terme à  variation  finie  s’annule, du  fait que   est  solution de  (3.3). En prenant 

l’espérance  dans  chaque  terme  de  cette  égalité,  au  temps  ,  on  obtient 

finalement que : 

, 0,  
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De  ce  théorème,  on  déduit  également  une  solution  de  l’équation  de  la  chaleur 

rétrograde, pour     0 fixé, donnée par : 

0                                                        3.5  

avec la condition terminale,  , ,  

Si nous sommes dans  les conditions précédentes,  l’unique solution de classe  ,  de 

(3.5) est donnée par : 

, ,  

2.2. Formule de Feynman‐Kac multidimensionnelle: 

 On  va  généraliser  l’approche  précédente  à  d’autres  équations  paraboliques.  Plus 

précisément, nous allons tout d’abord donner une représentation probabiliste de  la 

solution d’une équation  rétrograde, apparaissant  classiquement en mathématiques 

financières. Pour  0 fixé, introduisons l’équation : 

∆        , , 0,                      

,              ,                              
                   3.6  

pour  des  fonctions  : 0, ∞ ,    :   0, ∞   et  :    ,  les 

fonctions  ,       étant  supposées  continues  et  bornées. Une  solution    est  dite 

solution du problème de Cauchy pour l’équation rétrograde (3.6) avec potentiel   et 

lagrangien  . Elle admet la représentation probabiliste suivante. 

Théorème 3 : 

  Supposons  que    soit  une  fonction  continue  sur  0,     , de  classe 

,  sur  0,     , solution de (3.6). Alors   admet la représentation probabiliste : 

,                                                                         

                                  ,   ; 0 ,  
3.7  

où    est  la  loi  du mouvement  brownien    issu  de  ,  et    désigne  l’espérance 

sous  . 

  Ce  théorème donne en particulier un résultat d’unicité pour  les solutions de  (3.6), 

continues sur  0,      et de classe  ,  sur   0,     . 
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Remarque : 

  Si  on  n’est  pas  sous  des  hypothèses  qui  assurent  l’existence  d’une  solution  de 

classe  ,  au problème de Cauchy, alors la fonction définie par le terme de droite de 

(3.7) peut ne pas être de classe  , . 

  Les  hypothèses  sur  les  fonctions  ,       peuvent  être  allégées.  Il  faut  qu’elles 

assurent l’existence des termes stochastiques qu’on introduit dans la démonstration. 

  Un ensemble de conditions suffisantes pour que  la solution   de classe    ,  existe 

et  soit  à  croissance  polynomiale  est  donné  dans  Friedman  [16].  Si  on  a  ellipticité 

uniforme  de  la  matrice  de  diffusion,    bornitude  de      ,  , ,  höldérianité 

de  , ,     , et croissance polynomiale de      , alors on a existence d’une  telle 

fonction  , et ainsi existence, unicité, et une  forme explicite de  la solution   par  le 

théorème précédent. 

  On déduit alors du théorème 2 une représentation d’une solution de classe   ,  de 

l’équation suivante : 

∆        , , 0,∞                                   3.8  

vérifiant la condition initiale : 

0,              ,    

Corollaire 1 : 

Supposons  que  :    ,      : 0, ∞   et  :   0, ∞   sont 

continues bornées et que la fonction  , continue sur  0, ∞    et de classe   ,  

sur  0,∞     , est solution de (3.8). Alors   admet la représentation stochastique : 

,                                                        

                     ,   ; 0 ∞,  
   3.9  

2.3. Problème de Cauchy pour des opérateurs généraux : 

  On regarde ici la situation la plus générale que l’on peut obtenir par cette approche. 

  On  considère  un  temps  arbitraire  0  ,  des  fonctions  , : 0, ∞ , 

, :   0, ∞  et   :  continues et telles qu’il existe  0 et 

0 avec : 
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| | 1          0  ; :                              
| , | 1         , 0  ; : ; 0

        3.10  

  On note   l’opérateur défini par la relation (3.2),       satisfaisant les hypothèses 

de  lipschitzianité  et  de  croissance  linéaire,  et  soit    le  processus  solution  de 

l’équation différentielle  stochastique  (1.33) associée. On note  ,   l’espérance  sous 

laquelle  . On a alors une forme générale du théorème de Feynman‐Kac. 

Théorème 4 : 

   Sous les hypothèses précédentes, soit   une fonction continue sur  0.  et de 

classe  ,  sur  0,   , satisfaisant au problème de Cauchy : 

       , , 0,                       

,              ,                              
                 3.11  

et à la condition de puissance polynomiale : 

max| , | 1     ; :                                              3.12  

pour  0 et  0. Alors   admet la représentation probabiliste : 

, ,   ,                                                         

                      , ,      ;  0 ,  
    3.13  

  Comme dans  le cas précédent,  la preuve repose sur  la formule d’Itô appliquée à  la 

semi‐martingale : 

, ,    ; ,  

2.4. Interprétation des EDP de type elliptique : 

   Soit   de  dans  et   de   dans  les matrices       mesurables et bornées 

telles qu’il existe     0 tel que : 

    , ,  

  Les  normes  étant  les  mêmes  qu’au  théorème  16  (chap. I).  On  suppose  que  la 

matrice       vérifie : 

0   ,⁄  

et que   est à dérivées bornées. 



Chapitre III                                                                               Interprétation probabiliste des EDPs 
 

58   
 

 étant un P‐ ‐ processus de Wiener, on dénote par    la diffusion  solution de 

l’EDS : 

  , 0 

dont le générateur   s’écrit : 

1
2

 

avec 

 

Pour une fonction   de   dans   continue, bornée et négative, on définit : 

 

a) Problème elliptique sans frontière : 

   Supposons  de  plus  que      0  avec    assez  grand  pour  qu’il  existe    

     0 tel que : 

,                                                              3.14  

pour  tout    dans  ,      étant  considéré  comme  un  opérateur  de   

dans . 

   Pour f continue bornée sur  et de carré intégrable, on considère l’équation : 

,                                                        3.15  

   La solution de ce problème admet une représentation probabiliste suivante : 

 ,                                3.16  

b)  Problème elliptique avec condition de Dirichlet : 

 Soit   un ouvert borné de  , à frontière   assez régulière (  par exemple). La 

condition de coercivité (1.14) devient : 

,                                                   3.17  
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pour tout   de   (nulle au bord). L’inégalité (3.17) n’étant demandée que sur  , 

on  peut  encore  affaiblir  les  hypothèses  sur     en  incluant  notamment  le  cas 

     0. On dénote par   le temps d’atteinte du fermé  : 

0:                                                                      3.18  

Pour   continue sur    , on considère le problème :  

,
0,             

                                                        3.19   

dont l’unique solution   dans   admet la représentation probabiliste suivante, à 

l’aide de la diffusion  : 

 ,                                3.20  

  Cette formule se démontre comme (3.16) en remplaçant   par  le temps d’arrêt   

dont on montre que son espérance est finie. Si, au lieu de la condition de (3.19), nous 

considérons la condition inhomogène     pour  , il suffit d’ajouter le 

terme : 

 

à (3.20), pour obtenir la solution de (3.19) avec cette nouvelle condition au bord. 

2.5. Interprétation des EDP de type parabolique : 

  On  se  replace  ici dans  le  cadre des diffusions à  coefficients dépendant du  temps, 

c’est‐à‐dire que  l’on  se donne deux  applications,    de   dans     et   de 

  dans  les  matrices      ,  que  nous  supposerons  bornées  donc  vérifiée 

(avec      ); il existe     0 tel que pour tout  et tout  , : 

  
, , 1                          
, , , ,

                             3.21  

nous supposerons de plus que les dérivées spatiales de    sont bornées. À tout  ,    

de  , on associe le processus  , ,  solution de : 

, , , , , ,
,                                                                         

 

Pour     0 fixé, on se donne  ,   et   tels que : 
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0,  , , 0 

 

0, 0,  

Le générateur de  ,  est donné par : 

1
2

, ,  

Avec      , , ,  

on définit   par : 

,  

a. Problème parabolique sans frontière : 

On considère l’équation parabolique rétrograde (avec donnée finale en   ) sur   : 

, 0

, ,                    
                                                 3.22  

Ce problème a une unique solution : 

  dans  0, : 0, :   qui  se  représente  de  la  manière 

suivante : 

, , , , ,                             

                                                         , , ,
                3.23  

 

La démonstration se fait encore en appliquant la formule d’Itô  à : 

, , , ,  

entre        , en prenant l’espérance et en utilisant (3.22). 

 Dans le cas homogène, où les coefficients  , , ,    ne dépendent pas de  , on peut 

poser    ,          –   ,    ; il résulte de (3.23) avec  0 que : 
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, , , , ,                                      

                                                                  , , ,
       3.24  

qui donne la solution au point  ,    du problème : 

, 0

0,             
                                                                       3.25  

 Dans  le  cas  0,  cette  formule  est  appelée  formule  de  Feynman‐Kac  énoncé 

précédemment ; dans  le cas du mouvement brownien, en tombe dans  l’exemple de 

l’équation de la chaleur. 

b. Problème parabolique avec condition de Dirichlet : 

Soit   un ouvert borné de   à frontière   de classe   .Avec les données du 

paragraphe précédent, on s’intéresse au problème : 

,   0,

, 0,                0,        
, ,                              

                                                    3.26  

Ce problème a une unique solution   dans : 

0, : 0, :  

  En  utilisant  le  processus  , , défini  précédemment,  on  introduit  le  temps 

d’arrêt  ,  défini par : 

0: ,      

,  admet alors la représentation : 

 

, , , , ,,                            

                                                   
,

, , ,
        3.27  

pour tout  ,   0,       . 

  Cette formule se démontre comme (3.16) en appliquant ce coup‐ci la formule d’Itô, 

de         à       ,     , à    pour une suite   régulière convergente vers  . 
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  On peut ainsi considérer  le problème non homogène où  la deuxième condition de 

(3.26) est remplacée par    ,     ,    sur  0,        ; il faut alors ajouter à 

(3.27) le terme : 

 

, , , ,
,

,

, ,  

  À  nouveau,  si  , , ,  ,     ne  dépendent  pas  de  ,  on  peut  poser    ,  

  – ,    pour obtenir une représentation de la solution de : 

       0,         

avec les conditions    sur   0,      et  0,   dans   . 

3. Discrétisation de problème :  

 On  a  vu  dans  la  partie    précédente  de  ce  chapitre  que  l’interprétation  des  EDPs 

conduit à écrire  la solution sous  forme   avec  la quantité   dépend 

de  temps      et  du  hasard  .  Le  processus    est  une  diffusion,  il  n’est  alors  pas 

possible  de  calculer  exactement    et  l’on  a  naturellement  recours  à  la 

simulation numérique. Tout d’abord une discrétisation  temporelle de  la dynamique 

de   permit de générer une variable aléatoire   dont la loi est proche de celle de  . 

On  applique  ensuite  la méthode  de Monte  Carlo :  la moyenne  arithmétique  de   

copies indépendantes de la variable   converge vers  . 

3.1. Le schéma d’Euler : 

  La méthode d’Euler qui représente la première étape dans la simulation, permet de 

donner  une  variable  aléatoire    qui  est  proche  en  loi  de  ,  où   est  le 

processus de Markov solution de l’équation différentielle stochastique. 

Soit   un horizon de temps fini, on peut sans perte de généralité prendre  1; on 

cherche à estimer la loi de   qui en général n’est pas connue. Pour ce faire on 

approche  par  son  schéma d’Euler d’ordre  1, disons    ,  défini de  la  façon 

suivante: on considère la subdivision régulière 
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0 1     de  l’intervalle  0,1   c.‐à‐d.  ⁄   et  on 

pose  , et pour tout  0,1… , 1  et  ,  

, , , ,  

Le schéma d’Euler est simulable. C’est une petite perturbation  que l’on peut 

expliquer de la façon suivante : 

 On part à la date 0 de la valeur vraie  . 

 Sur l’intervalle 0, , on gèle les coefficients de l’EDS en leurs valeurs exactes 

 et   à gauche de cet intervalle et on calcule la valeur  ,  en   de la 

solution de cette nouvelle petite EDS. 

 Sur l’intervalle , , on gèle les coefficients de l’EDS en leurs valeurs exactes 

,  et  ,  à gauche de cet intervalle et on calcule la valeur  ,  en   de 

la solution de cette nouvelle petite EDS. 

 Et ainsi de suite… 

De plus on a les variable aléatoire   sont mutuellement indépendantes et 

de même loi gaussienne centrée de variance   .  

3.2. La méthode de Monte Carlo : 

 On voit que les EDPs peuvent être interprétés à l’aide de processus de Markov bien 

choisis  :  on  interprète    à  l’aide  du  générateur  infinitésimal  du  semi‐groupe  de 

transition d’un processus de Markov  ,   0 . Les motivations de cette démarche 

peuvent  être  d’ordre  théorique  et/ou  numérique.  En  effet,  en  particulier  lorsque 

,   0   est  solution  d’une  équation  différentielle  stochastique,  le  calcul 

stochastique  permet  parfois  d’obtenir  des  résultats  d’existence,  d’unicité  ou  de 

régularité de la solution de l’EDP. 

D’autre  part,  dès  que  l’on  peut  écrire  la  solution  de  l’EDP  sous  la  forme  d’une 

espérance du type       avec   fonctionnelle sur  l’espace des trajectoires 

de   entre 0    , on peut chercher à développer une méthode de Monte‐Carlo pour 

approcher   même si on ne sait pas simuler des trajectoires exactes de   : il suffit 

de construire un processus proche (en loi) de  , comme on a vu dans la paragraphe 
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précédente  (schéma  d’Euler),  en  simuler  un  grand  nombre  de  trajectoires  entre 

0    ,  évaluer  la  fonctionnelle    le  long  de  chaque  trajectoire  simulée  et  enfin 

moyenner toutes les valeurs obtenues. 

Donnons un exemple élémentaire. Considérons l’équation de la chaleur : 

, ∆ , , ,   0,                                      3.28  

avec  pour  condition  initiale  0,       une  fonction  mesurable  bornée.  Le 

paramètre    est  strictement  positif  et  est  appelé  «  paramètre  de  viscosité  »  en 

mécanique des fluides ou « volatilité » en finance.  

  On vérifie facilement d’après qui précédent que la fonction : 

,   0,     , ,    √2  

où    est  un mouvement  brownien  standard  à  valeurs  dans  ,  satisfait  (3.28) 

ainsi que lim ,       en tout point de continuité de  . Par application 

de la loi des grands nombres, on peut donc approcher  ,  par : 

1
   √2  

où  les    forment  une  famille  de  variables  aléatoires  gaussiennes 

indépendantes, à valeurs dans  , centrées et de matrice de covariance     . Cet 

algorithme est très simple à mettre en œuvre : on sait effectuer des tirages gaussiens 

indépendants  à  l’aide  d’appels  à  un  générateur  de  nombres  pseudo‐aléatoires 

uniformément  répartis.  La  vitesse  de  convergence  est  décrite  par  des  théorèmes‐

limite tels que le théorème de limite centrale, la loi du logarithme itéré, l’inégalité de 

Berry‐Essen : la convergence est d’ordre 1/√ , elle est donc lente. Toutefois, le coût 

de  l’algorithme  croît  seulement  linéairement  avec  la  dimension    de  l’espace 

puisqu’on  simule    trajectoires  d’un  mouvement  brownien  unidimensionnel 

standard, et ce coût est indépendant du paramètre  . 

   Typiquement,  les  méthodes  de  Monte‐Carlo  pour  des  équations  aux  dérivées 

partielles  elliptiques  ou  paraboliques  peuvent  permettre  de  traiter  des  problèmes 
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extrêmes, en très grande dimension ou avec de très faibles viscosités, lorsqu’il serait 

difficile, ou extrêmement coûteux, d’utiliser des algorithmes classiques. 

A l’aide de schéma d’Euler on peut écrire : 

, ~
1 ,  
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CHAPITRE IV : 

Application 

 

 

 

0. Introduction : 

  On applique dans  ce chapitre  quelques formules et méthodes citées  dans les trois 

chapitres  précédents.  Cette  application  repose  sur  la  simulation  numérique.  Pour 

commencer nous   abordons  la simulation des  trajectoires de mouvement brownien 

qui est la base des autres simulations stochastiques de notre travail. Il faut discrétisé 

le problème, cette discrétisation se faisant au niveau des variables, par exemple sur la 

variable de temps pour le mouvement Brownien. 

  Après  la  simulation  du  mouvement  Brownien,  on  procède  à  la  simulation  de 

processus  de  diffusion,  que  l’on  utilise  dans  notre  problème  principal  concernent 

l’interprétation probabiliste des EDPs.  
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1. Discrétisation du mouvement brownien : 

   Le mouvement  Brownien  standard  est  une  variable  aléatoire    qui  dépend 

continument de temps  0,  et satisfait les quartes conditions connues(Chap1).  

   Pour  la  computation proposée  il est utile de  considérer  le mouvement Brownien 

discrétisé,  où    est  spécifie  aux  valeurs  discrètes  de   ;  ainsi  nous  donnons 

∆ ⁄   pour  un  certain  entier  positive    et  soit    une  notation  de      

avec  ∆ . 

  La première  condition est    0  avec une probabilité 1,  la 2eme et  la 3eme  sont 

données par : 

∆  ,      1,2, … , ,  

où ∆  est une variable aléatoire indépendante de √∆ 0,1 . 

  Le programme  (PROG1) en MATLAB nous donne  la simulation d’une  trajectoire du 

Mouvement Brownien standard sur  l’intervalle  0,1   avec  1000 ;  le résultat de 

la simulation est illustré dans la figure (Fig.01) qui représente 1000 points   ,  en  

les joignant par interpolation linéaire:  

 

Remarque : tous les algorithmes des programmes (en MATLAB) cités dans ce chapitre 

sont donnés dans l’annexe B.  
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  Dans  la  figure  (Fig.2)  on  donne  la  représentation  d’une  trajectoire  de mouvement 

Brownien  dans  deux  dimensions.  On  voit  ici  que  le  point  de    trajectoire  marche 

aléatoirement dans tous les sens du plan.  
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 W(t) simulation d'une trajectoire d'un mouvement brownien

Fig 01:
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Fig 02:
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 Avec  les  mêmes  démarches  suivies  dans  la  simulation  d’une  trajectoire  d’un 

mouvement  Brownien  on  peut  simuler M  trajectoires,  le  programme  (PROG2)  sur 

MATLAB, nous a donné la simulation de  1000 trajectoires, le résultat est illustré 

dans la figure(Fig.03) : 
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Fig.03: 1000 trajectoires de mouvement Brownien
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2. Discrétisation d’un processus de diffusion:  

2.1.  Schéma d’Euler‐ Maruyama : 

  Une  des  simples  méthodes  de  discrétisation  de  processus  de  diffusion  est 

l’approximation  d’Euler,  appelée  parfois  Euler‐  Maruyama.  On  considère    un 

processus de diffusion  ,  satisfait l’EDS : 

  ,   ,                                                  4.1  

dans    ,  avec la valeur initiale    . 

  Pour  une  discrétisation      de  l’intervalle  de  temps    , , 

l’approximation d’Euler est un processus stochastique continu  ,  

qui satisfait le schéma itératif :  

, ,                          4.2  

pour  0,1,2… , 1 avec la valeur initiale  , où nous avons écrit :  

 

  Pour  la  valeur  de  l’approximation  de  temps  de  la  discrétisation  ,  nous  écrirons 

aussi : ∆  pour  le   pas de temps et appelé    max ∆   le pas de 

temps  maximale.  Pour  ce  paragraphe  on  considère  un  temps  de  discrétisation 

équidistant      avec  ∆ ∆   ⁄   pour   entier assez grand 

pour que ∆ 0,1  . 

  Quand    le  coefficient  de  diffusion  est  identiquement  égale  à  zéro,  l’itératif  de 

schéma  (4.2)  réduit  au  schéma  d’Euler  déterministe  pour  l’équation  différentielle 

ordinaire (EDO) : 

,                                                                        4.3  

  La  séquence  , 1,2. , … ,   des  valeurs  de  l’approximation  d’Euler  (4.2)  aux 

instants de  temps discrétisé  , 1,2, … ,  peut avoir  le même schéma 



Chapitre IV                                                                                                                            Application  
 

72   
 

simulé dans le cas déterministe, la différence principale est que nous avons besoin à 

générer le pas aléatoire : 

∆                                                    4.4  

pour    0, 1, 2… , 1 de mouvement brownien   , on sait que ces pas sont des 

variables  aléatoires  gaussiens  indépendants  avec  un moyenne  ∆ 0  et  de 

variance  ∆ ∆ , donc on peut utiliser des nombres pseudo‐aléatoires pour 

les incréments de mouvement brownien. 

  Pour simplifier nous écrivons :  ,   pour une fonction définie sur   

et    0, 1, 2… , 1,  alors  nous  pouvons  écrire  le  schéma  d’Euler  (4.2)  dans  la 

forme abrévié : 

∆ ∆    
                                                                                           4.5  

   La structure récurrente de schéma d’Euler qui évalue les valeurs approximatives du 

processus  de  diffusion  aux  instants  de  discrétisation  est  toujours  la  clé  du  Succès 

d’implémentation par ordinateur. 

2.2. Exemple de discrétisation d’un processus de diffusion: 

  Nous illustrons l’aspect de simulation pour approximer le processus de diffusion, en 

examinant  un  simple  exemple  avec  simple  coefficient,  on  considère  le  processus 

, 0  qui satisfait  l’EDS linéaire : 

                                                       4.6  

  Pour  0,  avec    la valeur  initiale,  c’est un processus de diffusion avec 

drift  ,  et un coefficient de diffusion  ,  . 

On peut avoir la solution exacte de cette EDS explicitement : 

1
2                                                 4.7  
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  Pour  0,  et  , 0  un Mouvement Brownien, connaître  la solution 

de (4.6) explicitement  donne la possibilité de comparer l’approximation d’Euler avec 

celle de la solution exacte, et calculer  l’erreur.  

  Pour  simuler  la  trajectoire  de  l’approximation  d’Euler  pour  un  temps  de 

discrétisation, nous  simplement donnons  la  valeur  initiale   et procéder par 

récurrence la prochaine valeur : 

∆ ∆  

pour  1,2, …  , accorder au  schéma d’Euler avec drift et diffusion.  Ici ∆  est  la 

distribution  gaussienne  0, ∆   du  mouvement  brownien    sur  le 

subintervalle   .                                                                                                                               

  Pour  la  comparaison,  nous  pouvons  utiliser  (4.7)  pour  déterminer  la  valeur  de  la 

solution exacte pour un même échantillon de mouvement brownien, obtenu : 

1
2

 
 

  Une application numérique de cet exemple en prenant  l’intervalle de temps  0,1  , 

le  pas  ∆ 10   et  pour  le  processus  de  diffusion  0.5, 0.5    1.  A 

travers le  programme (PROG3) nous avons le résultat de la simulation de  la solution 

exacte et la solution approximée par la méthode d’Euler de l’EDS (4.6). Le résultat est 

illustré  dans  la  figure  (Fig.04),  où  on  peut  voir  que  la  trajectoire  de  solution 

approximée approche celle de la solution exacte. 
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3. Application à l’interprétation probabiliste des EDPs : 

  Dans cette partie on applique  la méthode probabiliste  sur quelques exemples des 

EDPs paraboliques, Pour voir l’efficacité de la méthode on applique en parallèle  à ces 

EDPs une méthode déterministe  (différences  finies), on veut dire par efficacité, est‐

ce‐que  la méthode nous a donné une approximation acceptable de  la solution ? On 

commence  par poser le premier problème :    

3.1. Problème N°=1 (équation de la chaleur): 

  On  prend  comme  premier  problème  à  traiter  l’équation  de  la  chaleur.  Nous  

choisissons  un  problème  que  nous  savons  résoudre  analytiquement  et  par 

différences  finies  pour  essayer  par  une  comparaison  de  voir  l’efficacité  et  les 

avantages de la méthode probabiliste. 

  L’équation s’écrit  comme suit : 

, ,
       0, 0,

, 0                                                         
                                4.8  

avec : 

    0,0.1 0,1      1.      
        .             

        
0,    0
1,    0     

                                      4.9  

On sait résoudre cette équation analytiquement et la solution (exacte) est : 

,  

La figure (Fig.05) présente la solution analytique  ,  en fonction de   et  : 
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3.1.1. Illustration numérique du problème par méthode déterministe  (la méthode 

des différences finies) : 

  Cherchons  l’approximation numérique de  la solution  ,  qui satisfait  l’équation 

(4.8) avec  la    condition  initiale et  les  conditions aux  limites  (4.9).    La méthode des 

différences  finies nous permet de donner  cette  approximation ; on  commence par 

discrétiser  le problème. On divise  le domaine de  l’espace  0,  à   subintervalles, 

chacun  de  longueur ∆     / ,  et  on  divise  le  domaine  de  temps  0,   à   

subintervalles, chacun de durée ∆     / , en utilisant la méthode d’Euler explicite 

(chap. II) on obtient : 

2
∆ ∆

                                              4.10  

avec  , ,  la méthode explicite nous permet de résoudre  le problème par 

itération : 

1 2 ,      avec   
∆

∆
 

0
0.02

0.04
0.06

0.08
0.1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

Fig.05:solution analytique en fonction de x et de t

x

u
(x

,t
)



Chapitre IV                                                                                                                            Application  
 

77   
 

  On a d’après le chapitre II que ce schéma est consistent, donc il suffit de choisir  ∆  

et ∆  pour que  la  condition de  stabilité  soit  vérifiée, de  cette  façon on obtient un 

schéma convergent. La condition de stabilité dans ce cas est que  . 

  Le programme (PROG.4) fournit une fonction qui calcule la solution à tous les points 

,   explicitement,  avec  condition  initiale  et  condition  aux  limites  quelconques   

noté dans le programme par   ,    et   :  

 

 

 

  Le programme  (PROG.5) définit  les  fonctions :  condition  initiale  et  conditions  aux 

limites  (4.9),  le  pas  de  discrétisation    ∆   et  ∆  .  Il  suffit    de    donner    par  

exemple  20, 300, donc  0.133 , et on trouve la solution :  
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  La  figure  (Fig.06)  donne  l’illustration  graphique  de  la  solution  approximée  en 

fonction de    et  , par une première  comparaison on  voit  la  grande  ressemblance 

entre la figure (Fig.05) et (Fig.06) : 

On  continue la comparaison par le  calcul de l’erreur de troncature : 

, 1 , 1  

1.4797 10  

 

  Puisque on connaît    la solution exacte de  l’équation (4.8), alors on peut calculer  le 

vecteur erreur défini par : 

, … , , … ,  

avec : 

, , 1 , 1  

où  ,  est la solution analytique (exacte) au point  ,  et  est la solution 

approximée par la méthode des différences finies au même point. 
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  La figure (Fig.07) illustre la solution exacte et approximée au long de l’axe   et pour 

un  point  d’espace  fixé     0.5. On  remarque  que  les  deux  graphes  sont  presque 

confondus ce qui veut signifier que  l’erreur est acceptable ; ce que montre  la figure 

(Fig.08) qui  illustre le vecteur d’erreur   ,  pour    0.5. 
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Fig.07:solution exacte et approximée par la méthode des différences
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Fig.08: L'erreur de la méthode pour x=0.5
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On calcule l’erreur quadratique pour  1 2⁄  par : 

 
1

                                                     4.11  

 dans ce cas    1.1699 10  

   La Table.1  donne  l’erreur maximum (troncature) et  le temps ( )   d’exécution de 

programme pour des résolutions différentes de  l’équation  (4.8) par  la méthode des 

différences finies en changeant les valeurs de   et   (toujours pour  0.5): 

  90  600  1000 2000 8000  1.8 104

  20  20  50 100 200 300 

∆   0.0013  1.66 10‐4  10‐4 5 10‐5 1.25 10‐5  5.5 10‐6

∆   0.05  0.05  0.02 0.01 0.005  0.0033

  0.44  0.066  0.25 0.5 0.5 0.5 

  0.0013  4.54 10‐4  6.05 10‐5 6.05 10‐5 1.51 10‐5  6.72 10‐6

  0.031  0.25  0.656 4.82 144.7  1076.53

Table.1 

  On constate de cette  table que : chaque  fois qu’on diminue  la valeur de ∆   il  faut 

diminuer  la  valeur  de ∆   pour  obtenir  la  stabilité  de  solution,  cette  situation 

provoque  un  système  linéaire  de  grand  dimension  qui  nécessite  un  temps 

d’exécution plus grand, mais l’erreur devient plus petite. 

3.1.2. Illustration numérique du problème par la méthode probabiliste : 

  On passe par suite à  l’application de  la deuxième méthode sur  le même problème, 

donc on  s’intéresse à  l’interprétation probabiliste de  la  solution de  l’équation  (4.8) 

pour  0, , ce problème est  traité dans  le chapitre  III, et par  l’application de  la 

formule de Feynman‐Kac on peut écrire la solution sous forme : 

,                                                             4.12  

où le processus stochastique sous‐jacent     est la solution de : 

√2       ,0                                                    4.13           
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  La solution numérique est obtenue par  la simulation de Monte‐Carlo ;  l’application 

de schéma d’Euler donne une solution approximée de l’équation (4.13). On simule    

trajectoires de  cette  solution, et par  la  fonction de  condition  initiale on  calcule  les 

valeurs  , en moyennant ces valeurs on trouve : 

,
1

 

L’illustration graphique de cette solution est donnée par la figure (Fig.09) :  

 

 

  Le programme (PROG.6) donne   la solution approximé par la méthode probabiliste, 

où  le processus   est discrétisé  avec même pas de  temps utilisé  à  la première 

méthode (D.F), c.‐à‐d. on prend    300 et donc  ∆ ⁄ 1 300⁄  . 

 La figure (Fig.10) illustre la solution probabiliste et la solution exacte au long de l’axe 

de  temps  et  pour  un  point  d’espace  fixé  0.5 ,  on  peut  voir  que  la  solution 

probabiliste approche de la solution exacte avec des perturbations. 
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On calcule l’erreur de troncature : 

  , 1  

0.0227 

  L’erreur de troncature de cette méthode est plus grande que celle de  la première. 

Ceci provient de l’ordre de convergence de la méthode de Monte Carlo.   

  Le vecteur d’erreur est donné par la formule : 

  , , ,  
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 où   est la solution exacte et   est la solution par la méthode probabiliste. 

  La figure (Fig.11) illustre le vecteur  ,  pour une valeur de    fixé comme dans la 

première méthode  0.5. 

 

  On calcule l’erreur quadratique :     0.0098 

  On  remarque  que  l’erreur  quadratique  est  supérieure    que  celle  de  la  première 

méthode.  Ce  qui  signifie  que  la  solution  approximée  par méthode  des  différences 

finies est meilleure que celle de la méthode probabiliste. 

  On peut affaiblir la valeur d’erreur par l’augmentation de la valeur de   (le nombre 

des trajectoires). La Table.2 donne  l’erreur maximale des résultats de simulation de 

solution pour des valeurs différentes de   (toujours pour  0.5 ) : 

  500  1000 2000 8000 10000 

0.0110 0.0131 0.0098 0.0089 0.0065 

TE (s) 0.141  0.734 3.313 215.21 330.82 

Table.2 
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Fig.11:l'erreur de la méthode probabiliste pour x=0.5
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 D’après  la Table.2 on constate que  la convergence de cette méthode est très  lente. 

Mais  le  temps  d’exécution  de  programme  est  inferieur  à  celle  de  la  première 

méthode, car dans la méthode probabiliste on peut trouver la solution pour un   fixé 

directement, contrairement à  la première méthode  il  faut  trouver  toute  la solution   

(c’est à dire la matrice  , )  et en suite extraire la solution pour un   fixé. 

Interprétation des résultats :     

  Malgré que l’approximation de la solution par la méthode des différences finies soit 

meilleure  que  celle  de  la  méthode  probabiliste,  on  peut  dire  que  la  méthode 

probabiliste donne une approximation acceptable de la solution. 

  Puisque la méthode est basée sur la simulation de Monte Carlo, la convergence de la 

méthode  est  lente,  et  l’approximation  sera  faible  de  celles  des  méthodes 

déterministes. 

 L’utilisation de cette méthode   est avantagée dans  le cas de résolution des EDPs où  

la  résolution par  les méthodes déterministes  implique une  résolution des systèmes 

linéaires à grandes dimensions.  

3.2. Problème N° 2 : 

On prend comme deuxième problème l’équation aux dérivées partielles suivante: 

,
1
2

  ,
1
2   ,

1
2

, 0    ,    0,

, 0                                                                                                                    
     4.14  

    0,1 0,1   .                                           
        .                                     

       
0,  0                    
1,   exp  2⁄

     
                                                4.15   

On peut résoudre cette équation analytiquement et la solution (exacte) est :     

, /2  

La figure (Fig.12) illustre la solution en fonction de   et   : 
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3.2.1. Illustration numérique de problème par la méthode des différences finies : 

  Cherchons l’approximation de la solution par la méthode des différences finies,  en 

utilisant la méthode explicite (chap. II). On obtient le schéma suivant : 

             1 ∆  

avec   ∆ ∆  , ∆ ∆ , ,
 
. 

  On donne dans le programme (PROG.7) une fonction qui fait cette discrétisation et 

donne la solution approximée, la figure (Fig.13) représente cette solution en fonction 

de   et  . 
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  Pour  étudier  l’erreur  de  la méthode,  on  fixe  un  point  d’espace,  comme  dans  le 

premier  problème  pour  0.5,  la  figure  (Fig.14)  illustre  la  solution  exacte  et  la 

solution  approximée  par  la  méthode  des  différences  finies,  et  la  figure  (Fig.15)  

illustre  l’erreur  commise  par  la  méthode,  d’après  cette  erreur  on  déduit  que 

l’approximation est bonne, avec une erreur maximale  1.5169 10  
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3.2.2. Illustration numérique de problème par la méthode probabiliste : 

La formule de Feynman‐Kac permet de représenter la solution de problème : 

, exp
1
2

 ,    0,       16  

avec    et le processus sous‐jacent: 

1
2

  ,         

  Le  programme  (PROG.8)  donne  l’approximation  de  la  solution  en  passant  par  la 

méthode de Monte Carlo : 
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Fig.15:le vecteur erreur pour x=0.5
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  La  figure  (Fig.16)  représente  la  solution  exacte  et  la  solution  approximée  par  la 

méthode  probabiliste  et  la  figure  (Fig.17)  représente  l’erreur  commise  par  cette 

méthode, avec  100 trajectoires. 

 L’erreur  maximale  0.0094,  mais  pour  la  plupart  des  points,  l’erreur  est 

inferieure à 0.005,  avec une erreur  absolue maximale égale  à 5.9%, qui  laisse une 

bonne approximation. 

  Interprétation des résultats : 

  Dans  le  deuxième  problème  l’importance  de  la  méthode  probabiliste  est  bien 

apparue, car  l’application de  la   méthode des différences  finies sur cet exemple est 

difficile à cause des coefficients non constant, c'est‐à‐dire, dépendent de  la variable 

de  l’espace,  cette  dépendance  rend  la  solution  non  stable  parfois,  la  méthode 

probabiliste grâce à la formule Feynman‐Kac  nous donne une bonne  représentation 

de  la solution, et plus on augmente  le nombre des trajectoires dans  la méthode de 

Monte Carlo on obtient une solution plus précise avec une erreur faible. 
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Fig.16:solution exacte et solution approximée par la méthode probabiliste por x=0.5 
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Fig.17: le vecteur erreur de la méthode
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CHAPITRE V : 

Application en finance 

 

 

0. Introduction : 

  Une option est un produit  financier qui donne  le droit à  son acheteur d’effectuer 

une opération portant sur un sous‐jacent  (qui peut être une action, une obligation, 

une cargaison de pétrole) avant la date d’échéance. 

1. Modèle du prix  de l’actif: 

 La  théorie  des  modèles  de  Black  et  scholes  pour  un  actif  est  un  processus 

stochastique (EDS):  
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   La  figure (Fig1) illustre ces échantillons d’un actif, avec  0.1 et  0.3. 

A  la date d’échéance  ,  le prix de  l’actif est une variable aléatoire donné par  la 

densité : 

exp
⁄ 2⁄

2

√2
   ,   0 

 avec  0 pour  0, pour confirmer on donne la figure (Fig.02), qui illustre 

l’histogramme où on prend la valeur finale de l’actif   pour 10  échantillons, et la 

courbe présente  la densité  . 
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Fig.01:100 trajectoire d'un actif
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0. Formule de Black et Scholes :  

  La  formule de Black‐Scholes permet de calculer  la valeur théorique d'une option à 

partir des cinq données suivantes : 

 : la valeur actuelle de l'action sous‐jacente. 

  : le temps qui reste à l'option avant son échéance  . 

 : le prix d'exercice fixé par l’option. 

  : le taux d'intérêt sans risque. 

  : la volatilité du prix de l'action.  

  Le prix théorique d'une option d'achat (call), qui donne le droit mais pas l'obligation 

d'acheter l'actif   à la valeur   à la date   , est caractérisé par son payoff :  

; 0  
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Le prix de l'option est donné par l'espérance sous probabilité risque neutre du payoff 

terminal actualisé :   

     

  De plus, pour employer  le modèle du prix de  l’actif, Black et  scholes  imposent un 

nombre de supposition de simplification  aux options de marché, alors ils utilisent la 

formule suivante pour les valeurs de l’option européenne au temps   et le prix d’actif 

 : 

,  

où 

⁄ 1
2  

 

et  ·  est une fonction de la distribution de loi normale  0.1  : 

1

√2
 

  Le paramètre   dans  la  formule est  le  taux d’intérêt. Si  le prix d’actif aujourd’hui 

(temps  zéro)  est   la  valeur  de  black  et  scholes  call  option  est  , 0 .  Le 

programme (PROG2) fourni une fonction qui donne la valeur de l’option à la date   et 

le prix de l’actif  . 
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Il donne  la valeur de call   1.1447 pour  0, quand on change  les valeurs de   

on obtient autres valeurs de call par exemple :  

1 1.0972   ; 1.5 1.0731… ..  

a. La méthode de Monte Carlo : 

  Une propriété plus utilisée pour obtenir la valeur de l’option de Black et Scholes est 

d’estimer  la moyenne de payoff, sous  la condition de risque      , autrement dit, 

nous pouvons  reproduire  la valeur de  l’option par  fixer         dans  le modèle de 

l’actif et computer  la moyenne de   payoff de  tous  les  trajectoires de  l’actif, dans  la 

pratique, ceci peut être  faire par  la simulation de Monte Carlo  (moyenner  le payoff 

sur  un  grand  nombre  des  trajectoires  de  l’actif).    Pour  le  call  européen  on  a 

seulement   besoin de connaitre  le prix de  l’actif à  l’échéance, ainsi on peut prendre 

∆  à chaque échantillon, et on donne le programme (PROG3) : 

 

Ici,    est  le  payoff  du   trajectoire  de  l’actif.  La  moyenne  totale    est 

l’estimation de Monte Carlo de la valeur de l’option. La variance   est utilisée  pour 

donner l’intervalle de confiance à 95% suivant : 
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   1.96 /     ;         1.96 /  

Après l’exécution on trouve : 

1.1453 avec l’intervalle de confiance égal   1.1435   ;  1.1471  

  On  rappelle  qu’on  a  trouvé  avec  ces  paramètres  dans  la  première  méthode 

que   1.1447  est  approché  à  la  valeur  trouvée  dans  la  deuxième méthode.  La 

figure (Fig03) montre comment l’approximation de la méthode de Monte Carlo varie 

avec  le  nombre  d’échantillon  ,  ici  on  prend     10,       9,   0.06,  

 0.1    1, les croix dans la figure représentent l’approximation de Monte Carlo et 

les lignes horizontales  représentent l’intervalle de confiance de cette approximation, 

la valeur de Black et Scholes est représenté par la ligne verticale discontinu.   

 

b. La méthode Binomiale :  

  On commence par simplifier le modèle du prix de l’actif, on discrétise l’intervalle de 

temps  de  façon  équidistante    0                      avec   ∆ .   

Donnons le prix de l’actif au temps zéro  , on pose que le prix de l’actif au temps    
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fait un mouvement vers le bas avec   ou un mouvement vers le haut avec  , où 

1 et  1, alors au temps     les mêmes mouvements bas/haut sont faits avec 

les  trois possibilités      ,  ou    , et on continue cette  restriction, au  temps 

  ∆  on obtient   1  possibilités  donné par :   ,  0 . 

  A la date d’échéance    , il y a  1 possibilités du prix de l’actif  . 

Soit   correspond aux payoffs à  la date d’échéance pour une option d’un call 

européen, nous savons que: 

, 0  , 0  

  La méthode binomiale procède par une marche arrière sur l’intervalle de temps. La 

valeur de  l’option    correspond au prix de  l’actif      à  la date     est déterminée 

comme la moyenne de deux prix d’actif         au temps   . La formule est : 

∆   1     , 0  , 0 1 

  Le paramètre   est considéré comme la probabilité d’un mouvement vers le haut du 

prix de  l’actif,    cette  formule permet de marcher  en  arrière  vers  le  temps  zéro  et 

déterminer la valeur de l’option  . Il faut choisit les paramètres de la méthode telle 

que  le  modèle  binomial  de  l’actif  s’accorde  avec  la  version  de  Black  et  Scholes 

quand ∆ 0.  Une  fois  ∆   soit  fixé,  on  aboutit  à  deux  équation  pour  les  trois 

paramètres restants, et par conséquence plusieurs possibilités des solutions,  le choix 

par exemple est : 

1 , 1 ,
∆

, 

où   ∆ ∆ . 

Le programme (PROG4) donne  la valeur de  l’option par  la méthode binomiale, avec 

les  mêmes  paramètres  utilisés  dans  les  méthodes  précédentes,  la  valeur 

approximative  de  l’option  1.1448  s’accorde  avec  la  valeur  de  Black  et 

Scholes  1.1447 .  
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c. EDP de Black et Scholes : 

La  formule  de  Black  et  Scholes  pour  la  valeur  d’une  option  européenne  (call) 

intervient comme  la solution d’une équation aux dérivées partielles (EDP). L’EDP est 

d’une  forme parabolique avec  les  conditions de Dirichlet,  soit    la marche 

temps vers la date d’échéance, alors l’EDP prend la forme suivante: 

1
2   0                                      5.1  

avec condition initiale : 

, 0     0     , 0  

et conditions aux limites : 

0,  0 , ,           ,  pour   grand 

dans l’intervalle  0 et 0 . 

  On suit  la même procédure du chapitre  IV, pour  résoudre cette EDP par  les deux 

méthodes (différences finies et probabiliste) : 
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i. Différences finies pour l’EDP de Black et Scholes :   

 On  subdivise    l’intervalle de    , 0 , et on utilise  le maillage   de différences 

finies   ,  avec les pas  /  et  / , la méthode explicite nous permet 

d’écrire l’équation (5.1) par : 

1
2

2
  0 

Avec  ,  

où par la formule matricielle : 

        ,  0           1, 

 où        est  tridiagonale  et        est  déterminé  par  les 

conditions aux limites. 

  Le programme (PROG5) donne les valeurs de call   à la date   et au prix  , avec les 

paramètres   1, 10, 4, 0.03, 0.5.  
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  La figure (Fig.4) illustre le résultat de ce programme :  

 

ii. Méthode probabiliste l’EDP de Black et Scholes : 

L’interprétation probabiliste de  l’EDP de Black et  Scholes peut donner  la valeur de 

l’option avec  les mêmes paramètres précédents,  le programme    (PROG6)  fait  cette 

interprétation. On donne premièrement le processus sous‐jacent : 

 

et la solution sera :  
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, , 0 exp   

 Les valeurs sont données dans la figure (Fig.05): 
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CONCLUSION 

  

 

 

  Dans ce  travail nous présentons une des utilités du mouvement Brownien, qui est 

l’interprétation probabiliste des EDPs. A partir des propriétés qui sont concrétisées 

soit  dans  la  notion  de mouvement  brownien    soit  par  la  généralisation  de  cette 

notion où on trouve  la notion de processus stochastique de diffusion,  la formule de 

Feynman‐Kac nous permet de donner la représentation de la solution cherchée. 

  Pour bien présenter  l’utilité de  la méthode probabiliste on  fait une application sur 

un exemple d’EDP parabolique qui nous  savons  résoudre analytiquement et par  la 

méthode  des  différences  finies,  la  comparaison  fait  entre  les  solutions 

approximatives de chaque méthode et la solution exacte montre qu’on peut adopter 

la méthode probabiliste comme une méthode de  résolution, mais  les avantages de 

cette méthode apparus dans  les différents cas où on veut résoudre un problème en 

dimension élevée  (par exemple supérieure à 4)  les méthode classique conduisent à 

l’invention de systèmes linéaires d’une taille telle qu’elles deviennent impraticable, et 

la méthode probabiliste est souvent utilisée. 

  De même,  la méthode probabiliste est souvent préférable  lorsque  l’on cherche  les 

valeurs de la solution en certains points du domaine de calcul seulement : le cas des 

calculs de prix d’option en finance est typique puisque l’on ne s’intéresse qu’à une ou 

à quelques valeurs des prix. 
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ANNEXE 

 

A. Principaux espaces fonctionnels : 

 

1. Espaces de fonctions « régulières » (au moins continues) 

Soit   un ouvert de   ,   un compact de   . Les fonctions sont ici à valeurs 

réelles ou complexes.  

   Espace des fonctions continues sur . Muni de la famille de 
semi‐    normes : sup | |  pour  tout 
compact   , c’est un espace de Fréchet. 

   Espace  des  fonctions  continues  bornées  sur  .  C’est  un 

espace de Banach pour la norme : sup | |. 

 
   Espace des fonctions continues sur et tendant vers zéro 

au bord de . C’est un  espace de Banach pour  la norme 
précédente. 

   Espace des  fonctions  continues  sur à  support  compact 

dans  . 

 
,    Espace des  fonctions de  classe , ou encore espace des 

fonctions dont  toutes  les dérivées d’ordre   existent et 
sont continues. C’est un espace de Fréchet pour  la famille 
de semi‐normes : 

, sup
| |

sup  

 
       espace  des  fonctions  infiniment  dérivables  ;  espace  de 

Fréchet, avec les semi‐normes : 

, |   | , ,  

 
espace  des  fonctions  infiniment  dérivables  à  support 
compact.  Une  suite    de  tend  vers  zéro 
dans   si   est borné et : 

| | 0,  



annexe   
 

105   
 

 
2. Espaces de fonctions intégrables : 
Soit   un réel, 0 , et encore   ouvert de  . 
Les fonctions considérées étant à valeurs réelles ou complexes, on note : 
 

   l’espace des (classes de) fonctions mesurables sur   telles que  la 
fonction | |   soit  intégrable  sur   .  C’est  un  espace 
de Banach pour la norme : 

| |
 

 

 
3. Espaces de Sobolev : 
Soit  ,  1, ∞ ,  .on note : 
 

   l’ensemble  des  fonctions telles  que   avec
  ,   vérifiant  | | , 

avec, bien sûr,    défini au sens des distributions. 
C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire : 

,   ·    
 

| |

 

 
   l’adhérence  de dans .

 
   l’espace  dual  de .  C’est  un  espace  de  Hilbert  pour  la 

norme duale. 
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B. Algorithmes : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Algorithme 01 : simulation d’un mouvement brownien

Variables      {Déclaration des donné} 

    ,  : tableau des  {réels L’intervalle de temps} 

     : entier  {la taille de trajectoire}. 

Début  

/   {Discrétisé l’intervalle de temps}  
0       {Initialisation de trajectoire} 

  Pour   1 jusqu’à     {La boucle de simulation} 

                             Simuler   par la loi  0,1  

                              1 √    

             Finpour 

Fin. 



annexe   
 

107   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Algorithme 02: simulation de  trajectoire d’un mouvement brownien   

Variable {Déclaration des donné} 

    ,  : tableau des réels {l’intervalle de temps} 

            : entier   {la taille de trajectoire} 

           : entier {nombre des trajectoires} 

Début  

          /  {Discrétisé l’intervalle de temps} 

         0 pour 1   {Initialisation des trajectoires} 

       { La boucle de simulation}   

        Pour  2  jusqu’à   

               Pour  1 jusqu’à   

                       Simuler  ,  par la loi  0,1  

                        , , 1 √   ,  

              Finpour 

        Finpour 

Fin. 
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Algorithme 03: simulation d’une diffusion

Variable  

   ,  : tableau des réels    {l’intervalle de temps} 

            : entier            {la taille de trajectoire} 

   ,  ,  : réels           {Constantes} 

Début  

          /             {Discrétisé l’intervalle de temps} 

          {La boucle de simulation de la solution exacte  } 

   1     {Initialisation de trajectoire}  

        Pour  1 jusqu’à   

                                    Simuler   par la loi  0,1  

                                     1 √    

                                     

        Finpour 

       {La boucle de simulation de la solution approximée par la méthode 

                       d’Euler‐Maruyama  } 

   1        {Initialisation de trajectoire}  

        Pour   1  jusqu’à    

                        1   1 1  

        Finpour 

Fin.  
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Algorithme 4 : résolution d’une EDP parabolique (équation de la chaleur) 

                                 par la méthode des différences finies 

Variable    {Déclaration des donné} 

    ,  : tableau des réels    {l’intervalle de temps} 

    ,  : tableau des réels    {l’intervalle de l’espace} 

     ,     : entier            {la taille de trajectoire} 

               : fonction    {Condition initiale; fonction de  }. 

    ,    : fonction {Conditions aux limites ; fonction de   } 

                 : réel {constant} 

Début  

          /      {Discrétisé l’intervalle de temps} 

         /     {Discrétisé l’intervalle de temps  par}  

   si  (      )   alors                  {Condition de stabilité} 

{La boucle de la solution aux points  ,  avec  ,  } 

      Pour  1 jusqu’à  1 
                ,  

      Finpour. 

    {La boucle de la solution aux points ,  et  ,  } 
      Pour   1  jusqu’à  1 
             ,  

             ,  

      Fin. 
    {La boucle de la solution aux points ,  } 
     Pour  1 jusqu’à   
             Pour  2 jusqu’à   
                     ,   , 1 , 1  
                                                                                            1 2 ,  
             Finpour 
     Finpour 

  Finsi 

Fin.  
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Algorithme 5 : résolution d’une EDP parabolique (équation de la chaleur)  

                                                        par la méthode probabiliste. 

Variable         

,  : tableau des réels    {l’intervalle de temps} 
          : entier            {la taille de trajectoire} 

         : réel          {La valeur initiale} 

                      : entier     { La taille de trajectoire}. 

Début  

/          {Discrétisé l’intervalle de temps} 
algorithme 1    {Simulation de mouvement Brownien}  

{La boucle de simulation de la solution au point  ,  } 
    Pour   1  jusqu’à   

           Pour   1  jusqu’à   

                       ,   √2  ,  
           Finpour 
   Finpour 
 

    Pour   1  jusqu’à   

            , ∑ ,   {L’approximation de Monte Carlo} 

    Finpour 

Fin 
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